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წიგნში გადმოცემულია კოშის ტიპის ინტეგრალებისა ღა სინგულარული ინ- 
ტეგრალური განტოლებები, მათემატიკური აპარატი, რომლის დამუშავებაში აქ- 

ტიურად მონაწილეობდნენ ავტორი და მისი მოწაფეები. ეს აპარატი ანალიზეო 

ფუნქციათა თეორიის სხეადასხ ა სასახღერო ამოცანის ამოხსნის ეფექტურ 

საშუალებას წარმოადგენს. იიგნის მნიშვნელოჟანი ნაწილე პოტენციალთა თეო- 

რიის, დრეკადობის თეორიისა და მათემატიკური ფიზიკის სხვა ამოცანათა ამო- 

სახ„»ნელად ამ აპარატის გამოყენებას ეძღვნება, 
წიგნის ქართულ გამოცემას დაემატა მესამე რუ-ელი გამოცემის შემდე: 

გამოქვეყნებული მონოგრაფიული ხასიათის შრომების ბიბლიოგრაფია. 

რედაქტორდები: საქ. სსრ მეცნ. აკად. წეეო-კორ. ბ. ხვედელიძე 
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მესამე ბამოცემის წინასიტყვაობა 

  

ეს გამოცემა წინასაგან უმთავრესად იმით განსხვავდება, რომ დაემატა 
მითითებები უკანასკნელ ხანებში გამოქვეყნებულ ბევრ შრომაზე, რომლებიც 

მჭიდროდაა დაკავშირებული ამ წიგნში გადმოცემულ შედეგებთან. ასეთი 

შრომების სიმრავლის გამო ამას თავს ვერ გავართმევდი იმ მეტად მნიშ- 

ვნელოვანი დახმარების გარეშე, რაც გამიწია ბ. ხვედელიძე?, რომელმაც გულ- 
მოდგინედ შეისწავლა სათანადო ლიტერატურა. დიდ მადლობას ვუხდი მა 

ამ დახმარებისათვის რომელმაც ბევრი დრო და ბეჯითი "შრომა მოან- 

დომა. გულითად მადლობას ვუხდი აგრეთვე გ. მანჯავიძესა და თ. გეგელიას 

მნიშვნელოვანი შენიშვნებისათვის რომლებიც მოსაზტვრე დარგების ლი- 

ტერატურას შეეხება. 
სასიამოვნო მოვალეობად მიმაჩნია დიდი მადლობით მოვიხსენიო პრო. 

ფესორები ლ. ბერგი (L. 80LC) და ჰ. შუბერტი (9. 5-ჩსხი.ს) –- ამ წიგნის 

ახლახან გამოსული გერმანული თარგმანის (გერმანიის მეცნიერებათა აკადე– 

მიის გამოკემა, ბერლინი, 1965 წ.) რედაქტორები, აგრეთვე მთარგმნელები 

დოქტორი ი. ჰირხე (I. IIIIიხი) და დოქტორი რ. რიდელი (IL. IXICVCI) რუ- 
სულ დედანში გაპარულ რიგ ბეჭდვით შეცდომასა და უზუსტობაზე მითითე- 

ბისათვის. 
წიგნის ბოლოს VI დამატების სახით მოთავსებულია პროფესორ ბ. ბო- 

იარსკის ჯერ კიდევ გამოუქვეყნებელი სტატია, რომელიც აჭ მიზნით თავაზი–- 

ანად გადმომცა ავტორმა. 
(დასასრულ, უნდა აღვნიშნო, რომ წიგნის ტექსტში არ მოხეოხდა საკმა- 

ოდ ბევრი ისეთი შრომის მოხსენიება, რომლებიც ყურადღებას იმსახურებენ. 

არც ის არის გამორიცხული, რომ ზოგიერთი მეტად მნიშვნელოვანი 

შრომა ყურადღების გარეშე დაგვრჩა რისთვისაც ბ. ხვედელიძე და მე წი- 

ნასწარ ბოდიშს ვუხდით მათ ავტორებს. 

ნ. მუსხელიშვილი 

თბილისი, 1967 წლის ივლისი



მეორე გამოცემის წინასიტყვაობა 

  

ამ გამოცემაში პირველი გამოცემის (1946 წ.) ტექსტი არსებითად გადა- 

მუშავდა, მაგრამ წიგნის საერთო ხასიათი ადრინდელი დარჩა. წიგნის უდია- 

დესი ნაწილი ფაქტიურად ხელახლა დაიწერა. 

I თავის § 26-ში გადმოცემულმა შედეგებმა, რომლებიც თითქმის უშუა- 
ლოდ გამომდინარეობს §§ 22-25-ის შედეგებიდან, რომელთა მთავარი ნაწი- 

ლი პირველ გამოცემაშიაც იყო მოყვანილი, საშუალება მოგვცეს გადმოცემის 

საგრძნობი გართულების გარეშე IV და V თავების შედეგებისათვის” მეტი 

ზოგადობა და მთლიანობა მიგვენიჭებინა. წიგნის შინაარსის უფრო ·მეტად 

გამთლიანების მიზნით ასევე, განხოგადდა ბევრი სხვა შედეგიც. 
არსებითად გადამუშავდა VI თავი, რომელშიც სრულიად შეცვლილია 

ფუნქციათა სისტემისათვის შეუღლების სასახღვრო ამოცანის ამოხსნის მეთო- 
დი, რომელიც ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიას ეყრდნო- 

ბოდა, აქ კი გამოყენებულია სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თე- 
ორიაზე დაფუძნებული მეთოდი, რომელსაც გაცილებით მარტივად მივყა- 

ვაოთ მიზნამდე. 

ახლანდელი გამოცემიდან ამოღებულია ზოგიერთი გამოყენება დრეკა- 

დობი ბოტყელ თეორიაში (პირველი გამოცემის IV” თავის IV კარი), 

რომლებიც მიზანშეწონილად ვცანი გადამეტანა ჩემი მეორე წიგნის „დრეკა- 
ღობის მათემატიკური თეორიის ზოგიერთი ძირითადი ამოცანა“ მესამე გამო- 

ცემაში (1949 წ. მეოთხე გამოცემა გამოვიდა 1954 წ.), მაგრამ სამაგიეროდ 

მოყვანილია (V თავის IV კარში) ზოგიერთი სხვა, ნაკლებად ელემენტარუ- 

-ლე ხასიათის გამოყენება დრეკადობის თეორიაში. 
ამ წიგნის პირველი გამოცემისა და ი. რადოკისეული ინგლისური თარ- 

გმანის (გრონინგენი, 1953 წ.) გამოსვლის შემდეგ გამოქვეყნდა მრავალი 

ნაშრომი, რომელნიც მჭიდროდ არიან დაკავშირებული ამ წიგნმი გადმოცე- 
მულ შედეგებთან. მიუხედავად იმისა, რომ ბევრი ამ ნაშრომთაგანი მნიშვნე– 
ლოვან ინტერესს იწვევს, მათ, იშვიათი გამონაკლისის გარდა, ამ წიგნის ში- 

ნაარსზე გავლენა არ მოუხდენიათ, ვინაიდან სათანადო შედეგების გადმოცემა 

წიგნის განზრახული ჩარჩოებიდან შორს გაგვიყვანდა და მის შედარებით ელე– 

მენტარულ ხასიათს დაარღვევდა. 
მე მაინც შევეცადე მოკლედ მიმეთითებინა სხვა ავტორთა მიერ მიღე- 

ბულ ყველა მეტ-ნაკლებად მნიშვნელოვან ახალ შედეგზე. ამ მხრივ ფასდაუ- 

დებელი დახმარება გამიწიეს ჩემმა კოლეგებმა ნ. ვეკუამ, გ. მანჯავიძემ და 

ბ. ხვედელიძემ, განსაკუთრებით კი ამ უკანასკნელმა, რომელმაც, ამასთანავე, 

მთლიანად წაიკითხა ხელნაწერი და მთელი რიგი მნიშვნელოვანი შენიშვნა 

მომცა. აღნიშნულ პირებს უღრმეს მადლობას მოვახსენებ. 

ნ. მუსხელიშვილი 
თბილისა, 1960 წლის აპრილი



პირველი გამოცემის წი5ასიტყვაობიდან 

  

ეს წიგნი გათვალისწინებულია მკითხველთა საკმაოდ ფართო წრისათვია, 
კერძოდ, მათთვის, ვინც დაინტერესებულია გამოყენებებით დრეკადობის თე- 

ორიაში, ჰიდრომექანიკასა და მათემატიკური ფიზიკის სხვა დარგებში. წიგნი 
მისაწვდომია იმათთვის, ვინც იცნობს კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა 

თეორიისა და ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიის საფუძ- 

ვლებს. წიგნის კითხვის გასაადვილებლად ცალკე გამოვყავი ფორმულირებები 

იმ დებულებებისა, რომელთა დამტკიცების მსვლელობა თავისთავად იმდენად 

ღირებული არ არის, რომ დამტკიცების გამოტოვებას ხელი შეეშალა საქმის 

არსის გაგებისათვის, გარდა ამისა, ის თავები და ნაწილები, რომლებიც სხვა- 

დასხვა გამოყენებას ეძღვნება, სადაც ეს შესაძლებელი იყო, ერთმანეთისაგან 
დამოუკიდებელია. იჭედი მაქვს, რომ ამ წიგნში გადმოცემული მეთოდები 

შესაძლებელია :ეფექტურად იქნეს მომარჯვებული გამოყენებითი ხასიათის 

ბევრი ამოცანის ამოსახსნელად. ზოგიერთი უმარტივესი გამოყენება პოტენ- 

ციალთა თეორიაში, დრეკატობის თე არიასა და ჰი” ღრომექანი+ამი თვით წიე5- 

შია მოცემული. 
წიგნის დაწერას ბიძგი მისცა ჩემმა მოხსენებებმა თბილისის მათემატი- 

კის ინსტიტუტის სემინარზე 1940--1942 წლებში. სემინარის მონაწილეთა 
მიერ მიღებული შედეგებისა და უმთავრესად ი. ვეკუას ბრწყინვალე ნაშრო- 

ძების გავლენით საკითხების წრე, რომელთა განხილვასაც ვვარაუდობდი. 
არსებითად შეიცვალა; ამიტომ მე დიდი და სავსებით გასაგები კმაყოფილე– 

ბით უნდა აღვნიშნოთ, რომ ამ წიგნის შინაარსის უმეტესი ნაწილი ი. ვეკუასა 

და ჩემთან ერთად საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკადემიის თბილისის მა- 
თემატიკის ინსტიტუტის ახალგაზრდა თანამშრომლების კოლექტიური შრომის 
შედეგად უნდა იქნეს მიჩნეული. 

ნ. მუსხელიშვილი 

თბილისი, 1944 წლის შემოჯ;ომა



ყესავალი 

  

15, უკანასკნელ წლებში სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თე- 
ორია სულ უფრო მეტ მნიშვნელობას იძენ გამოყენებით საკითხებში ამ 
წიგნში ვიხილავთ მხოლოდ ერთგანზომილებიან! სინგულარულ განტოლებებს. 
რომლებშიც მონაწილე ინტეგრალები კოშის მთავარი მნიშვნელობის აზრე- 
თაა? განხილული, 

ასეთი განტოლებების თეორიას საფუძველი ჩაეყარა ა. პუანკარესა და 
დ. ჰილბერტის შრომებში, უშუალოდ ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლე- 

ბათა კლასიკური თეორიის ჩამოყალიბების კვალდაკვალ, მაგრამ სინგულა- 
რულ-ინტეგოალურ განტოლებათა თეორიას მათემატიკოსთა ჯეროვანი ყუ- 

რადღება დიდხანს არ ექცეოდა. 
მაგრამ უკანასკნელ ხანებში ერთგანხომილებიან სინგულარულ ინტეგ- 

რალურ განტოლებათა თეორიამ მნიშვნელოვნად წაიწია წინ და მას ახლა შე– 

იძლება სავსებით დასრულებული სახე მიეცეს. 

ეს თეორია განსაკუთრებით ეფექტური გახდება, თუ მოვიშველიებთ გარ- 

კვეული სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნას. ამ ამოცანას, ჩვეულებრიე, რიმანის 
ან კიდევ ჰილბერტის ამოცანას უწოდებენ; ჩვენ მას შეუღლების ამოცანას 

ვუწოდებთ. 
ამიტომ ჩვენს გადმოცემაში სინგულარულ განტოლებათა თეორია მჭიდ- 

როდ აღის დაკავშირებული აღნიშნულ სასაზღვრო ამოცანასთან. 
მათემატიკური ფიზიკის სხვადასხვა ამოცანის ამოხსნის ინტერესების გათ- 

ვალისწინებით, ჩვენ რამდენადმე ვზღუდავთ შესასწავლ ინტეგრალურ გან- 

ტოლებებსა და ამოცანების სასაზღვრო პირობებში მონაწილე საძიებელ და 
ცნობილ ფუნქციებს, რაც საგრძნობლად ამარტივებს მსჯელობებს, მაგრამ 

ასე აგებული თეორიის სისრულეზე გავლენას არ ახდენს. 
გამოკვლევისა და ამოხსნის ძირითად აპარატს წარმოადგენს კოშის ტიპის 

ინტეგრალი, რომლის ელემენტარული თეორია გადმოცემულია I თავში, ეს 

თავი, ამას გარდა, მთელ რიგ უშუალო უმარტივეს გამოყენებას შეიცავს. 
მკითხველის განსაკუთრებულ ყურადღებას მივაპყრობთ IL თავის §§ 22–-- 

26-ის შედეგებს. მათ დაზტკიცებაზე დახარჯული გულმოდგინე შრომა იმ-თ 

1 ამის ქეეშ ვგულისხმობთ, რომ ინტეგრების არე ერთგანზომილებიანია (წირია). 

2 ზოგიერთი ავტორი გვთავაზობს ტერმინ „სინგულარულის“ „განსაკუთრებულით“ შეც- 

ელას. მე ვტოვებ პირეელ, საკმაოდ დამჯვიდრებულ ტერმინს, კოშის გულიან ინტეგრალურ 

განტოლებათა (მხოლოდ ასეთებია ამ წიგნში განხილული) აღსანიშნავად; ტერმინი „განსა- 

კუთრებული“ კი, ვფიქრობ, მიზანშეწონილი იქნებოდა, ფრედჰოლმის ტიპის განტოლებისა– 

გან განსხვავებული ნებისმიერი ტიპის განტოლების აღსანიშნავად ყოფილიყო გამოყენებუ- 

ლი,
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ანაზღაურდება, რომ ისინი საგრძნობლად გააადვილებენ გამოყენების თვალ- 
საზრისით მნიშვნელოვანი მთელი რიგი ახალი შედეგების მიღებას, ამასთან 
პირდაპირი გზით. 

§§ 22--26-ის შედეგებს ჩვენ ძირითადად მხოლოდ IV და V თავებში ვი– 

ყენებთ, II, III, VI თავებში კი ამ შედეგებით არ ესარგებლობთ, თუ არ ჩავ- 
თვლით “'სოგიერთ ადგილს, რომლის გამოტოვება შეიძლება ისე, რომ დანარ–- 

ჩენის გაგება არ შეფერხდეს. მკითხველს, რომელიც პირველად ეცნობა სა- 

კითხს, შეიძლება ვურჩიოთ, გამოტოვოს აღნიშნული პარაგრაფები, ჯერ, გა- 

ეცნოს II, III და VI თავების შედეგებს, რომლებიც საკმაოდ დამოუკიდებელი 

ნაწილებია, შემდეგ კი გამოტოვებულ ადგილებს დაუბრუნდეს. 
2 წიგნის მოცულობის მეტისმეტად გაზრდის თავიდან ასაცილებლაღ 

სრულად არ არის წარმოდგენილი რიგი მნიშვნელოვანი საკითხებისა, რომლე– 

ბიც სათაურის მიხედვით მასში უნდა შესულიყო. 
უპირველეს ყოვლისა, ჩვენ აქ არ ვეხებით მრავალგანხზომილებიან სინ- 

გულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიას, თუმცა კი ამ ბოლო დროს 
ავ თეორიამ მნიშვნელოვნად წაიწია წინჰ. არ განვიხილავთ აგრეთვე არაწრ- 

ფივ განტოლებებს, კომპლექსური ცვლაღის ფუნქციათა თეორიის არაწრფივ 

სასაზღვრო ამოცანებს, რომლებსაც ასევე უკანასკნელ ხანებში არც თუ ისე 

მცირე რაოდენობის მნიშვნელოვანი ნაშრომი მიეძღვნა, სხვაობიან გულიან 
ინტეგრალურ განტოლებებს, მიუხედავად მათ მიმართ არსებული დიდი პრაქ- 

ტიკული და თეორიული ინტერესისა. 
ბოლო დროს საგრძნობ მნიშვნელობას იძენს ეგრეთ წოდებული განზო- 

გადებულ ანალიზურ ფუნქციებთან დაკავშირებული სასაზღვრო ამოცანები. 

ამ საკითხებს წინამდებარე წიგნმი აგრეთვე არ ეეხებით და ვიფარგლებით 
ანალიზურ ფუნქციათა კლასიკური თეორიით. განხოგადებულ ანალიზურ ფუნ- 

ქციათა თეორიიო და მისი გამოყენებებით დაინტერესებულ მკითხველებს ვურ- 

ჩევთ მიმართონ ი. ვეკუას მონოგრაფიას (13), სადაც შეუძლიათ ნახონ აგ- 

რეთვე მითითებანი სათანადო, უკვე ·საკპაოდ ერცელ ლიტერატურაზე. 
ამ წიგნში ციტირებული ლიტერატურის სია (ავტორების ანბანთრიგზე) 

მოცემულია ცალკე, წიგნის ბოლოს. ტექსტში მითითებისას დასახელებული 

ავტორის ნაშრომის ნომერი მოთავსებულია კვადრატულ ფრჩხილებში. 

რიგ შემთხვევებში წიგნში გადმოცემული შედეგების ამა თუ იმ გამო- 

ყენების გაკვრით ხსენებისას მითითებულია მათი ავტორების არა ადრინდელე 

სტატიები არამედ უფრო მოგვიანებით გამოქვეყნებული მონოგრაფია 
ან შემაჯამებელი სტატიები, ამასთანავე, ზოგიერთი საყურადღებო შედეგი 

სრულიად არაა მოხსენებული, თუ ის გადმოცემულია ჩვენ მიერ ციტირებულ 
საკმაოდ გავრცელებულ წიგნებში ან შემაჯამებელ სტატიებში. 

ვი ბოლო დროს სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიას იმ 

სახით, როგორც ეს ამ წიგნშია გადმოცემული, სულ უფრო ხშირად იყენე- 

3 მოკლე ცნობები ამ საკითხხე არსებული ლიტერატურის შესახებ მოცემულია წიგნის 
ბოლოს § 138-ში. 

4 ამ საკითხების შესახებ იხ. მ, „რეინის შრომა (1), რომელშიც დასახელებულია სათა- 
ნადო ლიტერატურაც. იხ. აგრეთვე ე. სმირნოვის წიგნი (4), ტ. IV.
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ბენ თეორიული ფიზიკის, კერძოდ, ველის კვანტური თეორიის ზოგიერთი 
ამოცანის ამოხსნისას, სამწუხაროდ, ფიზიკურ ჟურნალებში გამოქვეყნებული 

ნაძრომები სულ უკანასკნელ დრომდე ჩემი თვალსაწიერის გარეთ აღმოჩნდა. 

ამიტოს შემოვიფარგლები ნ. ბოგოლიუბოვის, ბ. მედვედევის, ა. თავხელიძის 

I1) სტატიაზე მითითებით, რომელშიც მოკლედაა მიმოხილული ამ წიგნში 

გადმოცემულ მეთოდებთან დაკავშირებული ზოგიერთი ნაშრომი ველის 
კვანტურ თეორიაში. 

4”, წიგნის ძირითადი ტექსტის გასაგებად საკმარისია მკითხველი იცნობ- 

ღეს კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა ელემენტარულ თეორიას და ფრედ- 
ჰოლმის ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიის საწყისებს. 

ნათქვამი არ შეეხება ცალკეულ პარაგრაფებს, რომლებშიაც გამოყენებუ- 
ლია ფუნქციონალური ანალიზის (მართალია, ელემენტარული) ცნებები, აგ– 
რეთვე სპეციალურ პარაგრაფებს, რომლებშიაც მოცემულია მოკლე ცნობე- 

ბი სხვადასხვა ავტორის ზოგიერთი შედეგის შესახებ. ამ პარაგრაფების გამო– 

ტოვება წიგნის დანარჩენი ნაწილის გაგებას ხელს არ შეუშლის.



თავი აირველი 

აო“რმის ტიპის ინბეზოაC ების ძირითადი თვისებები 
  

I. ზობიერთი ბან"აზღვ“რა და ღამხმარე დებულება 

ამ განყოფ ლებაში მო: ვემულია ზოგ“ერთ- („ნებს განსაზღ“რა და» დამტჯიცე- 

ბულია მარტ-ვი დებულებებ-, რომლებსაც ჩ'ენ შემ;გო ში სშირად გამოიი-ენებთ. 

§ 1. გლუვი და უბან-უბან გიუვი წირები. შემდგომში ჩეენ გან ის-ლა-თ 

მხოლოდ” ისეთ წირებს, რომლებ-ც განლაგებულ-ა ს'6Cრტაეზე. ამ ს-ბრტიეზე 0XV 

საკოორდინატო სესტემად ყო-ელთე:ს -გულ:სLმკბთ წოფი-, მართკუთ:ა ს Lსტემას, 

რომელიც «სეა ორიენტირებული, რომ დამკეირეებლისათვის, როცა ის «სედება 0X 

ღერძის გასწერ-ავ, 0V ღერძი მარცხნივაა მიმართულე. 

ამ-ს შესაბამისად სიბრტყეზე კუთხეების ათვლის დადებით მიმართულებად ჩაი- 

თვლება საათეს ისრეს მოძრაობის საჟ“ნააღმდეგო მ'მართულება; თუ ვილაპარაკებთ 

მოცემული მ-:მართულებიდან ათელილ კუთხეებზე, ყოეელთვის შესაბამ-სე ნიშნით 

აღჭურვილე კუთხეება გიაექპება მხედველობაში. 

შემდგომშე, როცა საუბარი გვექნება გლუვ წირებზე, ყეელგან ვიგულისხმებთ, 

რომ ეს წირები მარტივია, ე. ი. თავის თავს არ კვეთენ. 

19. გახსნილ გლუე რკალს ან გახსნილ გლუე კონტურს ეგიოწო- 

დებთ წირს, რომელიც პარამეტრულად შემდეგი სახით შე:ძლება იქნეს წარმოდგენილი: 

X= XC), ყ=V(5ი), 5, <= 5 <ღ 5, (1,1) 

სადაც §, და 5, რამე სასრული მუდმივებია, ხოლო X(§) და (5) აღნიშნულ ინტერ- 

ვალში უწყვეტი ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს; 

I. მათ (§,, §გ) ინტერვალში, ბოლოების ჩათელით, უწყვეტი X(5), V(5) წარ- 

მოებულები აქვთ, რომლებიც ერთდროულად ნული არ ხდება, ამასთა5 ინტერვალის 

ბოლოებზე X”(§) და VI (5)-ის მნიშვნელობებად უნდა მივიჩნიოთ X”(§,-L0), V (5)-+0) 

და X(5ს--0), VI(%--0). 
II. აღნიშნულ ინტერვალში § პარამეტრ-ს განსხვავებულ მ5იშენელობებს შე- 

ესაბამება განსხვავებული (X, ყ) წერტილები. 
· პირველი პირობა გამოხატავს «მ ფაქტს, რომ განსახილველი რკალი, რომელ- 

საც ჩვენ L-ით აუვნიშნავთ, გლუვია, ე. ი. მასი მხების მამართულება იცვლება 
უწყ;ეტად (იხ. ქვემოთ); მეორე პირობა გამოხატავს იმას, რომ L რკალი მარტივი 

და გახსნელია. 

§ ამ ტერმინის ზუსტი მნიშვნელობა ქვემოთ იქნება მითითებული 

9 სიტყვები „რკალი“ და „კონტური“ ჩვენთან სინონიმებია; თუმცა პირველს ხშირად გაპოვი– 

ყენებთ გახსნილი წირებისათეის, ხოლო მეორეს–-–შეკრულისათვის.
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ძ და ხ წეოტილებე, რომლებიც შეესაბამება §, და §ა მნიშვნელობებს, წარმო- 
ადგენეე რკალეს ბოლოებს. (1,1)-ეს თანახმად, თ და 0 ბოლოები მ”ეკუთენება L 

რკალს; თუ საჭიროა ამას ცხადად აღნიშნა, ვიტყვით, რომ L ჩაკეტილი რკალია. 

თუ ბოლოები ოკალს არ მაეკუთვნება (ეს შემთხვევა ყოველთვის საგანგებოდ იქნება 

აღნიშუულე), მაშ:ნ ვიტყვით, რომ რკალი ღიაა. 

თ:თოეულ განსახილავ გლუ)კ წირზე ავირჩევთ გარკვეულ დადებით მიმარ- 

თულებას, სახელდობო იმას, რომელიც შეესაბამება. § პარამეტრის ზრდას. თ და ხ 

ბოლოების მკონე რკალს ხშირად აღვნიშაავთ 0ხ-თე, ამასთან, ასოების რიგს ავირ- 

ჩევთ ისე, რომ დადებთ მ;მართულებას მავყავდეთ ძ-დან ნ-კენ. თ და ხ წერტილებს 

ზოგჯერ შესაბამისად რკალის საწყის და ბოლო წერტილებს ვუწოდებთ. 

გლუვი L რკალი, ცხადია, წრფევადია; ამ-ტომ § პარამეტრად შეგვიძლია ავი- 

ღოთ L რკალეს რომელ:მე ფაქსირებულე წერტილიდან ათვლილი რკალის ს-გრძე, 

რომელიც აღჭურვილია გარკვეული ნიშნით ათვლის მიმართულების გათვალისწინე- 

ბით. შემდგომში ასეც მოვიქცევით. შესაბამისად გვექნება: 

IX”(5) 17 + IV (§) )? = 1. (1,2) 

ამ შემთხვევაშე § პარამეტრს # რკალის შესაბამისი წერტ-ლი რკალურ 

აბსცისს ეუწოღებთ. 

§ რკალური აბსცესეს შესაბამის წერტილს აღენიშაავთ #(§5)-ით ან, უბრალოდ, 
(-თი, ხოლო §ე, 5,, §ე და ა. შ. რკალური აბსცისების შესაბამის წერტილებს –– 7(§ე), 
7(§,), 1(§:) და ა. შ. ან კიდევ 70, #), ჯი და ა. შ 

L წარს მბებეს ქვეშ ყოველთვის ვგულისხმობთ დადებით მხებს, რომელიც 

გავლებულია §--ს ზრდის მხარეს. თუ 0 აღნიშნავს კუთხეს, ათვლილს 0Xჯ ღერძიდან, 

რომელსაც ჯ წერტილში მხები ქმნის 0X ღერძთან, მაშ-ნ 

“005 0 => XX9), 51010 = V'(5). (1,3) 

ედ ფორმულები გვიჩვენებევ, რომ კუთხე, რომელსაც მჯები ქმიის რომელიმე მუდმივ 

მამართულებასთან, იცვლება უწყვეტად? §-თან ერთად. აშკარაა, რომ, პირუკუც, თუ 

ს იც-ლება უწყვეტად §-თან ერთად, მაშინ X”(§) და ყ/(§) წარმოადგენენ §-ის უჟშყ- 
ვეტ. ფუნქციებს. 

შემდგომ9ე / წერტ-ლის აფიქსს, ჩვეულებრივ, იმავე ჯ ასოთი აღვნიშნავთ, 

ამის შესაბამისად, თუ X და ყV წერტილის კოორდინატებია, დავწერთ: (= X-+IV. თუ 

§ წარმოადგე5ს #=:/(59) წერტალის რკალურ აბსცესს, მაშინ 

ს” ძჯ _ძყ 

– #96 ძ9 1 ' ძნ 

ფ 

, =005 0 -L (510 0= 019, (1,4) 

სადაც. 0 აღნიშეავს იმაუეს, რასაც ზემოთ. ცხადია, რომ 

L2 I()= ე, =1 (1,5) 

?.0 კუთხე განაზღვრელია 2#> შესაკრების სიზუსტით, სადაც # მთელი რიცხეია. მაგრამ 
სავსებით აშკარაა, რა გვაქეს მხედველობაში, როდესაც ამ კუთხის უწკვეტ ცვლილებაზე ვლაპარაკობთ,
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25. შეკრულ გლუვ კონტურს ან შეკრულ გლუვ რკალს ვუწო- 
დებთ # წირს, ისევე განსაზღვრულს როგორც გახსილ გლუ?ჯ რკალს, მხოლოდ 

იმ განსხვავებით, რომ (1,1)-ში § პარამეტრის განსხვავებბულ მნწიშუნელობებს §==5კ 

და §=§კ-ს გარდა შმშესაბამება განსხვავებული (X, ყ) წერტალებე. პარამეტრის §-=5) 

და §=§ს მნიშვნელობებს კი შეესაბამება ერთე და იგივე წერტილი, ასე რომ X(5,)=> 

=X(5ე), I(5) =VM(§,), ამასთან” X'(5ე -–-0)==>X(5,+0), MI (5,-- 0)=V”(5,+0). წ”ნა 

ტოლობების პირველი წყვილი გამოსახავს, რომ L მრუდე შეკრულია, ხოლო მეორე–– 
რომ მისა მაების მიმართულება აგრეთვე უწყეეტად იცვლება შეხების წერტილის 

-9,, 5 რკალურე აბსცის-ს მქონე წერტილზე გადასვლისას, ამ უკანასკნელ წერტ-ლს 

შეიძლება ეწოდოს რკალური აბსცისის ნახტომი” წერტილი; იგი # კონტურის სხვა 

წერტილებისაგან განსხვავდება არა არსებითად, არამედ მუპოლოდ არჩეული პარამეტ- 
რული წარმოდგენის გამო და, ცხადია, შეიძლება მოთავსდეს L კონტურის ნებასმ“აერ 

წერტილში. ასე მაგალ-თად, თუ განვიხალავთ რაიმე ინ რკალს, რონელიც მოცემულ 

შეკრულ კო5ნტულს ე)კუთჭვ3ის, ვეგულესხმებთ (ხშერად ამის განსაკუთ ებული აღუნ“”- 

შენის ტარეშე), რომ ეს წერტილი იხ რკალის გარეთ ან მის რომელიმე ბოლოშია 
თა9 ლი. 

შვა გლ უვ წირს (იგულისსმება მარტივი) ვუწოდებთ სასრულია რაოდენო- 

ბის შეკრული ან გახსნილი გლუვი კონტურების (რკალების) ერთობლიობას, რომელ- 

თაც საერთო წერტილები (მათ შორეს ბოლოებიც) არ მოეპოეებათ. 
ამრიგად, ჩვენი განსაზღვრის თანახმად, წირი (გლუვიც კი) შეიძლება 

ტედგებოდეს რამდენიმე ცალ-ცალკე მდებარე უწყვეტი ნაწილი- 
აგა 

“49 მარტივ უბან-უბან გლუვ რკალს (ან მარტივ უბან-უბან 

გლუვ კონტურს) ვუწოდებთ წირს, რომელიც შედგება სასრული რაოდენობის 

გლუვი გახსნილი Cთ,;ძია, თაძვ,..., რაი, რკალებესაგან რომლებიც ისეა განლაგე- 

ბული, რომ თითოეული რკალის ბოლო წერტილი ემთავევა მომდევნოს საწყის წერ- 
ტილს; იგულისხმება, რომ ამ რკალებს არ გააჩნიათ სხვა საერთო წერტილი, გარდა 

ხსენებულისა და, შესაძლოა, პირველი რკალის საწყისი თ, წერტილისა და უკანაL- 

კნელი რკალის ბოლო თ, წერტილისა. თუ ძე წერტილი არ ემთხეევა თ,-ს, მაშინ 

უბან-უბან გლუვი რკალე გახსნილია; წინააღმდეე, შემთაეეიაში იგი შეკრულია. 

მარტივ უბან-უბან გლუვ წირს ვუწოდებთ სასრული რაოდენობის 

მარტიეი უბან-უბან გლუვი რკალების (კონტურების) ერთობლიობას, რომელთაც 

საერთო წერტილები არ გააჩნიათ (ნახ. 1, თ). ასეთი წირი გლუვი წირ#“საგა5 გა5- 
სხვავდება მხოლოდ იმით, რომ მას შეიძლება ჰქონდეს (სასრული რაოდენობის) 

კუთხური წერტილები. : 
დასასრულ, უბან-უბან გლუვ წირს (ს-ტყვა „მარტ“ვის" გარეშე) ვუჟო- 

დებთ სასრული რაოდენობის უბან-უბა5 გლუვი რკალების (კონტურებეს) ერთობ- 

ლიობას, რომელთაც “შესაძლებელია ჰქონდეთ სასრული რაოდენობ-ს საერთო წერ- 
ტილები. · 

ტილე 59. შეგვიძლია ყოველთკის ჩავთვალოთ, რომ მოცემული გლუვი ან უბან- 

უბან გლუვი წერა (ახლახან მოცემული განსაზღვრის აზრით) შედგება მხოლოდ 

(მარტივი) გლუჭი გახსნილი რკალებისაგან, რომლებსაც საერთო წერტილები, გარ- 

და, შესაძლოა, ბოლოებისა, არ გააჩნიათ. ამესათვის საკმარისია, საჭიროებს “შემთხ- 

ვევაში, L-ის შემადგენლობაში შემავალი ზოგიერთი შეკრული კონტური ან გახსნი- 
ლი რკალი რამდენიმე ნაწილად დაეყოთ (ნახ. 1, ხ).
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შემდგომში ყველგან, თუ საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული, ვიგულისხმებთ, 
რომ უბან-უბან გლუვი წირ» სწორედ ამგვარად არის წარმოდგენილი. გამონაკლისს, 

ჩვეულეარივ, დავუშვებთ გლუვი წირების შემთხვევაში, ე. ი. წირების:თვის, რომლებიც 

შედგებიან მ-.რტივი შეკრული ან გახსხილი კონტურებისაგა, რომელთაც საერთო 

წერტილები არ მოეპოვებ:თ. 

69. წერტილებს, რომლებიც უბან-უბ-ნ გლუვ L წირში შემავლი ერთი ან 
რამდენიმე გლუვი რკალის ბოლოებს წარმოადგენენ, # წირის კვანძებს ვუწოდებთ. თუ: 

მოცემული წერტილი მხოლოდ ერთი რკალის ბოლოს წარმოადგენს, მაშინ ასეთ წერ- 
ტილს L წირის ბოლოს ვუწოდებთ; ამრიგ-დ, # წირის ბოლოები, ჩვენი განსაზღ- 

მ/ 

  

ნახ. 1 

ვრის თანახმად, წარმოადგენს კვანძების კერძო შემთხვევას. კვანძების კერძო შემ- 

თხვევაა აგრეთვე კუთხური წერტილები, სადაც ორ-ორი გლუვი რკალი ერთდება. 
ჩვენი სურვილით, საჭიროების შემთხვევაში, კვანძებს შეგვიძლია მივა- 

კუთვნოთ L წირის ნებისმიერი სხვა წერტილიც, ე. ი. წერტილები, 

რომლებიც მის გლუვ ნაწილებზეა მოთავსებული. ასე რომ, წირი შეიძლება გლუვიც 
იყოს მოცემული კვანძის მიდამოში (C წერტილი ნახ. 1, 0-ზე), ასეთი დამატებითი 

კვანძების შემოყვ:ნა ძალია5 ხმირად ხელს უწყობს გადმოცემის გამარტივებას. 

ტ „კვანძისაგან განსხვავებულ # წირის წერტილებს ვუწოდებთ ჩვეულებრივ წერ- 
ილეტს, 

79შ. გავიხსენოთ, რომ ზემოთ მიღებული პირობის (3.19) თანახმად, თითოეულ 

გლუვ წირზე (გლუვ კონტურზე) შერჩეულია გარკვვული დადებითი მიმართულება. 
ეს ღადებითი მიმართულებანი L წირის შემადჯენელ „ცალკეულ რკალებზე გაზსაზღ- 
ვრავენ L-ზე დადებით მიმართულებას. 

89. დასასრულ, შევთანხმდეთ, რომ L წირის ნაწილად ყოველთვის ვიგუ- 

ლისხმებთ იმ ნაწილს, რომელიც შედგება სასრული რაოდენობის რკალებისაგ-ან და 
არა L წირის წერტილების რაიმე სხვა სიმრავლისაგან. 

§ 9. გლუვ წირთა ზოგიერთი თვისება. შემდგომში ყოველთვის საქმე გვექნება 

მხოლოდ გლუვ ან უბან-უბან გლუვ წირებთან და მოგვიხდება. ვისარგებლოთ ასეთ 
წირთა შემდეგი თვისებით. 

ვთქვ:თ, L მოცემული გლღვი წირია, ხოლო თე –– ნებისმიერად მოცემული ნუ- 
ლისაგან განსხვავებული მახვილი კუთხე (ე. ი. 0< თ < >). არსებობს დადებითი 

რიცხვი Iბა=/%(თე), რომელიც. დამოკიდებულია თე-ზე, მაგრამ დამოუკიდებელია L-ზე 
7 წერტილის მდებარეობაზე, რომელსაც შემდეგი თვისებები მოეპოვება: 

მშ 1 და II თვისებების დამტკიცება მოცემულია | დამატებაში წიგნის ბოლოს.



§ 2| 1, ზოგიერთი განსაზღვრა და დამხმარე დებულება 13 
  

IL. L-ის ნაილი, რომელიც მოთავსებულია ნებისმიერ /2 < /?ე რადიუსიან IL 
წრეში, ცენტრით # წირის ნებისმიერ ( წერტილში, შედგება ერთადერთი გახსნილი 
ძხ რკალისაგან (ნახ. 2). 

II. ინ რკალის ნებისმიერ ორ წერტილზე მხებებს შორის არაბლაგვი თ კუთხ 6. თ” არ მემატება თი ჩიე წერტილზე მხებე ლაგვი თ კუთხე 

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს აგრეთვე შემდეგი თვისებები: 

III. ინ რკალის ნებისმიერი ორი წერტილის მომჭიმავ ქორდასა და ამავე რკა- 

"ლის ნებისმიერ წერტილზე გამავალ მხებს შორის არაბლაგვი კუთხე არ აღემატება 

თე-ს. მართლაც, თხ რკალზე ყოველთვის მოიძებნება წერტილი, რომელზედაც მხები 

პარალელურია ხსენებული ქორდისა, და ჩვენი მტკიცება გამომდინარეობს II თვისებიდან. 

IV. ვთქვათ, ჩი ნებისმიერი კუთხე), 

ისეთი, რომ «ე <- ჩე <= > და #კ და რა 0 

და ხ წერტილებზე გატარებული ორი პარა- 

ლელური წრფეა, რომლებიც 0ხ რკალის რო- 

მელიმე # წერტილზე გამავალ მხებთან ქმნიან 

არაბლაგვ ჩ >M% კუთხეს. მამინ #., “ 

წრფეების პარალელური და მათ შორის მო- 

თავსებული ყოველი # წოფე ძხ რკალს გადა- 
კვეთს ზუსტად ერთ წერტილში (ნახ. 3). 

მართლაც, ის, რომ #/ გადაკვეთს ძხ-ს 

ერთ წერტილში მაინც, ცხადია; ის, რომ # 

არ გადაკვეთს ძხ-ს არცერთ სხვა წერტილში, 

-გამომდინარეობს III თვისებიდან და 8 >>ჩე-> 

=> % „კირობიდან. 
V. ვთქვათ, # ძიხ-ს ნებისმიერ 1 წერტილზე გატარებული წრფეა, რომელიც 1 

წერტილზე გამავალ მხებთან ქმნის არაბლაგვ კუთხეს, არანაკლებს ჩე-ზე (მე >> თე), 

და, ვოქვათ, I არის თხ-ს ნებისმიერი სხვა წერტილი. მაშინ არაბლაგვი კუთხე #-სა 

და / და I წერტილების მომჭიმავ ქორდას შორის არანაკლებია, ვიდრე ი)-= მე 
–თ 

ა ს მოალისათვის ბე =%(თე)-ს ვუ7ოდებთ მოცემულ თე კუთხის შესაბამის სტან- 

-დარტულ რადიუსს, /ბ% რადიუსიან I) წრე –-–-სტანდარტელ წ რეს, ხოლო 

-ინ რკალს, რომელიც ამოიკვეთებ #L წირიდან I) წრით, რომლის ცენტრი L 

წირის რომელიმე წერტილშია--– სტანდარტულ რკალს. 
ვთქვათ, L=თCხ რაიმე სტანდარტული რკალია, ჰე მისი რომელიმე მუდმივი 

წერტილი (რომელიც შეიძლება დაემთხვეს ი-ს ან 6-ს), /(--მისი ცვლადი წერტილი, 

ხოლო / არის #-ე და 1 წერტილების მომჭიმავი ქორდის სიგრძე. გვაქვს: 
” 

  

ნახ. 2 

2 = 95 0050, (2,1) 

მ თუ « არის არაბლაგვი კუთხე 4ტ-სა და ქორდას შორის, --არაბლაგვი კუთხე ( წერტილში 

მხებსა და ქორდას შორის. ჩ––არაბლაჯკეი კუთხე ( წერტელში მხებსა. და ტ-ს შორის, მაშინ ან == 

=13-0>წჩე--თე, ან «=8-- 4 6. შეიძლება მოხდეს, როცა ჩზ+ი < 5) და მაშიხ თ >წი>წა--ძე ან 

-ალთ=-–-ჩ თ (ას შეიძლება მოხდეს, როცა ზ–+-2 > 5) და მაშინ თ > – –9> ზე–-”ი 
თ



1. თავი 1, კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები (5 3 
  

სადაც § არის 7 უერტილის რკალური აბსცისი, ხოლო თ--მახვილი კუთხე აღნიშნულ 

ქორდასა და / წერტილზე მხებს შორის, ზედა ნიშანი აიღება 70 ნაწილისათვის, 

ჯ 

ხოლო ქვედა--0/ე ნაწილისათვის. ვინაიდან, ზემოთქმულის ძალით, 0<: თ<; თე< უ-' 
წინა ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ თითოეულ ი”, (ახ ნაწილზე ” წარმოად- 

გენს § რკალური აბსცისის მონოტონურ ფუნქციას (კლებადს პირველ ნაწილზე და 

ზოდადს მეორეზე) და, მაშასადამე, ჯ წერტილის მდებარეობა თითოეულ ამ ნაწილზე, 

ცალსახად განისაზღვრება I-ის მოცემით. 
(2.1)ჯდან გამომდინარეობს უტოლობა, 

რომელსაც ხშირად გამოვიყენებთ: 

|ძ5§| = Iძ”I, (2,2): 

სადაც # დადებითი მუდმივია, დამოუკიდებე- 
ლი ძხ-ზე (ე-ის მდებარეობისაგან. 

თუ განეახილავთ ერთ-ერთ თIე, ჯენ 

რკალს, (2,1)-ის ორივე ნაწილს ვაინტეგრებთ 

§), 5: სახ-ვრებში და გამოვიყენებთ საშუალო. 
მნიშვნელობის თეორემას, 07ე ან ბეხ-ხზე მდე- 

ბარე წერტილთა ნებისმიერი. 7), 7, წყვილი- 

  

ს:თვის, მივიღებთ - 

| ე-–/) |=M | §-––5ე |, 0 <=. ჩე ლ# < 1, (2,3). 

== სადაც #ე მუდმივია, ხოლო. #, და #, წარმო- 
! ადგენს მანძილებს. /, და. (; წერტილებიდან 

(ე წერტილამდე. 
თუ /,კ-ად ავიღებთ 1-ს, მ-ვიღებთ 

კე = ჩე, (2,4) 

სადაც ჩე არის მანძილი /; და 7: წერტილებს შორის, ხოლო თე, = | §ე--5,|-–- 7, 
და ჯ.-ს მორის მოთავსებული L-ის ნაწილის სიგრძე. 

ადვილი დასანახავ-ა, რომ (2,4) სახის თანაფარდობა გვაქვს იმ შემთხვევაშიაც, 

როდესაც L ნებისმიერი გახსნილი ან შეკრული გლუვი კონტურია, თუ შეკრული- 

კონტურის შეპთხვევაში 7, და /:-ს შორის მოთავსებული L-ეს ნაწილად ვიგული- 

სხმებთ იმ ნაწილს, რომელიც ნაკლები სიგრძისაა. , 

§ 1. M პირობა (პოლდერის პირობა). 19, ვთქვათ, დ() წარმოადგენს ხ (სა- 

ზოგადოდ კომპლექსური) ცვლადის ფუნქციას, მოცემულს ამ ცვლადის მნიშვნელობა- 
თა რაიმე 2 სიმრავლეზე. ჩვე” ვიტყვით, რომ დ(ა) აკმაყოფილებს // პირობას ამ” 

სიმრავლეზე თუ ს ცვლადის ნებისმიერი ორი L”, L” მნიშვნელობისათვის ამ სიმ- 
რავლიდან 

|თ0(C”) ––თ(C) | დ 4|C” – L IM, (3,1). 

სადაც 4 და ს დადებითი მუდღმივებია. /# მუდმივს ვუწოდებთ // პირობის კოე- 
ფიციენტს, ხოლო ცს-ს--– მაჩვენებელს. თუ საჭიროა # მაჩვენებლის /„ხადად- 

აღნიშვნა, მაშინ ვიტყვით, რომ დ(ნ) აკმაყოფილებს IM/(0) პირობას; „- მუდმივის. 

მნიშვნელობა, ჩვეულებრივ, არ. გვაინტერესებს.



§ 3) 1, ზოგიერთი განსაზღვრა და ღამხმარე დეზულებ 15 
  

ცხადია, რომ, თუ C(ღ) აკმაყოფილებს #”7(V) პირობას, მაშინ იმავე პირობას 

დააკმაყოფილებს | დ(C) I. 
ცხადია აგრეთვე, რომ თუ 2 სიმრავლე შემოსაზღვრულია და თუ (ი(-) ფუნქ- 

კია აკმაყოფილებს /7(ს) პირობას, მაშინ ის დააკმაყოფილებს აგრეთვე /7(V) პირო- 

ბას, როგორიც არ უნდა იყოს V <- # 
MI პირობის ცნება ბუნებრივად ზოგადდება რამდენიმე ც ვლადის ფუნქციის შემ- 

თხვევაზე. სახელდობრ, ვთქვათ, დ(C,, «ე, ..., C,,) წარმოადგენს =,, აა, ..., -,, (|ვლა- 

დების ფუნქციას, მოცემულს ამ ცვლადების მეიშვნელობათა რაიმე 2 სიმრავლეზე. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ დC,, C,,..., სგ) აკმაყოფილებს // პირობას ან, უფრო ზუს- 

ტად, #/(0) IM... ე) პირობას ამ სიმრავლეზე, თუ 5, ხი, .., სი (ყვლადების 
მნიშვნელობათა ნებისმიერე ორი LI, CL, ..., სე და ხს CV ..., I ერთობლიობისათვის 

ამ სიმრავლიდან 

(თრი CV... ხი) დენი ა)... Cი)| ლ 4) იე + ...+L+ 

+ ას CM, (3,2) 
სადაც 4), ... 4ი, IM1) ...; I», დადებითი მუდმივებია. 

თუ 2 სემრავლე შემოსაზღვრულია, მაშენ (3,2) პირობიდან გამომდინარეობს . 

უფოო მარტივი სახის პირობა: 

დრი L9 ..ა ხს) დნ 6)... თი) | ლე). ,ტე+...+- ა-ის, (3,3) 

რომელსაც მივიღებთ, თუ (3,2)-ში (4, MM, ,.., IM» მაჩვენებლებს უმცირესი მათგანით 

შევცვლით, ხოლო ე, #45, ..., 4, კოეფიციენტებს--საკმაოდ დიდი „4 მუდმივით. ამ 
შემთხვევაში /7(0, #, „.., ()-ს ნაცვლად დავწერთ /7((). 

20. თუ C(-), ნ, ..., C„) ფუნქცია აკმაყოფილებს /7(V,, IM, ..., +). პირობას, 
მაშინ, კერძოდ 

| თ(-) „.. Cჩ-1ს სI C#+1).-. ხი)“ თ(ა, ხი, ..., სს-1) ხ/ი ნM+ჰ! +. ი) | <= 

ლ 4, ი ს, #=1, 2,..., I, 

ე. ი. დ(C ხე, ..., Cი) აკმაყოფილებს #7 პირობას ცალკე თითოეულა ცელადის მი- 

მართ, სახელდობრ, /7(V,) პირობას C,(6=1, 2,..., მ) ცვლადის“ მიმართ, ამასთან, 

თანაბრად დანარჩენი ცვლადების მემართ; ეს უკანასკნელ ი ნიშნავს, რომ /I(I,) პი- 

რობის კოეფიციენტი და მაჩვენებელი არ არის დამოკიდებული ამ ცვლადების მნიშ- 

ვნელობებზე. ცხადია პირუკუე, თუ თ, ნ ..ს Cა) ფუნქცია აკმაყოფილებს /7 ' 
პირობას ცალკე თითოეული ცვლადის მიმართ, სახელდობრ, VI(II,) პირობას ს 

ცვლადის მმართ, თანაბრად დანარჩენი ცვლადების მ-მართ, მაშინ ის დააკმაყოფი- 

ლებს #/ პირობას, სახელდობრ, #7/(M (ე, ..ს სი) პირობას, ცვლადთა ერთობლიო- 

ის მიმართ, ე. ი. (3,2) პირობას. წ". ვლ ) 

შემდგომში, როცა ვიტყვით, რომ რამდენიმე ცვლადის ფეუნქ- 

ცია აკმაყოფილებს / პირობას ცალკე თითოეული ცვლადის მი- 

მართ, ვიგულისხმებთ, რომ ეს პირობა კმაყოფილდება თანაბრად 

დანარჩენი ცვლადების მიმართ, ე. ი. ფუნქცია MI პირობას აკმაჟოფილებს 

ცვლადთა ერთობლიობის მიმართ. 

შენიშვნა 1, აღვნიშნოთ შემდეგი, თითქმის აშკარა დებულება. ვთქვათ, 

რაიმე 2 სიმრავლეზე მოცემული V=V(L) ფუნქცია აკმაყოფილებს #/(ს) პირობას, .
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და ეთქვათ, #=V(I() ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეზე მოცემული /((0 ფუნქცია 

აკმაყოფილებს #M/(V) პარობას კ ცვლადის მემართ, მაშინ ფუნქცია /#(ხC) = /(V (C)) 

დააკმაყოფილებს ”I(L-V) პირობას C ცვლადის მემართ. კერძოდ, თუ V=1, მაშინ 

#C) დააკმაყოფილებს //()) პირობას, თუ, მაგალითად, II.) ღებულობს ნამდვილ 

მნიშვზელობებს და /(#)-ს აქვს შემოსაზღვრული წარმოებული V-თი, მაშინ #(-:)= 
=/(!! (-) ) დააკმაყოფილებს //(0) პირობას. 

შენიშვნა 2. ჩვენ მიერ #7 პირობად წოდებულ პირობას ხშირად უწოდებენ 

ჰოლდერის პირობას (0. წI6)ძ8). კერძო შემთხვევაში, როცა #,=ს#გ=. · · = 

=#,=1, ეს პირობა გადაექცევა ლიფ მიცის პირობად, ზოგჯერ ამ უკანასკნელ 

სახელწოდებას ავრცელებენ ჰოლდერეს პირობაზეც. 

M(1) პირობის, ე. ი. ლაფმიცის პირობის დამაკმაყოფილებელი ფუნქციის ერთ- 

ერთ უმარტივეს მაგალითს წარმოადგენს ნამდვილი ცვლადს ფუნქცია, რომელსაც 
შემოსაზღვრული წარმოებულე აქვს. 

§ 4. // კლასის ფუნქციები გლუვ წირზე. 1. შემდგომში უმთავრესად მო- 

„გვხდება // პირობის ცნების გამოყენება მოცემული გლუვი ან უბან-უბან გლუვი 
წირის / წერტილის ფუნქეიის მ-მართ. 

1-თი აქ და შემდგომში, როგორც ზემოთ იყო თქმული, აღვნიშნავთ როგორც 

თვით I(X, ყ) წერტილს, ასევე მას აფიქსსაც, ე. ი. 1= X+IV კომპლექსურ რიცხვს. 

29. სიმარტივისათვის დავიწყებთ იმ შემთხვევის განხილვით, როცა მოცემული 

L წირე (მარტივი) გლუვა: რკალია, გახსნილი ან 'შეკრული1ბ, 

ვთქვათ, დ(I) L წირის (| წერტილის ფუნქციაა, რომელიც აკმაყოფილებს. /7(V) 
პირობას, ე. ი. ისეთია, რომ ნებისმიერი ორი /, და #, წერტილისათვის L-ზე: 

| დ(/:)-– Cთ(/)) | <; /4 | /1–– 7, IM, (4,1) 
სადაც # და IL დადებითი მუდმივებია. 

ფუნქციაა, რომელიც აკმაყოფილებს MI პირობას L რკალზე, ცხადია, უწყვეტია 

L-ზე, ადველი დასანახავია, რომ თუ დ(/) · ფუნქცია აკმაყოფილებს (4,1) პირობას 

მ, 7: წერტილთა ნებისმიერი წყვილისათვის, რომელთა შორის მანძილი #,, არ აღე- 

მატება რაიმე დადებით 6 მუდმივს, მაშინ ის დააკმაყოფილებს /I(L) პირობას მთელ 

L რკალზეც. მართლაც, თუ (4,1) უტოლობა მართებულია, როცა /#), < 8, მაშინ 

მთელ L რკალზე გვექნება 

| V(/:) –– თ(7,) | C. 4” ს, 

სადაც „4 უდიდესია # და 2/M/2"-ს შორის, ხოლო /# არის |Cდ(/))-ს ზედა საზღ- 

ვარი L-ზე. . 

(2,4)-ის საფუძველზე ვღებულობთ, რომ //(0) პირობა ეკვივალენტურია შემ- 

დეგი პირობისა; 

| დ(/:) – დ(7,) | <: 4 9M,, (4,2) 

სადაც თე = | 5 –– §, | აღნიშნავს 7) და /- წერტილებს შორის მოთავსებული #L 
რკალის ნაწილის სიგრძეს (იმ შემთხვევაში როცა # შეკრული კონტურია, L-ის 

ორე ნაწილიდან ვიღებთ იმას, რომელსაც ნაკლები სიგრძე აქვს). 

10 უბან-უბან გლუვი წირის შემთხვევაზე ლაპარაკი გვექნება § 8-ის 29 პუნქტში.
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ნათქვამ-დან (2,3)-ის საფუძველზე გამომდენარეობს, რომ /#/(ს) პარობა ეკვი- 

ვალენტურაა მოთხოვნისა, რომ #-ის ყოველ სტანდარტულ ძხ რკალზე 

| C(7:) –– თ(/ე))| ლ 4) ა– ს I, (4,3) 

სადაც 
„.=|ს--ის /ა=I|I/.–-ი). 

(4,2), (4,3) უტოლობებში, ისევე როგორც (4,1)-ში, /1 აღნიშეავს რაიმე და- 

დებით მუდმივს; ხსენებულ სამივე უტოლობაში ,4 მუდმივად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ 

ერთი და იგივე სიდიდე, თუ, საჭიროების შემთხეევაში, ზოგიერთ ამ უტოლობაში 4 

მუდმ-ვს უფრო დიდი სიდიდით შევცვლით. 

შევნიშნოთ, რომ, როცა ს >> 1, (4,2)-დან გამომდინარეობს, რომ რკალის 

ძთ 
ყოველ წერტილზე –- 25 =0 და, მაშასადამე, თდ=Cი65!. ვინაიდან ეს შემთხვევა საინ- 

ტერესო არ, არის, ყ ოველთვის ქაგულისხმებთ, რომ 

· 0ლ= ს =1. (4,4) 

გავიხსენოთ, რომ თუ Cდ(/) ფუნქცია აკმაყოფილებს #/ICI) პირობას, მაშინ ის 

დააკმაყოფილებს /7(V) პირობასაც, ოროოგორიც არ უნდა იყოს V ლ |. 

ვი, ყველაფერი, რაც ზემოო იყო ნათქვამი, ბუნებრივად ვრცელდება იმ შემ- 

თხვევაზე, როცა C(/) ფუნქცია მოცემულია ნებისმიერ გლუვ წირზე, რომელიც შე- 

იძლება, შედგებოდეს რამდენიმე ცალ-ცალკე მდებარე ნაწილისაგან. ეს განზოგადება 

ცხადია ღა მასზე არ შევჩერღებით. 
4შბ. L გლუვ წირზე მოცემული /7(V) პირობის დამაკმაყოფილებელა «(,/) ფუნ- 

ქციის შესახებ ვიტყვით, რომ იგი ეკუთვნის /7(V M) კლასს L-ზე, ან კიდევ, თუ საჭირო 

არ არის |L-ს მნიშვნელობის აღნიშვნა, –– /7 კლასს. 
თუკი დთ(0) აკმაყოფილებს #7 პირობას მოცემული C ბოლოს საკმაოდ შეირე 

მიდამოში (ამ ბოლოს ჩათვლით), ვიტყვით. რომ თ(V) ეკუთვნის „კლასს C წერ- 

ტილის მიდამოში. 
| 5ს ” კლასის ცხება ბუმებრივდ ზოგადჯდება L გლუვი წირის რამღემნიმე 

7,, ი, ..» „ წერტილის თX(/,, #ი,... /,) ფუნქვიასე, სახელლობრ, ვიტყვით, რომ 
დ(ჩ, /,..ს ჩი) ფუნქცია ეკუთვნის /7C0%, IM...» ა) კლასს #-ზე, თუ ეს ფუნქ- 
ცია აკმაყოფილებს /7(L), IMი, .„..- ILა) პირობას; თუ არ არის საქირო (LV, 09, ...ს» 0ი 

მაჩვენებელთა მვიშვნელობების აღნიშენ,ა მაშინ «უბრალოდ ვიტყვით, რომ 

დ (/), ს... ე) ეკუთე5ის /7 კლასს. 
იმ შემთხვევაში, როდესაე I1==(1ე= "თ. · = IL, = LL, ნაცვლად MC, Iს... წ)-სა, 

დავწერთ 77(I)-ს. იმავე მიზეზით, რაც ზემოთ იყო აღნიშნული ყოველთვის ჩავთვ- 

ლით, რომ 

0<VM,=1, I=1, 2, ...,I, 0<ს=1. 

§ 8. გლუვ წირზე მოცემული ფუნქციების // კლასისადმი მიკუთვნების უმარ- 

ტივესი ნიშნები. ამ პარაგრაფსა და მომდევხო ორ პარაგრაფში მივუთითებთ ოამდე- 
ნიმე უმარტივეს ნიშანს, რომლებიც ხშირად საშუალებას მოგვცემს მაშინვე დავადგი- 

ნოთ, გლუვ L წირზე მოცემული განსახილველი ფუნქცია ეკუთვნის თუ არა #7 
კლასს ან, რაც იგივეა, განსახილველი ფუნქცია აკმაყოფილებს თუ არა /7 პირობას. 
2. ნ. მუსხელიშვილი
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ამ პარაგრაფში და, აგრეთვე, ორ იომდევნოში #-ის ქვეშ იგულისხმება გახსნი- 

ლი გლუვი წირი, ვინაიდან მოყვანილი შედეგების გავრცელება ნებისმიერი გლუვი 
წირის შემთხვევაზე არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

ქვემოთ მოგვიხდება ორი ცნობილი უტოლობის გამოყენება, რომლებსაც აქ შე- 

გახსენებთ. ვთქვათ, თ, და ძე ნებისმიერი დადებით· რიცხვებია და, ვთქვათ, 09<0ს<:1. 

მაშინ 

თ + ძL = 

ფთ +თ. ლ“ რა 
10 –– თ. | 
|თ == თე. <1 (ძ, 550, (5,2) 

ამ უტოლობების დასამტკიცებლად, ზოგადობის შეუზღუდავად, შეიძლება ჩავ- 

თ 
თვალოთ, რომ თ; >> 0:; თუ დავუშვებთ თ=--, მაშინ წინა უტოლობება მიიღებს 

  

შემდეგ სახეს: , 

1+0თ 1-–-თ" 
( > <2 0<9< 1), CL - თფ.=1 (9-ლთ<)). 

ეს უტოლობები სავსებით ელემენტარულად დადგინდება, მარცხენა მხარეში 
მღგომი ფუნქციების მაქსიმუმების მოძებნის გზით. 

ახლა ჩვენთვის საინტერესო ნიშნების დადგენაზე გადავდივართ. 

19%. ვთქვათ, გახსნილი L=ძხ რკალი (ე წერტილით დაყოფილია ორ ნაწილად: 

ძ?ე და ეხ. თუ დ(I) ფუზქცია უწყვეტია L-ზე და აკმაყოფილებს #7(ს) პირობას 

თითოეულ ძ/ე და 1ეხ ნაწილზე „ცალ-ცალკე, მაშინ ის დააკმაყოფილებს /7(ს) პირო- 

ბას მთელ /, რკალზე, 
მართლაც, ვთქვათ, 1, და („ L რკალის ორა წერტილია. თუ 1, ღა 7» ჯ-ის 

ერთსა და იმავე მხარეზე მდებარეობენ, მაშინ (4,2) უტოლობა შესრულებულია პი- 

რობის თანახმად. თუკი /, და 1: 1ე-ის სხვადასხვა მხარეს მდებარეობენ, მაშინ, 7,ჯ- 

და //, რკალების სიგრძეების თ, და თა-ით აღნიშვნით და (5,1)-ის გათვალისწინებით, 

ვღებულობთ: 

| დ(/;) -– C(/,) | <- | დ(/9) –– დ(7I) | + | C(/,) –– დ(#ი) | <> 4(9L + CL) <: 

< 21404 I9) + თ II = 21 4 იხ, 

და ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 
2ძ. თუ დ(I) და 9%(I) L-ზე შესაბამისად აკმაყოფილებენ /7(,L) და /#/(V) პირო- 

ბებს, მაშინ დ(/)+%(90, «(0 V(0) ფუნქციებიც. აკმაყოფილებენ L-ზე /7(2) პირობას, 
სადაც X უმცირეს» რიცხვია ს და V-ს შორის. მაგალითად,  დ(/). #(/). ნამრავლისათ- 
ვის გვაქვს: 

|დ(0) ს)– დ/) §V)I<190, ს) -–დ(.) §(0)I+ 
+ 1900;) ზ(/,) –– დ(/,) (I) | ლ MI%(/,) – #C7,) | + M | დ(/ი) –– თ(/ა) I, 

სადაც M და V #-ზე | დ(/) | და |IV(/0)I-ს ზედა საზღვრებია, ახლა ჩვენი დებულება 
აშკარაა,
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ვი. თუ CV(0) #-ზე აკმაყოფილებს /#/(ს+) პირობას და C(/) 55 0 ყველგან L-ზე, 

მაშინ 1/Cთ(/) დააკმაყოფილებს L-ზე /7(0) პირობას, დამტკიცება წინამავალის ანა- 

ლოგიურია, 

49. ვთქვათ, 1 და ჯე შესაბამისად ცვლადი და ფიქსირებული წერტილია L-ზე, 
(-ს ფუნქცია 

M=I-6ხM, 0<#<1 
L-ზე აკმაქჟოფილებს /7(,) პირობას. მართლაც, (5,2)-ის ძალით, 

II II < | ა– ო. 
იგივე გამეორდება, თუ 1 ფიქსარებულია და (ე ცვლადია. მაშასადამე, ორი 7 და 1 

ცვლადის ფუნქცია |7--#: |" L-ზე აკმაყოფილებს /7(0). პირობას. 
59, ვთქვათ დ(/) L-ზე აკმაყოფილებს /#/(+) პირობას და, ვთქვათ, 0 <7. < 

< ს <1. მაშინ 1-ს ფუნქციაა 

დ(/) –– C(I-) 

%0= |1–-1I” ' 

სადაც # L-ზე ფიქსირებული წერტილია!!, L-ზე აკმაყოფილებს /7 (+ –– 2) პირობას. 

' ზოგადობის შეუზღუდავად, ცხადია, შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 1 ძევს თხ 
სტანდარტულ რკალზე, რომელიც ამოჭრილია L-იდან ჯე: ცენტრის მქონე სტანდარ- 
ტული წრით; გარდა ამისა, 19 პუნქტის. საფუძველზე შეიძლება. შემოვისაზღვროთ 
შემთხვევით, როცა # ძევს, მაგალითად, ჯახ ნაწილზე. ჯ-ს მდებარეობა /ახ-ზე 7= 
=|)ჯ–7ე) სიდიდით განვსაზღვროთ (იხ. § 2). ზოგჯერ დთ(/), V(/)-ს ნაცვლად დავ- 

წერთ დ(,), LC). თუ ჩავთვლით. რომ #>>0 (რაც ზოგადობას არ არღვევს) და, 

გარდა ამისა, დავუშვებთ, რომ დ(/) –– თდ(/ე)=V)(/'), გვექნება: 

იC+#_ ით) _ |ზ/+ჩი–ბთო| = 
    

  

თ+ - ჩე». „> 

თ(-+7) –– ა() 1 

= თ+M «ირ „უუ»- XI | < 
(ით+/ი)–ი()) დ + ე. 

=- თაი არი ითა ნიბ 
თუ ახლა გავითვალისწინებთ, რომ 

|ით +) –– თით | დ 4ჩ", |თ() | = | დ(0 –– დ(%) | < 4/"» 
მივიღებთ: 

IიCდ+ს–-იბთ|ლ4,+4., 
სადაც 

4 აა დ+85პ-2 
რ= ი ყე 4040 ში ს-ს, ჯე: 

გვაქვს ჩ 
4, = 4 2. :. „გხ-> დ 4ცხ-?, 

1 იგულისხმება, რომ ძ/(/ე) = 9 ს(C)=0. 

“ი
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ასე რომ, #4, აკმაჟოფილებს მოთხოენილ პირობას. 

ტაის შესაფასებლად განვეხილოთ ორი შესაძლო შემთხვევა: ” <- #1 და # >> ჩ. 

პირველ. შემთუვევაშე (” < 7.) 

CC + /M)# -– # ლ წ? 

შეფასების გამოყენებით (იხ. პ, 49) ვღებულობთ 

  
”. -. 

ტა ლ #4 თ იყე ' 4 L ოი | M"“> დ /4/ტო?. 

მეორე შემთხვევაში (” >> /I) 

C-+I)– #=/. | (I + 4) ”_ 1| ლ წო 1 

შეფასებეს გამოყენებით! ვრწმუნდებით, რომ 

ჩ 1-IM+), · 

ბ.  /#/. /IM6---1 = #47 (+) MI» ლ. 47 /M-?., 

რაც დებულებას ამტკიცებს. 
69. ახლახა5 მოყვანელი შეფასებები, აშკარაა, L-ზე 1ე-ის მდებარეობისაგან და- 

მოუკიდებლად შესრულდება; გარდა ამისა, 1 და 7-ს შეიძლება შევუცვალოთ როლები, 
ამიტომ შეჯვაქლია დამტკიცებულად ჩავთვალოთ, რომ ორი / და 7, ცვლადის ფუნქცია 

დ(0 –– თ(,) 
| 17% ტი 

L-ზე აჰმაყოფილეას /7(ს--) პირობას, თუ თდ() აკმაყოფილებს /7(I) პირობას და 
თუ 9 = / < ". 

,. დასასრულ, განვეხილოთ ფუ?ზქეია იX(/, <), სადაც 7 ჩ-ის წერტილია, ხოლო 

2 პარამე- ბრეა, რომლის მაიშვმელობათა სიმრავლეა 7. ვთქვ:თ, V(/, <) ორივე ჯ და 

< ცვლადის მამართ აკმაყოფილებს //(0) პირობას, როცა 7CL, <C7. ვაჩვენოთ, 
რომ ამ პირობეაში ფუნქცია 

C(/, <) – (ჩე, +) 
ბ(/, 1, IX)= “1. კ) 90= 1 < IM, 

V 

დ (I), ) = 

  

სდაც 1), ისევე როგორც #, #-ზე ძევს, აკმაჟოფილებს /7(L –- 2) პირობას სამივე 
ცვლადის მიმართ. ჯ და ჯ-ს მიმართ ეს უკვე დამ ტკიცებულია, +-ს მიმართ ამის და- 

სამტკიცებლად დავუშვათ, რომ 

I, I –-(%ი, , 
#=+%(1, , L+/)– (ს, 1, –1= დ%(/, « -+L I) – 90, 1 +”) – 

  

|“ 

= დ(/, <)-- (M, დ) _ «XV, <+/) «XV, «<) _ %(, რ“ + /) –დ(ჩ, 1. 

II-I” - II-–-%I" |1-“–-#%I 

9 როცყან<#სც<1 დ ჯL>0 

(1 + 9) –– 1 < სX; 
მართლა, თე დავუშვებთ /(X) = (1 + #)ს -– #X –– 1, გვექნება 

I(X00 =0, /|!”(X) < 0.
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როცა I –7 |I< | ჩI განსახილველი სხვაობის პირველი გამოსახულებიდან ვღებულობთ 

I#ტ| ლ 2411–-– -I!“> < 2/4 | # I1“7, 

როცა |ჰ1–MეI >> II მეორე გამოსახულებიდან ვღებულობთ 

2000 _ |ბ<,- , <24|ს-7 
და ჩვესი მტკიცება ფარულზელის. 

ცხადია, რომ ეს დებულება უშუალოდ ერცელდება იმ შემთხვევაზე, როცა ერთი 
ჯ პარამეტრის ნაცვლად გვაქვს რამდენიმე პარამეტრი. 

აშკარაა აგრეთვე, რომ დებულება ძალაში დარჩება, თუ დავუშვებთ +=4ე. 

ზემოთქმულიდან უშუალოდ გამომდინარეობს კიდევ შემდეგი დებულება: ვთქვათ, 

L-ზე 1 და ჯე ორი ცელადის დ(ჯე, ) ფუნქცია აკმაყოფილებს /7(V) პირობას ორივე 

ცვლადის მიმართ, და ვთქვათ, დ(/, #)=0 ყოველი /--თვის #-ზე. მაშინ ფუნქცია 
_დ(ჯ. 

დ(/ი, 1 ' '/(- - I 0ლCჯX<LV 

აკმაყოფილებს #/I(L-–-2) პირობას, ორივე ცვლადის მიმართ. ამაში რომ დავრწმუნდეთ, 

საკმარისია შევნიშნოთ, რომ 

დ(Iა, ი = (XI, ჰე –– დ(ი, ჯი). 

§ 6. გაგრძელება. ახლა დავამტკიცოთ დებულება, რომელიც ხშირად გამო- 

გვადგება. 
ვთქვათ, დ(/) გლუვ L წირზე აკმაყოფილებს #(I) პირობას, და ვთქვათ, CX/) 

L-ზე შემოსაზღვრული ფუნქცია, რომელსაც აქვს წარმოებული /-თი!? (გარდა, 

შესაძლებელია #=7ე შემგელობისს ს ისეთი, რომ 

|ძი | 
I | «. ლლ ((=41), (6,1) 

სადაც C მუდმივია, ხოლო 1ე „% რაიმე (ფიქსირებული) წერტილია. 

მაშინ 

%(/) = ICთC0) -– დ(70) | «X/) 

აგრეთვე დააკმაყოფილებს /7(L) პირობას #L-ზე. 

შ 2 ჩვენ გვესმის, როგორც ზღვარი 

(ა ი( Iთ 0) -540 „ა / ჩ-ის წერტილებია). 
ჩა, ი“ 

ცხადია, რომ (იხ. § 1, პ. 1“) 

ძი მძი ძი V» 
„აეა'ა'ა'|'ე=–-- “-!0, 
ძ ძი ძე ძა 

სადაც 0 წარმოადგენ #-ის / წერტილში მხების მიერ 0» ღერძთან შედგენილ კუთხეს, და 

ამიტომ 

ძთ 

“ ძვ. 

    

  

ძი
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ზოგადობის შეუზღუდავად, შეგვიძლუა ჩავთვალოთ, რომ 7? ძევს სტანდარტულ 

რკალზე, რომელსაც ერთ ბოლოდ 1ე წერტილი აქეს. მაშინ (6,1) პირობა შემდეგის 

ეკვივალენტურია: 
2. C 

ძა ) < 1§– 5 

სადაც Cე მუდმივი, ხოლო § და §, (და /-ის რკალურ აბსცისებს წარმოადგენს. 

გარდა ამისა, შეგვიძლია მივიჩნიოთ, რომ თ() მხოლოდ ნამდვილ მნიშვნელობებს 

იღებს (ვ-§აიდან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებზე ცალ- 

ცალკე შეგვეჰლო. გვემაჯელა). თუ დ(/), (0), თ(/-ს აღვნიშნავთ დ(59), (L(5), «(§)-ით, 
გვექწება: 

ს (§-Lჩ) –– V(5) = LC (§-I-/I) –– დ(5)) | ((§-I-/) –– (%(§) ––- (0(5ა) | C(§) = 
=|V §+#) -–– დ(9) ) თ(§+/) -+IV(5) –– დ(5ა) 1 I(ა(§-++ I) –– (5) ). 

ზოგადობის შეუზლუდავ-ად შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ §–-9 >>0, # >>0. 

თ(9)-ის შემოსაზღვრულობის გამო უკანასკნელი სტრიქონის პირეელი შესაკრები მო- 
დულით არ აღემატება C)/IM-ს, სადაც C) მუდმივია, ცხადია, იგივე გვექნება მეორე 

შესაკრებისთვისაც, როცა §-–– %ე <7. როცა §–- §, > VI, გვაქვს (0 <0 <1): 

  
(6,1ა) 

CI 
| XC5) –– დ(5ე) | · | ი(§-L/I) –– ია(5) | <- | დ(5) –– დ(§,) "ად = 

% 

/4Cი(5 –– §ე)" /, 

“– ვ. ყ9+90ჩ 

და დებულებაც დამტკიცებულია. 
ეს დებულება გამოვიყენოთ მარტივ მაგალითებში. 

29, ვთქვათ, / არის ცვლადი, ხოლო 1–- ფიქსირებული წერტილები #-ზე. მაშინ 

სრ =|I(–6M#MII-%6ს, 0<#<1 
აკმაყოფილებს #/(0-–- 6) პირობას #-ზე, სადაც § არის (L-ზე ნაკლები ნებისმიერი და- 

დებითა რიცხვი. მართლაც (0-ს მიმართ შეიძლება გამოვიყენოთ ზემოთ დამტკიცე- 

ბული დებულება, თუკი დავუშვებთ, რომ 
Cდ(/)=|1–/ეIMის, ით) = |1-– 701, 11 /7–#. 

    ჩ. V1-# 
<=. #4#4Cს C2 ) M”"4C9/" 

8-- 5 

აშკარაა, რომ / და ჯ-ს შეიქლება როლები შევუცვალოთ და რომ | /--7ე IM10 | /–– 7 1 
აკმაყოფილებს #M/(+-––- 6) პირობას ორივე 1 და 7 (ყვლადის მიმართ. 

უფრო ზოგადად, თუ დ(/) აკმაყოფილებს /#/(IV) პირობას L-ზე, მაშინ 

ს(0) = (XVI) ––დ(%) ) II | # –– # | 

დააკმაყოფილებს #/(ს – 6) პირობას, სადაც 6 არის ს-ზე ნაკლები ნებისმიერ დადე– 

ბითი რიცხვი, ვინაიდან 

დ(0 –– დ(I) 
ს(,) = I=6. (I(“–-7Iი| 1-7. 

ვი, ვთქვათ, 1 არის ცვლადი, ხოლო ჯე: ფიქსირებული წერტილები #L-ზე.
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ა)-თი აღვნიშნოთ ჩე? ქექტორის მაერ რაიმე ფიქსირებულ მიმართულებასთან 

შედგენილი კუთხე, ათვლილი აღნიშნული მიმართულებიდან; 

8 = % (/ე, 1) = მLწ (I–“- 7) + 00ი5L. 

ეს კუთხე განსაზღვრულია 2/” შესაკრების სიზუსტით, სადაც # მთელი რიცხვია. 

შევთანხმდეთ, 3-/, /) ვევალოთ უწყვეტად, როცა L იცვლება. L-ზე / წერტილზე 
გადასელამდე. #-ს ჯე-ზე გადასვლისას (თუ ჯა არ წარმოადგენს L რკალის ბოლოს) ეს 

კუთხე იცვლება »-ს კენტი ჯერადის ტოლი ნახტომით. 

ადვილი დასანახავია, რომ შემოსაზღვრული VC(#/) =9-(#-, ,) ფუნქცია აკმაყოფი- 

ლებს (6,1) პირობას აე (6,1ა) პირობას. ეს იქიდან გამომდი5არეობს, რომ C(7/) 

"წარმოადგენს Iი ((–- 1) ფუნქციის წარმოსახვით ნაწილს და რომ 

ძI0 ((––?·ე) 1 ძმირV-–1) | 1 

ძ “IM »–0_–-3” 

(6,1) პირობას აკმაყოფილებს აგრეთე ყოველი /(9) ფუნქცია, რომელსაც მო- 

ეპოვება შემოსაზღვრული წარმოებული /”(ზ). კერძოდ, ამ პირობას აკმაყოფილებს 

დV ფუნქცია, სადაც ჯ ნებისმიერი (საზოგადოდ, კომპლექსური) მუჯმივია. 

ამ-ტომ, თუ თ(0) ფუნქცია აკმაყოფილებს //(V) პირობას, მაშინ ფუ5ქცია 

#(0) = Iთ(0 –– დ(%) 1 წ, + ნებისმიერი. მუდმივია, 
აგრეთვე დააკმაყოფილებს #7CI) პირობას. 

მაგალითად, ფუნქცია 
Vს(C0=(–ე)" = |1–%I ისს, 0< ს=1, 

სადაც 9=8-7ე, #)ლ=მL6V(/–-?ე), აკმაყოფილებს /#7(V) პირობას #-ზე, ვინაიდან დ(I/)= 

= I (–7IM ფუნქცია ამ პირობას აკმაყოფილებს და Cდ(/:)=0. 
სავსებით ასევე, ფუნქცია 

დს(C) = |1– IL 6მV, 0<<1, 7 ნებისმიერი მუდმივია, 

აკმაყოფილებს /7(V) პირობას. 
ვთქვათ, » = თ +”), სადაც თ და 8 ნამდვილი მუდმივებია. განვიხილოთ 

ფუნქცია 
თV/) = ((–– 7ე)V=6X80 CV (II | L–– 10|I + (0)1= | 1–-– 79 0X0 (18 102 |(–-#ა| + (738). 

ადვილი დასანახავია, რომ ფუნქცია 6X0 (/8 Iი |7-–- | +- (79) შემოსაზღვოუ- 

ლია და აკმაყოფილებს (6,1) პირობას. ამიტომ, თუ 0 < თ <1, მაშინ V(,) ფუნქცია 
დააკმაყოფილებს #(C>) პირობას, როცა თ >>1, ის აკმაყოფილებს /7(1) პირობას. 

როცა თ=0, 8 5<0, ეს ფუნქცია, ე. ი. ფუნქცია 
5(0 = C-–-/)ზ = თი (810 I(–#I- 89) = 

= 6“ჩმ (C0§ (8 IX |(– #1) + #5Iი (810 I, ––#-1)), 

ცხადია, ჯე წერტილის მიდამოში // პირობას არ აკმაყოფილებს: ის უწყვეტიც კი არ 
არის. მაგრამ ფუნქცია 

%(0 =|(–-ი000-–-I), 0<V%<1, 
აკმაყოფილებს /7/(V) პირობას. 
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ცხადია, რომ, ისევე როგორც ზემოთ, ყველა წინა მაგალითში /-სა და ე-ს 

შეიქლება შევუცვალოთ როლები. 

ისევე როგორც ზემოთ, ადვილად შევამოწმებთ, რომ, თუ #-ზე 7 და 7 
ცვლადების დ(/ე, 7) ფუნქცია აკმაყოფილებს /7(I) პირობას #-ზე, და თუ C(/ი, 7ე)= 

=0, მაშინ ფუნქცია (იხ. § 5, პ. 79) 

დ(/, /) 
ძე». 1“ თ+Iჩ,- 0ლ«<ს,   

ძი, ე) = 

დააკმაყოფილებს /7(+– თ) პირობას. 

4” ვთქვათ, (1 ცვლადი, ხოლო 1: ფიქსირებული წერტილებია L-ზე. /ე წერ- 
ტილის მახლობლობაში განვიხილოთ შეფარდება 

– 7 

ირ -,-ჯ: 
უშუალოდ ადვილი შესამოწმებელია, რომ C#X() და 1/“ (/) აკმაყოფილებს (6,1) 

პირობას ან, რაც იგივეა, (6,10) პირობას. 

ამიტომ, ჩვენ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ, მაგალითად, 

  L-/ §-– 35% 
|1– ჯე! 8-5" |§–-§ე| 1" 061 

აკმაყოფილებს /7(6) პირობას, სავსებით ასევე ადვილი “შესამოწმებელია, რომ 

(I ბ" , = 89 
|§- 8 Iს” I§– 5ი| 2 70 – ე! 

სადაც # ნებისმიერი მუდმივია, აკმაყოფილებს ით პირობას. 

აქაც, რასაკვერველია, #-სა და ჯ-ს შეიძლება შევუცვალოთ როლები. 

§ 7. გაგრძელება, 19, დასასრულ, მოვიყვანოთ კიდევ ერთი მარტივი დებუ- 

ლება. ვთქვათ, 5,<:5ლ§; ინტერვალში მოცემული ნამდვილი § ცვლადის /(თ ფუნ- 

ქციას ამ ინტერვალში აქვს #-ური. რიგის უწყვეტი წარმოებული /CI(9). დავუშვათ, 
/(59) ––”(4) 

#(§ე, 5) = დადა §, =- 5, 5ე == 5), (7,1) 

|1–/-I' 0<65ლ1 

ვგულისხმობთ, რომ 

(0). 
ძა 

მაშინ არსებობს (1–-1) რიგის კერძო წარმოებულები 

0” ”1”(§ე, 5) 
“ძე ' ჩ+I=08”-1, 

და ეს წარმოებულები უწყვეტია, როცა §; <- 5, §ე < 8. თუ, გარდა ამისა, /(”)(§) 
აკმაყოფილებს /7(V) პირობას, მაშინ ხსენებულა კერძო წარმოებულები დააკმაყოფი- 
ლებს //(V) პირობას ორჯ-ვე §, §ე (ქვლადის მ-მართ. 

ყველაფერი ეს გამომდინარეობს ფორმულიდან:. 

#C§|, §) =
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§ I 

/(5) –– ”(§ი) = ( / (C) ძთ= (§–- 5ე) | „I%ი + #(§–– 5) 1 ძ, (7,2): 

% 9 
საიდანაც 

1 
ძე-1/# (§ე, 5) _ I "I / (ო) „ვ 

–. VცM(1 –– ი)! #5) I%ე + #(§5–– 50) | ძი. (7,1) 

0 

29, 

ძ”იL (5, 5) 
–დი=> #-+4+1=7/!, 

/-ურე რიგის კერძო წარმოებულების შემთხვევაში შეიძლება ვაჩვენ ნოთ აგრეთვე შე- 

მდეგი: თუ /((§) აკმაყოფილებს /7(L) პირობას, მაშინ #-ური რიგის კერძო წარ-. 

მოებულები შემდეგი სახით შეიძლება წარმოვადგინოთ: 

IC (8ი. 5) 

|§--§ ე” რ 
სადაც 1 –- # < 2=00ი5( < 1, ხოლო /(§ე, §) აკმაყოფილებს #7 პირობას ორივე 

ცვლადის მიმართ. ამასთან, 2. ნებისმიერად შეიძლება შეირჩეს აღნიშნულ შუალედში. 

ამის დასამტკიცებლად ვისარგებლებთ ფორმულებით, რომლებიც სახეცვლილ 

(7,3) ფორმულებს!4 წარმოადგენენ და მიიღებიან შემდეგნაირად: ჩავთვალოთ, რომ" 

M# >>1, (7,3) ფორმულაში #-ს ნაცვლად დავწეროთ #-–-1, და დავუბრუნდეთ ინ- 

ტეგრების ძველ 9=35ე + VI (§–– 95) ცვლადს. ასე მივ-ღებთ ფორმულას: 

§ 

ძმ -1ჩCა, 1 
#C 59) _ | (თ–– §ე)ბ-1 (§-- თ), MM (2) ძთ, #-+-/= #. 

ძეხ-1 ძვ! ' (§--§)”, 
  

თუ ე”გულისხმებთ, რომ / > 1, ორივე ნაწილის 5-ითთ გაწარმოებუთ და ხელახლა. 

ინტეგრებას ს ცვლადზე გადასვლეთ, ადვილად მივიღებთ: 

1 ინ (. 1. I 
0#C, 9) ყჩ-1 (1 –– ი)” ი-–- /#) /(5) I§ე + VI (§–– 5) 1 მ. (7,5) “თძი 59%, ი 0 მ 

  

  

იმავე გზით ადვილად მივიღებთ ანალოგიურ ფორმულებს იმ შემთხვევებისათ- 

ვის, როცა ჩ ან ( რიცხვებიდან ერთ-ერთი ნულის ტოლია. 

სახელდობრ, როცა #=7/, 1=0 

! 

ყო (ი ––ჩ ( ყრო1 MM) წყა 6-+)14I (7,5ა) გ 
0” (§ა, 5) 1 

ძა" ' 5–% 
  

14 ჩვენ უშუალოდ გერ ვისარგებლებთ ფორმულით, რომელიც მიღება (7,3)-დან /#-ის 

(I + 1)-ით შეცვლით, ვინაიდან არავითარი დაშვება არ ხდება /(M +1)(9) წარმოებულის არსებობის 

შესახებ.
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ფორმულა #=0, /=/ შემთხვევისათვის წინა ფორმულიდან მხოლოდ აღნიშენებით 

განსხვავდება. თუ ამ ფორმულების მარჯვენა მხარეებში 1/(§--5§ე)-ის მამრავლს C(§ე, 5)- 

ით აღვნიშნავთ, ადვილად დავრწმუზდებით, რომ თუ /(”(§) აკმაყოფილებს /7(V) 
პირობას, მაშინ თ(§5ე, §) ფუნქციაც დააკმაყოფილებს /7(ს) პირობას ორივე ცვლადის 

მიმართ და რომ თ(§5ე, §:)=0!?5. მაშასადამე, § 5-ში (3, 79) ნათქვამის საფუძველზე, 

ამ მარჯვენა მხარეებს, რომლებიც ასე შეიძლება წარმოვადგინოთ: 

რ (C თ 5) – - C(%,_5) · _1._ 1 » 1 

§-წი ' |§--წე MI §-- 59)? “ხრილს, 

აქვთ (7,4) სახე და ჩვენი მ აკიცებაც დასრულებულია. 

39, წინა შედეგები გამოვიყენოთ ზოგიერთ მარტიე, მაგრამ მნიშვნელოვან მაგა- 

ლითებში. 

ვთქვათ, #=0ხ გლუვი რკალია. დავუშვათ, გარდა ამისა რომ #-ის ჯ=- X-+IV 

წერტილზე მხების მიერ რომელიმე მუდმივ მიმართულებასთან შედგენილი (164) კუთხე 

აკმაყოფილებს /7(I) პირობას. 

ამ თვ-სების მქონე წირები ხშირად გეხვდება გამოყენებებში. მათ უწოდებენ 

წირებს, რომლებიც ლიაპუნოვის პირობას აკმაყოფილებენ, ან, 

მოკლდ––ლიაპუნოვის წირებს (რკალებს, კონტურებს). 

ზოგადობის შეუზღუდავად, შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ 0 ათვლილია 0Xჯ ღერ- 

ძის მიმ-რთულებიდან. მაშინ ცხადია, რომ X=X(9), #=Vყ(§) კოორდინატების წარ- 

მოებულები § რკალური აბსცისით 

X (5) = 0050, V'(§5) = 5910 0 

აგრეთვე. აკმაყოფილებს //C0) პირობას. ცხადია, ამავე პირობას აკმაყოფილებს 

ძI! (9 : 
ძ§ 

10   
=6C 

წარმოებულიც. 
“ განვხილოთ შეფარდება 

(“ნ (9-6) 
§-9ზი 58% 

სადაც /ა==/(5)) წერტილი აგრეთვე ე„უთვნის L რკალს. 1მ პუნქტის ”ედეგის საფუ- 

ძველზე (II =1-ის შემთხვევისათვის), წინა შეფარდება ორივე 9, §ე ცვლადების მიმართ 

აკმაყოფილებს /7(0) პირობას. 

განყიხილოთ ახლა #-ის ორი /, ჯე წერტილის ფუნქცია 

ჭ- (7, 1) = მIC (7 –– ე) + C0085ხ, 

რომელიც წარმოადგენს ჩა ვექტორის მიერ რაიმე მუდმივ მიმართულებასთან შედგე- 

ნილ კუთხეს, რომელიც ათვლილია ამ უკანასკნელიდან, ისევე როგორც წინა პარაგრა- 

ფის 39 პუნქტის მაგალითში, ისე როგორც ზემოხსენებულ მაგალითში, “შევთანხმდეთ, 

ს/ი, 1) ვცვალოთ უწყვეტად, ვიდრე # და /: წერტილები ერთმანეთს არ შეხვდებიან. 

15 შე-ნიდნოთ, რომ (7,5) ფორმულაში 

ყხ-1(1 –- ი) (ის-– ცძი=-–-ძწიჩ(1 – ი)”.



§ 7) I. ზოგიერთი განსახღერა და დამხმარე დებულება ? 27 
  

თუკი ეს წერტილები ერთმანეთზე გადადიან, მაშინ 4·(/;, 7) იცვლება «X-ს კენტი ჯე- 
რადის ნახტომით. 

ვაჩვენოთ, რომ აღნიშნულ პირობებში +-(ე, /) ფუნქცია ფიქსარებულ (ე და 

ცვლადი 1-თვის აკმაყოფილებს /7(ს) პირობას ცალ-ცალკე თითოეულ ძე, (ახ რკალ- 
ზე და ანალოგიური შედეგი გვაქვს ფიქსირებული 1-სა და ცვლადი (ა-თვის. 

ზოგადობის შეუზღუდავად, ცხადია, შეიქლება ჩავთვალოთ, რომ #-=0ხ სჯან- 
დარტული რკალია. თუ 0X ღერძს მივმართავთ ამ რკალის რომელიმე წერტილზე 

მხების პარალელურად, გვექნება X”(5) 550 და X(5) –– X(5,) 5-0, თუ § 565 §ე. 

დავუშვათ, 
X(9) –– X(50) ყ(§) –– V(59) 

X(§ე, §) = §- 9 V (წა, 5) = ვ“ 

1მ პუნქტში დამტკიცებული დებულების საფუძველზე, >X(§%, §) და V (5, 5) 
ფუნქციები უწყვეტია ჩ-ზე და აკმაყოფილებს //(I) პირობას; გარდა ამისა, 

2XL§ე, §) 550. 

V(«%. 5) 

XC5ი, 5) 

ფუნქეიის მნიშვნელობად მივიჩნიოთ მისი რომელიმე შტო, რომელიც უწყვეტად იცვ- 

ლება L-ზე. მაშინ გვექნება 

  2IXCLC 

, 5 

4X/ე, 1)=2ICIწ > +C, (7,6) 

სადაც C ინარჩუნებს მუდმივ მნიშვნელობას, ვიდრე ჯ და ჯე: წერტილები ერთმანეთს 
არ შეხვდებიან, და იცვლება (X-ს კენტი ჯერადის ტოლი) ნახტომით მწოლოდ მაშინ, 

როცა ეს წერტილები ერთმანეთზე გადადიან. 
ვიზაიდან (7,6) ფორმულის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები, ცხადია, აკმა- 

ყოფილებს /7(L) პირობას, ჩვენი დებულების დამკიცება დასრულებულია. 
(7,6) ტოლობის ორივე ნაწილის § ან §ჯ-ით გაწარმოებით და X(§ე, §) და 

XV(§ე, §) ფუნქციების კერძო წარმოებულების მიმართ 29 პუნქტის შედეგის გამოყეზე- 

· ძ + 
ბით ადვილად დავასკვზით, რომ 95 მძ. კერძო წარმოებულები წარმოიდგინება მ 
“შემდეგი სახით: 

I ი, 

|ზ–- წ 

სადაც X რაიმე ერთზე ნაკლები ნამდვილი რიცხვია, ხოლო #0, ს აკმაყოფილებს 

ი 
# პირობას ორივე ცვლადის მიმართ. თუკი მივიღებთ მხედველობაში <2 შეფარ- 

ი 
დების თვისებას, რომელიც აღვიმნულია ამ პუნქ2ის დასაწყისში, მივალთ დასკვ- 

ი 
ნამდე, რომ ევ და მა, კერძო წარმოებულები წბრმოიდგინება აგრეთვე "შემდეგი 

სახითაც: 

M#(-, 0 ი 

|, წებ?



28 თავი 1. კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები (§7 
  

სადაც IL(/ი, 1) აკსყოფილებს #7 პირობას ორივე (ქვლადის მიმართ. 
ა 

მოვიყვანოთ –– 2 დაღ –ის ცხადი გამოსახულებანი, სახელლდობრ, თუ წერის გა-. 

მარტივების მეზნით ნერელით, რომ 0 და 3· კუთხეები 01; ღერძიდან აითვლება, 
ს (-–- 7) =11/+ Iს, ”წ=)7–#%% 

და ტოლობის ორივე ნაწილს გავაწარმოებთ, მივიღებთ: | 

10ი” ძ8 1 #/ იი იე(მ-ზ) 

ი ძი!" მი 1–Mძი #68“. „ 

საიდანაც წარმოსახვითი ნაწილების შედარებით ვღებულობთ: 

მი ვის. §3ით(ი, ი» 

–_–. ლი 
სადაც თ(M, 1) აღნიშნავს / წერტილში (დადებითი) მხების მიერ #I ვექტორთან შედ- 

გენილ კუთხეს, ათვლილს ამ უკანასკნელიდან. ანალოგიურად, 
0V 5Iი (მ-–– + 1 #1 მ; _ _ (9 ) _ 511 თ ( ი). C,8) 

90% (. ” 
სადაც მ: არის კუთხე, რომელსაც /კ წერტილში (დადებითი) მხები ადგენს (2X ღერძ- 

თან, ხოლო C(/ე, 1) –– ამ მხების მიერ 1 ვექტოოთან შედგენილი კუთხე, აოვლილი: 
ამ უკანასკნელიდან1ზ, 

ზემოაღნიშნულის სავსებით ანალოგიურად და ისევე მარტივად მტკიცდება შემ- 

დეგი ზოგადი შედეგი: 

  

ვთქვათ, ყ(/) კუთ"ეს აქვს #-ური რიგის უწყვედი წარმოებული ქლ. ან, რაც 

იგივეა, ვთქვათ, X(5), V(5), კოორდინატებს აქვთ (I-+1) რიგის უწყვეტი წარმოებუ- 
ლები, მაშინ /,-ური რიგის კერძო წარმოებულები 

ძ"% (7, 7) 

ძა" ძ51  ” 
ძ”მ 

უწყვეტია??, გარდა ამისა, თუ ჟი წარმოებული აკმაყოფილებს #7(I) პირობას, მაშინ · 

ჩ-ური რიგის (7,9) კერძო წარმოებულებიც აკმაყოფილებს · //(ს) პირობას ორივე 
ცვლადის მიმართ, ხოლო (7-+1) რიგის კერძო წარმოებულები 

ჩ+I=IV, (7,9). 

  

' 0”+1 3-(/ე, L 
“მთ ძი! ს) #+I=1-+1, (7,10) 

წარმოიდგინება 

XV, ?) 
(I-ი. (7,11) 

სახით, სადაც » ერთზე ნაკლები ნამდვილი მუდმივია, ხოლო /(/,, /) აკმაყოფილებს 

#/ პირობას ორივე (ცვლადის მიმართ. 

16 (7,8) ფორმელა მაშინვე შეიძლება დაიწეროს (7,7) ფორმულის საფუძველზე: საკმარისია 

(ე-ს და #-ს შ:ვუცვალოთ როლები, და გავითვალისწინოთ, რომ 3 ((ი0, 1) ფუნქციის განსაზღერების 

თანახმად გვაქეს 9 (7, 0) = 8 (/(ა, 1)-L Cლ0ო51, სადაც C0ი51 აღნიშნავს »-ს კ ნტ ჯერადს. 

17 იხ. პარაგრაფის ბოლოს შენიშვნა I.



§ 8) I. ზოგიერთი განსაზღვრა ღა დამხმარე დებულება 29 
  

ძმ 
კერძოდ, თუ პირველი რიგის წარმოებული => უწყვეტია, ე. ი. თუ L წირს 

აქვს უწყვეტი სიმრუდე 
ძი 1 

ძი. ი” 
, , ია: იძ) 

სადაც § სიმრუდის რადიუსია, გარკვეული ნიშნით განხილული, მაში5 25” 25. კერ- 
ი აე 

ძო წარმოებულები უწყვეტია. თუკი სიმრუდე აკმაყოფილებს /7(V) პირობას, მაშინ 

ეს კერძო წარმოებულები აგრეთვე დააკმაყოფილებს /7(L). პირობას. 
შენიშვნა. ზემოთ, ზოგიერთ შემთხვევაში, ვლაპარაკობდით 1 =7ე წერტილზე 

წყვეტილი 9-(/, #0) ფუნქციის კერძო წარმოებულების უწყვეტობის (და, მაშასადამე, 
არსებობის) შესახებ. ამ შემთხვევებში იგულისხმებოდა, რომ განსახილველი წარმოებუ- 

ლები არსებობენ, როცა #236/ე და მიისწრაფვიან სავსებით გარკვეული  ზღვრებისაკე5, 
როცა 71 და ჯგ მიისწრაფვიან ერთსა და იმავე მნიშვნელობისაკენ, 

§ 8, უბან-უბან გლუვ წირებზე მოცემული #7, /7ი, #7“, //: კლასის ფუზქ- 

ციები. განვიხილოთ ახლა ნებისმიერ უბან-უბაე გლუვ წირხე მოცემული ფუნქციები 

და შემოვიღოთ ზოგიერთი ცნება, რომლებითაც შემდგომში ვისარგებლებთ. 

1ბ. ვთქვათ, L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია § 1-ში (პა. 4) მოცემული" 

განსაზღვრის აზრით. 
L წირის კვანძებს (მათ რიცხვში ბოლოებსაც) აღვნიშ2ავთ 6C,-თი (L=1, 2, ..., I) 

ან უბრალოდ C-თი, თუ მნიშვნელობა არა აქვს რომელ კვანძზეა ლამარაკი. L-ის 

შემადგენელ მარტივ გლუვ რკალებს აღვნიშნავთ #,-თი (#=1, 2,..., /). #L წირის 

წერტილებს, რომლებიც კვანძებისაგან განსხვავებულია, წინანდებურად ჩვეულებრივ 

წერტილებს ვუწოდებთ. 
29, ვთქვათ. C(/) L წირზე # წერტილის რაიმე ფუ?ზქციაა, რომელიც ცალსასადაა 

განსაზღვრული როგორც ჩვეულებრივ წერტილებზე, აგრეთვე. კვანძებზე. ჩვენ. ვ-ტყ- 
ვით, რომ დთ() ფუნქცია ეკუთვნის /7/ კლასს #-ზე ანუ, უფრო ზუსტად, 

M(I)-ს, თუ ეს ფუნქცია აკმაყოფილებს /7(ს) პირობას ჩ-ის შემაღგენელ თითოვულ 

#, (ჩაკეტილ!) რკალზე. 
თუ დეე) ფუნქცია განსაზღვრულია და ეკუთვნის /#7(V) კლასს არა მთელს L 

წირზე, არამედ მაოლოდ მის ნაწილზე, ოომელიც C კვანძის საკმაოდ მცირე მიდამო– 

შია მოთავსებული, მაშინ ვიტყვით, რომ C(I/) ეკუთვნის # კლასს ანუ, ფრო ზუს- 

ტად, 77(V)-ს, C წერტილის მიდამოში19. 

  

18 გავიხსენოთ, რომ გახს5ილ რკალს :წოღება ჩაკეტილი, თუ ბოლოები რკალს მიუ:კუთვვება. 
. 10 განსახღვრიდან გამომდინარ;ობს, რომ დ (/) ფუნგცია, რომელიც ეკუთეზის #I (+) კლასს C 

კვანძის მიდამოზი, აკმაუოფილებს შემდეგი სახის პირობას: - · · 

· (დ(/) –– დი,)| “ 4I/:–/ IL, 4 = 000M§58წ, ს. =: 6005L>0, 

სადაც /,, /ე ორი ნებისმიერი წერტილია, აღებული C-ს მახლობლად ერთ-ერთ #§ რკალზე, რომელ– 
საც ბოლოდ აქვს C წერტილი (შემთხეევა, როცა ერთ-ერთი /; ან / ე წერტილი ემთხეევა C-ს, არ 
არის გამორიცხული). · 

ადვილი დასანახავია, რომ წინა სასას უტოლობა გვ:ქნება იმ შემთხეევაშიაც, როცა /ჯ, (2 

შერტილები მდებარეობენ სხვადასხვა რკალზე, რომლებსაც ბოლოდ აქვს C წერტილი, ოღონდ თუ 
ეს რკალები კი არ ;„ხებიან ერთმანეთს C წერტილში, არამედ არანულოვან კუთხეს ადვენენ; შეად. და- 

მატება II (პIთ=' წიგნის ბოლოს.
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ვი წინა შემთხვევაზე უფრო ხშირად შეგვხვდება შემდეგი შემთხვევა: ვთქვათ, 

თ,(/) შესაბამისად /, წირის შემადგენელ. (ჩაკეტილ) #,(”=1, 2,,.., /) რკალებზე 
ცალსახად განსახღვრული ფუნქციებია, და ვთქვათ, დ(I) განსახღვრული ფუზქციაა 
L-ზე “შემდეგნაირად: 

«(I) = C,(I/), როცა 16 #,, #=1, 2,... /. (8,1) 

ამრიგად, #0) ფუნქცია ცალსა+ადაა განსახღვრული #L წირის ყოველ ჩვეულებ- 
რივ წერტილზე და აგრეთვე ამ წირის ბოლოებზე. კვანძებში კი, სადაც რამდენიმე. 

რკალი ერთდება, ჩვეულებრივ შეგვიძლია CI) ფუნქცია განუსაზღვრელი დავტოვოთ. 
ამით ჩვენთვის საინტერესო შედეგები არ შეიცვლება, მაგრამ შემდეგში, როცა ვილა- 

პარაკებთ C(/) ფუნქციის მნიშვნელობაზე რომელიმე C კვანძში, საწინააღმდეგო აზრი 

თუ აო იქნა ხახგასმული, ჩავთვლით, რომ მას ერთ-ერთი მნიშვნელობათაგანი მიე- 

წენება: 
ი(0=%C,(ი0, #=#ჩი Mი,..., (8,2) 

სადაც #,, /Mა,..., იმ L, რკალების ნომოებია, რომლებიც C კვანძში თავს იყრიან. 

სხვაგვარად რომ ვთქვათ, თუ ვილაპარაკებთ Cდ(C)-ს მნიშვნელობაზე, ჩავთვლით, რომ. 

C-ს ვაკუთვნებთ რომელიმე #„ რკალს, რომელსაც ბოლოდ აქეს 2. 

მაგალითად, თუ ვიტყვით, რომ C(I) ფუნქცია განსხვავებულია ნულისაგან ყველ- 

გან L-ზე, ვიგულისხმებთ, რომ C(05-0. ყოველ ჩვეულებრივ წერტილზე, ხოლო კვან- 
ძებში –– დ,(0) 550, #=#), ჩე,.,.. 

თუ ყველა დ,(/) ფუნქცია აკმაქჟოფილებს // პირობას შესაბამის (ჩაკეტილ) #, 

ოკალზე, მაშინ ვიტყვით, Cომ (XC) ფუნქცია ეკუთვნის //ე კლასს L-ზე. თუ დ,() 

ფუნქციები განსაზღვრულია და აკმაყოფილებს // პირობას მხოლოდ #,, რკალების 

ნაწილებზე, რომლებიც C კვანძის საკმაოდ მცირე მიდამოშია, მაშინ ვიტყვით, რომ 
«X/) ეკუთვნის //ე კლასს C კვანძის მიდამოში. 

4ბ. თუ L-ზე მოცემული თ(,)) ფუნქცია აკმაყოფილებს # პირობას #L წირის 
ყოველ ჩაკეტილ ნაწილზე, რომელიც არ შეიცავს კვანძებს, ხოლო ნებისმიერ C კვან- 
ძის მახლობლად წარმოიდგინება შემდეგი სახით 

ი“ (0) 
დ() = II--68. 0 =<თ=(00ი§L<1, (8,3). 

სადაც დ“(/) ეკუთვნის //ე კლასს C-ს მიდამოშე?9, მაშინ ვიტყვით, რომ Cდ(/) ეკუთვ- 

ნის //% კლასს L-ზე. თუ (8.3) წარმოდგენა მხოლოდ მოცემული C კვანძის მიდამოში 

გვაქვს, მაშინ ვიტყვით, რომ დ(/) ეკუთვნის MIX კლასს C-ს მიდამოში. 

59, დასასრულ, თუ (CX(I) ეკუთვნის /I% კლასს C კვანძი” მიდამომი ყოველი 

ნებისმიერად მცირე თ-თვის, ე. ი. თუ |1-–-201ზ დ(/) ეკუთვნის // კლასს ნებისმიერად. 

მცირე 6>>0 რიცხვისათვის, ვიტყვით, რომ დ(/) ეკუთვნის //; კლასს C-ს მიდამოში. 

თუკი აღნიშნული პირობა დაცულია ყველა კვანძისათვის და დ(/) ფუნქცია 
აკმაყოფილებს /7 პირობას ყველგან, გარდა, შესაძლოა, კვანძების მიდამოებისა, მაშინ 
ვიტყვით, რომ დ(/) ეკუთენის #76 კლასს L-ზე. 

  

20 თ რიცხვის (ნებისმიერად მცირედ) გაზრდით შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ დ7(/) ეკუთვნის 

MI კლასს (უფრო მეტიც, ნული ხდება კვანძებში).
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მაგალითად (§ 6, პ. 39), (/-–- 2) ფუნქცია, სადაც 8 ნებისმიერი ნამდვილი 

რიცხვია, C-ს მიდამოში ეკუთვნის /#7გ კლასს; ეს არის // ე კლასის შემოსაზღვრული 

ფუნქციის მაგალითი; /7, კლასის შემოუსაზღვრელი ფუნქციის მაგალითს. წარმოადგენს 
ჰაი (–0. 

69. ხემოთ შემოყვანილი განსაზღვრები ბუნებრივდ ვრცელდება მოეემული 

უბან-უბან გლუვი # წირის რამდენიმე ცვლადი წერტილის ფუნქციების შემთხეევებზე. 

აგალითად, ვიტყვით, რომ L წირის 7, და (ა. წერტილების ფუნქცია (იი(/,, #:) 
ეკუთვზის #7 კლასს, თუ იგი ეკუთვზის /#7ე კლასს 1, ცვლადის მიმართ /,-ის ფიქსი- 
რებული მ3იშვეელობისათვის და აგრეთვე I: ცელადის მიმართ 7,-ეს ფიქსირებული 
მ§იშვნელობისათვის. უფრო ზუსტად, თუ #,), L, ..., ს- L წირის შემადგეზელ გლუვ 

წირებს წარმოადგენე95, მაშინ განსაზღვრის ძალით Cდ(/,, 1:) == დ,,(/,, ა), ს |= 

=1, 2,.., 0, სადაც დ,,(, #2) #, და /» წერტილების ფუნქციებია, რომლებიც შე- 
საბამისად L, და L, ჩაკტილ რკალებს ეკუთვია,; და აკმაყოფილებე5 // პირობას 
ორივე 7, და /: ცვლადის მიმართ. 

იმ შემთხვევაში როცა ერთ-ერთი /, ან /- წერტილე ემთხვევა რომელიმე 

კვანძს, დ(/,, /.) განისაზღვრება მოცემული კეანძიდა”ნ გამომავალი იმ #, რკალის 
მეთითებით, რომელსაც ვაკუთვ?ებთ მოცემულ წერტილს. ანალოგიური მდგომარეობაა 

იმ შემთხვევაშიც, როცა #, ჯე ემთხვევა სხვადასხვა კვანძს. თუ 1), (: წერტილები 

ერთსა და იმავე კვანძს ემთხვევა, მაშინ პ, 30-ში ნათქეამის ანალოგიურად C«X(/,, 1») 

გამოსახულებას შე-ძლება მივაეროთ რამდენიმე მნიშვნელობა “ან დავტოვოთ აგი გა- 

ნუსაზღვრელი. 
შენიშვნა 1. უფრო ზოგად ქითარებასთან არ გვექნება საქმე, თუ 

დავუშვებთ, რომ განსახილველ ფუნქციებს აქვთ ზემოთ აღნიშნული ტიპის განსაკუთ- 

რებული წერტილები არა მარტო კვანძებში, არამედ #-ზე მოცემულ სხვ» ნებისმიერ 

სასრული რაოდენობის წერტილებში. მართლაც, ეს უკანასკნელი წერტილები შეგვიძ- 

ლია კვანძებს მივაკუთვხოთ. შემდგომში ასეც მოვიქცევით. 
შენიშვნა 2, ცხადია რომ #I/, /7ე და /7; წარმოადგენენ /7% კლასის ქვე- 

კლასებს; მაგალითად, თუ (8,3)-ში =0, მაშინ დ(/) ეკუთვნის /#7ე კლასს. 
§ 9. უწყვეტი ფუნქციების სასაზღვრო მნიშვნელობების შესახებ. 19, ვთქვათ, 

L უბან-უბან გლუვი წირია (§ 1). ყოველი (ე წერტილის გარშემო, რომელიც ეკუთ- 
ვნის L-ს და არ ემთხვევა კვანძებს (რომელთა რიცხვს მიეკუთვნება L წირის ბოლო- 

ებიც), შეიძლება, როგორე ადვალი დასანახავია (იხ. § 2), შემოვწეროთ იმდენად 
მცირე რადიუსიანი წრე, რომ ის L წირით გაიყოს ორ ნაწილად, რომლებიც L-ზე 

შერჩეული დადებითი მიმართულების მიმართ შესაბამისად L-ის მარცხნივ და მარჯვ- 

ნივ იქვებიან მოთავსებული. ამის შესაბამისად შეიძლება განვიხილოთ ჯა: წერტილის 

მარცხენა და მარჯვენა მიდამო. ცხადი: აგრეთვე, როგორ უნდა გავიგოთ. 

მარცხენა და მარჯვენა მიდამო L-ის ნებისმიერი ნაწილისა რომელიც კვანძებს არ. 

შეიცავს. 
მარცხენალდ და მარჯვენა მხარეებს აგრეთვე ამა თუ იმ სიმბოლოს, რომელიც 

მარცხენა და მარჯვენა მიდამოებს შეესაბამება, შესაბამისად + და “ ზედა ნიშ5აკებით. 

აღვნიშაავთ. 

-თუ L მარტივი გლუვი ან უბან-უბან გლუვი წირია, რომელიც სიბრტყის რაიმე 
ბმული ნაწილის, ე. ი. სიბრტყეზე რაიმე არის?! 'შემოსახღვრული შეკრული კონტუ-- 

2 ტერმინს „არე“ გამოვიკენებთ მხოლოდ სიბრტყის ბმული ნაწილებისათვის.



22 თავი I. კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები I§9 
  

რებისაგა§ შედგება, მაშინ, ჩვეულებრივ, L-ზე დადებით მიმართულებას შევარჩევთ ისე, 

რომ #-ზე მოძრაობისას ეს არე ყოველთვას მარცხნივ ან ყოველთვის მარჯვნივ რჩე- 

ბოვეს (ნახ. 4); ამ შემთხვევაში სიბრტყის ნაწილს, რომელიც მარცხნივ რჩება, 
ყოველთვის §1-ით აღვეიშიავთ, ხოლო სიბრტყის ნაწილს, რომელიც მარჯვნივ რჩება–– 

5“-ით. 

20, ვთქვათ, 9X2) არის სიბრტყის 2=X-LIV წერტილის ფუ5ქცია?, რომელიც 
მოცემულია და უყვეტია L წირის მიდამოში, გარდა, შესაძლოა, თვით L წიოის 

წე“-ტილებისა. ვთქვათ, ჯ( ა-ის L წირის წერტილი, რომელიც მის კვანძებს არ 

ემთხვევა. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ Cთ(C2) ფუნქცია უწ- 
ყვეტად გაგრძელებადია 1 წერტილზე 

მარცხნიდან (ან მარჯვნიდან), თუ %X2) 

მიისწრაფეის გარკვეული C+() წა” Cთ“()1 
ზღვრისაკენ, როცა 2 მიისწრაფვის #-სკენ ნების- 

მიერი გზით, ოღონდ ისე, რომ რჩება L-ის მარ- 

ცხნივ Iან მარჯენივ|?, 

ამ და მხოლოდ ამ შემთხევევაში ვიტყვით, 

რომ თC2) ფუნქცია ( წერტილზე ღებულობს 
სასაზღვრო მნიშვნელობას მარცხნი- 

დან (ან სასაზღვრო მნიშვნელობას მარჯვნიდან |?1. 

თუ (2) ფუნგცია უწყვეტად გაგრპელებადია მარცხნიდან (მარჯვნიდა%ზ| L წი- 

რის L” ნაწილის ყოველ ჯ წერტილზე, მაშინ ვიტყვით, რომ Cთ(2) უწყვეტად გაგრ- 

ძელებადია L”-ზე მარცხნიდან I|მარჯვნიდან|). ამ შემთავევაში თდ+(,) ფუ:ქცია (Cდ“ (7) 

ფუნქცია) აუკილებლად უწყვეტია L”-ზე. მართლაც, პირობის თანახმად, ყოველი 

წივასწარ მოცემული § >> 0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 6:>0 (მოცემული 1- 

სთვის) დამოკიდებული მპოლოღდ §-ზე, რომ 

|0X2) –– თდ+C)| < §, თ 

თუჯი |–- 1 <8 და 2 მღებარეობს #-ის მარეცხ5ივ. ვთქვათ, ახლა I მეორე წერ- 

ტილია L”-ზე, ისეთი, რომ |, –- II < 8. თუ 7 მიისჯრაფვის 7”-სკენ ისე, რომ რჩება 

L-”ს მარცსნივ და აკმაყოფილებს პირობას |2-/I<მ, მაშინ თ(უ მიისწრაფვის 

-და+(/)-სკენ, რის გამოც (”)-დან გამომდინარეობს, რომ 

  

ნახ. 4 

9: :ს ნიშხავს, რომ 

«(2 =VV, ყ) + IVC, VI), 

სადაც VI (X, ყ) და V (X, ყ) X ღა V ცელადების რაიმე ნამდვილი ფუნქციებია, 
59 სხვა სიტ,ვებით რომ ვთქვათ, მნიშვნელობათა სიმრავლე, რომელსაც 2 ღებულობს /-კენ 

მისწრაფებისას, არაფრით არ არეს შეზღუდული, გარდა პირობისა, რომ 2 იმუოთება #-ის მარცხნივ 

(მარჯვნივ) : 
2! ტექსტში მოცემული განსაზღვრა შემდეგის ეკვივალენტურია. რ< (2) ფუნქცია ( წერტილზე 

მარცხნიღან 4) + (/) სასაზღვრო მაიშენელობას იღებს, თუ გოველი რაგინდ მცირე § დადებითი რიც- . 
ხვისათვის შეიძლება შეირჩეს ისეთი დადებითი ბ რიცხვი, რომ ყოველი 2-თვის, რომელიც #-ის 
მარცხნიე მდებარეობს და აკმაყოფილებს |2--/| < 8 პირობას, გვექნება. | 4 (2) –– დ+ (7) | < 6. ანა- 
ლოგიურად გვ-ქნება მარჯვნიდან სასაზღვრო მნიშვნელობისათვის,



§ 9) I. ზოგიერთი განსახღერა და დამხმარე ღებულება 33 
  

|დ“(V)ე –– დ+(0) | დ<%, 

მაგრამ ეს ამტკიცებს ჩვენს დებულებას (ანალოგიურად. თ“(/)-თვის)”?. 
ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 5“|5“) აღნიშნავს L” წირის, მარცხენა 

Iმარჯეენა| მიდამოს, და თუ 9X2) ფუნქციას მ»ვა/ერთ CI+(/) (დ“(/)| მნიშვნელობას 

L"-ზე, მაშინ დ(2) ფუნქცია იქნება უწყვეტი (5-+#L)-ში |(§“-L L”)-ში|. 

ვმ, აღნიშნოთ კიდევ შემდეგი, თითქმის ცხადი გარემოება, რომლითაც ხშირად 

ვისარგებლებთ. 
ვთქკათ იხ სტანდარტული რკალია L-ზე. განეიხილოთ II კონა პარალელურ 

წრფეებისა, რომლებიც იხ-ს მხებებთან ადგენენ არაბლაგვ კუთხეს, არანაკლებს, გიდ- 

რე მუდმივი კუთხე ჩა >> თა, სადაც თე სტ-დარტული რკალის განსაზღვრაში მონა- 

წილე მახვილი კუთხეა (§ 2); მაშინ, როგორც ვიცით, (§ 2) II კონისს თითოეული 

რ წრფე, რომელიც მოთავსებულია კონის თ და ხ წერტილზე გამავალ /#გ და #% 
წრფეთა შორის, იხ რკალს კვეთს ერთ და მსძოლოდ ერთ წერტილში. დაეუშვათ, 

რომ დ(ე) თანაბრად მიისწრაფვის C'(/)-სკიე (რ“(/)-სკენ, როცა 2->1 II 

კონის # წრფის გასჟვრიე ისე, რომ რჩება იხ-ს მარცხნივ Vწმარჯვნივ|. მაშინ CX(2) 

ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია მარცხნიდან |მარჯვნიდან)| თხ რკალის ნებისმიერ 

ნაწილზე, რომელიც არ შეიცავს მის ბოლოებს. 

მართლაც, ზღვრისაკენ მ:სწრაფების თანაბრობიდან, უპირველეს ყოვლისა, გა- 

მომდინარეობს, რომ Cთ/(/) (C“ (/)| უშჟყვეტია 0ხ-ზე. ვთქვათ, ახლა 2 მიისწრათვის 

იხ რკალის I წერტილისაკენ, რომელიც მის ბოლოებს არ ემთხეევა, ნებისმიერი გზით 

ისე, რომ რჩება, ვთქვათ, ძიხ-ს მარცხნივ. თუ |2–-ჯ| საკმაოდ მცირეა, 2-ზე გამა- 

ვალი II კონის წრფე იჩხ-ს გადაკვეთს რაიმე // წერტილში. ამასთან, | 2-–-/ | და 
|I–– 1) სიდიდეები რაგინდ მცირე იქნება?ნ, 

მაშასადამე, . 

დ() –– დ+V)=|თდ(უ –– დ+V) | + (დ'0ე –– დი) 

სხვაობაც იქნება რაგინდ მცირე, ეს კი ამტკიცებს ჩეენს დებულებას. 
40, სასაზღვრო მნიშვნელობათა განხილვისას აქამდე გამოვრიცხაედით L წირის 

კვანძებს. ვთქვათ, ახლა 7=C ერთ-ერთი კვანძია (კერძოდ, ერთ-ერთი ბოლოა). 

# წირის შემადგენელი გლუვი წირები, რომლებიც C კვანძში ხვდებიან ერთ- 
მანეთს, ამ წერტილის მიდამოს ჰყოფენ საერთო C წვეროს მქონე სასრული რაოდე- 

ნობის 0,, თე, ..., 9, სექტორებად (ნახ. 5, 0). ვიტყვით, რომ თX2) ფუზსქცია უწყვე- 

ტად გაგრძელებადია C კვანძზე თ, სექტორიდან, თუ C(2) მიისწრაფვის გარკვეული 

%ზღვრისაკენ” როცა 2 მიისწრაფვის C წერტილისაკენ ნებისმირი გზით ისე, რომ 

რჩება თ, სექტორის შიგნით. ამ ზღვარს ვუწოდებთ (CV(2) ფუნქციის სასაზღვრო 
მნიშვნელობას C წერტილში თ, სექტორიდან. 

2 როგორც ეს თვით მტკიცებიდან ჩანს, დებულება Cდ+ (/) ან დ- (/)-ს უწ:ვეტობის შესახებ 
მართებულია იმ შემთხვევაშიაც კი, თუ დ (2)-ს არ ჩაეთელით უწყვეტად, მაგრამ მოვითხოეთ მსო- 

ლოდ მის უწყეეტად გაგრძელებადობას #” ნაწილის ყოველ / წერტილზე მარცხნიდან ან მარჯვნიდან, 
ეს დებულება ეკუთვნის პენლევეს (6. Mმ1ი16V6); იზ. მაგ. V. L C0<3000ძ0 (I), კე. 53. 

4 ეს გამომდინარეობს 2// სამკუთხედის განხილეიდან. იმის გამო, რომ #” 7 ქორდასა და |” 2 

მონაკვეთს შორის არაბლაგვი კუთხე არაა ნაკლები რაიმე თე > 0 კუთხეზე (§ 2), ფცხადია, გეექნება: 

> (დ 1-2 1-4 II-I „ II-2L. 
ყი 50% 

    – დ--–-, |(?–-,'|I< 
ვითი 5)ი თე 

ვ, ნ. მუსხელიშვილი



ვჰ თავი I. კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები ( §0ი 
  

-თქვათ, L” და ს“ გლუვი წირებია, რომლებიც შემოსაზღვრაიე5 9, სექტორს 

(და გააჩნიათ საერთო ბოლოდ C კვ:ნძი, და ვთქვათ 9X2) ფუნქცი უწყიეტად 

გაგრძელებადია თ, სექ”ო”იდან“? #”, ჩ” წირების ყველა ( წერტილზე, რომლებიც 

კეანძის მიდამოში მღებარეობეა, და აგრეთვე C კვ:ნძზე. 1 წერტილზე (შემთხვევა, 

როდესაც (=0, არ განოირიცხება) CX(2) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა აღვხეშ- 

ნოთ 9X/)-თი. მაშინ, როგოოც ადვილი დასანახაეია, L + ჩ” წირის ( წერტილის დი 

ფუნქცია იენება უწყვეტიCჯ ბერტილის მიღამოში (C-ს ჩათვლით); დამტკიცება არაფრით 

არ არ განსხვ კავდება 2, პეაქტის ანალოგიური დებულების დამტკიცებისაგან. თუ ახლა 

თX2) ფუნქციას მივაწერთ 9X/) მიიშვნელობას (L”- #”)-ზე (C-ს მიდამოში C-ს ჩათვ- 

  

ნახ. 5 

ლით), მაშინ თX(2) ფუ5ქცია იქნება უწყ-ეტი ჩაკეტილ არეში, რომელიც C ცენტრის 
მქონე საკმ.ოდ მცირე წრეში მოთაესებული 06, სექტორის და L -- ს” წირის წერტი- 

ლების რნ შედგება. 

კერმო შემთხვევამ, როდესაც C კვანძი L წირის ბოლოა (ნახ. 5, 9), 
გაქეს მხოლოდ ერთი „სექტორი“ თეა, რომელიც L წირის გასყერიე გაჭრილი 0 

წერტილის მიდამოსაგან შედგება. 

ადიილი დასანახავია, თუ როგორ უნდა გამოვიყენოთ ზემოთქმული ამ კერძო 

შემთხეევაში, CX(2) ფუნქცია უჯყეეტად გაგრძელებადია C ბოლოზხე, თუ «ს მიისწრა- 

ფვის გარკვეული ზღერისაკენ, როცა 2 მიისწრაფვის C-კენ ნებისმიერი გზით, რომე- 

ლიც არ იკვეთება L-თან.ეს ზღვარი, თუკი იგი არსებობს, არის 9X(2)-ის სასაზღვრო 

მნიშ:ნელობა C წერტილზე; ჩეენ მას უბრალოდ 9X0C)-თი აღენიშნავთ. თუ %X(2) 
ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია მარცხნიდან და მარჯენიდან L წირის ყველა 1 

წერტილზე, რომლებიც C ბოლოს მიდამოში მდებარეობენ და აგრეთვე C ბოლოზე, 

მ-შინ დ“+(/) და 0)“(/) სასაზღვრო მნიშვნელობები უწყვეტი იქნება C-ს მიდამოში L- 

ზე, ამასთან, 

II თ +(0) = „ა, დ-() = დ(თ). 
(+C6 

შენიშვნა 1. შემდგომში, კელან ამ წიგნის ძირითად ტექსტში, როცა ვი- 

ლაპარაკებთ რაიმე (2) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობების შესახებ და გამოვი- 

ყენებთ აღნიშვნებს თდ+(/)-ს ან თ“(/)-ს, ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ეს ზღვრე- 

ბი მი-ღწევა შესაბამისად L-ის მარცხნივ ან მარჯვნივ მოთავსებული ნებისმიერი გზით; 

27 ამ გამოთქმის მნიშვნელობა ცხადია: #” (ან #") წირის ( წერტილზე ფუმქციის გაგრძელე: 

ბადობა 0ც სექტორიდან არის გაგრძელებადობა მარცხნიდან ან მარჯვნიდან იმისდა მიხედვით, L”- 
ის (ან L“-ის) რომელ მხარეს მდებარეობს ძგ სექტორი.



§ 19) I. ზოგიურთი განსაზღერ» ღა დამხმარე დებულება 25. 
  

ამასთან, იგულისსმება, რომ ( წერტილი არ ემთხეეგა კეანძებს. საზოგადოუ, როცა 

ლაპარაკია / წერტილზე სასაზღერო მნიშვნელობის შესახებ მარცხნიდან ან შარჯნი- 

დან, ყოველთვის იგულისხმება, თუ საჯინააღმდეგო არ არის თქმული, რომ 7 7ერტი- 

ლი განსხვავებულია კეანძებისაგან. 

შენიშვნა 2. ბევრ შემთხვევაში საინტერესოა განხილ-ა 0X(2) ფუნქციის სა- 

საზღვრო მიიშენელობებისა, რომლებიც მიიღწე4ა არამხები გზებით, ან, უთრო ზუსტაღ, 

Cდ(ჟ)-ის ზღვრების გავხ-ლეა, როა 2 მიისწრათის 1(-კე2 #-ის მარეLაიდან ან მარ- 

ჯვნიდან, ისე, რომ არაბლაგვი კუთსე /2 მომაკვეთსა და / წერტილსე /,-ის მხებს 

შორის ნაკლები არ არის რაიმე ფიქსირებულ (რაგინდ მცირე) მაწვილ კუთხე“ე. ასეთი 

სასაზღვრო მნიშვნელობები ზოგჯერ კ უთხ ურად იწოდება, ისისი შეეპღება არსე- 
ბობუნენ მაშინაც, როდესაც არ არსებობენ სასაზღერო მგიმშანელობანი ნებისმპერი 

გზით. 
“§ 10. უბან-უბან პოლომორფული ფუნქციები 1ჩ. ვთქვათ L აღაიშნავს 

იმავეს, რასაც წინა პარაგრაფში, ხოლო CX(2) – ფუნქციას, ჰოლომორფულს 2 სიბრტ- 

ყის ყოეელ სასრულ არეში, რომელიც L წირის წერტილებს არ შეიცავს. ვთქვათ, 

დ() ფუნქცია უჟყვეტად გაგრძელებადია #-ზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან, ხოლო 

კვანძების მახლობლად აკმაყოფილებს პირობას 

C 
სიე ვულე (10,1) 

სადაც C შესაბამისი კვანძია, C და თ რაიმე დადებითი მუდმივებია, ამასთან” თ < 1, 
რაც მეტად არსებითია. ასეთ ფუნქციას ვუწოდებთ უბან-უბან ჰოლომორფულ 

ფუნქციას ნახტომის L წირით; ნახტომის წირს ზოგჯერ აგრეთვე ვუწოდებთ სასა- 

ზღვრო წირს. 
ახალ (უფრო ზოგად) ვითარებასთან არ გვექნება საქმე, თუ უბან-უბან ჰოლო- 

მორფული ფუნქციის ცნების განსაზღვრისას დავუშვებთ, რომ იგი შესაძლებელია არ 

იყოს უწყვეტად გაგრძელებადი აგრეთვე რაიმე სასრული რაოდენობის მოცემულ 0 
წერტილებზეც, რომლებიც მოთავსებულია L წირის შემადგენელ გლუვ. რკალებზე და 
რომელთა მიდამოშიც ადგილი აქვს (10,1) პირობას, მართლაც (შეად. შენიშვნა 1 

§ 8-ის ბოლოში), ეს წერტილები შეგვიძლია კვანძით წერტილებად ჩავთვალოთ. 
თუ უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში CX(2) ფუნქციის დაშლაში 

«აი- V%ზ ძ,7 (10,2) 

ჯ-ის დადებითი ხარისხის შემცველი წევრების მხოლოდ სასრული რაოდენობაა, მაშინ 
ვიტყვით, რომ 4«X2)-ს გააჩნია სასრული რიგი უსასრულობაში. 

თუ (10,2) დაშლაში ძი, უკანასკნელი” ნულისაგან განსხვავებული კოეფიციენტია 

(ჩვენ ახლა გამოვრიცხავთ შემთხვევას, როცა ყველა 0,=0, ე. ი. როცა Cთ(7=0, 

2=CCი წერტილის რაიმე მიდამოში), მაშინ ვიტყვით, რომ «X2) ფუნქციის რიგი უსა- 
სრულობამი #-ს ტოლია. როცა # > 0 წერტილი 2 = C არის «X2) ფუნქციის # 

რიგის პოლუსი, ხოლო, როცა #<:0 --# რიგის (ანუ ჯერადობის) ნული (ანუ ფესვი). 
როცა #=0, ე. ი. თC(-)=0იე არის ნულისაგან განსხვავებული გარკვეული სასრული 

სიდიდე, იმისდა მიხედვით, თუ რა უფრო მოხერხებულია, ვიტყვით, «ომ 2= «თ
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წერტალჰე თდ(უ-ს აქვს ხული რიგის პოლუშა ან ნული. დასასრულ, როცა #=0, 

ვიტჟ4)2თ. რო? რე) უბან-უბან ჰპოლომორფულია უსასრულოდ დაშო- 

რებული წერტილის ჩათვლით. 

თუ %X2)-ს უსასროულოაბაში აქვს / >>0 რ:გი, მაშინ საკმოდ დიდი | 2I-თვის 

გვექნება”: 
1 

თ() = ნ,() +0 | -) ' (10,2ა) 

სადაც (7) # რიგის პოლენომია, ჩვე5 მას CX2) ფუნქციის პოლუსის მთავარ ნაწილს 

ვუწოდებთ უსასრულობაში. 

20, ახლა გავიხსენოთ ავალაზურ ფუნქციათა ერთი ცნობილი თვისება, რომლი- 

თაც ხშირად ვისარგებლებთ. 

ეთქვათ, 5, და 5კ სიბრტყის ორე ბმული ნაწილია, რომლებსაც შეგა საერთო 

წერტილები არ გააჩვიათ, მაგრამ ერთმანეთს ესაზღკრებია–” რაიმე გლუვი L რკალის 

გასწვრივ, რომელიც მათ? საზღკოების საერთო ნაწილს წარმოადგენს; #-ის ბოლოებს 

ჩვე? არ ვაჯუთენეათ #-ს. ვთქვათ, C2,(2) და CX.(2) შესაბამისად »45)-ში და 5,-ში 

ჰოლომოზფულა და L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი ფუნქციებია და ვთქვათ, L-ის 
გასწვრივ მათი სასახღკრო მპიშვნელობები ერთმანეთის ტოლია: 

თ,(იე = Cდ:(0; (10,3) 

ჯ#-თე აღვიშაულია წერტილი L-ზე, ხოლო C,(/), თ.ა(/)-თი თ,(2) და და(2) ფუნქცი- 

ების სასახოვრო მეიშკნელობები. მაში: ასე განსახღვრული ფუნქცია: 

დ()=C,(უ, როვა 2C 5,, 9(7 = თდ.(უ), ოოცა 2C §ე, 

დი) =დ,(/0)=C.(/), როცა 1 CX#, (10,4) 

ჰოლომოოფულია 5,4-5ა-+L არეში. 

დასამტკიცებლად, ცხადია, საკმარისია დავადგინოთ, რომ ზემოთ განსაზღვრული 

დ() ფუპქცია ჰოლომოღუფულია ს რკალეს ნებისმიერ ჯე წერტილის მიდამოში, რო- სუბქვ უ ფულ ლას. ხე ე ერტ დ 
მელაც ბოლოებს არ ემთხვევა. შემოვწერო» #ე ცეზტრის მქონე იმდენად მცირე რა- 

დიუსიან ჯ წრეწირი, რომ მან L გადაკვეთოს ზუსტად ორ ძ დღა ხ წერტილში, 

ვთქვათ, თ არის «-თა შემოსახღვრული წრე, ზოლო თ,, ძე ამ წრის ნაწილები მოთა- 

ვაეაულა შესაბამისად 5, დ» 5--ში, ვთქვათ, +, და ჯაჯ ამ ნაწილების დაღებითი მიმარ- 
თულებით შემოწერელე საზღვრებია; 7, და ჯა-ს გააჩაიათ საწინააღმდეგო მიმართუ- 

ლების მქონე საერთო თხ ნაწილი. 

უშუალოდ კოშის თეორემის საფუძველზე ადვილი შესამოწმებელია, რომ თ; ან 
თე არის შიგნით მდებარე ყოველი 2 წერტილისათვის გვაქვს 

93 გავახსეეოთ, რომ თუ §6 აღნიშნავს სახოგადოდ კომპლექსურ ცვლადს, რომლის მნიშევნე- 
ლობები ეკუთე?ის რაიჭე # სამრავლეს, რომელიც შეიცავს რაგინდ დიდი რაგინდ მცირე) მოდულის 

0: 

მქო5ე მვიშვნელობებს, მაშინ C0X§) აღნიშნავს ისეთ სიდიდეს, რომ შეფარდება – რჩება მოდუ- 

ლით შემოსაზღვრული §-ის ჟველა საკმაოდ დიდი (საკმაოდ მცირე) მოდულის მქონე მნიშენელობები- 
სათვის /M-დან. '
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დ(2) = 
1 ' დ,.(/) ი 1 დ.(/) ი! 

2%I/ ს #(–2 2XL ,, (–-2 
I V2 

ვინაიდან პირველი ინტეგრალი ტოლია C,(2)-ისს როცა 2Cძ), და ნულისა, როცა 

2 Cძე,, ხოლო მეორე ტოლია C.(2)-ის,ა როცა 2Cძთ,, და ნულისა როცა 2Cთ. 
მაგრამ წინა ორი ინტეგრალეს ჯამი დაიყვანება ჯ-ზე აღებულ ერთ ინტეგრალზე, ვინა- 

იდან (10,3) პირობის გამო, რომელსაც · ადგილი აქვს #- -ზე,,. იხ რკუელლხე აღებული 
ნაწილები ბათილდებიან. ამიტომ წინა ფორმულა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

1 # თრი“ 
2-( ) (–7' 

შ“ 

  დი) = 

რის შემდეგ ჩვენი დებულება აშკარა ხდება, ვინაიდან ცხადია, რომ წინა ფორმულის 

მარჯვენა მხარე ჯ-ს შიგნით ჰოლომორთფულ თუნქციას წარმოადგენს. 

ვბ. ნათქვამიდან გამომდინარეობს “შემდეგი დასკვნა, რომლითაც ხშირად ვისარ- 

გებლებთ. 
ვთქვათ, როგორც 19 პუნქტში, L აღნიშეავს ნებისმიერ უბან-უბან გლუვ წირს, 

ხოლო Cდთ(2) –– L ნახტომის ·წირის მქო5ე უბან-უბან ჰოლომორთფულ ფუნქციას. და- 

ვუშვათ, რომ L წირის რაიმე L” ნაწილზე გვაქვს თCX+CI)1= თდ“(/), სადაც # აღ:იშნა>ვს 

L” ნაწილის კვანძებისაგან (მათ შორის ბოლოების:გან) განსხვავებულ ნებისმიერ წერ- 

ტილს, მაშინ წირის #„ ნაწილი შეიძლება მოვაცილოთ და 9X(2) იქნება L--#L” 

ნახტომის წირის მქოზე უბან-უბან ჰოლომორფული ღუნქცია, თუ მას სათანადო 

მაიშვიელობებს მივაწერთ მოცილებული #L” ნაწილის წერტილებზე. ეს გამომდინარეობს 

§ 29%-ს შედეგიდან. ეჭვი შეიძლება გამოიწვიოს მხოლოდ CX2) ფუნქციის ჯოფაქცევამ 

იმ წერტილების მიდამოში, რომლებიც მოცილებული ნაწილის კვანძებს ეკუთვნიან. 
მაგრამ ეს ეჭვიც გაიფანტება, თუ შევნიშნავთ, რომ (10,1)-ის ძალით ამ წერტილებში 

დ(2)-ს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ აცილებადი განსაკუ უთრებულობა??, ე. ი. იგი 

იქვება ჰოლომორფული ამ წერტილების მიდამოში, თუ მას სათანადო მნიშვნელობებს 

მივაწერთ აღნიშულ წერტილებზე. 

49. წინა შედეგს მივყავართ აგრეთვე შემდეგ დასკვნამდე: ვთქვათ, თ(2) ჰოლო- 

მორფული ფუ?ქციაა სიბრტყის რაიმე ბმულ 5 ნაწილზე (არეზე), რომლის საზღვარი 

შეიცავს (რაგინდ მცირე) გლუვ ( რკალს, და ვთქვათ, 9X2) ფუნქცია უწყვეტად გაგრ- 
ძელებადია /-ზე, ამასთან, მისი სასაზღვრო მნიშვნელობანი I-ზე ნულის ტოლია; მაშინ 

დ(უ=0 მთელს 5 არეში. მართლაც, 5 არეს მივუერთოთ რაიმე 4?” არე, რომელიც 

I-ს ესაზღვრება მეორე მხრიდან; მაშინ, თუ დავუშვებთ C(2)=0 §5”-ში და !-ზე, მივი- 

ღებთ Cთ(2) ფუნქციას, ჰოლომორფულს 5 +-5”-+LI/-ში და ნულის ტოლს §”-ში, მაგრამ 
ასეთი ფუნქცია აუცილებლად ნულის ტოლია მთელს §5-+ 5/-+/ არეში, საიდანაც. გა- 

მომდინარეობს ჩვენი დებულება. 

§9 იხ., მაგალითად, ი. პრივალოვი |6), გვ 221--222, კვანძითი C წკრტილის მიდამოში დ (2) 

ფუნქციის ლორანის გაშლა არ შეიძლება შეყცავდეს (2--C)-ს უარ,ოფით ხარისხებს” (10.1) პირობის 

გამო, სადაც, შეკახსენებთ თ < 1.
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II. პოშის ტიპის ინტებრალები 

ამ კარშე კოშის ტიპის ინტეგრალების უმთავრეს თვისებებს ვსწავლობთ, ამ ინტეგ- 

რალების განსაზღვრა შემდეგ პარაგრაფშია მოცემული. 

ამ კარში მოცემულე შედეგებით მუდმივად ვისარგებლებთ შემდეგში. 

§ 11. კოშის ტიპის ინტეგრალის განსაზღვრა. 19, ვთქვათ, L უბან-უბან გლუვ 

წიოს აღაიშაავს და ვთქვათ, თ(/) ფუ?ქცია მოცემულია #-ზე, გარდა, შესაძლო), სას- 

რულია რაოდენობის წერტილებისა, ვიგულისხმებთ, რომ «(/) შემოსაზღვრულია ყველ- 

გან L-ზე, გარდა, შესაძლო»), ზემოთ დასაბელებული წერტილების ნებისმიერად მცირე 

მედამოებისა. 

#-ის შეზაღგეიელ ყოველ გლუვ #L.C#=1, 2,.., 0) რკალზე დ(/) ფუნქცია 
ამავე დროს ”შესაბამესი § რკალური აბსცისის ფუნქციას წარმოადგენს, შემდგომში 

ყველგან, სადაც ვიტყვით, რომ #(0) ფუნ ქცია ინტეგრებადია, ვიგულისხმებთ, 
რომ არსებობს ინტეგრალები 

| «იძ. –_-_. ლ 

L, 
რიმავის აზრით, თუ C(I) ფუნქცია შემოსახღვრულია L„-ზე, ან „არასაკუთრივი ინ- 

ტეჭოალის" აზრით, როვეა ეს ფუმქცია "შესაძლებელია შემოუსახღვრელი იყოს, 

ვიტყვით, რომ «(/) აბსოლუტურად ინტეგრებადეა L-ზე, თუ ის ინტეგრებადია და 

თუ. გარდა ამისა, არსებობს ინტეგრალები ' 

| «თ, #=1, 2,..., /, Cა) 

L. 

ახლახა;– აღვიშნული აზრით. თუ დCდ(I)) ფუნქცია შემოსაზღვრულია, მაშინ მისი 

ინტეგრებადობედა5, როგორც ცნობილია, გამომდინარეობს აბსოლუტური ინტეგრებ:- 

დობა, თუკი დ() ფუ?ბეცია შემოუსაზღვოელია, მაშინ ის შესაძლებელია იყოს ი§ტე- 

გრებადი, მაგრამ არ იყოს აბსოლუტურად ინტეგრებადი. 

გავე'სენოთ, რომ თუ «(/) ფუზქცია აბსოლუტურად ინტეგრებადია, ხოლო IVV(/) 

აღვიშეავს მემოსახღერულ  ინტეგრებად ფუნქციას, მაშინ C(/) (7) ფუნქცია აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებადია. 
აქეჯან გამომდი5არეობს, რომ თუ თ(/) ფუ:ქვია აბსოლუტურად ინტეგრებადია 

§--თ, მ:შივ ის აბსოლუტურად: ინტეგრებადია 7 ცვლადითაც, ე. ი. არსებობს ინტეგ- 

რალები 

ძ! 
( («(I) ძ/= | -() 7 ძა, 

L, L 

და აგრეთვე ი5ტეგრალები 

ეეა–აეღე|„ 

20 ჩვე5 აქ მხედეელობაში გვაქე“ „არასაკუთრივი ინტეგრალის“ განსახღვრა, რომელსაც ჩვე- 

ულებრივად იქლეჟია2 ავალიზის კურსებში; იხ., მაგ., გ. ფიხტენჯოლცი (2), ტ. 2.
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| Iთ()I14/I, 
L 

ე. 2. იგოვე, რაც C-ში, ინტეგრალები 

( იII+I4 იI4. I |“ ძი-- I , )I4#0I ვ | ძ5= | |I(01ძ5 
L. LL. 

პირუკუც, /-თი აბსოლუტური ი5ტეგრებადობიდან გაზომ ჯინარეობს §-ით აბსო- 

ლუტური ინტეგრებადობა. 

რა თქმა უნდა L-ბე ინტეგრალი განის:ზღვრება როგორც L,-ზე ინტეგრალების 

ჯამი, ე. ი. 

ი ჩ იჩ 
· 4 ი ი ს. 

| Cთ(/) ძე = სპ ) იM(/) ძ5, | C(I) ძ/= 2, | (I) ძI. 
L #=I L. L 

“4: 
#=I L. 

| 2). ვთქვ-თ, ისევე როგორც წინა პუნეტში, L აღვიშაავს თბან-უბას გლუვ 

წირს, ხოლო «(I) –– აასსოლეტურად ინტეგრებად ფუნქციას, მოცემულს. L-5ე, გარდა, 
შესაძლოა, სასრული რაო დენობის წერტილებისა. 

განვიხილოთ ინტეგრალი 
1 თ(I) ძ! 

== ” 11,1 
«(2 2: ( L--?2 011) 

L 

  

სადაც 2 სიბრტყის ნებისმიერი წერტილია; ამ ინტეგრალს კოშის ტიპის ინტეგ- 

რალი ეწოჯება. თ(/) ფუნქციას ზოგჯერ სიმკვრივეს ვღწოდებთ. 
ქვემოთ (§ 13) ამ ინტეგრალს გარკვეულ შემთ%ვევებში სავსებით განსახღვრული 

აზრი მიეწერება მაშიხაც, როცა 2 თვეთ L წირზე მღებარეობს; ჯერჯერობით კი ჩავ- 

თვლით, რომ 2 წერტილი არ მდებარეობს L-ზე, 
ცხადია, რომ Cთ(2) ფუზქცია პოლომორფულია ყოველ არეში, რომელიც არ 

შეიცავს L წირის წერტილებს, ამასთა5, 9(C) =0; უფრო ზუსტად, დიდი | 2 |-სთვის 

გვაქვს 

დ() =0 (--). (11,2) 

ვინაიდან #-ს სასრული სიგრძე გააჩნია. 

თუ შევხიშნავთ, რომ საკმაოდ დიღი | 2|-სთვის 

იმავე | 2I-სთვის გვექნება დაშლა: 

4 4 4 
და=-2+-1 +- +... (11,2ა) 

სადაც
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2XL ,! 

L 

მაგალითისათვის განვიხხილოთ უმარტივესი შემთხვევა, როცა #-=0ხ მარტივი 

უბან-უბან გლუვი გახსნილი რკალია, ხოლო C(/) =1. მაშინ, ცხადია, 

> | ი 1 ხ–2 1 2-ხ 

1 
”.C--- – დ()ძ,!, #=1, 2,,... (11,2ბ) 

    დ _ = , 
(0 = (-2>2 2: 10-72 22 ი > (11,3) 

იხ 

სადაც 
„  2-ხ ხ–-2 
იეღეაეა =10ეი---- 
2–ძ ძი–7 

აღნიშნავს შტოს, რომელიც ჰოლომორფულია იხ რკალის გასწვრივ გაჭრილ. სიბრტ- 
ყეზე და ქრობადია უსასრულობაში (როგორც იყო ნათქვამი ყოველთვის CX(C) ==0); 
სახელდობრ, საკმაოდ დიდი | 2|-სთვის 

2-ხ ი-ხ იხ იე09ჰ--/მ 

2–ძ 2 ”»”" 22 1 “ვე ნეო 

§ 19, ლოგარითმულ პოტენციალთან კავშირი. კოშის ტიპის ინტეგრალის 

ცნება მქიდოო კავშირშია ჩ წირზე განაწილებული მარტივი და ორმაგი ფენის ლო- 

გარითმული პოტენციალის ცნებასთან. ამ კავშირის “"შესახეს რამდენიმე სიტყვას 

ვიტყვით. 
სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ # გლუვი წირია. აგრეთვე ვიგულისხმოთ, 

რომ დ(/) ნამდველე ფუ?ქციაა, ვი5აიდან ზოგადი შემთხვევა უმუალოდ ამაზე დაი- 
ყვანება. 

ვიგულისხმოთ, რომ 2 არ მდებარეობს L-ზე და დავუშვათ, 

== დ(ეძ/. 

) 1-2” 

    ი 

  დ() =VCთ, ყ) +IVVთ, V) = (12,1) 

სადაც V და V ნამდვილი ფუნქციებია. შემდეგ, დავუშვათ, 
1--2= #29, (12,2) 

სადაც ” = |(–-2I, + = 3-(7, 71=მLVC ((–- ჟუ. წინა ტოლობის გალოგარითმებით და 

I-თი გაწარმოებით (მღდმივი 2-თვის), მივიღებთ: 

ძ! ძ, 
1-2 =ძ Iი წ + I(ძა= 7. –+ !ძა- (12,3) 

თუ ამ გამოსახულებას (12,1)-ში ჩავსვამთ და გამოვყოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით 

ნაწილებს, მივიღებთ ფორმულებს 

  ძ§5 = 
1 1 ძა 1 ძ)ი/ 

VV, ყ)ლ–– დძა = – ი 8 ძვლ–- > თი 2» 

ი; (2. L 

1 , _ 1. : დი05 (”, I!) ძვ. (12,4) 

2» ,) , 
L
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1 1 ძ 
'ხV(/იხ ყლ– 2 დძ 1ი /=–- 22 | “>. (12,5) 

L L 

სადაც § არის | წერტილის რკალური აბსცისი, /I ნორმალია ამ წერტილში, მიმართუ- 

ლი L-ის მარცხნივ, (”, #1) კუთხეა 72 ვექტორსა და /-ს შორის (ნაა, 6). (12,4)-ში 
გარდაქმნისას ვისარგებლეთ დამოკიდებულებით 

ძა იი” 
2 =–--ე-' (12,6 

რომელიც წარმოადგენს კოში – რიმავის დამოკიდებულებას, გამოყენებულს ანალიზური 

III -– ვ =)ი”+I+» ფუ?ქციისათვს (მუდმივი 2 და (ვლადი (-თის) იმ სისტემის 

მიმართ, რომელიც შედგება დადებითი 7” მხებისა 

და /, ნორმალისაგან (ეს სისტემა ორიენტირებუ- 

ლია ისევე, როგორც 0X, 0V სისტემა, ე. ი. /! 

ღერქი მიმართულია #-ს მარცხნივ) 3!. 

(12,4)-დან გამომდინარეობს, რომ V/(X, V) 

წარმოადგეს ორმაგი ფენის პოტენციალს _- 

სიმკვრივით . 
(12,5) ფორმულა კე, ნაწილობითი ი5ტეგ- 

რების გამოყენებით (ა"ლა სიმარტივისათვის ვგუ- 

ლისხმობთ, რომ დ-ს გააჩნია ინტეგრებადი წარ- 

მოებული § რკალური აბსცისით?“), ასე შეიძლე- 

ბა გადაიწეროს: 

1 ძდ 1 
V(CX ყ) = 2 / ძა 1ი ”ძ§ -L 2 2,+ Cთ(C)I)ი/ (12,7) 

L 

  

ნახ. 6 

სადაც 6, აღნიშნავს L წირის ბოლოებს (თუ იგი შეიცავს გახს-ილ რკალებს), ხოლო 

#„ მანძიღია (X, ყ) წერტილიდან 0, წერტილამდე. თუ L წირი შედგება მხოლოდ 
შეკრული კონტურებისაგან, მაში5 

1 « 
VV, Vყ) = -2-- | > Iი #ძ§. (12,7ა) 

L 

უკანასკნელი ფორმულა გვიჩვენებს რომ შეკრული კონტურების შემთხვევაში 

V(X, V) წარმოადგენს მარტივი ფენის პოტენციალს: 

  

3! საზოგადოდ, თუ / (2) = წ + 10 ანალიზერი ფუნქციაა, მაშინ კოში-–-რიმანის დამოკიდებუ– 

ლების საფუძველზე, 

მ" მხ მწ მყ 

მი ში მი მი 

ში ეს დაშეება შეიძლება უფრო ზოგადით შეიცეალოს (მაგალითად, დ ფუნქცია ჩაითვალოს 

მხოლოდ უწყვეტად), თუ ვისარგებლებთ სტილტესის ინტეგრალებით.
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ი 1 ი 
V (5 Vყ)= (| M#M(C9))1ი -- ძა= – L( M(9 I ძე, . (12,8) 

L L 

1 ძი 
#L(§5) = – >“ 7 

სიმკვრივით. 

იმ შემთავივაში, როა # შეიცავს გახსნილ რ კალებს, (12,7) ფორმულის თანახ- 

მად, (12,70) პოტენციალს ემატება კიდევ თ, წერტილებში თავმოყრილი წერტი- 

ლოვავი მასების პოტევციალები. საჭირო: შევვიშუოთ, რომ მართალია ერთი მხრივ 

(12,5) ფორმულეთ გახსახღვრული V(X, ყ) ფუზქვი: წარმოადგენს მარტივი ფენის 

პოტენ ციალის გარკვეულ. განზოგადებას (ვიპა-დან ხსენებბულ ფორმულაში არ მოითხო- 

ვება C(/)-ს წარმოებადობა), იგი «X/)-ს წარმოებადობის შემთხვევაშიც კი არ იძლევა 

მარტივი ფეხის ჩვეულებრივი პოტეზციალის ზოგად სახეს. სახელდობრ, (12,5) ფორ- 

მულით განსაზღვრული პოტენციალი მარტივი: ფენის ჩვეულებრივი პოტენციალის იმ 

შემთხვივას შეესაბამება, როცა. # წირის შემადგენლობაში შემავალ ცალკეულ შეკრულ 

კონტურებზე განაწილებული „მასები“ 

, = | M(ა) ძა 

L. 
ნულის ტოლია. ეს ცხ:დია (12,9)-დან. ამიტომ შემდგომში (12,5) სახის გამოსახუ- 

ლებას ვუწოდებთ მარტივი ფენის სახეცვლილ პოტენციალს. 

ზემოთ:მულის თანახმად ცხადია, რომ კოშის ტიპის ინტეგრალების შესწავლა 

შეიძლება დაყვაპილ იქნას ორმაგი და მარტივი ფენების ლოგარითმული პოტენციალე- 
ბის განხილვაზე. 

სწორედ ამ თვალსაზრისითაა ჩატარებული ა. ჰარ5აკის (#ტ. LI8I80მCM (11) გა- 
მოჯვლევა, რომელიც კოშის ტიპის ინტეგრალებისადმი მიძღვნილ ერთ-ერთ პირველ 
მნიშვნილოვან შრომას წარმოადგენს (1885 წ.). 

მაგრამ. ამ ინტეგრალები” უშუალო შესწავლა უფრო ზოგად და თვალსაჩინო 

შეღეგებს გვაძლივს, რაც გამოყენების თვალსაზრისით მეტად მნიშვნელოვანია. 

ამ მიმართულებით პირველი არსებითი გამო კვლევა, რომელმაც, თუმცა, სათანა- 
დო ყურადღება არ მიიქცია, მორერ.:ს ეკუთვნის (C. M0L6-8 III, 1889 წ. 

შემდგომში სწორედ ამ უკანასკნელ გზას გავყვებით და კოშის ტიპის ინტეგრა- 
ლების პოტე?ციალებთან კავშირს არ დავეყრდნობით. ქვემოთ იქნება მოცემული სათა- 

ნადო ლი, ერატურის მითითებანი, · 

§ 13, კოშის ტიპის ინტეგრალის მნიშვნელობა ინტეგრების წირზე. დავუბ- 

რუადეთ კოშის ტიპის ინტეგრალის უშუალო შესწავლას დ» განვიხილოთ “შემთხვევა, 

როვა (11.1) ფორმულაში 2 წერტილი, რომელსაც ახლა. /ე-ით აღვეიშნავთ, L-ზე 

მდებარეობს. ჯერ დავწეროთ მხოლოდ ფორმალურად: 

. 1 ' თ()ძI! 
დ() = 2-; 1 1-5 (13,1) 

L 

საზოგადოდ, მარჯვენა მხარეში მდგომ ინტეგრალს, ჩვეულებრივი გაგებით, აზრი 

არა აქვს. მაგრამ თ(/) ფუნქციათა ფართო და მნიშვნელოვან კლასისათვის ამ ინტეგ-
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რალს შეიძლება მიეცეს აზრი, თუ შემოვიყვნთ ინტეგრალის მთავარი მ§5ი7- 

ვნელობის ცნებას კოშის აზრით. იგი შემდეგში მდგომარეობს: 

ვთქვათ, ჯე არ ემთხვევა L წირის არც ერთ კვანის (მთ “შორის ბოლოებს). 

შემოვწეროთ 7ი ცენტრის მქოზე იმდენად მცირე 6 რადიუსიანი წრეწირი, რომ მან /, 

წირი გადაკვეთოს ზუატად ორ / და /” წერტილშე და განვიხილოთ ინტეგრ-ლი 

1 |" ი(0. “ 

2” (– '/ე 
L-I 

(13,2) 

სადაც I აღნიშვავს /I” რკალს. თუ (13,2) ინტეგრალი მიისწ.იათვის გარკვეული ხღვრი- 

საკენ, როცა 6-+>0, მაში: ამ ზღვარს ეწოდება იატეგრალის მთავარი მ5იშენე- 

ლობა კოშის აზრით, ცხადია, თუ (13,1) ინტეგრალი არსებობს ჩეეულებრივი 

(რიმანის) აზრით?1, მაშინ არსებობს მთვარი მნიშვმელობაც (შებრუნებული დებულება 

არაა მართალი), ამიტომ ინტეგრალის მთავარ მპაიშვეელობას აღვაიშნავთ იმავე სიმაო- 

ლოთი, რითაც ჩვეულებრივ ინტეგრალს?!, და ვიგულისხმებთ, რომ თუ ინტეგრალს 

ჩვეულებრივი აზრი არა აქვს, მაშინ განიხილება მისე მთავარი მაპიშვეელობა. 

ჩვენ არ დავიწყებთ რაც შეიძლება ზოგადი პიროაების გამორკვივას, რომლებიც 

უზრუნველყოფენ მთავარი მნიშვნელობის არსებობას, და შემოვისაზღვრებით ერთი მკი- 

“შეწელოვანი საკნარისი პირობის მეთითებით, როჟა არსებობა ნამდვილად უზრუზველ- 

ყოფილია. 

სახელდობრ, ვიგულისხმოთ, რომ C(/) ფუაქცია (0 წერტილის მიდამოში 

აკმაყოფილებს #7 პირობას. ვაჩვვვოთ, რომ ამ შემთხვევაში მთავარი მიიშ- 

ვნელობა არსებობს და, ამასთან, ვიპოვოთ მისი გამოსახულება ჩვეულებრივი აზრის 

მქონე ინტეგრალით. 

რა თქმა უნდა, შეჯვიძლია შემოვესახღვროთ შემთავევით, როცა # შედგება 

ერთადერთი გლუვი რკალისაგან. ჯერ დავუშვათ, რომ #L = იხ რკალი გახსაილია. 

გვაქვს 
” დ(/)ძ/ (' «XI ჯ თ 

| ” = | 2 > ი 1 თია (> – (13,3) 
L--I L-–-I L-I 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოითვლება ცხადად. იმისათვის, რომ ზუსტად 

განვსაზღვროთ ლოგარითმული წევრების მნიშვველობა, რომლებიც ამ. გამოთვლებისას 

წარმოიშობა, შემდეგნაირად მოვიქცეთ: შემოვწეროთ 7: ცენტრის მქობე გ რადიუსია- 

ნი წრეწირის ჯ”CI” რკალი, რომელიც I და " წერტილებზე გადის და მდებარეობს 

L-ის მარჯვზივ (ნახ. 7). მაშინ 

99 (13.1) ინტეტრალი არსებობს ჩეეულეარივე აზრით, თუ (13,21, ინტეჯრალი მ“ასწრათვის 

გარკეეული ზღვრისაკენ, როგორიც არ უნდა იკოს (ე-ის გარშემო ამოჭრალი / რკალი, ოღონდ კი ამ 

რკალის სიგრძე მიეისწრაფვოდეს ნულისაკე! ენ; მთავარი 26იშვი ლობის განს. აზღვოაშე არსებითი არის ის, 

რომ /( რკალის (” და (' ბოლოები (ე: წერტილიდან ტოლ მანძილზეა; იხ , აგრეთვე, შენიშვნა 2 პარა- 

გრაფის ბოლოს. 

მს ბევრი ავტორი კი, პირიქით, ინტეგრალის მთავარ მ3ი'მენელობას აღნიშნავს განსაკუთრებუ- 

ლი ნი'ნით, მაგ., ინტეგრალის ნიშანთან წერენ მტრიხს (”) ა§ მეს წინ წერენ ასოებს V („VIმICIII 

იჯIოCIნე!ლ“).
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| ძ ” მ ( ძ 
––____-<5.- 

1 

  

  

L-I L" 

სადაც LM" აღნიშნავს მარტივ ი/'C/”ხ რკალს, ხოლო +– წრეწირის 16” რკალს. 

მაგრამ (11,3)-ის თანახმად 

  

| C/4 | ლიი 
“I” -, 

; 1-#% /ე–– 

2 –_ 

სადაც მარჯვენა მხარეში იგულისხმება 17 7 ფუ?ქცის ის შტო, რომელიც 

ჰოლომორფულია L+-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბოტყეზე და ქრება უსასრულობაში 

ან, რაც. იმავეზე დაიყვანება, მნიშვნელობა, რომელსაც ღებულობს #-ის მარცხნიდან 7ე 

წერტილში ის შტო, რომელიც ჰოლომორფულია L-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეში 

და ქრება უსასრულობაში. 

L ცხადია, რომ35 

(77% 
| 

სადაც 0 აღნიშნავს (/--/)-ის არგუმენტის ცვლილებას 
ჯ წერტილის / რკალის გასწვრივ / მდებარეობიდან 1” 

მდებარეობაში გადაადგილებისას. ცხადია, რომ 

– ” 
1 –“=Iი0-7/)I2=1ი IL =-%I + 18=10, 

“ 0 

II 0 8 = X. 
C+0 

იმის გამო, რომ 7კ-ის მიდამოში 

IC(,)-– დ(/ი) | ლ 4 II-–-/ე)", 4=0005,, L=0005( 2>>0, 

(13,3)-ის მარჯვენა მხარეს პირველი ინტეგრალის ზღვა- 

რი არსებობს და ტოლია ინტეგრალისა ჩვეულებრივი აზრით 

C დ(/) –– თ(7ი) ძ 

1-- 

  

ნახ. 7 

L 

ამრიგად, ვხედავთ, რომ (13,3)-ის მარჯვეზა მხარეს ორივე შესაკრები მიისწრა– 

თვის გარკვეული ზღერისაკენ, როცა 6 –+ 0. 

აქედან გამომდინარეობს (13,1) ინტეგრალის მთავარი მაიშვბელობის არსებობა; 

ეს მთავარი მნიშვნელობა ზემოთქმულის თანახმად მოცემულეა ფორმულით: 

1 დი) , წ–ხ  _1. LL დ(00-– 90) დი) = –– '2 C(/ი) + მ:1 ი I-–თ + 2: L-#% 
L 

ძი: (13,4) 

შეგახსენებთ, რომ 

მა გავიხსენოთ, რომ |/' –– /ე|=|I –- /6).
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(ული, 0-7 
11 =7/1ი 

(ჰეი იი 

აღნიშნავს მნიშვნელობას, რომელსაც #-ის მარცხნიდან ღებულობს #= ძხ-ს გასწვრივ 

გაჭრილ სიბრტყეზე პოლომორფული და უსასრულობაში ქრობადი ფუნქცია 

    

კერძოდ, როცა დ(/)=1 
1 ( ი 1 ხი. 1 
ი 1 1-7 მ ეი 9 (13,423) 

    

(13,4) ფორმულის გამოყვანისს ვგულისხმობდით, რომ # გახსნილი გლუვი 

წირია. იმ შემთხვევაში, როდესაც /, ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია, ()ხადია, 

(13,4) ფორმულას, საზოგადოდ, არ აქვს ადგილი, მაგრამ ძირითადი შ.ადეგი ძალაში 

რჩება. სახელდობრ, მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ თუ თ(0) აკმაყოფილებს 

M” პირობას L-ზე, კვანძებისაგან განსხვავებულ # წერტილის მი- 

დამოში, მაშინ არსებობს ინტეგრალის მთავარი მნიშვნელობა 

რძე. 
შენიშვნა 1. ინტეგრალის მთავარი მნიშვნელობის განსახღვრის საფუძველზე 

ცხადია, რომ თუ ინტეგრების (უბან-უბან გლუვ) L წირს დავყოფთ რამდენიმე (აგრე- 

თვე უბან-უბან გლუვ) #L”, L”,... L.) წირად ისე, რომ ჯე არ ემთხვეოღეს ამ უკა- 

ნასკნელთა არც ერთ კვანძს, მაშინ 

1 თ(/)ძ! 1 დ(ეი 1 , დ(,)ძ( 

-22. ( 1 97: 1 (701 + 28 ) 1=–% 
L #(”) 

იმ პირობით, თუ არსებობს ტოლობის მარცხენა მხარეში მდგომი ინტეგრალის მთავარი 

მნიშვნელობა. 
შენიშენა 2. განვიხილოთ L წიოზე აღებული რომელიმე საკმოდ მცირე 7,7) 

რკალი, რომელიც შეიცავს /: წერტილს. (13.4ა) ფორმულის საფუძეელზე ამ ფორ- 

მულაში მიღებული ლოგაოთში მნიშენელობისათვის 

I= | “> ეხ-ი6 „რ-ი კ 
I-ს ჩხ „–_” ' 

(I> 

სადაც თ(–X<თ <>») არის კუთხე, რომელსაც 7/:/: მიმართულება ქმნის #ე7ე მიმა- 
რთულებასთან და ათვლილია ამ უკანასკნელიდან (ნახ. 8); ამაში დასარწმუზებლად 

საკმარისია დავაკვირდეთ 

      

  

6 2 ჰა–-2 
= 06 2-7“ მIC ,= 

კუთხის ცვლილებას, როდესაც 2 უსასრულოდ დაშორებული წერტილიდან (ამ წერ- 
ტილში 6=0) უახლოვდება #კ წერტილს 7,7: რკალის მარცხნიდან; მაშინ, ცხადია, 
ლ უახლოვდება (+ + თ)-ს. 
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თუ ახლა #, და 1->7ე, მაშინ, ცხადია, თ--0; თუ, გარდა ამისა, |/–7) და 
II, ––1ს| ეკვივალენტური უსასრულო მცირეებია, ე. ი. თუ 

(I · 
იღებ) ო 

მაჯინ / -+0. ცხადია, როკა (შ%)-ში ზღვარზე მისწრაფება თანაბრად ხდება (% -ის მდე- 
ბარეობის მიმართ), მაშინ / –> 0. თანაბრად. 

შენიშვნა 3. წინანდებურად ჩავთვალოთ, რომ ((/) აკმაყოფილებს #7 პირო- 

ბას 7, წერტილის მიჯამოში. წინა შენიშვნებიდან გამომდინარეობს, რომ (13.1) ინტე- 
გრალის მთავ:რი მნიშვნელობის, როგორც (13,2) ინტეგრალის ზღვრის გამოთვლისას 

არ არის აუცილებელი, ჩავთვალოთ, რმ ინტეგრების გზის გამოყოფილი ნაწილი, 

რომელიც ზემოთ /=I”/”-ით არის :ღნიშნული, ზუსტად აკმაყოფილებს | /” –– 7: | = 
= II –– 7”) პირობას. საკმარისია, · შეფარდება 

2 „ 
, ჯ II --იI – 1; ლ) 

“ა | – I 
სა 

/ წ ა“ კერძოდ, შეიძლება I, და ##” წერტილები ავიღოთ ისე, 
ს კი რომ /”/ე და 1!” რკალების სიგრძეები ერთმანეთის. 

2 ტოლი იყოს. 

ზემოთქმულის თანახმად ცხადია, რომ თუ (”“)- 

ში ზღვრისაკენ მისწრაფება თანაბრად წარმოებს (#ე-ის 

მიმართ), მაშინ, როცა (I –7|->0, |, -–1I->0, 

  

1 | %( დ(ჯ)ძ! 

დახ, 8 2ღ/. I 1-7) 70 

LI 

აგრეთვე თანაბრად მიისწრათვის ინტეგრალის 

1 | თ())ძ! 

2LI , 1–-% 
L 

მთავარი მნიშვნელობისაკენ; მაგალითად, ასე იქნება, როცა | /” –– ჩე | = |” –-/მ1 ან 
როცა Lე და (I” რკალის სიგრძეები ერთმანეთის ტოლია, რა თქმა უნდა, ამ დას- 

პვნების გაკეთება შეიძლებოდა უშუალოდაც, თუ ინტეგრალის მთავარი მნიშვნელობის 
არსებობის დასამტკიცებლად ჩატარებულ მსჯელობებში | / –– #ე | =| I” ––- #ე| პირობას 
('#) პირობით შევცვლიდით. 

შენიშვნა 4. (13,1) ინტეგრალის მთავარი მნიშვნელობის არსებობისათვის 

და (13,4) ფორმულის მართებულობისათვის, ცხადია, არ არის აუცილებელი, რომ 

%«(/) აკმაყოფილებდეს // პირობას /ე წერტილის მიდამოში. საკმარისია დავუშვათ, 
რომ /ე-ის მოცემული ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის გვაქვს შემდეგი სახის უტო- 

ლობა 

| დ(I) –– დ(/) | ლ 4|1– 7 I, #4=Cი5, ს=0ი0ი5L >0, 

რომელიც შესაძლოა არ სრულდება /#ე-ის სხვა მნიშვწნელობებისათვის. ამ შემთხვევაში: 

შეიძლება ითქვას, რომ დ(/) აკმაყოფილებს // პირობას მოცემულ 7. წერტილზე.
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შენიშვნა 5. ზოგჯერ მიზანშეწოაილია ინტეგრების ს წირი შეიცვალოს ი5- 

ტეგრების სხვა # წირით, ვთქვათ, # ისეთი უბან-უბან” გლუვი წირია სიბრტყეზე, 

რომ #L წირის შემადგენელი მარტივი გლუვი წირების / წერტილებსა და /ს წირის 

შემადგეზველი მარტივი გლუვი წირების ჯ წერტილებს შორის 'მესაძლებელია დამყარდეს 
ურთიერთეალსახა თანადობა 

(ს = IC) 

ისეთი, რომ არსებობდეს ნულისაგან განსხვავბული წარმოებული 

„” ძ/ 
ლ = ძლი” 

და იგი ეკუთვნოდეს /7ე კლასს /VM-ზე. ეთქვათ, (13,1) ფორმულაში თ(/) ა,მაყოფი- 

ლებს // პირობას (კვანძებისაგან განსხვავებულ) /) წერტილის მიდამოში. მაშინ ზემო- 

თქმულის თანახმად, როგორც ადვილი დასანახავია, L წირზე კოშის ტიპის ინტეგრა- 

ლი (13,1) შეიძლება წარმოვადგინოთ /# წირზე კოშის ტიპის ინტეგრალის სახით, 
რომელიც მიიღება (13,1)-ში უშუალოდ /=/(<) ჩასმით, 

1 ( #()თ- 

27 1 ჯე 
  

სადაც =კ არის # წირის წერტილი, რომელიც L წირის (ე წერტილს შეესაბამება, 

ხოლო 

(%-–– ე) (5) საი აანრა> : 13,5 დC) (CC) დ(()) (13,5) 

§ 7-ში (პ. 190), ნათქვამს საფუძველზე, თ(:) აკმაყოფილებს // პირობას +) 

წერტილის მიდამოში9ნ, 

შენიშენა 6. (13,1) სახის ინტეგრალი, როცა ის არსებობს ზემოთ აღნიშ- 

ნული აზრით, შეიძლება წარმოვადგინოთ ისეთი სახით, თ ომელიც ზოგჯერ სასარგებ- 

ლოა. დავუშვათ (შდრ. წინა პარაგრაფს), 

  

1-–- ე = #09, 

სადაც ”=/V(Mა, 1)=|/–- |, #=9-7/ე, 7)=მL6 ((–--7ა). გალოგარიიძ მებითა და დითე-. 

რენცირებით, როცა # ცვლადია და 7ე მუდმივია, მივიღებთ 
ძი !' ძ 

–_” 
  

საიდანაც გამომდინარეობს 

90 იმისათეის, რომ გამოვიყენოთ § 7-ში (პ. |0) დამტკიცებული დებულება, საკმარისია შეენიშ- 
ნოთ, რომ 

-«–+% _ 1–%, 7(+) –– 7(5ი) 

(ლ) –– 700 0–ძე. ძ-ძ 

სადაც თ რკალური აბსცისაა #-ზე. შევნიშნოთ, რომ /=/ (+) ჩასმას L-ზე ან -ჭ-ზე /#7ე კლასის ჯოვე- 

ლი ფუნქცია გადაჰუავს #-ზე ან #-ზე იმავე კლასის ფუნქციაში. 

 



48 თავი I. კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები (§ 14 
  

| დ(ეი! 1 17? 1 /( ძ, 
90) =5:; | ,–;=2ღ | 0ძ-+ 2; | თი +. (13.6 

L L 
(11 2» 

L 

თუ L წირის შემადგენელ თითოეულ L„, გლუვ რკალზე საინტეგრაციო ცვლა- 
დად აკიღებთ § რკალუო აბსცისს და შევიიშნავთ, რომ? 

ი” მს 5Iთ(-,7) C05 CI, I!) 

ე 966; V ყ- „იი იძი ' 03” 
სადაც Cთ(/, 1) აღაიშპავს კუთხეს, რომელსაც / წერტილში L წირის (დადებითი) 7' 

მხები ქმნის (-/ ვექტორთან და რომელიც ათვლილია ამ უკანასკნელიდან (დადებითი 
მიმართულებით); (C„, 71) კი 1 ვექტორის მიერ 1 

წერტილში მარცხნივ მიმართულ /L ნორმალთა5 
სყრლ კუთხეა (ნახ. 9)9%, გვექნება წარმოდ- 
გენა: 

  ძ5§+ 
1 | დ(ჩMძ! 1 , 5IM)თ(70,1) 

“22 1-1 22 | I 
L L 

; წე, 1) 

1 ' 005 თ (#ა, 1) 
· CV) 2” ) დ ჩ(1ი, ი ძე (1 8) 

  

მარჯვენა მხარეს პირველი ინტეგრალი შეიძლება 

გავგოთ ჩვეულებრივი აზრით, თუ # 

წირი 7, წერტილის მიდამოში აკმაყოფილებს 
ლიაპუნოვის პირობას, ვინაიდან ამ შემთხვევაში (§ 7, პ. 39) 

§0C(0, 0 ის M(%, /) . 

I) მძი I/(–IჯI = 0005( <1, 

სადაც #(/, 1) /ის მიდამოში უწყვეტი ფუნქციაა (// პირობასაც. კი აკმაყოფილებს); 

მეორე ინტეგრალი კი უნდა გავიგოთ კოშის მთავარი მიიშვნელობის აზრით. 

§ 14. მარტივი ფენის პოტენციალის მხებით წარმოებულიე?, კოშის აზრით 

ინტეგრალის ცნების გამოყევების ერთ-ერთ უმარტივეს მაგალითად მოვიყვანთ მარტი- 
ვი ფენის ლოგარითმული პოტენციალის მხებით. წარმოებულის ფორმულას. ეს ფორ- 
მულა საინტერესოა სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების თეორიის განვითა- 

რების ისტორიის თვალსაზრისით, ვინაიდან სწორედ მან მიიყვანა ა. პუანკარე ასეთი 

განტოლებების განხილვამდებ9. 

9 იხ, (7,7) ფორმულა და მისი წინა ფორმელა. შდრ. აგრეთვკ წინა პარაგრაფი, 
98 ეს კუთხეები აღარაა განსახღერული / წერტილებისათვის, რომლებიც კვანძებს ემთხვევა, 

მაგრამ მიისწრათეის გარკვეული ზღვრისაკენ; როდესაც / მიისწრაფვის მოცემული კვანძისაკენ ამ 

კეანძში თავშო,რილი რკალებიდი5 ერთ-ერთის გასწვრიე (იგულისხმება, რომ (ე წერტილი განსხვავე- 
ბულია კვანძისაგან). 

2 ამ პარაგრაფის გამოტოვება არ შეუშლის ხელს დანარჩენის გაგებას, 

« II. ჩიIი=Iგ II), გვ. 252; თვით პუანკარე არ იძლევა ქეემოთ მიღებული (14,3) ფორმუ- 
ლის დასაბუთებას. 

ნახ 9
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ვთქვათ, ჯერ L=ძთხ გლუვი რკალია. გარდა ამისა, ჩავთვალოთ, რომ L აკმა- 

ყოფილებს ლიაპუნოვის პირობას (§ 7, პ. 3"), 

ვთქვათ, დ(/) L-ზე მოცემული ფუნქციაა რომელიც აკმაყოფილებს // პირო- 
ბას. განვხხილოთ მარტივი ფენის პოტენციალი 

V(CX, ყ)= | ით Iი „ძა, (14,1) 

# 

სადაც 7=|)2--71| არის 2=X-+(/ყ წერტილიდან ((§) წერტილამდე მანძილი. როგორც 

ცნობილია, V(X, #) ფუნქცია უწყვეტია ყველგან (სიბრტყის სასრულ ნაწილზე), L 
წირის ჩათვლით; მისი V(/) მნიშვნელობა #-ის /, წერტილზე უშუალოდ მიიღება 
(14,1) ფორმულაში 2-ის ნაცვლად ჯე-ის ჩასმით. ასე რომ, 

ი 

VL(/ი) = ( დ(/) I0ი”Iძი§= | CC) II |,--/ეI 05. (14,2) 

L L 
ძV 

ვაჩვეოთ, რომ ჩვენ მიერ მიღებულ პირობებში არსებობს ძ7§. 
ი 

წარმოებული ყოველი I(ა) წერტილისათვის, რომელიც არ ემთხ- 

ვევა თრდახ ბოლოებს, და რომ ეს წარმოებული გამოითვლება 

ფორმულით 

ძV C05 თ(I/, ?ე) ძი X% _ ( ტი <4“ ი” ქა | 
ძმ, (3 (14,3)   2 ძე = 1 თი 

L 

ფორმულა მიიღება (14,2) ტოლობის ფორმალური გაწარმოებით. 

ამ ფორმულაში თ(/, #) აღნიშნავს 7, წერტილში (დადებითი) 7” მხების მიერ. //ე 
ეექტორთან შექმნილ კუთხეს (იხ. წინა პარაგრაფში ნახ. 9), ხოლო ინტეგრალები 

გაგებულია კოშის მთავარი მნიშვნელობის აზრით. 

მართლაც, ვთქვათ თხ რაიმე ფიქსირებული რკალია, რომელიც წარმოადგენს 

იხ რკალის ნაწილს და მასთან საერთო ბოლოები არ გააჩნია. ჩავთვალოთ, რომ #- 
ყოველთვის ი”ხ”-ზე ძევს. გადავხომოთ L-ზე #. წერტილის ორივე მხარეს საკმაოდ 
მცირე გ სიგრქის მქონე L”/ე და #7 რკალები და I-ით ალვეიშუოთ L”/” რკალი, რომ- 

ლის შუა წერტილი ე-ს ემთხვევა. დავუშვათ, 
აე“. 5ხ 

ო 

V -(/ი)= ( დი/) Iი ”ძ5 = / დ(M) უე 7ძ5 + | დ(/) I9 #ძ§, (14,4) 

L-I =M 8046 

სადაც §, და §) არის თ და ხ წერტილების რკალური აბსცისები. 

ცხადია, რომ 

110. Vა(/ე) = V(#))- 
6-0 

(14,4)-ის ორივე მხარის §ე-ით გაწარმოებით მივიღებთ: 
4. ნ. მუსხელიშვილი
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ძV ძ)ი” 
–-98. | C(/) --––– ძე + თ(I,) I07”–Cთდ(რი I I”, (14,5) 
ძი ა) ძ5ი 

L-I 

სადაც IL” = |(-–- ე, #"”= |” –/I. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ C(,/) აკმაყოფილებს // პირობას, ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ სხვაობა 
” 

, 
დი”) I0 I” –– თ(/9 Iი „”=Iდ(I”) –– დ(/?) | ICI” + დი” 1ი >” 

თანაბრად მიისწრათვის (/--ის მიმართ) ნულისაკენ, როცა § -> 0. 

განვიხილოთ ახლა (14,5)-ის მარჯვნივ მონაწილე ინტეგრალი. ინტეგრალქვეშა 
გამოსახულებაში შეგვიძლია დავწეროთ: 

მს, C005თ(/, ჩი). 
ძ% –––..ი (14,6)   

მაგრამ იმისათვის, რომ «ნტეგრალს წინა პარაგრაფში შესწავლილი სახე მივცეთ, გა- 
ვითვალისწინოთ, რომ 

# = ((–- 1) 6“, 

სადაც 9. არის 7-7, სხვაობის არგუმენტი. გალოგარითმებით და §)-ით გაწარმოებით. 
მივიღებთ: 

ძI” ! ძე ·ძა იმისა ქვ. 

-_ 
სადაც 6(/) აღნიშნავს /, წერტილში L-ის მხების 0X ღერძთან შექმნილ კუთხეს. · 

ნაგულისხმები პირობების ძალით (იხ. § 7, პ, 39), 

  
ძ5ე 

ძა. |. იიი5( 
–I.< “ი 2. <1 

  

ძზი | 

და ამოტომ ინტეგრალი 

( ც ძა: ქ – ძვ, 

L-– 

როცა §->0 თანაბრად მიისწრაფვის ინტეგრალისაკენ 

ძჭ 
2მC ძე. 

· 
| «0 ე. 
L 

წინა პარაგრაფის მესამე “შენიშვნის საფუქველზე, ინტეგრალი 

დ(I) 0'9(4) თ(/) 610(/0)–9(0)) 
| (8 > | – 

L-–-I ხ–I 

როცა 6-+0 აგრეთვე თანაბრად მიისწრათვის ინტეგრალისაკენ 

( ძილია ” დ(/) 079(/ი) 

ელლ (-% 
L



§ 15) 1I. კოშის ტიპის ინტეგრალები 51 
  

სადაც ამჯერად ინტეგრალი გაგებულია მთავარი მნიშვნელობის აზრ“რით. 
ამრიგად, ვხედავთ, რომ 

· ძV, ძი” 
ე შე = | დ() – –– ძა, 

ამასთან ზღვრისაკენ მისწრაფება თანაბრად წარმოებს. 
აქედან, ანალიზის ცნობილი თ;ორემის საფუძველზე, ვასკვნით, Cომ არსებობს 

ძV 
"ძი. წარმოებული და რომ 

9V , ძIიი”/ ქ 

ძა .. ..) «(ი ძ5ი უ 
L 

საიდანაც (14,6)-ის გათვალისწინებით გამომდინარე”ბს სასურველი (14,3) შედეგი. 

ცხადია, რომ მიღებული შედეგი ძალაში დარჩება, თუ #L ნებისმიერი უბან- 
უბან გლუვი წირია, რომელიც კვანძებისაგან განსხვავებულ #: წერტილის მიდამოში 
აკმაყოფილებს ლიაპუნოვის პირობას, ხოლო დ(/) აბსოლუტურად ინტეგრებადი 

ფუნქციაა, რომელიც იმავე მიდამოში აკმაყოფილებს /7 პირობას, 

(14,3) ფორმულა დამტკიცებული იყო გ. ბერტრანის (C. 180I-211ძ |2)) მიერ 
ნაკლებად ზოგად პირობებში, გაცილებით უფრო «თული გზით. ბერტრანის დამტ- 

კიცება გადმოცემულია ე. პიკარის (1, ILICმIძ (11) მიერ. აქ მოყვანილი მეტისმეტად 

მარტივი დამტკიცება, რომელიც გამოყენებულია ამ წიგნის პირველ. გამოცემაში, მაც- 
ნობა ა. ბიწაძემ. 

განზოგადებანი სხვადასხვა მიმართულებით მოცემულია ლ. მაღნარაძის (61), 

ს. მიხლინის |7), ი. გერონიმუსის (1), (5), რ. ისახანოვის I4) და ი. კრიკუნოვის (41) 

შრომებში. 
იმ შემთხვევაში, როცა # არსი ღერძის მონაკვეთია, ზოგიერთი ანალოგიური 

ფორმულა მიღებული იყო ჯერ კიდევ გ. ჰარდის (C. Iმ2IძV |3)) მიერ. ამ ავტორის 

შრომების შესახებ იხ. შენიშვნა 1 § 28-ის ბოლოში, 
§ 16. კოშის ტიპის ინტეგრალის სასაზღვრო მნიშვნელობანი. გადავიდეთ 

ჩვენთვის ყველაზე არსებითი საკითხის -–– კოშის ტიპის ინტეგრალის 

1 (I(47/4 

2»: 1-2 
L 

ყოფაქცევის შესწავლაზე საინტეგრაციო #L წირის მახლობლად, რომელსაც, როგორც 

ყოველთვის, უბან-უბან გლუვად ვთვლით. . 
შემდეგი მარტივი შენიშვნა ხელს შეუწყობს მსჯელობების გამარტივებას. 

ვთქვათ, საჭიროა CX2) ინტეგრალის ყოფაქცევის შესწავლა L წირის რაიმე ჯა 

ნაწილის მახლობლად. თუ CX2) ინტეგრალს დავყოფთ ორი ––- თ,(2) და დე(2) ინტე- 
გრალის ჯამად, რომელთაგან ერთი აღებულია L წირის #Lე-ის შემცველ #, ნაწილზე, 

ხოლო მეორე -–– L წირის დანარჩენ Lგ ნაწილზე, და თუ ეს უკანასკნელი Lკ ნაწილი 
ძევს ჩვენთვის საინტერესო #ე ნაწილიდან „სასრულ მანძილზე, მაშინ დ,(ე) ჰოლო- 

მორფული იქნება Lე- ნაწილის მიდამოში თვით ამ ნაწილის ჩათვლით და საკითხი 

დაიყვანება თ,(2) ფუნქციის შესწავლაზე. 

  დღ = (15,1)
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ძირითად შედეგს, რომელიც ამ პარაგრაფში დამტკიცდება, ჩვენ ასე ჩამოვა- 

ყალებებთ: 

თეორემა. თუ სიმკვრივე თ() აკმაყოფილებს / პირობას # 

წირის რაიმე გლუვ ნაწილზე, მაშინ თC() ფუნქცია უწყვეტად გა- 

გრძელებადია ამ ნაწილზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან, გარდა, 

შესაძლოა, მისი ბოლოებისა (თუ ასეთი ბოლოები არსებობს). 
თუ აღნიშნულ შენიშენას მივიღებთ მხედველობაში, „ცხადი გახდება, რომ და- 

მტკიცების დროს საკმარისი, იმ შემთხვევით შემოვისაზღვროთ, როცა #L გლუვი 

გახსნილი. რკალია და თ(/) აკმაყოფილებს // პირობას #-ზე, ბოლოების ჩათვლით. 

ჯერ. გამოვიკვლიოთ 
1 ( #(I) –– «(7) 

V0 =5:) -; “ (15,2) 
L 

ინტეგრალის ყოფაქცევა, როცა 2 ->7ე, სადაც (ე არის #-ის ნებისმიერი წერტილი; 

შემთხვევა, როდესაც #ა ემთხვევა L-ის ერთ-ერთ ბოლოს, არ გამოირიცხება, დავამ- 

ტკიცოთ შემდეგი ლემა, 
ლემა. ვთქვათ, ჩე ნებისმიერი არაბლაგვი კუთხეა LL ი. 0< 

# 
<ჩ<-), და ვთქვათ, 2 უახლოვდება ჯ-ს ისე, რომ I? მონაკვეთ- 

სა და L-ის / წერტილზე მხებს შორის არაბლაგვი ჩ კუთხე ჩა-ზე 
ნაკლები არაა მაშინ VI(C7) თანაბრად (/-ის L-ზზე მდებარეობის 
მიმართ) მიისწრაფვის 

( 09(0) –– დ(/ი) 1 
VI(/ე) = 2 1 ი. თ (15,3) 

ზღვრისაკენ (იმისდა მიუ5ედავაჯ, 2 /:-ს მხები” მარცხნიდა–” «ახლოვდება თუ 

მარჯვნიდან). 
ცხადია, ჩვენი ლემის დამტკიცება საკმარისია 

( დ()–– «( ი ჩ(/ი) ” 

2» , (--2 
( 

ათ = 

ინტეგრალისათვის, სადაც I არის 7 წერტილის შემცეელი (შიგნით ან მის ერთ-ერთ 
ბოლოზე) სტანდარტული რკალი, რომელიც /%%«ე) სტანდარტულ რადიუსს შეესაბა- 

მება, სადაც. 0 < თე < ზე (05. გვ. 13). ' 
განვიხილოთ სხვაობა 

ძ 
(–I)(–27 ” 

# (I)-– დ( 
ათ-–ჯმა- –- | 92-72 ; 

სადღაც #=2--?. შემოვწეროთ ი რადჯიუსიანი 7 წრეწირი ცენტრით ჯე წერტილში; 
საკმაოდ მცირე ი-თვის ეს წრეწირე ჯ რკალს გადაკვეთს ერთ ან ორ წერტილში, რა-
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საც ქვემოთ ვიგულისხმებთ. +-ს შიგნით მოთავსებული I-ის ნაწილი აღვნიშნოთ ?7,1;- 
ით, ხოლო დანარჩენი ნაწილი-– (I! –– /7ე)-ით, 

  

მაშინ 

#(2) –– 8(%) = 7; + 7, 
სადაც 

ჩ C(/) –– «(#) 

/ = 2; ( ძ–-I)ძ–-იე“ 
./. 

ს ” ი0–დ() 

#7; 1 V–I)(–7 ი/. 
/- ჩი 

ჯერ განვიხილოთ /,. თუ /,/-ზე თ() ფუნქციისათვის გამოვიყენებთ // პირობას, 

ე. ი. უტოლობას?! 

|თ(0 ––თ(0) 1 <4M/-–-%I" 
შემოვიღებთ აღნიშენას ”=|ჯ-––- #ე- |, ამასთანავე გავითვა- 

    
  

ლისწინებთ, რომ, (2,2)-ის ძალით, | 0/ | = | ძ§ | <#%I ძ- |, -7 
მივიღებთ I 

22# ჯა“ 1 | ძ/ | 

I/I< | II--2| 
სხ 

სადაც 8= |#I. მაგრამ თუ თ არაბლაგვი კუთხეა 7ჯე2 ჯ 

და 7ეჯ მონაკვეთებს შორის (ნახ. 10), მაშინ, ცხადია, 7 

II–2 >%850ი თ. >>85ი თა” ნახ 10 

სადაც თეა რაიმე მუდმივია, 0 < თ: < – (§ 2). ამიტომ 

#4. 4 უტ (4 
ეესუ–. IL -1 _ 

I 1 ლ 2. ყით, | რ)ძი| < % 51I თე | XV 510 თე. 
0 VI > 

0 შევარჩიოთ იმდენად მცირე, რომ |7,)| < --, სადაც 6 ნებისმიერად მოდლ:ემული 

დადებითი რიცხვია; 0-ს შერჩევა, ცხადია, შეიძლება /ე:-ის /-ზე მდებარეობისა და 2-ის 

მდებარეობისაგან დამოუკიდებლად. 

ავიღოთ 8< -თ მაშინ, როცა /( არის (1-- ?,7.)-ხე, ე. ი. ჯ წრის გარეთ, გვე– 

ქნება |!–%I2>0, |L(––2|>>---, ამიტომ 

, _6_ | 6-VI 
(7I = დე | IX 0 -- თ) |ძ5 < -.ჯ ' 

(- 7 

41 კურადღება მივაქციოთ იმას, რომ # პირობით ესარგებლობთ მხოლოდ (ჯ-ის რაგინდ მცირე 
ნაწილისათვის, რომელიც /ე-ს შეიცავს
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სადაც #I მუდმივია, რომელიც არე ჯე-ის და არც 2-ის მდებარეობაზე დამოკიდებული 
8 

არ არის, ამიტომ საკმაოდ მცირე 8-თვის გვექნება |7:|< “ე და ლემა დამტკიცე- 

ბულად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, 
ახლა გადავიდეთ ამ პარაგრაფის დასაწყისშე გამოთქმული თეორემის დამტკი- 

ცებაზე და 9X2) ფუნქციის სასახლვრო მნიშვნელობების მოძებნაზე. 

როჯორე ვთქვით, საკმარისია შემოვისაზღვროთ შემთხვევით, როცა L=-ინხ გახ- 

სწილი გლუვი კონტურია, ხოლო C(/) აკმაყოფილებს #/ პირობას #-ზე (ბოლოების 
ჩათვლით). 

  

გვაქვს : 
იფ – 1. ( თ0#V_ 1 | 20 ი VI). _ # _ 
0-–2. 1 1-7; 21) 17 2 ) 12 

L L L 

ან, (15,2) და (11,3) ფორმულების საფუქველხე, 
II/5) 2–ხ 

=V./ 1: -' რი =Mთ +“; 1ი ე (15,4) 

2 · 

საჯაც ი>-ე აღნიშიავს # = იხ რკალის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეზე ჰო- 

ლოპჰორფულ და უსასრულობაში ქრობად "შტოს, დამტკიცებული ლემის საფუ- 

ძველზე VI(2) თანაარად მიისწრაფვის გარჯვეული V/(/ა) ზღვრისაკენ მაშინ, როცა 

2 მიისწრაფვის ჯა-კენ ისე, როგორე ეს აღვიშნულია ლემის ფორმულირებაში, ცხადია, 

(15,4)-ის მარ;ვევა მპარის მეორე შესაკრებიც თანაბრად მიისწრაფვის გარკვეული 

ზ–ვრებიბაკენ, როცა 2 მარცხნიდან ან მარჯვნიდან. მიისწრაფვის #L-ის ნებისმიერ 7 

წერტილისა;ევ, რომელაც ბოლ იებიდა5 სასრულ მანქილზეა. მაგრამ ზღვრებისაკენ 

თავაბარი მიჰწრაფებიდა5 გამომდინარეობს (§ 9), რომ CX2) ფუნქცია უწყვეტად გა- 

გრჰელებადია მარეხნიდა5 და მარჯვნიდან #-ის ნებისმიერ, ბოლუოებისაგან განსხვავე- 

ბულ, 1: წერტილზე. 
ამგვარად, თეორემა დამტჯიცებულია!?. თუ (15,4)-ში გადავლთ ზღვარზე, 

როვა 27-ე მარეხნიდა5 ან მარჯვნიდან, შესაბამისად მივიღებთ: 

  

, (' თ(7) – «(/,) დ(ი)  _ (ა-ი 
9“) =2- ) (1-0 ნ 9 ეი (15.5) 

1 ” დი) –«(,) , «V) :ე–-ხ 

რ%-ძა= ე |  ჯ-, 4+ გ ი, 9, 
L 

4: მე მევირს მავ.?ერო ეს თეოხუმა გარკეეულ ავტორს, ვანა-დან იკი ამა თუ იმ ფორმით და ' 
დ»?ზ))ეა2/ სმკაეზ2» ამ» თუ 93 ზარასხათ გვავდებ» გასულ საუკუნეში გამოქვე.ნებულ რიგ შრო- 

მებმე (ი. სობოეკი |!), გ მორურ»; C). MიI0/2 (11. ა. პარნაკი #. IჰეწიმCM I1))- თორმულები, 

რომლებიც მჯაღება (15,5)-დან თუ ჩავთელათ, რო3 დ შეკრული კო5ტურია (კ. ი. რომ ხ=ძ), მოცე- 

მული იკო C Mი:0”/2 (1) ნაშრომში, 
თეორემის მკაცრი დამტკიცება, რომელიც ანალაზას თანამედროვე მდგომარეობის გამო არა- 

ვითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს მოგეჟანებით მოცემული იო რამღენ“მე ავტორის მიერ.
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–ხ 
> აღნიშნავს იმავეს, რასაც § 13-ში. (15,5)-ის პირველი ფორმულის   

7, 
სადაც ი > 

მართებიო იაია მახადია, თუ მხედველობაში მივაეღე”ბთ, რომ შეთანხმების საფუძველზე 

?ვ--ხ 
(§ 13) აღნიშნული გამოსახულება Iი წელ ფუნქციის სასაზევრო მნიშვნელობას 

წარმოადგენს #-ის მარცხნიდან. (15,5)-ის მეორე ფორმულის მართებულობაც ცხადი 

2-ხ ' 
გახდება, თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ Iი --V გამოსახულების სასაზღვრო 

მნიშვნელობა #-ის მარჯვნიდან ტოლია 

ცერნი ე „==.“ >, 

ვინაიდან, თუ 2 L-ის მარცხენა მხარიდან გადადის მარჯვენა მხარეზე, მაგალითად, C 

ბოლოს შემოელით, მაშინ 1ი (2––) ღებულობს 2» ნაზრდს, ხოლო II (2–-ხ) 

უბრუნდება პირვ:ნდელ მნიშვნელობას. 
2%, დავუმატოთ ნათქვამს შემდეჯი. თუ C(/1=0 თ ბოლოზე (ან ხნ ბოლო- 

ზე), მაშინ თდ(2) ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია თი (ან ხI) ბო– 

ლოზეც. დასარწმუნებლად საკმარისა L=ი,ხ რკალი რამდენადმე განვაგრძოთ 

თ ბოლოდან (ან 0 ბოლოდან), მაგალითად, სათანადო– ტოლოში მხების მონაკვეთით, 

ვიგულისხმოთ, რომ დ() =0 დამატებულ ნაწილზე და გამოვიყენოთ წინა შედეგები 

ამრიგად მიღებული ახალი რკალისათვის, რომლისთვისაც თ წერტილი (ან ხ წერტი- 

ლი) უკვე აღარ წარმოადგენს ბოლოს. (15,5) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

თუ 1 იმყოფება დამა>ებულ ნაწილზე, ი პოლოს (ან ხ ბოლოს) ჩათვლით, მაშინ 

დ+() = C“(/) = დ(); 

აქედან უმუალოდ გამომდინარეობს ჩვენი დებულება. თუ C-თი აღვნიშნავთ ნების- 

მიერს თ და ხ ბოლოებიდან” რომელზედაც დ(/)=0, მაშინ (15,501 ფორმულის სა- 

ფუძველზე 9X() ფუნქციის თ) სასახღვრო მნიშვნელობისათვის, როცა 2-+>20, ნე- 

ბისმიერი გზით მივიღებთ 

' დ(ე)ი! უოლ: (15,6) 
1 

90 = 2, , 
L 

იმ შემთხვევაში, როცა დ(2) 50, სადაც C, ისევ როგორც ზემოთ, აღნიშნავს 

ერთ-ერთს ძ, ხ ბოლოებიდან, Cთ(2)-ის ყოფაქცევა ამ ბოლოს მახლობლად აგრეთვე 

ადვილი გამოსარკვევია; ამასთან, შეგვიჭქლია ვიგულისხმოთ, რომ დ(/) აკმაყოფილებს 
# პირობას მხოლოდ C წერტილის მიდამოში L-ზე ამ წერტილის ჩათვლით. (15,4) 

ფორმულის საფუძველზე გვაქვს 

დრ) 2–ხ 
თ(2)=VI(2) + 2ღ Iი 2-0   

„სადაც 

აი“ 1 
MCდ = > ( ს ზ0=9%ი0 – დი, 

L
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ხოლო 

  

| 2–-ხ 
ი ე = Iი (2-–-–ხ)–Iი (2–იძ), 

როგორც ზემოთ, აღნიშნავს #-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეზე ჰოლომორფულ და 
უსასრულობაში ქრობად შტოს. 

გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ C=ძ0. ვთქვათ, 1 (2--ი) აღნიშნავს თ 

წერტილის მიდამოში L-ის გასწვრივ გაჭრილ. სიბრტყეზე ნებისმიერ ჰოლომორფულ 
შტოს; მაშინ 10 (2–--ხ) ფუნქცია აგრეთვე მიიღებს გარკვეულ მნიშვნელობას თ წერ- 
ტილის მიდამოში და იქნება ჰოლომორფული ამ მიდამოში უკვე გაუჭრელ სიბრტყეზე. 

ვინაიდან, (0)=0, MI(2) ფუნქცია უწყვეტად გაგრქელებადი იქნება #-ის მარცხნიდან 
და მარჯვნიდან თ წერტილის მიდამოში და აგრეთვე 0 წერტილზე. მაშასადამე, თ წერ- 

ტილის მახლობლად გვექნება 
იძ 

დ(C) = - 9. Iი (C––0)+რე(ე), (15,7) 

სადაც დე() ფუნქცი, ჰოლომორფულია ი-ს მახლობლად გაჭრილ სიბრტყეზე და. 

უწყვეტად გაგრძელებადია #-ზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან თ-ს მახლობლად, და 
აგრეთვე 0 წერტილზე. 

სავსებით ანალოგიურად ხ ბოლოს მახლობლად გვექნება 
დ(წ) 

დ(2) = + 2: Iი (2–– ხ) + თა(უ), (15,8) 

სადაც დე() ფუნქცია ჰოლომორფულია #-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეზე ხ-ს მახ- 

ლობლად და უწყვეტად გაგრძელებადია მარცხნიდან და მარჯვნიდან #-ზე ხ-ს მახ- 
ლობლად და აგრეთვე ხ წერტილზე. 

ამრიგად, ვხედავთ, რომ თუ დ(/) ეკუთვნის // კლასს =ი0ხ რკალზე, მაშინ 

Cდ(2) წარმოადგენს უსასრულობაში ქრობად უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციას #L 
ნახტომის წირით. კოშის ტიპის ინტეგრალს ეს თვისება გააჩნია L წირისა და Cდ(/) 

ფუნქციის მიმართ უფრო ზოგად მოთხოვნებში. ამის შესახებ ვიტყვით შემდგომ (§ 22, 
პ. 2ბ და § 26 პ, 4თ, 

შენიშვნა 1. თუ შევკრებთ (15,5). ფორმულებს და შევადარებთ (13,4)-ს, 
მივიღებთ 

1 
Cდ(7:) = “> (დ!(I) -L დ“(ი)). (15,9) 

ზოგადი შემთხვევისათვის ეს მნიშვნელოვანი ფორმულა დამტკიცებული იქნება. 
შემდეგ პარაგრაფში, 

შენიშვნა 2. თუ ჩავთვლით, რომ დ(/) ფუნქცია 7 პირობას აკმაყოფილებს. 

არა (ბოლოებისაგან განსხვავებულ) /ე წერტილის მიდამოში, არამედ მხოლოდ თვით 
ამ წერტილში (§ 13, შენიშვნა 4), მაშინ ზემოთ მოყვანილი მსჯელობებიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ ამ შემთხვევამია„ც CთX2) მიისწრაფვის გარკვეული "ზღვრებისაკენ, 
როცა 2 მიისწრათვის /კ-კენ მარცხნიდან ან მარჯვნიდან არამხები გზებით, ე. ი., 

უფრო ზუსტად, როცა არაბლაგვი კუთხე 7-7 მონაკვეთსა და #: წერტილზე მხებს.
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შორის ყოველთვის მეტი რჩება რაიმე დადებით მუდმივზე (რაგინდ მცირეზე; შღრ. 
§ 9-ის ბოლოს შენიშვნა 2). 

შენიშვნა 3. დავამტკიცოთ ერთი მარტივი შეფასება რომელიც ზოგჯერ სა- 

სარგებლოა, ვთქვათ, თ(/) ეკუთვნის //” კლასს თხ გლუვ წირზე, და ვთქვათ, C”, C” ამ 
რკალის ორი მომდევნო წერტილია, რომლებიც, კერძოდ, შეიძლება დაემთხვეს შესა- 
ბამისად ძ-ს ან ხ-ს. განვიხილოთ ინტეგრალი 

1 დ(იძ! ხი: 1V-; 
ი” 

და ვაჩვენოთ, რომ სიბრტყის სასრულ მანძილზე მდებარე ყველა 2 წერტილისათვის, 

L რკალის წერტილების ჩათვლით (გარდა თვით C”, C” წერტილებისა, რომლებზედაც 

ინტეგრალი, საზოგადოდ, აზრს კარგავს), 

ლ0იM5L 

| CI |” 

  (15,10) 

  |9(2| < (15,11). 

სადაც 6”, C” ნებისმიერი (რაგინდ მცირე) დადებითი მუდმივებია; თუ ჩავთვლით, რომ 

6 +6” 1, მაშინ წინა უტოლობა, ცხადია, მართებულია უსასრულოდ დაშორებული 

წერტილის მიდამოსთვისაც. 

დამტკიცებისათვის შეიძლება, მაგალითად, ასე მოვიქცეთ, განვაგრძოთ ი6 რკალი 

ორივე მხარეს, მაგალითად, 0 და 0 წერტილებზე მხებების ი”თ და ხ”ხ მონაკვეთებით, 

ისე, რომ ის რკალი გახდეს გლუვი ი”ხ' რკალის ნაწილი. განესახღვროთ ფუნქცია 

დე(/) ასე: დეი(/) = C(C) ი“ რკალზე, Cი(7) =: დ(/) 0C” ოკალზე, რCი(I) = C(C”) 0C“ხ” 
რკალზე. განვიხილოთ ინტეგრალი 

§ჩა(2) = 'I-2. 7 
ი” 

და ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ 2 წერტილი ი'ხ' რკალზე არ მღებარეობს. 

ვინაიდან, თი(ჰ) ფუნქცია ეკუთვნის MI კლასს ი”ხ!' რკალზე, ზემოთქმულის თა- 

ნახმად, §ჩპე(7) ფუნქცია უწყვეტად. გაგრძელებადია 00 რკალზე მარცხნიდან და მარ- 
ჯვნიდან და, მაშასადამე, შემოსაზღვრულია ამ რკალზე. მეორე მხრივ, გვაქეს: 

L დ(C”) იჯ 1 ( დ(C”) ძ1 
L--2 >.2.32.. 

თ” C”ხ 

9 = 90 –– –- 

_ 90), 2” დ(C”) 2-ს 

=1%9 -–– ა; 10; 07 “2 1 2-თ 
    

(ლოგარითმის გარკვეულად შერჩევისას), საიდანაც თუ შევნიშნავთ, რომ ი” და ხ” 
წერტილები თხ რკალიდან სასრულ მანძილზეა, L რკალთან საკმოოდ ახლომდებარე 

2 წერტილებისათვის ადვილად მივიღებთ შეფასებას 

|აფე|)<=4+8II 2-2|+ III C-- თ )II, (15,12) 

სადაც # და 8 გარკვეული დადებითი მუდმივებია. (15,12)-დან გამომდინარეობს და- 
სამტკიცებელი (რამდენადმე უფრო უხეში) შეფასება (15,11). მიღებული ”შეფასება,
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როგორც ეს (15,9) ფორმულიდან გამომდინარეობს, ძალაში რჩება თვით ი”ხ” რკალ- 

ზე (ის რკალის მიდამოში ან თვით მასზე) მდებარე წერტილებისთვისაც. 

§ 16. სოხოცკი– პლემელის ფორზულები. (15,5) ფორმულები, რომლებიც გვა- 

ძლევენ კოშის ტიპის ინტეგრალის სასაზღვრო მნიშენელობებს, მოუხერხებელია იმის 

გამო, რომ ისინი უშუალოდ მხოლოდ გახსნილი გლუვი # რკალის შემთხვევაში გამო- 

იყენებიან. 

თუ შემოვიყვანთ ინტეგრალის მთავარ მნიშვნელობას კოშის აზრით, მაშინ ეს 

' ფორმულები მიიღებს მეტად მარტივ სახეს და ამასთან გამოდგება ნებისმიერი 

უბან-უბან გლუვი საინტეგრაციო წირისათვის. სახელდობრ, თუ მხედველობაში მივი- 

ღებთ (13,4) ფორმულას, აშკარაა, რომ (15,5) ფორმულები, რომლებიც იძლევიან 

  

დფ =-'- | (02 16,1 
5 = 2; I1/-7?2 (161) 

L 

ინტეჯრალის სასაზღვრო მნიშვნელობებს, შეიქლება ასე გადავწეროთ: 

1 1 1 თ(0ძ/. 
დ+(/ა) = ი «(/ი) 4X- თ(/ე) = “ი. C(7ი) -– 2>; | ჯ-- # 

L ე (16,2) 
_ 1 _ 1 1. ” დეი 

დ“()=– “2 LV) + 9XI) = –– -უ- 4((ი) + 5; 1 1 # 
L 

სადაც, მარ;ვენა ნაწილებში მო§: წილეობენ ინტეგრალის მთავარი მნიშვნელობანი. 

ახლა ადვილი დასანახავია, რომ (16,2) ფორმულები მართებულია იმ 

შემთხვევაში, როცა L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია იმ 

პირობით, რომ I წერტილი განსსვავებულია. კვანძებისაგან მათ 

შო “ის ბოლოებისაგან), ხოლო CC) აკმაყოფილებს / პირობას 

ჯ-ის მიდამოში. 

მართლაც, ამაში ღასარწბუნებლად საკმარისია CX2) ინტეგრალი წარმოვადგინოთ 

ორე ინტეგრალის ჯამად. Cთ(2):> თ,(2) + დ.,(2), რომელთაგან პირველი აღებულია ე-ის 

შემ კველ რაიმე ალუვ წარზე, ხოლო მეორე–-#-”ს დანარჩენ ნაწილზე. პირველი ინტე- 

გრალის მიმართ გამოვიყენოთ (16,2) ფორმულები, როცა =00ხ, ხოლო მეორის მი- 

მართ შევნიშნოთ, რომ %; (1) = CL (/:) = და(/)), ვინაიდან /, წერტილი არ მდებარეობს 

მეორე ინტეგრალის საინტეგრაციო წირზე. 

(16.2) ფორმულების ეკვივალენტური ფორმულები პირველად მოგვცა ი. სოხოც- 

კიმ! III 1873 წ. ი. სოხოც;ი, სხვათა ზორის, დამტკიცებისას შემოისაზღვრა იმ შემ- 

თხვევით, როცა # წრფის მონაკვეთია, ხოლო 2 მიისწრათვის 7ე-კენ L-ის ნორმალის 

გასწვრივ. დიდი ხნის შეძდეგ (16,2) ფორმულებს ხელახლა მია, კვლია პლემელიმ (4. 

XICIი6I) (11), რომელმაც დაამტკიცა თეთვმის იმავე პირობებში, რაც ჩვენ მიერ არის 

აქ მიღებული, 

4: (16,2) ფორმულები იღვალად ზოგადდება იმ შემთხვევისათეის, როცა #ც ემთხეევა # წირის 

კუთხურ შერტილს. იხ წიგნის ბოლოში დამატება 11 
6 სახელდობრ, ი სოზოცკიმ მოჯეცა პირველი (16,2) თორმულებიდან და ქვემოთ მოკვანიდი 

(16,3კ თორმულა
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(16,2) ფორმულების ზემოთ გადმოცემული დამტკიცება იდეით არ განსხვავდება 

ნაიი დამტკიცებისაგა5. აქ მბოლოდღ ზოგიერთი რამ არის გამარტივებული და 

ებული. 
(16,2) ფორმულებს ვუწოდებთ სოხოეკი-- პლემელის ფორმულებს!?. 
აღვნიშნოთ კიდევ ორი ფორმულა, რომლებიც (16,2) ფორმულების ე,ვივალენ- 

ტურია და რომლებითაც ხშირად ვისარგებლებთ: 

CთXV/) –– დ“(/ი) = #C(L), (16,3) 
1 ( «(I)ი! 

დ+(,) + 9-V) = =» 1-7 

; 

(16,4) 

§ 17. სასაზღვრო მნიშვნელობათა სხვაობის ფორმულის განზოგადება. (16,3) 

ფორმულა 
დთდ+(/0) –– დ“ (/ე) = «(Iი) (17.1) 

მიღებული იყო იმ დაშვებით, რომ Cთ(/) აკმაყოფილებდა /7 პირობას ყოველ შემთხვევაში 

(კვანძისაგან, მათ შორის ბოლოებისაგან, განსხვავბკუულ) #- წერტილის მიდამოში. 
მაგრამ ამ ფორმულას შეიძლება მიეწეროს გარკვეული აზრი მაშინაც, როდესაც. «(,) 

ფუნქცია მხოლოდ უწყვეტია. 
ავიღოთ (ნახ. 11) (ე: წერტილზე გამავალ 

და 7ე წერტილზე L-ის არამხებ „ს წოფეზე ჩე“ 

დან ტოლი მანძილებით დაცილებული 

ორი 2 და 2 წერტილი, შესაბამის დ #-ის მარ- 

ცხნივ და მარჯვიივ და შევთანხმდეთ, რომ 

დ+(/) –– დ“(/ე) სხვაობის მნიშვნელობად მივიჩ- 
ნიოთ ზღვარი 

III (დ(2) -–– თXC2.)), როცა 2, 2 ->/. (17.2) 

ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ თუ დ(0) ფუნქცია 
უწყვეტია ჯე წერტილის მიდამოში, მაშინ აღნიშნული ზღვარი 

არსებობს და ტოლია C(/)-ის, ეს ზღვარი მიღწევა თანაბრად ყოველ გლუეე 

ნაწილზე, რომელზედაც «(/) უწყვეტია, გარდა, შესაჭლებელია, ამ ნაწილის ბოლო- 

გი მიდამოებისა, თუ ტ წრფის მიერ #) წერტილზხე მხებთა5 შექმნილი არაბლაგვი 

სეველზე არაა ნაკლები (ნებისმიერად ფიქსი”ებულ, მაგ“ამ ნულისაგან განსხვავებულ) 

დმივ ჰი კუთხეზე. 
დამტკიცებისას, ცხადია, შეგვიძლია შემოვისახღვროთ შემთხვევით, როდესაე L 

გლუვი შეკრული ან გახსმილი რკალია. 
ვთქვათ, 

მაშინ 

  

5ახ. 11 

2=1ა-+ს, 2'=Iა-–V, 

1 
დფ –– 9დC)=:-– 

== ი" 
277 I ს“ ხ–სM (-0+ჩ 1 ' – ი 1 0-/აბ 7 

45 ი. სოხოცჰის (1) ნაშრომია დიდხანს რჩებოდა უცნობი მათემატაკოსებესათვის (ისევე რო- 

გორც მისი სხვა ნაშრომები, რომლებიც შეიცავენ პირე ლხარ-სხოეან ჟშედე:ებს), სამწუხაროდ, ამ 
ნაშრომს მეც არ ვიცხობდი ამ წიგნის პირველი გამოცემის გამოქვეკნებესას და ამას გამო (16,2) ფორ- 
მულებს ვუწოდე პლემელის ფორჭულები, ი. სოხოცჯს პრიორიტეტი აღდგენილ იქნა ა მარკუშე- 

ვიჩის (4) მიერ.
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/)–– დ(/ I 
9თ-ძი- დ, | Cთ(/) –– დ(7) Iდ (7) ( ძ! 

(I –– 7)? –– /? »' (0-- /ე)ზ–– 2. ო 

უკანასკნელი ინტეგრალი ელემენტარულად გამოითვლება, მაგრამ უფრო. მეტად 
რომ გავამარტივოთ მისი გამოსახულება, L წირი ჩავთვალოთ შეკრულ კონტურად. 

ეს, ცხადია, ზოგადობაზე გავლენას არ მოახდენს. თუ დავუშვებთ, რომ #-ზე დადე- 

ბითი მიმართულება ისეა შერჩეული, რომ #-ით შემოსახღვრული სიბრტყის სასრული 
ნაწილი რჩება მარცხნივ, და შევნიშნავთ, რომ /) + #=2 წერტილი მოთავსებულია 
ამ ნაწილში, ხოლო 1)–-/L= 2 წერტილი მის გარეთ, და გამოვიყენებთ ნაშთების 
შესახებ თეორემას, დავასკვნით, რომ (%)-ში მეორე შესაკრები დ(/ე)-ის ტოლია და, 

მაშასადამე, 

დ(ფ –– XC) = თ(/) + 7, 

სადაც 
_ ჩ ს იი-–ი(ი 
– I) 0-1)? /? 

L 

  

დაგვოჩა ვაჩვენოთ, რომ / -> 0, როცა # –>0. შემოვწეროთ საკმაოდ მცირე ი- 

რადიუსიანი ; წრეწირი ცენტრით /ეკ-ში, რომელიც L-ს გადაკვეთს ორ თ და ხ წერ- 

ტილში. ი იმდეზად მცირე ვიგულისხჭოთ, რომ | დ(/) –– დ(7) |< უ ყოველი წერტი- 
ლისათვის 0ხ-ზე, სადაც უ მოცემული დადებითი სიდიდეა. დავუშვათ, / = 7, + 75, 
სადაც /,კ აიღება რხ-ზე, ხოლო /:-–- (L-–იხ)-ზე. 

გვაქვს ; , 
თ 5 

(სI<+ I L-2II1=7|! 
· ა 

სადაც მ = |MI. დავუშვათ, |/--/-1=/, მაშინ (2,2)-ის საფუძველზე გვექნება 
ძა <: MI ძ”I, თუკი ი < I%(თე), სადაც თე არის ჩეა-ზე ნაკლები ნებისწიერი დადე- 
ბითი სიდიდე, ხოლო /?(თე) შესაბამისი სტანდარტული წრის რადიუსია. 

_ თუ 8 არის /ა? და //( ვექტორებს შორის კუთხე, ხოლო (ლ=9, როცა 1= 

=2 თა=X--49, როცა +> =, გვექნება: 

|I––21=/2-L21- .2/8 005 - > 2+2წ- 2,8 005 თ უ>/2+ 8? –– 2/6 005 CV, 

საღაც თე= ჩე --«ე>>0 ფიქსირებული მახვილი კუთხეაბბ; ავალოგიურად, 
|(–-2 I >! + 6“ -–- 2/9 005 თი. 

მაშასადამე, 

I(–-2I.I(-–- 7 | >/2+6?--2/8 C05 თე =: (”–– 3 (05 რე)? + 6? 510? თა, 

ჩ 
242 , თ... 

(«--6 005 თე)” + 2? 51ი?2 თე. · 1711 <= 

__ 

48 იხ, § 2, თვისება V



§ 18 1 , 11. კოშის ტიპის ინტეგრალები 61 

2 = 2 
_ 7ო_ (თი! (> , –«%)). , = ოს 

· # 5)ი თე 6 5Iი თი 7=0 ” 50 თ 

  

  

წ 

საიდანაც ვას„ვნით, რომ საკმაოდ მცირე ი-თვის გვექნება. | /, | < ---, სადაც. 6 ნე- 

ბისმიერად მცირე დადებითი სიდიდეა. 
ცხადია, (როცა 6 ფიქსირებულია) მ-ს საკმაოდ მცირეს თუ შევარჩევთ, . გვექ- 

6 

ნება | /გI <-უ-, საიდანაც გამომდინარეობს გამოთქმული დებულება. 

აღვნიშნოთ დამტკიცებული დებულების ერთი მნიშვნელოვანი შედეგი, თითქმის 
ცხადი, თუ მხედველობაში მივიღებთ § 9-ის 30 პუნქტში ნათქვამს. 

ვთქვათ, დი) ფუნქცია უწყვეტია # წირის რაიმე გლუვ L” 
ნაწილზე (#L” შეიძლება #-ს ემთხვეოდეს) და ვთქვათ, CთX2) ფუნქ- 

ცია უწყვეტად გაგრძელებადია #”-ზე მარცხნიდან Iმარჯვნიდან), 

მაშინ დთდ() ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადი იქნება #”-ზე 

აგრეთვე მარჯვნიდანაე I|მარცხნიდანაც გარდა, შესაძლოა, 

L"-ის ბოლოებისა. 
ამ პარაგრაფის დასაწყისში გამოთქმული დებულების არსებითი ნაწილი (არა 

სავსებით მკაფიო ფორმულირებით) გვაქვს ი. სოხოცკის (11 ზემოხსენებულ ნაშრომში. 

ამ პარაგრაფში გადმოცემული შედეგები, დაახლოებით ისეთი სახით, როგორც 

აქ არის ფორმულირებული, ი. პლემელს (I. IXICიიCI) I1)) ეკუთვნის. აქ მოყვანილი 

დამტკიცება მისი დამტკიცების დეტალიზაციას წარმოადგენს (იხ. აგრეთვე C, XICეVძ 

VII). 
§ 18. სასაზღვრო მნიშვნელობების უწყვეტობის ხასიათი, 10, ვთქვათ, 

აღნიშნავს, უბან-უბან გლუვ წირს და ' ვთქვათ, დ(/)) აკმაყოფილებს #/ პირობას #L 

წირის რაიმე გლუვ L” ნაწილზე. 
ჩვენ ვნახეთ, რომ ამ პირობებში 

1 სიძ! დღ) = | ი(/) 
22: 1) 1-7 (181) 

ფუნქცია მარცხნიდან და მარჯვნიდან უწყვეტად გაგრძელებადია L” ნაწილზე, გარდა, 
შესაძლებელია, მისი ბოლოებისა. ამიტომ (§9, პ. 20) CX+(/), თ“(/) სასაზღვრო 2ნი- 

შვნელობანი L”-ზე ( წერტილის უწყვეტ ფუსქციებს წარმოადგენენ ყველგან, გარდა, 
შესაძლებელია, L”-ის ბოლოებისა. ამ სასაზღვრო მნიშვნელობების შესახებ უფრო მეტის 
დამტკიცება შეიძლება, სახელდობრ, ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნელოვან თეორემას: 

პლემელი –– პრივალლოვი“ თეორემა თუ' დ) აკმაყოფილებს V7(I) 

პირობას L”-ზე, მაშინ თ+(), თ-() სასაზღვრო მნიშვნელობები 

L"-ზე, გარდა, შესაძლოა, L”-ის ბოლოების რაგინდ მცირე მიდა- 

მოებისა, აკმაყოფილებენ 77(ს) პირობას, როცა # <1, და #(ს–9) 
პირობას, როცა #=1, სადაც § რაგინდ მცირე დადებითი მუდ- 

მივია4ს), 

· «0ა უფრო ზუსტად. თუ ს = 1, მაშინ ნებისმიერ: ორი საკმაოდ ახ-ღო (იე, /) წერტილისათვის 

L”-ზე ;ვა ვს: 
1 

I§დ+(/,) –– დ+“(/)| < C0ი8L' | /ვ –– /ე| 10 –––. 
I/, – (ი
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დამტკიცებისას, ცხაღია, შეიძლება შემოვისახღვროთ შემთხვევით, როცა # შედ- 

გება ერთადერთი გახსნილი გლუვი იხ რკალისაგან, ხოლო #” ემთხვევა #-ს. 

ვთქვათ, L” =ი”ხ” არის L"=L= 0ხ რკალის ნებისმიერი ნაწილი, რომლის 
ბოლოები /, რკალის 0 და ნ ბოლოებიდან სასრულ მანძილხეა. უნდა დავამტკიცოთ, 

რომ L” რკალის წერტილთა ნებისმიერი 1-, /: წყვილისათვის 
| დ'(/,) -– თ'(/) I ლ CI 6-% M, 

| თ“) –– დ“(ი) I ლ CI ს % I, 

სადაც C რაღაც მუდმივია, ხოლო V=V, თუ ს <1 და V=1--§, თუ L=1; 6 
აღნიშნავს რაგინდ მცირე დადებით მუდმივს. 

(16,2) ფორმულის საფუძველზე გვაქვს: 

(18,2) 

    

- 1 1 /” «(MVI 

ა ი-+<5 90+ 2 1, 6- : . 

_L თი- =C, დი) წ ი“ 
= 5 VC + 5. ; # == ა 4. | ++ (18,3)- 

' ი .“ ". ი 

L 

საღაც ერთდროულად აიღება ხდ ან ქვედა ნიშანი, ვინაიდან (18,3)-ის მარჯვენ> 

მხარეში პირველი და მესამე შესაკრებები, აშკარაა, აკმაყოფილებენ /7(L) პირობას 

L” ხე", გვრჩება ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია 

VV) = 3 ა-ი ძ (18,4). 

L 

აკმაყოფილებს 
I M(/,) ––- V(/ა) | დ C I # –– MI” (18,5) 

პირობას #”-ზე #ა, (კ წერტილთა ნებისმიერი წყვილისათვის, სადაც C რაღაც მუდ- 
მივია, ხოლო V არის იგივე, რაც. ზემოთ, 

როგორც ყოველთვის, +, §,, §,-ით აღვნიშნავთ 7, ჯე, 7; წერტილების შესაბამის 
რკალურ აბსცისებს და, გარდა ამისა, შემოვიღებთ. აღნიშვნებს 

1 ჩე=/M, 5,–- 5ე=0; 

ზოგადობის შეუზღუდავად, ცხადია, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, "რომ თ2>0 და, რომ. 

2თ არ აღემატება მანძილებს 0”, ხ” წერტილებიდან თ, ხ წერტილებამდე. 
გვაქვს: 

VMI(I,) –– VIV) =VV) + ს – VV) = 
1. დ()––დი(ი+") რCთ() –– დ(() 

“ 2» I | ღეღეღესგსLს ჩ ი – ი” «V. (18,6) 

L-ის გასწვრივ /,-ის ორივე მხარეს გადავხომოთ 2თ სიგრძის ტოლი ”/ე და ჯე 
რკალები და ამ ორი რკალის ერთობლიობა აღვნიშნოთ 1=1/”/“-ით; L-ის დანარჩენი- 

ნაწილი აღვნიშნოთ (L--/)-ით. 

4? იხ. (13,4ა) ფორმულა.



§ 18.) II. კოშის ტიპის ინტეგრალები 63. 
  

ამის შესაბამისად წინა ინტეგრალი დაიყოფა ორი ინტეგრალის ჯამად: 

VC+/M)-Mძ0ა=/+7, 
სადაც /ე აღებულია /-ზე, ხოლო / –– (ს –– /)-ზე. 

(((7)-სთვის #/()) პირობიდან, ე. ი. 

| თ(/.) –– თ(/,)| C 41 წ– I" 
პირობიდან, სადაც /,, 7: ნებისმიერი ორი წერტილია L-ზე, გამომღინარეობს, რომ 

4 4 
17 |ლ I(–-#% –ჩოეძა- 5 = | |1“–– ჰჩეIMIMI“1ძ5. (18,7) 

! ი”; 
თუ გავიხსენებთ, რომ ნებისმიერი ორი 1,, 1) წერტილისათვის L-ზე 

0 < ჩე < 5- _ 5-9 < 1, (18,8) 
5, 

სადაც #ე მუდმივია, (18,7)-დან ელემენტარული გამოთელებით მივიღებთ 

§ე--20 გ 29 

IMI<# | | |(-- §-თMM4+ | |- 5844 <8,9<6#(, 
§ე--20 წე-–20 

სადაც #4, 80, Cი გარკვეული მუდმივებია. 
შევისწავლოთ / ინტეგრალი, რომელიც ახლა ასე გადავწეროთ 

  

I= I, +I1., 
სადაც 

1 #(/ე)--– დC(/0+/) 1 ხ-% (=%L / – 2; | “7-ი 9 ეე; 90“ 0(+)1 ს იი == 
ჩ–I 

(შღრ. გვ. 44) 
1 

I= > – | (0 --დრა+M) |,–, –-1 ღერი”. 2» 
ჩ-! 

  =. | Cდ(7) –– დ(7/ე + I) 

„–ი-ხ0-ი 

კ-ის გამოსახულებაში ფიგურულ ფრჩხილებში მამრავლი ცხადია შემოსაზღვრულია,. 
როცა 7ე არის ძი”ნ”-ზე. ამიტომ 

, III < C)I#Iბ, 
სადაც CL მუდმივია. გვრჩება ე-ის განხილვა. თუ მივიღებთ მხედველობაში (18,8)-ს. 

  

: 1 
და შევნიშნავთ, რომ «+ = => სიდიდე აბსბოლუტური სიდიდით “2-ს არ აღემა-- 

ტება, მივიღებთ:
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1+.| <= #-I7 | 45 #4.I7 | ძ5 |7+I < 1 I. |§– %1:)§5-- გ-გ =#.I/!| | §––8)15-M (1 –– <)1-# _< 

ს.1 L – 

§ე “20 §ს 

<8) 8)/ | ( 4 | _ 4 85 | I ! 1 |§– 5. ი = ი (3) (§ე–- §)?-# + ) (§–– §ე)?-# , 

> 50+20 

სადაც §, და 5 L=0ხ რკალის თ და ხ ბოლოების შესაბამისი რკალური აბსცისებია, 

ხოლო /ე, 8ვ მუდმივებია. ინტეგრალების გამოთვლით შვილდ ვღებულობთ: 

IL) = C:I III, როცა #< 1, |/.I ლ CეI/II Iი –, როცა #=1, 
I 

სადაც C: მუდმივია. უკანასკნელ უტოლობაში, რასაკვირველია, იგულისხმება, რომ 
II საკმაოდ მცირე სიდიდეა. მიღებული უტოლობები ამტკიცებენ გამოთქმულ თეო- 
რემას. 

ეს თეორემა ადვილად შეიჭლება განხზოგადდეს იმ შემთხვევაზე, როცა L ნების- 

მიერი მარტივი უბან-უბან გლუვი წირია, რომელსაც. შესაძლებელია აგრეთვე ჰქონდეს 
უჰუქცევის წერტილები (იხ. წიგნის ბოლოს დამატება LI). 

დამტკიცებული თეორემა ი. პლემელის: (I, IXI6იი0I) 11) ეკუთვნის. ეს 
ავტორი არამკაფიოდ აყალიბებს პირობებს რომელს:ც მოითხოვს საინტეგრაციო 

წირისაგან; თუ ვიმსჯელებთ კონტექსტის მიხედვით, მას მხედველობაში აქვს გლუვი 
წირი. გარდა ამისა, პლემელი არ გამოჰყოფს იმ შემთხვევას, როცა ც=1, ალბათ 
გულისხმობს, რომ ს < 1. 1916 წელს ი. პრივალოემა |1) პლემელისაგან დამოუკი- 

დებლად ეს თეორემა დაამტკიცა იმ შემთხვევისათვის, როცა L წრეწირიაბმ, შემდეგ 

შრომაში (4) მან მოგვცა დამტკიცება ნებისმიერი მარტივი უბან-უბან გლუვი წირი- 

სათვის, რომელსაც უკუქცევის წერტილები არ გააჩნია. ჩვენ მიერ. მოყვანილი დამტკი- 
ცება, არსებითად, ი. პლემელის მიერ მოხაზულ დამტკიცებას წარმოადგენს; აქ მხო- 

ლოდ ზოგიერთი რამ არის დაზუსტებული; (მდრ. აგრეთვე ი. პრივალოვი (6), (71). 
აღვხიშაოთ აგრეთვე ერთი, თითქმის ცხადი, მნიშენელოვანი გარემოება. ვთქვათ, 

სიმარტივისათვის, # გლუვი გახსნილი რკალია, და ეთქვათ, დ(/) აკმაყოფილებს /7(0) 

პირობის ამ რკალის C ბოლოს მიდამოში ამ ბოლოს ჩათელით, ამასთან, Cდ(C) = 
მაშინ 0+(/) და C“(/) დააკმაყოფილებენ /7(V) პირობას აგრეთვე C ბოლოს მიდამო- 

ში Cს ჩათვ–ით, თუ თდ+(0 =Cდ-(თ0 მნიშვნელობად ვიგულისჯმებთ %X0)-ს; V-თი 

აღნიშნულია მუდმივი, რომელიც #-ს ტოლია, როცა #< 1 და (1-–-6)-ის, სადაც § 

რაგინდ მცირე დადებითი მუდმივია, როცა #=1. ეს დებულება უშუალოდ გამომდი- 

ნარეობს ზემოთქმულიდან, თუ L რკალს განვაგრქობთ განსახილავყ ბოლოს იქით 

(მაგალითად, მხების მონაკვეთით) და ვიგულისხმებთ, რომ დამატებულ ნიწილზე 

დ(0)=0. 
29. პლემელი–– პრივალოვის თეორემიდან (16,2) ფორმულის საფუძველზე ან 

«1 იხ. აგრეთვე ი. პრივალოვი L2) ”შევნ2შნოთ, რომ ჯერ კიდევ 1906 წ. ფატუმ (L. L210ს 
(11) იმ შემთხვევისათვის, როცა L წრეწირია. დაამტკიცა, რომ თუ % (/) აკმაყოფილებს” #/ (ს) პი- 

რობას #-ზე, მაშინ C (/) დააკმა,ოფილებს ML 29) პირობას.
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კიდევ მტკიცებისას გამოყენებული მსჯელობის საფუჭველზე, გამომდინარეობს, რომ თუ 
დ(/) აკმაყოფილებს /7(V) პირობას L წირის გლუვ #L” ნაწილზე, მაშინ ფუნქცია 

1 #” თ()ი! 

L 

#”-ზე, გარდა, შესაძლებელია, მისი ბოლოების მიდამოებისა, აგრეთვე დააკმაყოფი- 

ლებს /7(CI) პირობას, როცა #< 1 და #1 (ს –– 8) –– პირობას, სადაც. 8 რაგინდ მეი- 

რე დადებითი მუდმივია, როცა L=1. 
ვი, ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა სიმკვრივე დამოკიდებულია კიდევ რაიმე 

ჯ პარამეტრზე. სახელდობრ, განვიხილოთ ინტეგრალი 

1 | დ(/, «)ძ! 

90, 9 = 2; ) (-# 

(18,9) 

(18,1თ 

და დავუშვათ, რომ C(/, <) აკმაყოფილებს // პირობას 7 და «-თი, როტა L იმყოფება 

L წირის რაიმე გლუვ L” ნაწილზე, ხოლო « ეკუთვნის რაიმე 7” სიმრავლეს და L-ზე 

#(-ს დანარჩენი მნიშვნელობებისათვის 

(დი, ++) –– დი, <)| ლ 4() III, V= 0005->0, XC7, <C+#C7, (18,11) 

სადაც #(/) დადებითი, L-ზე ინტეგრებადი ფუნქციააჭ?, ვთქვათ L” არის #”-ის ნაწი- 

ლი, რომელსაც L”-თან საერთო ბოლოები არ გააჩნია. 

დავამტკიცოთ, რომ ამ პირობებში C(/ს, +) აკმაყოფილებს // პირობას ორივე 

10, + (ჰ)ვლადის მიმართ, როცა 1: C ჩ”, < C7'. 

ამისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ, CX(/ე, X) ფუნქცია აკმაყოფილებს /I პი- 
რობას + ცვლადით, ვინაიდან უკვე ვიცით, რომ CX/ა, «) აკმაყოფილებს /7 პირო- 

ბას, როცა « ფიქსირებულია და 1ე C L”. 
(18,11) ჰირობის დამტკიცებისას, საკმარისია ჩავთვალოთ, რომ # გახსნილი 

გლუვი წირია და რომ #L” ემთხვევა L-ს. 

ამ პირობებში გვაქვს: 

CX7), X+7/) –– დ(ე, 1=   
1 '" თ(,/, 1+V/)–– თდ(,, | +/) %V 9), _ 

(I ჯ ,) 

L 
_1_ ( Iდ 0, +-+- /) ––დიი, <+/)| – IC, 5) –– თ (#, 5)1 ,, 

– 27 1-1 > 0 4 

+ 

1 C/4 

+ Iდ(6%, ++/) –– დ (#, <)1 „> I 1 # 
#L 

მეორე შესაკრები, ცხადია, მოდულით არ აღემატება „8 I/ IV-ს, სადაც V არის /7 პი- 
რობის მაჩვენებელი დ(/, <) ფუნქციისათვის «+ ცვლადით, ხოლო 8 მუდმივია. დაგე- 

რჩენია განვიხილოთ ინტეგრალი 

«0 ჩვენ არ ვამბობთ, რომ ((/, <) აკმაკოფილებს #7 პირობას « ცვლადით ყოველი #-თვის L- 
ზე, ვინაიდან მაშინ § 3-ში (პ, 23) მიღებული პირობის თანახმად, უნდა ჩაგვეთვალა, რომ (18,11) 

სახის პირობას ადგილი აქვს შემოსაზღერული „2 (/) კოეფიციენტისათვის, რასაც ჩვენ აქ არ ეგული- 

სხმობთ. 
5. ნ. მუსხელიშვილი '
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ს. (90% ++) თ(/ა, დ+7/)| –– (C(/, <) –– C(%, <1 ,, 
2=/ , L-% 

ჯ 

ვთქვათ, L არის ღთ=|/!| სიგრძის ტოლი რკალი, ჯე შუა წერტილით, | / I | იმდე- 

ნად მცირეა, რომ IL მთლიანად თავსდება L-ზე. დავკოთ I ინტეგრალი ორი ინტეგ- 

ოალის ჯამად: 

  I= 

I=7+7,, 

სადაც /, აღებულია I-ზე, ხოლო /,-(L--ჩ)-ზე. ცხადია, გვაქვს 

IსI<4, | 
ა» 15-95 I. =0#)9ს, 
I 

სადაც IL არის დ(/, +) ფუნქციის /7 პირობის მაჩვენებელი 7 ცვლადით, ხოლო 7, 8) 

მუჯმივებია. შემდეგ, 

1 “თი, <+ჩ)-––თდ(/, 1) 1 რ თ«# 

გ: 2» · 1” ძI-(თ(%, %+7/)–– იX#, «)| 2» , 1-7. 

L-–I L-–-I 

მეორე შესაკრები მოდულით არ აღემატება „8”თ"-ს, სადაც 8” მუდმივია. პირ- 

ველი შესაკრები კი საკმაოდ მცირე ჟ-თვის მოდულით არ აღემატება სიდიდეს 
+. 

    

#1 | I) 
ი 1 MV –ეეაეად–“– 

.  |5-–-%I 
L-–I 

ს:დაც /1,, 8: მუდმივებია. ამგვარად, ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

ცხადია, რომ მიღებული შედეგი ვრცელდება იმ შემთხვევახეც, როვა ერთი « 
პარამეტრის ნაცვლად რამდენიმე პარამეტრი გვაქვს. 

განეიხილოთ, კერძოდ, ინტეგრალი 

ლ 8.C'|I10. CI, 

1 (C(I, 1 )ძI! 
CV) = 2» ( (ჯ(- 7 ', 

L 

ს-დაც # უბან-უბან გლუვ” წირია და C-(/, 7) აკმაყოფილებს #/” პირობას ორივე 

(ცვლადის მიმართ, როცა 1 C L”, 10 C L”, ხოლო. L-ზე I-ს დანარჩენი მნიშვნელობები- 

ს:თვის–– შემდეგი სახის პირობას: „ 

19(,, /ა+I0-–– «(/, ი) | ლ 4(0 III, >= 00ი§L>>0, # C L”, 1 + ჩC L”, 

სადაც 4(/) არის L-ზე ინტეგრებადი დადებითი ფუნქეიაბ??; #”, ისევე როგორეც ზე- 
გოთ, L წირის რაიმე გლუვ ნ.წილს აღნიშნავს. 

ზემოთჯმულიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ Cთ(/) აკმაყოფილებს 77 

პირობას L-ის ნებისმიერ ნაწილზე, რომელიც #”-ს ეკუთენის და L”-თან არ გააჩნია 

საერთო ბოლოები. 

თ თ (/.I0) ფუნქცის მიმართ ზოგიერთ სხვა დაშვებაში რთ (/ე) ფუნქციის თვისებები შესწავ- 

ლილია დტომებზი ჩ I. I 3XCIIIIC8 (11 და VV. IX0ღ0:7015ML (21.
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§ 19. კოშის ტიპის ინტეგრალის შესახებ უსასრულო წრფეზე. მთელ ამ 

წიგნში, მცირეოდენი გამონაკლისით, რაც ყოველთვის იქნება :ღნიმნული, საჟმე გვე- 

ქნება შემთხვევასთან, როცა, ისევე როგორც ყველა წინა პარაგრაფში, სასაზღვრო 

წირი ან საინტეგრაციო წირი მთლიანად მოთავსებულია სიბრტყის სასრულ ნაჯილში, 
აქ კი რამდენიმე შენიშვნას გავაკეთებთ იმ შემთხვევის შესახებ, როცა საინტეგრაციო 
წირუ ან სასაზღვრო წირი უსასრულობამდეა გაქიმული 

12. ზემოთ მოყვანილი ცნებებისა და სათანადო დებულებების ახლახან ხსენე- 

ბულ შემთხვევაზე გავრცელება არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. მაგალითად, ამ 

შემთხვევაზე სავსებით ბუნებრივად ვრცელდება უბან-უბან ჰოლომორფული თუნქციის 

ცნება: განსაზღვრა ძველი რჩება იმ განსხვავებით, რომ უსასრულოდ დაშორე- 

ბული წერტილის (რომელიც ახლა ეკუთვნის საზღვრის წირს) მიღამოში ფუნქციის 

ყოფაქცევას უნდა დაედოს ესა თუ ის პირობა იმის მიხედვით, თუ რა სახის სა- 

კითხს ვსწავლობთ. 
განსახილავ შემთხვევაზე ასევე ბუნებრივად გადაიტანება კოშის ტიპის ინტე- 

გრალის ცნება, სოხოცკი-- პლემელის ფორმულები, პლემე, ლი––პრივალოვის თეორემა 

ა სხ 
” ერთადერთი, რაც დამატებით მოგვეთხოვება, ეს არის უსასრულოდ დაშორე- 

ბული წერტილის მიდამოში (იმ მო ცემული ან საძიებელი) ფუნციების ყოფავცევის 

განხილვა, რომლებზედაც მოგვიხდება ოპერაციების ჩატარება, “იმ მიზნით, რომ. გა- 

მოვიკვლიოთ უსასრულო წირზე გავრცელებული ინტეგრალის კრებადობის პირობები 
დაიმ მიზნით, რომ შევანარჩუნოთ ძირითადი დებულებები, მიღებული სასრული წირების 

შემთხვევაში. ასეთი განხილვის ყველაზე ბუნებრივ და მარტივ ხერხს წარმოადგენს 

უსასრულო წირის შემთხვევის დაყვანა სასრული წირის შემთხვევაზე კომპლექსური 

სიბრტყის წილად-წრფივი გადასახვით, რაც უსასრულოდ დაწზორებული წერტილის 
მიდამოს რაიმე სასრულ» წერტილის მიდამოში გადაიყვანს, ასეთი გა”რდაქმნის მაგა– 

ლითი მოყვანილი იქნება ქვემოთ 39 პუნქტში. 

20, ზემოთ მოყვანილი განზოგადებები იმდენად ცხადია, რომ აქ ”შემოვისაზღ- 

ვრებით უმარტივესი (მაგრამ პრაქტიკისათვის მნი'შვნელოვანი) შემთხვევის განხილვით, 

როცა საინტეგრაციო წირი, რომელსაც ჩვენ ახლა #-თი აღვნიზნაგთ, უსასრულო 

რფეა. 
წ ს სოგადობის შეუზღუდავად, ვიგულისხმოთ, რომ # არსი ღერძია და განვიხი- 
ლოთ კოშის ტიპის ინტეგრალი 

1 დ(ს)ძ! 1 # (0ძ! დ 

22 I; ( 1-=-2' (19,1) '-2 2, 
ა ღეუეაებ– 

დ(უ = 

ამ შემთხვევაში # ნამდვილი ცვლადია, რომელიც ღებულობს ყველა ნამდვილ მნიშ- 

ვნელობას, ხოლო დ(ჯ) ნამდვილი ( (ელადის, საზოგადოდ, კომპლევსური ფუნქციაა, 

მოცემული მთელს # წრფეზე, გარდა, შესაძლოა, მისი სასრული რაოდენობის წერ- 

ტილებისა, ვიგულისხმებთ, რომ დ(/) ფუნქცია შემოსაზღვრულია ყველგან, გარდა, 
შესაძლოა, ხსენებული წერტილების რაგინდ მცირე მიდამოებისა, და რომ ის აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებადია 0 წრფის ყოველ სასრულ მონაკვეთზე (შეად, § 11, პ. 19. 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ 2 წერტილი არ მდებარეობს #-ზე. (19, 1) ინტეგ-
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რალი აუცალებლად იკნება კრებადია, თუ |L I-ს საკმაოდ დიდი მნიშვნელობებისათვის 

ადგილი აქვს უტოლობას 
8 

|ი(0) | < > (წ) (19,2) 

სადაც 8 და ს დადებ“თა მუჯმივებია”!. მაგრამ შემდეგში ჩვენ საქმე გვექნება უფრო 

ზოგად შემთხვევასთან, როდესაც დ (/) მიისწრაფვის სასრული C ზღვრისაკენ, თუ 

I/I-–> თ. ცხ:ადაა C იქნება დ(/)-ს ზღვარა, როცა (++ C და 1 –>+-- 0; ეს ზღვა- 

რი აღვაიშეოთ დ (თ) სიმბოლოთი. 

ვაგულასხმოთ, რომ პასოჯ დიდია |1 L “თვს გვაქვს: 

დ(I)=C+0 1. =C0(თ)+0 | 2), #M=0005( >>0. (19,3) 
I)". ი 

ამ შემთხვევაში, როცა 65C0,(19,1) ინტეგრალე განშლადი იკნება, ე. ი. გა- 

მოსახულება 
' M 

" დ()ძ! 

I 1-2 
· V 

არ მ-ისწრაფვის ზღვრისაკე5, როცა M' და V” ერთმანეთისაგნ დამოუკიდებლად 

მაისწრაფვიაან შესაბამ“სად -– C0 და -L C5 -კენ. მართლაც, გვაქვს: 

  

    

M ქ M' M 
დ(ე)ძ! ( თი“) ი ( თ 

( –_–>კ–_–უ_–კუკ–3კპა რ+6. (1-2. ო 
M M M 

ელემენტარული განხილვა გვიჩვენებს, რომ 
M 
( –––» 
1 1-2 =2+V! +Iი თ. 

»# 

სადღაც თ(0=თ<X) არეს კუთხე 2 წერტილის ჯ ღერძის 1=M” და 1=M” წერტი- 

ლებთან შემაერთებელ წრფივ მო5აკვეთებს შორის, ხოლო I”, „” მანძილებია 2 წერ- 

ტილედან შესაბამუსდ /V” და M#” წერტილებამდე; ამასთან ნიშანი „პლუსი“ აიღება, 

როვა 2 ზედა ნახევარსიბრტყეშია, ხოლო „მინუსი“, როცა 2 ქვედა ნახევარსიბრტყე- 

შია, თუ M” და V” ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლაჯ მ-ისწრაფვიან შესაბამისად –- 
” 

, 
და -Lთ-კე5, მაშინ თ მიისწრაფვის »-კენ, მაგრამ 1ი ჯ- არავითარ ზღვრისაკენ არ 

მიისწრაფვის. მაშასადამე, ინტეგრალაც არავითარე ზღვრესაკენ არ მიისწრაფვის, 

იგივე შეეძლება ითქვას (9?)-ეს მარცხენა მხარეს მემართაც, ვინაიდან მარჯვენა მხარე- 
ში პერველე ინტეგრალი, (19,3) პირობის საფუძველზე, კრებადია. 

მაგრამ თუ ––V” და M” გავზრდით არა ერთმანეთისგან დამოუკიდებლად, არა- 
ჯ 

მედ ვიგულისხმებთ, რომ ყოველთვის ––M” = IV”, მაშინ 10 –-. მიისწრაფვის ნულისაკენ 

და ზემოხსენებულის თანახმად გვექნება 
51 ეს პირობა საკმარისია, მაგრამ, ცხადია, აუცილებელი არ არის.
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> 

(0)ძ! | 2 · ი ი C 
I. --.“ > , I; –. 7 ი! + LXIC. (19,4)   

–MV -- « 

მარცხნივ მდგომ გამოსახულებას, კოშის მიხედეით, ეწოდება უსასრულო საზღ- 

ვრებს შორის აღებული 

(' დ(იძ! იძ! «(0 . %(00! 
(“7 1-2 

ინტეგრალის მთავარი მნიშვნელობა. შემდეგში, როცა გამოვიყენებთ უსასრულო საზღ- 

ვრების მქონე ინტეგრალს, თუ ჩვეულებრივი აზრით ინტეგრალი არ არსებობს, ჩვენ 

ვიგულისხმებთ მის მთავარ მაიშვნელობას, 
როგორც ვნახეთ, თუ შესრულებულია (19,3) პირობა, მთავარი მნიშვნელობა 

არსებობს5?, ამასთან 

1 +9 (0)ძ! 1 (აოო” (ლC) 1 “ი “დ «(C<, 
2+ 11-27 20 ს (2 “ი 2 M90), 09, 

სადაც მარცხნივ მონაწილეობს მთავარი მნიშენელობა, ხოლო მარჯვნივ –– ინტეგრალი 

ჩვეულებრივი აზრით; ნიშანი „პლუსი“ აიღება, თუ 2 ზედა ნახევარსიბრტყეშია, 

ხოლო ნიშანი „მანუსი“--თუ 2 ქვედა ნახევარსიბრტყეშია. 
ამრიგად, ტერმინს „მთავარი ჟნიშვნელობა“ ორი განსხვავებლ ლი, მაგრამ ანა- 

ლოგიური აზრით ვიყენებთ: როდესაც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია რაიმე წერტილში 
უსასრულობა ხდება (როგორც წინა პარაგრაფში) და რო ა ინტეგრების საზღვრები 

უსასრულოა. 
· ვთქვათ ახლა, წერტილი 2=/ე ინტეგრების წირზე, ე. ი. ნამდვილ ღერძზე მდე- 

ბარეობს. მაშინ 

  

+>X 

C დ(/)ძ! (' დ(ე)ძ! 

(“იი 11% 
–ლით · 

ინტეგრალად მივიჩნევთ მთავარ მნიშვნელობას ორივე აღნიზნული აზრით, ე. ი. მთა- 

ვარ მნიშვნელობას ასე განვსაზღვრავთ: 

  

+თ ” (ც--L V 

”ი( ს | L 402 “ დ(I)ი( 

| 2 სია, L LI 91 I-ი) (ი 
–თ (1-0 “–M ' ი+. 

თუ აღნიშნული ზღვარი არსებობს. კერძოდ, ადვილი დასანახავია, რომ 

L მთავარი §წ-დენელობის განსაზღერიL.L არარის ა-(“ლებელი ჩავთვალოთ, რომ ზუსტად 

M'=-M”; საკმარისია ვიგულისხმოთ: 

" –“ =I. თ–
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+= 

#4 _ა “ (რ.ა რ 
ცხადია, (19,6) მთავარი მნიშვნელობა ნამდვილად არპებობს, თუ "შმესრულე- 

ბულია (19,3) პარობა და თუ თ (I) აკმაყყოფილებს #7 პირობას ჯე, წერტილის მიდა- 

მოში. 

('5-ის საფუძეელზე ადვილი დასანახავია, რომ მთავარი მნიშვნელობა შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი ფორმულებით: 

  

  

  

დეი _ წ დ: დით დ დ(0-- დ(% ( +. = 1 --,“ «. (19,6ა) 

# დოი, წ დ0- დი) | დ() 8 | დ(/) –– თ(%) ძI, (19,6ბ) 
(I (–L 

სადაც მარჯვენა მხარეებში შეგვიძლია ვიგულისხმოთ მთავარი მნიშვნელობა ზემოთ 
აღნიშნულაჯან მხოლოდ ერთი აზრით. 

ვთქვათ, დ(/) აკმაყოფილებს (19,3) პირობას და, რა თემა უნდა, თავიდან 

წამოყენებულ. პირობებს. მაშინ (19,1) ფორმულით განსაზღვრული Cთ (7) ფუნქცია, 

ცხადია, ჰოლომორფული იენება როგორც ზედ ა, აგრეთვე ქვედა ნახევარსიბრტყეებ- 

ში, რომლებსაც, შესაბამისად, §5+ და §“-ით აღვნიშნავთ. საზღვარი # არ მიეკუთ- 
ვნება არც 5+-ს და არც §“-ს. 

წინა» პარაგრაფებში დამტკიცებული სოხოცკი – პლემელის ფორმულები და თეო- 

რემები სასაზღვრო. მნიშვნელობათა შესახებ ადვილად გავრცელდება აქ განხილულ 

შემთხვევაზე. სახელდობო, თუ ჯე სასრულ მანძილზე მდებარე /7-ს წერტილია, ხოლო 

დ (I) ამ წერტილის მიჯამოში აკმაყოფილებს # პირობას, მაშინ 

  

1 1 დ()ძ! 
?'(0) = “2 %(#) + => ( 1-7 (19.7) 

ჩ ი 

1 1 იჩი! 
დ “(I)=- -ე %(%) + ე-» | თა / (19,8) 

თუ დ) აკმაყოფილებს // პირობას წრფის რაიმე მონაკვეთზე, მაშინ 

დL+(/) და დ“ (/ე) დააკმაყოფილებს // პირობას ამ მონაკვეთზე, გარდა, შესაძლოა, 

მისი ბოლოებისა, § 17-ში ნათქვამი აგრეთვე მართებული იქნება ჩვენს შემთხვევაშიც. 

30. აქამდე, როდესაც ვლაპარაკობდით დ (2) ფუნქციის ყოფაქცევაზე # საზღ- 

ვრის წერტილების მახლობლად და მის სასაზღვრო მნიშვნელობებზე, მხედველობაში 

გვქონდა სასრულ მა5ჰილზე მდებარე წერტილები, 

ახლა შევისწავლოთ C (2) ფუნქციის და მისი სასახლვრო მნიშვნელობების 

ყოფაქცევა უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში, რომელიც ჩვენს შემ- 

თხვევაში საზღვრის ერთ-ერთ წერტილს წარმოადგენს. ამისი გაკეთება შეიძლებოდა
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უშუალოდ, მაგრამ ვამჯობინებთ 19 პუნ;ტის ბოლოში ხსენებულ ხერხს, სახელდობრ, 

სასრული საზღვრის შემთხვევაზე დაყვანას. 

ამ მიზნ-თ მოვახდინოთ ცვლადის შემდეგი გარდაქმნა: 

– 

–I .. 

(წა 1523 
რასაკვირველია, შესაძლებელი იყო. გვესარგებლა ნებისმიერი სხვა წილად-წრფივი გარ- 
დაგ:მნით, რომელსაც #) წრთე წრეწირში გადაჰყავს, მაგრამ ჩვენ შევჩერდით  (19,9) 
გარდაჟმნაზე, როგორც ერთ-ერთ უმარტივესსა და სიმეტრიულზე. 

ამ გარდაქმნით 2 სიბრტყის ნამდვილი #) წრთე გადადის = სიბრტყის # წრე- 
წირში, რომელიც ნამდვილ ღერძს L=0 წერტილში ეხება და გადის == --, წერტილ- 
ზე, როდესაც 2 სიბ-ტყის | წერტილი აღწერს #M წრთეს დადებეთი მიმართულებით 
(ისე, რომ ზედა ნახევარსიბრტყე მარცხნივ რჩება) C სიბრტყის შესაბამისი 

=7 
=–-– 0 4< 1+1 (19,10) 

წერტილი აღწერს წრეწირს საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით (მის მიერ 

შემოსახღვრული წრე რჩება მარცხნივ). 

(19,9) დამოკიდებულება იძლევა 2 სებრტყის ზედა ნახევარსიბრტყის კონფორ- 

მულ გადასახვას C სიბრტყის L წრეწირით შეზოსაზღვრულ წრეზე და ერთდროულად 

2 სიბრტყის ქვედა ნახევარსიბოტყის კონი ორმულად გადასახვას L წრეწირის გარეთ 

მდებარე C სიბრტყის ნაწილზე. ამასთან, 2 სიბრტყის უსასრულოდ დაშორებული 

წერტილი L წრეწირის ხ= – 1 წერტილში გადადის. 
თუ (19,1) ფორმულაში მოვახდენთ (კვლადის გარდაქმნას (19,9), (19,10) 

ფორმულებით და შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

(19,9ა)   

  

  

  

“ ი ( 6) _ ეი. ა 
რ=9 (–-) -9·დ, «თ =ი (=--|= <5, 

მივიღებთ: 

+! დ”(-) ძლ 
C(2) = თ"C) = 22 | 51“ =5ა (19,11) 

ან მარტივი გარდაქმნების 'შემდეგ 

.. 1 წ თC'(0ძჯ; 1 V თ) ძ« 
დ(2)=C (ლ)=5-- 1 -=-C “2 ) “7 (19,12) 

L 

ინტეგრალები, რომლებიც ინტეგრალქვეშა გამოსახულების მნიშვნელში (+-L7)-ს 
“შეიცავენ, საჭიროა გავიგოთ მათი მთავარი მზიშვნელობების ახზრით. (19,3) პირობის
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გამო, ადვილი დასანახავია, რომ ეს მთავარი მნიშვნელობები არსებობსს?, 

უკანასკნელი ფორმულის მარჯვენა მხარეში მეორე ინტეგრალი მუდმივი სიდიდეა 
და ამიტომ CთX2) ფუნქციის შესწავლა 2=CC წერტილის მიდამოში დაიყვანება ჩვენ- 

თვის ცნობილ საკითხზე მარჯვენა მხარის პირველი ინტეგრალის ყოფაქცევის შესახებ 

საზღვრის <= –/ წერტილის მახლობლად. 
უკვე ც§ობილი შედეგების უშუჯლოდ გამოსაყენებლად დ (/) ფუნქციას მოვთ- 

ხოვოთ ისეთი პირობა, რომ თX(:) ფუზქცია +=--/ წერტილის მიდამოში აკმაყოფი- 

ლებდეს // პი”ობას, ე, ი. პირობას 

|თ'(:.) –– დ" <,) | < | -ა–1, ს, 4=0005:2>>0, #=00ი5! ->0; 

ამას მივყავართ /-ს მიმართ შიმდეგ პირობამდე 

, / <4. - , „. 1. I“ 

საკმაოდ დიდი |, | და | /, თეი, +. ცხადია, ტოლფას პირობამდე– 
1 1 I..= |§ძა--90)1I<4 –-– +). 
ი 1.) 

საკმაოდ დიდი |7, | დ" |7; |-სთვის. 
(19,13) პი”ობას ვუწოდებთ // პირობას ან უფრო ზუსტად 7 (I) პირობას 

უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოსათვისზ!. 
გულისხმოთ, როი დ (/) აკმაყოფილებს ამ პირობას და ვაჩვენოთ, რომ არ- 

სებობს დ (2) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობები, როცა 2 მიდის უსასრულობაში 

ნებისმიერი გზით, ოლონდ ისე, რომ ყოველთვის რჩება ზედა ან ქვედა ნახევარსიბრ- 

ტყეში. ამ სასახლვრო მაიშვიელობებს შესაბამისად აღვნიშ:ავთ C+(Cთ2) და დ“(C) 

სიმბოლოებით. იმისათვის, რომ დავამტკიცოთ მათი არსებობა და გამოვთვალოთ მათი 

მნიშვნელობანი, მივმართოთ (19,12) ფორმულებს, 
როვა 2->090 ისე, რომ რჩება ზედა ან ქვედა ნახევარსიბრტყეში, მაშინ C->--L 

ისე, რომ რჩება შესაბამისად L-ის შმიგნით ან გარეთ, ამიტომ თუ (19,12) ფორმულის 

მარჯვეზა მხარის პირველი ი5ტეგრალისათვის გამოვიყენებთ სოხოცკი--პლემელის ფორ- 
მულებს, მივიღებთ: 

1... 
თ+(თ)=9%"+ (–-0 = ---ი”LC-ი0 +5-; 

"M 
  -#4,–-      

  

#4=00ი051>0, IM=0005, :>0, (19,13) 

  

C დ"(:)ძ- 1 დ”(უძ+ 

«+ 2»! ++! 
L 

საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს პირველი შემდეგი ფორმულებიდან: 
1 1 

დ'(თ)= –ე (თ), CI (CC)= –- -კ- თ(C); (19,14)- 

მეორე ფორმულა სავსებით ანალოგიურად მტკიცდება. 

ბ" (19,3) პირობის გამო, როგორი ადვილი დასანახავია, <=–-, წერტილის მახლობლად /,-ზე,. 

გეექნება . : 
Iდ(2)–– დ?(– ,ჰ)|<ლლი51·I< + 1 IM, 

ე. 9. დ” (2) დააკმაყოფილებს // პირობას L-ის +=-- წერტილზე (იხ § 13, შენიშვნა 4). 

54 ამის შესაბამისად (19,3) პირობას შეიძლება ეწოდოს // პირობა /= თ წერტილისათვის,



§ 20) IL. კოშის ტიპის ინტეგრალები 73 
  

49, აქვე აღვნიშნოთ ფორმულები, #ობზლებიც L წრეწირზე აღებულ კოშის 
ტიპის ინტეგრალს გამოსახავენ #) წრფის გასწვრივ აღებული ინტეგრალებით; ამ ფოო- 

მულებით შემდეგში ზოგიერთი ამოცანის ამოხსნისას ვისარგებლებთ . 

  

  
  

ვთქვათ, 
1 #” (« ძი. 

თო = + | 1545, (19,15) 
2:' “ა 

L 

მაშინ „ცვლადების (19,9) და (19,10) ფორმულებით შეცვლით გვექნება 
| 1 ?7+L ი«ი"()ი! 

– ს : 

სომ "() ძ 1 ”() #4 ჯ დ"(/) ძ! “ით 
თ"() = 2 | 12 2: | /+ ჯ1 ” (19,17) 

ჩხ 
სადაც 

  

(19,17) ფორმულას აქეს აზრი და გამომდინარეობს (19,16) ფორმულიდან, თუ. 

ჩავთვლით, რომ (19,17)-ის მარჯვენა მხარეში მეორე ინტეგრალი არსებობს კოშის 

მთავარი მნიშვნელობის აზრით, რისთვისაც საკმარისია, მაგალითად, დავუშვათ, რომ 

დ? (/) ფუნქცია აკმაყოფილებს /#” პირობას 1=C6ი წერტილში, ე. ი. დ(5) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს // პირობას L=-–-/ წერტილში. თუკი ასე არ არის, მაშინ (19,16) 

ფორმულით უნდა ვისარგებლოთ. 
აღნიშნული მიზეზით ხშირად "ხელსაყრელია უსასრულო ს” წრფის გასწვრივ. 

აღებული 
1. |' «(IM 

2ი! , (1-2. 
8 

კოშის ტიპის ინტეგრალის განხილვა შეიცვალოს 

1 (+. დ(იძ! 2-ი. ” «()ი 

22 |) (+112. 2» 1 (+0((–7 
ჩ ხ . 

  

ინტეგრალის განხილვით, რომელიც იმ შემთხვევაში, როცა Cდ(I) აკმაყოფილებს (19,3) 

პირობას წინასაგან მხოლოდ მუდმივი შესაკრებით განსხვავდება, · 

„. § 90. კოშის ტიპის ინტეგრალის წარმოებულის ყოფაქცევა საინტეგრაციო 

წირის მახლობლად. შემდეგში დაგვჭირდება კოშის ტიპის ინტეგრალის წარმოებულის 

მოდულის ერთე მარტივი შეფასება საინტეგრაციო წირის მახლობლად. პმას დამო- 

უკიდებელი ინტერესიც აქვს. 
აქ. ჩვენთვის საკმარისია ჩავთვალოთ, რომ საინტეგრაციო წირი გლუვი შეკრუ- 

ლი ან გახსნილი რკალია. გარდა ამისა, ვიგულისხმებთ, რომ დ (7) L-ზე აკმაყოფილ– 

ებს #7 (ს) პირობას.
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განვიხილოთ კოშის ტიპის წტფოლის წარმოებული 

_დ() ი 

2»: > 0- – 7?! 
  

დ”(უ = (20, 1) 

„ვთევათ, 7: L-ის ნებისმიერი წერტილია, მაგრამ ისეთი, რომ /:-დან #-ის უახლოეს 

«ოლომდე მანძილი, თუ LL გახსნილი რკალია, ნაკლები არ არის ნებისმიერად დაფიქ- 
სირებულ. # რიცხვხე. 

აღვიიშეოთ /?%ე=/V% (თე)-ით /, წირისათვის სტანდარტული რადიუსი, რომელიც 

ნებისმიერად ფიქსირებულ რაიმე თე მახვილ კუთბეს “შეესაბამება, და ბოლოს, ვთქვათ, 
ჩი ნებისმიერი დ დადებითი მუდმივია, ისეთი, რომ 

ი<%, ი<7. ო 

იმ შემთ»-ევაში, როდესაც. # შეკრული კო?ვტურია, მეორე. პირობა აღარ გვევნება. 
, შემდეგზი ვიგულისხმებთ, რომ 2 წერტილიდან 7ე-მდე მანძილი გ არ აღემატება · 

0-ს: 

95=|)2–/)<% თო 
და რომ არაბლაგვი კუთხე /ე2 მო5ა კვეთსა და L-ის /ე წერტილზე მხებს მორის ნაკ- 

ლები არ არის რაიმე ფიქსირებულ % ->Cთა6 სიდიდეზე. 

მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ შეფასებას: 

| C(2) | < CL, როვა L<1, |თ((0|<CIIი 5, როცას=1, (20,2) 

სადაც C მუდმივია?). 

მართლაც, შემოვწეროთ ## რადიუსის მქო5ე 16 წრეწირი ცენტრით (ა-ში და 

1 = იხ-თი აღვნიშნოთ Lე-ის შიგნით მოთავსებული #L-ის ნაწილი; ამის შესაბამისად 

(20,1) ინტეგრალი დავყოთ ორად: 

Cდ”(2) = VI(2) + V/,(ქ), 

რომელთაგან ერთი /-ის გასწვრივ არის აღებული, ხოლო მეორე–(L-/-ის გასწ- 

ვრივ. ვინაიდან (#7) პირობის ძალათ 2-ის განსახილავ მნიშვნელობებისათვის %”ა(2), 

ცხადია, შემოსაზღვრულია, საკმარისია განვიხილოთ ინტეგრალი 

I =C «04 _ 1 (დ0–დთ0)  დV)| 1. 1 | 
01-29. I 

    
0ყ- უთ + 2 (2--ნ 7-ი)“ (7) V,(2) = 

ახაღნ მარჯვენა მხარეს მეორე წევრი შემოსაზღვრულია (2-ისს მდებარეობის 

მიმართ მიღებული პირობის გამო), დაგვრჩენია განვიხილოთ პირველი წევრი. დავუშ- 

თ |/ – 1) =; და გავიხსენოთ, რომ 

|ძ5|<#Iძი, ICV(0) –– თ((M)) ლ 4 |(–#%M, 

|I-–-–21>C-–-8005 თ)? + 6? 517? თე, 

სადაც. თე = ჩე – თე (იხ. გვ. 60); შემოვიღოთ აღნიშვნა 

  

§2 ცხადია, შეფასებაში ს = 1 შემთხვევისათვის იგულისხმება, რომ ბ საკმარისად მცირე სიდიდეა.
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1 დ(/)–– თ(%) 

,= 2, ( "(ე 

„გვექნება: 
” 

,,= 4# ( „I ძი| 4% ( „ძ. 
171 დ 2 ,) თ-- 8 005Cთ)?+0? 51ი? თე > > ,) ((-–=–0005 თ,))?+8" 5Iი“ XX 

თხ 0 

როცა #< 1, ” =ბ · V ჩასმით ვღებულობთ: 

4 “ბი 
-–-–- იი 1 |-–––-–_––“– = CM), 

I71< დ... ) (ძ–-005 ე)? + 510” იი ? 
0 

"სადაც C მუდმივია როცა ს = 1, მარჯვენა მხარის ინტეგრალი გამოითვლება ცხა- 

“დად, საიდანაც ვღებულობთ შეფასებას: |7 | < C II 2 |. ჩვენი დებულება დამტკიცე- 

ბულია. 
თუ # გახსნილი რკალია და იგულისხმებ,ა რომ 7, წერტილი ბოლოებიდან 

სასრულ მანძილზეა, რის გამოც უარი უნდა ვთქვათ (”) პირობიდან მეორეზე, მაშინ 

2-ის მდებარეობის მიმართ დანარჩენი პირობების შენარჩუნებისას, (20,3) ფორმულე- 

ბის საფუძველზე მივიღებთ: ! 

|დ'( | < C3“!, (29,4) 
სადაც C მუდმივია. 

თუ დავუბრუნდებით (20,2)-ს, კიდევ შემდეგი დასკვნის გაკეთება შეგვიძლია: 
ეთქვათ, 2, და 2: წრფის ორი წერტილია რომელიც |, წერტილზე გაღის და 1ე 

წერტილზე მხებთან ადგენს ჩე-ზე არანაკლებ არაბლჰგვ კუთხეს. ვთქვათ, რომ 2; და 

-2ე მდებარეობს L-ის ერთი და იმავე მხარეს, მაშინ 
! > 

CთX(2.) –– თ(2,) = ( Cდ”(უ ძ2, 

2, 

“სადაც შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ ინტეგრალი აღებულია წრფის 2,2: მონაკვეთის 

-გასწვრივ. ახლა თუ გამოვიყენებთ (20,2) შეფასებას და ჯერ ვიგულისხმებთ, რომ 

Iს < 1, მივიღებთ: 

C 
| (2) –– თC2,) | = ს (6 ––6L| – C0| 2–– 2) I' = Cი| ბი–– 2, I", (20.5) 

სადაც კ და მ: აღ5იშნავენ 2), 2, წერტილებიდან /ე წერტილამდე მანძილებს, ხოლო 

·“Cი მუდმივია. 
როცა ს, = 1, ანალოგიურად ვღებულობთ: 

| 9(2ე) –– X2,) | დ C(| მა–– 2) | წ = C6| 2 –– 2, |! 5, (20,6) 

სადაც 6 ნებისმიერად დაფიქსირებული დადებითე რიცხვია. ახლა, თუ აღვნიშეავთ 2-ს 

2-ით, მე-ს მ-თი, დავუშვებთ, რომ 2 მდებარეობს L-ის მარცხნივ და 2, –> 7, მივ“- 

ღებთ: 

(რი –-დ+V)|<ლრებს, თუ #<1, (20.7) 
დფ –-რთ'ძ)|CC,ბ'“', თუ #=1. (0,8)



76 თავი I. კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები ( § 21 

სვყით ანალოგიური შეფასებები მართებულია L-ის მარჯვნივ მდებარე 2. წერტილი- 
სათვის. 

§ 91, კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევა საინტეგრაციო წირის მახლობლად, 

გადავიდეთ ახლა კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევის უფრო დაწვრილებით. 
შესწავლაზე # საინტეგრაციო წირის მახლობლად, სახელდობრ დავამტკიცოთ თეო- 
რემა. 

თე–რემა. ვთქვათ, L გლუვი შეკრული კონტურია და ვთქვათ, 

დ(/) აკმაყოფილებს /I(I) პირობას L-ზე; ვთქვათ, §+ და §-“ წარმო- 

ადგენს L-ით შემოსაზღვრულ სიბრტყის ნაწილებს. მაშინ თი- 

თოეულ 5“ +L, 5“ +Lს არეში ფუნქცია 

  
1 | #04 

ირ - ა; 1 +; 2) 
აკმაყოფილებს პირობას 

| დ(2) –– დC) 1 CC | 7 ––2, Iს, როცა L< 1 (21,2) 

ან 

| თC(2.) –– 9X2,) | –C | 2–– 2115, როცა ( = 1; (21,2ა) 

§ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, C მუდმივია, ამასთან, როცა 

2CL დ(უ-ი, მნიშვნელობად უნდა გავიგოთ შესაბამისი სასაზ- 

ღვრო მნიშვნელობა (CდX ან C-). 

დამტკიცებისას ვიგულისხმებთ, რომ ( <- 1, ვინაიდან (ს = 1 შემთხვევაში შეგვი- 
ძლია გამოვიყენოთ ის ფაქტი, რომ თუ C (I) აკმაყოფილებს M (1) პირობას, მაშინ 

ის, მითუმეტეს, დააკმაყოფილებს /7 (1 –– 6) პირობას §5+ად ჩავთვლით სიბრტყის 

სასრულ ნაწილს, ხოლო 5§“-ად– უსასრულო ნაწილს და ვიგულისხმებთ, რომ დადე- 

ბითი მიმართულება #-ზე სათანადოდ არის შერჩეული 

ვთქვათ (ე არის L კონტურის რაიმე წერტილი, ხოლო 2 კი 51-ის ცვლადი: 
წერტილია. განვიხილოთ 

Cდ(უ) ––- დ+(/ სც - 9-0. იდ, დლე, დ),3) 
(2 

ფუნქციის ნებისმიერი შტო, რომელიც ცალსახაა §“-ში. ამ ფუნქციის სასაზღვრო: 

მნიშვნელობა 

დ'(/) –– დ+(/,) 

0L-–I) 

პლემელი –– პრივალოვის თეორემისა და § 6-ის 3- პუნქტში ნათქვამის ძალით აკმაყო- 
ებს //7 პირობას /-ზე. იმისათვის, რომ გამოვიყენოთ თეორემა მოდულის მაქსი- 

მუმის შესახებ, საჭიროა კიდევ დავრწმუნდეთ, რომ (2) ფუნქცია უწსეე: ია (5++-L)- 
ში. უკანასკნელი შემდეგი მოსაზრებიდან გამომდინარეობს: 5+ არეს ჩამოვაცილოთ 
უსასრულოდ მცირე თ ნაწილი, მოთავსებული ჯე ცენტრის მქოზე უსასრულოდ მცირე 

წრეში, მაშინ §“+ – თ არეში V (ე ფუნქცია წარმოდგენადია კოშის ტიპის ინტე- 
გრალით 

VI/+(/)= (21,4).
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1 ( MIX #( 

VC- 2 | L 

სადაც L” §5+ – თ არის საზღვარია. მაგრამ 7ე-ის მახლობლად 

1 ა-ი) 
რ 2-7”, 

ამიტომ /ე ცენტრის მქონე წრეწირის უსასრულოდ მცირე რკალის გასწვრივ ი5ტეგრა- 
ლი ნულისაკენ მიისწრაფვის და, მაშასადამე, მთელს 5+ არეში 

1 ( VII) ძ! 

VC) = 2»I. , (1-2. 
L 

მაგრამ მაშინ, § 15-ში დამტკიცებული თეორემის ძალით, VMI2) ფუნქცია უწყვეტია 

(§+ -+L L)-ში, თუ მას #-ზე VI+ (/) მნიშვნელობას მივაწერთ, ამგვარად 

| 0X2) –– დ (7) | 
|? 

სადაც C არ არის დამოკიდებული არც 7ე-ის #-ზე მდებარეობაზე და არც V < ს სი- 
დიდეზეზზ, ამიტომ წინა უტოლობა ძალაში რჩება, როცა V = # და გვექნება: 

|დდ ––რ+0)| ლC|2--/)I". (2|,5) 
„ანალოგიურად დგინდება ასეთიეე უტოლობა 5“--ში მდებარე 2 წერტილებისათვის??, 

ამრიგად, (21,2) უტოლობა დადგენილია იმ შემთხვევაში, როდესაც 2,, 2: წერ- 
ტილებიდან ერთ-ერთი მაინც L-ზე ძევს. ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც 2,, 

2: წერტილი 5+-შია. როგორც ადვილი დასანახავია, შეგვიძლია შემოვისაზღვროთ შემ- 
-თხვევით, როდესაც ამ წერტილთა შორის ერთ-ერთი მაინც, ვთქვათ, 2, საზღვრიდა5 

დაცილებულია რაიმე ი მუდმივზე, 0 <-#2X:, ნაკლები მანძილით, სადაც #ბ რაღაც 

სტანდარტული რადიუსიაზზ. დროებით 2, აღვეიშ:ოთ 2ე-ით, ხოლო 2:-–-2-ით. ვთქვათ, 

ჯე არის ჩ# კონტურის ისეთი წერტილი, რომელიც უმცირესი მანძილითაა დაშორებუ- 

ლი 2ე წერტილიდან. 
გავქრათ 5+ არე ”ე?ე . მონაკვეთის გასწვრივ (/2ე მონაკვეთი, ცხადია, L-ის 

ნორმალურია ჯე წერტილზე) და განვიხილოთ გაჭრილ არეში პოლომორფული და 

მის მთელ საზღვარზე უწყვეტად გაგრძელებადი ფუნქცია 

CX2) –– დX(2) 
” = –--- --.. 

VV2 (2–– 72)" 

  

1-7 

V <1, 

–MCთ < წიმX | VXV#) | <. C, 

(21,6) 

§6 «ს იქიდან გამომდინარეობს, რომ დ+ (/) აკმაყოფილებს #/ (თ) პირობას. 

სა” V/IC2) ფუნქცია არ არის ცალსახა 5-“-ში. მაგრამ იმის გამო, რომ ჩვენ გვაინტერესებს მხოლოდ 

/ე-ის მახლობლად მდებარე 2 წერტილები, შეგვიძლია შემოვისაზღვროთ 5 --ის ისეთი სასრული ნა- 

წილის განხილვით, რომელიც /ე-ის შემცველი C-ის რაიმე ნაწილის რომელიმე გლუვ შეკრულ კონ- 
ტურამდე შევსებით მიღებული წირით არის შემოსაზღერული. მაშინ განსახილავი შემთხვევა წინაზე 

დაიჯვანება. 

29 თუ ორივე წერტილიდან საზღერამდე მანძილი > ე-ზე, სადაც 0 რაიმე ფიქსირებული რიცხეია, 
მაშინ (21,2) უტოლობა შესრულდება « (2) ფუნქციის ჰოლომორფულობის გამო.
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(21,5)-ის ძალით ამ ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა L-ზე აკმაყოფილებს პირო- 

ბას | MI, () | ლ C. შე ქრილის ნებისმიერი მხარიდან V/) (2) ფუნქციის სასაზღვრო 

მაიშვნელობა ასეთსავე პირობას აკმაყოფილებს, ამჯერად (20,5)-ის ძალით. ამიტომ· 

მოდულის მაქსიმუმის შესახებ თეორემის თანახმად გვექნება. | Vა(2) | CC ყველგან 

§+-ში, სავსებით ანალოგიურად დადგინდება ასეთივე უტოლობა 5--თვის. ამრიგად · 
ჩვენი თეორემა დამტკიცებულია. ' 

შენიშვნა 1. წინა თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი ' დასკვნა. ვთქვათ, 

Cდ (2) რაიმე ფუნქციაა, ჰოლომორფული §5+-ში, |ან 5“-ში, უსასრულოდ დაშორე- 

ბელი წერტილის ჩათვლით) და უწყვეტად გაგრძელებადი L-ზე„: და ვთქვათ, მარ- 
ცხზიდან |მარჯვნიდან) სასაზღვრო მიიშვნელობა, რომელსაც ჩვენ თ (0-თი აღვვეშნავთ, 

აკმაყოფილებს /7 (ს) პირობას #-ზე, 0 < ს < 1. 

მაშინ 5+ + სჩI5“ + L) არის ნებისმიერი ორი 2, და 2ე წერტილისათვის 

| თ(2,) –– დC,) | ლ C | 7–– 2, I", 

სადაც C მუდმივია? . 

მართლაც, აღნიშნული შედეგი უშუალოდ გამომდინარეობს წინა თეორემიდან,. 
თუ C (2) ფუხქეიას 5+ არეში წარმოვაღგენთ კოშის ტიპის ინტეგრალით 

1 (' დეგი! 
0თ–2, | I 

L 

ანალოგიურ. მდგომარეობასთან გვაქვს საქმე 5“ არისათვის. 
პირუკუ, ამ შედეგიდან შეიძლება მივ·ღოთ ზემოთ დამტკიცებული თეორემა, 

თუე ვ“სარგებლებთ აგრეთვე პლემელი – პრივალოვის თეორემით. 
შენიშვნა 2. წინა შედეგებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს კიდევ "შემდეგი: 

ვთქვ:თ, (21,1) ფორმულაში L ნებისმ-ერი უბან-უბან გლუვი წირეა და ვთქვათ, 
დ (I) აკმაყოფილებს M/ პირობას რაიმე გლუვ L” რკალზე, რომელიც L-ს ეკუთვნის 
და მის კვანძებს არ შეიცავს. მაშინ #” რკალის ნებისმიერ მარცხენა წმარჯვენა) მიდა- 
მოში, რომელიც სასრულ მანძილზეა მისი ბოლოებიდან და აგრეთვე L წირის წერ- 
ტილებიდან, რომელიც L”-ს არ ეკუთვნის, ადგილი აქვს (21,2) უტოლობას, 

5. ეს შედეგი. წარმოადგენს 1, L.. V215I გI)ძ. VV. C. 5CV:0)I (11 შრომაში დამტკიცებული თეო- 
რემის კერძო შემთხვევას (იხ. აგრეთვე VV. C. 50%%II (11), რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: 

ვთქვათ, L ჟორდანის შეკრუ:.ღი წირია და, ვთქვათ, § ამ წირით შემოსაზღერული სასრული 

არეა; ვთქვათ, შემდეგ, /(2) არის 5-ში ჰოლომორთული და (5 +- L)-ში უწყვეტი თუნქცია. ვთქვათ, 
# მუდმ-ეია. 0 « #8 “ 1 და ჯველა 2, 2ე-თვის L-ზე 

II(2I –- I(7) | 

I? %IM 
მადინ ეს უტოლობა მართებული იქნება ყველა 2, 2ე·თვის (5 -L L)-ში. 

ეს თეორემა წარმოადგენს ს, ეარშავსკის (5. "VVმI5C00MV5M1 (21) მიერ მიღებული _შედეგის 

განზოგაღებას. ს, ვარშავსკი შემოჯსაზღვრა შემთხვევით, როდესაც ერთ-ერთი 2 ან 2ე წერტილი L-ზე 

ძევს. 

<#% =ლ0ი§(; 

ხსენებული აეტორების მტკიცება გაცილებით უფრო რთულია, ვიდრე აქ მოყვანილი, რაც 
იმით აიხსნება, რომ ჩვენ შემოვისაზღვრეთ გლუვი # კონტურის შემთხვევით. ჩვენი ელემენტარული 

დამტკიცება ადვილად ვრცელდება იმ შემთხვევაზეც, როცა L მარტივი უბან-უბან გლუვი კონტურია;. 
იხ ჯშიგნის ბოლოს დამატება II..



§ 22 | , 1I. კოშის ტიპის ინტეგრალები 75 
  

დამტკიცებისათვის საკმარისია (21,1) ინტეგრალე წარმოვადგინოთ ორი ინტე- 

გრალის ჯამის სახით, რომლებიც შესაბამისად აღებულია ჩ”- ზე და #-ის დანარჩენ 

ნაწილზე და L”-ზე ინტეგრალის ნაცვლად განვიხილოთ #” + L” გლუვი შეკრული 

კონტურის გასწვრივ ინტეგრალი, სადაც #” რაიმე გლუვი რკალია, რომელიც L”-ს 

ავსებს მთლიანად განსახიალავ მიდამოში 

მდებარე გლუვ. შეკრულ კონტურამდე (ნახ. 
12); ამასთან CL(/)ე-დ #”-ზე შეგვიძლია 
ვიგულისზმოთ ნებისმიერი ფუნქცია, ისეთი, 

რომ? დ(/) აკმაყოფილებდეს #” პირობას 

45:25. 
/ 

   

    

მთელ L” + #” კონტურზე. ბა 2? 
შენიშვნა 38. ზემოხსენებულის 

ანალოგიურად, თუ თდ(2) არის ფუნქცია ნახ. 12 

ჰოლომორფული L” რკალის (იხ. წინა შე- : 

ნიშვნა) მარცხენა (მარჯვენა) მიდამოში, უწყვეტად გაგრძელებადი L"-ზხე და თუ C-(/) 

(დ-(0)) აკმაყოფილებს // პირობას #-ზე, მაშინ ადგილი აქვს (21,2) უტოლობას აღ- 

ნიშნული მიდამოს წერტილებისათვის, რომლებიც სასრულ მანძილზე მდებარეობენ 

L"-ის ბოლოებიდან და აგრეთვე L-ის წერტილებიდან, რომლებიც L”-ს არ ეკუთვნიან. 
§ 99. კოშის ტიპის ინტეგრალის ყო ვაქცევა საინტეგრაციო წირის ბოლოე- 

ბის მიდამოშიზს, წინა პარაგრაფებში შევისწავლეთ კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფა- 

ქცევა” საინტეგრაციო წირზე და მის მიდამომი იმ პირობით, რომ, ყოველ შემთხვევა- 

ში, ამ წირის განსახილავე ნაწილე მაინც გლუვია, ხოლო. დ (7) ამ ნაწილზე ეკუთვნის 

#I კლასს. მაგრამ გამოყენებებში (უმარტივესშიაც კი) ასეთმა შეზლუდვა ზოგჯერ 

შეეძლება არსებითი შედეგების დაკარგვა გამოიწვიოს. 

მეორე მხრიე, გამოყენებებში უმეტეს შემთხვევაში საკმარისი ვიეგულისხმოთ, 

რომ L წირე უბან-უბან გლუვია და რომ დ (I) ეკუთვნის #/" კლას” #-ზე (§ 8, ა. 

4ბ). ახლა ამ შემთხვევეს განხილვას შევუდგებეთ. 

არსებითია საკ-თხებეს გასარკვევად საკმარისია განვიხილოთ "შემთხეევ, როცა 

სა-ნტეგრაციო წირი მარტივე გახსხილე რკალია, ხოლო Cდთ(!) ეკუთვნის #Iწ>? კლასს 

ერთ-ერთი მისი ბოლოს მედამოში და შევესწავლოთ კოშის ტიპის ინტეგრალის 

ყოფაქვევა ამ ბოლოს მახლობლად; განზოგადება ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირის 

შემთხვევასათვის სიძნელეს არ წარმოადგენს (§ 26). 

19. ამრიგად, ვაგულესხმოთ, რომ # = ძხ ინტეგრების წირი გახსნილი გლუვ“ 

რკალეა და დ (/) ეკუთვ-ის MI > კლასს ერთ-ერთე თ ან ხ ბოლოს მ-დამოში, რომელ- 

9“) §§ 22--26-ში გადმოცემული შედეგები დაგვჭირდება მხოლოდ IV და V თავებში, თუ არ ჩაე- 
თვლით ამ თავის ზოგიერთ პარაგრაუს, რომლებშიაც “შეიძლება გვერდი ავუაროთ ამ შედეგებს 

(როგორც ეს აღნიშნული იქნებ სათანადო ადგიღებში), თუ “შემოვისაზერებით იმ ეურო 

კერძო შემთხვევების განხილეეთ, რომლებიც დაგვჭირდება 11, IIL და VI თავებში. 
§§ 22-25-ის შედეგები მაღებული ი,ო ავტორის მიერ და გადმოცემულია (უმთავრესად დაუმ- 

ტკიცებლად) ნ. მუსხელიშვილის (61, ნ მუსხელიშეილისა და დ. კვესელავას (1) სტატიებში. დამტკი- 

ცებები გამოქეეუნებული იკო ამ წიგნის პირველ გამოცემაში (1946 წ.), ფდ ტრიკომიმ (L. 1IIIლ0-0 
13)), რომელიც, ცხადია, ამ შედეგებს არ იცნობდა, 1951 წელს გამოაქვეჯნა მის მიერ საკმაოდ რთე- 

ლი გზით მიღებული ფორმულები -- (ჩეენი) –– (22,7) და (22,8) ფორმულების კერძო შემთხეეეები. 

შმდო: აგრეთვე უფრო გვიანდელი ნაშრომი II. 50I)ილბი (2). აქ ჩვენთვის საინტერესო საკითხებს ეხე- 

ბა ვ. პოგოქელსკის მთელი რიგი ახლახან გამოქეე:ნებული შრომები; ამის შესახებ იხ. სქოლიო § 26- 
ის ღასაწ-.ისში.
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საც Cთი აღვნიზნავთ; როგორც ყოველთვის, ვაგულისხმებთ, რომ L-ზე დადებით 

მ-მა” თულებას მივყავართ ი-დან ხ-კენ. · 

იმისათვ-ს, რომ მივიღოთ ფორმულები, რომლებიც დაახასიათებენ კოშის ტი- 

პის ინტეგრალის ყოფაქეევას განსახილავი C ბოლოს მახლობლად, იმ სახით, როგორც 

ეს დაგვჭირდება შემდეგში, დ (/) ფუნქცია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახითზ!: 
«0 
(ით 

სადღაც თ და ჩ ნამდვილი მუდმივებია, ხოლო. დ" (7) არეს ფუნქცია, რომელიც ეკუთ- 

ვნის // კლასს L-ზე 6 ბოლოს მ-დამოში. ამ გამოსახულებაში (/--C)” აღნიშნავს 

ნებისმიერად არჩეულ შტოს, რომელიც უწყვეტად იცვლება L-ზე (გარდა C წერტი- 
ლისა, როცა თ = 0, 8 5-0). 

შევნიშნოთ, რომ (22,1)-დან გამომდინარეობს 

«ი 
L1(4) = I1=6%” (22,1ა) 

C(I) = «=ი+!, 0ლთ<71, (22,1) 

სადაც დ""(/) შემოსაზღვრული ფუნქციაა, რომელიც ეკუთვნის #/ კლასს C-ს მიდა- 
მოში; ეს უკანასკნელი ნიშნავს (§ 8, პ, 59), რომ |/-–– CI" დ-() ნამრავლი C-ს მი- 

დამოში ეკუთვნის /7 კლასს, როგორიც არ უნდა იყოს 6->> 092; ცხადია, რომ ეს 

ნამრავლი წულად იქცევა, როცა #=C, 
შევნიშნოთ კიდევ, რომ იგივე (22,1) პირობა გვაძლევს 

: ღ,() დ..() 
90 = თ უს 90 =“, ი» 

  (22,2) 

სადაც # და V ნებისმიერი დადებითი მუდმივებია, რომლებიც თ-ს რაგინდ მცირე სი- 

დიდით აღემატებიან, ხოლო დ„,(/) და დ,„(/) ეკუთვნიან #7 კლასს C-ს მიდამოში (და 

წულის ტოლი ხდებიან, როცა (=C). ცხადია, აგრეთვე, რომ თუ. (7) აკმაყოფილებს 
(22,2)-ის მეორე პირობას, სადაც დ,.„.(/) ეკუთვნის // კლასს C-ს მიდამოში (მაგრამ 

არაა აუცილებელი, რომ თი ამ წერტილში ნულის ტოლი იყოს), მაშინ დ(7) დააკმა- 

ყოფილებს (22,2)-ის პირველ პირობასაც ყოველი ყ-თვის რომელიც ნებისმიერად 

მცი“ე სიდიღით მეტია V-ზე. 

29. განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი 

1 ”“”დ(ი 1 დ(I)ძ! 

დ“) = 2 ) 1-2 2 ) 1-2” 
L ' იხ 

  (22,3) 

სადაც დ(/) (22,1) ფორმულითაა განსახღვრული. 

0! ის რომ ფუნქცია, რომელი) ეკუთვნის /? კლასს C მიდამოში, ყჯოველთეის შეიძლება 

წარმოვადგინოო (22,1) სახით, გამომდინარეობს ქეემოთ ნათქვამიდან, სახელდობრ, (22,2) ფორმუ- 

ლიდან და უშუალოდ მის “შემდეგ ნათქეამიდან, · 
% გვაქვს 

და+(/) = დ%/ი) C-109 (/ ... 0)–#ჩ, 
საღაც 9 = მI/ (/–C); აქედან, თუ მხედველობაში მიეიღებთ § 6-ის ვე პუნქტში ნათქეამს, გამომ- 
დინარეობს ტექსტში გამოთქმული “მტკიცება.
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აღნიშნულ პირობებში, 2 წერტილებისათვის, რომლებიც საკმაოდ 

ახლოსაა C-თან, მაგრამ #-ზე არ მდებარეობენ, მართებულია შემდეგი 

დებულებები, 
"დებულება I. თუ +=0 (მაშინ დ%(/)=%(,) ), მაშინ 

C 

დ() = % 960 II (2–– ი) + დკ(2) (22,4) 

სადაც ზედ) ნიშანი აიღება, როცა C=ძ, ქვედა–როცა 06=ნ. IიI(2–თ 
აღნიშნავს ნებისმიერ შტოს, რომელიც ჰოლომორფეულია L-ის 

გასწვრიე გაჭრილ სიბრტყეზე C წერტილის მიდამოში; Cკ)(2) აღ- 

ნიშნავს ფუნქციას, ჰოლომორფულსი წერტილის მიდამოში გა- 

ჭ რილ სიბრტყეზე, რომელიც მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრი- 

საკენ, როცა 2->0 ნებისმიერი გზით. 

დებულება II. თუ ჯ1=C+ (8 90, მაშინ 

გ5%I. დ%(თ) 

> 2; §(1+7X "(თ)" 
    რფ = +<)(), (22,5) 

სადაც ნიშნები შეირჩევა ისე, როგორე I დებულებაში, (2–– ა” 

აღნიშნავს მტოს, რომელიც ჰოლომორფულია L-ის გასწვრივ გა- 

ჭრილ სიბრტყეზე Cს მიდამოში და ღებულობს (–-ოთV მნიშვნელო” 

ბას #-ის მარცხენა მხარეს, ხოლო თე) არის ფუნქცია, ჰოლო- 

მორფული 0” წერტილის მიდამოში გაჭრილ სიბრტყეზე შემდეგი 

თვისებებით: თუ თ=0, ის მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრისაკენ, 

როცა 2->0 ნებისმიერი გზით; თუკი თ>0, მაშინ 

|ა(2|< (22,6) 
|2–C ი” 

სადაც C და ძე დადებითი მუდმივებია, ამასთან თა<Cთ. 

1 და II დებულებებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ დ(1) ეკუთვნის #I" 
კლასს #-ზე, მაშინ თ(20) წარმოადგენს უბან-უბან ჰოლომორფულ 

ფუნქციას? L ნახტომის წირით (§ 10-ში მოცემული განსაზღვრის აზრით). 

L-ზე მდებარე 1 წერტილებისათვის მართებულია შემდეგი დებულებები.. 

დებულება III. თუ +=0, მაშინ 

დ) = 25 II 6-9 + “ძე, (22,7) 
სადაც 9-”V)) ეკუთვნის /#/ კლასს C-ს მიდამოში, ნიშნები შეირჩევა 

ისე, როგორც I დებულებაში; I. (ე–-–ი) აღნიშნავს ნებისმიერ 
მნიშვნელობას, რომელიც უწყვეტად იცვლება L-ხე (ცხადია, 

გარდა 02 ბოლოსი). 

99 (/- 0)» აღნიშნავს მტოს, რომელიც მონაწილეობს (22,1) ღორმულაში. 

01 ამასთან, პირობა, რომ დ(!) კუთვნოდეს MI" კლასს (ან რომელიმე ანალოგიური პერობა) 

მეტად არსებითია. ი. ქარცივაძემ (1) აჩვენა, რომ თX(2) თუნქცია შე:ძღება იყოს ნებისმიერად სწრაფად 
ზრდადი, როცა 2 – C, იმ შემთხვევაშიაც კი, როდესაც სიმკერივე (I) უშ:ვეტია ყველკან #-ზე და 
გააჩნია წარმოებული, აგრეთვე უწყეეტი ჯველჯან L-ზე, გარდა C ბოლოსი.
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დებულება IV. თუ 7 =Cთ+/85-0, მაშინ 

ილ(ყ- Cდ%მზ)ჟ · 

2? (ა-ი: თ. (2,8) 
ამასთან, თუ თ=0, მაშინ C-%7) ეკუთვნის # კლასს “Cს მიდამოში; თუკი 

თ>9, მაშინ 

დ(ი) = >     

დ""(/) 

| ი-–ი I” 

სადაც თ") ეკუთვნის # კლასს Cს მიდამოში; თა=0005L <.თ; ნი შ- 

ნები შეირჩევა ისე, როგორც I დებულებაში. 

დებულება I უკვე დამტკიცებულია § 15-ში I(15,7), (15,811 ფორმულები|. 
დებულება III მტკიცდება მსგავსად § 18-ში (პ. 19ის ბოლო) ჩატარებული მსჯე- 

ლობისა, თუ გამოვიყენებთ ფორმულას 

'" დ()-–დ(თ %(0) C ძ 1 
%V) = 2; |) (8 (12 1 1-7, 

იხ თხ 

დ“(/ა) = (22,9) 

  

1 ”დე/)–-დ(ი იი (ჩხ 
=2ჯ 1 ბეთი (+179 1ი _– -L ძლევ(ზ (22,10) 

და ხ ბოლოს შესაბამის ანალოგიურ ფორმულას, II და.IV დებულებები დამტკიცე- 

ბული იქნება §§ 23--25-შიზნ, 

ვმ, ვიგულისხმოთ, რომ ხსენებული დებულებები დამტკიცებულია, და აღვნიშ- 

ნოთ (22,4), (22,5) ფორმულების მარჯეენა მხარეში მონაწილე Cე(2) ფუნქციების 

ზოგიერთი თვისება, ცხადია, ეს ფუნქციები მჭიდრო კავშირშია (22,7), (22,8) ფორ- 

მულებში მონაწილე CV) ფუნქციებთან. 

დავიწყოთ (22,4) ფორმულიდან. გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 2=თ. 

თუ გადავალთ ზღვარზე როცა 2->7ე L-ის მარცხნიდან, სადაც ჯე აღნიშნავს #L 

ოკალის წერტილს, რომელიც საკმაოდ ახლოსაა თ ბოლოსთან, მაგრამ მას არ ემთხ- 

ვევა და მარცხენა მხარის მიმართ გამოვიყენებთ სოხოცკი–- პლემელის ფორმულას, მი- 
მივიღებთ: 

  
1 1 

-- VI)+90)=-–:-- =     ) II (#--–ძ) +- 9 (ჯა), 

სადაც 1Iი (/(ე– ძ) აღნიშნავს Iი (2––ი) ფუნქციის ი-ს მახლობლად შერჩეული შტოს 

მნიშვნელობას L-ის მარცხენა მხარიდან. ანალოგიურად თუ გადავალთ %ღვარხე L-ის 

მარჯენიდა§, მივიღებთ: 

62 ეს მუღმივი დამოკიდებულია ლოგარითმული წევრის შერჩევაზე. მაგალითად, თუ ეს წევრი 

1 
შერჩეულია ისე, როგორც (13,4) ფორმულაში, მაშინ ის –- -- 27 (თ)-ს ტოლია, 

% შეენი«ნოთ, რომ ეს ღებულებები განზრგადებული იყო ი მელნიკის (11-- (3) მიერ იმ შემ- 

თხვევი Lათვის, როცა (22,1)-ის ნაცელა ად გვა, ქვს <(I)=C%(/) (I-VI ((–-0, სადაც ჩი მთელი და- 

ღებითი რიცხვია, ან %(I) = #"(/) (I--C)-V 1010 ((–-თ.
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1 1 
–- –უ-წ(10) + 91ი)= –– + #(0) II0 ((0-––0)+2X!) + C;. (7), 

სადაც Iი (ჯ-- ი) აღნიშნავს იმავეს, რასაც ზემოთ. ამრიგად, ვღებულობთ: 

1 1 , 

დ, (#) = 2ჯI დ(ძ) 1ი ((-–– 0)+ 9. «(7ა) + %X(ე), 
ჯ 

1 1 

თX (70) = 2 დ(0) II) (/ე––0) +- დ(0) –– ი. დ(/ი) -L %XV0), 

საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ (22,7) ფორმულას და თუ ამ უკანასკნელში 

102 (ი-––Cთ= Iი ((ე--–– ი)-ს ქვეშ ეიგულისხმემთ იმავე მნიშვნელობას, რასაც. აქ 

მივიღებთ: · 
1 

დ;(#)= C%/,)+ –უ- %#(/), 
1 

C% (/:)= CV/ე)) -L დ(0) –– ი. დ(/ი)· 

ვინაიდან III დებულების საფუძველზე Cდ?(/) ეკუთვნის #/ კლასს ი-ს მიდამო- 

ში, 0 (7), დ» (7) სასაზღვრო მნიშენელობებიც #/ კლასს ეკუთვნიან ამ მიდამოში, 

თუ მათ თ წერტილში მივაწერთ სათანადო მნიშვნელობებს, რომლებიც მიიღება #ე:–>0თ 

ზღვარზე გადასვლით. წინა ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ ეს ზღვრული 

მნიშვნელობანი ერთნაირია: 

: · : – 1 
ჩას დ; (#ი) = წია CX (7) = თ%0) + “> «(ი), 

ეს მოსალოდნელი იყო იმის გამო, რომ დე(2) ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია ძ 

წერტილზე. 
ყველა ამ დასკვნის გაკეთება შეგვეძლო, თუ უშუალოდ ვისარგებლებდით (15.7) 

და (22,10) ფორმულებით. ზემოთ ელემენტარული მსჯელობა მხოლოდ იმიტომ მო- 

ვიყვანეთ, რომ სავსებით ანალოგიური მსჯელობა შეიძლება გამოვიყენოთ (22,5), 

(22,8) ფორმულების მიმართაც. ამ მარტივი მსჯელობის ჩატარებას მკითხველს მივან- 

დობთ და აქ მოვიყვანთ საბოლოო შედეგის ფორმულირებას შემდეგი სახით: 

თ=0 შემთხვევაში (ე. ი., როცა I=თ–+13=0 ან ჯ=I8) (22,4), (22,5) 

ფორმულებში მონაწილე დე() ფუნქციები უწყვეტად გაგრძელე- 
ბადია L-ხხე მარცხნიდან და მარჯვნიდან იბოლოს მახლობლად 

და, აგრეთვე,ამ ბოლოზე; ამ ფუნქციების სასაზღვრო მნიშვნელო- 

ბანი თ/;(/), დ (#0) ეკუთენის /”/ კლასს #-ზე Cს მიდამოში, თუ დჯ;(თ, 

თი. (0-დ ვიგულისხმებთ თე(2) ფუნქციის თა() სასაზღვრო მნიშ- 

ვნელობას, როცა 2-6 
იმ შემთხვევაში, როცა თ>90, 

(ბი(2) = (2–– C)7 დაე(2) 

ფუნქცია, სადაც რთრე(2) აღნიშნავს იმავეს, რასაც (22,5) ფორმულა- 

ში, უწყვეტად გაგრძელებადია L-ზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან 

2 ბოლოს მახლობლად, და აგრეთვე ამ ბოლოზე, ამასთან, §MX(C)=0;
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§): (7), (/–(/) სასაზღვრო მნიშვნელობანი ეკუთვნის // კლასს L-ზე 
Cს მიდამოში, თუ შევთანხმდებით, რომ. ჩავთვალოთ §X(თ =: 

=(C6)-() =0, 

49, გამოყენებებში ხშერად შეიჭლება შემოვისაზღკროთ თ >>0 შემთხვევის გან- 

ხილვით, ვინაიდან თუ დ(/)-ს აქვს (22.1) სახე საჭიროების შემთხვევაში თ-ს ცოტა 

უფრო დიდე სიდიდით შეცვლით, შეიჭლება ჩავთვალოთ, რომ 0 <<თ <:-1. 

თუ ეს პირობა გვაქვს მაშინ II და IV დებულების ნაცვლად შეიძლება ვისარ- 

გებლოთ მათ: შედეგით, რომლის ფორმულირებას მოვიყვანთ ცალკე დებულების 

სახით. 

დებულება V. 72 წერტილებისათვის, რომლებიც Cთან საკ- 
მაოდ ახლოსაა, მაგრამ არ მდებარეობენ #-ზე, L-ის გასწვრივ გაჭ- 

რილ სიბრტყეზე თს მიდამოში პოლომორფული 

იფ =(-– თV დ() (22,11) 
ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია #-ზე მარცხნიდან და მარ- 

ჯენიდან 2 ბოლოს მიდამოში და აგრეთვე 6 ბოლოზე; ამასთან, 

თუ 4 აღნიშნავს §X2) ფუნქციის ზღვარს, როცა 2–0, მაშინ Cს 
მახლობლად 

| (I) –– 4| ლ იიი§L-|2--– CI, 6=0005( > 0. (22,12) 
L-ხე მოთავსებულ # წერტილისათვის კი ფუნქცია 

§%/ა) = (Iე–– C)V XI) 

ეკუთვნის #/ კლასს C-ს მიდამოში, თუ მას მივაწერთ სათანადო #40 
მნიშვნელობას ი” წერტილზე. 

ეს დებულება II და IV დებულებათა ერთობლიობის ეკვივალენტურია (როცა 

თ>0), თუ ჟყურაჯღებას არ მივაქცევთ იმას რომ ეს დებულებები ,4 და ,4ე-თვის 
ცხად გამოსახულებებს იძლევიან. 

დავამატოთ კიდევ რომ ზემოთქმულის ძალით, §)+(/)), (ა“(7ე) სასაზღვრო 

მნიშვნელობები აკმაყოფილებენ L-ზე C-ს მიდამოში /” პირობას, თუ მათ მივაწერთ 
#4 =64#0) მნიშვნელობას C წერტილში. 

59. დასასრულ, განვიხილოთ შემთ'ვევა, როცა სიმკვრივე დამოკიდებულია რაიმე 

პარამეტრზე. სახელდობრ, ვიგულისხმოთ, ისევე როგორც ზემოთ, რომ =იხ გახს- 

ნილი გლუვი წერია, და განვიხილოთ ინტეგრალი 

1 ( C(/), უ)ძ 
CX/, ა) = 27 | 1- I. (22,13) 

L 

რომელშიც 

დ%I/, <) 
%(I, +) = ჯ=თ+I), 0<თ<1, C=0ძ ა5ნ C=ნწ, (22,14) 

(–ი”. 

სადაც თ და ჩ ნამდვილი მუდმივებია, რომელთაგან პირველი აკმაყოფილებს აღნიშ- 
ნულ უტოლობას, ხოლო დ“(/, «) აღნიშნავს L-ის 1 წერტილისა და « პარამეტრის 

(რომელიც რაიმე 7? სიმრავლეს ეკუთვნის) ფუნქციას რომელიც აკმაყოფილებს /7 

პირობას ორივე /, ჯ ცვლადით, როცა 1 C L, 1C7'. ამ დაშვებებში მართებულია
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დებულება VI. ფუნქცია 

(2(M0, ») = ((.––0)” თ(ი, +) (22,15) 

აკმაყოფილებს / პირობას ჯე და «-თი, როცა #M-6L”, 1C7, სადაც» 
აღნიშნავს ს რკალის ნებისმიერ ნაწილს, რომლის ერთი ბოლო 

C-ს ემთხვევა და #-ის მეორე ბოლოდან სასრულ მანძილზე იმყო- 

ფება. 

1 ცვლადის მიმართ ეს გამომდინარეობს დებულება IV-დან (ან დებულება V- 

დან); +-ს: მიმართ კი. ეს იქნება დამტკიცებული § 25-ში (პ. 29). 

§ 98. გაგრძელება, ზოგიერთი დამხმარე შეფასება, წინა პარაგრაფში გამო- 

თქმული დებულებების დასამტკიცებბლად დაგვეირდება ზოგიერთი დამხმარე შეფა- 

სება, რომელიც (22,3) ინტეგრალს ეხება. ახლა გ:დ. ვდივა“თ მათ დამტკიცებაზე. 

ზოგიერთი ფორმულირების და მსჯელობის (სსვ-თაზო“ის, უმნიზვნელო) გამარ- 

ტივების მიზნით ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ამ ინტეგრალის ნიზნის ქეეშ მდგომი თ7(/) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს // პირობას ა-ა მარტო C ბოლოს მიდამოზი, არამედ 

აგრეთვე მთელ # = იხ რკალზე; ეს, ცხადია, არ მოახდენს გავლენას ზოგადობაზე, 

რადგან ჩვენ გვაინტერესებს ინტეგრალის ყოფაქცევა მხოლოდ C წერტილის მ“დამოში. 

1', ამრიგად, წინა პარაგრაფის აღნიშენებზი განვიხილოთ (22,3) «ნრეგრალი 

, 1 დ“(/) ძ! 

რ-ი | ს წ 
იხ 

V=თ-! !ჩ, 0ლთ<1, C=ძანხ, (23,1) 

და იმ დაშვებით, რომ 2 მდებარეობს -C ბოლოს მიდამოLი„ დავამტკიცოთ შემდეგი 

შეფასების (ცოტა უფრო უხემის, ვიდრე საჭიროა საბოლოოდ) მა“ თებულობა: 

ლ0ი05L 
IდC)| < | 7-=-6M' (23,2) 

სადაც » ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია ისეთი, რომ თ <.V <- 1. 

თუ დ" (ჰ)-თი აღვნიშნავთ იმავეს, რაც (22,1ა) ფორმ-ლაზია, გვეჟნება 

(2-6I-I/-იI I2--6) –|L--( |--2L %“ (04 
|(–იV–უ ' L(–-2 
  

1 
)2–-იVდ( = --- ( 

1 

22. 90 «+252; ( 
ი თხ 

ვენაიდან | 1-6 |V“9 დ%მ” (/) ფუნქცია C-ს მიდამოში ეკუთვნის # კლასს და ნუ- 

ლის ტოლია, როცა (=0, მარჯვენა მხარის მეორე ინტეგრალი შემოსაზღვრული 

იქნება C-ს მახლობლად. 

განვიხილოთ ახლა. მარჯვენა მხარის პირველი ინტეგრალი, რომელიც #/-თი აღვ- 

ნიშნოთ. თუ მავიღებთ მხედველობაში, რომ 

|| 2-0 I--|I--–0I/Iლ|)2-–LIV, 
გვექნება: 

1 ( | დ"”(7) | ძ§ 

I) <2» ) || – ი%I(--27"
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თუ დავუშვებთ, |(–-C|) = /„, |2--01=3, შევნიშნავთ, რომ |7-–-2| >>I/--8 | 

და ძხ-ს ჩავთვლეთ სტანდარტულ რკალად (რაც, რასაკვირველია, არ ზღუდავს ზო- 

გადობას), (2,2) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 
? 

ძ, 
(7 –-00ივL- 

(9. | ”-- გ)!” 

სადაც / = |ნ--ძ). რადგან 1 + თ--V < 1, ადველად დავრწმუნდებით, რომ ინ- 

ტეჯრალა მარჯვენა მჯარეში შემოსაზუვიულა სედიდეაზ, ამრიგად (23,21 უტოლო- 

ბა დამტკიცებულია. 
29%. განვე;ხილოთ ახლა (23,1) ინტეგრალის ერთი კერძო სახე, სახელდობრ, 

ინტეგრალი 
– 1 ძ · 

ით – 25 | გ– აი 1=თ+',ჩ, 0თ<1, 790, (23,2) 
იხ 

სადაც 2 =0 ან წ. 

ჯერ ვეგულისხმოთ, რომ 02=ძ. პლემელა–– სოხოცკის ფორმულების საფუძველზე 

(§ 16) L=თხ-ს ნებისმიერ, ბოლოებისაგან განსხვავებული, 7„ წერტილისათვის 

გვაქვს 
§ა+(/) –– 0-(I) = (ჰ--–– ი)“. 

L = 0ხ-ს გასწვ“ივ გაჭრ-ლ სიბრტყეზე ძ-ს მახლობლად ცალსახა (2––-0)“? ფუნქცი- 

ისათვის, რომელიც L-ის მარცხენა მხარეს (/ე-–0) “V მნიშვნელობას ღებულობს, ცხა- 

დია, გვაქვს 
I(ი-– ი) ')-–-I((0-– ი)” "1” =(1 –– 6“ 50/V) (/ე –– ძ)“). 

მაშასადამე, თუ დავუშვებთ, რომ 

  

(2 –ძ) -V 0IVჯX 

2 = 1--6-2XV “ 2/5)ი+X C-–-თ!”, 

მაშინ #-ზე თ-ს მახლობლად 

(ი-– თ)+ = IC – თი)“. 

თუ ახლა გამოვიყენებთ (23,2) შეფასებას §X2) ფუნქციის მიმრთ და გავი- 

თვალისწინებთ თ (2) ფუნქციის სახეს, გვექნება: 
ი ლ0ი5' 

|98 -–ა891<|-–:I V<- 1. 

62 ამისათვას ს»ჯმარ»სია იპტეკრებას შუ»ლეღა დავკოთ სამ ნაწილად: 

(, >) (>. ბ), ი, ს) 

და თითოეულ ამ შუალედში „C |, –- 2|I1-V შევცვალოთ უფრო მცირე 

„I+ი-V", (ბ--იე)+1-V", (”-–- ბ)1+0-V 

შესაბამისი სიდიდეეუბით, ამ გზით მიღებული ინტეგრალები მარტივად გამოითვლებიან და შემოსაზღ- 

ვრული აღმოჩნდებიან
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ზემოხსენებულიდან, § 10-ის 30 პუნქტში ნათქვამის საფუძველზე, განომდინა- 

რეობს, რომ §2 (2) –– თ (7) ფუნქცია ჰოლომორფული იქნება თ წერტილის მიდამოში, 

თუ მას მივაწერთ სათანადო მნიშვნელობას #-ზე, ე, ი. ამ მიდამოში 

ი 
  

–თ”' _– –-ი)?+... 223.4 

92 = 27 ყი ჯ8 (2 ძ) "+/40+4)(2-- 0) + 4:(2-– ი)1+ (23,4) 

L-ზე მდებარე 2= Mე-თვის გვაქვს: 

2CV/) = §ჩ+(/) -+ §ჩ“(#)), 

საიდანაც, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, #-ზე თ წერტილის მიდამოსათვის ვღე- 
ბულობთ 

1 
§+(/) = 2; CLC 7#'(/ი–– 0)” V-L /ტე-L 4)(/ი-- 0)+ 4ა((--– ი)?+..· (23,5) 

როცა 0=ხ, ანალოგიურად, ხ წერტილის მიდამოსათვის გვექნება: 

ტგ“-!V= 

(2) = – -C--ხ) წ“ 8ე:+8(2--ხ)+8:2-–-ხ)+--., (23,6) 2! 5)ი 7 > 

1 ; 
§X/ი)= –– უჯ CIწ VX- (0 -- 0) "+ 8-+8,(0%--- ნ) +-8:(0% –– 0)1+--· (23,7) 

შენიშვნა: აღენიმნოთ კიდევ ერთა მარტივი 'მეფასება § 15-ის მე-3 შენიშენის 

ანალოგიური. ვაგულისხხოთ, როგორც შეთანხმებული ვიყავით, რომ დ”) 

აკმაყოფილებს # პირობას მთელ L = იხ რკალზე, ავიღოთ ამ რკალზე ორი C” და 

C” წერტილი და განვიხილოთ ინტეგრალი 
· · LL ი დ“() ი 1 დ'M0« _. 23.) 

(1(--C ძ–-უ “> 2» “I. 
CC CC 

ჯ=თ+!, 0ლთ<1, 

რომელიც (23,1) ინტეგრალიდან განსხვავდება მხოლოდ იმით, რომ ინტეგრება გავრ- 

ცელებულია არა მთელ L რკალზე, არამედ მის C”ი” ნაწილზე; შემთხვევა, როდესაც 

<' ან 0” ემთხვევა 0-ს ან ხ-ს, არ არის გამორიცხული. დავამტკიცოთ, რომ აღნიშნულ 
პირობებში L რკალის მიდამოში მოთავსებული ყველა 2 წერტილისათვის 

  VI(2) = 

ლ0ი351 

|2-იCიM)2-- CI)” 

სადაც V არის თ-ზე მეტი ნებისმიერი დადებითი #უდმივი, ხოლიო 6”, გ” ნებისმიერი 
(რაგინდ მცირე) დადებითი მუდმივებია. 

მართლაც, 19% პუნქტის ანალოგიურად გვაქვს: 

1 ი ,--6იMს--)1--6 1 |I--6IV-- დV%) ძ! 
– V ლ ლ_- ლო _ «, –_– -- "რ ა ა ”_”»ჰ»ჰ |2–-CMVMC) = > ) ს ი-ს მ? (0%+2;; | --ე 

C "> 

მარჯვენა მხარეს პირველი ინტეგრალი ისევე შეფასდება, როგორც / ინტეგრა- 

ლი 19მ პუნქტში და იგი შემოსაზღვრული აღმოჩნდება. მეორის მიმართ კი გამოიყე- 
ნება (15,11) შეფასება, რასაც (23,9) შეფასებამდე მივყავართ. 

I V(C2) | < (23,9)
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(23,9) შეფასება, ცხადია, გამოდგება L-ზხე მდებარე 2=/ე წერტილებისათვე- 

საც, ასე რომ 

ლ0ია( 

Iხ- 06” I I/-– C I” 

თუ Cდ"(/) აკმაკოფილებს #7 პირობას არა მთელ იხ რკალზე, არამედ მხო- 
ლოდ მის რაიმე ნაწილზე, როჰლის ერთი ბოლოა 0, მაშინ წინა შეფასებები, (ხადია, 

გამოდგება იმ შემთ5ვევესათვისაც, როცა C, და 6” საკმოდ: ახლოსაა C-თან და რო- 

ცა 2 მდებარეობს # რკალის იმ ნაწილის მიდაზოში„ რომლის ერთი ბოლოა C და 

რომელიც შეიცავს C”C” რკალს. 

§ 54. გაგრძელება. IL დებულების დამტკიცება. § 22-ის აღნიშვნებმი გვაქვს 

1 ( დ'(I) ი! 

2” ,) (ოს -- ჯუ” 
ცხ 

I MI(/ე) | < (23.9ა) 

CX2) =   (24,1) 

სადაც დ” (/) ეკუთვიის /7 კლასს C-ს მიდამოში (C აღნიშნავს ძ-ს ან ხ-ს). 

იმ შემთხვევაში, როდესაც « = 0, 4ჯ = (85-0, წინა ფორმულა ასე გადავწე- 

როთ: 

თ=“ი Iწ––– ი! > |დ'()-–ჯ (0) (–ი-“ (თ ჩ 
თრ = 2; |) ოხ 301951) “ “== ძ,. (24,2) 

ვინაიდან ი (0 – თ"(0) (“თ “ ჩ კონს ” კლასს Cს მიდამოშიზ და 

ნულად იქცევა, როცა 1 = 0, მარჯვენა მხარეს მეორე ინტეგრალი Cს მახლობლად 

შემოსაზღვრული ფუნქციაა, რომელიც მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრისაკენ, როცა 
2-0, პირველი ინტეგრალის ყოფაქცევა კი წინა პარაგრაფის (23,4) და (23,6) 

ფორმულებით განისაზღვრება, საიდანაც გამომდინარეობს (22,5) ფორმულა თ =0 

შემთხვევისათვის. 

გადავიდეთ თ >> 0 შემთხვევის განხილვაზე (ამასთან გავიხსენოთ, თ <– 1) და 

დ (ჟ) ასე წარმოვადგინოთ: 

ღV(C ძ 1 27(/) –– დ? 

90 = ლ. ( ( აც 8 122 ( მ. “ '-2 ჯ == – ო ,) (–– ოი"წI–7 
იხ იხ 

პირველი ინტეგრალის ყოფაქცევა C-ს მახლობლად (23,4), (23,6) ფორმულე- 
ბით განისაზღვრება. მეორე ”შესაკოებში ინტეგრალქვეშა გამოსახულება ასე შეიძლება 

გადავწეროთ: 
Iდ 0 –დ0)(I-- 0" 
(–ი' (0-2) 

სადაც 6 ისეთი საკმაოდ მცირე დადებითი რიცხვია, რომ მრიცხველი კვლავ აკმაყო- 

ფილებს /7 პირობას C-ს მიდამოში. თუ ახლა განსახილველი მეორე შესაკრების მი- 

მართ გამოვიყენებთ (23.2) პირობას და V = თე რიცხვად ავიღებთ ნებისმიერ რიცხვს, 

ისეთს, რომ თ--–6– <<» <თ, მაშინ თ>>0 შემთხვევისათვის დავრწმუნდებით (22, 5) 

ფორმულის მართებულობაში. ამრიგად, დებულება IL დამტკიცებულია. 

09 იხ §.6.
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§ 95. გაგრძელება. IV და VI დებულებების დამტკიცება. ჩეენ გვრჩება § 22- 

დან IV და VI დებულებების დამტკიცება. 
19. დავამტკიცოთ დებულება IV. თ = 0-ის შემთხვევაში ის უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს ფორმულიდან 

1 ( და) (– უი დ") ((–ი- ჩი 
27! , ელლი – 2. | (–-% 

იხ 

    CM) = 

იე (უბე ფთ? _ი:4 
1 | (§%0) ––დV0) (– 0 "ი/ 05.1) 

+ 2, (–ნ 
იხ 

ვინაიდან მარჯვენა მხარეს პირველი შესაკრების. ყოფაქცევა C-ს მახლობლად (21,5) 

ან (23,7) ფორმულით განისაზღვრება, ხოლო მეორე შესაკრების ინტეგრალქვეშა 

გამოსახულების მრიცხველი C-ს მიდამოში აკმაყოფილებს // პირობას და ნულად იქ- 

ცევა, როცა L = 0. 
გვრჩება თ >> 0 შემთხვევის განხილვა. გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

C = 0 (C = ხ შემთხვევა ანალოგიურად განიხილება) და დავუშვათ: 

  

  

· 1 დ'(/) ი! ჯი) ( ი · 
დ“) = 22 | ძ- ი)” ძ –/) = 2>I | (0–-თ)" V-IV) + V (ი), (25,2) 

იხ იხ 

სადაც 
ასა == 

(I) = >; 1) C-- თ!'0- ჯა (25,3) 

იხ , 

დ(I) = დ?() –– დ%ი). (25,4) 

(23,5) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ (25,2)-ის მარჯვენა მხარის პირველ 

შესაკრებს აქვს დასამტკიცებელი (22,8) ფორმულის მარჯვენა მხარის სახე. იმის გამო, 

რომ V(თ)=0 (22,5), (22,6) ფორმულებიდან, რომლებშიაც %X2), დ%/)-ს ნაცვლად 

ავიღებთ VI #(2), VV(/)-ს, გამომდინარეობს (/:--რ)” V/)->-0, როცა /(-->0%,. ამიტომ 

(22,8). ფორმულა იქნება დამტკიცებული, თუ დავამტკიცებთ, რომ ფუნქცია 
სიძ! 

(--0)V (1-–/) 
თ წერტილის მიდამოში ეკუთვნის /7 კლასს, თუ შევთანხმდებით ჩავთვალოთ ს (0) =0. 

მართლაც, მაშინ გვექნება: 

VIMV,) = 

  
ა · ((ე–– ი)” 
V (/ი)== ((ე–– 0)" M 76) = (2) (25,5) 

VI (7) M”(/)––V (0) 

ძე იი, ( ძ–/ე”. 

და ამიტომ VI %/:) ფუნქციას ექნება დასამტკიცებელი (22,8მ) ფორმულის მარჯვენა 
მხარეს მონაწილე CI) ფუნქციის სახე. 

69 იმისათვის, რომ შესაძლებელი იკოს (22,5) ფორმულის გამოჯენება იმ შემთხეევაში, როდე- 

საც 2=/აე წერტილი თხ რკალზე მდებარეობს, საკმარისია შევნიშნოთ, რომ 

  

1 

დ) = -- (+) + რ““ი)1.
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ამ პუნქტის დანარჩენი ნაწილი ეძღენება იმის დამტკიცებას, რომ V”(ჯე) ფუნქ- 

ცია 0-ს მიდამოში ეკუთვნის // კლასს, ზოგადობის შეუზღუდავად, ვ“-გულისხმებთ, 

რომ იხ სტანდარტული რკალია და (I) ეკუთვნის /I კლასს მთელ იხ რკალზე. 

გვაქვს: 

რ-თ არარ ს, პიტ-ით ი 4 
2» ((-–-ი)"(1–--7) 2», (I1-– ი)" ((–– 7) 

იხ იხ 

    VII) = 

უკანასკნელი შესაკრები, როგორც ეს (23,5) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, 

ძ-ს მიდამოში ეკუთვნის /7 კლასს. 

განვიხილოთ პირველი შესაკრები: 

(/ა–– 0)! | დ(/) –– (7) _ 1. ( LMC/)–– V(/0)| I(/-–– 0)V–– (/-–ი)"1 ძ/ + 
2» (+ იიVI–/„)  2#., ((––0ე)X((–<–– ე) 

იხ 

  
  

1 (( V(ე)–– სი) 
+ > | "I-ი. “ 

        

: 1-7 
იხ 

მაგრამ 

1 (ი0–ბძე) 1 7 ბ04 40) | ხ–ხ შ 
27 1) «551 7 –/ 28 == + ი§! 

იხ იხ 

0-ს მიდამოში ეკუთვნის // კლასს, ვ-ნაიდან 0 (0) = 0. გვრჩება 

_1_ ( (სთ –– 5001 I(6-- ი)" (- თ 
/ ს–თფ'0-1) 
  იV) = 

დნტეგრალის განხილვა, 

გვაქვს: 
1 (რM+ს-თ'–-0-–თ) (ათ – +C + ჩ) _ 

90+ ს) -- 9) = 2 ( | მძ-თ'-/წსი-7 
იხ 

ბაი უიი ია)! ” 

((––ი)"(CI(L–1) ' 

1 წერტილის მდებარეობა იხ რკალზე განვსაზღვროთ ი წერტილიდან ათვლილი § 

რკალური აბსცისით. ვთქვათ, ხ წერტილს შეესაბამება §=>§) აბსცისა, 7 და (+ /ჩ 

წერტილებს კი-–– შესაბამისად §ე და §ე + თ აბსცისა; ზოგადობის შეუზღუდავად, ცხა- 
დია, შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ თ>>0 და, გარდა ამისა (ვინაიდან ჩვენ გვაინტე- 

რესებს მხოლოდ თ წერტილის მიდამო), 

25 < 5 –- ზე. 

აღვნიშნოთ 7.-ით §ე=5)+-2თ-ს შესაბამისი წერტილი, ხოლო 7,-ით §, = §,––2ძ-ს 

შესაბამისი წერტილი, თუ § –– 20:>0, ან თ წერტილი, თუ §–– 20 ლ=0. 
(25,6) ინტეგრალი დავყოთ ორი ინტეგრალის ჯამად: /ე, აღებული | = # 

ნაწილზე, და /, აღებული დანარჩენი ძნ -– 7,/:„=I ნაწილზე, ასე რომ, 

  (25,6) 

1%
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(XI -L MI) –– 64) = 70 + 7. (25,7) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ (/–– ი)V= ((–- 0)-+Iჩ აკმაყოფილებს /7(თ) 

„პირობას (§ 6, პ, 39), გვექნება: 

  

| 0-–-ი)"-- ((ე–– 0)”| _იიი§L-|/–– /)|ბ. (25,8) 

„ამიტომ, თუ 2. არის თ(/) ფუნქციის // პირობის მაჩვენებელი, მაშინ 

ძა I ძა I => 

IსI<თი+- | | ((-0წII-0=#I1951 ? ქ ((- 0-6 45 | > 
ჯ I 

5; 

ა ძე წ” ძვ , 

5 5) 

:გავიხსენოთ, რომ §,=5)–– 2თC ან 0-ს, §:=5)+ 20. 

თუ ჩავსვამთ § = §) + თ-ი, სადაც ი ინტეგრების ახალი ცვლადია, ადვილად 
"დავრწმუნდებით, რომ 

L7C| <- C005L-07. (25,9) 

განვიხილოთ I” = 0ხ––/,/;-ზე აღებული ინტეგრალი, რომელიც ახლა ასე გადა- 
ვწეროთ: 

1 (0 +ჩ- თ)“ (I- თ” (#0) ((--თM) 
2». (| ს-თ'0-წხი=#M  (0(-=თ!0-1ე | LV9“ Vი+#)I#+ 

,”'” 

L=   

  

ს(/ე) –– ს(ი+/”წ) სწ (ი––ი)I–(,–-ძი)" 
+ 2: | “მ-ი ე ი (25,10) 

უკანასკნელი ინტეგრალი ადვილად შეფასდება; სახელდობრ, (25,8)-ის გათვა- 

"ლისწინებით, ვღებულობთ: 
| ( ((---0)–-(--ი)" ძ(| < ( 2 ძ-- თ”0-–I) (| < ლ0ი5L- 

§0|§- ყა“ 
'” 

5, 55 

' | | ––“ 4 I 25,1) = ლ0ი%L- ) =ც- ულ. + | 2ნც- ვე! |: (25,11) 

ბ §; 
თუ 5 -–-2თ <0, მაშინ მარჯვენა მხარეს პირველი ინტეგრალი არ გვექნება. როცა 

51 =5ე –– 2C > 0, 3§=წ§ალ ჩასმით, ვღებულობთ: 

2“ 
!– 

წ §0 1 

( ძ§ ( ძი = · ძი , 

, §9-(9-– §)1-9 = . 09(1-– 6)1-9 == იზ (1––ი)!9 = 060I15L.
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(25,11)-ის მარჯვენა მხარის მეორე ინტეგრალში §=895ე++-2თი ცვლადის შეცვლა 
საკმაოდ მცირე თ-თვის გვაძლევს: 

§ხ 5 56 -5ე 
20 _ 20... 

ა ძე | ძი = | # | §ხ-––5ე | 

§9 (§--§ე)!ი.  , (+ 2) ი-ი _ ი. 7 26 < ძიი5L-II0 CI. 

1 207/" 

ამრიგად, (25,10)-ის მარჯვენ» მხარის მეორე "შესაკრები არ აღემატება 

ლიაL-ი"|Iი CI-ს და, მითუმეტეს, C005(-თ+-”, სადაც 6 ნებისმიერად ფიქსირებული 
დადებითი რიცხვია. 

შევაფასოთ ახლა (25,10)-ის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები, რომელიც 
წარმოვადგინოთ /,+/, ჯამის სახით, სადაც 

, _ ირ+'–თ'–(6ი-ი» წ #0-–%რ0+#M 

  

L)
 

= 

  

«# 

  

  

  

1 2»! ((––-0)ს(I(--7ჰ-–-–-”) ” ” 

I = I | I%(0 –– ს(/ი + /) 1 ((/ი–– 0)–– ( –– თ) ძ/ 
2“ 2, ; – 0) 0-7) 0-1) 

გვაქვს: 
§, §ხ 

IL ძა ძე I 

I/,) < იი§I-ძ | ) ვა, + 0- §)1-. + | §9(§- ყე--ლ)!.?|' 
0 8 

ამასთან პირველი ინტეგრალი არ გვექნება, თუ §ე–– 2თ < 0, 
თუ ჯ >თ, მაშინ სავსებით ისევე, როგორც (25,11)-ის მარჯვენა მხარის შეფა- 

სებისას, ადვილად დავადგენთ, რომ? ფიგურულ ფოჩხილებში მოთავსებული გამოხა- 

ხულება შემოსახღვრულია, როცა »>>თ, და არ აღემატება ლ0ი§L-IIი თ|, როცა 
#=თ; ამიტომ, როცა X > თ 

LI, < ლიი5(-.C9“ზ, 

სადაც 6 ნებისმიერად დაფიქსირებული დადებითი მუჯმივია (როცა X>> თ შეგვიძლია 
ავიღოთ §=0). 

თუ #<თ, მაშინ (25,11) გამოსახულების შეფასებისას გამოყენებული ჩასმით 
მივიღებთ (პირველი ინტეგრალისათვის იმ შემთხვევაში, როცა §ე > 2, ვინაიდან, თუ 

§ე < 20, იგი ქრება): 
2ი 

§ “+ 
( ძ§ 1 ( · ძი = 

§%(§, -L 0 –– §)1-> = ვი-? · , ძ 1-, => 

0 0 (ი (+ % –) 
0 , 

1 1?» 
–-ა ს –  _ L.ც#-9, 

<2 | ეზ,» ბიბ
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§ხ–-+%ი 

5ხ 2ძ 

  

ძე 1 ( “ი 
ვ%§- წე-.6)> (20) +. ,) ( % 1“ 1 )” < 

1 

  

ღჯ 
ჩ+ე2,) (–““ 

1 .-. ძი 

< “რთი? ) | უვ 5=; =00ი5L-01“9, 

1 (ბ––“ე 

ამრიგად, როცა 2. < თ, გვექნება: 

II) ლ ილი§L.9პ. 

დასასრულ, გადავდივართ /; ინტეგრალის შეფასებაზე. გვაქვს: 
§, 5ხ 

| ; ძ§. . L ძა . 
17-| < «0051- 1 §-(5ე--0-- §)1“” (ე –– §)!“9 + 1 §9(5--5ე--Cთ)!-X(5-- §ე)1“9|' 

0 52 

პირველი ინტეგრალი არ გვექნება, როცა 5ე < 20. 
წინა შემთხვევაში გამოყენებული ჩასმით მივიღებთ: 

1 2თ 
§ 50 გ! ძვ 1 ( ძი 
 ლ6ოუო)""ს),,'.,,)' “ე=-.  -–_–____-___  -  _-_ 

ს რალოდ ბი 811 «ცს. = ა აგი 
0 

თ 1 
გავიხსენოთ, რომ აქ უნდა ჩავთვალოთ – <5) და განვიხილოთ ორი 

ი 

“შემთხ ისაა დლე ემთხვევა: ალ და ილ, 

პირველ შემთხვევაში უკანასკნელი ინტეგრალი არ აღემატება ინტეგრალს 

1/. 

–_ 00 -- ელ-6 = ლ0ია(; 

მეორე შემთხვევაში კი იგი არ აღემატება ინტეგრალს 

1-.29 + 1 29 
§ე 50 

I. თი =L_ ძი ეი , _ ძი 

6%1 –– 0)? 2-9 51) 05 (1 –– )?”?-4 + ) (ი. 
0 0 1 

2 

მარჯვენა მხარეს პირველი ინტეგრალი სასრული Lიჯიდეა, ხო,თღო მეორე მაშინვე 

გამოითვლება და, როგორც ადვილი დასანაLავია, არ აღემატება სიდიდეს 

#+0C-1 · თ | 
ლ0ი§L- (–) , როცა +თC<1, ლ0ი5L I Iი +" როცა #.+თ=1 

ი , 5ი I
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და რჩება შემოსახლვრული, როცა X-+თ > 1. 

წინა უტოლობების გათვალისწინებით ადვილად დავასკვნით რომ ყველა. 
შემთხვევაში 

LM 

––კ–კუკ–უკუკუკუკაოუააოუ–უკაუკასშაშა ა „ცუX+-6 ” | §%C,+ უთ 6 == 3I-ი <= = 0005'-0- “8, 

0 

სადაც 6 ნებისმიერად ფიქსირებული დადებითი მუდმივია, 

გვაქვს: 
§ 

| ძე 
თ _ხ(”_–აას“. ნ 

,| §1%(5--5ე––- 6)!” (§–– 50)!“ 
5 

5ხ–% 5ხ––5ე 

20 2ძ 
> 

ი ( ძი ფო ძი . 
–= 2I- , 1 ლელე) 7 1V% XI 

(+ 'ს”– >) ი 1 V- = 

უკანასკნელი პტვრალის გამოთვლით ვრწძუნდებით, რომ 
§ჩ 

  

ძ§ 

§9(5-- 5 – ლ)!” (§- §:)!““ 

§ა 

სადაც 6 ნებისმიერად ფიქსირებული დადებითი მუდმივია (როცა X <1, შეიძლება. 

ჩავთვალოთ, რომ 6=0). 

ზემოთ მოყვანილი შეფასებების შეპირისპირების საფუჰველზე მივიღებთ: 

I7) ლ ი0ივ(-თ#4-ბ, (25,12) 
სადაც ს არის უმცირესი თ, » რიცხვებს შორის, ხოლო 6 (რაგინდ მცირე) 

დადებითი მუდმივია, 
(25,9) და (25,12) უტოლობები ამტკიცებს საჭირო დებულებას, 

2'. გადავიდეთ § 22-ის VI დებულების დამტკივებაზე. ეს დებულება შეიძლება 
დამტკიცდეს იმავე ხერხით, რომელიც გამოკენებული იყო ანალოგიური დებულების 
დამტკიცებისას § 18-ის 39 პუნქტში. 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, C=თ, ასე რომ, L"-ად შეგვიქლია ვიგულისხმოთ 

ნებისმიერი თხ” რკალი, რომელიც წარმოადგენს თხ-ს ნაწილს იმ პირობით, რომ ნ” 
არ ემთხვევა ხ-ს. გარდა ამისა, ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიქლია თხ სტანდარ- 
ტულ რკალად ჩავთვალოთ, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ §)(ჯ, 1) აკმაყოფილებს #I 
პირობას + ცვლადით. 

გვაქვს: 
(()–– ი)" დ(,, L+/)–-CLCV, +) 

XI, <+1-ჩ)-–5Xძ, <)= 23 | (1-1 

< ლი0ი§(.07-1, 

  ძ!1= 

თხ
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_ ((0–– ი)" | (დ"(,, <+/I) –– ღ”(/ი, L-LII)) –– (დ%/, +) –– დმ, «)|) ძ/ + 

2» (0-–– ი)VVI–Iა 
იხ 

ი)" |' ი (ი · _ უო ასუ” ლლძ/6/C_ + (დ%/, L+/) –– დ”(ი, 1)| 22; ჰ მ-= 0-1) (25,13) 

მარჯვენა მხარის უკანასკნელი შესაკრები (21,5)-ის საფუძველზე მოდულით არ 
აღემატება 00ი5L. | # IV-ს, სადაც V არის «ჯ"%(/, +) ფუნქციის + ცვლადის მიმართ #7 
პირობის მაჩეენებელი. გვრჩება მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრების 

_ 9-2" ( IC"(, <-+M) ––9 6, ++) – (§7%/ 5) –– §%6, 9) 
=–2:; 0-–9)V-–I) 
  ძ,! (25,14) 

იხ 
განხილვა. 

შემოვილოთ აღნიშვნა |/I|=Cთ და იხ რკალზე 71, ჯე წე-ტილების მდებარეობა. 

განვსაზღვროთ თ წერტილიდან ათვლილი მათი §, ჯე რკალური აბსცისებით. განვიხი- 
ლოთ ცალ-ცალკე ორი შემთხვევა: §ე <: 2თ და §ე >> 22. 

პირველ შემთხვევაში (§ე < 22) ვისარგებლოთ იმით, რომ დ%(/,0 +) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს /7 პირობას 7 ცვლადის მიმართ. თუ X»X-თი აღვნიშნავთ შშესაბამის მაჩ- 

ვენებელს, გვექნება (გავიხსენოთ, რომ «=Cთ+ (8, 0 <0 < 1): 
5ხ 

· ძე 

III < ლი5L-§ 1 «ი -- ყე |1-X 

სადაც §) აღნიშნავს ხ წერტილის რკალურ აბსცხას. §=+§ა-ი ჩასმით ადვილად ვრწ- 

მუნდებით (შეად, § 51), რომ 
III ლ ლიივL.0M“ზ = ლ0ი§( | IM“, 

სადაც ს არის უმცირესი თ, X» რიცხვებს შორის, ხოლო 6 რაგინდ მცირე დადებითი 

მუჯმივია. 

გვრჩება §ა >> 2თ შემთხვევის განხილვა, ამ შემთ+ვივაში (25,14)-ის მარჯვენა 
მხარის ინტეგრალი წარმოვადგინოთ სამი ინტეგრალის“ ჯამის სასით: 0-დან (§5.--თ)- 

მდე, (9ე––5)-დან (§ე +თ)-მდე და (4 +0)-დან §გ-მდე. ამის შესაბამისად დავწეროთ: 
I=7 + 7. + #ვ. 

ხ,-ით აღვნიშნოთ წერტილი, რომლის რკალური აბსცისა არის §)--2, გვაქვს: 

(0 –– ი)" ( 2 « + I)-– დ9%/, «) 
(I-– 0)ეV(I-–-L) «- 

/, =   
2X 

1 

– (დ"(/ე, <+/) –– დ(7, 58   
რ-ი) ( ძ( 

>” ((–– 0)! ((–-7)“ 
1 

(23,9ა)-ს საფუძველზე, როგორც "აღვილი დასანახავია??!, მეორე შესაკრები 

მოდულით არ აღემატება C0035L.| # IV-8-ს, სადაც 6 რაგინდ მცირე დადებითი მუდ- 

მივია. პირველი შესაკრები აღვნიმნოთ /ჯ-ით; გვექნება: 

20 (23.9ა) ფორმულაში ჩვენს შემთხვევაში C” = C = თ, C" = წ.
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მე-0 
I) = ( I, V 9 | _ ძა _ I71) <= 00ი§5L- | L IV 59 1 26=9' 

0 

·თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ §)>>2C ჩასმით ა=%2 მივიღებთ: 

ი 0 
_-- – L- - 

I7,) ლ 90ი5L-| # IV | _4“% _ = ძ000ი5L-| /I |” LI LL= +I ა-ა! 
ა. IL. 0 თი-ე + უჯ (1) 

2 

საიდანაც ადვილად დავასკვნით, რომ | /; | <- 00ი5L.I # II“ბ, სადაც C რაგინდ მცირე 
დადებითი მუღმივია და, მაშასადამე, ' 

III < C0ი§L-| ს IV-ზ, 

სავსებით ასევე შეფასდება /გ. გვრჩება /,-ის შეფასება. გვაქვს: 
%ე-+9 

ი ძე 
|7:|) <- ლ0ი5L- §ყ 96) §- 95)» · 

წე–0ძ 

§=35+თე-ს ჩასმით ვღებულობთ: 
+) 

' ძი 

| 7:| = 00ი5(-| I I” | 7  0ნ0%ნ თ 

–I (I+«) L0I" > 

(3 1 
საიდანაც, თუ შევნიშნავთ, რომ –– < -გ „ ადვილად დავასკვნით: 

(/< ლ005L-| MIX. 

მიღებული შეფასებების საფუქველზე მივდივართ საჭირო. დასკვნამდე. 
§ 956. კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევის შესახებ უბან-უბან გლუვი 

საინტეგრაციო წირის კვანძების მახლობლად”1, ამ პარაგრაფში განვიხილავთ 

1 (ღი! 
>=>-- "--“ 26 5%რო = 2 ( 1-2 (26 

L 

?L ახლახან გამოქეეყნდა ვ. პოგოქელსკის მთელი რიგი საინტერესო სტატია, რომელთაგან და- 
ვასახელებთ VV. 100201705 (2|--(71 (უჯანასნელი ორი გამოქვეყნდა ამ წიგნის ხელნაწერის გამომ- 
ცემლობაში ჩაბარების შემდეგ), სადაც აგრეთვე განიხილება კოშის ტიპის ინტეგრალების ყოფაქცევა 
გლუვი გახსნილი და უბან-უბან გლუვი (ჩვენი ტერმინოლოგიით) საინტეგრაციო წირების შემთხვევა- 
დი, ავტორს შემოჰყავს #-ზე თუნქციების გარკვეული კლასები, რომლებიც წარმოადგენენ /IV კლასის 

(ჩვენი აღნიშვნებით) ქვეკლასებს და ერთობლიობაში ამოწურავენ //%. კლასს, და ამის შესაბამისად, 
საინტეგრაციო წირზე და მის მახლობლად კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევის გარკვეული აზრით 
რამდენა: მე ურო დაზუსტებელ დაზასიათებას იძლეეა. სხვა მხრივ ვ, პოგოქელსკის შედეგები ძირი- 
თადად ამ პარა;რაფმი გადმოცემული შ-დეგების ანალოგიურია; ეს უკანასკნელი შედეგები ჩემ მიერ 
მიღებული იყო რამდენიმე წლის წინათ, მაკრამ პირველად აქ ქვეკნდება. ისინი თითქმის უშმუ- 

ალოდ მიღღება წინა პარაგრაფში გადმოცემული შედეჯებიდან, რომლებიც ამ წიგნის პირველ გამოცე- 
მაში იკო გამოქვე,ნებული. (შენიშვნა მეორე რუსული გამოცემიდან).
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კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქ:ევის საკითხს საინტეგრაციო L წირის (რომელსაც 

ჩვენ ახლა უბან-უბან გლუვად ჩავთვლით), კვანძების მიდამოში. კვანძებად ჩვენ ჩავ- 

თვლით იმ წერტილებსაც, რომლებიც გეომეტრიულად არ წარმოადგენენ კვანძებს, 

მაგრამ რომლებზედაც «(/) სიმკვრივე არ არის უწყვეტი; ასეთი წერტილების რაო- 

დენობას ყოველთვის სასრულად ჩავთვლით. ამრიგად, ქვემოთ მოყვანილი შედეგები 

მოიცავს იმ შემთხვევასაც, როცა L წირი გეომეტრიულად გლუვია, მაგრამ დ(1)-ს 

გააჩნია სასრული რაოდენობის გაCკვეული სახის წყვეტები, 
კვანძების მახლობლად ყოფაქცევის შესწავლას წავუმძღვარებთ ზოგიერთ შენი- 

შვნას, რომლებიც გარკვეული მიმართულებით ავსებენ §. 22-ის შედეგებს, 

19, დავიწყოთ § 21-ის თეორემასთან მჭიდრო კავშირში მყოფი შემდეგი დამხ- 

მარე დებულების დამტკიცებით. 
ვთქვაო =0ძხ გლუვი გახსნილი რკალია, CI(2) თ წერტილის რაიმე მიდამოში 

ჰოლომორფული ფუნქციაა L-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეზე, L-ზე უწყვეტად გა- 
გრძელებადი მარცხნიდან და მარჯვნიდან ამ მიდამოში, და აგრეთვე თ წერტილზე, და 

ვთქვათ, თ+(/), თ“(/) სასზღვრო მნიშვნელობები აკმაყოფილებს /7(L) პირობას, 

0<ს < 177, ამ მიდამოში მოთავსებულ # რკალის ნაწილზე. 

” ვთქვათ, თხ რკალი რამდენადმე გაგრძელებულია თ ბოლოს იქით გლუვი 0”ძ 
რკალით (მაგალითად, მხების მონაკვეთით) ისე, რომ მიღებული L =თძხ რკალი, 

რომელიც შეიცავს L = იხ რკალს, გლუვია 

(ნახ. 13). 

აღნიშნულ პირობებში C6ი(2) ფუნქცია უწ- 

ყვეტ:დ გაგრძელებადი იჟნება L”-ზე მარცხნიდან 

და მარჯენიდან ი წერტილის მიდამოში და თ1(/), 

თ” (/) სასაზღვრო §გნიშენელობანი დააკმაყოფი- 

ლებენ #7(V) პირობას L”-ზე (და არა მხოლოდ 

L-ზე) აპ მიდამოში, 
მართლაც, შემოევწეროთ იმდენად მცირე 

რადიუსიანი წრეწირი + ცენტრით ი წერტილში, ნახ. 13 

რომ იგი მთლიანად მოთავსდეს განსახილველ მიდამოში დ» გადაკვეთოს L რკალი 

ზუსტად ერთ ძე წერტილში, თუ გამოგიყენებთ კოშის ფორმულას + წრეწირით შე- 

მოსაზღვრული წრისათვის, რომელიც გაჭრილია რძე რკალის გასწვრივ » წ”ეწირის 

შიგნით მოთავსებული 2 წერტილებისათვის, რომლებიც ძიე რკალზე არ მდებარეო- 

ბენ, გვექნება: 

  

აფ = _1_ 1 ა(ეძ( 

L 

სადაც IL1-თი აღნიშნულია განსახილველი გაჭრილი წრის სახლვარი,„ რომელიც შემოი- 

წერება დადებითი მიმართულებით. ეს საზღვარი (ნახ. 13) შედგება ჭრილის მარცხენა 

მხარისაგან, რომელიც 0ძე მიმართულებით შემოიწერება, + წრეწირისაგან, რომელიც 

საათის ისრის მოჭქრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით შემოიწერება და ჭრილის 

მარჯვენა მხარისაგან, რომელიც ძეთ მიმართულებით 'შემოიწერება. თ(/)-თი აღნიშნუ- 

ლია თ(27) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა, რომელსაც იგი I-ზე ღებულობს; 

L1–-2 

79 ვგულისხმობთ, რომ ს < 1, რათა + = 1 შემთხვევაზე ცალკე საუბარი არ მოგვიხდეს.
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კერძოდ, ძიე ქრილის მარცხენა და მარჯვენა მხარეს CX(/)-ს ქვეშ საჭიროა, შესაბამისად, 

თ+(/), თ”(/) ვიგულისხმოთ. ამრიგად, 

1 7 ია1()–– ი“(ი) 1 თ()ძ! 

2»L , (“2 2XL (“2 
ძმა წ 

ვ”ნაიდან მარჯვენა მხარეს მეორე ინტეგრალი წარმოადგენს თ წერტილის მი- 

დამოში ჰოლომორფულ ფუნქციას, განსახილველი გვრჩება ინტეგრალი 

1 | თია+()–– თ“(M 1 ( სა()ძ! 

2>ჯ “ (–72.. =“ 2 ) 1-2? 
'ძძა თ” ძძი 

სადაც. V(I) =Cთა+(/) –– თ“(0) იძე რკალზე და ს(/) =0 დამატებულ ი”თ რკალზე, იმის 

გამო, რომ თ +(/) –– თ“(/) -> 0, როცა L-ხე 1-> 0, რაც გამომდინარეობს (I(7) ფუნ- 

ქცოს რ წერტილზე უწყვეტად. გაგრძელებადობიდან, და იმის გამო, რომ. პირობით 
თ() და თ“ (/) ეჯუთვნის /ICV) კლასს L-ზე თ წერტელის მიდამოში, L(/) ფუნქცია 

ეკუთვნის /7(ს) კლასს. L”-ზე, აქედან კი, პლემელი ––პრავალოვის თეორემის საფუჭველ- 
ზე, გამომდინარეობს გამოთქმული დებულება. 

ახლახ-ნ დამტკიცებული დებულებიდან, § 21-ის შენიშვნა 2-ის საფუ1ჰველზე, 
გამომდინარეობს, რომ აღნიშნულ პირობებში ნებისმიერი ორი 7,, 2) წერტილისათვის, 

რომლებიც ერთდროულად იმყოფებიან L"=0”'იხ რკალის მარეხნივ ან მარჯვნივ ძ 
წერტილის მიდამოში, გვექნება უტოლობა: 

| ა(2) –– თ(2,) | ლ 0005L-| 2 –– 2, IM. (26,2) 

ეს უტოლობა, ცხაღია, მართებულია მაშინ»), როდესაც 2,, 25 წერტილები 

(ორივე ერთდროულად ან ერთ-ერთი მათგანი) მოთავსებული” L-ზე, თუ VX(2)-ის 

ქემ ვიგულისხმებთ სასაზღვრო მნიშენელობას სათანაღო მხრი- 

ღან. როცა 2 არის L-ზე. 

წუნა უტოლობა კერძოდ გვიჩვენებს, რომ V(2) ფუნქცია აკმაყოფილებს /7(V) 
პირობას 0 წერტილის მიდამოში ყოველ ძი” გლდვ რკალზე, რომელიც გავლებულია 

L-ის გასწვრივ გაქრილ სიბრტყეზე, ისე, როგორც ნახ. 113-ზეა ნაჩვენები. ამაში ად- 

კვალად დ:ვრწძ-ნდებით, თუ იი?” რკალს მთლიანად L”=0”0იხ რკალის მარცხენა ან 

მარჯვენა მიდაზომი მოთ:ვსებულად წარმოვიდგენთ. ამისი მიღწევა კი ყოველთვის 

შეიძლება 0'თ რკალის სათანადოდ ”მერჩევით.. 

ცოადია, ყველაფერი, რაც ითქვა, ძალაშია იმ შემთხვევაშიაც, თუ თ ბოლოს 

ნაცვლ:დ განიხილება ხ ბოლო. ' 

29, ახლა დავუბრუნდეთ § 22-ის დებულებებს და ვიგულისხმოთ, რომ (26,1) ინ- 

ტეჯრალზი L= 0ხ გასნილი გლუვი: რკალია და რომ § 22-ში შემოღებულე აღნიშვნით 

დ'(I) 
(–ი'' 

გავიასენოთ, რომ (26,1) ინტეგრალის ყოფაქცევა L-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრ- 

ტყეზე Cს მასლობლად განისაზღვრება (22,4), (22,5) ფორმულებით: 
დ(ი 

დი = + ე-; ი 2-0 + დაფ, როვა 1=0 (26,4) 

  (ა(2) = 

  თა(2) = 

დ(,) = /=თCთ+.ს, 9ძლთ<1, 0=0 ან ხ. (26,3)
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გ+VXI «(ე 

2+ 2: 5)ი%+% 2– ი 
  CდX2) =   +დე(უ, როცა 75950. (26,5) 

ზედა ნიშნები "იღება როცა 6C=0, ქვედა–- როცა C=ხ, ამასთან Iი (2–– 6) არის 

ნებისმიერი შტო, რომელიც ჰოლომორფულია L-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეზე 0 

ბოლოს მახლობლად; (2-–- 07 –– შტო, რომელიც ჰოლომორფულია ასეთსავე არეში 

და L-ის მარცხენა მხარეს ღებულობს (26,1ქ) ფორმულაში მონაწილე (/ ––- C)V გნიშ- 

ვნელობას?1, (26,4) ფორმულის მარჯვენა მხარეში Cე(2) აღნიშნავს გაჭრილ სიბრ- 

ტყეზე C-ს მახლობლად ჰოლომორფულ ფუნქციას, უწყვეტად გაგრძელებადს მარცხ- 

ნიდან და მარჯვნიდან #-ზე Cს მახლობლად, და აგრეთვე C წერტილზე <0 (7), 

დ: (რ) სასაზღვრო მნიშვნელობები C-ს მიდამოში #-ზე ეკუთვნის # კლასს (§ 22, 

პ, ვი). ასეთივე თეისებები გააჩნია აგრეთვე (26,595 ფორმულის მარჯვენა მხარეს 

და(2) ფუნქციას, როცა თ=0 და (2-0) რთე(2)=5%(2) ნამრავლს, თუ Cთ>>0, 

ამასთან §ბე(C) =0. 

ამ პარაგრაფის 1ბშ პუნქტიდან გამომდინარეობს, რომ (26,4) ფორმულის ან 

(26,5) ფორმულის, როცა თ=0, მარჯეენა მხარეს მდგომი დე(2) ფუნქცია ეკუთგნის 

# კლასს Cს მიდამოში ყოველ გლუვ CC რკალზე, რომელიც გავლებულია C წერტი- 

ლიდან L-ის გასწვრივ გაქრილ სიბრტყეზე. ასეთივე თვისებები გააჩნია (2-–-C)VC0-(2) = 

=§ბა(2) ფუნქციას, როცა თ > 0. ვინაიდან ამ უკანასკ6ნელ შემთხვევაში §)#.(C0=0, 

ცხადია, გვექნება: 

იფ- იი 9» 
“ს-ე - ს, ირ (26,6) და(2) = 

სადაც თე რაიმე დადებითი, თ-ზე ნაკლები მუდმივია, ხოლო Cეა(2) არის ფუნქცია, 

რომელიც აკმაყოფილებს /7 პირობას C-ს მიდამოში L-ის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყე- 

ზე C-დან გავლებულ ნებისმიერ გლუვ CC” რკალზე. 

დაბოლოს, გავიხსენოთ, რომ (26,1) ინტეგრალის ყოფაქცევა ინტეგრების L= 06 

წირზე C ბოლოს მიდამოში განისაზღვრება (22,7), (22,8) ფორმულებით: 

C, · 
დია) = > 259 II (#ყ--–0) + #”V,), როცა ჯ=0 (26,7) 

CI0XX _ დM9) 
2 (–ი' 

სადაც ზედა ნიშნები აიღება, როცა 6=ძ, ხოლო ქვედა –– როცა 6=ხ; (26,7) ფორ- 

მულაში და აგრეთვე (26,8) ფორმულაში, როცა თ=0, CC) ფუნქცია ეკუთვნის 

I კლასს C-ს მიდამოში; როცა თ>> 0, 

  CV) = + + დ"), როცა 1 559, (26,8) 

დ""იი) 

Iჩ-C|%ი” 
სადაც თე=00ი5( < თ, ხოლო CთV(/,) L-ზე C-ს მიდამოში ეკუთვნის #7” კლასს. 

დ-(7-) = (26,9) 

19 გავიხსენოთ, რომ (26.3) ფორმულაში #L-ზე ((–. ოV მნიშვნელობა ნებისმიერადაა ფიქსირე- 

ბული, მაგრ ამ ცხადია, იმ პირობით, რომ უწ;ვეტად იცელებოდეს #-ზე (არდა 2 წერტილისა, როცა 

«=0, 8#0).
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წინა პარაჯრაფშე ნ»თქვამის შემდეჯ არავითარ სიქნელეს არ წარმოადგენს (26,1) 

ფორმულეთ გ:ნსახუვრულა Cთ.2) ფუნქციის ყოფაქცევის შესწავლა, რომელიმე ნების- 

მიერი უბა5-უბან გლუვ“ L წერის კვანჰების მიდამოში. ახლა ამ შემთხვევაზე გადავ- 

დივართ. 
ამრევად, ვთქვათ (26,1) ფორმულაში L აღნიშნავს ნებისმიერ უბან-უბან 

გლუე წაზს (§ 1, პ, 49, 59), C კი მუსი ერთ-ერთი კვანძია (ნახ, 14). ვთქვათ ამ 

წერტილში შეერთებულია L,, Lა, ,.., L, გახსნილი რკალების ბოლოები, ამასთან ამ 

რკალებზე დადებითი მიმართულება შეიძ- 
ლება გამოდიოდეს C-დან (მაშინ C წერტი- 

ლი რკალის საწყის წერტილს წარმოადგენს) 

ან მიდიოდეს C-კენ (მაშინ C რკალის ბოლო 
წე რტილია), პირველ შემთხვევაში შესაბამის 
რკალებს გამომავალს ვუწოდებთ, ხო- 

ლო მეორე შემთხვევაში –– შემ ავალს. 

C-ს მახლობლად CX2)-ის ყოფაქცევის 

შესასწავლად, საკმარისია ჩავთვალოთ, რომ 

(26,1) ფორმულაში L შედგება L,=00,, 

Cს 4 სLა=090ე,...,L„=06ე) რკალების ერთობლი- 
! ობისაგან. ჩვენ სწორედ ამას ეგულისხმობთ, 

ჯერ. განვახილოთ შემთხვევა, რომელიც ხშირად გვხვდება გამოყენებებში, რო- 

დესაც (26,1) ფორმულაში დ(/) ფუნქცია C-ს მიდამოში ეკუთვნის /#”7, კლასს, ე. ი. 

როდესაც 

  

დ()=თ,() L,-ხე #=1, 2,..., /., (26,10) 
სადაც თ.ა(/) აღაემნავს L,-ზე მოცემულ ფუნქვიას, რომელიც #,-ზე C-ს მიდამოში 

ეკუთვნის /7. კლასს. 
ამრიგად, ჩვენს შემთხვევაში 

ჩ 
1 | დ(,)ძ 1 

90=2,; 1 1-2“ 2 25 
#=1 L. 

თუ მარჯვენა მარეს თათოუული შესაკრების მიმართ გამოვიყენებთ წინა პუნქტ- 

ში გადმოცემულ შედეგებს, ადვილად მივალთ შემდეგ დასკვნამდე. 
0 კვანძის მიდამომი L-ზე არამდებარე 2 წერტილებისათვის 

    
ქ) | 239, . ტ6,11) 

L–--2 

დ“) = 41. ((–-0თ + 9%ა(უ, (26,12) 

სადაც #4 მუღმივაა, განსაზღვრულია ფორმულათ: 

ჩ 
52719, , 

4= 2 –ჯ-“ (26,13) 

ღ,(0)-ს წინ ზედა ნიშანი აიღება გამომავალი რკალების შესაბამისი #-თვიას, ქვედა 

ნიშანი კი––მემავალაე რკალების შესაბამასე #-თვის, ხოლო თა(2) აღნიშნავს ფუნქ- 

  

29 აქ დროებათ გადავუხვევთ წესს, რომლის თანახმადაც პირველ ადკილზე იწერება რკალის 

საწყისი წერტილის აღმნიშვნელი ასო,



§ 26 | II, კოშის ტიპის ინტეგრალები 101 

ციას, ჰოლომორფულს, C კვანძის მიდამოს #„(#=1, 2,..., ი) რკალებით დასოთ-თ 

მიღებულ თითოეულ სექტორში და უწყვეტად გაგრძელებადს თითოეული სექტორი- 
დან მის საზღვარზე C წერტილის მიდამოში (და თვით C წერტილზე); «:მ-Lთან და(2) 

ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობანი ეკუთვნიან #/I კლასს სექტორის საზღვარზე 0 

წერტილის მედამოში. მოცემულ სექტორში 10 (2-2) გამოსახულების ქეეშ შეგვიძ- 
ლია ვიგულისხმოთ ნებასმიერი შტო, რომელიც უწყვეტად იცვლება (გ--რდა თვით 6 

წერტილისა). 

C კვანძის მახლობლად L-ზე მდებარე 2=7აე წერტილებისათვის გვექნება სავსე- 
ბით ანალოგიური ფორმულა 

დი) = 4 1ი (-–– 0 + «“V,), (26,14) 

სადაც დ%(/) არის #L-ზე (ე წერტილის ფუნქცია, რომელიც C-ს მიდამოში ეკ-თვნის 
MI კლასს, ე. ი. 

  

დ“ძაე = დ;(,) #L,-ზე, #=1, 2,..., #, (26,15) 

ამასთან, თ„;(/) აკმაყოფილებს #7 პირობას #,-ზე C ბოლოს მიდამოში; როცა #0 

L,-ზეა II ((---–C) გამოსახულების ქვეშ იგულისხმება ლოგარითმის ნებისმიერი შტო, 

რომელიც უწყვეტად იცვლება M#-ზე (გარდა C წერტილისა), ხოლო 4-ს მნიშვნე- 
ლობად –– (26,13) ფორმულით განსახღვროლი მუდმ;ვი. 

განსაკუთრებით აღვენიზნოთ ერთი კერძო შემთხვევა.ა სახელდობრ, დავუშვათ, 

რომ დ() C-ს მიდამოში ეკუთვნის // კლასს (და არა მხოლოდ /Iა-ს) და «(C0=0. 
მაშინ, ზემოხსენებულის თანახმად, 9X(2) მიისწრაფვის გარკვეეჟულიე ზღვრისაკენ, როცა 

2 –> C ნებისმიერი გზით, ხოლო CXჯე) ეკუთენის #// კლასს L-ზე C-ს მიდამოში. 

განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როდესაც (26,1) ფორმულაში, ისევე როგორც 

ზემოთ, L აღნიშნავს უბან-უბან გლუვ წირს, ხოლო დ%) ფუნქცია ეკუთვნის II? 

კლასს მოცემული C კვანძის მახლობლად. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ Cს მიდამოში 
ეს ფუნქცია წარმოდგენილია შემდეგი სახით (შეად. § 22): 

დ%#) _ 
(ი! , 

სადაც (-C0Xს მნიშენელობებად ცალკეულ #I, LL... Lე რკალებზე, რომლებიც 

იყრიან თავს C კვანძში, იგულისხმება ამ რკალებზე უწკეეტი (გარდა, შესაძლებელია, 
6 წერტილისა როცა Cთ=0) ნებისმიერი მნიშვნელობანი ხოლო დ”) აღნიზნავს 

ფუნქციას, რომელეც C-ს მიდამოში ეკუთვნის #77 კლასს. ამრიგად შეგვიძლია დავ- 

წეროთ 

  დე) = ჯ=თ +! 5-0, 0ლთ<1, (26,16) 

(219, 
დ0=დ0- +-–» L.-ზე #=1, 2,..., /, (26,17) 

სადაც დ;(/ე) აღნიშნავს ფუნქციას რომელიც მოცემულია L-ზე და L„ რკალის C 

ზემოხსე! ნებულის ანალოგიურად, თუ C(2) ფუნქციას წარმოვადგ, ენთ (26,11) 

ჯამის სახით და თითოეული შესაკრების მიმართ გამოვიყენებთ 2მ პუნქტში დადგენილ 

შედეგებს, ადვილად მივალთ შემდეგ დასკვნამდე. C კვანძის მიდამოწი მდებარე 2 
წერტილისათვის, რომელიც #L-ს არ ეკუთენის,
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/C 
=-––ე 26,18 დი C--C? + %ა(შ, (26,18) 

სადაც # მუდმივია, რომელსაც C კვანძის მიდამოს #L წირით დაყოფილ სხვადასხვა 

სექტორში შეიძლება ჰქონდეს სავადასხვა მეიშვიელობა, ხოლო C)ე(2) არის ფუნქცია, 

პოლომორფულე თ-თოეულ ამ სექტორში; როცა თდ=0, იგი უწყვეტად გაგრძელება- 

დაა შესაბამისი სექტორის სახლვარზე C წერტილის მიდამოშე (თვით ამ წერტილის 
ჩათვლით); როცა თ > 0 

რიი(2) 

სა ანიხლლუ » თ-ა=00051<თ, (26,19) 

სადაც ნეა(მ) არეს C-ს მახლობლად შემოსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად 
გაგრქელებადია შესაბამისე სექტორის საზღვარზე; ამასთან, ამ ფუნქციის სასაზღვრო 

მნიშველობებე ე%კუთვვის /I კლასს სექტორის საზღვარზე C წერტილის მიდამოში. 

6 კვანძის მახლობლად L-ზე მდებარე 2=ჯე წერტილებისათვის 

% 
CთXVI) = შე=0თ» + Cდ"(,), (26,20) 

სადაც #- მუდმივია, რომელსაც შესაჭლებელია ჰქონდეს სხვადასხვა მნიშვნელობა 

სხვადასხვა ს, რკალასათკის, ხოლო დ %7)) აღნიშნავს L-ზე 7ე წერტილის ფუნქციას, 

რომელსაც შემდეგი თვასებები გააჩნია: როცა თ=0, თ%(/)) ეკუთენის MI) კლასს 

C-ს მიდამოში; “ოცა თ >>0, 

დ"“V,) 

|1--1-|%ი” 

სადაც დ“(/) ეკუთვზის /7 კლასს C-ს მედამოში. 

ადვალად შეიძლება ამოიწეროს (26,18), (26,20) ფორმულებში მონაწილე # 

და Mე მგდმივებისათვის ცხადი გამოსახულებანი, მაგრამ ზო- 

გადი შემთხვევისათვეს ამას არ გავაკეთებთ, ვინაიდან ხსენე- 

ბულე გამოსახულებანი არ დაგვჭირდება, და შემოვიასაზღვრე- 

ბით ერთი ტიპურე მაგალითით, რომელიც "შემდეგ პუნქტში 

იქნება განხილული. 

4ბ. ზემოხსენებულის ნათელსაყოფად განვახილოთ შემ- 

დეგი კერქო შემთხვევა: ვთქვათ, C კვა5ძში თავს იყრის 

' მხოლოდ ორი გლუვი რკალი L, =0,0 და Lე=C0ე, ასე, რომ, 
ჩვენს შემთხვევაში კვანძი წარმოადგენს L=#, + #»„=0C)60) 

(ნახ. 14ა)?9 წირის ჩვეულებრივ კუთხურ წერტლს; L, = 

=C6 და Lა=0Cთ-ზე დადებით მიმართულებებს ჩავთვლით 
შერჩეულად მოყვანილი აღნიშვნების შესაბამისად. განვიხი- 

ლავთ შემთხვევას, როდესაც ძველ აღნი”შვნებ”მი 

დ“() ' 
ნახ, 14ა დ(I!)) = ძ-ი'' V»+=C-Iჩ8 5-0, 

CდV(/ა) = თე-=0005( < თ, (26,21) 

  
  

2 კერძოდ L, და Lე რკალებს შეუჰლაათ ერთმანეთი კლუეად გააგრძელონ, ასე რომ # რკა- 

ლი შეილება იკოს გლუვი.
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ამასთან, 

დ'ე=დი,ი0 L,-ხე, დ“(/) =ჯა(/) L-»-ზე, 
სადაც დ;(/) და თ;:(/) აკმაყოფილებს #7 პირობას შესაბამისად #,-ზე და #ე-ზე C-ს 

მიდამოში. ამის გათვალისწინებით 

Cდ(7) = Cდ,(2) + დე(2), 

1 დ()ი! 1 დ()ძ! 

9,2) = 2; ( 1-2. ი“ 2, | (7 
LI L5 

L წირი C წერტილის მიდამოს ჰყოფს ორ სექტორად, რომლებსაც CX და თ“- 
ით აღვნიშნავთ და ვუწოდებთ შესაბამისად #-ის მარცხენა და მარჯვენა მიდამოებს 

(C-ს მალობლად) იმის მიხედვით, თუ როგორი მდებარეობა უკავიათ მათ L-ზე 

შერჩეული დადებითი მიმართულების მიმართ. 

იმ:სათვის, რომ თ,(2) და Cთე(2)-ის მიმართ გამოვიყენოთ 29 პუნქტში მოყვანი- 

ლი ფორმულები, გარკვეული სახით უნდა დავაფიქსიროთ ამ ფორმულებში “შემავალი 

მრავალსახა ფუნქციების შტოები. ყოველთვის მხედველობა?ი. ვიქონიებთ C წერტილის 

მიდ-მოს და შემდეგნაირად მოვიქცევით: 
((– თV-ში L,-ზე ვიგულისხმებთ ნებისმიერად შერჩეულ მნ»შვნელობას, რომე- 

ლიც უწყეეტად იცვლება Lა-ზე (გარდა C წერტილისა, როცა თ=0). (2--0)V-თი, 
#ოგორც თ+ სექტორში, ისევე თ” სექტორში, აღვნიშნავთ #,-ის გასწვრივ გაჭრილ 

სიბრტყეზე ჰოლომორფულ შტოL, რომელიც Lეა-ის მარცხენა მხარესს (/--C)V მნიშ- 

ვნელობას ღებულობს. ((–-0)7-დ L,-ზე ვიგულისხმებთ მნიშვნელობას, რომელსაც 

ღებულობს #,-ზე ახლახან აღნიშნული (2-C)” შტო. დროებით დაგვჭირდება კიდევ 

ამ უკანასკნელი ფუნქციის სხვა შტო, სახელდობრ, შტო, რომელიც პჰოლომორფულია 

L-ის გასწვრივ (და არა Lე-ის გასწვრივ) ჯაქრილ. სიბრტყეზე, და რომელიც L;-ის 
მარცხენა მხარეს ღებულობს ზემოთ აღნიშნულ (| ––- 6)” მნიშვნელობას. ამ შტოს 

I2-–-ო")" სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. ადვილი დასანახავია, რომ 

(თ–ცუებ= 6-ი”:.  თ+ სექტორში, 
((2–- C)I)? = (-1MI/C-- ოე» თძ“ სექტორში. 

ამის შემდეგ ადვილი დასაწერია საჭირო ფორმულები. სახელდობრ, (26,5) ფორ- 

მულის საფუძველზე გვექნება (აღნიშვნები გასაგებია): 

სადაც 
  

  

    

  

თ 2 = რ6VXL( დ;(თ დო + -უ 

ა 2(5)ი7ი (2- რ-ი! 6 (2) თ1 და თ -მი, 

გ-V>I დ(ე გ-ი! 10 

ეასაა.> „აე (7) - (2) = “ 2(5101< (C--თფ! +CდVI(2) = –20:- 6-0» +C0)(2) თ"-ში, 

0 (2((2) ი  _ დ;:() თფუფ- -" წი _თო დ; ” 
1(2) 2:5)ი 1 (2 თ" + CC) = – (აიკ. 2-0) ––ეკში რ 

0“ -ძი. 
"საიდანაც გამომდინარეობს ფორმულები 

იც - ლარ ლში 1 სა, 
1 „გეაეს-–-_ ფ6–- ი» “+-და(2) L-ის. მარცხნივ, (26,22)
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(9Mდ(0) –- 2IVIდ,(0 _ 1 9ტ=““– ი “ე, +909 (+ს მარჯვნივ, (26,29) 

სადაც რა(2)-ს შემდეგი თვისებები: აქვს, როცა თ =0, იგი =წყვეტად გაგრძელებადია 
მარცხნიდან და მარჯვნიდან #-ზე C-ს მიდამოში და მისი სასახღვრო მნიშვნელობები 

ეკუთვნის // კლასს #-ზე ამ მიდამოში; როცა თ>>0 

_ე(?). 

|2--იIM' 
სადაც მია(2) ფუნქცია უწყვეტად გაგრქელებადია მარცხნიდან და მარჯენიდან L-ზე 
Cს მიდამოში და მ”სი სასახლვრო მნიზვიელობებე ეკუთვნის // კლასს L-ზე ამ მი- 

დამოში. 
როცა 7: L-ზეა, #XI/))-თვის ფორმულები ანალოგიური გზით შეიძლება მივი- 

ღოთ (26,8) ფორმულების საფუძველზე. მათი მიღება უფრო იოლად შეიძლება 
(26,22) ფორმულებიდან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

დე(2) = თა·= C0051 < თ, (26,23) 

1 

CV) = "2. (დ+Vს) + Cდ“(/))|. 

თუ შევნიშნავთ, რომ | (/(-–– 0)')+ = I(Iი–– C)V1“ = (((-–– ო” #)-ზე, |((ე–– 2)" I+ = 

=(ი-–-2), ((--– ო" = 2 MV/-- 0)" L,-ზე, ადვილად მივიღებთ: 

( 2! CC V> 
  

  

1 
«V) = L2; 5111 1 (0) - 2; #10) (ი – ით + დ“) L.-ზე, 

CI +X , 6 VI... 1 რტ) = |; 29-ე %9) ე: +9%) #-ზე, _ (2.24 
სადაც თM/ა) ეკუთვნის //„ე კლასს L-ზე C-ს მიდამოშ:, როცა თ=0, ხოლო, როცა 
თ>0 

ლ 

თ)"I/) ეკუთენის // კლასს L- ზე იმავე ს მიდამოში, 

5), ზემოხსენებული შედეგებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი მნიშვნე- 
ლოვანი. დასკვნები. 

ვთქვათ კოშის ტიპის ინტეგრალში 
1 ”დ(ეძი 

დ() = 2: , 1-2 
L 

სადაც L უბან-უბან გლუვი წირია, დ(Iჰ) ეკუთვნის MI" კლასს L-ზე, მაშინ თX(2) წარ- 
მოადგენს უსასრულობაში ქრობად უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციას. 

თუ §(I) ეკუთვნის II" კლასს #-ზე, მაშინ C(/ა)-იც, როვცა #1: L-ზეა, ეკუთვნის 
იმავე კლასს, სხვანაირად, #-ზე მოცემული MI? ფუნქციათა კლასი «ნვარიანტულია 

% (26,22) და (26,242) ფორმულები იმ შემთხვევისათვის როდესაც L, და L: რკალები 
ერთმანეთს გლუეად აგრძელებს (რაც არსებითი არ არის და გავლენას არ ახდენს ფორმულების სა- 
ხეზე) მოცემული იჯო დ. კეესელავას (1) შრომაში. ისინი გადმოცემულია ამ წიგნის პირველ რუსულ 
გამოცემაში. მეორე კამოცემაში შეივსო დამტკიცებაში არსებული ხარვეზი. 

დV%(/,) = თე:=00115ს <. Cთ; (26,25) 
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89+L 

  

II1–#% 
L 

ოპერაციის მიმართ. 

69. დასასრულ, განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც სიმკვრივე დამოკიდებულია 
კიდევ რაიმე » პარამეტრზე, რომელიც რაიმე 7' სიმრავლეზე იცელება, სახელდობრ, 

განვიხილოთ კოშის ტიპის ინტეგრალი 

1 ( დ(I, :)ძ! 

25) 1-2 „92, <) -= 

სადაც L აღნიშნავს უბან-უბან გლუვ წირს, ხოლო «(/, +) ფუნქცია, როცა 1 C XL, 

+ C 1” აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს; მოცემული C კვანძის მიდამოს / წერტილი- 

სათვის 

  , (26,26) 

"4, 

(69-ე X=Cთ+8, (26,27) 
სადაც > და ზ არსი მუდმივები, 0< <1, ხოლო დ“%!/, +) / ცვლადის მიმართ 
C-ს მიდამოში ეკუთვნის /7ე კლასს და აკმაყოფილებს /## პირობას < ცვლადის მიმართ; 

ჯ-ს დანარჩენი მნიშვნელობებისათვის კი გვაქვს უტოლობა 

| <(I, + + M)–დ(/, +)| = 4()|/I, IL=00051> 0, (26,28) 

სადაც „I(,) არის გარკვეული დადებით #L-ზე ინტეგრებადი ფუნქცია. 

მაშინ C-სთან საკმაოდ ახლო მდებარე (ე წერტილებისათვის #-ზე §2(/ე, +)= 

=((.–– 2)” დ(/, +) ფუნქცია ეკუთვნის /7ე კლასს (ე ცვლადის მიმართ და აკმაყო- 

ფილებს // პირობას + „ცვლადის მიმართ. 

# (ვლადის მიმართ ეს დებულება შეიძლება დამტკიცებულად ჩავთვალოთ. 39 
პუნქტის შედეგების საფუძველზე. 

: გვრჩება დავამტკიცოთ დებულების მართებულობა « პარამეტრის მიმართ. ამ 

ნაწილშიაც დებულება დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის, როდესაც L შედგება 
ერთადერთი გლუვი 0ხ რკალისაგან (§ 25, პ, 29). აღნიშნულ კერძო შემთხვევის მი- 

მართ § 25-ში ნათქვამს დავამატოთ შემდეგი შენიშვნა. გარკვეულობისათვის ვიგული- 

სხმოთ, რომ C=0-ს და რომ დ%(/, <) 1 ცვლადის მიმართ ეკუთვნის // კლასს მთელ: 

ძის რკალზე, და 

C0(2, LI) = (2–– ი)” თ(2, +) 

ფუნქციასთან ერთად განვიხილოთ 

MC, <) =(2- 0) VC-- ძ)L«X>, <) 
ფუნქცია; (2-6)1-V მამრავლი იმისათვის შემოგვაქვს, რომ საქმე გვქონდეს ცალსახა 

ფუნქციებთან იხ-ს გასწვრივ გაქრილ მთელ სიბრტყეზე: ვინაიდან ეს მამრავლი თ 

წერტილის მიდამოში ჰოღ ომორფულ და ნულისაგან განსხვავებულ ფუნქციას წარმო- 

ადგენს, ამიტომ იგი, ჩვენთვის საინტერესო თვალსაზრისით, განსახილავ ფუნქციათა 
ყოფაქცევაზე არავითარ გავლენას არ მოახდენს. თუ შევნიშნავთ, რომ 1 –თ >>0, 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ VM(2, +) ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია მარცხ- 
ნიდან და მარჯვნიდან” იხ რკალის ყველა წერტილზე და აგრეთვე მის ბოლოებზე.
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შემდეგ VI დებულების (§ 22, პ, 59) საფუჭველჯზე ადვილად დავასკვნით, რომ, 

როცა ე L-ზეა და LX, LX+/MC7', 

IV-C/0ი. ++/)-- V-(/ა, <)| ლ 6005L-I Iს, I. = ლ0იი§L > 0, 

ამასთან, ერთდროულად აიღება ზეჯა ან ქვედა ნიშანი და #ე = თ ან ჯე = ხ შემთხ- 
ვევა არ გამოირიცხება; ამ შემთავევაშე V”=(თ, +)-ში საჭიროა ვიგულისხმოთ VI(თ, <) 
(ანალოგიურად სხვა სემბოლოებისათვეს), ახლა, თუ L აღნიშნავს რომელიმე მარტივ 

შეკრულ კონტურს, რომელიც ძხ-ს მოიცავს და მისგან დადებით მანძილზეა, მაშინ, 

ცხადია, ამ კონტურის ჯე წერტილებისათვის გვექნება 
IVVი, X+/I) –– ყე, <) | < ლიიზ-I/ IM, 

ამასთან შეგვეჰლეა ჩავთვალოთ, რომ უკანასკნელ ორივე უტოლობაში ს ერთსა და 

იგივეს აღნიშნავს, თუ ახლა L კონტურეთ შემოსაზღვრულ და იხ რკალის გასწვრივ 

გაჭრილ არისათვის გამოვიყენებთ თეორემას მოდულის მაქსიმუმის შესახებ, ადვილად 
დავრწმუნდებით 

IV ++/)–- VMC2, 9) | 00051: | /I II 

უტოლობის მართებულობაში ამ არის ყველა 2 წერტილისათვის, კერძოდ ყველა 2 

წერტილისათვის, რომლებიც თ წერტილის მიდამოს ეკუთვნის. აქედან, ცხადია, გამომ- 

დინარეობს, რომ ყველა 2 წერტილისათვის, რომლებიც თ ბოლოს მიდამოს ეკუთვნიან, 

გვექნება: 
|§X2, <+/) ––(CX2, +)| ლ C005L-IMIს, XLC7, <=+-#C7, #=0005! > 0, 

კერძოდ, ძხ-ს გასწვრივ გაჭრელ სიბრტყეზე ი-დან გავლებული ნებისმიერი გლოვი 

ძი” რკალის ყველა წერტილისათვის, რომლებ“ც საკმაოდ ახლოსაა ძ-თან. 

ამ შენიშვნის შემდეგ ჩვენთვის საინტერესო დებულების დამტკიცება არავითარ 

სიძნელეს არ წარმოადგენს. აქაც, როგორც 3ე პუნქტში, საკმარისეა განვიხილოთ 

"შემთხვევა, როცა. # შედგება გლუვი IL), Lა,..,ს L.„ რკალებისაგან, რომლებიც C . 

კვანძში იყრიან თავს. თუ %X2, 2) ინტეგრალს შესაბამისად #,; L„,,..,, L„ რკალების 

გასწვრივ აღებული ინტეგრალების ჯამად წარმოვადგენთ და თითოეული შესაკრების 

მიმართ გამოვიყენებთ ზემოთ აღნიშნულ შედეგებს, მივალთ საჭირო დასკვნამდე. 

შენიშენა,. ჩვენ გამოვრიცხეთ შემთხვევა, როდესაც (26,27ტ) ფორმულაში 

თ=0. თუ თ=0 (კერძოდ, თუ X»=0), მაშინ, როგორც ადვილი დასანახავია, ზემო- 

თქმულის საფუჭველზე, | /-- CI” თ(/ე, <) ფუნქცია, სადღაც § რაგინდ მცირე დადე- 
ბით– სიდიდეა, C-თან საკმარისად ახლოს მდებარე #ე-თვის, ეკუთენის /#/ კლასს 1ე 

ცვლადის მიმართ და აკმაყოფილებს #7 პირობას + ცვლადის მიმართ. 
კერძოდ, თუ დთ“(/, +) ეკუთვნის // კლასს ჯ ცვლადის მიმართ C-ს მიდამოში 

ღა თუ, გარდა ამისა, დ”(CC, «)=0 ყოველი =<C71, მაშინ დ(ჯ/, <) ეკუთვნის #7 

კლასს 7ე ცვლადის მიმართ C-ს მიდამოში და აკმაყოფილებს /7 პირობას + C 7, ცვლა- 

დის მიმართ. ამაში დასარწმუნებლად საკმარისია ჩავატაროთ იგივე მსჯელობები, რაც 

«>> 0 შემთხვივისათვის, ოღონდ V/C2, +) ფუნქციის ნაცვლად განვვხილოთ (2 –– 0) X 

X9X2, 1) ფუნქცია. 
§ 97, მოკლე ცნობები ზოგიერთი განზოგადების შესახებ, 

ამ წ-გნში კოშის ტეპის ინტეგრალებს განვიხელავთ მხოლოდ იმ დაშვებით, რომ 

საინტეგრაციო წირ» გლუვ» ან უბან-უბან გლუვია, ხოლო დ(/) სიმკვრივე ეკუთვნის 
MI, კლასს ან უფრო ზოგად შემთხვევაში II? კლასს,



§ 27) 1I. კოშის ტიპის ინტეგრალები 107 
  

მაგრამ მაინც აქ მოვიყვანთ ზოგიერთ მოკლე ცნობას, რომელიც ეხება კოშის 
„ტეპის «ნტეგრალებს სხვაგვარ დაშვებებში, 

წინა პარაგრაფებში გადმოცემული შედეგებე შეძლება განხოგადდეს შემდეგი 

ორე ძირითადე მიმართულებთ. 

ჯერ ერთი, დ(I) სიმკვრივის ნაცვლად, რომელიც. ეკუთენ“ს /7” კლასს L-ზე, 
შეიძლება განვეხილოთ ს-მკვრივ, რომელიც აკმაყოფილებს ანალოგიურს, მაგრამ 

უფრო ზოგად პირობას, ოღონდ «სეთს, რომ ამ უფრო ზოგადი პირობისათვის ”შენარ- 

ჩუნებული იყოს უცვლელად ან თითქმის უფვლელად ზემოთ დამტკიცებული უმარ- 
„ტივესე ძირეთადი დებულებანი. 

მეორე მხრივ, შეიძლება ნაწილობრივ უარი ვთქვათ ზემოთ ხსენებულ დებულე- 

ბების უცვლელად შენარჩუნებაზე და შევ-სწავლოთ კოშის ტიპის ინტეგრალი რაც 

შეიძლება ზოგად დაშვებებში საინტეგრაციო # წირასა და «(/) სემკვრივის მ“მართ. 
ცხადია, მიმართულებათა ასეთი დაყოფა მხოლოდ პირობითია და ბევრი შედე- 

გი შეიძლება მიეკუთვნოს შუალედურ მიმართულებებს, 
ზოგიერთი ქვემოთ მოყვანილი შედეგი მათე ავტორების მიერ მ“ღებულია ფუ- 

-რიეს ნწკრივთა თეორიასთან დაკავშრებით და შეეხება 

- 2> 

1... 5-– 9) 
VM(ს,) = -– | სრ) CIC-–– ძა (27,1) 

ბ 
“სახის ინტეგრალებს, სადაც 9, 8. ნამდვ+ლი ცვლადებია, რომლებიც (9,2) ი«ნტერ- 

ვალს მიეკუთვნებიან, ხოლო ინტეგრალი გაგებულია კოშის მთავარ მნიშვნელობის 

აზრით; V(მ) ითვლება უწყვეტად, თუ იგი უწყვეტია ამ ინტერვალში და გარდა 
ამისა, 6(2») = V(0). ადე“ლი დასანახავია, რომ V (სე) (ნტეგრალი მხოლოდ მუდმივი 

შესაკრებით განსხვავდება 
1 ( დ(I))ძ 

2) = 2>/. ) L(--2 
L 

  (27,2) 

კოშის ტიპის «ნტეგრალისაგან, «მ შემთხვევაში, როდესაც L ერთეულრადიუსიანი 

წრეწირია ცენტრ-თ 0-შე და 2=1ე L-ზეა; ამაშე რომ დავრწმუნდეთ, საკმარეს-ა და»- 

კვუშვათ ჯ=2'9, / =0'9ი, დ(/1=+V(9) (იხ. ქვემოთ, § 33-ის დასაწყისი). 
იმ ნაშრომთა შორის, რომლებიც შეიძლება მივაკუთვნოთ ზემოთ აღნეშაული- 

დან პირველ მიმართულებას, საჭიროა დავასახელოთ ა. ზ-გმუნდის (#. 7Vყოსიძ 

(1)) შრომა, რომელშიაც განხილულია (27,1) სახის ინტეგრალები. ავტორს შემოჰყავს 

ფუნქციათა ზოგიერთი კლასი, რამდენადმე უფრო ზოგადი, ვიდრე კლას: ფუნქციე- 
ბისა, რომლებიც /7 პირობას აკმაყოფილებენ, და ამტკიცეას, რომ თუ 6(9) ეკუთვ- 

ნის ამ კლასთაგან ერთ-ერთს, მაშინ ადგილი აჟეს § 18, პ. 2-შე დამტკიცებული დე- 

ბულების ანალოგიურ დებულებას. 
ეს შედეგები განხოგადებული იყო ლ, მაღსარაძეს (4), (8)77 მ-ერ (27,2) სახ–ს 

'იონტეგრალისათვის იმ დაშვებით, რომ # არ:ს გლუვ» ან უბან-უბა გლუვ. წარ, 

რომელიც გარკვეულ პირობებს ექვემდებარება. გარდა ამისა, მან შემოიყვანა (27,2) 

ინტეგრალში მონაწილე დ()) ფუნქციათ. გარკვეული ახალი კლასები,“ რომლებსაც 

  

?7 იხ. აკრეთეე ი. გერონიმუსი (2).
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ზემოთ აღნიშნული თვასებების ანალოგიურია თვ-სებები გააჩნიათ, ამან მას საშუალება- 

მისცა რამდენადმე განეხოგადებ“ნა §§ 16, 18, 21-ში მიღებული შედეგები. 

ამ შედეგების განვ-თარება მოცემულია ა. ბაბაევის (1| ––- (31, ა. ბაბაევისა და 
ვ. სალაევ“ს I1), უ-სიუე-მოუს |1), ლ. მაღბზარაძის IL) შრომებში. 

§§ 16 და 18-შა მოყვანილ ”შედეგებას ზოგიერთ. განზოგადება მოცემულია 

ნ. დავ-დოვის |I1) მ-ერ, 

მ. გაგუამ (1) და ი. გერონ:მუსმა L3), (4) რამდენადმე განაზოგადეს § 21-ში 

მიღებული შედეგები. : 
იმ შემთხვევაში, როდესაც L წარმოადგენს გლუვ კონტურთა თვლად რაოდე- 

ნობას, (27,2) ინტეგრალის მთელი რიგი თვისებებსა დადგენილია ი. ქარცივაძისა და 

ბ, ხვედელიძის |2) შრომაშე. ! 

იმ შედეგებს გადმოსაცემად, რომლებიც შეიძლება მეორე მეამართულებას მივა- 

კუთვნოთ, ჯერ შევთანხმდეთ შემდეგში: 
თუ /(X) ფუნქცია განსახღვრულია რაიმე 6 სიმრავლეზე, ზომადუა ამ სიმრავ- 

ლეზე და |/(X) |” ჯამებადაა, მაშ-ნ ვ-ატყვით, რომ /() ეკუთვნის L.(5) კლასს. 

თუ: |/(X9) I-ს ნაცვლად #-ზე ჯამებადია 0(X) |/(X) |? ფუნქცია, სადაც 6(X) #5-ზე 
განსახღვრულა. რა:მე არაუარყოფ-თ: ფუნქციაა, მაშ:ნ ვიტყვ-თ, რომ /(X) ეკუთვნის 

Lი(ი: 6) კლასს. ამასთან L”(6) და L(2; ,5) კლასებს უბრალოდ L(ნ) და L(ლ; #)- 
თა აღვნიშნავთ. 

ნ. ლუზ-ნმა (1) აჩვენა, რომ, თუ (27,1) ფორმულაში V(9) ეკუთვნის L»( (0,2>1) 
კლასს, მაშინ VI(9-) ეკუთვნის Lა((ე,2X)) კლასს. მ. რისმა (M. III657 (11) მოგვცა ამ 

შედეგის მნიშვნელოვ:ნი განზოგადება. მან დაამტკიცა, თუ C(9-) ეკუთვნის L,((0,2»)) 

კლასს, სადაც 0 =00ი5L >> 1, მაშინ V/(9-) აგრეთვე ეკუთვნის იმავე L,(I0,2>)) კლასს. 

ეს შედეგები ადვილად გადაიტანება (27,2) სახის ინტეგრალების 'შემთხვევ-სათვის, 
როცა საინტეგრაციო L წირი ეკუთვნის გლუვ წირთა ზოგიერთ ქვეკლასებს (იხ. 

ს, მიხლინი (7), ბ. ·ხვედელიძე (181). ანალოგიური შედეგებე ზოგიერთი არაგლუვი 
წირებისათვის მიღებულია ა. ჯვარშეიშვილის I1) ნაშრომში. 

მ. რისის ზემოთ აღნიშნული შედეგი ზოგადდება / ხარისხში რაიმე წონით 
ჯამებად ფუნქციებისათვის (იხ. C. IIგIძV გიძ IL LILCI%VC0ძ III, ნ. ახიეზერი (1), 
კ. ბაბენკო (1), M.. MICM6L 11, ბ. ხვედელიძე (18), ვ. გაპოშკინე I1), ი. სიმონენკო 

(5)). ამ შედეგებიდან აქ მოვიყვანთ იმას, რომლის ხსენებაც არაერთხელ მოგვიხდება. 

ვთქვათ (27,2) ფორმულაში ინტეგრების L გზა არის სასსრული სიგრძის ლია- 
ბუნოვეს?ზ შეკრული ან გა:სნ–ნილი წირი. ვთქვათ, გარდა ამისა, 

„” –ი 

2X0= II II–ის რ-ს | I-–-CთI%, (27,3) 
#=1 V=/)+1 

სადაც 0 =7#1, #1, 0ლC,<1, C CL, ჩ=1, 2,..,, MI, 0=000ი5( >> 1. მაშინ 
თუ (27,2) ფორმულაში დ(/) ფუ§ქცია ეჯუთვნის L,(0; L) კლასს, თ(/,) ფუნქციაც, 
სადაც /ი C L, აგრეთვე ეკუთვნის L,(0; L) კლასს (იხ. ბ, ხვედელიჭე (181). 

თუ (27,1) ფორმულაში #(9) ეკუთვნის L(I0,2>)) კლასს, მაშინ V”(9ე) ფუნ- 

ქვია თითქმის ყველგან სასრული იქნება (ი. პრივალოვი 21), მაგრამ შეიძლება არ 

?9 იხ. § 7, პ, 20,
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იყოს ჯამებადი (ნ. ლუზინი (11). ა. კოლმოგოროემა (1) აჩვენა, რომ ამ შემთხვევაში 

VI) ეკუთვნის L,((0,2)) კლასს ყველა /-თვის, 0 < ი < 1. ა, კოლმოგოროვმა 
აჩვენა აგრეთვე, რომ თუ V%(3) ;კუთვნის L((0,2>|)) კლასს, მაშინ V”(%ე) ინტეგრება- 

“დია დანჟუას 8 ინტეგრალის აზრეთ??, ე, ტიტჩმარშმა (CL. 1 IICსთმI§5% |11) აჩვენა, 
რომ თუ 4(9) ეკუთვნის L(I0,2-)) კლასს, მაშ-ნ V(ს,) წარმოადგენს „1-ინტეგრე- 
-ბადსზ?ი, ამ უკანასკნელი ინტეგრალის ცნება პ. ულიანოვმა |1)-- (4) წარმატებით 

„გამოიყენა კოშის და კოშის ტიპის ინტეგრალებთან დაკაკშირებული ზოგიერთი საკი- 

თხის შესასწავლად. ასე, მაგალითად, მის მიერ დამტკიცებულია (3. ულიაანოვე L3|)), 

-რომ თუ ფუსქცია წარმოდგენადია ჯამებადი სიმკვრივის მქონე კოშის ტუპის ინტეგრა- 

ლით, იგი წარმოდგენადია აგრეთვე კოშის ,4-ინტეგრალით, 
ამ შედეგების შემდგომი განვითარება შეიძლება ნახოთ ა. ჯვარშეიშვილის (11, 

“(31 და გ. ხუსკივაძის |1) –- (41) ნაშრომებში. 

ვ. გოლუბევს I11) ეკუთვნის § 17-ში გადმოცემული შედეგის განზოგადება იმ 
შემთხვევისათვის, როდესაც L წირი წრფევადია, ხოლო. «(/) ეკუთვნის LLL) კლასს. 

ი. პრივალოვმა (21), (7) დაამტკიცა, რომ თუ (27,2) ფორმულაში ინტეგრების 
L გზა მარტივი წრფევადი წირია, რომელიც შედგება სასრული რაოდენობის გარკვე- 

ული ამოზნექილობის მქონე წირებისაგან და დ(/) ეკუთვნის L(L) კლასს, მაშინ თათქ- 

მის ყველგან ადგილი აქვს სოხოცკი-–- პლემელის (16,2) ფორმულებს, როცა 2 მიისწრა- 

ფვის L-ის ჯე წერტილისაკენ ნებისმიერი არამხები გზით, ეს შედეგი ძალაში რჩება იმ 
'შემთხვევაშიაც, როცა # ლიაპუნოვის წირია (იხ. ბ, ხვედელიძე (18)) და აგრეთვე 

რამდენადმე უფრო ზოგადი წირებისათვის (იხ. ა, ჯვარშეიშვილი |1), გ. ხუსკივაძე 
4I, ვ. ხავინი (11, გ. ტუმარკინი (2), · ე. გორდაძე (1). 

ვ. სმირნოვმა |11, (2), (3) დაადგინა მთელი რიგი მნიშვნელოვანი თვისება კო- 

შის ტიპის ინტეგრალებისა, რომელთა სიმკვრივეები ეკუთვნის ჯამებად ფუნქციათა 
“სხვადასხვა კლასს. ამ შედეგების ნაწილი გადმოცემულია ი. პრივალოვის (7| წიგნში. 
ამ წიგნში შეკრებილია ძირითადი ცნობილი შედეგები რომლებიც ეხებიან ჯამებადი 

სიმკვრივიან კოშის ტიპის ინტეგრალებს (ასე, მაგალითად, გარდა ზემოთ ხსენებული 

ავტორების შედეგებისა, ამ წიგნში გადმოცემულია პ. ფატუს, ფ. და მ. რისების, ფ. 

-და რ. ნევანლინების, მ. კელდიშისა და მ. ლავრენტიივის |1|, მ. ლავრენტიევის (1|, 

(3), გ. ფიხტენგოლცის |1I, გ. გოლუზინის და ვ. კრილოვის (11), ა. მარკუშევიჩის 

(2) და სხვათა სათანადო შედეგები). 

ბ. ხვედელიძემ (18) შეისწავლა ზოგიერთი თვისება კოშის ტიპის ინტეგრალე- 

ბისა, რომელთა სიმკვრივე ეჯუთვნის L„(0; L) კლასს, სადაც 0>> 1, ხოლო ((I) არის 

·(27,3) სახის ფუნქცია. ამ თვისებებიდან აღვნიშნოთ "შემდეგი: თუ Cთ)(2) და C,(7) 

კოშის ტიპის ინტეგრალები, რომელთა სიმკვრივეები შესაბამისად L(2; L) და 

L,(ე1“ი; L) კლასებს ეკუთვნის, სადაც 2->> 1, 0=/0/0--1, მაშინ დ,(2) დე(. ნამ- 
-რავლი ჯამებად სიმკვრივიანი კოშის ტიპის ინტეგრალითაა წარმოდგენადი. 

ი. პრივალოვის |5), (7) მიერ შესწავლილია კოში––სტილტესის ტიპის ინტეგრა- 

ლის სასაზღვრო თვისებები, ანალიზური ფუნქციის კოში--სტილტესის ინტეგრალით 

'წარმოდგენადობისათვის აუცილებელი და საკმარისი პირობა მიღებულია გ. ტუმარ- 

კინის (1) მიერ. 

სესე დანეუას „8 ინტეგრალის განსაზღვრა იხ., მაგალითად, #. 7I-თსიძ (2), ტ. I, რუსული 

„გამოცემის გე. 
ვი 4. მნტერებადობის განსაზღვრა იხ., მაგალითად, ნ, ბარი (1I, გვ. 585.
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დასასრულ, შევნიშნოთ, რომ თ. გეგელიამ I1), I2) შეისწავლა კოშის ტიპის 

ინტეგრალების ძირითადი თვისებები საკმაოდ ზოგადი სახის არაგლუვი წირებისათვის. 
იხ., აგრეთვე, ა. ალექსეევი (11, I21, ა. ბაბაევი I11--წ31, ა. ბაბაევი და. ვ. სალაევი (11. 

III. ზოგიერთი უშუალო გამოყენება 

ამ კარში გადმოვცემთ სხვადასხვა შედეგს, რომლებიც თითქმის უშუალოდ გა- 

მომდინარეობს ზემოხსენებულიდან და, რომლებითაც (§ 33-ის შედეგების გამოკლებით) 
შემდეგში ვისარგებლებთ. : 

§ 58. პუანკარე––ბერტრანის გადასმის ფორმულაზ?!, 19, ვთქვათ L უბან-უბან 
გლუვი წარია 0,, 0. ..., C, კვანძებით და, ვთქვათ დ(/, /,) ამ წირის ორი (, 7, 

წე“ტილის ფუნქციაა, რომელიც “შემდეგი სახით წარმოიდგინება: 

«XV, 1) თ. 
%(/, 11) = IIV, 1)” (ს 

საღაც დ%(/, /,) აღნიშნავს #7, კლასის ფუნქციას #-ზე, ხოლო 

# თ. I1CI, /,)1= II |I–6I% I, --– “IV, (": 
#=1 

ამასთან თ,, ჩ, აღნიშნავენ არაუარყოფით მუდმივებს რომლებიც ექვემდებარებიან. 
პირობას 

«თ, + ჩ, < 1. (სო 

ვთქვათ 7 კვანძებისაგან განსხვავებული ფიქსირებული წერტილია. 
L-ზე. განვიხილოთ განმეორებითი ინტეგრალები 

.- IC ძ! (96004 (აძ! თ)“ დ(,, I) 
-71 977“ –ი.X#+I ს (281) 

L 
L– 1ე)(0––1 » ს 0)((1–– 7) 

რომლებიც მხოლოდ ინტეგრების რიგით განსხვავდებიან. არავე ინტეგრალს აზრი 

აქვს. მართლაც, ფუნქცია 

( დ(, 1) ი 
#(0 = | ია (28,2) 

· 1 
L 

აკმაყოფილებს // პირობას #-ზე, გარდა შესაძლოა, კვანძების მიდამოებისა (§ 18, პ. 

49; კვანძების მედამოებში კი, როგორც ადვილი შესამოწმებელია § 26-ისს 39 პუნქ-. 

ტის საფუძველზე, C (/, /,)-ის მიმართ მოთხოვნილ პირობებში გვექნება 

მL ამ ფორმულით ჩვენ ვისარგებლებთ მხოლოდ II და VI თავებში იმ შემთხვევისათვის, 

როცა L შედგება გლუვი შეკრული კონტურებისაგან და, თუ არ ჩავთვლით ზოგიერთ ადგილს, რო- 
მელთა გამოტოვება ხელს არ შეუშლის დანარჩენის გაგებას, როცა % (7, /,) აკმაყოფილებს #/ პირო. 

ბას ორივ ცვლადის მიმართ L-ზე. ამიტომ მკითხველს შეუძლია დამტკიცება ჩაატაროს აღნიშნულ 
დაშეებებში (ამ შემთხვევაში LI (7, /,) = 1); მაშინ საჭირო არ იქნება § § 22--26 “შედეგებით სარ– 

გებლობა.
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II0I<3-- V=0005( < 17, 

ამიტომ ინტეგრალს 

CI. 

X(,) ძ! 
– | >“ I-V (28,3) 

აქვს სავსებით გარკვეული აზრი (ვინაიდან ეყ განსხვავებულია კვანძებისაგან). გვაქვს 

თ 1 1 თი, .1 I 
8= (+ | L-- _ -_1.| თ(I, 7.)ძ/= ( თ(/ი -ჩ) –– XII ნ) ძI,, (28,4) 

ე 6-% (“ჰი (L–-ჩI ქ ჩე 
· L 

სადაც შემოღებულია აღნიშვნა 

თ(/, 1.) ძ! ” Cდ(/ 7,))ი 
რჩე, 1) = | “იი, ი(, 1)= | “––– · (8,5), 

· ი · 1 

L L 

შეფარდება 
თ(#/ი, (ს) ით(, 7) 

იი 

განხილული როგორც 7; წერტილის ფუნქცია, არაა უწყვეტი მხოლოდ (ი წერტი- 
ლის მიდამოში და C კვანძების მიდამოში, 

ჯა წერტილის მიდამოში გვექნება: 

0ი5: 

(წრ 
ვინაიდან ამ მიდამოში «(/ე, #,) და CV (/,, ,,) აკმაყოფილებს /7 პირობას და მათი 

სხვაობა ნულად იქცევა, როცა #, = 1ე. 
C კვანძების მიდამოებში კი, როგორც ადვილი შესამოწმებელია § 26-ის ”შედე- 

გების საფუძველზე, დ (/, /,)-ის მემართ მოთხოვნილი პირობების გამო. გვექნება 

=%#X0, 1)), (28,6) 

| §+(/ი, 1.) | <> »=ლ0005! < 1, 

ლ005 ლ0ი5' ივ 
(IL -–=6M (CთX/,, 1,)| < II) =6I V=0005(L < 189, 

და, მაშასადამე, C კვანძების მიდამოებში (ნუ დავივიწყებთ, რომ 7: წერტილი განსხვა- 

ვებულია კვანძებისაგან) 

IC(/ი. 0.)) < 

ლ0ი5(ჭ 
| -XI#ი, 0)|< 0.6 5M» V=0005! <1. 

ამიტომ 8 ინტეგრალი ჩვეულებრივი აზრითაც კი არსებობს. 

მაგრამ, საზოგადოდ, 4 და 8 ინტეგრალები არ არის ერთმანეთის ტოლი, 

სახელდობრ, ადგილი აქვს პუანკარე-– ბერტრანის შემდეგ მეტად მნიშვნელოვან ფორმუ- 

ლას: 

  

82 სახელდობრ. C = 6,-თვის შეიძლება ჩავთვალოთ V = 0, -+L 8, + «C, სადაც C რაგინდ მცი–- 
რე დადებითი მუდმივია. 

83 შდრ. წინა სქოლიო,
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| ი” ” დ(,I)ძ/, -V I, | > <(/, #0) 287 
1 I-ი. ,-I =--ს” ჯ#(/0 70)+ 1 ს. მ–I) ელლ) (28,7) 

L L L 'L 

მოვიყვანოთ ამ ფორმულეს შემდეგი მარტივი დამტკიცება. დავუშვათ 

ძ/) “დე, /)ძ/ ( ( დ(, /#)ძ 
2) = წხ“ ყე 1 8 დი) ( +711 6 X' VIC2) : ძ, ) ი- 20 =7' (28,8) 

L L L L 

სადაც 2 სიბრტყის წერტილია, რომელი, L-ზე არ ძევს. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ ამ. განმეორებით ინტეგრალებში ინტეგრების რიგის 

შეცვლა უკვე დასაშვებია იმის გამო, რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქციის ერთ-ერთი განსა- 

კუთოებულობა (სახელდობრ, როცა # = 7) აცილებულია. ეს ჯერ დაუმტკიცებლადღ 
მივ-ღოთზ!, ასე რომ ჩავთვლით 

დ()=V(7უ, (28,9) 

დ (ჟ და VI(7 ფუნქციები დაკავშირებულია /# და 8 ი5ტეგრალებთან. სახელდობრ, 

სოხოცკი––პლემელის (16,4) ფორმულების საფუძველზე 

  

· ძ! /, 7.) ძ! 
დ+(/ა) + დ“(/))=2 ( 1 ( 20709%, (28,10) 

L 0 L 1 

გვაქვს 
ს(/,, უძ 

V(2) = | “ელე ს – ბ, (28,11) 
L ჯ. 

სადაც 
1 1 

ს(/,, 21= / ც– - დV, 1)) ძ”. (28,12) 

, 
% (/,, 2) ფუნქციეს ზღვრები, როცა 2-7 L-ის მარცხნიდან და მარჯვაიდან 

აღვიაშეოთ 9“(/,, 7), დ” (/,, /0)-ით, სოხოცკი–-–პლემელის (16,3), (16,4) ფორმუ- 

ლების თანახმად გვაქვს: 

ა+VI, 1) –– ბ“(/,, 1ე) == 2XL% (1, 1)), 

' 1 1 
ს+(/,, ?ე) + ს“(I,, 1I)=2 | ს---:-5) (7, 1)) ძ7= 

L 

თ Cდ(/, (ათ 

-2რ–ი | ს–ირ–ი დ8.19) 
გარდა ამისა, 

ბ (, 2 = ს" (ს, I) +6" (თუ 2 L-ის მარცხნივაა), . | ღ8,14) 
ს, 2 = ს“ (I, 7) +C” (თუ 2 L-ის მარჯვნივაა), . | 

სადაც 6+-+0, #“ > 0, როცა 2-+ ე. ქვემოთ დავამტკიცებთ (3მ პუნქტში), რომ 

  

ბ! დამტკიცება მოცემული იქნება ქვემოთ, 20 პუნქტში.
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L)   

  
ი'ძ!, 7 6 ძI, 

-+0, -–-1 0 (28,15) 
ს1-–-2 ს ს--2 

L 

როცა 2->-?ე წრფის გასწვრივ, რომელაც 7ე-ზე მბებთან ადგენს არანულოვან კუთხეს. 

თუ (28,11)-ში დ (/,, 2)-ს შევცვლით (28,14) გამოსახულებებით, მივიღებთ მხედ- 

ველობაში (28,15)-ს და გამოვიყენებთ სოხოცკი – პლემელის ფორმულებს, გვექნება: 

. წ” ს+0,, 1)ძ! 
VVV) = =Iს+ CV, () + | 40ი090% 

". 1 

L 

. ს” (/(ც 10) ძ! 
V-() = –- XI" (6, (+ ( “ელს 

, 1-1 
L 

საიდანაც, თუ მივიღებთ მხედველობაში (28,13)-ს, 

V+(ჯ) -L V/- 2X?ჯ(ჩე, #) + 2 («, ( 30-00%. (28,16 (7) + M (/ი) = –– 207#(/ი, 70) + ; '; (–- 7) ს––ი ი 

მაგრამ (28,9)-ის გამო (28,10) და (28,16)-ში მარცხენა მხარეები ტოლია. 

თუკი შევადარებთ მარჯვენა მხარეებს, მივიღებთ საჭირო. (28,7) ფორმულას. 
29. ახლა დავამტკიცოთ მართებულობა (28,9) ტოლობის, რომლეთაც ზემოთ 

ვისარგებლეთ, იმ: სათვ-ს, რომ არ გაართულოთ აღნიშვნები, დამტკიცებას ჩავატარებთ 

იმ დაშვებით, რომ #, = იხ მარტივი გლოვა რკალია, ხოლო შემდეგ მივუთითებთ, 

თუ როგორ განზოგადდება ეს დამტკიცება ნებისმიერ უბან-უბან გლუვი წირის შემ- 
თხვევისათვის, 

მეტი თვალსაჩინოებისათვის 7, 7; წერტილების მდებარეობას #L-ზე განესაზ- 

ღვრავთ თ წერტილიდან ათვლელ §, §, რკალური აბსცისებით, ასე რომ, 0 <:§</, 
0 <§, ლI/, სადაც ( არის იხ რკალის სიგრძე და § და §,-ს განვიხხლავთ როგორც 

მართკუთხა კოორდინატებს დამხმარე 0§5; სიბრტყეზე, ამ სიბ“–ტყეზე (§, §,) წერტი- 

ლის ცვლილების არეა C კვადრატი, რომლის 
გვერდი I-ის ტოლია (ნახ. 15). 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულების 

დ (, 1) 

(–20 ი 

განსაკუთრებულობანი, 19 პუნქტის (5), (99) ფორ- 

მულების თანახმად (ამ ფორმულებში ახლა #=2, 

0.=თ, თ =ხ), C კვადრატის §=§, დიაგონალზე 
და აგრეთვე მის გვერდებზეა თავმოყრილი. 

C-დან ამოვჭრათ # ხოლი §,=§+6 წრფე- 

ებით, სადაც 6 საკმაოდ მცირე დადებითი სიდიდეა (ნახ, 15). ადვილი სანახავია, რომ 

დ() = +, M(2) = /-+70%, 

(28,17) 

  

  

ნახ. 15 

სადაც
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თ ძ! ლ დ(/, #(/ 1,)ძ1ძI, – | დ(/, 1)) CI ძნ ძ5,, 

  

ძ–-უხ–ი 1) #–უხ–:0 ძლ ძ, 
0-4 

ძი (დ(, ჩ)ძრ6ა  , _ (კ %C, 6) (3 
ს = | 7172) #ჩ-/ ' ი | « I5) |) V--უ 0,=იჩ. 

L 18) წ(ი) 

უ(5) აღნიშნავს ე ზოლში მოთავსებულ ნავის, რომელიც 0§, ღერძის პა- 

რალელურია და მისგან § მანძილზეა, ხოლო წ(§,)-–იმავე ზოლში მოთავსებულ მონა- 
კვეთს, რომელიც 0§ ღერძის პარალელურია და მისგან §, მანძილზეა, 

ჩვენი დებულება დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ 
1-0, /:->0, როცა §-0. 

წერის შესამოკლებლად დავუშვათ 
C დ(, (2ძი იტ =90ფ)= | –-- 

«(5) 

და /, ინტეგრალი წარმოვადგინოთ სამი ინტეგრალის ჯამის სახით: 

ი/)ძ, (იძი 2? 9)V ( ი(იძ/ 
= აე'ა'|ს|'“ = საასას,“ ს” 8 

” ( “ე სIL2' 1) 1.2 ' |) I 2 (28,18) 
იხ ძი” იხ ხხ 

სადაც ი”, ხ” აღნიLნავს L= იხ რკალის წერტილებს, რომლებიც შესაბამისად 0 და ხ 
ბოლოების მიდამოებშია აღებული, თუ მხედველობაში მივიღებთ (9?) –- (>) ფორმუ- 

ლებს და §XI/) ინტეგრალის მიმართ გამოვიყენებთ § 23-ის ბოლოს შენიშვნაში მოცე- 

მულ შეთასებასზა, ადვილად შევამოწძებთ, რომ, როცა რ” და ხ” წერტილები საკმაოდ 

ახლოსაა შესაბამისად ი. და ხ-თან, (28,18)-ის მარჯვენა მხარეს პირველი და მესამე 

ინტე:რალები მოდულით რაგინდ მცირეა C-ის მნიშვბელობისაგან დამოუკიდებლად, 

შემდე, თუ ი”, ს წერტილებს დავაფიქსირებთ, შეიძლება, როგორც ადვილი დასა- 

ნახავია, 8 მუდმივი ავიღოთ იმდენად მცირე, რომ 

(I. ())–– დ(,, 1 
ი0= (79% » ე . მ +დ0. ი |,“- 1-- 

«(9 თ) 

    

თუზქციის „მნიშვნე ლობანი მოდულით რაგინდ მცირე გახდეს, როცა 1 წერტილი ი ”ხ' 

რკალზეა მოთავსებული, ამიტომ მოდულით რაგინდ მცირე იქნება (28,18)-ის მარ- 

ჯვ-ნა ნაწილში მეო” ე ინტეგრალიც. 

აქიდან გამომდინარეობს, რომ /, –> 0. ანალოგიურად მტკიცღება, რომ /,-+>+0. 

ამრიგად (2გ,9) ტოლობა დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის როდესაც L 

შ;დგება ერთი გლუვი რკალისაგანზზ, 

ზოგად შემთხვ-ვაზი დამტკიცება სავსებით ანალოგიურად შეიქლება ჩატარდეს. 

ამ შემთხვივაშ აზიაც 1 წერტილის მდებარეობა #L-ზე ერთი ნამდვილი § პარამეტრის 

წა (22.9:) ფორმელა. 

% ჩატარებული დ:მტკიცება ცხადია ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიაც, თუ ხ წერტილი ემთხ- 

ვევა 6-ს,ე, ი, როდესაც L შეკრული კონტურია, რომელსაც შესაძლოა ჰქონდეს კუთხური წერტილი. 
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საშუალებით შემდეგნაირად შეიძლება განისაზღვროს, ვთქვათ #.»=ძ0,ხ0, (-= 
=1, 2,..., 0) გლუვი გახსნილი 4კალებია, რომლებიც L-ს შეადგენენ (§ 1, პ. 59) 

და ვთქვათ I, არის L, რკალის სიგრძე. #,-ზე მდებარე წერტილისათვის დავუშვათ 

§=,ს + +.-..+ს)+§050, 

სადაც §") არის თ, წერტილიდან L,-ს გასწვრივ ათელილი / წერტილის რკალური 

აბსცისა. ცხადია, რომ L-ზე ყოველ L წერტილს, რომელიც კვანძებს არ ემთხვევა, 

შეესაბამება გარკვეული § მნიშვნელობა, ხოლო ყოველ § მნი მვნელობას, განსხვავე- 

ბულს §=0, 5=I,, §=/+IMა,... 5=,+/ა+.-.- +" მნიშვნე ლობებისაგან, შეესა- 

ბამება კვანძებისაგან განსხვავებული სავსებით გარკვეული ( წერტილი, კვანძებისათვის 

და § პარამეტრის ახლახან აღნიშე ული მნიშენელობებისათვის შესაბამისობის ცალსა- 

ხობა, სახოგადოდ, ირღვევა, მაგრამ ეს დამტკიცების მსვლელობისათვის არსებითი 

არ არის, 

: თუ 1 დაჯ, ორი ცელადი წერტილია L-ზე, ხოლო § და §, პარამეტრის შესა- 

ბამისი მნიშვნელობებია, მაშინ ამ წერტილებს შეესაბამება (§, §,) წერტილი დამხმარე 

0§§, სიბრტყეზე; შესაბამისობა უკვე აღარაა ცალსახა მხოლოდ მაშინ, როცა /, 1, 

წერტილები ემთხვევა კვანძებს, ხოლო პარამეტრის §, §, მნიშვნელობები –– 0, /,, 

(,+Iე და ა. შ. მნიშვნელობებს. (§, §) წერტილის ცვლილების არე წარმოადგენს 
C კვადრატს, რომლის გვერდია 1, +/:+ - · · LI„. ინტეგრალქვეშა (28,17) ფუნქციის 

განსაკუთრებულობანი თავმოვრილი არიან კვადრატის §=5) დიაგონალზე და §, §,== 

=0, ჩ, ს +, ..ს ((+ს+·'.· +1ე წრფეებზე. ეს უკანასკნელი განსაკუთრებუღო- 
ბანი არაარსებითია და უფრო დეტალური განხილვა "მოითხოვება მხოლოდ §=5, 

დიაგონალთან ახლო მდებარე წერტილებისათვის. 

ნათქვამის შემდეგ ცხადი ხდება, თუ როგორ უნდა განზოგადდეს 7=1 შემთხ- 

ვევაში ჩვენ მიერ ჩატარებული დამტკიცება ნებისმიერი /#-თვის, ამიტომ ჩვენ ამ 

დამტკიცებაზე არ შევჩერდებით. 

ვი, გადავიდეთ (28,15) ფორმულების დამტკიცებაზე. ცხადია, საკმარისია ვაჩ- 

ვენოთ, რომ ინტეგრალები 

”>- | გ+ძ, ” 8” ძ, 
    

ს--2' –––_ 
( 

სადაც ( აღნიშნავს ჯ ცენტრის მქონე საკმოდ მცირე Iბ რადიუსიანი წრეწირით 

L-დან ამოჭრილ რკალს, ნულისაკენ მიისწრაფვის, “ოდესაც 2 მი”სწრაფვის /ე-კენ 

“შესაბამისად L-ის მარცხნიდან ან მარჯვნიდან წრფეების გასწერივ, რომლებიც # 

წერტილზე L-ის მხებთან არანულოვან კუთხეს ადგენენ. ჩვენ 'შეგვიილია ვიგულისხ- 

მოთ, რომ /:=7/%(2ე) არის სტანდარტული რადიუსი «მ გლუვი რკალისათვის, რო- 

მელზედაც მოთავსებულია ჯე წერტილი, და რომ 2 მიისწრაფვის /ე-კენ წოფის გას- 

წვრივ, რომელიც მხებთან ადგენს არაბლაგვ კუთხეს 3 >> თე. 

(20,7) ფორმულის საფუძველზე გვაქვს: 
I6+| = |%(,,, 2–– ს“(ი, /ი)| => C9", 

სადაც C მუდმივია, 8 = |2–- 7), ხოლო (ს არის ღ(,, 1) ფუნქციის /( (ცვლადის 

მიმართ #/ პირობის მაჩვენებელი იმ პირობით, რომ 1 და /, მდებარეობენ ჯე წერ-
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ტილის მიდამო ქი; ვგულისხმობთ, რომ ს < 1, რაც, რასაკვირველია, ზოგადობას არ 

ზღუდავს. შემდეგ (შდრ. გვ. 69). 

|ს-–– |! >> C-–-5 005 თე)? + 6? 51)ი” თე, 

სადაე / = |/,= #1), 0<%ა<->, ამიტომ 

7% 

II | ლ 8" | 
ს 

ძ, 

V (–-6 005 თე)?+ 6? 510? თე... _ 

=8ბ"|Iი ((C--5 095 თე + I/ C –– 8 C05 თი)? + 6? 510? თე)12ა, 
სადაც 8 გარკვეულა მუჯმჭივია, მაშასადამე, /” –>+0, როცა 8 -+0. 

ასევე დავამტკიცებთ, რომ /” –+ 0. ამრიგად, გადასმის (28,7) ფორმულა დამ- 

ტკიცებულია. 
49, ეს ფორმულა პირველად ა, პუანკარეს (LI. ნ0IიCმ2LC I1)) მიერ არის მო- 

ცემული დ(I, 1,) ფუნქციის: და L წარის მიმართ მეტად შემზღუჯავ დაშვებებში 

და შეცდომით ნიქანში, უფრო ზოჯად (მაგრამ ნაკლებად ზოგად, ვიდრე აქ) პირო- 

ბებში ეს ფორმულა დამტკიცებული იყო გ. ბერტრანისა (C. 8%-2გიძ (11, |3)) 
და, რამდენადმე სხვა სახით, ფ. ტრიკოშის (L, IIIC00იI (11, (2))?? მი:რ, მკაცრი 
დამტკიცება, რამდენადმდე ნაკლებად ზოგად დაშვებებში, ვიდრე აქ, მოცემულია 
ჟ. ჟიროს (C. CI”მსძ |1))ზ! მიერ. 

აქ მოყვანილი დამტკიცება ავტორის მიერ მოცემული იყო ამ წიგნის პირველ 

რუსულ გამოცემაში იმ დაშკებით, რომ # გლუვი წირია, ხოლო დ(/, #,) ეკუთვნის 
M კლასს L-ზეზ?. · 

ჩვენ მიერ აქ მოყვანილი დამტკიცება უფრო ზოგადი პირობებისათვის მოცე- 

მული იყო ავტორის მიერ მეორე რუსულ გამოცემაში. 

შენიშვნა 1, საჭიროა აღინიშნოს, რომ სინამდველეში პუანკარეზე და ბერ- 

ტრანზე ადრე გადასმის ფორმულა რამდენადმე სხვა სახით მიღებული იყო გ. ჰარდის 

(C. II8IV |3), (4|)) მიერ. ეს, სამწუბჰაროდჯ, ჩემთვის იმის შემდეგ გახდა მხოლოდ 
ცზობილი, როცა დასაბეჭდად გადავეცი ამ წიგნის მეორე რუსული გამოცემა. გ. ჰარ- 

დის შრომის მოხსენიება მოვასწარე მხოლოდ დამატებაში, საზოგადოდ, ამ ავტორის 

შრომები (C. LIგ-ძV I1) -– (41), რომლებიც მიძღვნილია კოშის მთავარი მნიშვნე- 

ლობის ახრით ინტეგრალებისადმი, შეიცავს მთელ რიგ საყურადღებო შედეგს. მაგ- 

რამ ამჟამად ეს შედეგები უმთავრესად კოშის ტეპის ინტეგრალების თეორიის გან- 

ვითარების ისტორიის თვალსაზრასით არის საინტერესო99, 

87 შდრ. აგრეთვე ვ. კუპრაჭე (51. 

89 ჟ, ჟირო იხილავს მრავალგა5ზომილეზიან ინტეგრების არეებს, ერთგანზომილებიანი არისათვის 

ფორმულა მიღუბა როგორც კერჭო შემთხვევა, 

8. (28,7) ფორმულას მართებულობასათვას საკ მარისი პირობების სხვადასხვა მიმართულებით 
განზოგადება მოცემელია შრომებში: ლ. მაღ?არაძე (01, ბ. ხვედელიძე (5), (18), ს, მიხლინი (7), 

L. IIIC0თ1 (31, (5), (6), გ. ხუსკივაჰე (41, ე. გორდაძე (11, ა. ალექსეევი (31, ვ. პაატაშვილი L3), 
VI. 22M0V5MI (11. 

? ის გარემოება, რომ გ. ჰარდის ეს შრომები, ისევე როგორც სხვა ავტორთა მთელი რიგი 

დიდი ხნის წინათ გამოქვე,კნებული შრომები (მაგალითად, ი. სოხოცკის და ი. პლ-ემელის), რომ- 
ლებიც კოშის ტიპის ინტეგრალებს შეეხებოდ5ენ, თავის დროზე არ იქცევდნენ სათანადო ყურადღებას, 

ეს აიხსნება იმით. რომ ამ დარგის შრომებისადმი მნიშვნელოვანი ინტერესი უკანასკნელ წლებში სასაზღ- 
ვრო ამოცანებში მათ გამოკენებასთან დაკავშირებით წარმოიშვა.
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ნათქვამის მიუხედ:ვად, მე მაინც გადავწყვიტე დამეტოლებინა ტერმინი „პუან- 

კარე––ბერტრანის გადასმის ფორმულა“, ვინაიდან მხოლოდ ამ ავტორების მ”ერაა მო- 

ცემული ფორმულა იმ სახით, როგორც ის იხმარება მრავალ გამოყენებაში (გ. ჰარ- 

დი ნამდვილი ცვლადის არით ისახღერება), 

შენიშვნა 2. აღვნიშნოთ გადასმის (28,7) ფორმულ“ს ერთი მარტივი შედეგი. 

ვთქვათ L-ზე მოცემულია #((, (,) ფუნქცია, რომელიც შემდე გი სა ახით წარმოიდგინება: 

სV, 1) 
XV, 1, ==, (ს-=II" 

სადაც #(/, 1.) ფუნქცია აკმაყოფილებს ისეთსავე პირობებს, რასაც 19 პუნქტში 

დ(I, 1,) ფუნქცია. მაშინ 

| =2 | MC, 1) ძ(,= | ძ!, | #0, 6)4. 

“ 0. 
, (“I 

L L L L 

სადაც #ე კვანძებისაგან განსხვავებული ნებისმიერი წერტილია L-ზე, 

ამრიგად, ინტეგრების რიგის გადასმა განხილულ შემთხვევაში დასაშვებია, 
ეს უშუალოდ გამომდ-ნარეობს (28,7)1 ფორმულიდან, თუ შევნიშნავთ, რომ 

(28,19) პირობის ძალით 

#-=00ია| <. 1, (28,19) 

დ(/, 1) 
#V, _) - ს! ' 

სადაც ფუნქცია : 
«(, 1) = ჯ(, 1) ·I 1-1 |“? დმ, +=მILC (სი–ი) 

აკმაყოფილებს 19 პუნქტში აღნიშნულ პირობებს, ამასთან დCდ(ჯ, 11=0. მიღებული 

შედეგი უშუალოდაც ადვილი დასამტკიცებელიამ!. 
§ 99, შეკრულ კონტურთა ერთობლიობაზე მოცემული ფუნქციის ანალიზუ- 

რად გავრცელებადობის პირობა. 19. ვთქვათ, L წარმოადგენს სასრული რაოდენობის 

გლუვი შეკრული #L,, Lა, ... L» კონტუ- 
რების ერთობლიობას, რელეს საერთო 

წერტილები არ გააჩნიათ (ნახ. 16). XL 

წირი სიბრტყეს ჰყოფს რამდენიმე (სასრულ) 

ბმულ ნაწილად. ამ ნაწილებიდან ჩვენ შე- 

ვადგინოთ სიბრტყის ორი ნაწილი 5? და 

5“, რომლებსაც შემდეგი თვისებები გააჩნიათ. 

5+ და 5“ ნაწილების საერთო საზღ- 
ვარია # წირი (რომელიც არ მიეკუთვნება 

არც §+-ს და არც 5-ს); 5+ და 5“ ნაწი- 

ლები #-თან ერთად შეადგენს მთელ სი- 

ბრტყეს; §5+-ის ბმულ ნაწილებს არ გააჩ- ნახ. 16 

ნია ურთიერთშორის საერთო საზღვრითი წერტილები; «გვე გვაქვს 5--ის შემად- 

გენელი ბმული ნაწილების მიმართ. 

9? გადასმის ფორმულის დამტკიცება იმ “შემი ხვევისათვის, როდ“ საც ერთ-ერთი ინტეგრალი 

განიხილება კოშის მთავარი მნიშვნელობის აზრით, Lხვადასხვა დაშვებებში მოცემულია აგრეთვე შრო- 

მებმი: C. IIეIძV (31), ს. მიხლინი (7), ი. ქარცივაძე (21. ბ. ზვედელიძ) (41). (18), IC. MICVCI I), 

LL. LCVC I11, ა. ჯვარშეიშვილი (11, (3), |5), გ. ხუსკივაძე (41), ე. გორდაძე (11.  
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წინა პირობები სავსებით განსახღვრავ, §5+ და 5“ ნაწილებს (თუ არ ჩავთ- 
ვლით იმას, რომ 5% შეიძლება 5“-ით აღვნიშნოთ და პირუკუ). ამაში დასარწმუნებ- 

ლად საკმარისია შემდეჯი 'შევნიშიოთ, 5“ ნაწილს მივაკუთვნოთ უსასრულოდ დაშო- 

რებული წერტილის შემცველი ბმული ნაწილი (ნახ. 16-ზე ეს არის ნაწილი, რომე- 

ლიც შედგება L, და ჯა კონტურების გარეთ მდებარე წერტილებისაგან). ვთქვათ, 2 
რაიმე L-ზე არამდებარე წერტილია. თუ #თი აღვნიშნავთ იმ შეკრულ კონტურთა 

რაოდენობას, რომელთა შიგნითაც მოთავსებულია 2 (ნახ. 16-ზე გამოსახულ შემთხვე- 

ვაში #=3), მაშინ უადა ჩავთვალოთ, რომ 26 5+ თუ # კენტია, და 265“, თუ # 

ლუწია (ან ნულია). მართლაც, ვთქვათ, 7#ე რაიმე წერტილია, რომელიც #-ის შემად- 

გენელ ყველა შეკრული კონტურის გარეთ მდებარეობს, და, მაშასადამე ეკუთვნის 

§“-ს. ჩვენ შეგვიქლია 2ე წერტილიდან 2 წერტილში გადავიდეთ ისე, რომ 2-ის მომ- 

ცველ # კონტურთაგან თათოეული გადავ,ვეთოთ ზუსტად თათოჯერ (ნახ. 16, პუნქ- 

ტირი); მაგრამ ყოველი ასეთა გადაკვეთისას ჩვენ 5“ ნაწილიდან 5+ ნაწილში გადავ- 

დივართ და პირუკუ, ვინაიდან პირობის თანახმად, §+ ნაწილს საერთო საზღვარი 

შეიქლება ჰქონდეს მშოლოდ 5“ ნაწილთან. 

ამრიგად, სიბრტყის ყველა წერტილი, რომელიც #-ს არ ეკუთვნის, ცალსახად 
იყოფა 5+ და 5“ ნაწილებად და ადვალა შესამოწმებელია, რომ, ამასთან, შესრულე- 

ბულია ამ ნაწილების მიმართ დასმული ყველა პირობა. 
L-ზე დადებითი მიმართულების შესახებ ერთხელ და სამუდამოდ "შევთანხმდეთ 

შემდეგში: თუ ს-ბრტყე აღზიშნული სახით დაყოფილია §5§+ და 5“ ნაწილებად, 
მაშინ L-ზე დადებით მიმართულებად ითვლება ის, რომლის გასწვრივ მოძრაობისას 
5+ ნაწილი მარცხნივ რჩება (ნახ, 16), 

ცხადია, ჩვენ შეგვიძლია 5+-ით აღვნიშვოთ ის, რაც იყო აღნიშნული 5“-ით 
და პირუკუ; ამ შემთხვევაში უსასრულოდ დაშორებულა წერტილი მიეკუთვნება §+ 
ნაწილს, ხოლო #-ზე დადებითე მიმართულება საწინააღმდეგოზე შეიცელება. 

29, გამოყენებებში უფრო ხშირად გვხვდება შემთხვევა როდესაც §5+ და 5“ 
ნაწილებიდან ერთ-ერთი არის ბმული, ვთქვათ ეს იყოს 5+. 

აქ შეიძლება ადგილი ჰქონდეს ორ შემთხვევა: როდესაც 5+ არე სასრულია 
და როდესაც ის უსასრულოა. 

პირველ შემთხვევაში §+ არე შემოსაზღვ- 

რულია შეკღიული კონტურებით, რომლებსაც 

Lის LV... L,-თი აღვნიშნავთ, მათ შორის ერთ- 

ერთი–-ეს იყოს #ე--მოიცავს ყველა სხვას, ხოლო 

დანარჩენი კონტურები არ მოიცავს „ურთიერთს 

(ნახ. 17). ამ შემთხვევაში ზა "შედგება 5;, 51, 

„.აზე ბმული ნაწილებისაგან, სადაც 5 #Lე-ის 

გარეთ მოთავსებული წერტილებისაგან შედგე- 
წილი უსასრულო ნაწილია, ხოლო 5; (-=1, 

2,..., მ) -- L,-ს შიგნით მდებარე წერტილები- 

საგან, 

მეორე შემთხვევაში, როდესაც 5+ ნაწილი 

უსასრულოა, გვაქვს კონტურების ისეთ-ვე განლაგება, იმ განსხვავებით, რომ Lე კონ- 

ტური არ არსებოს (შეიძლება ითქვას, უსასრულობაში მიდის) და არ არსებობს   
ნახ, 17
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აგრეთვე 50“ ნაწილი. 

30, დავუბრუნდეთ 1" პუნქტში განხილულ ზოგად შემთხვევას, ვთქვათ (I) 

აღნიშნავს #-ზე მოცემულ. უწყვეტ. ფუნქეიას. 
დავსვათ შემდეგი კითხვა: რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს 

«() ფუნქცია იმისათვის, რომ ის იყოს სიბრტყის 5+ ნაწილში 

ჰოლომორფული დ() ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა (ანალო- 

გიური კითხვა, ცხადია, შეიძლება. დაისვას 5“ ნაწილის მიმართ|? 

5+-ში (ან §“-ში| ჰოლომორფულ ფუნქციად აქ იგულისხმება ფუნქცია, რო- 

მელიც ჰოლომორფულია §+-ის |ან 5“-ის) შემადგენელ ცალკეულ ნაწილებში, 

თუ 420) წარმოადგენს 5+-ში (ან §“-ში) ჰოლომორფული C(7) ფუნქციის სა- 
საზღვრო მნიშვნელობას, მაშინ ვიტყვით, რომ #-ზე მოცეზული დ(!) ფუნქცია ანა- 

ლიზურად ვრცელდება 5“-ზე (5 -ზე). 
ზემოთ დასმული საკითხი მარტივად წყდება, თუ «0)= -დ+(/) ფუნქცია არის 

5+-ში პოლომორფული C(7) ფუნქციის სასაზღვრო მნიზვნელობა და იმ შემთხვევაზი, 

როდესაც 5+ ნაწილი უსასრულოა, ნულად იქცევა უსასრულობაში, მაშინ, ცხადია, 

კოშის თეორემის? თანახმად 

' დ0# 

(–-2 
  

  

22 = 0 ყოველი 2C 5”. (29,1) 

L 

პირუკუც, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ ადგილი აქვს (29,1)-ს, მაშინ 

დ() არის 

1 | 25“ 
1--2' როცა 2C5“' #(2 = 5; 

L 

ფორმულით განსაზღვრული, 5+-ში პოლომორფული და 5%-დან L-ზე უწყვეტად 

'გაგრძელებადი ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა, 

მართლაც, დავუშვათ: 

დ( 
1 | 7 დთ()ძI. (99,2) 

– 29 , 1-2. 
L 

(29,1)-ის საფუძველზე დ(2=20 ყველგან §“-ზი; ამიტომ თ(2) L-ის მარჯვნივ 

"ღებულობს დ-“(/)=0 სასახღვრო მნიშვნელობას, მაშასადამე, § 17-ში ნათქვამის თა- 

ნახმ.დ, თ(2) ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია L-ზე აგრეთვე მარცხნიდან, ამასთან 

დ(/) = %+(I) –– დ“() = დ"(), 
ეს კი ამტკიცებს ჩეენს დებულებას. 

ამრიგად, (29,1) პირობა არის აუცილებელი და საკმარისი იმი- 

სათვის, რომ L-ზე მოცემული უწყვეტი «() ფუნქცია იყოს 51+-ში 

ჰოლომორფული, და იმ შემთხვევაში, როდესაც §+ ნაწილი უსას- 

რულოა, უსასრულობაში ქრობადი ფუნქციის სასაზღვრო მნიშ- 

„ვნელობა, 

მ.) გავიხსენოთ, რომ L შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც სიბრტკის 5+ ნაწილის შემადგე- 
ნელი ბმული ნაწილების საზღვართა ერთობლიობა წდა აგრეთვე, როგორც 5--ის შემადგენელი ბმუ- 

ლი ნაწილების საზღვართა ერთობლიობა|).



120 თავი 1. კოშის ტიპის ინტეგრალების ძირითადი თვისებები (§29 

თუ დ()) ეჯუთვნის // კლასს L-ზე, ამ პერობას შეიჰლება კიდევ მიეცეს შემდე- 
გი სახე. სახელდობრ, თუ (29,1)-ში გადავალთ ზღვარზე, როცა 2->17ე, სადაც ჯე. 

ნებისმიერი წერტილია L-ზე, მივიღებთ: 

1 დ“ 1 
–- 5 900 + 5.» , ხლოია ყოველი ე C #. (29,3) 

L 

ცხადია, რომ, პირუკუც, (29,3)-დან გამომდინარეობს (29,1)"1, ისე, რომ (29,3) წარ- 

მოადგენს აუცილებელ და საკმარის პირობას იმისათვის, რომ L-ზე 

მოცემული უწყვეტი ((I) ფუნქცია იყოს 5+-ში პოლომორფული და 

იმ შემთხვევაში, როდესაც §+ ნაწილი უსასრულოა, უსასრულო- 

ბაში ქრობადი ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა. 

სავსებით ანალოგიურად ვღებულობთ აუცილებელ და საკმარის პირო: 

ბას იმისათვის, რომ L-ხე მოცემული უწყვეტი ჯ() ფუნქცია იყოს. 

§“-ში ჰოლომორფული და იმ შემთხვევაში, როდესაც §” ნაწილი 

უსასრულოა, უსასრულობაში ქრობადი Cდ() ფუნქციის სასაზღ- 

ვრო მნიშვნელობა, ეს პირობა შემდეგში მდგომარეობს 

1 |( დ()ძ! 
2-1 4-3=9 ყოველი 2 6 57. (29,4)   

  

იმ შემთავევაში, როდესაც C(1) აკმაყოფილებს /7 პირობას, ზემოხსენებული პირობა 

შემდეგის. ეკვივალენტურია: 
0) ძ1 

ა . =0 ყოველი 1ე CL. (29,5) 
“ი 

  
1 ') 

== L„ –-– 

2 VI + 2; 

ლღ
ხე
ღე
':
. 

ი 

მოძებნილი პირობები ადვილად ზოგადდება იმ შემთMავევაზე, როდესაც დ(2)-ს 

არ მოეთხოვება უსასრულობაში ნულს გაუტოლდეს, ვთქვათ, მაგალითად, 5“ ნაწილი- 
უსასრულოა და, მაშასადამე, 5+ ნაწილი სასრულია (როგორც ნახ. 16-ზე), და ვთქ- 

ვათ, საჭიროა მოიძებნოს აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისათ- 
ვის, რომ L-ზხე უწყვეტი დ() ფუნქცია იყოს 5“-ში ჰპოლომორფული, 

უსასრულობაში მოცემული მთავარი ნაწილით პოლუსის მქონე 
თდ(2) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობა, ე. ი, რომელსაც დიდი (2|- 

თვის ჰქონდეს სახე 

დ0 =+X92+0 (1), (29,6) 

სადაც +(2) მოცემული პოლინომია (,,მთავარი ნაწილი“), კერძოდ, მუდმივია?!, 

განსახილავ შემთხვევში (29,4) პირობა, ცხადია, შემდეგით შეიცვლება: 

მ მართლაც (29,3)-დან გამომდინარეობს, რომ (29,2) ფორმულით განსახღლვრული §“-ში. 

ჰოლომორფული და L-ზე უწყეეტად გაგრძელებადი Cდ (2) ფუნქცია #-ზ. ღებულობს «)- (/) = 0 
მნიშვნელობებს; მაშასადამე თ (2) = 0 5--ში. 

" ამ შემთხვევაში პოლუსის შესახებ ჩვენ პირობითად ვლაპარაკობთ („ნული რიგის პოლუსი“).



§ CI 111. ზოგიერთი უშუალო გამოყენება 121 
  

L 

1 / / 
( 0-2 ძ0=0 ყოველი 26C5+ 

ან, რაც. იგივეა, 

1 # =()ი/ 
28) #- 7; =V0) ყოველი 26 51. (29,7) 

L 

ამის შესაბამისად (29,5) პირობა შემდეგით შეიცვლება: 

1 1 (დეი! 
“2 %0) + 9 1= =/=V() ყოველი ე C L. (29,8) 

იმ შემთხ:ვეკაში, როდესაც გრტივი შეკრული კონტურია, (29,3) და (29,8) პირო- 

ბები მითითებული იყო ი, პლემელის (IL. LICIICI) I|1)) მიერ (კერძო დაშვებისას, 

როცა +(2)= 00051). პლემელზე გაცილებით ადრე ფ. კაზორატიმ (L. Cმ50ჯ211 (11), 

ისევ ერთი 'შეკრული კონტურის და სასრული არის შემთხვევაში, სათანადო დასაბუ- 

თების გარეშე მოგვცა (29,3) პირობის ეკვივალენტური პირობა: 

LL დ(0 –– დ(M) 
| 79-70 ძთი=0 ყოველი ჯა C L. 

(L(-7 
L · 

მოგვიანებით გ. მორერამ (C. Mე:0”მ (11) მოგვცა ამ პირობის უფრო მკაცრი დასა- 

ბუთება და აგრეთვე აღნიშნა სხვა პირობა 

| დ(“ე1 ( –I!აძიძ=0 ყოველი 1-CL, 

L 

რომელიც ზოგიერთ დამატებით დაშვებაში წინა პირობის ეკვივალენტურია, 

უფრო ზოგადი თვალსაზრისით, აქ ჩვენთვის საჭირო პირობა, ერთი შეკრული 

კონტურის შემთხვევისათვის, შესწავლილი იყო ვ. გოლუბევის (11 და ი. პრივალოვის 

(2) მიერ; იხ. აგრეთვე ი. პრივალოვი (71. 

4% ციტირების გაადვილების მიზნით ამოვიწეროთ შემდეგი ცნობილი (ან ცნო- 

ბილიდან უშუალოდ გამომდინარე) ფორმულები, რომლებითაც შემდგომში ხშირად- 

ვისარგებლებთ (და რომლებითაც ჩვენ ფაქტიურად ზემოთ ვისარგებლეთ). 
სახელდობრ, ვთქვათ #, 5“, 5“ აღნიშნავენ იმავეს, რასაც ზემოთ, და ვთქვათ, 

მაგალითად, 51% აღნიშნავს სასრულ, ხოლო 5“ –– უსასრულო ნაწილს. 

ჯერ, ვთქვათ, თ(/) აღნიშნავს 5+-ში ჰოლომორფული C(2) ფუნქციის სასახღ- 

ქრო მნიშვნელობას, მაშინ 

1 ( დღ(ჩი! ი როცა 26 44%, 

2 | 1-2 L 0, როცა 2C§5-. (29,9) 
წ» 

1-2 

ეთქვათ ახლა დ(/) აღნიშნავს 5“-ში ჰოლომორფული და უსასრულობაში +2) 

მთავარი ნაწილით პოლუსის მქონე დ(2) ფუნქციის სასაზღვრო მნი'შენელობას, მაშინ 

L წ904 _ | 0. როა 7685 
2» 7 1-2 L- თ(2)1+V(2), როცა 2C5”. 

(29,10)
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უკანასკნელი ფორმულები უშუალოდ გამომდინარეობს კოშის ფორმულიდან 

და თეორემიდან, თუ მათ გამოვიყენებთ 5“-ში, უსასრულოჯ დაშორებული წერტი- 

ლის ჩათვლით, ჰოლომორფულ და უსასრულობაში ქრობად ჯ(7) – XC2) ფუნქციისათ- 

ვის, უკანასკნელ ფორმულაში დ(2)-ის წინ ნიშანი მინუსი ჩნდება იმის გამო, რომ #- 

ზე დადებითი მიმართულება 5“ არეს ტოვებს მარჯვნივ და არა მარცხნივ. 
შენიშვნა. ადვილე დასანახავია, რომ (29,9), (29,101 ფორმულები ძალაში 

დარჩება, თუ ჩავთვლით, რომ L-ის შემადგენელი მარტივე შეკრული კონტურები 

გლუვი კი არა, მხოლოდ უბან-ბან გლუვია, და რომ დ(2) ფუნქცია C(/) სასაზღვრო 

მნიშვნელობას ღებულობს ყველგან L-ზე, გარდა, შესაძლოა, კვანძებისა, კვანძების 
მახლობლად კი აკმაყოფილებს პირობას 

|დ2))< ––“––.. თ = 00ი5L<- 1, 

სადაც C სათანადო კვანძია (ეს პირობა საკმარისია, მაგრამ, რა თქმა უნდა, აუცილე- 

ბელი არ არის), 

§ 30. პარნაკის განზოგადებული თეორემა. ზემოხსენებულიდან ადვილად გა- 

მომდინარეობს შემდეგი დებულება, რომელიც მთელ რიგ საკითხებში პოულობს გამო- 

ყენებას. 

ვთქვათ L, §5:;, 5” აღნიშნავენ იმავეს, რასაც წინა პარაგრა- 

ფის 1. პუნქტში, ვთქვათ «() L-ზე მოცემული ნამდვილი უწყვეტი 
ფუნქციაა, და ვთქვათ 

1 /”დნ(ე)ძ! 
%X2) = =- | 1-2: (30,1)   

მაშინ თუ თ()=0 ყველა 2C5%, C(,)-ს ექნება მუდმივი მნიშვნელო- 

ბები L--ს შემადგენელ ცალკეულ (შეკრულ) კონტურებზე, ამას- 
თან, იმ კონტურებზე, რომლებიც შემოსაზღვრავენ §5“-ში შემა- 

ვალ ერთი და იმავე ბმულ ნაწილს, ეს მნიშვნელობები ერთნაი- 

რია; კერძოდ, თუ ა“ შეიცავს უსასრულო ბმულ ნაწილს, მაშინ 

ო()=0 ამ ნაწილის საზღვარზე. შებრუნებული დებულება აგრე- 

თვე მართებულია, 

შებოუნებული დებულების მართებულობა ადვილად შემოწმდება უშუალოდ. 

დავამტკიცოთ პირდაპირი დებულება. 

თუ %(2)=0 ს-ბრტყის 5“ ნაწილზე. მაშ-ნ წანა პარაგრაფის 39% პუნქტში ნა- 

თქვამეს თანახმად დ(/) წარმოადგენს «(2) ფუნქციის სასახლვრო მნიშვნელობას, რომე- 
ლიც ჰოლომორფულია §5--ში და უსასრულობაშე ქრობადია, თუ 5“ შეიცავს 2= 

წერტილს. მაგრამ, ვინაიდან დ(/) ნამდვილი ფუნქციაა, იი დ(2)-? #-ზე ღებულობს 

ნულის ტოლ სასაზღვრო მნიშვნელობას. ამიტომ Iი) დ(2)=0 ყველგან 5“-ში, მაშა- 
სადამე, თ(2) ინარჩუნებს მუდმივ მნიშვნელობას 5“-ის შემადგენელ ყოველ ბმულ ნა- 

· წილში, კერძოდ, ნულის ტოლია იმ ბმულ ნაწილში (თუ ასეთი არსებობს), რომელიც 
2=60 წერტილს შეიცავს. აქედან გამომდენარეობს გამოთქმული დებულება. 

9 (აი დ და I01CV სიმბოლოებით აღივიშნება 4 კომპლექსური სიდიდის შესაბამისად ნამდვი- 

ლი და წარმოსახვითი ნაწილი,
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ცხადია, რომ დამტკიცებული დებულების ფორმულირებაში შეგვიძლია 5“ შევ- 

"ცვალოთ 5“--ით და პირუკუ, ვინაიდან განსხვავება აქ მჯოლოდ აღნიშენებშია. 

ეს დებულება წარმოადგენს ა. ჰარნაკის (#. IIმIიმCI) I1)) ერთ: დებულების 

”განხოგადებას, რომელიც მის მ-ერ არ იყო ზუსტად ფორმულერებული, 

იმ შემთხვევაში, როდესაც L შედგება ერთ· შეკრული კონტურისაგან, ეს დე- 

"ბულება შემდეგზე დაიყვანება: თუ 9X2)=0 ყველა 2-თვის L-ის შიგნით, მა- 

შინ დ0)=0 L-ზე; თუკი დ(20)=0 ყველა 2-თვის #-ის გარეთ, მაშინ 

დ(/) =ლ00ი3( L-ზე. 
შენიშვნა 1. დამტკიცებული დებულება ძალაში დარჩება, თუ მის ფორმუ- 

ლირებაში პირობას დ; =0 5+-ში შევკვლით პირობით LLC CX2) =ე §%+-ში. 

მართლაც, ვთქვათ I"6 #X(2)=0 5+-ში, მაშინ დ(2) ინარჩუნებს მუდმივ წმინდა 

წარმოსაზვეთ მნიშვნელობებს 5+-ის შემადგენელ ბმულ ნაწილებში; ამიტომ CთC+(/) 

შეინარჩუნებს მუდმივ, წმინდა წარმოსახვით მნიშვნელობებს #-ის შემადგენელ. (კალ- 

კეულ კონტურებზე. მაშასადამე Cდ”“(/) = 02+(,)--X(I) ფუნქციის წარმოსახვითი ნაწ ·- 

ლიც შე-ნარჩუნებს მუდმივ მნიშვნელობებს ამ კონტურებზე და, კერძოდ, კონტურებ- 

"ზე, რომლებიც 5“-ის შემადგენელ ბმულ ნაწილებს შემოსაზღვრავენ( მაგრამ მაშინ 

·დC) ფუნქცია შეინარჩუნებს მუდმიე მნიშვნელობებს თითოეულ ამ ნაწილში?ბ; კერ- 

·ძოდ ამ ნაწილებს “შორის (თუ ასეთი არსებობს), რომელიც შეიცავს უსასრუ- 

„ლოდ დაშორებულ წერტილს, Cთ(20=0. თითოეული ბმული ნაწილის საზღვარ ხე 

დ()=Cთდ+()--დ-() და ვინაიდან CI+(/) წძინდ: წარმოსახვითე სიდიდეა, ხოლო დ(I), 

პირობის თანახმად, ნამდვილი. ფუნქციაა, Cდ(/)=-- IIL6 CL “(/) შეინარჩუნებს ერთსა ღა 

“იმავე მუდმივ მნიშვნელობას ნებისმიერი ბმული ნაწილის მთელ საზღვარზე; ეს მნიშ- 

-ვნელობა ნულის ტოლი იქნება იმ ნაწა-ლის (თუ ასეთი არსებობს) საზღვარზე, რომე- 

"ლიც შეიცავს 2=C წერტილს. ამრიგად, ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 2. ზემოხსენებულის ანალოგიურად, ადვილად მტკიცდება, რომ თუ 
"წინანდელ აღნაშენებში IIი თXC2)=0 5+-ში, მაშინ დ(/)) ინარჩუნებს მუდმივ მნიშ- 

ქნელობებს #-ის შემადგენელ შეკრულ კონტურებზე. შებრუნებულს აგრეთვე აქვს 

ადგილი?”, 
§ 31. უბან-უბან პოლომორფული ფუნქციის განსაზღვრა მოცემული ნახტო- 

მით. ვთქვათ L აღნიშნავს უბან-უბან გლუვ წარს (§ 1) და ვთქვათ C(/) L-ზე მოცე- 

მული II” კლასის ფუნქციაა?5, 
საჭიროა მოიძებნოს უსასრულობაში ქრობადი უბან-უბან ჰო- 

ლომორფული %) ფუნქცია სასაზღვრო პირობით 

დ+()--თდ-() =დ(/) L-ზე, კვანჰებას გარდა. (31,1) 

ამოცანა მარტივად იხსნება სოხოცკი--–პლემელის ფორმულების მოშველიებ-თ. 

ხელდობრ, ამოცანას აქვს ერთე და მხოლოდ ერთე ამონახსნი, რომელიც წარმოი- 

დგინება ფორმულით 

96 ეს გამომდინარეობს პოტენციალთა თეორიის ცზობ:ლი დებულებიდან (იხ ქვემოთ. § რ). 

97 ამჯერად C(/)-ს მაერ ცალკეულ კოვტურებხე მეღებული (ნამ დეილი) მუდმიე2 მნი შვიელო- 

ბები არაფრით არ არიან ერთმანეთთან დაკავშირებული. 

09 IV და V თავების გარდა, ქეემოთ მოკვანილი შედეგებით ესარგებლობთ მხოლოდ იმ შემ- 

თხვევაში, როდესაც L შედკება გლუვი შეკრული კოატურებასაგან, ხოლო 2:(ე აკმაკო ფილებს ჩ” 

პირობას #-ზე. თუ მხედველობაში გქექმება ეს ”შემთხეევა, მამშენ არ იქნება საჭირო ქვემო» მო;ვ»- 

ნილ მსჯელობებში დავეყრდნოთ § 26-ის შედეგებსა; საკმარასეა გამოვიკენოთ § 16-ის შედეგები.
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1. ? დ(სძ! 
დ(2) = 271. ა (1-2 ' 

L 

მა=თლაც, ამ ფორმულით განსახღვრული Cდ(7) ფუნქეც-ა უბან-უბან ჰოლომორ-. 

ფულია (§ 26, პ. 59) და სოხოცძკი--პლემელის (16,3) ფორმულის ძალეთ აკმაყოფი- 

ლებს (31,1) პირობას, გვრჩება დავამტკიცოთ, რომ ამოცანას სხვა ამონახსნები არ 

გააჩნია. 

დავუშვათ, რომ ამოცანას აქვს კიდევ ერთი ამონახსნი, და ვთქვათ VI”(2) აღ- 

ნიშნავს ამ ორე ამო5ახსნის სხვაობას, მაშინ (31,1) პირობის ძალ-თ უნდა გვქონდეს 

VI +V,) ––- V-–V/)=0 L-ზე, კვანძების გარდა. 

მაგრამ მაშინ § 10-ის პ, 3%-ში ნათქვამის საფუძველზე VIC2) ფუნქცია ჰოლო- 

მორფულია მთელ სიბრტყეზე (თუ მას #-ზე მივაწერთ სათანადო მნიშვნელობას), 
და ვინა“დან იგი უსასრულობაშე ქრობადია, ლეუვილეს თეორემის ძალით, V(2)=0 

მთელ სიბრტყეზე. ამიტომ ჩვენი ორი ამონახსნე ერთმანეთს ემთხვევა. 

ახლახან განხილული ამოცანა დასმული და ამოხსნილ- იყო ი. სოხოცკის III 

მიერ, მაგრამ პირობის მკაფიო ფორმულილოებისა და შედეგის საკმარ:სი დასაბუთების 
გარეშე. 

ე მოგვიანებით ეს ამოცანა, ამა თუ იმ დასმით, მრავალმა ავტორმა განიხილაზ?, 

თუ დ(თ) =0 მოთხოვნას შევცვლით უფრო ზოგადი მოთხოვნით, სახელდობრ, 

რომ 0X2)-ეს რიგი უსასრულობაში არ აღემატებოდეს მოცემულ მთელ # უ:>-- 11% 

რიცხვს, მაშ-ნ, როგორც გვიჩვენებს ზემოთ ჩატარებულის სავსებით ანალოგიური 

მსჯელობა!?!, ყველაზე ზოგადი ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

1 (| დ(00( 
დრ = 2. 22 +ჩ,(შ), (31,3» 

L 

  (31,2): 

სადაც #,(2) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარის“ი #-ს არ აღემატება, თუ #= 

=–-1, უნდა ჩავთვალოთ, რომ #,(2) =0. 

სავსებით ცხად-ა, როგორ ამოიხსნება , რამდენადმე უფრო "ზოგადი ამოცანა, 
სახელდობრ, როცა %(უ-ს შეიძლება ჰქონდეს სასსრულე რაოდენობის პოლუსები მო- 

ცემულ წერტილებში (და არა მხოლოდ ერთი პოლუსა უსასრულობაში), 

20. ზემოთ განხილულე ამოცანა შეიძლება კიდევ ასე ამოვხსნათ. (31,1) ტოლო- 
ბის ორივე მხარე გავამრავლოთ 

1 ძ 

2 (1-2. 9 
სადაც 2 სიბრტყის ნებისმიერი, #-ის გარეთ მდებარე წერტილია, და ვაინტეგროთ 

L-ზე. მაშინ, ადვილად შეგვიძლია დავ-წმუნდეთ, «ომ კოშის ფორმულის გამოყენე- 

M9 (31,1) ამოცანის ამოხსნა იმ შემთხეევამი„ როდესაც L თვლადი რაოდენობის შეკრულ 

კო%5ტერთა რთობლიობას წარმოადგენს, გარკვეულ დამატებით პირობებში, მოცემულია ი. ქარცივა- 

ძის და ბ. ხვედელიძის (2) და ვ. პაატაშვაCის |3) შრომებში. თელადი რაოდენობის მონაკეეთების 

:რთობლიობის შემთხვევა განხილულია ს. ფრეიდკინის (5) შრომაში. 

119 #6 <= ––1 –– შემთხვევის შესახებ იხ. ქვემოთ, კ, 309, 

)01 ამასთან საჭიროა გამოვიკენოთ ლიუვილის განზოგადებული თეორემა,
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ბით!? და იმის გათვალისწინებით, რომ Cთ(7)-ს უსასრულობაში შეიძლება ჰქონდეს 
#-ზე არაუმეტესი რიგის პოლუჯბი, კვლავ მივიღებთ (31,3) ფორმულას. 

ეს დებულება თითქმის ცხადეა, მაგალითად, იმ შემთხვევაში, როცა #L მარტივი 

"შეკრული ან გახსნილი უბან-უბან გლუვი კონტურია. ზოგად შემთხევევაში დამტკ-- 

ცება მოყვანილია წიგნის ბოლოს დამატება III-ში. 

“ამრიგად, მივდივართ დასკენამდე, რომ თ უ ამონახსნი არსებობს, მაშინ 

მას აქვს (31,3) სახე; ეს დასკვნა მართებულია, თუ Cდ() ფუნქცია 
მხოლოდ უწყვეტია #-ზე, გარდა, შესაძლოა, კვანძებისა და აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებადია #-ზე, იმ შემთხვევაში კი, როდესაც. დ(1) ეკუთვ- 
ნის /#/” კლასს, (31,3) ფორმულა მართლაც იძლევა ამონახსნს. 

ვი. თუ მოვითხოეთ, რომ თ(2) ფუნქციას უსასრულობაში უნდა ჰქონდეს არა- 

უმეტესი ჩ<-–-1 რიგი (ე. ი. უსასრულობაში ჰქონდეს არანაკლებ –- # >> 1 რიგის 

ნული), მაშინ (11;2ა), (11,2ბ) ფორმულების საფუჭქველზე, როგორც ადვილი დასანა- 

ხავია, ამოცანას ექნება ამონახსნე მხოლოდ იმ შემთხვევაშე, თუ 

| დ(0ძ/=0, |=0, 1,.., –ჩ-2; (31,4) 

L 
თუ ეს პირობები დაცულია ამონახსნი (31,2) ფორმულით მო-ცემა. 

4მ. ზემოთ მიღებული შედეგების. გავრცელება იმ შემთხვევაზე, როდესაც ნახ- 

ტომის წირი უსასრულოდ დაშორებულ წერტილზე გაივლის არავითარ სიძნელეს 

არ წარმოადგენს (შდრ. § 19, პ, 19). 
აქ შემოვისაზღვრებით შემთხვევით, როდესაც ნახტომის წირი წრფეა. ზოგადო“ 

ბის შეუზღუდავად, შეგვიძლია ვ-გულისხმოთ, რომ ეს წრფე ნამდვილი ღერძია, რო- 

-მელსაც, ისევე როგორც § 19-ში, #X-თი აღვნიშნავთ. 

ამოცანას ახლა ჩვენ ასე დავსვმთ: მოიძებნოს ყველგან შემოსაზღ- 

ვრული უბან-უბან ჰოლომორფული ფენქცია პირობით 

თრ+Cი)-დ-ი)=CთC() #-ზე, (31,5) 
'სადაც დ() #-ზე მოცემული ფუნქციაა, რომელიც აკმაყოფილებს 

„# პირობას ყველგან #-ზე, უსასრულოდ დაშორებული წერტილის 

ჩათვლით ლხ. § 19, პ. 30). 
როგორც ადვილი დასანახავია, ამოცანის ყველა ამონახსნი (შეად. 19 პუნქტი) 

"წარმოიდგინება ფორმულით 

1 იძ! 
ირ - აი | +;   +C. (31,6) 

"სადაც Cი ნებისმიერი მუდმივია, 

ამოცანა შეიძლება გავხადოთ განსახღვრული, თუ, მაგალითად, მოვითხოვთ, 

რომ დ+(თ)=0. მაშინ (19,14) ფორმულის საფუძველზე 
_ 192 კოშის ფორმულის გამოყენება უზრუნველუოფილია იმით, რომ პირობით თ (2) ფუნქცია 

“უწყვეტად გაგრძელებადია (მარცხნიდან და მარჯენიდან) L წირის ყველა, კვანძებისაგან განსხვავებულ 
“წერტილზე, ხოლო კვანძების მახლობლად 

ლ0ი51 
I%(2)| < IIX>-5|6' ძ = C0115! < 1.
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1 
C-ხ=– 2 დ(Cთ). 

თუ (2) ფუნქციის შემოსაზღვრულობის მოთხოვნას შევცვლით მოთხოვნით, 

რომ 4(2)-ს #-ს გარეთ მდებარე ძე წერტილზე შესაძლოა ჰქონდეს პოლუსი არა- 

უმეტეს მოცემული # რიგისა და იყოს შემოსახღვრული ყველგან, გარდა ძე წერტი- 
ლის მიდამოსი, მაშინ ამოცანის ზოგადი ამონახსნი, ცხადია, წარმოიდგინება ფორმულით. 

1 C(M. I C, წ 
დთ(უ = 2-1 (4 +- +6-+ 2-0 თათი +X- იენ 

ა 

სადაც Cა, C,,..., Cგ ნებისმიერი მუდმივებია. 

2 პუნეტში ნათქვამი ადვილად გავრცელდება აქ განხილულ შემთხვევაზე, 
ანალოგიურ მდგომარეობას აქვს ადგილი 39 პუნქტის 'შედეგებისათვის; ჩვენს შემთხ- 

ვევაში უსასრულოდ დაშორებული წერტილი (რომელეც ახლა ნახტომის I) წირზე. 

მდებარეობს) ნდა შეიცვალოს რომელიმე: „ფიქსირებული, ILX-ს გარეთ მდებარე: 
ეოტილით, 

შენიშვნა, ზემოაღნიშნული შედეგები, ცხადია, უცვლელი დარჩება, თუ და- 

ვუშვებთ, რომ CX2) ფუნქცია შეიძლება არ იყოს შემოსახღვრული წრფის სასრულ 

მანძილზე მღებარე C), C., ,.ს C, წერტილების მიდამოებში, ოღონდ ექვემდებარებო-- 

დეს. პირობას 

(31,7) 

ლიწა! 
| დფ I< “ნენ თ=ლ0ი5L<1, #=1, 2, ...,/, 

–ლთ 

როგორც ყოველი ==” ჰოლომორფული ფუნქცია. 

§ 32. კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნება. შეკრული კონტურების შემთხ- 

ვევაში. ვთქვათ, L აღნიშნავს სასრული რაოდენობის შეკრული 'გლუვი კონტურების ·· 

ერთობლიობას, რომლებსაც საერთო წერტილები არ გააჩნიათ და, ვთქვათ, დადებითი 

მიმა”თულება #L-ზე ისეა შერჩეული, როგორც § 29-ის 19 პუნქტში. 

განვიხილოთ ინტეგრალური განტოლება 

1 დ() ი! 31 # # = 0), 2,1) 
L 

ს:ღდაც I) არს სხ-ზე ნებისმიერი წერტილი, V(7/) ჩ-ზე მოცემულე #/ კლასის ფუნქ- 

ციაა, ხოლო C(/) საძიებელი ფუნქციაა, "რომელსაც აგრეთვე დავუქვემდებარებთ /I 

ს, პირობა 

(32,1) წარმოადგენს ერთ-ერთ უმარტივეს სინგულარულ ინტეგრალურ განტო- 

ლებას; მ-სი ამოხსნა შეიძლება ზოგადი შემთხვევისათვის შემდეგ თავში გამოყვანილი 

ფორმულების საზუალებით. მაგრამ იმის გამო, რომ (32,1) განტოლება თავისთავად 

საკმაოდ საინტერესოა, ჩვენ აქ მოვიყვანთ მისი ამოხსაის სამ ხერხს, ამასთან ვისარ- 

გებლებთ § 29, პ. 19-ის აღნიშვნებით, კერძოდ აღნიშენებით §+ და 5“. 

პირველი ხერხი, განიხილოთ უსასრულობაში ქრობადი უბან-უბან პჰოლო-- 

მორფული თუნქეია
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1  ” დ()ი( 

აა. 
L 

მაშინ სოხოცკი-–-პლემელის (16,4) ფორმულის საფუძველზე (32,1) განტოლება შემ- 
დეგი სახით გადაიწერება: 

თ+V)+Cდ-ძა =0(/,) #-ზე. (32,3) 
განვეხილოთ შემდეგი უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია 

(32,2) 

· | დთ(), როცა 2C51+, ვ24 

20 = –დ(), როეყა 2C5”. (32,4) 

მაშინ (32,3) პირობა ასე გადაიწერება: 

M1(10) -– VI  (/ი)=>V(/ა). L-ზე, 
საიდანაც, წინა პა“აგრაფის შედეგის თანახმად, 

. 1 (404 - 
V”C2) = 22 I 1-7“ (32,5) 

L 

მეორე მხრივ (16,3), (32,2) და (32,4)--ს საფუძველზე 

(107) = დ+(/) _ დ–(/ა) = VI) + V” VI), 

საიდანაც, საბოლოოდ (32,5) და (16,4)-ის გათვალისწინებით 

1 ს(,)ძ! 
%(/ი) = –» ( 7-6“ (32,6) 

L 

აჭრიგად, (32,1)-დან გამომდინარეობს (32,6). მაგიამ ზუს>ად ასეთივე გზით (32,.6)- 

დან გამომდინარეობს (32,1), ამრიგად (32,6) წარმოადგენ (32,1)-ის (ერთადერთ) 

ამონახსნს, სხვა ს“ტყვებით «ომ ვთქვათ, 

1 | დი 1 წარ” 
ელლი ს(?ა). 2) 1-0 დ(#%) (C1) 

# 

  
ჯ 

დამოკიდებულებებიდან თითოეული არის მეორის შედეგი, ე.ი.ეს 

დამოკიდებულებანი ერთმანეთის შებრუნებას წარმოადგენს. 

მეორე ხერხი. შებრუნების (1) ფორმულები გამომდინარეობენ შემდეგი 

მარტივი მსჯელობიდან. ვთქვათ (XI) რაიმე ფუნქციაა, რომელიც #-ზე აკმაყოფილებს 

# პირობას. 5+-ში პოლომორფული და უსასრულობაში ქრობადე ფუნქცია 

1. ( იX/)ი0 

იი - 1 L-> 
L 

იე:ნება უწყვეტი (5 ++4+-L)-ში, თუ მას L-ზე მივაწერთ მნიშვნელობას 

ი+6 = ს0+-- (29094, 
ჯL ჯ 

-–1 ლ
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ამის გამო 

  
1 ( 0C+(0 ი 

1-2 =0 ყოველი 2C5”, >, 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა 2->7ე მარჯვნიდან, მივიღებთ1მ3;: 

1 (CV) 
– §0+(0)+ თ ( ლდ 

L 

  

თუ აქ (“)-დან ჩავსვამთ §ჩ)+(/)-ს მნიშვნელობას, გვექნება: 

1 ”ი(იძაძ  ·. 1 ძ! 1 ( თ(ი)ძ, 

აარ ი 962), ა0+. I 24) ი L 

  

საიდანაც, ფრჩხილების გახსნის შემდეგ მივიღებთ დამოკიდებულებას 

1 ( ძი 1 (აარ 
# ) 1-9) (=! = VI), (8) 

L L 

  

მართებულს ყოველა CX/) ფუნქციისათვ-ს რომელიც #L-ზე აკმაყოფილებს # პირო- 
ბას. (8) ფორმულა გამოსახავს იმავეს, რასაც შებრუნების (4) ფორმულები, ე. ი. 

(4) თანაფარდობიდან თითოეული არის მეორის შედეგი, 

მესამე ხერხი, თუ (32,1)-ს შემდეგი სახით გადავწერთ 

1 ( დ (() ძ!, 
ს(ს = –- 
ა0=-:) 9, 

L 

1 “ძ 
-ორივე ნაწილს გავამრავლებთ > 7-7, %, ვაინტეგრებთ 1-თი L-ის გასწვრივ და 

გამოვიყენებთ პუანკარე-- ბერტრანის გადასმის ფორმულას (§ 28), მივიღებთ: 

1 ( ს()ძ( 1 ( ძ! ( თ(/,) ძ”, . 

–3_3–_<<__-_. 
L L 

  

ძI 1 : 
= (0) – => ( დ(7.) ძ/, 1 მ–I)0,=ჩ“ (” 

L 

მაგრამ, როგორც უშუალოდ ადვილი შესამოწმებელია, 
ძ! 1 ( 1 1 ' #=0 

| ძ-I)0.-0  ჩხ=ჩ ს-- –1-- გ #=9ძ. 
L L 

  

ამიტომ ("')-ში მეორე შესაკრები ნულია და ჩვენ ვღებულობთ (32,6) ფორ- 

„მულას. იმავე გზით (32,6)-დან მივიღებთ (32,1)-ს. 

  

109 ეს დამოკიდებულება ჩვენ მაშინვე შეგვეძლო დაგვეწერა (29,3)-ის საფუძველზე.
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როგორც ვხედავთ, შებრუნების (4) ფორმულები წარმოადგენს სოხოცკი –– პლე- 
მელის ფორმულის და აგრეთვე პუანკარე-–ბერტრანის ფორმულის თეთქმის ტრივი- 

ალურ შედეგს. კერძო შემთხვევებისათვის (უსასრულო წრფე, წრეწირი)!01 გამოყენე- 

ბული ეს ფორმულები ამა თუ იმ ეკვივალენტური (ან თითქმის ეკვივალენტური) 

სახით ხშირად გვხვდება ლიტერატურაში პილბერტის ფორმულების სახელწოდებით, 

მე მიჭირს დავასახელო ავტორი, რომელმაც მოგვცა ეს ფორმულები ნებისმიერი გლუვი 
კონტურისათვის, ერთი შეკრული კონტურის შემთხვევაში ეს ფორმულები ი, ვეკუამ 
(1) მიიღო როგორც კერძო შემთხვევ, ერთი კლასის სენგულარულ ინტეგრალურ 
განტოლების ამოხსნისას. მანვე მაცნობა მათი გამოყვანის ის ხერხი, რომელიც ზემოთ 

იყო მოყვანილი მეორე ხერხის სახელწოდებით105, 

§ 88. შებრუნების პილბერტის ფორმულები. მიღებული შედეგი გამოვიყენოთ 

კერძოდ იმ შემთხვევისათვის, როცა L არის ერთეულრადიუსიან წრეწირი ცენტ- 

რით სათავეში. დავუშვათ 

  

  

  

    

  

  

1=0609, (ჯე = 099, (3,1) 
მაშინ 

· : 3-- შე 

ძ (29ქვ :%ი | I“2 | 4. 
1-1 Cთ9 –- 6Iში _8--შა| "ფ-მე1“ > 

CXნ ს –2 | რჯ”? = 2 I 

+-–-პა ე 3--% 

1 9955. 1+0509-2 1 8-9, / 
== “ავ  ძს= -- წ ვ“ ძს+ -უ- ძზ. (33,2) 

811 2 

ახლა დ(/) და V(/) აღენიმნოთ დ(3), Vთ(9ე-თე (ამასთან ჩავთვალოთ, რომ 

დ(3.)-2#=) =«(8), «(9 -L 2#X) =(I(4) მთელი #-თვის) და გარდა -ამისა C(3) შევცვა- 
1 

ლოთ –;- დ(9ე-თი. მაშინ წინა პარაგრაფის (4) ფორმულები შესაბამისად შემდეგ სა- 

ხეს მიიღებს19%; 

  

2: 2> 

1 ა ვე“ ( ძა-=ტ(3. 3 2> | (4) CL8 -“5 ძ + , დ(9) ძ3-=8%(4-), (33,3) 

0 0 

10! შრეწირის შემთხვევა იხ. შემდეგ პარაგრაფში. 
10: ი, ქარცივაძემ და ბ. ხვედელიძემ (11. (2) შებრუნების ფორმულები გაავრცელეს იმ შემ- 

თხევვაზე, როდესაც საინტეგრაციო წირი წარმოადგენ შეკრულ კონტურთა თვლად რაოდენობას 

გარკვეული დამატებითი პირობებით, 

ახლახან პ. ულიანოვმა (4) დაადგინა (32,6) 'მებრუნების ფორმულის მართებულობა მოცე- 
მული და საძიებელი ფუენქციების მიმართ მეტად ზოგად დაშეებებში, იმ შემთხეევისათვის, როდესაც 
L კონტური აკმა,უოფილებს ლიაპუნოვის პირობას, 

106 C(ფ სათიბი   -ის შემცველი ინტეგრალები, რასაკვირველია, უნდა გავიგოთ კოშის მთავარი 

მნიშვნელობის აზრით.
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2ჯX 2> 

1 VI 3-4. ჯ · 

2 1 90 96-' რ09+- 2 ( სდაძს= – იდე. (3,4) 
0 0 

ამ უკანასკნელი ფორმულებიდან ადვილად მიიღება ჰილბერტის ცნობილი ”მებ- 

რუნების ფორმულები, რომლებიც მის მიერ მიღებული იყო სხვა (ნაკლებად პირდა- 

პირი) გზით. | 

განვიხილოთ განტოლება 
2 

1 ( 3- ა. 
2> | დ(3-) CLC –ე  ძს=%(%), (33,5) 

ს. 

სადაც დ(3)-- საძიებელი, ხოლო (8) მოცემული ფუნქციაა,ა რომლებიც # პირობას 

აკმაყოფილებენ, ადვილი დასანახია, რომ ამ განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს ამონახსნი 
მხოლოდ 

27; 

| ბ(9) ძ·=0 (33,6) 
% 

პირობის შესრულებისას; რომელიც მიიღება თუ (33,5)-ის ორივე მხარეს · ვაინტეგ- 

რებთ მე-ით 0-დან 2»-მდე და მივეღებთ მხედველობაში, რომ 
2: 

9-–% · · “ა. 
CIC 2 ძშე = 0. (ლ 
  

-0 
გთ;ვათ, რომ (33,6) პირობა შესრულებულია და ვიძიოთ (33,5) განტოლების 

ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს დამატებით პერობას 

2” 

| დ(ზე ძ9-=0. (33,7) 
9 · 

მაგრამ ამ პირობ-თ (33,5) განტოლება ემთხვევა (33,3) განტოლებას, რომლის 

ამონახსნი (33,4) ფორმულით მოიცემა, ე. ი. თუ მივიღებთ მხედველობაში (33,6)-ს, 

(21 

1 4--3% 
«0ა =–2- | #6) 9C---' ძა. ცვ,8) 

· 0 

(33,5) ღა (33,8) ფორმულები (33,6) და (33,7) პირობებთან ერთად წარმო- 

ადგეს ჰილბერტის შებრუნების ფორმ ულებს!, 

ჩვენ ვიპოვეთ (33,5) განტოლების ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს (33,7) 

დამატებით პირობას, ვაჩვენოთ, რომ ყველა სხვა ამონახსნი მიიღება ნაპოვნიდან ნე- 

ბისმიერი მუდმ“ვის დამატებით10ზ, უპირველეს ყოვლისა, ცხადია, რომ Cდ(3-) -L 0005( 

  

10? იზ, ტ. 1II)ხCILC (21, თავი IX, გვ. 75. 

1თ ცხადია, იგულისხმება, რომ (33,6) პირობა შესრულებულია.



§ ქ31 III. ზოგიერთი უშუალო გამოყენება 1121 
  

აგრეთვე არის ამონახსნი; ეს გამომდინარეობს (9)-დან ეთქვათ ახლა დ)(3) (33,5) 
განტოლების რაიმე ამონასსწია, დავუშვათ 

2X 

1 

«"0)=დ,(0) – :– ( დ.დ «ი. 
0 

მაშინ, ცხადია, დ%(9) არის ამონახსნი, რომელიც (33,7) დამატებით პირობას 

აკმაყოფილებს; მაგრამ ასეთ- ამონახსნი ერთადერთია და, მაშასადამე, ;2თხვევა უკვე 

ნაპოვნ (33,8) ამონახსნს, აქედან გამომდინარეობს ჩვენი დებულება, 

ნათქვამიდან ადვილად გამომდინარეობს შებრუნე ბის  შენდეგი ფორმულები!ბმ; 
2” 

1 ( 9--9ი) , 1 : 

2» | დ(1-) CIწ “5 ძა·= 0(9%) – 2. , ს(9) ძა, (33,9) 

0 0 
2» 2” 

  
1 – > | «რ)თ2-; 

· 0 · 

რომლებიც ასე უნდა გავიგოთ: თუ დCდ(9) და #(8) ფუნქციები # პირობას 

აკმაყოფილებს, მაშინ თითოეულს (3ქ,9), (33,10) ტოლობებიდან მოსდევს მეორე. 

ამის გამოყვანას ჩვენ მკითხველს მივანდობთ (შდრ. შემდეგი ფორმულების გამოყვა- 

ნას) დ» დავამტკიცებთ რამდენადმე სხვა სახის შებრუნების ფორმულებს!10: 

1 
" ძი = დ) 5- / დ(4) ძა, (33,10) 

9 

  

2” 2» 

1 %-9% 1 ( ე. ვვ,11 2 | დტ) «ნ-ს ძს+ 2 ) თრ)ძს = ბრ), (33,11) 
0 0 

2 

1 1 , 
–უა – | სა CC - > "ძე + 2> | დრე ძა = დი), (33,12) 

წია 
რომლებიც იმავე აზრით უნდა გავიგოთ, როგორე წინა ფორმულები, 

დავუშვათ, მაგალითად, რომ ადგილი აქვს (31, 11)-ს. თუ (33,11)-ის ორივე 

მხარეს ძაე-ზე გავამრავლებთ და ვაინტეგრებთ C-დან 2»X-მდე, (”)-ის გამოყენებით 

მივიღებთ: 

        

2» 2» 

( დრა«L- ( ადა, 
შ ბ 

რის გამოც (33,11) განტოლება მოგვცემს 
2> 2» 

1 ( ' 
2 | C(3') CI )– | დC) ძ3-= სი(ზე). 

0 9 | 

100 0. ს. L9IIილღ (1) (ჰილბერტის ლექციების მიხედვით). 

110 ეს ფორმულები, შეცდომით ნიშანზი, მოჯვანილია წიგნში L. IICIIIოCCL 0IXძ 0. 160ი0I1(2 

I11, გვ 1454. ავტორები უთითებენ სტატიას C. 0. M#CIIიCC |1), მა:რამ უკანასკნელში არს მხო- 

ლოდ (33,9), (31,10) ფორმულები.
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ვენაიდან და(ს) აკმაყოფილებს (33,6) პირობას, ზემოთ ნათქვამის საფუძველზე გვე- 

ქნება: 
2> 

1 (. ი მ. 
დ(სა) = –– > | სე(მ) CIC -–ც–– ძმ + ი005L= 

0 

  სლ ა, ნ 2 99+C, 

2. 

1 
=-2> | დრე) CIწ 

0 

სადაც C გარკვეული მუდმივი. თუ წინა ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ 

ძაა-ზე და ვაინტეგრებთ 0-დან 2»-მდე, მივიღებთ: 

2: 2: 

2-C = | დ(მა ძვ. = | ტ(8) ძმ. 
ი 9 

თუ C-ს ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ წინა ფორმულაში, მივიღებთ სასურველ 

(33,12) ფორმულას. სავსებით ასეთივე გზით (33,12)-დან მიიღება (33,11).



თავი მეორე 

Xმეუღლების ამოცანა და სინბულარული ინტეგრალური 
განტოლებები ბლუვი შეკრული კონტურებისა და უწყვეტი 

კოეფიციევტების შემთხვევაში 

  

კოშის ტიპის ინტეგრალის შემცველ წ”“ფივ ინტეგრალურ განტოლებათა თეო- 

რიის! გადმოცემის ჩვენ მიერ არჩეული გზისათვის არსებითი მნიშვნელობა აჯეს ერთ 

სასაზღვრო ამოცანას, რომელსაც წრფივი შეუღლების ამოცანას ვუწოდებთ. წინამდე- 

ბარე თავის I კარი ეძღვნება ამ ამოცანის ამოხსნას გარკვეულ კერძო პირობებში, 

რომლებიც განზოგადებული იქნება IV თავში. 
II კარში ამოხსნილი იქნება სასაზღვრო ამოცანა, რომელსაც რიმან––ჰილბერ- 

ტის ამოცანას ვუწოდებთ. მიუხედავად იმისა, რომ ეს ამოცანა ზოგადი თ;ორიისათ- 

ვეს არ გვჭირდება, მაინც მოგვყავს მისი ამოხსნა რადგან იგი უზუაღოდ გამომდი- 

ნარეობს წრფივი შეუღლების ამოცანის ამოხსნიდან. გარდა ამისა, ეს ამოცანა თავის- 
თავად საინტერესოა და მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ზი გიე“რთ გამოყენებაბი. 

III კარი ეძღვნებ ზემოთ აღნიშნული სახის სინგულარულ განტოლებათა 

თეორიის გადმოცემას გარკვეულ დაშვებებში, რომლებიც განზოგადებული ი;ნებიან V 

თავში. 

როგორც უკვე აღვნიზნეთ, წრფივი ს%ე„ღლების ამოცანის ამოხსნა და კოშის 

ტიპის ინტეგრალის შემცეელ სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორია 

ერთმანეთთან მჭიდრო კავშირშია, უნდა ითევას, რომ ასეთი სახის სინგ-ლარულ გან- 

ტოლებათა თეორია გარკვეულ ეტაპამდე შეიძლება აიგოს შეღღლების (ან ანალოგი- 

ური) ამოცანის მო'შველიების გარეშეც, მაგრამ ამ ამოცანის გამოყენება თეორიას გან- 

საკუთრებით მარტივსა და თვალსაჩინოს ხდის. 

ზემოთ აღნიშნული კერძო პირობები ძირითადად იმაში მდგომარეობს, რომ ამ 

თავში (და, აგრეთვე, მომდევნო თავში, სადაც მოყვანილია ზოგიერთი გამოქენება) 

შეისწავლება შემთხვევა, როცა განსახილეელი წირები წარმოადგენს სასრული რაო- 

·“დენობის გლუვი შეკრული კონტურების გაერთიანებას, ხოლო მასზე განსახლერული 

ფუნქციები /7 კლასს ეკუთვნის. 
როგორც ითქვა, IV და V თავებში განხილული იჟნება უფრო ზოგადი დაშვე- 

ბები. ჩვენთვის საინტერესო. საკითხების გადმოცემა შეგვეძლო თავიდანვე ამ დაშვე- 

ბებში დაგვეწყო, მაგრამ ვამჯობინეთ ა1 მიღებული თანამიმდევრობა, რადგან ხშირად. 

გამოყენებისათვის საკმარისია სწორედ ის პირობები, რაც ამ თავშია მიღებული; ამას- 

თან, ისინი მნიშვნელოვნად ამარტიეებენ თეორიას და არ უკარგავენ მას დამოუკიდებ- 

ლობასა და სისრულეს?. 

1 როგორც შესა:ალში უკვე აღენიშნეთ, ამ წიგნზი მხოლოდ ასეთი ჯანტოლებები «ენება გან– 

ხილული. 

? ეს მხოლოდ ნაწილობრივ ეხება შეუღლების ამოცანას, რომელიც ზოგად შემთხვევაშიაც 
თითქმის ისევე მარტიგად იხსნება, როგორე ამ თაეში ;ანხ-ლულ პირობებში; ძირ«თადი განსხა;ენ» 

მდგომარეობს იმაში, რომ ზო:;ად შემთხვევასი დაყრდნობა :ვე”იხდება წირთა კვანძების მიდამოში 

კოშის ტიპის «ნრეგრალთა ჯოფაჟლევის შესახებ §§ 22--26-X0 გამოცემულ შედეჯებზე.
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L შეუღლების ამოცანა ბგლუვი შეკრული კონტურებისა და 
უწყვეტი კოეფიციენტის შემთხ ვევაში 

§ 34. შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა, 10, #-ით აღვნიშნოთ სასრული 

რაოდენობის არათანამკვეთ? გლუვ შეკრულ #), Lე, ..., L„ კონტურთა გაერთიანება 

(= L, + LL+-..+ L). ' 

წრფივი შეუღლების ერთგვაროვან სასახღვრო ამოცანას (ან, მოკლედ, შეუღ- 
ლების ერთგვაროვან ამოცანას) ვუწოდებთ შემდეგ ამოცანას1: 

ვიპოვოთ უბან-უბან ჰოლომორფული Cდ(2) ფუნქცია (L სასაზღვრო წირით), 

რომელსაც უსასრულობაში სასრული რიგი აქვს და აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

დი) = 060) დ“), 1CL, (34,1) 

სადაც C(/) L-ზე განსახლვრული MI კლასის ფუნქციაა და არსად მასზე არ ხდება 

ნულის ტოლი. 

გავიხსენოთ, რომ თდ+(/) და 0“(/) აღნიშნავს სასაზღვრო მნიშვნელობებს სა- 

თანადოდ მარცხნიდან და მარჯვნიდან, 

C(/) თუნქციას, რომელიც # წირთან ერთად განსაზღვრავს მოცემულ ამოცა- 

ნას, ვუწოდებთ მოცემული სასაზღვრო ამოვანის კოეფიციენტს. 

აქვე შევნიშნოთ შემდეგი: თუ L წირის შემადგენელ კონტურთაგან ზოგიერთზე 

დადებით მიმართულებას საწინააღმდეგოთი შევცვლით, მაშინ ამოცანის პირობათა 

შენარჩუნებისათვის საჭიროა ამ კონტურებისათვის C+(/) შეიცვალოს Cთ“(/)-თი და 

პირექით, რავ გამოიწვ1ე1ს (34,1) პირობაში CXI)-ს შეცვლას (0C(7))”1-ით. 

როგორე დავინახავთ, ამოცანის ამოხსნისას არსებით როლს ასრულებს მთელი 
რიცხვი X, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

1 1 
X = 9-ჯ III Cო()I,= 2> |მLC C() 1 (34,2) 

სადაც სიმბოლო | 1), აღნიშნავს დადებითი მიმართულებით # წირის ერთხელ შემო- 

ვლისას ფრჩხილებში მდგომი გამოსახულების ნაზრდს, ე. ი. #.(# = 1, 2,..., /) 

წირთა ერთხელ შემოვლესას მიღებულ ნაზრდთა ჯამს. როცა 7 ეკუთვნის #,-ს, მაშინ 

1ი 0(ჯ)-ს ჟვეშ შეგვიძლაა ვიგულისხხოთ ამ მრავალსახა გამოსახულების ნებისმიერი 

მნიშვნელობა ი– პირობით, რომ I-ს გადაადგილებისას #,-ზე იგი იცვლებოდეს 

უწყვეტად. 
X» რიცხვს ვუწოდებთ L-ზე განსახღვრულ C(I) ფუნქციის ინდექსს ან კიდევ 

შეუღლების ამოცანის ინდექსს. 

ადვილე საჩვენებელია, რომ თუ #, კონტურებზე შეეცვლით დადებით მიმარ- 

თულებას ისე, რომ არ შეიცვალოს ამოცანის პირობები, მაშინ X არ შეიცვლის თავის 

მნიშჯნელობას, ე, ი. X რიცხკი ამოცანის ინვარიანტია, მართლაც, თუ რომელიმე L, 

წარზე დადებით მიმართულებას შევცვლეთ საწინააღმდეგოთი, მაშინ ამოცანის სახიL 

შესანარჩუნებლად საჭიროა C(/)-ს მნიშვნელობა L,-ზე შეიცვალოს IC(7)|“1-ით; ამი- 

9 განსოჯადება იმ შემთხვევისათვის როეა ამ კონტურებს თანაკვეთა აქვს, არაა რთული; 
იხ მე-3 შენიშვნა § 25-ის ბოლოში, 

4 უფრო ზოკაჯი დასმა იხ IV თავში.
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ტომ 1ი C(/) შეიცვლება (––1ი C(/)|-თი, რის გამოც #,-ზე დადებითი მიმართულებით 

შემოვლისას Iი C(/)-ს ნახრდი უცვლელი დარჩება. 
29, მოყვანილი ამოცანის დასმის, ამოხსნისა და სახელწოდებასთან დაკავშირებით 

შევნიშნოთ შემდეგი: 

როცა L მარტივი შეკრული კონტურია (ე. ი, 07=1) და C(/) უბან-უბან მუდმივი 

ფუნქციაა (ე. ი. ფუნქცია, რომელიც წარის ზოგიერთ წერტილზე გადასვლისას 

ნახტომისებურად იცვლება), მაშინ ამოცანა გადაიქცევა რიმანის მიერ დასმული 

ერთი ამოცანის კერძო შემთხვევად (ამ ამოცანის თაობაზე ნათქვამი იქნება VI 

-თავში). ამის გამო ზემოთ დასმულ ამოცანას რომელსაც „შეუღლების ამოცანა“? 

ვუწოდეთ, ჩვეულებრივ „რიმანის ამოცანას“ უწოდებენ. ეს ამოცანა, დაახლოებით იმ 
სახით, როგორც იგი ზემოთ იყო ჩამ”ყალიბებული, პირეელად განიხილა დ, ჰილ- 

ბერტმაზ (C0LLი0ყ9. MგლიCI6(C1 1905; გამეორებულია წიგნში IL. IIIIხ%LL |2)). ონდა 
აღინიშნოს, რომ ჰილბერტი ამოცანას იხილავ, ნაკლებად ზოგად პირობებში: იგი 

“თელის, რომ # შედგება ერთი ანალიზური წირისაგან და CI) რკალის მიმართ ოორო- 

ჯერ უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა. საკმაოდ რთული გზით მას ამოცანა მიჰყავს 

ფრედპოლმის ინტეგრალურ განტოლებამდე, რომლის შესადგენად საჭიროა გრინის 

ფუნქციის მოძებნა იმ არეებისათვის, რომლებადაც # წირი ჰყოფს სიბოტყეს (ლაპა- 

რაკია ნეიმანის ამოცანის გრინის ფუნქციაზე); მიღებული განტოლების სოულ გამო- 

კვლევას ჰილბერტი არ იძლევა, დასმული ამოცანის სრული ამოხსნა სავსებით ელე- 

მენტარულად ხერხდება კოშის ტიპის ინტეგრალების საშუალებით, ასეთი გზით ამო- 
ხსნის იდეა მოცემულია I. LCI6-Vილ1)-ს |1) სტატიის ბოლოში, ი. პლემელი განიხილავს 

"იმ კერძო. შემთხვევას, როცა # შედგება ერთი შეკრული წირისაგან და ინდექსი (ჩვენ 

მიერ მიღებული ტერმინოლოგიით; თვით პლემელს ინდექსის ცნება არ შემოაქვს) 

ტოლია ნულის, ამ კერძო შემთხვევიდან იოლად შეიძლება ამოხსნის მიღება ზოგად 

' შემთხვევაშიც”. 
პირველად სრული, მასთან, სავსებით ეფექტური ამოხსნა მოგვცა გახოვმა (1), 

(2); ეს ამოხსნა, ზოგიერთი გამარტივებებით, გადმოცემულია მომდევნო პარაგრაფის 

2პ პუნქტში. თ. გახოვმა თავდაპირველად განიხილა მხოლოდ ის შემთხვევა, როდესაც 

L შედგება ერთი შეკრული კონტურისაგან. ბ. ხვედელიძემ |2) ამოცანა ამოხსნა იმ 

“შემთხვევისათვის, როცა L შედგება რამოდენიმე კონტურისაგან და შემოსაზღვრავს 

სიბრტყის ბმულ არეს. ეს ამოხსნა მოყვანილია მომდევნო პარაგრაფის 39 პუნქტში. 

“დაბოლოს, როცა L-ის შემადგენელი L,, Lი,..., #, კონტურები ნებისმიერადაა გან- 

ლაგებული, ამოცანის ამოხსნა მითითებულია VV. 1LI)I(2105MV-ის სტატიაში |1), რო- 

5 ეს სახელწოდება იყო მიღებული აეტორის წიგნის (91 მესამე გამოცემაში (1949 წ.). 

5 ამის გამო ამ წიჯნის პირველ რუსულ გამოცემაში მას ვეწოჯე პილბერტის ამოცანა. ეს 
სახელწოც ება მიღებულ იქნა რიგი ავტორის მიერ. ზოგიერთი ავტორი ხმარობს სახელწოდებას. 

„რიმან––პილბერტის ამოცანა"; ამ სახელწოდება, ვხმარობ სხვა (დასმულთან ახლო! ამოცანისათ- 

ვის. რომელიც განხილული იქნება ამ თავის II კარში. გვხვდება აგრეთეე ამოცანის სხვა სახელწო- 

დებებიც. 
7? ჩვენთვის საენტერესო ამოცანა განიხილა აგრეთვე ე. პიკარმა (ს LIC2Iძ I11). ამოცანის 

ამოსახსნელად იგი თავდაპირველად ადგენს ორ ინტეგრალურ განტოლებას, რომელთაგან ერთი ფრედ- 

ჰოლმის მეორე :ვარის განტოლებაა. ხოლო მეორე–- სინგულარული. იგი არ იკელევს ამ განტოლე- 

ბებს; პლემელის ნაშრომის დაუმოწმებლად მას მოჰყავს ამოცანის ელემენტარული ამონახსნი, რომე- 
ლიც არაა დაკავშირებული განტოლებე:თან და, რომელიც ემ»ჩვევა პლემელის ამონახსნს (იმავე კერძო 

შემთხვევაში).
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მელშიც განხილულია უფრო ზოგადი შემთხვევაც; ეს ამოხსნა მოყვანილია შემდეგი. 

პარაგრაფის 49 პუნქტში, 
§ ვა. შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ამოხსნა. 19, შემდგომში დავრწ- 

მუნდებით, რომ ამოცანის ზოგადი ამოხსნის აგების საკითხი მიიყვანება მისი ისეთი- 

კერძო ამონახსნის მოძებნაზე, რომელიც არსად სიბრტყის სასრულ ნაწილ- 

ში ნული არ ხდება, იგულისხმება აგრეთვე, რომ ამონახსნის სასაზღვრო მნიშ- 

გნელობანი არსად #L-ზე არ ხდება ნული. ასეთ ამონახსნს, რომლის არსებობა ქვემოთ 

იქნება დამტკიცებული, ვუწოდებთ კანონიკ ურს. ნაჩვენები იქნება აგრეთვე (პ. 68%), 

რომ კანონიკური ამონახსნი სავსებით განისაზღვრება მისი ზემოაღნიშნული თვისებებით, 

თუ არ ჩავთვლით ნებისმიერ, ნულისაგან განსხვავებულ მუდმივ მამრავლს. 

29. თავდაპირველად განვიხილოთ შემთხვევა, როცა L შედგება ერთი მარტივი 
შეკრული კონტურისაგან (ე. ი. #=1). იმისდა მიხედვით, თუ როგორ ავირჩევთ 

L-ზე დადებით მიმართულებას, გვექნება ორი შესაძლო 'შემთხვევა: L-ზხე დადებითი. 

მიმართულებით მოძრაობისას მის მარცხნივ დარჩენილი 5“ არე სასრულია და, როცა 

5+ უსასროლოა. ამ ორ შემთხვევას ჩვენ შესაბამისად აღვნიშნავთ ა და ბ-თი, 

5++L სიმრავლის სრულ სიბრტყემდე შემავსებელი არე აღვნიშნოთ 5” -ით, 
(34,1) თანაფარდობის გალოგარითმებით ვღებულობთ 

IIი თდ(0))+ – IIი დი))“ = 19 C(0. (') 

ეს თანაფარდობა საშუალებას მოგვცემდა § 31-ში მითითებული გზით განგვესა- 

ზღვრა Iი თ(2) ფუნქცია, თუ ის ჰოლომორფული და, მაშასადამე, ცალსახა იქნებოდა. 

5+ და 5“ არეებში, მაგრამ მაშინ #-ზე ცალსახა იქნებოდა IM C(/)-ცზ?. ეს საზო- 

გადოდ ასე არ არის, რის გამოც საჭირო ხდება დამატებითი გამოკვლევა. 

დავიწყოთ 1ი C(I/)-ს განხილვით. როდესაც # ერთხელ : შემოივლის L კონტურს 

დადებითი მიმართულებით, Iი C(/) მიიღებს ნაზრდს 2XX»I, სადაც მთელი რიცხვი 

1 1 

»=:-- ყ0ი001,=>- (600, (35,1) 
არის ჩვენი კერძო ”შემთხვევის ინდექსი (იხ. წინა პარაგრაფის პუნქტი 19). 

ვთქვათ ძ #L-ის შიგნით მოთავსებული ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია 

(ასე, რომ ა შემთხვევაში თ C 5+, ხოლო ბ შემთხვევაში 9 C 5“). შემოვიღოთ აღნიშვნა 

Cა(I/) = (–ი)# C() ა შემთხვევაში (35,2 ა) 

და 
C.(I) = (L-–-0ი)# 6დ) ბ. შემთხვევაში. (35,2 ბ) 

ცხადია, რომ L კონტურის დადებითი მიმართულებით შემოვლისას 1Iი Cე(1) 

უბრუნდება თავის თავდაპირველ მნიშვნელობას. ამიტომ, თუ ავირჩევთ ნებისმიერად 

რომელიმე წერტილში I9 Cი(7)-ს გარკვეულ მნიშვნელობას და მოვითხოვთ ამ ფუნქციის 

  

ბ ეს შემთხვევები უშუალოდ მიიყვანიება ერთიმეორეზე. მოხერხებულობისათვის ქეემოთ 

მოგვყავს კანონიკური ამონახსნები ორივე შემთხვეესათვის, რ»დგან ისინი ხშირად გეხვდება გამო- 

ყენებისას, 
8" სწორედ ასეთნაირად (მითითებულ კერძო შემთხვევაში) იძლევა ამოცანის ამოხსნას პლემელი- 

(იხ. წინა პარაგრაფი).
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L-ზე უწყვეტად ცვლილებას, შეჯვიძლია ჩავთვალოთ, რომ #-ზე განსახღვრულია სავ- 
სებით გარკვეული ფუნქცია 19 0ი((); ცხადია, ეს ფუნქცია აკმაყოფილებს /7/ პირობას. 

შემოვიღოთ ახალი უბან-უბან პოლომორფული ფუნქცია 

თ(უ, როცა 2C51 

ა შემთხვევაში (35,3 ა) 

(2–– 0)# 9X2), როცა 2C5“ 

VI(6 = 

  

(2-– 0)# დ(უ). როცა 26 5' 
V() = ბ. შემთხვევაში, (35,3ბ) 

დ(უ, როცა 265“ 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (34,1) პირობა ღებულობს სახეს 

VI) = 0%() VI (,). (35,4). 

10 პუნქტში აღნიშნული კანონიკური ამოხსნის მოსაძებნად, ჯერჯერობით ფორ- 

მალურად, დავწეროთ: 

1ი V+(/) – Iი M- V) = I9ი Cი(,), 

საიდანაც, თუ ჩავთვლით, რომ Iი V(2) ცალსახა უბან-უბან ჰოლომორფული, უსა- 

სრულობაში ქრობადი ფუნქციაა და § 31-ში ნათქვამის გამოყენებით, მივიღებთ: 

1 C I1I1Cთი() 

  

Iი V(C2) = 2 I 1-7 ძ,, V(C0=0)!(9), 
L 

სადაც 

ჯ 1 ( 1” თ(ტ 35 5 

(0 "271 ) 1-2? (35,5) 
L 

ცხადია, რომ ნაჰოვნი V”(2) ფუნქცია უბან-უბან ჰოლომორფულია, უსასრულო- 

ბაში ხდება ერთის ტოლი და ყველგან განსხვავდება ნულისაგან. უშუალო შემოწმება 

გვიჩვენებს, რომ იგი წარმოადგენს (35,4) ამოცანის ამონახსნს (კერძოს), მართლაც, 
(35,5)-იდან გამომდინარეობს, რომ IL +(7ე)-––I (70) = III 0ი(/)), სადაც #ე არის #-ის 

ნებისმიერი წერტილი, აქედან ვღებულობთ ტოლობას 

V+ (#) 
V- (VI) 

ანუ (35,4)-ს. (35,4)-ის მოძებნილი კერძო. ამონახსნიდან (35,3) ფორმულებით მაშინვე 
გღებულობთ საწყისი (34,1) ამოცანის კერძო ამონახსნს 

6LI2), როცა 2C5“+ 

XC) = | ა შემთხვევაში, (35,6 ა) 

(2–– ე0)“Xი0I(9, როცა 265“ 

= 8%ჯი (II Cი(70)) = Cი(/ი), 

(2-– 0)” “20, როცა 2C5+ 
XC) = ბ შემთხვევაში, (35,6 ბა 

(I(2), როცა 2C 5“
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შემდგომში ხშირად გვექნება საქმე X(2) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობებთან 
X'CI), X (/). ეს მნიშვნელობები ადვილად გამოითვლება სოხოცკი–– პლემელის ფორ- 
მულების საშუალებით, რომლებიც გვაძლევენ 

X+60 =3ით0+V0, ლი --–+Iით0 +100, 

  

საიდანაც, (35,6 ა)-სა და (35,6 ბ) ტოლობებზე დაყრდნობით, გღებულობთ 

1 1 
X“+(CI)1=6Xჯი (» Iი CV | დ”, X-(VI)= ((-– ი)-#0ჯი = -2. 10 00) | რი!"“) 

ა შემთხვევაში, (35,7 ა) 

1 1 
X+(I) =(I-–ი)“% 6Xი = 10 Cი(/) | ის, X-C/1= 6Xი L- -2 1 040 | დ'(/) 

ბ. შემთხვევაში. (35,7 ბ) 

(35,2ა)-სა და (35,2ბ)-ს მიხედვით, ეს ფორმულები როგორც ა, ისე ბ შემთხ- 

ვევაში შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 
X+CI) = (L–– ი)“”I' IC(I))1I/? 6), X-(/)=((–– ი)-#Iზ (C(/))–1I? ყი, (35,8) 

ამ ფორმულების მარჯვენა მხარეში მდგომ ორსახა გამოსახულებათა მნიშვნელო- 

ბებიდან რომელიმეს არჩევას, ჩვენს შემთხვევაში, მნიშვნელობა არ ენიჭება იმ პირო- 

შთ რომ მარჯვენა მხარეები უწყვეტად უნდა იცვლებოდეს და ყოველთვის გვქონდეს: 
I 

ჯი -ძი, ვინაიდან X-ის შეცვლა -- X-ით აქ არსებითად არაფერს არ ცვლის. 

თუ რომელიმე საკითხის შესწავლისას საჭიროა, რომ (35,8) იძლეოდეს (35,6 ა) ან 

(35.6 ბ) ფორმულით განსაზღვრული X(2) ფუნქციის სასახღლვრო მნიშევნელობებს, 
უნდა მივმართოთ (35.7 ა)' და (35,7 ბ) ფორმულებს. 

შევნიშნოთ, რომ სასახღვრო მნიშვნელობანი XX(C) და X“C,) ეკუთვნის წ” 

კლასს L-ზე. 

„X(2) კერძო, ამთნახსნი ან ნებისმიერი სხვ,ი რომელიც მისგან განსხვავდება 

მუდმივე (ნულისაგან განსხვავებული) მამრავლით, არის სწორედ საძიებელი კანონიკური 

ამონახსნი (პ. 19), რადგან იგი აოსად (გარდა, შესაძლოა, უსასრულოდ დაშორებუ- 

ლი წერტილისა), L წირისს წერტილთ· ჩათვლით, ნულის ტოლი არ ხდება1მ; ეს 

უკანასკნელი ნიშნავს, რომ ყველგან #-ზე 

X'·V)550, X-()560: 
ადვილი საჩვენებელია რომ X(2) ფუნქცია არ არისს დამოკიდებული L-ზე 

ჰი Cი(/)-ს მნიშვნელობათა არჩევაზე, თუ ეს მნიშვნელობანი უწყვეტად იცვლებიან 

L-ზე. მართლაც, 19 Cე(/)-ს ნებისმიერი სხვა მნიშვნელობა არჩეულისაგან განსხვავდება 
2»IM-ს ტოლი შესაჯრებით, სადაც # მთელი რიცხეია. ამიტომ (35,5) ფორმულით 

მოცემული I (2) შეიძლება შეიცვალოს მხოლოდ შემდეგი სახის შესაკრებით: 

1 ( 2ჩXI9/ 0, როცა 2 L-ის გარეთა, 9 
2.1. (+ 2MXL, როვა 2 L-ის შიგნითაა, ჯ 

  

(2 “–” 

)0 როცა +» > 0, X(=) = 0.
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-ასე რომ #1() დარჩება უცვლელი. 

უშუალო შემოწმებით ადვილად დავრწმუნდებით აგრეთვე, რომ X(2) არ არის 

ფაქტიურად დამოკიდებული #L-ის შიგნით თ წერტილის არჩევაზე (იხ, შენიშენა 1 

პარაგრაფის ბოლოში). 
დაბოლოს, შევნიშნოთ, რომ X(2)-ის რიგი უსასრულობაში არის ზუსტად (–-#). 

თუ ვიცით კანონიკური ამონახსნი„ ადვილია ზოგადი ამონახსნი” მოძებნაც, 

-მაგრამ ჩვენ ვამჯობინებთ მის ამოწერას ერთბაშად ზოგადი შემთხვევისათვის (იხ. 

ქვემოთ პ. 59). 
– ვი, აგებულ კანონიკურ ამონახს5ზე დაყრდნობით ადვილი» ასეთიე:ე ამონახსნის 

აგება ყველაზე ზოგადი შემთხვევისათვის (იხ. ქვემოთ პ, 49%), მაგრამ ჩვენ ვამჯობი- 

ნებთ მოვძებნოთ კანონიკური ამონახსნი კიდეე ერთი კერძო ”შემთხვევისათვის!!, 

რადგან იგი ხშირად გვხვდება გამოყენებებში. 
დავუშვათ, რომ L შედგება” Lე, L,,... L, მეკრულა კონტულებისა;6, რო- 

'მელნიც შემოსახღვრავენ სიბრტყის ბმულ ნაწილს (არეს) –– §1-ს, ამასთან Lე კოხნ- 

ტური (ისევე, როგორც § 29-ის პ, 29 პუნქტში) შეიცავს თავის “შიგნით ყველა და- 

ნარჩენს (ნახ. 17, გვ. 118). ისევე, როგორც აღნიშნულ პარაგრაფში, §“-ით აღვნიშნოთ 

§++#L-ის დამატება მთელ სიბრტყემდე და ჩავთვალოთ, რომ დადებითი მიმართუ- 

ლება #-ზე 5+ არეს ტოვებს მარცხნივ. 

ამ შემთხვევაში კანონიკური ამონახსნი აიგება ისევე, როგორც ზემოთ. სახელ- 

ღდობორ, #ე, #1... #7 %«-ით აღვნიშნოთ მთელი რიცხვები, რომლებიც განისასღვოე- 

ბიან ფორმულებით 

1 1 
7, = 2 წი C(II/, => (მLC C(!) #. M=0, 1,..., #, (35,9) 

1 1 
X=ე-» IIი C(0ე11= 2> (მI6 C(01/ --X+2. +. ·+Xი. (35,10) 

ვთქვათ, ახლა ძე 5+-დან აღებული ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია, ხოლო 

თ, 0ი,..., მც ნებისმიერი წერტილებია, აღებული სათანადოდ #,, Lა, ..., L, წირე- 
ბის შიგნით. დავუშვათ, აგრეთიე 

იფ = დ- 0)“ 6 – თ)... C--იე%, 
თ(0=0–იე“” (9 000; (35,11) 

· ცხადია, რომ Cა(,/) ფუნქციის არგუმენტე უბრუნდება თავის საწყის მნიშვნელობას, 

როცა 1 აღწერს თითოეულს #Lი, LI... Lი კონტურებიდან. და, ბოლოს, შემოვიღოთ 

Iი Cა(1) ძ1 
-- (35.12) 

; 1 

0-2. 1 
L 

მაშინ ადვილი საჩვენებელია, რომ (შდრ, პ. 29) უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია 

1 
_– “ი + 

Xთ =1) უფ §“” როცა 265“, (35,13) 
(2– ძე)” ” 69, როცა 2C 5“ 

· ეს ამონახსნი ააგო ბ. ხვედელიძემ (2|.
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წარმოადგენს (34,1) ამოცანის ისეთ კერძო ამონახსნს რომელიც არსად სასრულ 

სიბრტყეში ნულის ტოლი არ ხდება, ისევ, როგორც #L-ზე მისი სასაზღვრო მნიშ- 

ვნელობანი X+(/) და X“(/), ამრიგად, X(2) ამონახსნი ანდა ნებისმიერი სხვა, რო- 

მელიც მისგან განსხვავდება მუდმივი (ნულის არა ტოლი) მამრავლით, არის კანო- 

ნიკური, 7 
სასაზღვრო მნიშვნელობანი X+(/) და X“(,I) ეკუთვნიან // კლასს #-ზე. მათი 

გამოსახულებანი ანალოგიურია (55,7 ა)-სა და (35,8)-ის და ადვილია მათი ამოწერა. 

ადვილია უშუალოდ შემოწმება, რომ აგებული X(2) ფუნქცი, არ არის დამო- 
კიდებული (35,12)-ში Iი C(/)ს მნიშუნელობათა არჩევაზე (შდრ. პ. 2). ასევე, 

უშუალოდ შემოწმდება, რომ X(2) ფაქტიურად დამოკიდებული არ არის სათანადო 

არეებში ძე, 0), ..., რც წერტილების არჩევაზე (იხ შენიშენა 1 პარაგრაფის ბოლო- 

ში). X(2) ფუნქციის რიგი უსასრულობაში არის ზუსტად (-–7). 

ამ პუნქტში მიღებული ყველა ფორმულა ძალაში ოჩება იმ შემთხვევაშიც, როცა. 

არა გვაქვს ჯე კონტური (და ე. ი. 5+ არე უსასრულოა); ოღონდ უნდა დავუშვათ, 
რომ ამ დროს ჩ.ა=0. 

თ6– 49, ახლა განვისილოთ შემთხვევა, როცა L შედგება ნებისმიერად განლაგებული 

(მარტივი, შეკრული, გლუვი და არათანამკვეთი) #, #ე,..., L.ა კონტურებისაგან, 

რომლებზეც არჩეულია გარკვეული დადებითი მიმართულებანი, ამ შემთხვეკისათვის . 

ამოცანას ამოვხსნით 2%-ში ერთი კონტურისათვის მიღებულ „ამოხსნაზე დაყრდნობით. 

(შდრ. VV. 1IIIII2I0§MV (11). 

სახელდობრ, აღვნიშნოთ X,(2)-ით შეუღლების "ერთგვაროვანი ამოცანის კანო- 

ნიკური ამონახსნი, აგებული იმ დაშვებით, რომ L-ის შემადგენელი კონტურებიდან 

დატოვებულია მხოლოდ ერთი –– #,, სათანადო ინდევჟხე აღვნიშნოთ 2,-თი. 

ადვილია ჩვენება, რომ L=#,+-ჩ:+-.. +L,» წირისათვის ფუნქცია 

2X(2) = X)(2) X§ნ(2)- · - X,(2) (35,14) 
არის § 34-ში დასმული (34,1) ამოცანის ამონახსნი. მართლაც, XLV(ჯ) ფუნქციის გან–- 

სახღვრის ძალით #,-ზე მდებარე # წერტილებისათვის, გვექნება 

X60=00 XV, X;0 =X-V, #2 
რადგან #, კონტური არ არის X,(2) ფუნქციის ნახტომის წერი, მაშასადამე, X+(/) = 

=VCV(1) X“(1) L-ის შემადგენელ ყოველ L,-კონტურზე, რისი დამტკიცებაც გვინდოდა> 

(35,14)-ით მოცემული კერძო ამონახსნი (ან ნებისმიერი, მისგან მუდმივი მამ- 

რავლით განსხვავებული) არის (34,1) ამოცანის კანონიკური ამონახსნი რადგან იგი 

არსად სასრულ სიბრტყეში არ ხდება ნულის ტოლი, ისევე, როგორც L-ზე მისი სასა- 

ზღვრო მნიშვნელობები X1+(/) და X“ (I). 

ამ ამონახსნის რიგი უსასრულობაში არის ზუსტად (--X), სადაც X კელავინ- 

დებურად აღნიშნავს L-ზე განსახღვრული C(ჯ) ფუნქციის ინღექსს ანუ 

2»! 

წ 1 X 1 1 
X= % X»=2- 2 ყი CC) I“ 2: Iი C(/)),=ე– (მLC C(I)I,. (35,15) 

X·LCVI) და X-(I) სასახღვრო მნიშვნელობათა გამოსათვლელად შევნიშნოთ შემ- 

დეგი. თუ 1 6L,, მაშინ X,(2), ..., 2X.-ე(2), X».M+)(2), ..· X„»(2) ფუნქციათა სასა-
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ზღვრო მნიშვნელობებს / წერტილში მივიღებთ ამ ფუნქციებში 2-ის ნაცვლად 1-ს 

"ჩასმით, ვინაიდან #, არ არის მათი ნახტომის წირი. ამიტომ 

X-Cთ= X/0-··X.ა(0 XI(0 X+,(0---X,0, როცა (6, (35,16) 
XC)-სა და X; (1)-ს გამოსათვლელი ფორმულები მოყვანილი გექონდა 29 

-პუნქტში. 

ცხადია, რომ X+(/), X“(I) სასაზღვრო მნიშვნელობანი აკმაყოფილებენ /7 
პირობას L-ზე. 
“ყი. ვაჩვენოთ ახლა, რომ თუ X(2) არის კანონიკური ამონახსნი, მაშინ ერთ- 

გეაროვანი ამოცანის ყველა ამონახსნი (ჩვენ მხედველობაში გვაქვს მხოლოდ ის ამო- 

-ნახსნები, რომელთაც სასრული რიგი აქვთ უსასრულობაში) მოიცემა ფორმულით 

Cდ(2) = X(2) /X2), (35,17) 

"სადაც #7) ნებისმიერი პოლინომია. 
მართლაც, ვთქვათ, თ(2) რომელიმე ამონახსნია. პირობის ძალით 

დ+(I) = C(I) დ“(/), X1+(/) = CI) XICი), 

"საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ X+(7)5-50, X“ (I) 550, მივიღებთ 

დე Cთ( 
XXი. Xრო. 

  

„ამრიგად, ფუნქცია მი პოლომორფულია მთელ სიბრტყეზე; მაგრამ მას აქვს სას- 

რული რიგი უსასრულობაში, მაშასადამე, ეს ფუნქცია პოლინომია და ამით ჩვენი 

“დებულება დამტკიცებულია. _ 
შევნიშნოთ შემდეგი გი. მნიშვნელოვანი გარემოება. რადგან სასაზღვრო მნიშვნელო- 

ბანი X+(,) და X“(I) ეკუთენიან I/ კლასს L-ზე, (35,17)-დან გამომდინარეობს, რომ 

"ჩვენი ამოცანის ნებისმიერი ამონახსნის სასახღლვრო მნიშვნელობანი CC+(ჯ/) და დ“(7) 

ეკუთვნის #//,! კლასს L-ზე ცხადია ეს არის შედეგი იმისა, რომ მოცემული C(I) 

"ფუნქცია აკმაყოფილებს /#/ პირობას. 

იაა. (35,17) ფორმულიდან ადვილად დავასკვნით რომ ყველა კანონიკური 

"ამონახსნი (19% პუნქტში მოცემული განსაზღვრის აზრით) მიიღება ერთ-ერთი მათგანის 

გამრავლებით ნულისაგან განსხვავებულ ნებისმიერ მუდმივზე. მართლაც, დ(2) რომ 

კანონიკური ამონახსნი იყოს, აუცილებელია და საკმარისი, რომ (35,17) ფორმულაში 

#2) პოლინომი გადაიქცეს მუდმივად, წინააღმდეგ შემთხვევაში Cთ(2) მიიღებდა ნულის 
ტოლ მნიშვნელობას რომელიმე სასრულ წერტილში, · 

აღვნიშნოთ კიდევ შემდეგი. თუ (35,17) ფორმულაში (2) პოლინომის რიგია 

#, მაშინ CთX2)-ის რიგი უსასრულობაში ზუსტად ტოლია (--% + #)-სი. ამიტომ ამ 
შემთხვევაში ეს რიგი X(2) ამონახსნის (–X») რიგზე მცირე არაა; 9X2)-ის რიგი ტო- 

ლია X(2)-ის რიგისა მხოლოდ მაშინ, როცა #=0, ე. ი., როცა /X2)=0005! 5-0. 

აღნიშნულიდან გამომდინარეობს, რომ კანონიკურ ამონახსნს, თუ არ ჩავთვლეთ 

ნებისმიერ მუდმივ მამრავლს, განსაზღვრავს თითოეული შემდეგი სამი პირობიდან: 

I. იგი არსად სასრულ სიბრტყეში არ ხდება ნული. 

II. მას აქვს უმცირესი შესაძლო რიგი უსასრულობაში ((–%)-ს ტოლი).
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III. ერთგვაროვანი ამოცანის ყოველი ამონახსნი მოიცემა (35,17) ფორმულით. 
I და 1I-ის შესაბამისი დებულებანი ახლახან იყო დამტკიცებული; III-ის შესა- 

ბამის2-დებულება-- ცხადია, ზემოთქმულის საფუძველზე, 
73. გამოყენების თვალსაზრისით განსაკუთრებით საინტერესოა ერთგვაროვანი 

ამოცანის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნები. მოვიყვანოთ ზემოთქმულიდან უშუა- 

ლოდ გამომდინარე ერთი დებულება: 
თუ #50, ერთგვაროვან ამოცანას არა აქვს უსასრულობაში ქრობადი ამონახ- 

სნები (გარდა ტრივიალური ამონახსნისა თX(2) =0), თუ X>>0, მაშინ მას აქვს უსას- 

რულობაში ქრობადი X წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი 

X(2), 2X(C2), 2'X(7),..., 2”“1 X(7). (35,18) 

მართლაც, უსასრულობაში 7ქრობადე ყოველი ამონახსნი მოიცემა (35,17) 
ფოომფლით, რომელშიც #XL2)-ის რიგი არ აღემატება (X-- 1)-ს. მაშასადამე, უსასL” 

რულობაში ქრობადე ყველა ამონახსნი მოიცემა ფორმულით: 

980=XC ჩ,-,ი, 
სადაც 

ჩ.)(2) = C2“ 1 + 0,2“ 1+--.4+.%-,, 

ხოლო C, 6ც..ს 6. ნებისმიერი მუდქივებია... 

ჟი ზოგჯერ საჭიროა მოვჰებვოს უსაარულობაშე შემოსაზღვრული (არა მაინც- 

აინც ქრობადი) ამონახსნები. წინა შემთხვევის ანალოგიურად, ადვილია იმისი ჩვე- 

ნება, რომ თუ X=––-1, ერთგვაროვან ამოცანას არ აქვს უსასრულობაში შემოსა- 

ზღვრული ამონახსნები; თუ X>> – 1, მაშინ მას. აქვს” წრფივად დამოუკიდებელი: 

(#+-1) ასეთი ამონახსნი 1“ 

XL(C2), 2X(2),=., 2” X(2). 

ზოგად ამონახსნს იძლევა წინა პუნქტი“ ფორმულები, რომლებშიაც ახლა 

(«–- 1)-ის ნაცვლად უნდა დავწეროთ X. 
შენიშვნა 1, 2ძ პუნქტში :X(2 ს ნონიკური ამონახსნის გამოსახულებაში- 

მონაწილეობდა L-ის შიგნით მდებარჯ-- ებისმიერი წერტილი ძ. ახლა ადვილია ვაჩ- 

ვენოთ, რომ X(2) ფაქტიურად არ არის დამოკიდებული ი-ზე. მართლაც, როგორც 
ვაჩეენეთ, კანონიკური ამონახსნი განისაზღვრება მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით. იგი 

სავსებით განსაზღვრული იქნება, თუ მას დავუქვემდებარებთ რაიმე დამატებით პირო-. 

ბას, მაგალითად, მოვითხოვთ, რომ 

)1თ 2“X(2) = 1. 
2-თ 

ამ პირობას აკმაყოფილებს 20 პუნქტში აგებული X(2) ფუნქცია. აქედან ჩანს, რომ" 
თუ X(2)-ის გამოსახულებაში ი წერტილს შევცვლით L-ის შიგნით მდებარე ნების- 

მიერი ხ წერტილით, კვლავ მივიღებთ იგივე ფუნქციას. 
აღნიშნული ფაქტი ადვილად შეიძლება შემოწმდეს უშუალო გამოთვლებითაც. 

მართლაც, ვთქვათ Xა(2)-ით აღნიშნულია ფუნქცია, რომელიც 29% პუნქტში აღვნიშ- 
წეთ X(2)-ით, ხოლო X(2) იკოს ფუნქცია, რომელიც აიგება ისევე, როგორც Xა(2), 
ოღონდ ი წერტილი ჩანაცვლებულია L-ის შიგნით მდებარე ხ წერტილით, გარკვეუ- 

ლობისათვის განვიხილოთ შემთხვევა ა (პ. 29); (35,6 ა), (35,5), (35,2 ა)-ს საფუძ- 

ველზე ვღებულობთ:
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6X0 II (2) -– I .(2),) როცა 2C5+, 

2X-(2) _ ჯ»-0V» 

X29 | |“-წ) თითი), როცა #C<-, 
სადაც 

– ჩ)“#% Iი IVI-––ჩ)“#” C(,)) , 1 Iი I(/ – ი)“# C(I)| 1 ( ეა-–-- – ძმ, Iა(2 = 2>; ( (–-2 
L 

LV = 2; (-2 
L 

და, მაშასადამე, 

(–-2. , 
I-ი, 0= ა | I ლ _4_ 

L 

  
1-0 

აქ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ Iი ( 7 2 არის მნიშვნელობა, რომელ- 

საც L-ხე ღებულობს L-ის გართ ჰოლომორფული და უსასრულობაში ქრობადი . 

C I (2–-ძ ) 
ფუნქცია ი(2-XI' 

მაშინ, კოშის თეორემის ძალით, 

  

  

/ + 1 2250. თ" როცა 2655, –_–_წ | 
2X1 . I--ხ, 1-2 –I --.>, როცა 2C5”, 

L 2–ხ 

წინა ფორმულებში ამ მნიშვნელობათა შეტანით გვექნება 
-კ. : 

XI.(2) == 

Xა(2) , 

და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
შენიშვნა 2. კანონიკური ამონახსნისათვის 20 პუნქტში მოცემულ ფორმუ- 

ლებს (იმ შემთხვევისათვის, როცა L შედგება ერთი კონტურისაგან) შეიძლება მიეცეს 

შედარებით განსხვავებული სახე, სადაც L-ის შიგნით აღებული თ წერტილის ნაცვლად 

მონაწილეობს /#-ზე მდებარე (ნებისმიერად არჩეული) C წერტილი. ამისათვის შემდეგ- 

ნაირად მოვიქცეთ. შევჩერდეთ გარკვეულობისათვის ა შემთხვევაზე (3. 29), ავირჩიოთ 

L კონტურზე ნებისმიერი C წერტილი და შევაერთოთ იგი თ წერტილთან მთლიანად 

5+-ში მდებარე რაიმე მარტივი უწყვეტი L რკალით, II C(/)-თი აღვნიშნოთ ამ ფუნ- 

ქციის რომელიმე მნიშვნელობა, რომელიც უწყვეტია C-ზე გაჭრილ L კონტურზე, 
ხოლო. 1ი((--ძ)-თი-- მნიშვნელობა, რომელსაც # კონტურზე ღებულობს /-ის გასწვ- 

რივ გაჭრილ 5+ არეში ანალიზური ფუნქციის 1Iი (2--0ძ)-ს რომელიმე შტო; მაშინ 

(35,5) შეიძლება ასე და”წეროს: 

1 Iი C(00ი! X» ( 10 ((–ი) ძ! 

ხრ: CI II CC“ 
L 

ახლა მხედველობაში მივიღოთ, რომ 29 პუნქტში აგებული X(2) არ არის დამო- 

კიდებული ძ-ს მდებარეობაზე, მივუახლოვოთ იგი C წერტილს და უწყვეტად ვამცი-- 
როთ (=ძ0C რკალი, მაშინ (35,6 ა)-ს საფუძველზე ადვილად მივიღებთ 

L(–-2
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X | თრ, როცა 2C5%, 
(2) = (2 უ-M-II2), როცა 2C5“, 

სადაც ამჯერად 

  

L 1 ( Iჰინ(ი)ი #7 / 1ი (7-–ი) ძ( 

0-5 | | 2) I= 

ამასთან I9 (/–-2C) არის ის მნიშვნელობა, რომელსაც ღებულობს #L-ზე §+-ში ჰოლო- 
მორფული 1ი (2–– C) ფუნქციის რომელიმე შტო, ამ უკანასკნელი გარემოების გათ- 

ვალისწი5ნებით, კოშის თეორემის ძალით, მივიღებთ1? 

1 | ჰი(-–-ო“« |" (2-0), როცა 2C<51, 

2XI . 1-2 0, როცა 2645“, 
L 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

X(2) = (2-– 0)“X 6VC), (35,19) 

რომელშიაც 

1 1ი 0(0) # 

XC) = 2XI | 1-2. 
L 

ეს ფორმულები, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, სამართლიანია #-ზე დადე- 

ბითი მიმართულების ნებისმიერად არჩევისას (ე. ი. 22 პუნქტში განხილულ ორივე 

ა და ბ შემთხვევაში). 

ცხადია, რომ X(2) ფუნქციას, მიუხედავად ოკანასნელი ფორმულის გარეგანი 
სახისა, C წერტილში არავითარი განსაკუთრებულობა არ აქვს; ამის შემოწმება უშუა- 

“ლოდაც ადვილია, 
აწალოგიური ფორმულის მიღება შეიძლება 3%ში განხილულ და, აგრეთვე, 

ზოგად შემთხვევაშიაც. 

ყველა ეს ფორმულა წარმოადგენს კერძო შემთხვევს ფორმულებისა, რომლე- 

ბიც მიღებული იქნება IV თავში... 

შენიშვნა 31, ადვილია მიღებული შედეგების გავრცელება იმ შემთხვევაზეც, 

როცა L წირის შემადგენელ #L,, L,,.., L„ კონტურებს საერთო წერტილები აქვს 

(ე. ი, თანაიკვეთება და ეხება ერთმანეთს), იმ პირობით, რომ მათი რაოდენობა 

სასრულია. სიმოკლისათვის აღნიშნული სახის წერტილებს C წერტილებს ვუწოდებთ. 

აქ დროებით გადავუხვევთ იმ შეთა”ხმებიდან (§ 1), რომლის თანახმადაც, L-ის 

შემადგენელი შეკრული კონტურები უნდა დაგვენაწილებინა ისეთ რკალებად, რომელ- 
თაც, ბოლოების გარდა, საერთო წერტილები არა აქვთ, ჩვენს შემთხვევაში უბან-უბან 

ჰოლომორფულ ფუნქციად ჩავთვლით ფუნქციას, რომელიც L წირით შემოსახღვრულ 

ყოველ ბმულ არეში ჰოლომორფულია, გარდა, შესაძლოა, უსასრულოდ დაშორებული 

წერტილისა და, რომელიც უწყვეტად გრძელდება მარცხნიდან და მარჯენიდან ჯ-ის 

)2 ის გარემოება, რომ 10 (2–-0) უსასრულო ხდება 2=C6 წერტილში, აქ ხელს არ გვიშლის. 

11 (35,19) საზის ფორმელები რამდენადმე განსხვავებული გზით მიღებული იყო თ. გახოვის 

მიერ I10), პირველი გამოცემა, § 44.2. 

14 იხ, VV., 1ი)117)5MV I11. 

(35.20)
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ყოველ წერტილზე, გარდა, შესაძლოა, C წერტილებისა რომელთა მიდამოშიც იგი 
შემოსაზღვრული უნდა იყოს. 

ერთგვაროვანი სასახღერო ამოცანის ფორმულირებისას ახლა ჩავთვლით, რომ 

C(I) განსახღლვრულია შემდეგნაირად: CX((/) = 6/(/) L,-ზე, გარდა C წერტილებისა, 
სადაც C,(1) L„(#=1, 2, .... ჩ) კონტურებზე განსახღვრული /#/ კლასს ფუნქციე- 
ბია; C წერტილებში C(/) განსაზზღვრულე არ არის. (34,1) პირობის შესრულებას, 
ერთგვაროვანი ამოცანის ფორმულერებისას, მოვითხოვთ ყველგან L-ზე გარდა 6 წერ- 

ტილებისა. 
ამ პირობებში წინამდებარე პარაგრაფში მოყვანილი მსჯელობანი ძალაში რჩება, 

კანონიკური ამონახსნი X(2) აიგება ისევ, როგორც ზემოთ. იგი არსად ნული არ 
ხდება ისევე, როგორც X+(I) და XC), სადაც ახლა ვგულისხმობთ, რომ / არ 
ემთხვევ C წერტილს, ამ წერტილების მახლობლობაში კი X(2) აკმაყოფილებს 
| X(2) | > 9005( >> 0 პირობას და შემოსაზღვრულია, 

შენიშვნა 4. ბევრ შემთხვევაში, რომლებიც პრაქტიკაში გვხვდება, კანონი- 

კური ფუნქციის ცხადი სახით აგება მარტივად შეიძლება, 
ვთქვათ, მაგალითად, # · მარტივ შეკრული კონტურია და C(I) ჯ-ს რაციო- 

ნალური ფუნქციაა. თუ 5+-ით და 5“-ით აღვნიშნავთ არეებს რომლებსაც ”შემო- 

საზღვრავს L კონტური (ამასთან როგორც ყოველთვის 5+ ეკვრის #-ს მარცხნივ), 
მაშინ, ცხადია, ფუნქცია 

C(2), როცა 26C 5+, 

Xი(2) = | 1, როცა 2C5- 
აკმაყოფილებს საჭირო სასაზღვრო პირობას X»(I) = C(I) X; (I). 

თუ C(2)-ს არ აქვს ნულები და პოლუსები 5+-ში სასრულ მანძილზე, ცხადია, 
XLაL2) იქნება საძიებელი კანონიკური ამოწახსნი, ხოლო, თუ C(2)-ს §1+-ში აქვს ნუ- 
ლები და პოლუსები, კანონიკურ X(2) ამონახსნს მივიღებთ, თუ მას ასე განვსაზღვრავთ: 

202) 
MC)” 

სადაც #2) არის რაციონალური ფუნქცია, რომელსაც აქვს ზუსტად ის წნულები და 

პოლუსები (იგივე ჯერადობისა), რაც აქვს C(2)-ს 5+-ის სასრულ ნაწილში13, 

ეს მარტივი შედეგი, რა თქმა უ”და, შეიძლება მიღებულ იქნეს ზოგადი ფორ- 
მულებიდანაც, თუ ვიპოვით მათში შემავალ 1I(C2) ინტეგრალის მნიშვნელობას, რო- 

მელიც ჩვენს შემთხვევაში ადვილად გამოითვლება. 
რადგან L-ზე განსახღვრულ ყოველ უწყვეტ ფუნქციას შეგვიძლია ნებისმიერი 

სიზუსტით მივუახლოვდეთ რაციონალური ფუნქციებით, ზემოთ მოყვანილი მსჯელო- 
ბით შეგვიძლია ვისარგებლოთ ამოცანის მიახლოებით ამოსახსნელად. 

უფრო ზოგად შემთხვევაში როცა L შედგება შეკრულე კონტურებისაგან 
Lე, Lა,... L» და 

C(/),= C,(ე, (CL, #= 1, 2, თ...ი 

X(2) = 

  

15 შევნიმნოთ, რომ მსჯელობანი და ფორმულები უცეულელი დარჩება უფრო ზოგად შემთხეე- 
ვაშიაც, სახელდობრ, როცა L, §+, §- აღნიშნავს იგივეს, რასაც) § 29-ის პ. 1-ში, კერძთდ, იმასა) 

რაც ამ პარაგრაფის პ. 3-ში,
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სადაც 0,(7) რაციონალური ფუნქციებია, კანონიკური ამონახსნის აგებას მოვახერ- 

ხებთ ახლახან აღწერილი ხერხისა და წინამდებარე პარაგრაფის პ. 4: ში აღნიშნული 

ხერხის გაერთიანებით. 

  

§ 86. შეუღლები ერთგვაროვანი მიკავშირებული ამოცანები. შეუღლების 

ერთგვაროვან ამოცანებს, რომლებიც შეესაბამებიან სასახღვრო პირობებს 

თ+V) =0(064-(, MV+() = (0(0I-+VV), 1CL, (36,1) 
ვუწოდებთ მიკავშირებულ ამოცანებს. 

წინა პარაგრაფიდან უშუალოდ გამომდენარეობს, რომ თუ X არის ერთ-ერთი 

ამ ამოცანის ინდექსი, მაშინ მეორისა იქნება (–-–X) და თუ X(2) ერთ-ერთის კანო- 
ნიკური ამონახსნია, I(X(2)|“1 იქნება მეორის კანონიკური ამონახსნი, 

კერქოდ, წინა პარაგრაფის 7მ საფუძველზე ვასკვნით, რომ თუ მოცემული 

ერთგვაროვანი ამო კახის ინდექსი X უარყოფითია, მაშინ მის მიკავშირებულ ერთგვა»-. 
როვან ამოცანას აქვს უსასრულობაში ქრობადი (–X) წრფივდ დამოუკიდებელი 

ამონახსნი 

1 2 241 

სადაც X(2) მოცემული ერთგვაროვანი ამოცანის კანონიკური ამონახსნია. 

(36,2) 

§ 87. შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანა. 19. სასახლვრო მნიშვნელობათა» 

შეუღლების „არაერთგვაროვან ამოცანას, ან მოკლედ, "შეუღლების არაერთგვაროვან 
ამოცანას ვუწოდებთ შემდეგ სასაზღვრო ამოცანას: 

ვიპოვოთ L სასაზღვრო წირის მქონე უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია, 
რომელსაც უსასრულობაში სასრული რიგი აქვს და აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

დ+(/) = C() დ (0) +), 1CL, (37,1) 
სადაც C(,) და ((1)L-ზხე მოცემული /, კლასის ფუნქციებია, ამასთან C(/) 550 

ყველგან L-ზე (დანარჩენი აღნიშვნები იგივეა, რაც § 34-ში). 

ეს ამოცანები, რომელიც შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ბუნებრივ გან- 

ზოგადებას წარმოადგენს (რამდენადმე განსხვავებული დასმით), პირველად განიხილა 
ი. პრივალოვმა (3|)1–; მაგრამ მან ვერ შეძლო. რამდენადმე დასრულებული ამოხსნის 

აგება), ამოცანის ასეთი ამონახსნი პირველად ააგო თ. გახოვმა (11, (2). ეს ამოხსნა 

(გარკვეული განხოგადებით) მოგვყავს ამ პარაგრაფში18, 
უნდა აღინიშნოს, რომ ი. პრივალოვსა და თ. გახოვზე ადრე ტ. კარლემანმა 

(1. CგწI-ომი (11) ამოხსნა დასმული ამოცანის ანალოგიური ამოცანა ერთ კერძო 

შემთხვევაში19, ამოცანის, ამოხსნის თ, გახოვის ხერხი არსებითად ანალოგიურია ტ. 

კარლემანის ხერხისა, : ა 

16 ი, პრი:ალოვი ;ანიხილაკს შემთხვევას, როცა L გაწრფევადი შეკრული კონტურია, ხოლო 

C6(,) და C(,) ლებეგის აზრით ინტე:რებადი ფუნქციებია, ამასთან, 0< #1“: | C(7) |+«< M, სადაც. / 

და M მუდმიეებია. «(7)-ისა-ან მოითზო:ება, რომ მას ჰქონდეს კუთხური სასაზღერო მნიშვნელობანი. 
17 ი. პრიებლოვი იყენებს იგ-ვე მეთოდს, რომლითაც ე, პიკარი ცდილობდა ერთჯვაროვანი ამო– 

ცანის ამოხსნას; ჩეენ მხედველობაში გვაქვს 135 გვ-ზე სქოლიოში მითითებულ მეთოდთაჯან პირეელი. 
19 მითითებულ სტატიებში თ. გახოვი განიხილავს "შემთხვევას, როცა L შედგება ერთი შეკ- 

რული კონტურისა;ან 

10 ამის შესახებ იხ. IV თავში.
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დასმული ამოცანის ამოხსნა ადვილად მიიღება წინა პარაგრაფებში მოყვანილ 
შედეგებზე დაყრდნობით. 

სახელდობრ, ვთქვათ X(2) არის იმ ერთგვაროვანი სასაზღვრო ამოცანის კანო- 
ნიკური ამონახსნი რომელიც მიიღება (37,1)-დან, როცა დV(/)=0. მაშინ X“+(/) = 
=C(,) X“CI) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ 

XXVI). 
ჯიო. 

C(/)-ს ამ მნიშვნელობის შეტანით (37,1)-ში მივიღებთ: 

დე დ) «(0 
XLCV. X-თ - XIთ. 

C(I) = ჯი 

დ(2 
92. ნქციას უსასრულობაში სასრ რიგი აქვს. ამიტომ § 31-დან გამო- “XI ფუ0პმ6 ულ ული რიგ ტ “დას გ 

მდინარეობს: 

დ(უ 1 §(I) ი! 

XC “2 | X+ი0-უ “ი 
L 

სადაც #XX2) ნებისმიერი” პოლინომია. აქედან 

XL2) §(1) ძ! 
დ(2) = “ინ | -X+(0) 0-– 2. –+ IX2) X(2). (37,2) 

#L 

ეს არის სწორედ არაერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი ამონახსნი, X(2) ფუნქციას – 

კანონიკურ ამონახსნს იმ ერთგვაროვანი ამოცანისა, რომელიც მიიღება არაერთგვარო- 

ვანიდან, როცა «(/)1=0, ვუწოდებთ მოცემული არავრთგვაროვანი ამოცანის შესაბამის 

კანონიკურ ფუნქციას; ამ ამოცანის ინდექს ვუწოდებთ სათანადო ერთგვაროვანი 

ამოცანის ინდექსს, 

29. გამოყენების თვალსაზრისით საინტერესოა არაერთგვაროვანი ამოცანის უსა- 
სრულობაში ქრობადი ამონახსნები. 

გამოვიკვლიოთ ასეთი ამონახსნების არსებობის საკითხი და მოვძებნოთ ისინი. 
რადგან X(2) ფუნქციას უსასრულობაში აქვს ზუსტად (–-X») რიგი, დავასკვნით, რომ 

თუ X >0 (27,2)-იითთ განსახღლვრული ამონახსნი უსასრულობაში ქრობადია მაშინ 
და მხოლოდ მაშინ, როცა #2) პოლინომის რიგი არ აღემატება (X-- 1)-ს, ამასთან 
როცა X=0, უნდა ავიღოთ L(2) =0. 

როდესაც %X < 0, ცხადია, უნდა ავიღოთ #2) =0 და ამის გარდა მოვითხოვოთ, 
რომ გწკრივში 

1 80) 21 (ყIM 22 9() 
25 ( X+) V-–27 22 | X+თ 29 | X+დ '“““ 

L 

2), 72%, ..., 2 +-სთან მდგომი კოეფიციენტები იყოს ნულის ტოლი. ამრიგად მივი- 
ღეთ, რომ: 

თუ X 2>>0, მაშინ (37,1) არაერთგვაროვანი ამოცანის უსასრულობაში ქრობადი 
ყველა ამონახსნი წარმოიდგინება ფორმულით 

  

-
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იც -22 | წი“ ჯი ვ7,ვ თ-=2>- | 97 +X0 ჩარ, (7,3) 
L 

სადაც ჩ,.)(2) არეს X-1 ხარესხის ნებისმიერი პოლინომი (#2, _,(2) =0, როცა Xჯ=0|. 
თუ X<90, მაშინ უსასრულობაშაე ქრობადი ამონახსნის არსებობისათვის აუცი- 

ლებელი და საკმარესია შესრულდეს პირობები 

'”ყე()ეი –_–__ 
და, თუ ეს პირობები დაცულია, ამონა"სნი წარმოიდგინება ფორმულით 

X(2) | C(I) ძ1 

90 = 5 1 XX06=8“ (37,5) 

შეენიშნოთ, რომ თუ X=0, მაშინ არსებობს უსასრულობაში ქრობადი მხოლოდ 

ერთე ამონახსნი; როცა X<20; მაშინ უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნი ერთადერ- 

თია, თუკი ასეთი ამონახსნი არსებობს, როცა X>>0, მაშინ არსებობს უსასრულო 

რაოდენობის ამონახსნები (სახელდობრ: ზოგადე ამონახსნი შეიცავს X ნებისმიერ 
' მუ, ულ. 

მხ საჭიროა ისეთე ამონახსნების მოძებნა რომლებიც “შემოსაზღვრუ- 

ლია უსასრულობაში (და, მაშასადამე მთელს სიბრტყეში), ამ შემთხვევაში, (კხადია, 
მართებულია შემდეგი დებულება: 

როვა X >> – 1 შემოსახღლვრულ ამონახსნათა სიმრავლე მოიცემა (37,3) ფორ- 
მულათ, რომელშიაც ჩ, ,(7) უზდა შეიცვალოს #,(2)-ით, მასთან, #,(2)=-0, თუ 

X=-1. როვა X<--1, მაშნ შემოსახღვრული ამონახსნების არსებობისათვის 
აუცილებელია (37,4) პირობების შესრულება, სადაც ამჯერად #=0, 1, ..,, –-X--2. 
ამონახსნი წარმოიდგინება (37,5) ფორმულით. როცა X= –1, ამოცანას აქვს ერთა- 

დერთი შემოსაზღვრული ამონახსნი. 

49, შეუღლების ორ ამოცანას მიკავშირებულს ვუწოდებთ, თუ მიკავშირებულია 

მათე შესაბამესე ერთგვაროვანი ამოცანები (იხ. § 36). 
თუ განვეხილავთ მოცემული (37,1) სასაზღვრო ამოცანის შესაბამისი მიკავში- 

რებული ერთკვაროვანიე ამოცანის ამო5ა'სხებს, მაშინ (37,4) პირობები შეიძლება ასე 

გადავწეროთ: 

( VII) (I()იI=0, #=1, 2,..., (–%), (37,6) 

L 
სადავ VI;(/) სასახლვრო მნიშვნელობებია იმ %,(2) ფუნქციებისა რომლებიც ქმნიან 
მიკავშირებულე ერთგვაროვანი ამოცანის, წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრულ 

სისტემას. 5 

„ეს დასკვნა უშუალოდ გამომდინარეობს (37,4) და (36,2) ფორმულებიდან. 
შენიშვნა 1, როგორც ერთგვაროვანი, ისე არაერთგვაროვანი ამოცანის დას- 

მისას, გამოვყავი თ უსასრულოდ დაშორებული წერტილი და ვგულისხმობდით, რომ 
ამონახსნს ამ წერტილში შეიძლება ჰქონდეს განსაკუთრებულობა, სახელდობრ, პო-
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ლუსი, ასეთი დაშვებ, როგორც ჯუკეე ვნახეთ (ეს შემდგომშიაც დადასტურდება), 
მოხერხებულია როგორც დასკვნების გასაკეთებლად, ისე გამოყენებებისათვის, თუმცა 

არსებითი არაა, გამოყოფთ უსასრულოდ დაშორებელ წერტილს თუ L-ის გარეთ 

მდებარე სხვა წერტილს, რომელშიაც დასაშვებად ჩავთვლით, ამოხსნას ჰქონდეს პო- 

ლუსი. შესაძლოა გამოიყოს რამოღენიმე ასეთი წერტილიც. ჩეენ შევჩერდით „სასრუ- 
ლოდ დაშორებულ წერტილზე, ვინაიდან ეს შემთხეევა უფრო მოხერხებულია დად- 

გენილი შედეგის გამოყენებისას, 
შენიშვნა 2. წინამდებარე პარაგრაფის შედეგების განზოგაღება იმ ”შემთხვე- 

ვისათვის, როცა L წირის შემადგენელ კონტურებს აქვს სასროლი რაოდენობის თანა- 

კვეთის წერტილები არავითარ სირთულეს არ აწყდება (დრ. წზენიშენა 3 § 35-ის 

ბოლოში). 

შენიშვნა 3. ნ. გოვოროვის |1), |2|I და პ. იუროვის |1| შრომებში აზოცანა 
შესწავლილია ზოგიერთ ისეთ შემთხვევაში, როცა C(/) ფუნქციის ინდექსი უსასრულოა 

(რაც, ცხადია, არ შეიძლება მოხდეს ჩვენ მიერ მიღებულ. ჰირობებში). 

§ 38. წრფივი შეუღლების ამოცანა იმ შემთხვევაში, როცა სასაზღვრო წირი 

წრფეა. 19. ყველგან ამ წიგნში გარდა მცირე გამონაკლისისა ცალკე არ განვიხი- 

ლავთ შემთხვეეას, როცა სასაზღვრო წირი გადის უსასრულოდ დაშორებულ წერტილ- 

ზე, რადგან მარტივი წილად-წოფივი გარდაქმნის საშუალებით იგი დადის სასრული 

სასაზღვრო წირის შემთხვევაზე. ცხადია, ამ დროს თავდაპირველი წირისაგან მოითხო- 

ვება, რომ მისი გარდაქმნით მიღებული წირი აკმაყოფილებდეს ყველა იმ პირობას, 

რომელთაც ვითხოვთ ამა თუ იმ ამოცანის ამოხსნისას, 
29%. უმარტივესი, მაგრამ პრაქტიკულად მნიშვნელოვანია შემთხვეეს როცა 

სასაზღვრო წირი არის #) წოფე, აღნიშვნათა გამარტივების მიზნით დავუშვათ, რომ 

# ემთხვევა ნამდვილ ღერძს. 5+-ითა და 5”-ით აღენიშნოთ, სათანად: დ, ზედა და 

ქვედა ნახევარსიბრტყეები. 
შეუღლების ამოცანას ამ შემთხვევაში ასე ვაყალიბებთ: 

ვიპოვოთ ისეთი უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია დ(2) (# ნახტომის წი- 

რით), რომელიც შემოსაზღვრულია მთელ სიბრტყეზე, გარდა, შესაძლოა, მოცემული 

ძე წერტილის მიდამოსი, ძა C #), რომელშიაც მას შეიძლება ჰქონდეს პოლუსი?მ, 

და რომელიც აკმაყოფილებდეს სასახლვრო პირობას: 

დ+(/) = 0() დ-(/) + (0, 16%, ფ8,1) 
სადაც C(,) და #(I) #-ზე განსაზღვრული // კლასის ფუნქციებია, ამასთან C(() 550; 
უსასრულოდ დაშორებული წერტილი მიეკუთვნება 1-ს. 

ამოცანის ან C(/) ფუნქციის ინდექსს ვუწოდებთ რიცხვს 

1 1 

X= 5; III C(01გ= 2; IIი 01=>, (38,2) 

სადაც (Iი 0(ჰ) 1)== აღნიშნავს 1Iი C(/)-ს ნახრდს, როცა L წერტილი გაირბენს 
წრფეს 1= --0-დან 1= +-%C-მდე. გავიხსენოთ, რომ C(/)-ს მიმართ მიღებული პირო- 

ბების“! საფუძველზე 0(-LC)=C0 (–-თ) 56 0. 
== 90 ეხ, შენიშვნა 1 წინა პარაგრაფის ბოლოში. ჩვენ აქ არ ეიღებთ ასეთ წერტილად 2=თ 

წერტილს, რადგან, ამ შემთხვევაში ეს უკ:ნასკნელი მდებარეობს სასაზღვრო წირზე. 

91 კერძოდ, პირობიდან, რომ CV) აკმაყოფილებს M პირობას უსასრულოდ დაშორებული 

წერტილის მიდამოში.
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ვი, დასმული ამოცანის სასრულო სასაზღვრო წირის "შემთხვევაზე მისაყვანად 

გამოვიყენოთ, მაგალითად, შემდეგი წილად-წრფივი გარდაქმნა 
I დ 

+! სLI! 
(იხ, § 19, პ, 3). გავიხსენოთ, რომ ასეთი გარდაქმნით 2 სიბრტყის IL) წრფე გადადის 

L სიბრტყის იმ წრეწირში, რომელიც ეხება ნამდვილ ღერძს L=0 წერტილში და 
! · 

რომლის ცენტრია ხ= – --- წერტილი. როცა # წერტილი დადებითი მიმართულე- 
ბით აღწერს 2 სიბრტყის I წრფეს, მაშინ ხ სიბრტყეში მისი შესაბამისი C წერტილი, 

რომელიც განისაზღვრება ტოლობიდან 

  72+1=- ანუ 2=- (38,3) 

| 1 
'ხბ=-%3; 

ს L წრეწირს ისეთი მიმართულებეთ, რომ #L-ით შემოსაზ რე რჩება აღ ე ეთი ულე ღვ ე ღოიე 
მარცხნივ. ამ მიმართულებას მივეღებთ დადებითად. აღვნიშნოთ ეს წრე 2+-ით, 

ხოლო L-ის გარე არე –– »”-ით. 

(38,3) გარდაქმნა §+ არეს კონფორმულად ასახალს >»+-ზე და 6“-ს X“-ზე, 
ამასთან 2=5C წერტილს შეესაბამება C= –-1ჯ წერტილი, ხოლო C==C-ს – 2= –- 

წერტილი. 
სიმარტივისათვის ფუნქციას 

აფ=დC |=“ ტ- +) 
აღვნიშნავთ «XC)-თი; ასევე მოვიქცევით CXI)-ს, #(/)-სა და, აგრეთვე, ყველა იმ 
ფუნქციის მიმართ, რომლებიც შემდგომში შეგვხვდება. 

ამ აღნიშენებში (38,1) სასაზლვრო პირობა ღებულობს სახეს 

დ+(:)=C0(5) დ“(I)+წ9(L), +CL. (38,4) 

27=ძა წერტილად, რომელშიც Cდ(2)-ს შეიქლება პოლუსი ჰქონდეს, მოხერხებულია 

ავირჩიოთ წერტილი ძე= – 7, რომელიც შეესაბამება C=606 წერტილს; ეს, რა თქმა 

უნდა, არ დაარღვევს ზოგადობას. 
ასეთი არჩევისას სასახღვრო ამოცანა 9X§)-სათვის ზუსტად ემთხვევა წრფივი 

შეუღლების ამოცანის წინა პარაგრაფებში განხილულ ერთ კერძო შემთხვევას, სახელ- 

დობრ, შემთხვევას, როცა სასახღვრო წირი მარტივი შეკრული კონტურია (ჩვენს 
შემთხვევაში – წრეწირი). ამის გამო შეგვიძლია ვისარგებლოთ სათანადო ფორმულე- 
ბით. თუ არ ჩავთვლით ნებისმიერ, ნულისაგან განსხვავებულ მუდმივ მამრავლს, მაშინ 

X(2) კანონიკური ამონახსნი წარმოიდგინება (35,6 ა) და (35,5), (35,2 ა) ფორმუ- 

ლებით, სახელდობრ, თუ (35,2 ა)-ში თ წერტილად ავიღებთ L წრეწირის ცენტრს, 

1 
ე. ი. წერტილს 0=-–-, მივიღებთ 

CC), როცა CC:+, 

(+ 2) 210, როც CC>-, 

  (38,3ა) 

  

ს 
X(C) = (38,5) 
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"სადაც 
1 10 Cი(%) ძX ჯV“#% 

ICC) = 2» –---=– C0%ი(%) = (++ +) 0(ჯ). (38,6) 

L 

ერთგვაროვანი ამოცანის უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე ყველა ამონახსნი 

წარმოიდგინება ფორმულით 

XC) = XC(-) /XC), (38,7) 

სადაც #Xუ) ნებისმიერი პოლინომია,. იმ ფორმულათა გარკვეული გამარტივებისათვის, 
"რომლებიც შემდგომში მიიღება, მიზანშეწონილია ჩავთვალოთ, რომ )XC)-ს აქვს სახე: 

( (წ 

#C)=4ა+4, (§+ +) #6 ·-+C+C4 ( + +) · (38,8) 

არაერთგვაროვანი ამოცანის” უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე ყველა 
ამონახსნი წარმოიდგინება ფორმულით (§ 37) “ 

რნ) = 5. 1 X+თ C–ა 

ამრიგად, შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ამოცანა ამოხსნილია, რადგან, თუ ცნო- 

ბილია დ(L), (38,3)-ის საშუალებით 2 (,ვლადზე გადასვლით ვიპოვით C(2)-სავ. 
49, ახლა გამოვიკვლიოთ გამოყენებისათვის საჭირო შემოსახღვრული ამონახ- 

-სნების არსებობის საკითხი. 
(38,99ვ ფორმულებისა და X(L)-ს გამოსახულებიდან ადვილად დავასკვნით 

(შდრ. § 37, პ. 39): 

თუ X2>-–1, მაშინ არსებობს შემოსაზღვრული ამონახსნები; ისინი წარმოიდგინება 

(38,90) ფორმულით, სადაც /XC) არის (38,8) სახის ნებისმიერი პოლინომი, რომელ- 

შიაც #=X, ამასთან #XC) = 0, თუ X = –1. ამ უკანასკნელ შემთხვევაში ამოცანას 

აქვს ერთადერთი შემოსაზღვრული ამონახსნი. 

თუ X < –-1 შემოსაზღვრული ამონახსნი არსებობს მხოლოდ მაშინ, როცა 

შესრულებულია შემდეგი პირობები 

· ( V# თ(2)ძ 
| (++ --) 0--ი, ჩ=0, 1,..., –=%-=-2. (38,10) 

XC +) ძ. 
რ | 95% _ _ უფ იდ. (38,9) 

ამ შემთხვევაში ამოცანას აქვს ერთადერთი შემოსახღვრული ამონახსნი და იგი 
“წარმოიდგინება (38,9) ფორმულით, სადაც />XC) =0. 

(38,100) პირობები მიიღება § 37-ში მიღებული პირობები ანალოგიურად. 

ოღონდ, ამჯერად (38,9) ფორმულის ინტ ეგრალს გავშლით არა L-ს,არამედ (C +7/2)-ის 
ხარისხებად. რა თქმა უნდა, შეიძლება ამონახსნის არსებობის ისეთი პირობების 

მოყვან,ი რომლებიც ზუსტად ისეთივე, როგორიც § 37-ის 30 პუნქტში, მაგრამ 

ჩვენს შემთხვევაში ეს ნაკლებად მოხერხებულია. 

§9, გამოვსახოთ ახლა მოძებნილი ამონახსნი დამხმარე L ცვლადის გარეშე. ეს 

გარკვეული აზრით საინტერესოა, თუმცა პრაქტიკული თვალსაზრისით ზოგჯერ უფრო 

მიზანშეწონილია ამონახსნი გვქონდეს იმ სახით, რომელიც ზემოთ ამოვწერეთ.
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2 ცელადზე გადასვლას აღეილად მოვახერხებთ, თუ გავი-სენებთ (19,16) და 

(19,17) ფორმულებს, „ოომელთაც ახლა ასე გაწებთ 

  

  

1 /( დ(-)ძ: _1_ " 2-+LI %(0ძ! დ(ემ! 

2 ) L-C 2M% 1) (+, (<2 2» 9.> =+/4/ (38,11) 
L ი 

1 (/)ძ! 
# · 

4=–2-; ( (+L' (38,11 ა) 
ჩხ 

  აქ, ისევე როგორც ზევით, ჩვენ დ == | -ს ნაცვლად ვწერთ «(/)-ს. 

გამოვსახოთ (38,5) ღა (38,6) ფორმულები 2 ცვლადით. გვაქვს 
ჯ (7! ( ( 1--I 

+ + “ -2 2+,' +1 

ცხადია, თუ აღნიშნულ ფორმულებში LC + +) -ს და (C ++) შევ ვლით 
გამოსახულებებით 

»( 8 2! 2 | (ს /- 
' ხ+ <5 “ 7+L , ენი“. “ 1LL" 

მაშინ შედეგები არ შეიცელება, რადგან ასეთი შეცვლისას X(C) გამრავლდება ნული- 

საგან განსხვავებულ მუდმივზე. 

გამოვიყენოთ ახლა (38,11) ფორმულები, ამასთან, IL(2)-იის გამოსახულებაში 
ჩამოვიცილოთ მუდმივი შესაკრები, რაც კვლავ გამოიწვევს X(2)-ის მუდმივზე გამრავ- 
ლებას, მივიღებთ 

  

(ს 00, როცა 265), 

–_ 
სადაც 

იე 1. ( Iი 0ე(ი ძ/ (1+: "ე 
(0) = 5»; . “–-2> Cი(1) = 7=; (1). (38,13) 

-L 

ახლა (38,8) ფორმულა (38,11)-იის მოშველიებით მოგვცემს ზოგად ფორ- 
მულას იმ ამონახსნებისა, რომელთაც 2= I წერტილში შეიძლება ჰქონდეთ პოლუსი: 

XC) I» თი XC) ა « 
იი-=% |) 2600-28-29 2008 + 2000. რ8)4 

ი 

სადაც C(2) არის -ის მიმართ ნებისმიერი პოლინომი, 
– >; 

  
2-–IMჩ 

00=თ+5ი ---; 2. “+ი% (=- (38,15)
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აქ 20, C,, ... C„ აღნიშნავს ნებისმიერ მუდმიჟებს. 

რა თქმა უნდა, ,0ე-ის ნებისმიერობის გამო (38,14) ფორმულის მარჯვენა მხა- 

რიდან შეგვიძლია მეორე შესაკრები ამოშლა, მაგრამ მემოსაზღვრულ ამონახსნთა 

შესახებ დებულების ჩამოყალიბებისათვის მოხერხებულია მისი დატოეება. 

6შ, დაბოლოს, ყველგან შემოსახღლვრულ ამონახსნთა შესახებ პ. 40-ში მიღებუ- 

ლი შედეგი შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

თუ X >-- 1, მაში ყველგან შემოსაზღდვრული ამონახსნები არსებობს და 

ისინი წარმოიდგინებიან (38,14) ფორმულით, რომელშიც C(2) არის (38,15) სახის 

გამოსახულება, სადაც /#=% და თე, C),..., 0, ნებისმიერი მუდმივებია, ამასთან 

C(2 =0, როცა X= –-1, როცა » > 0, (38,14)-ში შეგვიძლია ამოვშალოთ მეორე 

შესაკრები. 

თუ X < –- 1, შემოსაზღვრული ამონახსნები არსებობს მხილოდ მა9ი5, როცა 

შესრულებულია შემდეგი პირობები (ისინი (38,10)-დან გამომდინარეობენ): 

(– (MM «()V · · 
( ლე XI + 0...“ #=0, 1, ..., –– X-–-2 (38,16)   

ამ შემთხვევაში ერთადერთი შემოსახლვრული ამონახს5ი წარმოიდგინება (38,14)- 

ით, სადაც. 0(2)=0. 
შენიშვნა. დასმული ამოცანის ამონახსნის მიღება შეიძლება უშუალოდაც, C 

ცვლადზე გადაუსვლელად. ამ გზით ამოცანა ამოხსნილია თ, გა'ოვის მიერ (იხ, თ. 

გახოვი (10); პირველი გამოცემის § 14.7). შემოსახღერული ამონახსნების არსებობის 

პირობებს, მოხსენიებულ ავტორთან, რამდენადმე განსხვავებული სახე აქვს, მაგრამ 

ადვილია იმისი შემოწძება, რომ ისინი (38,16) პირობების. ეკვივალენტურია. 
სათფლულიიას ბა სეოოსა ს  სფხუბბეელ- აა 

II. რიმან –– ჰილბერტის ამოცანა 

ამ კარში ზემოთ მიღებული შედეგების უშუალო გამოყენებით, მოვიყვანთ პრა- 

ქტიკული თვალსაზრისით ,მნიშვნელოვან ერთი სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნას. აქ 

გაღმოცემული შედეგები შემდგომში მხოლოდ ცალკეულ კონკრეტულ ამოცანათა 
ამოხსნისას გამოიყენება, ამიტომ წიგნის ძირითადი ტექსტის გასაგებად მათი გაცნობა 

სავალდებულო. არაა. _. 
§ 88. წრეზე ან ნახევარსიბრტყეზე განსაზღვრულ ანალიზურ ფუნქციათა 

მთელ სიბრტყეზე გავრცელების შესახებ. ჩვენ მიერ განხილულ შეუღლების ამოცა- 

ნაში საძიებელი Cთ(2) ფუნქცია უბან-უბან ჰოლომორფული იყო მთელ სიბრტყეში, 

ხოლო სასაზღვრო პირობაში მონაწილეობდნენ ამ ფუნქციის სასაზღვრო მნიშ,ნელო» 

ბანი სახღვრის ორივე მხრიდან. 

ბევრ მნიშენელოვან ამოცანაში საქმე გვაქვს ისეთ საძიებელ ფუნქციებთან, 

რომლებიც ჰოლომორფული არიან სიბრტყის მსოლოდ გარკვეულ ნაწილში, ხოლო 
სასაზღვრო პირობაში მონაწილეობენ როგორც საძიებელი ფუნქციების, ასევე მათთან 

კომპლექსურად შეუღლებული ფუნქციების მნიშვნელობანი. 
ხშირად ხერხდება ასეთი სახის ამოცანათა დაყვანა ზემოთ განხილული საბის 

ამოცანებამდე, საძიებელ ჰოლომორფულ ფუნქციათა მთელ სიბრტყეზე (გარდა საზღ- 

ვრისა) უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციებამდე გავრცელების გზით.
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მოცემულ არეში ჰოლომორფული და საზღვრამდე უწყვეტი ფუნქციის მთელ 
სიბრტყეზე უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციამდე გავრცელება შეიძლება სხვადასხვა 
გზით (მაგალითად, შეიძლება მივანიჭოთ მას მნიშვნელობა 0 სიბრტყის დამატებით 
ნაწილში). მაგრამ განსაკუთრებით სასარგებლოა შევსების ან მთელ სიბრტყეზე გავრ- 
ცელების ის ხერხები, რომლებსაც ახლა მოვიყვანთ?2, ეს ხერხები ეხება წრეზე, მის 
გარე არეზე ან ნახევარსიბრტყეზე განსახღვრულ ანალიზურ ფუნქციებს. 

1. ნახევარსიბრტყეზე განსაზღვრული ანალიზური ფუნქ- 
ციები, 

ვთქვათ, 5X+ აღნიშნავს ზედა (ქვედა) ნახევარსიბრტყეს V >> 0 (/ < 0) და #9 
მისი საზღვარია (ე. ი. (00X ღერძი); 6“ --ქვედა (ზედა) ნახევარსიბრტყე. 

ვთქვათ, 9X2) არის 5+-ზე განსაზღვრული ანალიზური ფუნქცია, დავუკავში- 
როთ V%X2) ფუნქეიას §--ში განსაზღვრული Cთ.,(7) ფუნქვია შემდეგი თანაფარდობის 
საშუალებით: 

დ.(2) = %X(ჯ). (39,1) 
ამრიგად, განმარტების თანახმად, თდ(2) და Cთ.,(2) კომპლექსურად შეუღლებულ 

მნიშვნელობებს ღებულობენ 0X ღერძის მიმართ შეუღლებულ წერტილებში (ე. ი. 
წერტილებში 2=X -LIV, 7=X–-Iყ; თითოეული ამათგანი წარმოადგენს მეორის სარ- 
კისებურ ანასახს 0Xჯ ღერძის მიმართ). (39,1) ფორმულა ჩავწეროთ კიდევ შემდეგი 
სახით: 

თ,(2) = 92), (39,2) 
სადაც %(7)-ში იგულისხმება ფუნქცია 

Cდ(ჟ = %(7; (39,3) 
ეს იმას ნიშნავს, რომ, თუ C(2) -- CI(X, V) + VV(X, ყ), მაშინ 

Cდ(3 = V(X, – ) – IVICV – #. (39,3ა) 
ცხადია, რომ CX2)-ის ჰოლომორფულობას ან მერომორფულობას §+ ნახევარ- 

სიბრტყეში მოსდევს თ,(2) =9X2) ფუნქციის ჰოლომორფულობა ან მერომორფულობა 

5“ ნახევარსიბრტყეში“? და რომ (39,1)) თანაფარდობაში დ, და დ ფუნქციები 
სიმეტრიულად მონაწილეობენ: 

დ(2) = დ.(უ, (თ,(1» = CX2). (39,4) 

სასარგებლოა შევნიშნოთ, რომ თუ CთX7) რაციონალური ფუნქციაა 

% გარკეეული კონკრეტული ამოცანებისათვის მისადაჯ;ვებული ზოგიერთი სხეა ხერხ: გაერცე- 
ლებისა მითითებულა ავტორის წიგნში (91; ამ წიკ6ნში და, აკრეთვე, ავ ტორის (11) წიგნში შეიძლება 
ვნახოთ მთელ სიბრტყეზე ფუნქციის გაერცელების გამოყენებათა მაგალითები, 

2 საზოგადოდ, თუ %«X2) ჰოლომორფულია რაიმე თი+ არეში, მაშინ «-(2) ჰოლომორფულია 

0X ღერძის მიმართ მისდამი სიმეტრიულ თ– არეში. ეს იმის შედეგია, რომ თუ VICX, ყ), VI(X, V) 
აკმაყოფილებს კოში–-რიმანის თანაფარდობებს 

მაშინ ეს თანაფარდობები ძალაში რჩება C/(X, ყ)-ისა და VV, #ყ)-ის, V(CX, ––ყ)-ითა და V(CX, –-ყ)- 
ით შეცელისას.
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ძე + ი, + ...L ის 

ხე?" + ხ,2შ1 +... +ხე ” 

მაშინ C,(2)= დ(2) ფუნქცია მიიღება მისგან კოეფიციენტთა კომპლექსურად შეულ- 
“ლებული რიცხვებით შეცვლის საშუალებით. 

დავუშვათ ახლა, რომ 0X2) ღებულობს გარკვეულ სასახღვრო Cთ+(/) მნიშვნე- 
ლობას, როცა 2 5+-დან მიისწრაფვის 0X ღერძის (| წერტილისაკენ (ანუ ნამდვილი 

რიცხვისაკენ). ასეთ შემთხვევაში არსებობს დ> (/)-ც. და 

დ–()=C-() = Cთ+(I). (39, 5) 

-მართლაც, როცა 2->I, 26 5“, მაშინ 7? მიისწრათვის /-სკენ 5+-დან და, მაშასადამე, 

დ?,(2)=%(1) მიისწრაფვის C+(/)-სკენ. 
ახლა სიმარტივისათეის დავუშვათ, რომ Cდ(2) პოლომორფულია 5+-ში და 

უწყვეტად გრძელდება /#-ზე, გარდა, შესაძლოა, უსასრულოდ დაშორებული წერტი- 
-ლისა, 

განვსაზღვროთ უბან-უბან ჰოლომორფული §4#(2) ფუნქცია 'შემდეგნაირად: 

(დფ, როცა 2C5“, 
(X2) = ულ როცა 26C5”. 

ახლა (39,5)-ის საფუძველზე ცხადია, რომ 

§ა-(,) = §ა+(ჯ)) §2+(/) = Lა“(I). (39,7) 

უს თანაფარდობანი საშუალებას გვაძლევენ სასახღვრო პირობები (რაიმე ამოცანისა), 

რომლებშიაც მონაწილეობენ დ+() და CთC+(/) (ან დ“(/) და %-(/)1, მივიყვანოთ 

ისეთ სასაზღვრო პირობამდე, სადაც მონაწილეობენ C%(/) და §პ“(7). 

აღვნიმნოთ C(2) ფუნქციის გავრცელების ამ ხერხის ერთი მნიშვნელოვანი 
·'თვისება. თუ თღ+(,) ფუნქციის წარმოსახვითი ნაწილი ნულის ტოლი 

ხდება 0ჯ ღერძის.მონაკვეთზე, მაშინ C,() წარმოადგენს თ(უ-ის 
ანალიზურ გავრცელებას ამ მონაკვეთიდან. ეს თვისება იგივეა, რაც 

შვარცის ცნობილი „არეკვლის პრინციპი“, იგი უშუალოდ გამომდინარეობს § 10-ის 

ბოლოში დამტკიცებული დებულებიდან, რადგან ჩვენს შემთხვევაში, აღნიშნულ მო- 

"ნაკვეთზე, (39,5) ფორმულის საფუძველზე Cთ.(/)= დ“(/). 
მოყვანილი აღნიშვნების გამოყენება შეიქლება არა მარტო ნახევარსიბრტყეში 

განსაზღვრული ფუნქციებისათვის. ვთქვათ MI(2) უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციაა 
X (0+X ღერძი) ნახტომის წირით, მაშინ V.(2)ით აღვნიშნავთ შემდეგი ტოლობით 

“განსაზღვრულ უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციას: 

V.(2) = M(ჯ) = V(C), 2CX, 

  დ(უ = 

(39,6) 

'ცხადია, გვექნება == 
VI(2) = M„(2) = VMI(2). 

კერძოდ, (39,6) ტოლობით განსახღვრულ 9(2) ფუნქციას აქვს თვისება 
§+„(2) = §M2); (39,8) 

ნებისმიერი უბან-უბან პოლომორფულ ფუნქციისათვის ამ ტოლობას, საზოგადოდ, 

ადგილი არა აქვს.
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(39.5)-ის ანალოგიურად ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

V-V) =MX%0, VIL() = V-/ჩ. (39,5ა) 
დასასრულ, მოვიყვანოთ შემდეგი მნიშვნელოვანი ფორმულა. ვთქვათ, უბან-უბან 

ჰპოლომორფული ფუნქცია წარმოიდგინება კოშის ტიპის ინტეგრალით 

1 ღ(I)ძ! 
VI(2) = => წუთი (IL) ნამდვილი ღერძია), (39,9). 

> 
ი 

სადაც უსასრულო შუალედზე აღებული ინტეგრალი გეესმის კოშის მთავარი მნიშ- 

ვნელობის აზრით (§ 19). 

ვიპოვოთ V',(2)-ის გამოსახულება. განმარტებით გვაქვს: 9/(2) >> VV(7), მაგრამ: 

1 დ(I)ძ/ 
VV5) = უ–. | „– 

2X 1 ჩ (4 

  

და, მაშასადამე, 

_ 1 
V.(2) = V(2)= ––->-- 

“ი 

  | §(04! (39,10). 
1-2. 

21. წრეზე ან წრიული ხვრელის მქონე სიბრტყეზე განსაზღ- 
ვრული ფუნქციები. ვთქვათ ახლა §%+ აღნიშნავს | 2) < 1 არეს (ან არეს 

|2I>>1), 5”– კი |2I>>1. არეს (ან შესაბამისად, |2| << 1), # იყოს ამ არეთა 

საერთო სახღეარი ანუ წოეწირი | 2| = 1. 

ვთქვათ ახლა CX2) 5+-ში განსახღლვრული ფუნქციაა. ამ ფუნქციას შევუსაბა- 
მოთ Cთკ,(2) ფუნქცია, სავსებით ანალოგიურად იმისა, როგორც ეს გავაკეთეთ ნახევარ- 

სიბრტყის შემთხვევაში, იმ განსხვავებით, რომ შეუღლებულ წერტილებად ახლა ჩავ- 

თვლით L-ის მიმართ შეუღლებულ წერტილებს ანუ 2-ს და 1/7-ს. ამის შესაბამისად 

დ,.(2)-ს განვმარტავთ შემდეგნაირად: 

1 თ, = თ (–) (39,11) 
2 

ა, თუ ვისარგებლებთ ზემოთ მიღებული აღნიშენით, 

დ(უ = დ(), 
მაშინ 

– /1 : 
«,ფ = 5 (--). (39,12) 

(39,11) თანაფარდობა სიმეტრიულია, ე. ი. მისგან გამომდინარეობს, რომ 

რფ =9,(->). I2.CდI, =9დ. (39,13) 
თუ CX(2) ჰოლომორფული ან მერომორფულია §7%-ში, მაშინ დ,კ(2) ჰოლომორ- 

ფულია ან მერომორფულია 5 “-ში. კერძოდ, თუ
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ძე? +021 +---+ ძი 
99 = > 2139 

'მაშინ | _ 1 შე> + ჟ,2 + +..-+მ, 

დ,(2) = დ (>) – წებ + მ,2-9+1-L...+ 7, 

ასევე, თუ 
+ 

VI დუ= 2,თ.2, 2C5V%, 

მაშინ · 

ხ2 
თ,() = 1, მ.2ს, 2C5-. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ 9X2)-ს აქვს ჩ რიგის პოლუსი (ნული), როცა 

2=0 (2 = თ), მაშინ თკ(2)-ს აქვს იგივე რიგის პოლუსი (ნული), როცა 2 = 99 

(2=0). 
დავუშვათ ახლა რომ Cთ(2) ღებულობს თ +(/) სასაზღვრო მნიშვნელობას, 

როცა 7 მიისწრაფვის §+-იდან / წერტილისკენ (16 #). მაშინ არსებობს Cთ; (7), 

ამასთან 

დ-() = დ- (+) = %+(/), (39,14) 

1 
“თუ 2 მიისწრაფვის 1-სკენ 5“-დან, მაშინ ჯ# აგრეთვე მიისწოაფვის 71-კენ მაგრამ 

–_. 
მიისწრაფვის 9%(0-კენ. 

სიმარტივისათვის მივიღოთ, რომ თ(2) ჰოლომორფულია 5+-ში (გარდა, შესა- 
ძლოა, უსასრულოდ დაშორებული წერტილისა) და უწყვეტად გრძელდება L-ზე. 

ადრინდელის ანალოგიურად შემოვიღოთ ფუნქცია 
ი დ(2), როცა 2C51%, 

0- (6,თ, როცა 265-. 
('მაშინ, ისევე როგორც 19% პუნქტში, გვექნება 

C-(/)=–§2'(), §2ჩ+(/)=C“(1). (39,16) 

ახლა ისევე, როგორც ნახევარსიბრტყის შემთხვევაში, ვღებულობთ: თუ Cთ+(/)-ს 
წარმოსახვითი ნაწილი ნულად იქცევა L წრეწირის რაიმე რკალზე, მაშინ CX(2) ანა- 

ლიზეურად ერცელდება ამ რკალიდან (არეკვლის შვარცის პოინციპი). 

ისევე როგორც 19 პუნქტში, აღნიშვნა M.(2) შეიძლება გავრცელდეს ნებისმიერ 
„უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციაზე შემდეგი ფორმულით: 

უკვე 5+-დან, და ამიტომ 

(39,15)
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თათ) 
მაშინ, ცხადია, გვექნება 

თა->)-ი(ე. 
ზემოთ შემოღებულ §X(2) ფუნქციას აქვს თვისება 

  

  

  

0,() = 9(. (39,8ა). 
(39,14)-ის ანალოგიურად ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

V-VC) = M+(), VI1(/) = V-0). (39,14ა)- 

დასასოულ, ფვეშეთ, რომ VI(2) წარმოიდგინება კოშის ტიპის ინტეგრალით 

–_” 1 (9 «04 
2 = 2. | ჯ-- (+ წარმოადგენს წრეწირს |21=1),  (39,17), 

L 
მამაწ 

»( აა / 4 (I 2
.
 

1 1 დ“) ძ! 
V (ა =VI-- |.  ... I 770 
„ი „I 27: | 1 

LI > 
რადგან L წოეწირზე 

1 ძ! 
_._. -სქც-  .--, | (=040', 1=6 1, 01=-IM6 ძმ წ. 

მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ 

1 (#დჰ)ძ 1 ==” 
ყ =--–-- _–- _– –. 

7.2) 25 ე) 1-2 1 22: | დ) -, (39,18) 
L L 

§ 40. რიმან––პილბერტის ამოცანა. 190, ზემოთ მიღებული შედეგების გამოყე- 

წების მაგალითად განვიხილოთ ანალიზურ ფუნქციათა თეორიის ერთი სასაზღვრო. 
ამოცანა, რომელიც რიმანის მიერ დასმული ფრიად ზოგადი ამოცანის? კერძო შემ- 
თხვევაა. ამოცანა რომელიც გვაინტერესებს პირველად პილბერტმა განიხილა??, 

ამიტომ მას რიმან––ჰილბერტის ამოცანას ვუწოდებთ. 

ეს ამოცანა მდგომარეობს შემდეგში. ვთქვათ, 5” ერთი გლუვი L კონტურით 

შემოსაზღვრული სასრული ან უსასრულო არეა. 

29 ლაპარაკია ანალიზური ფუნქციის ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილთა სასაზღვრო მნიშენე– 
ლობებს შორის თანაფარდობის საშუალებით თვით ანალიზური · ფუნქციის მოძებნაზე. ბ. რიმანმა ეს. 
ამოცანა დასვა თავის ცნობილ დისერტაციაში |I11 (1851 წ.). 

2ს L, IIIIხიIL I1), (2).
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უნდა ვიპოვოთ 51+-ში ჰოლომორფული და საზღვრამდე უწ.- 

ყვეტად გაგრძელებადი ისეთი ფუნქცია «X2) =V + IV, რომელიც 
აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

IX (ძ -L (6) დ+ = იV+--ხM+=C L-ზე, (40,1) 

სადაც ძ, ხ, C L-ზხე მოცემული ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციებია, 

თავდაპირველად ჰილბერტმა (L. III1ხ%L (11) ეს ამოცანა მიიყვანა ქვემოთ 
(§ 44) მითითებული სახის სინგულარულ ინტეგრალურ გა”ტოლებაზე იმ მიზნით, 

რომ ეჩვენებინა ასეთი სახის განტოლების გამოყენების მაგალითი. შე?დეგ აღმოჩნდა 

(ნ. IIIIნ%L |2)), რომ განსახილველი ამოცანა მარტივად მიიყვანება დირიხლეს ორი 

ამოცანის თანამიმდევრულ ამოხსნაზე??. ამ გზით ამოცანის სრული გამოკვლევა გად- 

მოცემულია ი, ვეკუას სტატიაში |8). აქ მოვიყვანთ ამოხსნას რომელიც გამომდინა- 

რეობს შეუღლების ამოცანის ზემოთ მოყვანილი ამოხსნიდან, თუ ვისარგებლებთ 5§+ 
არეში საძიებელი ჰოლომორფული ფუნქციის უბან-უბან ჰოლომორფულ დუნქციამდე 

გავრცელების წინა პარაგრაფში მითითებული გზით??. ასეთი გზით ამოცანის ამოხსნა 
შეიძლება ნახევარსიბრტყისა და წრიული არის შემთხვევაში. მაგრამ თითოეულ ამ 

შემთხვევაზე კონფორმული ასახვის საშუალებით შეიძლება ნებისმიერი (ცალადბმული. 

არის) შემთხვევის დაყვანა. ამიტომ დავიწყოთ ამოცანის ამოხსჩა წრისათვის. 

29. წინასწარ გავაკეთოთ ერთი მნიშვნელოვანი შენიშვნა. ვთქვათ 

Cდ,(2)=C,+!IV,, %.(2)=V-+ IV-,,..., დ,(2) = V, + IV, 

ფუნქციები შემდეგი ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნებია 

იყI-ხყხ+=0 L-ზე. (40,2)· 

მაშინ, „ცხადია, მისი ამონახსნი იქნება ნებისმიერი წრფივი კომბიზსაციაც 

(2) = 0,Cდ,(2) + თC,და(2) + - + · + 6,თ.(2) (40,3) 

ნამდვილი, მუდმივი C,,..,, 0, კოეფიციენტებით. 
ამის გამო შემდგომ პარაგრაფებში (§ 43-ის ჩათვლით) წრფივი კომბინა- 

ციის ქვეშ ვიგულისხმებთ ნამდვილ (მუდმივ) კოეფიციენტებიან 

წრფივ კომბინაციას. ამის შესაბამისად, როცა ვიტყვით %;(2), Cთ.(2), ..., C,(2) 

ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია, ვიგულისხმებთ, რომ მათი ნამდვილკოეფი- 
ციენტებიანი წრფივი კომბინაცია იგივურად ნულის ტოლია მხოლოდ მაშინ, როცა 

ყველა კოეფიციენტი ნულია. 
§.41. რიმან-––-პჰილბერტის ამოცანის ამოხსნა წრისათვის. ვთქვათ 5% არის წრე 

|2|< 1, ხოლო L მისი საზღვარი–|2|) = 1. რიმან––ჰილბერტის ამოცანის (40,1) 
სასაზღვრო პირობა, ცხადია, ასეც შეიძლება ჩაიწეროს 

2I26 (თ -L !ხ) 09+(ჯ1)= (0 -L (6) დ“!(!) -L (თ –– 1ხ) დ”(/)=2C L-ზე, (41,1). 

სადაც თ=20(I), ხ=ხ(I), C=2C(I) L-ხე მოცემული ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციებია. 

ამას გარდა ვიგულისხმებთ, რომ ეს ფუნქციები აკმაყოფილებს M პირობას და 

ყველგან L-ზე 
290 შემდგომში ფ. ნეტერმა (LL. M06(%L (11) ეს ამოხსნა გამოიყენა საპირისპირო მიზნით: ზემოთ 

ხსენებული ინტეგრალური განტოლების გამოსაკელევად. 
'? ასეთი გზით ამოხსნეს იდეა მოყეანილია ავტორის მონო;რაფიაში (1) (1922 წ... ქვემოთ. 

მოყვანილი ამოხსნა პირეელად გამოქვეყნდა ამ წი:ნის პირველ რუსულ გამოცემაში.
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ი? -L ხ? 5- 0. 

გავავრცელოთ 5+-ში საძიებელი თ(7) ფუნქცია დკ(2)-ფუნქციით ისე, როგორც 

§ 39-ში: 

დ.(2) = დ (>) 5--ში, 

და ით უბან ჰოლომოოფული ფუნქცია, რომელიც §+-ში ემთხვევა თX2)-ს, 5“ ში 
კი თა(შ)-ს, აღვნიშნოთ კვლავ CV(2)24ით. ასე განსაზღვრულ CX2) ფუნქციას აქვს 
რასა IX 39,8 ა) 

–/1" რდ,ფ =% (–) =რთ(, როცა |2| 2 1. (41,2) 

გარდა ამისა, ცხადია, რომ იგი შემ=საზღვრულია უსასრულობაში. 

ამ აღნიშვნებში (41,1) სასახლერო პირობა, (39,16) ფორმულის ძალით, 'მეი- 
ძლება ასე ჩაიწეროს: 

(თ + 1ხ) დ+(I) -L (თ –– (ხ) დ“(ჯ) = 20 (41,3) 

ან კიდევ 
რდ“(1I) = C(I) დ (/) + (ს, (41,4) 

სადაც 
6/ 6-!ხ 2 

0=-ე კ. #0= ი 
ამრიგად, მივედით წინა პარაგრაფებში (§§ 34--37) განხილულ “შეუღლების 

ამოცანაზე. უნდა ვეძებოთ ამ ამოცანის უსასრულობაში შემოსაზღვრული ამონახსნე- 

ბი. ვთ„ვათ, ახლა (2) (41,3) ამოცანის ერთ-ერთი ასეთი ამონახსნია. ეს ფუნქცია 
არ იქნება საწყისი ამოცანის ამ”ნახსნი, თუ მისთვის არაა "შესრულებული (41, 2 

პირობა. მიუხედავდ ამისა, Cთ(შ)-ის საშუალებით შესაძლოა თავიდან მოცემულ 

ამოცანის ამონახსნის აგება, მართლაც, (41,3) ტოლობაში შეუღლებულ სიდიდეებზე 
გადასვლისა და (39,14 ა)-ს მოშველიებით ერწმუნდებით, რომ თუ Cდთ(2) აკმაყოფი- 

ლებს (41,3)-ს, მაშინ ძ),(2) აკმაჟოფილებს პირობას 

(თ –– ნ) დ– (I) + (თ + I|ხ) თდ1(,) = 20, 

ანუ თ,(2)-იც არის შეუღლების იგივე (41,3) ამოცანის ამონახსნი. ამიტომ ფუნქცია 

(41,5) 

2=-– (იფ +9,0) CI,6 
იქნება საწყისი (41,1) ამოცანის ამონახსნი, რადგან მისთვის დაცულია (41,2) პირო- 

ბა, პირი.ით, ცხადია, რომ გამოსავალი ამოცანის ყოველი ამონახსნი შეიძლება მიღე- 

ბულ იქნეს ასეთი გზით?! რაკი ვიცით წრფივი შეუღლების ამოცანის ზოგადი ამო- 

98 § 39-ში ეს ფუნქცია აღნიშნული იეო §#X2)-ით. 

20 მართლაც, თუე გ-მოსავალი ამოცანის ნებისმიერ თ(2) +მონახსნს გავავრცელებთ ზემოთ 

აღწერილი გზით უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქცი:მდე, იგი აღმოჩნდება (41,3) ამოცანის ამონახსნი 

და ამასთ.ნ, 

1 
%#(2) = #,(ქ = -- (დ(2 + და(2)).
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ნახსნის აგება, ამიტომ შეგვიძლია რიმან––ჰილბერტის ამოცანის ყველა ამონახსნის 

სიმრავლის პოვნაც. 

ამონახსნთა ამ სიმრავლის უფრო ღრმად შესწავლის მიზნით განვიხილოთ და- 
წვრილებით რიმან––ჰილბერტის (41,1) ამოცანის შესაბამისი ერთგვაროვანი ამოცანა. 

აღვნიშნოთ C(I) ფუნეციის ინდევსი X-თი, ე. ი. 

| ძ–-!ხ 1 ი–-,'ხ 7 

ი 16,” 2 | წეკინ |, (417) 
ცხადია, ამ ფორმულის ჩაწერა ასეც შეიქლება 

  

1 
X= 2» იი ოღ()), = 20. 

1 1 
X=– (Iი (თ-–(ხ)|, = + (მIC (-––- !ხ)),.. · (41,8) 

აქედან ჩანს რომ X-–- ლუწი რიცხვიაბ, დადებითი, უარყოფითი ან ნული. ამ 
რიცხვს ვეწოდებთ რიმან–ჰილბერტის სათანადო ამოცანის ინდექსს. 

ვთქვათ, X(2) შეუღლების (41,4) ამოცანის შესაბამისი კანონიკური ფუნქციაა. 
იგი მოიცემა ფორმულით?! 

X(2) = 060), როცა |2)< 1, X(2) = C2>-X0(), როცა |2|>>1, (41,9) 

სადაც C 5- 0 ნებისმიერი მუდმივია და 

  

1 (წ V-+00)) 1 ” 00)ძ! 
I = 2»L .) (–-4/ ძ:= 2» 1 1-2 (41,10) 

L L 
ხოლო 

– ძ--ხ 
(I) = მ.-8 | ––L =4 (41,11) 

L-ზე უწყვეტი ნამდვილი ფუნქციაა. (39,18)-ის საფუძველზე გვაქვს 
–.__ · აი 

I„(C2) = 2 1 (უ-2“ .თ= (0) ––Iთ, (41,12) 

L 

2 

: LL – ' ირა 1=06% 41,13 თ=2» . - =2 1 (იძს (#=06) (41,13) 
L 5 

ნამდვილი მუდმივია. ამ ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

X,(2) = 66'%2) = 26“! 610), როცა |2| >>1, 

X.(2) = 26“ 2441(7), როცა |2| <1, 

ე0 წყეეტილი კოეფიციენტების შემთხვევაში, რომელიც) განხილული იჟნებ. IV თავში (§ 93), 
(41,8) ფორმულა სო;ელთეის ს.მართლიანი :რაა და X ინდექსს შეუძლია კენტი მნიშენელობების 

მიღებაც. : 
9! XL(2) კანონიკური ფუნქცია არის 

Cდ+(/) = C(/)- დ-(ჩ. 

ერთ; აროვანი ამოცანის კანონიკური ამონ.ზLნი. იგი მოიცემა § 35-ის პ. 272-ის (35,2), (35,5), (35,6) 

ფორმულებით. ამ ფორმულებში ძი-თი აღნიშნულ წერტილად ახლა მიიღეთ კოორდინატთა სათავე.
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ე. ი. L-ის გარეთ მდებარე ყოველი 2 წერტილისათვის 

. _. 
X.(2) = ” #6)ძ2%X X(2). 

თუ აღვნიშნავთ ' 

(თ 
C0=0Xი (– >), (41,14) 

მივიღებთ X(2) კანონიკურ ფუნქეიას, რომლისთვისაც 

X,() = >X XC). (41,15) 
განვიხილოთ ახლა შესაძლო შემთხვევები: % >>0 და X=<-–2. თუ X>>0 

(41,3) შეუღლების ამოცანის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას აქვს უსასრულობაში 

შემოსაზღვრული, ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები. ყველა ასეთი ამონახსნი წარ- 

მოიდგინება ფორმულით 

დ(2) = #2) X(2), (41,16) 
სადაც 

IX2) = Cე2“ + 06,2-1 L...+C, (41,17) 

ნებისმიერი პოლინომია არაუმეტის X ხარისხისა. იმისათვის, რომ (41,16) იძლეო- 

დეს რიმან– ჰილბერტის გამოსავალი ამოცანის ამონა"სნს, აუცილებელი და საკმარისია 

გვქონდეს ტოლობა რ,C)=C(2, ე. ი. X,() ჩ,)=XC) ნ). თუ. მივიღებთ 
მხედველობაში, რომ –,(7 -7(+) და X,(2)=2" X(2), ეს პირობა მიიღებს სახეს 

_/1 
ჯინ (=)-ი+2>+ -·.-+L+2,26=02“+0,2%!-L...+0,=ჩ7), (41,18) 

ე. ი. 

იი=წნ, ს, #=0, 1,,..., #- (41,18ა) 

ამრიგად, თუ დავუშვებთ, რამ 

# 

C = 4, + 18, #=0, 1, ... "2' 

სადაც /,, 8, ნამდვილი რიცხვებია (ამასთან ,3„ჯა=0), მაშინ 

_<-_----.” 

სულ გვექნება X + 1 რაოდენობის ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივი. თუ ამ მუდმივებს 

(რაიმე რიგით) IX, #),, ,.., LI, აღვნიშნავთ, დავასკვნით, რომ, როცა %X >>0, რიმან – 

ჰილბერტის ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგად ამონახსნს აქვს სახე 

Cდ(2) = ჩარე(2) + ნ,Cთ,(2) +->..+ 6,Cთ,(ჟ, (41,19) 

სადაც I); ..., I), ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივებია, ხოლო დCკ(2), თ.(2), ,.., დ,,(2)-– 
ამავე ამოცანის წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები (ამასთან, წრფივად დამოუ- 

კიდებლობა გვესმის წინა პარაგრაფის ბოლოში (3.20) მითითებული აზრით). 

თუ X ლ --2, მაშინ (41,3)-ის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას არ აქვს უსა- 

სრულობაში შემოსახღვრული ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი. ამიტომ, ნული- 

საგან განსხვავებული ამონახსნები არ ექნება რიმან––ჰილბერტის ამოცანასაც.
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ამრიგად, რიმან-– ჰილბერტის ერთგვაროვანი ამოცანისათვის მართებულია შემ- 

დეგი შედეგები: 
თუ X2>0, რიმან––ჰილბერტის ამოცანას აქეს (++ 1) წრფივად დამოუკიდებელი 

ამონახსნი. ყველა ამონახსნის ერთობლიობა მოიცემა ფორმულით 

დ() = X(2) (თ2“ + 0,216. ..+68), 

სადაც. თი, C), ..., 6, ნებისმიერი მუდმივებია,ა რომლებიც აკმაყოფილებენ (41,18ა) 

თანაფარდობას; X(2) შეუღლების (41,3) ამოცანის ისეთი კანონიკური ფუნქციაა, 

რომლისთვისაც. შესრულებულია (41,15) პირობა. ეს ფუნქცია განსაზღვრულია ნამ- 

დვილი მუდმივი მამრავლის სიზუსტით და შეიძლება აიგოს (41,9)––(41,11), (41,13), 

(41,14) ფორმულების საშუალებით, 

თუ X<-2, რიმან-–ჰილბერტის ერთგვაროვან ამოცანას ნულისაგან განსხვავგე- 

ბული ამონახსნი არა აქვს. 

დავუბრუნდეთ არაერთგვაროვან (41,1) ამოცანას. მიი ზოგადი ამონახსნის 
ასაგებად საკმარისია მოიძებნოს ერთ-ერთი კერძო ამონახსნი რადგან ზოგად ამო- 

ნახსნს მაშინ მივიღებთ, თუ მას მივუმატებთ ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგად ამო- 

ნახსნს. (41,1) ამოცანის კერძო ამონახსნი” მოსაძებნად საკმარისია აიგოს წრფივი 

შეუღლების (4 1,3) ამოცანის” უსასრულობამი შემოსაზღვრული კერძო ამონახსნი, 

ვინაიდან, მაშინ (41,6) ფორმულით მივიღებთ რიმან––ჰილბერტის (41.1) ამოცანის 

კერძო ამონახსნს. მაგრამ, თუ რიმან––პილბერტის გამოსავალ ამოცანას აჟვს უსასრუ- 

ლობაში შემოსახღვრული ამონახსნი, მაშინ შეუღლების სათანადო ამოცანასაც აქვს 

ასეთივე ამონახსნი. ამიტომ არაერთგვაროვანი ამოცანის ამოხსნადობის გამოსაკვლევად 
შეგვიძლია უშუალოდ ვისარგებლოთ § 37-ში მიღებ-ლი შედეგებით. 

ამ გზით ვრწმუნდებით, რომ: თუ X>0, რიმან–ჰილბერტის არაერთ- 

გვაროვანი ამოცანა ამოხსნადია და მისი ზოგადი ამონახსნი და- 

მოკიდებულია X+1 ნებისმიერ ნამდვილ მუდმივზე. 

თუ Xდ- 2, ამოცანა ამოხსნადია მხოლოდ მაშინ, როცა 

სრულდება ქვემოთ მითითებული (41,21) ან, რაც იგივეა, (41,23) 
პირობები. როდესაც ეს პირობები დაცულია ამოცანას აქვს 
ერთადერთი ამონახსნი. 

ამოხსნადობის ხსენებული პირობები (37,4) ტოლობებით განისაზღვრება, სადაც 

  

#=0, 1, ,.,,, –X–-2 (§ 37, პ. 39. ამრიგად ამ პირობებს აქვს სახე 

" ით()ი 

I X+ი 
L 

ანუ 
( ._--–-» 

ქ I0(7) + (6()) X+თ 0, #=0, 1,,.., –-X--2. (41,20) 

გარდავქმნათ ეს პირობები. (41,10)-ის საფუძველზე 
( 1 ( 0()ი# 

+ ლ– – 1 +(/0) =- 2 9(%ი) + 5 (+ 9 
# ”/ 

L
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ანუ თუ დავუშვებთ ჯ1=(!9, /:=6!90 მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ: 

2 2: 

( 1 3--9. ( 
L+(V) = უ- 9(%) + – ( 8(0 CC –>- ძზ + -– ( 6(7/) ძა. 

9 ზ 

შევნიშნოთ, რომ (41,13)-ის თანახმად ბოლო შესაკრები ტოლია 5>-ისა, ამას გარდა 

X( =6 409, როცა |>|<1 და 

ემ) = _ /-+ 0(% )–– !Iხ(ჯ /ი)-– !ხ(76) 

09%. ი) + #ხ(/)” 

           

ამიტომ 

2 _ ისაა /უმიე 
XV(#)= + IL ”/? I · 0(1)+Lხ(,) თი C | 

0 

ამ გამოსახულების (41,20) ფორმულაში ჩასმით მივიღებთ 
2: 

| 0I(X/2+.)9 CX(9.) C(9) ძს= 0,» ჩ=1, 2,..., –X-–1, (41,21) 

, (4) 

სადაც 
2» 

ხოლო იC(89), ხ(9), C(4), 8(8)-თი აღნიშნულია. სათანადოდ თ(/), ხ(/), C() და 8(). 
ეს პირობები ეკვივალლენტურია ნამდვილ სიდიდეებში ჩაწერილი (-–-X--1) 

პირობისა: 

%« 

2.» 

25 
# 
1 <%9) (8) ი0§ ჩ9 ძ%= 0, #=0, 1,.., – 

6 (41,23) 
2” 

! §X4-) C(8-) 510 #-ძ9=0, ჩ=1, ..., – ---1. 

ამოსაწერი დაგვრჩა რიმან –– ჰილბერტის არაერთგვაროვანი ამოცანის ამოხსნათა 

ფორმულები (როცა ამონახსნები არსებობს). 
თუ #= –2 და დაცულია (41,221) პირობები, მაშინ შეუღლების (41,3) ამო- 

ცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი თX2), რომელსაც, (41, 3) -ის გათვალისწინებით, მი- 

ვიღებთ (37,5) ფორმულიდან 

-2C). ) 904 (41,24) 9%()=->” | (+: XC 0-7.
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ამონახსნის ერთადერთობის გამო CX2) იქნება აგრეთვე (41,1) ამოცანის ამონახსნიც??. 

ამრიგად: 

თუ Xლ–2 და დაცულია ამონახსნის არსებობის აუცილებე- 

ლი და საკმარისი (41,21) ან ეკვივალენტური (41,23) პირობები, 

რიმან–-ჰილბერტის (41,1) ამოცანის ამონახსნი (ერთადერთი) მოი- 

ცემა (41,24) ფორმულით. 

თუ X >> 90, მაშინ ფუნქცია 

ს + I ი , 

ილ“) 64) X+0VC-=9 ი 
არის (41,3) ამოცანის ერთ-ერთი კო ამონახსნი. (41,6,1 ფორმულის ძალით გან- 

სახილველი ამოცანის ერთ-ერთი კერძო ამონახსნი იქნება 

იფ =-_ Mთ+VM.V). რ 
გამოვთვალოთ VI”I,(2). რადგან 

X-X.( = 22 XL), X+(0) = X-() =IX-), 

ხოლო XL2)-ის განსაზღვრის ძალით–- 

(თ -–– (ხ) X-CV) =––(9 -C (0) X+(I), 
ამიტომ 

1. Cძ 11. ით! 

M».(C2)= X„(2) = | (ი–– 7) X”თV) ძ-აუ! #”) ==) – 

' (-X Cძ! 1 ( L X0ძ | 

! 

1  ' =>X= |- | 6-6 >6C-ი % 1 (ი + (ნ) X+C)1 I. 

ამ გამოსახულების (3)-ში შეტანით! ? მივიღებთ რიმან-–პილბერტის (41,1) 

ამოცანის კერძო ამონახსნს, როცა X >>0, 

  

20 ( იძ! = ( 1-X იძ I 

92) = “2; | (2+ #6) X+C) (–29 “წ ) C+7)X-0 V- 2". 
# 

2% X(2) (%M0 ძ 

28... ( (თ + (60) X+C) 1” (41,25) 
· L . 

თუ X=0 ეს ფორმულა რამდენადმე მარტივდება: 

X(2) 0ძ1 X(2) ( C ძ 

%(2) = “.;“ | (2+1ხ) X+0) (რ-გს 2M (2-6) X+C) 1 ' (41:26) 
L 

95: თუ დაცულია (41,20), გვექნება «„(2) = დ(2), ამის შემოწმებ: ადეილად "შეიძლებ. ა;რეთ- 

ვე უშუალოდაც (ის VM”.(2)-ისათვის ქვემოთ მოყვანილი გამოს.ხულება), 

მშ უშუალო შემოწმებით ადვილად დაგრწმუნდებით, რომ C,(2)-ის გამოსახულებაში X(2)-თან 

მდგომი მამრაელი და M”C2)-ის გამოსახულებაში X(2)-თან მდ;ომი მამრაელი განსხვ.;დებიან (41,17) 

სახის შესაკრებით.
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მაგალითი: დირიხლეს ამოცანა წრისათვის. როგორც უმარტივესი 
მაგალითი განვიხილოთ დერეხლეს ამოცანა წრისათვის 5+ (|2|I<- 1) ანუ-5+-ში 

ჰარმონიული და (§+ + #)-ში უწყვეტი ისეთი V ფუნქციის განსაზღვრის ამოცანა, 
რომლისთვისაც 

#«=/(I!), 1CL, (41,27) 

სადაც /(0 L-ზე მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა“, 
ეს ამოცანა არის რიმან ––ჰილბერტის ამოცანის კერძო შემთხვევა იმ დაშვებით, 

რომ 

ი=1, ხ=0, C=/(ჩ. 
ამ შემთხვევაში შეუღლების სათანადო ერთგვაროვანი ამო კანა? იქნება 

დ+() + რ-(/) = 0. (41,28) 
ცხადია, რომ ამოცანის კანონიკური ამონახსნი X(2) = 4 ფუნქცია, როცა 

|2|I< 1, XC) = – #4, როცა |2|>>1, სადაც 4 ნებისმიერი მუდმივია. ინდექსი 
X=0. (41,15) პირობის დასაკმაყოფილებლად, ე. ი. ჩვენს შემთხვევაში X„(2) = X(2), 

საკმარისია ავიღოთ „#4=7!“, ასე, რომ X(2)=1, როცა |2|1< 1, X(C2)= –(, როცა 

|2| > 1. ამის შესაბამისად რიმან––ჰილბერტის ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნი 

იქნება CI, სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივია. არაერთგვაროვანი ამოცანის 

ზოგად ამონახსნს მივიღებთ (41,26) ფორმულით -- მისი მარჯვენა მხარისათვის · ერთ- 
გვაროვანი ამოცანის ზოგადე ამონახსნის CV-ის წპტეით. ამრიგად, 

511 - > II0 +6= 2 10-74 
L 

    
ჩ/ 

C(C2) = +“ +/C. (41,29) 

მივიღეთ შვარცის ცნობილი ფორმულა. 
§ 49. რიმან––პილბერტის ამოცანა ნახევარსიბრ ტყისათვის. ეს ამოცანა უშუა- 

ლოდ დაიყვანება წინა ამოცანაზე, მაგალითად, გარდაქმნით 2+/=--C+ი-1 (ისევე 

როგორც შეუღლების ამოცანისათვის § 38-ში). 

განსახილველი ამოცანის დიდე მნი შვნელობის გამო მოვიყვანთ მისი ამოხსნების 

გამოსახულებას 2 ცვლადის მიმართ (როგორც ეს გავაკეთეთ § 38-ში), 

ვთქვათ, ისევე როგორც § 38-ში, §+ და 5“-ით შესაბამისად აღნიშნავენ ზედა 

და ქვედა ნახევარსიბრტყეს, ხოლო. 1) ნამდვილი ღერძია. 

(40,1 სასახღვრო პირობა ახლა შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

(+(ხ) დ+(/) + (თ–– (ხ) დ>+(0) = 26 10-ზე. (42.1) 

ჩვენ აქაც ვიგულისხმებთ, რომ საჭიებელე ამონახსნი 0X2) = V+VIV "შემოსაზღ- 

ვრულია 51-ში და უწყვეტად გრჰელდება #-ზე (უსსრულოდ დაშორებული წერ- 
ტილის ჩათვლით). ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ #-ზე მოცემული ნამდვილი ფუნქ- 
ციები ძ(I), 6(0), C() აკმაჟოფილებს M” პირობას (უსასრულოდ დაშორებული წერ- 

ტილის ჩათვლით) და რომ #ი9%-+L ხ? 540 (ასევე უსასრულოდ დაშორებული წერტილის 

ჩათვლით). 

:4 იმისათვის, რომ უშუალოდ გამოვიკეიეოთ ზემოთქმული. საქიროა /(/) აკმაყოფილებდეს 
აგრეთვე /7 პირობას, მაგრამ ამ მოთხოვნის გარეშეც საბოლოო “მედეგი სამართლიანია, 

35 ე, ი, ამოცა5> (0-LIხ)დ+(/)-L(C8 –Iხ)თდ-(/1=0, რომელიც მიიღება (41,3)-დან, როცა 6=-0,
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გავავრცელოთ §5+-ში საძიებელი დ(2) ფუნქცია უბან-უბან ჰოლომორფულ 

ფუნქციამდე,, ამჯერად ტოლობით: Cთ(2) = C(2), როცა 2C 5“. მაშინ /#2-ს გარეთ 

მღებარე სიბრტყის ყოველი წერტილისათვის ' 

  

Cდ(2) = რდ(7) (42,2) 

და, ისევე როგორც წინა პარაგრაფში, სასაზღვრო პირობა მიიღებს სახეს 

(ძი + !ხ)დ1(I) + (0–– 16) დ-(/) =- 20. (42,3) 

აქაც მივიღეთ შეუღლების ამოცანა 

! დ+(/) = 0(0.Cდ-(I) + «(0), 16C#, (42,4) 
სადაც 

8 ძ–' 20 25 

(ე)=–- ე. #050+ჯ" (42,5) 

ოღონდ ამჯერად სასაზღვრო წირი წრფეა (§ 38). ამ ამოცანის ინდექსი X გამოით- 

ვლება ფორმულით 

1 ი--/ხ += 1 , 

„ებსბებგბაეეუ”ა –ა_ 
1 

=ჯ IგLC (0 + !:ხ)I+., (42,6) 

საიდანაც ჩანს, რომ « ლუწი რიცხვია. 
ამოცანის ამოსახსნელად გამოვიყენოთ #§ 38-ის 49, 5? პუნქტებში მიღებული 

  

  

“შედეგები. · 

(38,13) ფორმულის შესაბამისად შემოვიღოთ: 

(+/V% . (+0+49-% 
0(/) = (--) C(0 = –– (–; თ+Iხ” (42,7) 

1 ( Iი 0ე() ძ/ 1 ( 90 
= ––_>__. ო“წ/წძ6“”' 8 

_ 2” 1) 12 (42,ზ) 
ა ი 

სადაც 
(I LIV# ი-- # 29 

90 =VV |– (+--.) <7) (42,9) 
ნამდვილი ფუნქციაა. 

(38,12) ფორმულის თანახმად, კანონიკური ამონახსნი X(0 წარმოიდგინება 

“შემდეგი სახით: 

რ6ILC2), როცა 2 C §+, 

> 5%2 

2X(2) 1 88 6), როცა 2C 5“. (42,19) 

რადგან, ცხადია, რომ 

LL) = IV, 
ამიტომ X(2)-ს აქვს თვისება
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– 2–IVM% 
X2 – LC +) X(C7. (42,11) 

თუ X >20, (42,3)-ის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას (ანუ ამოცანას, როცა 

(42,3)-ში თ=0) აქვს ნულისაგან განსხვავებული, შემოსაზღვრული ამონახსნი. ასეთ 

ამონახსნთა ერთობლიობა წოშოიფგიებ. ფორმულით 

  | ს ი(-იბა ს (ი 9(0=X(9) (თ + ი -- >:7+%5(--;) +'·+% 17) I (42,12) 

სადაც Cე, 0,,..., C, ნებისმიერი მუდმივებია. 

იმისათვის, რომ ეს ფუნქცია იყოს იმავე დროს რიმან–-ჰილბერტის სათანადო 

ერთგვაროვანი ამოცანის (ე. ი. ამოცანისა, როცა (42,1)-ში C=0) ამონახსნი, აუცი- 

ლებელია და საკმარისი გვქონდეს 0X(2) =CX2), რაც, (42,11)-ის ძალით, ტოლფასია 

პირობებისა 

მბ,=0 ს, #=0, 1,..., X. (42,13) 

ამრიგად (შდრ. წინა პარაგრაფს), თუ X>>2, რიმან-––ჰილბერტის ერთგვაროვან 

ამოცანას აქვს X+1 წრფივად დ-მოუკიდებელი (§ 40-ის 20 პუნქტის მიხედვით). ამო- 

ნახსნი. 
თუ Xჯ<0 (ლ. ი. თუ X< –-2), ერთგვაროვან ამოცანას ნულისაგან განსხვავე- 

ბული ამონახსნები არა აქვს. 
შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანის ერთ-ერთი შემოსაზღვრული ამონახსნი, 

როცა X > 0, წარმოიდგინება ფორმულით დხ. § 38, პ, 69:, 

X(C) 9(M ძ! XC ( 0(0 ძ! . 
2» ჰ XXV) 0-2 2. ქ I0(/) + Iხ(,) 1 X+(7) (I––2) 
    დ(2) = (42,14) 

განსახილველი ამოცანის ერთ-ერთი კერძო ამონახსნი იქნება 

1 - 
-> Iდ(2) + %«X2)1; 

ზოგად ამონახსნს კი მივიღებთ, თუ მას (42,12) სახის ფუნქციას მივუმატებთ, სადაც 

უნდა დავუშვათ, რომ 0, კოეფიციენტები აკმაქოფილებს (42,13) პირობებს. 

თუ X<0 (X––-2), რიმან-–ჰილბერტის არაერთგვაროვან ამოცანას ამონახსნი 

ექნება მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულდება პირობები (ფორმულა (38,16)): 

_ ჯი იძ ! (++) _ წ94 _ „0 I... #2 

  

(+:0/) 14+01X%0) 

ანუ 
( /!--I"V C(1!) ძ! 

) ფ3 (+? (0(0 + (6(0)1 X+C) – (42,15) 

#=0, 1,..., –X-–-2. 

თუ ეს პირობები დაცულია, ამონახსნი ერთადერთია და იგი განისახღვრება ფორ- 
მულით
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_ 0 ი CM XC ( ი()ძ! 
1 I6 +M0)X-ი 0-8. 5 1 0+90 XXI0 (46 + #0) 

(42,16) 

(42,15) პირობები შეიძლება შეიცვალლოს ნამდვილი სახით ჩაწერილი იმავე. 
რაოდენობის პირობებით. სახელდობრ, თუ (42,15)-ში შევიტანთ X1(/) = 0Xი I +C/) 

მნიშვნელობას, მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ 

| 6-(«+2+2M)/0 CX(/) C(/)ძ(=0, #=0, 1,..., –---2, 

8 
სადაც 

  
იდ = 1 1 | 9004. 
ეე – ====–-–- ე–ვ– – , 2.17). 

(1 + I) / 2%)+ ხ%/) LL 2) I | (42,17) 

+ = გI6 (1 +I) =–მI–I (I ––.) 

ასე რომ, / + (=: V 1 + /? (9, ხოლო | 6(/) განისაზღვრება (42,9) ფორმულ 

ამგვარად, როცა X<0 რ. ი.X = –2), რიმან-–-ჰი ლბერტის  რაერთგვაროვანი- 

ამოცანის ამოხსნადობის პირობები ნამდვილი სახით შეიქლება ასე წარმოვადგინოთ: 

( §X(1) C(1) C05 200ძ(=0, #=0, 1,..., – –I, | 

ჩი · _  (42,18) 
( C(ი C(0 80 20§0(=0, #=1, 2,..., – - 1 
ჩ 

ცალკე აღვნიშნოთ უმარტივესი შემთხვევა, როცა X=0%, ამ შემთხვევაში შეუღლე-- 

ბის ამოცანის კერძო ამონახსნი 

20 | _  _ %). ძ/ 

%(2) – (20) + (60) XXთ 0–2 

არის აგრეთვე ტმა6- პილბერტის ამოცანის ამონახსნი;.. მართლაც, თუ X=0, გჭვექ-- 

ნება X(2) = X(2). თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

X+(I)=X-(CI)=X-LI), 

ხოლო X(2)-ის განსაზღვრის შედეგად 

(+) X+0)= –-(9-- #6) X-(0), 
გვექნება: _ 

დე(2) = დეა(2). 

36 ამ წი;ნის პირველ რუსულ ჯამოცემაში ფორმულები მოჟვანილი იუო მხოლოდ ამ შემთხვე- 

ვისათეის. ფორმულები ზოგადი შემთხვევისათვის პირველად გამოქვეყნდა ამ წიგნის მეორე რუსულ 
გამოცემაში.
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რიმან––ჰილბერტის ამოცანის ზოგად ამონახსნს მივიღებთ, თუ დე კერძო ამო-” 

ნახსნს მივუმატებთ ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგად ამონახსნს ანუ CX(2)ს (სადაც 

C წებისმიერი ნამდველი მუღმივია). 

ამრიგად, თუ X=0, ზოგადი ამონახსი წარმოიდგინება ფორმულით 

  

X ( ძ 
CX2) = თ 1 - 204 + CX(2), (42,19) 

# I Lი(I) + !C(0)I X+V(9) ((–2) 

სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივია, ხოლო 

1 (' C(I/) 0--Iხ , 
X(2)= 6X8 22 ) 1-2 8(I)= მ.წ L– ი“ (42,20) 

-ხ 

51 ნახევარსიბრტყისათვის დირიხლეს ამოცანის შემთხვევა- 

ში გვექნება 2=1, 6=0, C=/(I), X(C2)=L, როცა 2C 5+, X(ე = –!, როცა 265“ 

და უკანასკნელი ფორმულა გვაძლევს 
1 ”/()ძ 

90 =>: ) /-; + CL 

სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი მუღმივია. 

§ 433. ზოგადი შემთხვევის დაყვანა წრიული არის შემთხვევაზე. 

19. განვხილოთ ახლა მარტივი შეკრული L-კონტურით შემოსაზღვრული 

(სასრული ან უსასრულო) 5+ არის შემთხეევა. 

ვიგულისხმოთ, რომ L კონტური არა მარტო გლოვია, არამედ აკმაყოფილებს 
“ლიაპუნოვის?? პირობასაც (§ 7, პ. 3). 

ვთქვათ, C=V(2) არის 2 სიბრტყის 5+ არის L სიბრტყის ერთეულოვან წრეზე 

კონფორმულად ამსახველი ფუნქცია, ხოლო 2=თC(-) მისი შებრუნებული . ფუნქციაა. 

წრეწირი |I=1 აღვნიშნოთ ჯ-თი. კონფორმულ ასახვათა თეორიიდან ცნობილია, 

რომ ჩვენ მიერ მიღებულ პირობებში როგორც თ(წ) და X(2), ისე მათი წარმოებუ- 

ლებიც თ”(:) დღა X”(2) უწყვეტად ვრცელდება შესაბამისად +-სა და L-ზე; ხოლო 
თუ 9 და §-ით აღნიშნავენ ჯ-სა და L-ის ერთმანეთის შესაბმ წერტილთა რკალურ 

ძ ძ 
აბსცისებს, მაშინ არსებობს აგრეთვე 2 და > წარმოებულები98. 

ამის გამო, ცხადია თუ Cდ(/) აკმაყოფილებს #7 პირობას, #-ზე ჯ-ს მიმართ, 
მაშინ ჯ კონტურის სათანადო < წერტილით გამოსახული იგივე ფუნქცია ანუ ფუნ- 

ქცია თ(L) =დ(თ (+)) დააკმაყოფილებს // პირობას +-ზე (იმავე მაჩვენებლით); იგივე 

მართებულია, თუ L-სა და #«-ს შევუცვლით როლებს. 

ამიტომ, თუ გვინდა 5+ არისათვის რიმან––ჰილბერტის ამოცანის ამოხსნა სასა- 

ზღვრო პირობით 

2 შევნიშნოთ, რომ შესაძლოა ამ შეზღუჯვის მნიშვნელოვანი შესუსტება ისე, რომ არ შეი- 

ცვალოს ძირითადი შედეგები, 
38 სა”()-ხა და #”(2)-ს უწუვეტად გაგრძელებადობის შესახებ მოყვანილი დებულება ეკუთვნის 

კელლოგს (0. L. MXCII0ღ, (21), რომელმაც, აღნიშნულის გარდა, დაამტკიცა ა_რეთეე, რომ თ”(§) 

და #“(2) აკმაყოფილებს /I პირობას იხ აგრეთეე 5. M2”5CიმV§MI (1), (21.
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MC (0 -L Iხ) თ+ = ც/+ –– ხყ+=0, (43,1) 
სადაც ი=თ(), ხ=ხ0(0), C=00) L-ზე განსახღვრული /7 კლასის ფუნქციებია, მაშინ 

5% არის | CI < 1 წრეზე კონფორმული ასახვით მივიღებთ ზუსტად ასეთივე სახის 

"ამოცანას, მაგრამ უკვე წრისათვის. სასაზღვრო პირობა გამოისახება იგივე (43,1) 

ფორმულით, რომელშიაც ამჯერად ძი, ხ და C აღნიშნას +»-ზე განსაზღვრულ 

·0(თ (%) ), ხ(V (<)), C(თ (1) ფუნქციებს. 
ამის გამო წრიული არისათვის დადგენილი შედეგები შეგვიძლია უშუალოდ 

“გადავიტანოთ ზემოთ მითითებული არეებისათვის. ამონახსნსა და ამოხსნადობის პი- 

"რობებს 5+ არისათვის მივიღებთ წრისათვის დადგენილი სათანადო ფორმულებიდან 

-2 ცვლადზე გადასვლით ხ=X(2) ფორმულის საშუალებით. 

კერძოდ, ცხადია, ინდექსი X შეიძლება განისაზღვროს უშუალოდ Cთ(I) და ხ(/) 

„ფუნქციების საშუალებით ისეთივე ფორმულით, როგორიც გვქონდა წრისათვის 

1 ს ძ--ხ 1 მხ 432 

#=–2ჯ, 0ი+Iნ)ს 2 28 ძი–+VIხ IV (43,2) 

ანუ 
1 1 

# == II (0--I6)),= -– |8Iთ (0-- Iხ)I,. (43,3) 
შენიშვნა 1. ვთქვათ 4X2) რიმან––-ჰილბერტის (43,1) ამოცანის რომელიმე 

ამონახსნია. ადვილია ჩვენება, რომ L კონტურისა და ძ(/), 6(ჰ) და C(I) ფუნქციების 

მიმართ ნაგულისხმებ პირობებში Cთ(7ჟ)-ის სასახლვრო მნიშველობა თ+(/) დააკმაყო- 

ფილებს // პირობას. ეს იქიდან გამომდინარეობს, რომ რიმან––ჰილბერტის ამოცანის 

ამონახსნი წრის შემთხვევაში აკმაყოფილებს /7 პირობას, თუკი ამ პირობას აკმაყო- 

ფილებს თ, ხ და C ფუნქციები; ხოლო, როგორც აღვნიშნეთ, კონფორმული ასახვისას 

L-ზე M/ კლასის ფუნქციები გადადის +-ზე //7 კლასის ფუნქციებში. 
შენიშვნა 2. შემთხვევა, როდესაც L უსასრულოდ დაზორებულ წერტილზე 

გამავალი წირია, განხილული შემთხვევისაგან არსებითად არ განსხვავდება. ამ შემთხ- 

ვევაშიც, ცხადია, შეგვიძლია კონფორმული ასახვით წრიულ არეზე გადასვლა. 

უსასრულოდ დაშორებულ წერტილზე გამავალ: უმარტივესი წირის შემთხვევა 

განხილული იყო წინა პარაგრაფში. 
29. რიმან-–- ჰილბერტის ამოცანის ამოხსნის მოყვაწილი გზა ეყრდნობოდა მოცე- 

მული არის წრიულ არეზე კონფორმული ასახვის შესაძლებლობას. ამიტომ პირობა, 

რომ მოცემული არე ცალადბმულია, არსებითია (შეუღლების ამოცანისაგან განსხვავე- 

ბით). მრავლადბმულ არისათვის რიმან-–- ჰილბერტის ამოცანა განხილულია დ. კვესე- 

ლავას I2), ი. ვეკუას (11), დუნ-გუან-ჩანის (1), ბ. ბოიარსკის. (2), თ. გახოვის და 

"ხასაბოვის |1), ე. ზვეროვიჩის |1| ნაშრომებში. 

ვი. რიმან––ჰილბერტის ამოცანის ამოხსნის ზემოთ გადმოცემული ხერხი რამდე- 

ნიმე უცნობი ფუნქციის შემთხვევისათვის გაავრცელა ნ. ვეკუამ (16), ხოლო იმ შემ- 
თხვევისათვის, როცა ამონახსნისაგან მოითხოვება მხოლოდ კოშის ტიპის ინტეგრალით 

'წარმოდგენადობა-–-ბ. ხვედელიძემ (18) და ა. დრაჩინსკიმ (41. 

რიმან––ჰილბერტის ამოცანის ამოხსნა და გამოკვლევა ფრიად ზოგად დაშვებებში 

მოცემულია ი. ვეკუას მონოგრაფიის ((13)) მესამე თავში. ამ მონოგოაფიაში, ისევე 

როგორც ამავე ავტორის |11) სტატიაში, რიმან-–ჰილბერტის ამოცანა განხილულია
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განხოგადებული ანალიზური ფუნქციებისათვის, რომლებიც, როგორც კერძო შემთხ- 

ვევა, ჩვეულებრივ ანალიხურ ფუნქციებს მოიცავენ. იქვე განხილულია რიმან––ჰილ- 
ბერტის ამოცანის კორექტულად დასმის საკითხი. 

რიმან––ჰილბერტის ამოცანის, მიახლოებითი ამოხსნის საკითხი განხილულია, 

ლ. კლაბუკოვას |1|, |21 და მ. ალექსიძის | 1) შრომებში. 
ეეე_ეუეუეუ__<-- 

' 
1II.. სინ-ულარული ინტებრალური ბანტოლებები ბლუვი შეკრული კონტურებისა 

და უწქვეტი კოეფიციენტების ფემთხვევაში 

§ 41. სინგულარული ოპერატორები და სინგულარული განტოლებები. მთელ 

ამ კარში ვიგულისხმებთ, რომ # არის #,, Lე, „..+ L„ არათანამკვეთ გლუვ შეკრულ 

კონტურთა სასრული გაერთიანება. სინგულარულ ოპერატორს (კოშის 

ტიპის გულით) ამ კარში ვუწოდებთ ოპერატორს 

IC(/-, 1) დ(,/)ძ1 1 
Mდ => 4(/M) C(/ი) + ჯ ( ი #6 > , (44,1) 

სადაც 1. (7-- L კონტურის წერტილებია, ხოლო „(/), MC), #) L-ზე მოცემული 

MI კლასის ფუნქციებია. 

M სინგულარული ოპერატორის სიმბოლოა. სინგულარულ ოპერატორებს აღვ- 
ნიშნავთ მუქი შრიფტით. 

ზოგჯერ მოხერხებულია (44,1) ფორმულის შემდეგი სახით ჩაწერა: 

80) ” დი 1; 
“ა ( #0 ++; 1 LM(/, 1) ჯ(1) ძ!, (44,2) 

L 

  

#9 = 4(%)თ(0)+ | 7-; L ' 
სადაც 

8(1ა) = MC(%, ბი), #(7ი, 1)= 5000 მიი, “რ 
0 

ოპერატორს 
ჩV, ტი 

M"ი = 40%) დ(X) + ა ( ;– 
“ი 

ჯი I1–X 
L 

ვუწოდებთ MX ოპერატორის მახასიათებელ ნაწილს, ხოლო /#(/-სა 

და 8(0)-ს-–მახასიათებელი ნაწილის კოეფიციენტებს. ფუნქციას 

%C%, 1) 
7 – I, ვუწოდებთ # ოპერატორის გულს. 

შემდგომში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ფუნქციები 

50 =40+8(0, ხ0=40-- 80 (44,5)' 
განსხვავებული არის ნულისაგან ყველგან L-ზე. ამ პირობის მნიშვნელობა ქვემოთ. 

გამოირკვევა; ოპერატორებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ ამ პირობას, ვუწოდებთ 

ნორმალური ტიპის ოპერატორებს. 

  

მ9 4 და ს ფუნგციები უფრო მნიშვნელოვან როლს ასრულებს, ვიდრე „4 და #8; აღნიშვნე- 
ბის დამახსოვრება იოლია (5სით2 და 0III070იL1მ).
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შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ნაგულისხმებ პირობებში §§ 5 და 6-ის შედეგების 

გამოყენებით ადვილად ვღებულობთ 
#%%. !) 
(1= (I1-7/I 0=2:.=00ი5L< 1, (44,6) 

“სადაც ჩ#M(/-, 1) ეკუთვნის I” კლასს #L-ზე. 
სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებას (კოშის ტიპის გულით) 

ვუწოდებთ შემდეგი სახის განტოლებას 

ჩM(1-, 11)= 

1. LC MX(#, 1) დ(0) ძ/ 
Mდ = /(/)) 9(/7ი) + >» | 500202 = /(7ი), (44,7) 

· L 

სადაც M -- სინგულარული ოპერატორია, რომელიც აკმაყოფილებს ზემოთ აღნიშნულ 

პირობებს, დ(/)-– საძიებელი, ხოლო /(0)--მოცემული ფუნქციაა; ამ უკანასკნელს 
ვუწოდებთ თავისუფალ წევრს ან მარჯვენა მხარეს. თუ M ოპერატორი 

ნორმალური ტიპისაა, მაშინ ვიტყვით, რომ (44,7) განტოლება ნორმალური 

ტიპისაა. 

ამ თავში ვიგულისხმებთ, რომ /() აკმაყოფილებს // პირობას და საძიებელი 

«(0 ფუნქციისაგან მოვითხოვთ ამავე პირობის შესრულებას. 

(44,2)-ის გათვალისწინებით (44,7) განტოლება შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ 

80) ( «04! . 1 
1-7. + >: | ჩM(7ი, !) დ(1) ძ/=/(/), (44,8) 

L 

  M.დ == /1(/ი) C(7ი) + = 

„განტოლებას 
509. (10 თ 

M-% => 44(/ი) «(#)+ – ს =/(%) (44,9) 

ვუწოდებთ მახასიათებელ განტოლებას, ხოლო ,4(/ე)-სა და 8(//)-ს–მახასია- 

თებელი განტოლების კოეფიციენტებს. 
(44,7) სახის სინგულარულ განტოლებათა თეორიის დამუშავება დაიწყო ფრედ- 

ჰოლმის განტოლებათა თეორიის აგებს პარალელურად. პირეელი გამოკვლევები 
· ეკუთვნით ა. პუანკარესა14 ბ და დ. ჰილბერტს!!. ასეთი სახის განტოლებებთან ისინი 

მივიდნენ სხვადასხვა საკითხის შესწავლისას: ჰილბერტი –– ანალიზურ ფუნქციათა თეო- 

რიის სასაზღვრო ამოცანის განხილვისას ხოლი» პუანკარე -––მიმოქცევათა ზოგადი 

"თეორთის დამუშავებისას. 

რიგ ავტორთა შრომების წყალობით თეორიამ შემდგომში საგრძნობლად წაიწია 

, წინ. ამის შესახებ ქვემოთ გვექნება საუბარი სათანადო ადგილებში. 

შენიშვნა 1. ნაცვლად (44,8) სახისა ზოგჯერ მოხერხებულია სინგულარული 

· ინტეგრალური განტოლების რამდენადმე განსხვავებული სახით ჩაწერა: 

1 C 80დ0V7. 1.“ 
_ Mდ == 4(10) (7) + –; ( “1-ს > +-; ) ჩ,(/ი. 1) თ(/()ძ! =/(/ჩი), (44,10) 

L 
«0 LI, ჩიIიCმ1X6 (11. 
4“) IIIIხ%XIL (1), (2).
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სადაც 8(/) იგივეა რაც ზემოთ, ხოლო 

M(7. 1)–– X(VI, ს 

(–#X ' 

შენიშენა 2. ადვილია ჩვენება, რომ # წირის შემადგენელ #), Lი, ..., Lი 

კონტურთა ფორმასა და განლაგებას არ აქვს პრინციპული მნიშვნელობა??, თუ ისინი 

გლუვია და არ კვეთენ ერთმანეთს13. 

მართლაც, L წირთან ერთად განვიხილოთ იმავე რაოდენობის გლუვ, შეკრულ, 

არათანამკვეთ #), ..., #, კონტურებისაგან შემდგარი /, წირი. აღვნიშნოთ «+-თი /-ს 

წერტილები (და მათი აფიქსებიც) და დავამყაროთ ურთიერთცალსახა უწყვეტი თანა- 

დობა #L-ისა და #-ის წერტილებს შორის ტოლობით · 

ჯ = (5). (44,12) 

ჩ”,(/,, 1) = '(44,11) 

თ 
ამის მიღწევა ყოველთეის შეიძლება, ამასთან ისე, რომ ფუნქცია IL () = წო 

განსხვავდებოდეს ნულისაგან და უწყვეტი იყოს #-ზე!,, ამასთანავე, ვიგულისხმებთ, 

რომ /'(ჯ:) აკმაყოფილებს /7 პირობას. ამის მიღწევა, მაგალითად, შეიძლება, მაშინ, 
როცა L და # ლიაპუნოვის წირებია??, მაგრამ ასეთი თანადობის დამყარება შესაძ- 

ლოა მაშინაც მოხერხდეს, როცა # და # გლუვი წირებია; ამისი უმარტივესი მაგა-- 

ლითია შემთხვევა, როცა #-ისა და #-ის შემადგენელი L» და #, კონტურები ერთ– 

მანეთისაგან მხოლოდ მდებარეობით განსხვავდებიან ან ერთმანეთის მსგავსნი არიან. 

თუ (44,7) განტოლებაში 1 ცვლადის ნაცვლად ”'შემოვიღებთ + ცვლადს, მივი-. 

ღებთ 
1 ( #M%XC, ძ 

4C%)) «(%ი) + =ჯ | #5, 5 9(0ძ5 _ /M%). (44,13): 
+-–-% 

- · 

სადაც მიღებულია აღნიშენები 

4C)=4(I((1)), თ(+)=დ(I(+)) /(%) =/(I(%)) 

– ი. 
რი )–ს რ) 

§ 7--ს საფუძველზე ადვილად შემოწმდება, რომ /C9%(<ე, +) აკმაყოფილებს IV” 

პიCობას #-ზე (შდრ. § 13, შენიშვნა 5). 

ამრიგად, მივიღეთ თავდაპირველი სახის სინგულარული ინტეგრალური, განტო- 

ლება, ოღონდ ამჯერად საინტეგრო წირი არის #. 

ს? სხვაგვარი მდგომარეობა გვაქვს პრაქტიკული თვალსაზრისით. გამოყენებებში საინტეგრო. 
წირი მჭიდროდაა დაკაყშირებული განსახილეელ ამოცანასთან და #დთ = ” გაიტოლებაში შემავალ 
ელემენტებს აქუთ მეტ-ნაკლებად მარტიეი კეომეტრიული აზრი, რაც აადვილებს ამთცანის გამოკვლე– 

ვას, 8 წირიდან სხვა წირზე გადასვლისას ეს უპირატესობა იკარგება, 
«3 შევნიშნოთ, რომ ადვილია ამ შეზღუდვის მოზსნაც. 
4ა ამისათვის საკმარისია, მაგალითად, შევუთანადოთ ერთმანეთს , და #, წირთა ის წერ- 

ტილები, რომელთაც პროპორციული რკალური აბსტისები აქეთ. 
«ნ ამის:თვის საკმარისია დავამყაროთ ისეთივე თანადობა, რომელიც წინა შენიშვნაში მივუ-- 

თითეთ. 

და 

  MV(<), I(2)). (44,14)-
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შენიშვნა ქ. (44,7) განტოლების ჩაწერა შეიძლება ისეთი სახითაც, რომელ- 

შიც ცვლადები ნამდვილია. ამის გაკეთება შეიძლება სხვადასხვ გზით; მოვიყვანოთ 

ერთ-ერთი უმარტივესი. 

სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ #L აკმაყოფილებს ლიაპუნოვის პირობას 

და შედგება მხოლოდ ერთი კონტურისაგან., ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია 
ჩავთვალოთ, რომ ამ კონტურის სიგრძეა 2#. ამის შესაბამისად, ჯ-ის პარამეტრული 
განტოლება შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

X=X(5), V=ყ(5ე), 0 <5= 2, 
სადაც § რკალური აბსცისაა. ნაგულისხმებ პირობათა ძალით X"(§), ყ”(5) აკმაყო- 

ფილებს #I პირობას და 

X(2=)= X(0), ყ(2::)=V(0) X”(2”--0ე=XL(C+0), ყ'(26--0)=ყ'(+ 0). 

ადვილად დავრწმუნდებით აგრეთვე (იხ, § 7), რომ შეფარდებანი 
65--0% 1-% 1 

4-8 XV I ა-ი“ 
აკმაყოფილებს MI პირობას #L-ზებზ, 

შევნიშნოთ, რომ 

, „§–-§ 

ძ(_  თ(/ი, 1)! (5) ძ§ _ (#4, 7) ( (§) 2 "5 Cჯი = 2 ' ძა 
– ა. 5-8 „8–- 35... 

თი ((--– –რი!- 

  

  
2 

(44,15) 
ი 1) I (5) 6.” §- 

ა. 2) I ( 1001 · (თ. “-.ბ- ძე 

და შევიტანოთ ეს (44,7) გამოსახულებაში. მარტივი გარდაქმნებით, მსგავსად იმისა, 

როგორც (44,7)-დან მიღებული იქნა (44,8), მიგიღებთ 
2: 2> 

ხ(%ა) 5–“ 5 
რ(5) V(%) + ––- ) CI8- 2“ 9(5)ძ5+ 1 ((9%, 5) დ(5) ძი=დ(§-), (44,16) 

0 9 

  

სადაც ი(5), ხ(9, C(5) 2” პერიოდის #7 კლასის მოცემული ფუნქციებია; I (9, §) 
აგრეთვე მოცემული ფუნქციაა, რომელსაც აქვს. სახე 

| §-–-5ე/? 
I(§ე, 5)=L"(8ე, 5) |C8 “I. 0ლ#<1, (44,17) 

სადაც IM%MLნ5, §) ორივე ცვლადის მიმართ 2» პერიოდული ფუნქციაა და აკმაყოფი- 

ლებს MI პირობას. LV(59)-ით აღნიშნულია §-ცვლადის მიმართ ჩაწერილი საძიებელი 

დ(I) ფუნქცია. 
§--- ყე 

(-+X(X 

შმემოუსაზღვრელი იქნებოდა, როცა §--2ი, 5-0, ამიტომ ავირჩიეთ 2>-პერიოდიანი გამოსახულება . 

29 0. რომელიც ნული ხდება მხოლოდ მაშინ, როცა 53=5ე-IL-2#>, სადაც # მთელი რიცხვია. 

  «6 თუ (§--0%)-ის ნაცვლად ავიღებთ. მაგალითად, (§-- §ე)-ს, მაშინ შეფარდება
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ცხადია აგრეთვე, რომ (44,16) სახით ჩაწერილი განტოლებიდან "შეგვიძლია 

„გადავიდეთ (44,7) სახის განტოლებახე„ ამასთან # წირად შეგვიძლია ავირჩიოთ 

ნებისმიერი წირი, რომლისთვისაც დაცულია სიგლუვის ზემოთ აღნიშნული პირობები, 

თუ მოცემულია (44,16) სახის განტოლება, უფრო მოხერხებულია ჩავთვალოთ, 
რომ ინტეგრება ხდება ერთეულრადიუსიან წრეწირზე ცენტრით საკოორდინატო სი. 
სტემის სათავეში, ხოლო § არის წირის წერტილის არგუმენტი, მაშინ 7-6! ძ1= 

= 10 ძ5. 

  

    

ძი 16' ძ5 1 59%, ჩ ქ 18 

„ა-ი 52 96“ რ+ - რ, (44,18) 
ძ/ 

“საიდანაც, თუ შევნიშნავთ, რომ (ძ§ = = მივიღებთ 

1 ' 8–-% , ძ 1 ძ 

2-5“ 2 2–=, ,–– 521“. 
თუ ძჯ-ისა და ამ გამოსახულებას შევიტანთ (44,16)-ში, მივიღებთ (44,8) ან, 

რაც იგივეა, (44,7) სახის განტოლებას, 

<” § 15. სინგულარულ ოპერატორთა ძირითადი თვისებები. შევისწავლოთ უფრო 

დაწვრილებით წინა პარაგრაფში განმარტებული სინგულარული ოპერატორები. 

19. თავდაპირველად შევთანხმდეთ აღნიშვნების თაობაზე. (44,1) ფორმულით 

განსახღვრული # სინგულარულ ოპერატორს # კლასის ყოველი დ(0) ფუნქცია გა- 
“დაჰყავს ახალ #(/) ფუნქციაში ფორმულით 

(C(/ი, 1) დ(1) ი“ 1 
ს(1ი) = #1 (/7ი) თ(/0) + ჯ ( “11 . 

- L 

დ(I/) და #(I) ფუნქციათა შორის თანაფარდობას ჩვეულებრივ ჩავწერთ ასე 

ს = Mდ, (7) 
მა”რამ ზოგჯერ გამოვიყენებთ, მაგალითად, ჩანაწერს 

ს(7ი) = M.თ(/ა) ან #/) = M (I), 
და ამით ხახს გავუსვამთ იმ გარემოებას რომ დ-დან L ოპერატორის გამოყენებით 
მიღებული ს ფუნქციის არგუმენტს აქვს 7: ან ჯ მნიშვნელობა. 

ამრიგად, სიბოლო M#დ( ) უნდა გვესმოდეს როგორც ერთიანი სიმბოლო 

დ ( ) ფუნქციისა. . 
საზოგადოდ, ჩანაწერის გამარტივების მიზნით ხშირად ჩავტოვებთ არგუმენტებს 

ფუნქციათა გამოსახულებებში და ნაკვლად დ(/) და V(7)-ს ან თ(#ე), 'M#ე)-ისა დავ- 
წერთ დ-ს, დ-ს და ა. შ. ასე მოვიქცევით, როცა გაუგებრობა მოსალოდნელი არაა, 

როგორც, მაგალითად, (?") ფორმულაში ან გამოსახულებებში 

  

| დ ძI, | და ძი, 
L L 

სადაც ნათელია, რომ პირველ შემთხვევაში დ და ს აღნიმნავს დ(/)-სა და VXI)-ს, 

-მეორეში კი –– დ(/ე)-სა და 'M(/ე)-ს.
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29%. ამ თითქმის ცხაღი შენიშვნების შემდეგ გადავიდეთ სინგულარულ ოპერა- 
ტორთა ჩვენთვის უმნიშვნელოვანეს თვისებათა განხილვაზე. გავიხსენოთ წინა პარა- 
გრაფში შემოღებული აღნიშვნები 

1 #7. 1) დ(1) ძ! 
# დ = /4(/) დ(7ი) + ჯ ” 1? (45,1) 

L 

8(I) = MXLCI, 1), (45,2) 

5(I()=4(0) + 8(), IXI)=4()–(/), (45,3) 
აგრეთვე, ისიც, რომ ჩვენ შეეთანხნდით მხოლოდ წორმალური ტიპის ოპერატორების 

განხილვაზე, ე. ი. ოპერატორების, რომელთათვის 5() და IXI) ყველგან L-ზე 

ნულისაგან განსხვავებული ფუნქციებია. « ოპერატორით ვიმოქმედებთ მხოლოდ // 
კლასის ფუნქციებზე. 

პირეელ რიგში მივუთითოთ § 18-ის 4 პუნქტიდან უშუალოდ გამომდინარე 

« ოპერატორის შემდეგ მნიშვნელოვან თვისებაზე: 
ს,ნგულარული L ოპერატორი M კლასის ყოველ ფუნქციას გადაიყვანს იმავე 

კლასის ს. ფუნქციაში. 

შემოვიღოთ კიდევ ერთი ცნება რომელიც შემდეგში მნიშვნელოვან როლს 

შეასრულებს. სახელდობრ, #M ოპერატორის ან Mდ=/ განტოლების ინ- 

დექსი ვუწოდოთ მთელ რიცხვს 
1 4-8 _1_ | ა 
2 I 21+8 CL 27 ი -დ = (45,4) 

სადაც, როგორც ყოველთვის, სიმბოლო ( ), აღნიშნავს ფრჩხილებში მდგომი გამო- 

სახულების ნაზრდს დადებითი მიმართულებით L-ის ერთჯერადი შემოვლისას. 
განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ ინდექსი |დამოკიდებულია M# ოპერატო- 

რის მხოლოდ მახასიათებელ ნაწილზე. 

ამას გარდა, ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ Lს შევცვლით რთმელიმე 

სხვა # წირით ისე, როგორც წინა პარაგრაფის მე-2 პუნქტში, 

მაშინ X ინდექსი არ შეიცვლება. მართლაც, ამ დროს, როგორც (44,13) 

და (44,14) ფორმულებიდან ჩანს, 4 და 8 კოეფიციენტთა მნიშვნელობა არ იცვლე- 

ბა, ე. ი. L და /# წირის ერთმანეთის შესაბამ წერტილებში მათ ტოლი მნიშვნელო- 

ბა აქვთ. 
თუ 80) =0 და, მაშასადამე, 4(/)950 ყველგან L-ზე (იმ პირობის ძალით, 

რომ § და #5-0 L-ზე), მაშინ განტოლება Mთდ=/ იქნებ ფრედჰოლმის (მეორე 

გვარის) განტოლება, ამიტომ, როცა 8=0, ე. ი. 5=#, I ოპერატორს ვუწოდებთ 

ფრედჰოლმის (მეორე გვარის). ოპერატორს. (45,4) ფორმულიდან გამომდინარეობს, 

რომ ფრედჰოლმის ოპერატორის ინდექსი ნულის ტოლია. 

ვი. გადავიდეთ ახლა ორი სინგულარული ოპერატორის კომპოზიციის საკითხ- 

ა თუ M, და M, შემღეგი ფორმულებით მოცემული სინგულარული ოპერატო. 
ებია 

X = 

4? შემდგომში, როცა საუბარი იქნება ფრედჰპოლმის ოპერატორზე, მხედველობაში გვექნება 
ფრედჰოლმის მეორე გვარის ოპერატორი.
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1 )(#%, 1) დ(1) ძ! 
#9 = 4/(ჩ) %(%) + ·--; ( –“ “ი, (45,5) 

; ი 

1 7C-(/0, 1) ს(1)ძ! ს = 40 90)+; | =59-929%. (45.6), 
L · 

მაშინ ვიტყვით, რომ ოპერატორი 

M" = MM, (45,7) 

რომელიც განსახღვრულია ტოლობით 

IL”"ს = M, (M%), (45,8) 
მიიღება Mკ-ისა და IXL:-ის (მოცემული რიგით) კომპოზიციის შედეგად (ოპერა– 

ტორები MM: და M.#M, სახოგადოდ განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან). 

ვიპოვოთ M#,Mა:-ის გამოსახულება. თუ ჩავატარებთ (45,8)-ში მითითებულ- 

ოპერაციებს და გამოვიყენებთ პუანკარე-–ბერტრანის ფორმულას (§ 28), მივიღებთ 

1 7 4)(I)M-.(/., 0+7C(/, 04-( 
Iს =I4)6)4-0)+8,6)8ი0)1ბ6)+ უ- | 290729214 (000429 

L 

  , ი(/,, ()ძ 

XV (+ (8) წ რირი ბარ, 0« 
(«#01 'რ–I)(V(=1ა | ს(/) ძ/, (45,9). 

საღა: L L 

. 8,(/) = IC, 0, 8») = X%LL #. 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

( რ“ #6) 0, ი _ ჩ.9(7ი, 1) 

(11 –– 7ე)((–– 1) _ 
  , (45,10) 

სადაც 0 =2.< 1, ხოლო #”,ეე ეკუთვნის /7 კლასს. მართლაც, ფუნქცია 7 (70, 7, 1)) = 

=#%)(ი%, ()#-9(/, 7) აკმაყოფილებს // პირობას. შემდეგ. გვაქვს 
| #(/, L, 1) ძ?, 1 | M(7ი, 1, 1ე) ძ/, _ | #(7, #, 7) რ) 
  

ა) 6-4ი00-4) 'I–% სი 0-1 

(0 თ(, 1 _ თი(/ი, 1) -– 7 ). (45,11). 

(=1 
= 
შა ; M(ს, L ჩ)ძს 0 წყა, #, #)ძI, 

თ, 0= | – 97-ე, XV 0-| –“ 
L · L 

რადგან Vთ(/, 0. და თე(/, ქ) აკმაყოფილებს /7 პირობას (§ 18, 40 და ვი 

პუნქტები) და ამას გარდა «ა(/ი, /ი) =0ი(7ი, #0), ამიტომ (45,11)-ის მარჯვენა მხარე 
=ი(/ი, 7) 

წარმოგვიდგება 4-7 სახით, რითაც დამტკიცებულია გამოთქმული დებულება.
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ამრიგად, ვხედავთ, რომ #% ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილი განისახღ- 

ვრება (45,9) ფორმულის მხოლოდ პირველი ორი შესაკრებით. 

თუ M" ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილის კოეფიციენტებს აღვნიშნავთ 
4“0)-თი და „8%(0)-თი, (45,9)-დან მივიღებთ 

4"= 4,4,+ 8,8, 8" = 4,8, + 8,4,. (45,12) 

აქედან, თუ დავუშვებთ, რომ 5,=4,+8,, M,=/4,– 8, ყ=1, 2) 

§'= 4? L ც!,, ებ = 1-8, 

მივიღებთ 

§9= 5,5, LV" = X,ხე. (45,13) 

ამ ფორმულებიდან (45,4)-ის საფუძველზე გამომდინარეობს, რომ M#% ოპერა- 

ტორის X»" ინდექსი არის M, და #, ოპერატორების »X; და Xე: ინდექსთა ჯამი: X»X9= 

= %1 + Xი. 

თუ MXკ ოპერატორი ისეთია, რომ MM ფრედჰოლმის ოპერატორია, მაშინ M,-ს 

ვუწოდებთ M.ის მარეგულირებელ ოპერატორს ან რეგულარიზატორს, 
იმისათვის, რომ #" იყოს ფრედჰოლმის ოპერატორი, აუცილებელია და საკმარისი 

გექონდეს 8%=0 ან, რაც იგივეა, 5"=7#%. ამრიგად, თუ M, არის M-ის რეგულა- 

რიზატორი, მაშინ 

4,8. + 8,4, =0 (45,14) 
ან 

5,5, = 0,9. (45,15) 
და პირიქით, აქედან გამომდინარეობს, რომ მოცემული Mა: ოპერატორისათვის შეიძ- 

ლება უსასრულო რაოდენობის M, რეგულარიზატორთა აგება მაგალითად, თუ 

მოცემულია ნებისმიერი 5% = #)%5-0 ფუნქცია, მაშინ 5, და #2, განისახღვრება ფორ- 

მულებით 
§" §" 

5, = 8, ს, = წ% (45,16) 

კერძოდ, შეგვიძლია ავიღოთ §"“=1)%=1. ჩვეულებრივ, (45,14)-ის დასაკმაყოფილებ- 

ლად ყველაზე მოხერხებულია ავიღოთ 

4. = 4, 8, =–8,. (45,17) 

როგორც ვხედავთ, რეგულარიზატორთა შერჩევისას მნიშვნელობა აქვს მხო- 

ლოდ ოპერატორთა მახასიათებელ ნაწილებს. 

ცხადია აგრეთვე, რომ თუ M, არის M-ის რეგულარიზატორი, მაშინ M, არის 

M-ის რეგულარიზატორიბტმ,. 

რადგან ფრედჰოლმის ოპერატორის ინდექსი ნულის ტოლია, ამიტომ ერთ მ»- 

ნეთის მარეგულირებელ M,) და Mე ოპერატორთა ინდექსები აბსო- 
ლუტური სიდიდით ტოლიდა ნიშნით განსხვავებული რიცხ- 

ვებია.. 

«8 აქვე შევნიშნოთ, რომ ასეთი დასკვნა სამართლიანი არ არის განტოლებათა სისტემებთან 
დაკავშირებული ოპერატორებისათეის (VI თაკი). '



180 თავი 1I. შეუღლების ამოცპნა და სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... (§ 45 
  

ორიოდე სიტყვით შევჩერდეთ ნებისმიერი რაოდენობის ოპერატორთა კომპო- 

ზიციაზე. ადვილად შევამოწმებთ, რომ თუ M,, M,, #X- სინგულარული ოპერატო- 

რებია, მაშინ 

M, (M-Mვ) = (MM) I, (45,18) 

ე. ი. სინგულარულ ოპერატორთა კომპოზიციას აქვს ასოციაციურობის თვისება; ამი- 

ტომ L,(Mა%ე)-ის ან (M,M#,)Mე-ის ნაცვლად შეგვიძლია ვწეროთ X#,M,Mე. ასეთივე 
მდგომარეობა გვაქვს ნებისმიერი სასრული რაოდენობის ოპერატორთა შემთხვევაშიც. 

შენიშვნა. განეხილოთ შემდეგი ფორმულით განსაზღვრული # ოპერატორი 

  

1 
I= -- | ჩ0ს, #) (0 ძ, (45,19) 

L 

სადაც 

» Mი(/ი, 1) 
(0= 0-7 9<#<1, (45,20) 

ამასთან, ”ე(#ი, /) აკმაყოფილებს MI პირობას. ასეთ ოპერატორს შეიძლება ვუწოდოთ 

ფრედჰოლმის პირველი გვარის ოპერატორი. 

თუ M. რაიმე სიგულარული ოპერატორია, მაშინ ML და MM იქნება ფრედ- 

ჰოლმის პირველი გვარის ოპერატორები. 
ეს გამომდინარეობს, ერთი მხრივ, (45,12) ფორმულებიდან, რადგან ფრედ- 

ჰოლმის პირველი გვარის ოპერატორი შეგვიძლია განვხილოთ როგორც სინგულა- 

რულე ოპერატორის კერჭო შემთხვევა (მაგრამ უკვე არა ნორმალური ტიპისა), რო- 
მელშიაც მახასიათებელი ნაწილის 4 და „8 კოეფიციენტები იგივურად ნულის ტოლია, 

მეორე მხრივ, გამოთქმული დებულება ადვილად მოწმდება უშუალოდაც. თუ 
#M(%, !) ს() ძ! 1 Mს =40)%0)+- | = 9292, 

L 

მაშინ, როგორც უშუალო ჩასმა დ =M#დ გვიჩვენებს49 

1 

აღებ.» 
L 

სადაც 
1. LC #(4, 7) M(7,, 1) ძი) იძ» 0=4(V 0#M4, 0 +-- | “თაბი 0 

L 

და ადვილად შევამოწმებთ, რომ #7(ჩე, #) აკმაყოფილებს ისეთივე (45,20) პირობას, 
როგორსაც – ჩ(/ე, #59. ასეთივე მდგომარეობა გვაქვს XML ოპერატორისათვის. 

«0 ინტეგრების რიგის შეცვლის მართებულობა გამომდინარეობს § 28-დან (შენიშენა), 

(0 ეს შეიძლებ: უშუალოდ შემოწმდეს და, აგრეთვე გამომდინარეობს (45,10) ფორმულიდან, 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ (45,20)-ის საფუძველზე 

#%(/ე, 1) 

სადაც #“(/0, /) აკმაყოფილებს #7 პირობას (შდრ. § 28, მე-2 შენიშვნის ბოლო). 

M(/7ი, 0/=  



§ 46) III. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... 181 

§ 40. მიკავშირებული ოპერატორები და მიკავშირებული განტოლებები, 

10. ოპერატორებს 

  

1 M (ა, 1) დ(1) ი! 
MXდ == /(40) დ(7ი) + ––- | –_“-“ (46,1) 

ჯ 0 

და 
, 1 X%C/,. 7ი) ს(I) ი! 

ML= #0) ბე -- | “რ 9%X92, (46.2) 
წ (!) 

#LV#ი, 1) 
რომლებიც მიიღებიან ერთმანეთისაგან წილი -ში /-სა და /(ე-ის გადასმით, ვუწო- – · 

ღებთ მიკავშირებულ ოპერატორებს კერძოდ, თუ M9? არის მახასია–ებელი 

ოპერატორი 

  

8(0%0) (' დ(1)ძ! 
#9დ = 4(/) დ(7)+ ––» ( 1-7" (46,3) 

L 

მაშინ, მისი მიკავშირებულია ოპერატორი 

, 1 ” 8090) 
M9 ს = /1(/ე) თ(#ე) –– =; ( “- ?“ (46,4) 

L 

ყურადღება უნდა მიექცეს იმ გარემოებას, რომ M9%ის მიკავშირებული ოპერა- 

ტორი IM9”, საზოგადოდ, განსხვავდება I” ოპერატორის IC 9 მახასიათებელი მნაწი- 

ლისაგან, რომელიც გამოისახება ფორმულით 

    (46,5) 
8V ს(/)ძ! 

M "ა = 40) 0) “თ ( +) ·I 1-1. 
L 

ამრიგად, უნდა განეასხვოთ აღნიშვნები IV და IL 9. 

29. დავუბრუნდეთ ზოგად შემთხვევას და აღვნიშნოთ მიკავშირებულ ოპერა- 

ტორთა შემდეგი ძირითადი თვისებები: 
1. მიკავმირებულ ოპერატორთა ინდე:ვსები აბსოლუტური სიდიდით ტოლი და 

ნიშნით მოპირდაპირე რიცხვებია. 
II. ყოველი ორი ოპერატორისათვის გვაქვს 

(M, M-ა)” = M2M;; (46,6) 

საზოგადოდ, 

(CMV. ..M#.)” == Mი იე... IC. (46,60X» 

III. ყოველი ორი დ და თ ფუნქციისათვის 

( ს IL Cძ! = ( დ ML” დძI/. (46,7) 

1 L 

ეს თვისებები უშუალოდ მოწმდება, ადვილია ჩვენება (ჩვენ ამაზე არ შევჩერ- 

დებით), რომ III თვისება არის მიკავშირებულ ოპერატორთა ცნების დამახასიათებე-
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ლი თვისება, ე. ი. თუ რომელიმე M და M” ოპერატორებისა და ნებისმიერი დ და 

ს ფუ?ქციებისათვის ადგილი აქვს (46,7) ტოლობას, მაშინ # და #” ოპერატორები 

მიკავშირებული არის თავდაპირველად მოყვანილე განსაზღვრის მიხედვით. 

ვმ. განტოლებებს 

„ს  L=ჩ Mს=ჯ (46,8) 
ვუწოდებთ მიკავშირებულ განტოლებებს, როგორიც არ უნდა იყოს / და 

8. ფუნქციები. 
(46,7)-დან გამომდინარეობს შემ დეგი მნიშვნელოეანი დებულება: 

თუ Mდ-==/ განტოლებას აქეს ამონახსნი, მაშინ 

( ჯIსძი(=0, (46,9) 

L 
სადაც ს არის მიკავშირებულე ერთგვაროვანი M”/ს=0 განტოლების ნებისმიერი 

ამონახსნი51, 

მართლაც, თუ დ არის Mდ=/ განტოლების ამონახსნი, მაშინ 

| = ( დს M დძ( = | დM” სძ1=0. 

L L L 
სამართლიანია აგრეთვე შებრუნებული დებულებაც; იგი დამტკიცებული იქნება 

§ 53-ში. 

§ 47, მახასიათებელი განტოლების ამოხსნა. იმ სინგულარულ განტოლება- 

თა ზოგადი თეორიისათვის, რომელსაც ჩვენ შევისწავლით, დიდი მნიშვნელობა აქვს 

8(() ( Cდ(ჰძ( 
M% = 4(%) დ(%)+ ––- | 70“ _ „ყე. (47,1) 

· ი 
L 

მახასიათებელი განტოლების ამოხსნას, ამ განტოლების ზოგადი და ამასთანავე 
ელემენტარული გზით ამოხსნა სასრული სახით მოცემული იყო ი. ვეკუას (11 მიერ. 

აქ სწორედ ეს შედეგია გადმოცემულიზ?. 
გავიხსენოთ, რომ ,4(), 8(0), /C0) აღნიშნავს #/” კლასის ფუნქციებს და საძი- 

ებელი ფუნქციიდანაც მოვითხოვთ # პირობის შესრულებას. 

შემოვიღოთ უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია 

  
1 დ(I)ძ! 

დ(2) = 25 ( (1-2 (47,2) 

თუ გავიხსენებთ სოხოცძკი--პლემელის ფორმულებს 

1 ღ(1)ძI 
დ(/7)=Cდ'(/) –– რ“(#), –- ( L(-/“ დ%(1) + დ“, (47,3) 

L 
1 გაეიხსენოთ, რომ „ამონახსნს“ ვუწოდებთ // კლასის ამონახსნს. 
# გადმოცემული მეთოდის იღეა გეხვდება ტ. კარლემანის ნაშრომში (L, Cმხიოგი (11), 

რომელმაც განიხილა სხვა და, ამასთან, კერძო შემთხვევა (ამის შესახებ იხ. §. 99). იგივე იდეა გამო– 
ყენებული იყო ს. მიხლინის (3) მიერ, რომელმაც (47,1) ამოხსნა მხოლოდ X=>=0 შემთხეევაში (ამის 

-გარდა იგი თვლის, რომ „4(/)=1 და X არის I კლასის სიმრუდის მქონე წირი). როცა + % 0 
ს. 'მიხლინი გულისხმობს, რომ L წრეწირია, ხოლო განტოლებას აქვს სახე M0დ =– 0.



§ 47) III. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... 183 

მაშინ (47,1)-ის გათვალისწინებით დავასკვნით, რომ CთX(2) ფუნქცია არის 

(4 + 8)დ-()-–(4-–-8)რ()=!1 (47,4) 
შეუღლების ამოცანის ამონახსნი, რომელიც უსასრულობაში ნულის ტოლია. 

პირიქითაც, ვთქვათ უსასრულობაში ნულის ტოლი უბან-უბან ჰოლომორფული 
CX2) ფუნქცია არის (47,4)-ის ამონახსნი, განვსახღლვროთ დ(/(ე) ფუნქცია (47,3)-ის 

პირველი ფორმულიდან, მაშინ (§ 31) ძX2) წარმოიდგინება (47,2) ტოლობით, რის 

გამოც ადგილი ექნება (47,3)-ის მეორე ფორმულასაც. ეს გვიჩვენებს, რომ დ(/) არის 

განსახილველი (47,1) განტოლების ამონახსნი, (47,4) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა 
"ჩვენთვის ცნობილია. დადგენილ ფორმულათა უშუალო გამოყენების მიზნით (47,4) 

ასე გადავწეროთ: 
/(#) 

+(/ა) = C((ა) «“(ჯ “–ლ–=– დ“(#) = C0(%) დ (M)+ «ცე + 80) (47,5) 

'სადაც 
40) – 80). 
#4(#%) + 8(%) 

აქედან ჩანს, რომ (47,1) ინტეგრალური განტოლების ინდექსად წოდებული X 
-რიცხვი (კ 45) არის შეუღლების სათანადო (47,5) ამოცანის ინდექსი. 

ვთქვათ, X(2) არის (47,5) ამოცანის შესაბამისი კანონიკური ფუნქცია (§ 37). 

მაშინ (§ 37) (47,5) ამოცანის უსასრულობაში ნულის ტოლი ამონახსნი, როცა 

X 2>>0, წარმოიდგინება ფორმულით 

XI ( ირ 
2X. 1 I4() +(0) X+თ #–2) 

' L 

C(Iი) = (47,6) 

  «თ = +XV)0. 0. (47.7) 

სადაც 0, (0 არის არაუმეტეს X-- 1 ხარისხის ნებისმიერი პოლინომი, ამასთან 

0, I(201=0, როცა X=0. თუ X <0, ამოხსნა არსებობს მხოლოდ იმ პირობით, 

„რომ 

| _ _ წMეი« =0, #=0, 1,.., –X–-I; (47,8) 
წ I4(ე +8(0) X'(0) 

“და თუ ეს პირობები დაცულია, მაშინ ამონახსნი (ერთადერთი) წარმოიდგ ინება 

(47,7) ფორმულით, რომელშიაც C0,-)(2)=0. 
გამოსავალი ინტეგრალური განტოლების ამონახსნს მივიღებთ ფორმულით C(%ა) = 

=CდX(/ე) – დ-(/ე), რომლიდანაც (47,7) და სოხოცკი––პლემელის ფორმულების ძა- 

-ლით, ვღებულობთ: 
X+(%) + X- C#) 

  

%(%) = 2(4(I) + 8(%)1 X+C) 91% (47.9) 

X1ICII)–– X (#) I()ძი! _ 

+ 2» (4(,) + 8(0)) X+V)V– ა) +IX“(#%) –X (%)) 0. ,(M). 

თუ გავიხსენებთ X(2)-ის განმარტებას, გვექნება:
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XV) ეყ) 40-80), 
X- CV) ი 40) + 80)” 

რის გამოც (47,9) შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

%(/ი) = IV + 8") 2(ჩა) #.,-,(7ი), (47,10) 
სადაც შემოღებულია შემდეგი აღნიშვნები 

8"(.) 7(/, ტი! LM = "6 (6) 5602) | წირი, (47,11) 
L 

7(0) = I#(%)) + 800) XXV) = (4(6)–– 80)) X-C), (47.12) 
#ჰტ)= ე, უვ მ.(0)= > (47.18) 

44) -– 8%/ა)” 47(%) –– 8%L)" 
ხოლო #0,.კ (/ა) აღნიშნავს X-- 1 ხარისხის ნებისმიერ პოლინომს. 

ამ ფორმულაში მონაწილე 2() ფუნქცია ადვილად გამოითვლება § 35-ის 
ფორმულებით, 

მაგალითად, თუ L შედგება ნებისმიერად არჩეული დადებითი მიმართულების 

მქონე ერთი შეკრული კონტურისაგან, (35,8) ფორმულით ადვილად მივიღებთ: 

2(1)= (1– 0)-XI/21/ 1?(,) –– 87(/) 214, (47,14) 

სადაც თ არის L წირის შიგნით მდებარე ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილი, ხოლო 

LC) განისახღვრება ფორმულით: 

1 1ი ((1-– თ)>” C(I)) ძ! I(/,) = =–– | ი II--თ““ 0014, (47,15) 
ჯ 1--XLI 

სადაც C(/) განსახღლვრულია (47,6) ფორმულით. ზედა ნიშანი X-ს წინ აიღება იმ 

შემთხვევაში, როცა #-ზე დადებითი მიმართულებით მოძრაობისას L-ით შემოსაზღ- 

ვრული სასრული არე მარცხნივ რჩება, ქვედა ნიშანი კი საწინააღმდეგო შემთხვევა- 

ში. (47,14)-ის მარჯვენა მხარის ორი შესაძლო მნიშვნელობიდან შეიძლება რომელი- 

მე წერტილში ერთ-ერთის ნებისმიერად არჩევა და შემდეგ ამ მნიშვნელობის უწყვე- 

ტად გაგრძელება. 
(47,10) ფორმულა იძლევა (47,1) ინტეგრალური განტოლების ზოგად ამო- 

ნახსნს, როცა X >>0-. იგივე ფორმულა ამონახსნს იძლევა იმ შემთხვევაშიც, როცა 

X<90, თუ დავუშვებთ, რომ /#,,.,(7)=0, ხოლო თავისუფალი /() წევრი აკმაყო- 

ფილებს (აუცილებელ და საკმარის) (47,8) პირობებს რომლებიც ახლა (47,12)-ის 

საფუძველზე შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 
( „თ 
“7 >“ =0, #=0, 1, –X–-1, (47,16) 

(47,9) –– (47,16) ფორმულების ეკვივალლენტური ფორმულები მოცემულია ი. ვეკუას 

მიეო |11592. 

ზვ არსებითად ი. ვეკუამ ფორმულები მიიღო იმ პირობით, რომ L შედგება ერთი "შეკრული 
კონტურისაგან. მას შემდეგ, რაც ამოხსნილია შეუღლების სათანადო ამოცანა, განზოგადება რამდე– 

ნიმე კონტურისათვის პრინციპულ სირთულეს არ შეიცავს.
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როდესაც /(C() =0, ე. ი. ერთგვაროვანი განტოლების შემთხვევაში, წინა შედე- 

გები გვიჩვენებს რომ, თუ X <0, ერთგვაროვან განტოლებას არა აქეს ნოლისაგან 

განსხვავებული ამონახსნები ხოლო თუ X>-0, მას გააჩსია ზუსტად X წრფივად 

დამოუკიდებელი ამონახსნი, რომელთა ერთობლიობა მოიცემა ფორმულით: 

#(1) = 88%!) 2(1) (I), (47,17) 

სადაც #„.,(0) არის არაუმეტეს X-- 1 ხარისხის ნებისმიერი პოლინომი. 

2(,/) ფუნქცის ვუწოდებთ (47,1) განტოლების წშშესაბამის კანონიკურ 

ფუნქციას. 
შევაჯამოთ მიღებული შედეგები: 
1. თუ X>>0, ერთგვაროვან განტოლებას M0დ=0 აქვს ზუსტად » წოფივად 

დამოუკიდებელი ამონახსნი. 

II. თუ X =0, ამ განტოლებას არ აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი. 

III. თუ X 2>>0, არაერთგვაროვანი განტოლება M%=/ ამოხს5ადია ნებისმიერი 

მარჯვენა მხარისათვის. 

IV. თუ X<0, მაშინ ეს განტოლება ამოხს5ადეა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ 

მარჯვენა მხარე ” აკმაყოფილებს შემდეგ (–– >») პირობას 

| /.«–9, ___. (47,18) 
#L 

სადაც თ, გარკვეული წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქციებია (იხ. (47,16)). ამ პი- 
რობების შესრულებისას განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახს5ი. 

როდესაც X> 0, ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნთა ერთობლიობა წარ- 

მოიდგინება (47,17) ფორმულით; როცა X >>0, არაერთგვაროვაი განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი წარმოიდგინება (47,10) ფორმულით; როცა X <0, არაერთგვა- 

როვანი განტოლების ამოხსნადობის პირობები გამოისახება (47,16) ფორმულით, 

ამონახსნი კი -–- (47,10)-ით, რომელშიაც #,, )(10)=0. 

შენიშვნა 1. პრაქტიულად ხშირად მოხერხებულია უმუალოდ (47,9) 

ფორმულით სარგებლობა; იხ., მაგალითად, შემდეგი შენიშვნა. 

შენიშვნა 2. თუ (47,1) მახასიათებელ განტოლებაში ,1(/ე)=0 და ე. ი. 

ყველგან #-ზე „3(/ა) 50, ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 
8(#)=1; მაშინ განტოლება ღებულობს სახეს 

1 დ(1)ი 
დ (7 1-7 =II(%). (47,19) 

L 

ვიგულისხმოთ, რომ #-ზე დადებითი მიმართულება არჩეულია ისე, როგორც § 29-09) 

10 პუნქტში და, ვთქეათ, 5+ და §“ იგივეა, რაც ხსენებულ ადგილას (იხ. ნახ. 16)+ 

ჩვენს შემთხვევაში C(/)1)>-–-1. ადვილად შევნიშნავთ. რომ (შდრ. § 35, შე- 

ნიშვნა 4) X(C2) კანონიკური ფუნქცია განისახღვრება (მ.დმივ მამრავლამდე სიზუს- 

ტით) ფორმულით 
– 1, როცა 2C5//, 

2X(2) = L+ 1, .როცა 2C 5“. 

ამრიგად, X+CI)=--1, X“-C)=1 და (47,9) გვაძლევს: 

(47,20).



186 თავი II. შეუღლების ამოცანა და სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... I§ 48 

/(I) ძ! 
(–% 

1 
დ(/ი) = –– ( (47,2:) # 

L 

როგორც მოსალოდნელი იყო, მივილღეთ შებრუზებს ფორმულა, რომელიც 

§ 32-ში სხვა გზით იყო დადგენილი. 

შენიშვნა 3. განხოგადება იმ შემთხვევისათვის, როდესაც #-ის შემადგენელ 

კონტურებს შესაძლოა ჰქონდეს სასრული რაოდენობის საერთო წერტილები, სირ- 
-თულეებს არ აწყდება (შდრ. § 35, შენიშენა 3). · 

§ 46, მახასიათებელი განტოლების მიკავმირებული განტოლების ამოხსნა. 

განვიხილოთ ახლა M#Mმდ=/ განტოლების მიკავშირებული განტოლება 

, 1 85(!) დ(!) ძჯ Iს =40ა4%ძ0ა–-- | 59797“ „ცე, (48,1) ) 
  

ამ განტოლების ინდექსი »” არის (-–-X), თუ %X კვლავინდებურად აღნიშნავს M0? ოპე- 
რატორის ინდექსს. 1 

(48,1) განტოლება შეიძლება მივიყვანოთ შეუღლების ამოცანაზე შემდეგი მარ- 

ტივი ხერხით?. განვხილოთ უსასრულობაში ქრობადი უბან-უბან ჰოლომორფული 

ფუნქცია 
1 ( 8(0 XI) (8,2) 

V =-- 
X(2 = 5; 1-7 

L 

·თუ მივიღებთ მხედველობაში ფორმულებს 

3 (80+ი 
2 ,) 1–-710 

L 

-დავასკვნით, რომ (48,1) ეკვივალენტურია შემდეგი ამოცანისა: 

საჭიროა ვიპოვოთ #/ კლასის ფუნქცია C(I) და უბან-უბან” ჰოლომორფული, 

“უსასრულობაში ქრობადი V/(2) ფუნქცია ისე, რომ გვქონდეს 

4(%) %(7ა) = M (#6) +-V ”(7ი)+ 6(#ი), 

  8(6)%(#)) = MV+(I) – V-VI), =VM1(/) –– XV (#0), 

8(ა) V(/ა)= M+(/ა) –– VI “(/ე). (48,3) 

ეს პირობები თავის მხრივ ეკვივალენტურია შემდეგისა: 

(4+8)ა=2V++ წ, (4-8)ბ=2V-+ყ 
ან კიდევ 

2V+ ” 2V- ” 

: "-2-8+2+8'. 'ი1- 81728 (48,4) 
მარჯვენა მხარეთა შედარებას მივყავართ ამოცანამდე – 

ხ: ეს ხერხი მითითებული იყო ავტორის მიერ (უფრო ზოგად შემთხვევაში––სინგ„ულარულ გან- 
ტოლებათა სისტემისათვის) და გადმოცემულია ნ. მუსხელიშვილისა და ნ. ვეკუას სტატიაში (11. 

განსახილველი გახტოლება ზოგჯერ მიჰყავთ მახასიათებელ განტოლებაზე ჩასმით /8(/) V/(/) = «(/), 

მაგრმ ასეთი ჩასმა არ შეიჭლება კორექტულად მივიჩნიოთ დამატებითი გამოკვლევის გარეშე, ყოველ 
შემთხვე-აში, მაშინ, როცა „8(/) ნულის ტოლი ხდება L-ზე.
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5(M%) §(%) 

  

V/+(”ე) = (C(#0)1“? V- (#) + ძე=80)' (48,5) 

სადაც 0(-) აღნიშნავს იგივეს, რასაც წინა პარაგრაფში 

40%) –– 8( იყე – 400– 80) ტ6 
4(%) + 8(M)” 

ამასთან უნდა განისაზღვროს უსასრულობაში ნულის ტოლი ამონახსნი. ამ ამოცანის 

ამოხსნის შემდეგ (48,1) განტოლების ამონახს5ებს ავაგებთ (48,4) ფორმულებიდან 

ერთ-ერთის გამოყენებით. 

შევნიშნოთ, რომ შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა 

V+(/-) = (C( M)1” 1 VI (7), (48,7) 

რომელიც მიიღება (48,5)-იდან როცა დC=0, არის შეუღლების იმ ერთგვაროვანი 

ამოცანის მიკავმირებული (§ 36), რომელიც მიიღება (47,5)-დან, როცა ”=0. ამი- 

ტომ, თუ XC) და X აღნიშნავს ამ ამოცანის კანონიკურ ამონახსნს და ინდექსს, 

მაშინ |X(C2))-! და X”= --X იქნება (48,7) ამოცანის კანონიკური ამონახსნი და 

“ინდექსი. ამის შესაბამისად (48,5) ამოცანის უსასრულობაში ნულის ტოლი ზოგადი 

ამონახსნი, როცა X#” >>0 (ანუ, როცა X < 0), იქნება 

IX(2)I-1 ( X+() 8(ჰ) «(0) 1 
2M 1 Mთ–80)0-–2 
  VI2) = + IXL(2)|”1 0, (ე,  (48,8) 

სადაც 0, , არის არაუმეტეს X#”-1 ხარისხის ნებისმიერი პოლინომი (0,!_,(2) =0, 

თუ %#'=0), 

როცა %” <0 (ე. ი. X>0) და დაცულია ამოხსნადობი“ აუცილებელი და 

საკმარისი პირობები 

C X+() 8(0 ყი” 
მი-ვმეგ 2-9 #=0, სს ლ#–-1,  _ "(48,9) 

ამონახსნი მოიცემა იმავე (48,8) ფორმულით, რომელშიც უნდა დავუშვათ 0), (2) =0. 

(48,4) ფორმულათაგან ერთ-ერთი რომელიმეს გამოყენებით, (48,8)-დან მარტივი გარ- 

დაქმნებით მივიღებთ 

#,'-1(4). · 
ს(M)=M" «+ “7ყე (48,10) 

სადაც IM“ აღნიშნავს წინა პარაგრაფის #”" ოპერატორის მიკავშირებულს ანუ 

, 1 2(0) 8"0) C(0 ძ/ 
L" „= 4"(%) 6(%) + 70) | “I-ი თ" (48,11) 

L 

ამასთან, ,1”(), 8"(0), 2(ი აღნიშნავს იგივეს, რასაც წინა პარაგრაფში ((47,12), 

(47,13) ფორმულები). 

(48,9) პირობები კი შეგვიძლია ასე გადავწეროთ:
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| I 2(1!) 8M1) C(I()ი1=0, #=0, 1, ..., ––X –-1. (48,12) 

L 

ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი, როცა X” >> 0, წარმოიდგინება ფორ- 

მულით 

L._.(I,) 
სV(,) = “70 ' (48,13) 

სადაც #,/., () არის არაუმეტეს X” –-1 ხარისხის ნებისმიერი პოლინომი. მაშასადა- 

მე, როცა X#' >>0, ერთგვაროვან განტოლებას აქვს ზუსტად X” რაოდენობის წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ამონახსნი, როცა X” <0, ერთგვაროვან განტოლებას არ აქვს 

ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი. 

ამრიგად, განტოლებას #9? = ყ# აქვს იგივე თვისებები: რაც განტოლებას 

#9 =/; ამაში ჩვენ ქგულისხმობთ, რომ M9ს=დC განტოლებისათვის სამართლიანია 

წინა პარაგრაფის I -– IV დებულებანი, თუ მათში M9-ს შევცვლით IC--ით, ხოლო 

X-ს »”-ით (XI = –- %). 

ახლა ვხედავთ, რომ #მი=/ განტოლების ამოხსნადობის (47,18) პირობებში 

მონაწილე თ, ფუნქციები შეადგენს მასთან მიკავშირებული ერთგვაროვანი ICC” =0 

განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრულ სისტემას; ზუსტად ასევე 

VCს=ყ განტოლების ამოხსნადობის (48,12) პირობები შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

( წC,წ1=0, (48,14) 

L 
სადაც თ,(4=1, 2,..., ») არის ამ განტოლების მიკავმშირებული Mბმდ=0 განტო- 
ლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემა. ეს დებულებები კერძო 

შემთხვევაა მნიშვნელოვანი თეორემისა, რომელიც დამტკიცებული იქნება 53-ე პარაგ- 

რაფში, 

აღვნიშნოთ კიდევ ერთი ფაქტი, რომელიც აგრეთვე ერთი ზოგადი თეორემის 

კერძო შემთხვევას წა“ მოადგენს (ისიც დამტკიცებული ' იქნება § 53-ში): #0Cდ=0 

განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა # რიცხვისა და #Mმ?V=0 განტო- 

ლების წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნათა #” რიცხვის სხვაობა MV ოპერატორის 

ინდექსის ტოლია 

ჩ- ჩM=X. (48,15) 

მართლაც, თუ X >>0, მაშინ #=%X, #”=0, ხოლო თუ X=0 -–-– ჩ=0, ჩ'= –-X. 
§ 49. ზოგადი ხასიათის რამდენიმე შენიშვნან§, ვიდრე გამოკვლევას გავაგრძე- 

ლებდეთ, შევჩერდეთ ზოგადი ხასიათის რამდენიმე შენიშვნაზე. როგორც ცნობილია, 
ფრედჰოლმის მეორე გვარის 

% ამ პარაგრაფში ვსარგებლობთ ფუნქციონალური ანალიზის ზოგიერთი ზოგადი ცნებით: შე- 

საბამისი ადგილები კითხვისას შეიძლება გამოტოვებულ იქნეს, რადგან იგი გავლენასს არ მოახდენს 

შემდგომი მასალის გადმოცემაზე, გარდა ერთი პარაგრაფისა (§ 133), რომელიც თავის მხრივ ასეთივე 

ხასიათისაა. ვისაც აინტერესებს ფუნქციონალური ანალიზის მეთოდების სინგულარულ განტოლებათა 

თეორიაში გამოყენების საკითხები, მივუთითებთ შემდეგ შრომებს: ფ. ატკინსონი (|11, ნ. ახიეზერი 

(11, ფ. ბერკოვიჩი (11, ი. გოხბერგი (11-- (6), ი. გოხბერგი და მ. კრეინი (1), (2)., ი. გოხბერგი და
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Mდ == /1(/(ი) თ(7ი) + | M(Iა, 1) თ(1) ძ! = /(Iა) (49,1) 

L 

„განტოლებასზზ (აქ ყველგან L-ზე /4(/) 50) და ფრედჰოლმის პირველი გვარის 

| 'I(/ი, 1) დ(1) ძ! = /(#ი) (49,2) 
L 

განტოლებას შორის (რომელიც მიიღება (49,1)-დან, როცა #4(#/) =0) განსხვავება არ- 

სებითი ხასიათისაა. ასეთი არსებითი განსხვავება არ არის 

50 | 22: დ(/)! 
  

1 
Vჯ = /4(71ა)) «(#) + 12 #(/ი, !) დ(/)ძ1=/(Iჩ) (49,3) 

· L 

– 8 ძ #ჩ) ( დ()ძ, 1 
5 ( + + -I #(/ი, !) დ(1) ძ! = /(/ა) (CL8), 

L 

'სსინგულარულ განტოლებებს შორის, 

(49,3) და (49,4) სინგულარულ განტოლებებს, ჩვეულებრივ, უწოდებენ პირ- 
ველი და მეორე გვარის განტოლებებს (ზოგჯერ ჩვენც ასე მოვიქცევით), მაგრამ. ასე- 
თი დაყოფა ნაკლებ გამართლებულია, ვიდრე ფრედჰოლმის განტოლებების შემთხვე- 
ვაში. როგორც ვნახავთ შემდგომში და, როგორც უკვე ვნახეთ მარტივ მაგალითზე 
( 47, შენიშენა 2), (49,4) არის უბრალოდ (49,3) განტოლების კერძო შემთხვევა. 

ამის მიზეზი შემდეგში მდგომარეობს: 

სიმარტივისათვის დავუშვათ, რომ #X(, ) გული, აგრეთვე 4(/) კოეფიციენტი 
და (49,1), (49,2) განტოლებათა თავისუფალი წევრები უწყვეტი ფუნქციებია. დ(7/) 
ამონახსნი ვეძებოთ უწყვეტ ფუნქციათა C სივრცეში რომელშიც ნორმა განსაზღვ- 

რულია როგორც I18X | დ(/) |, ხოლო მანძილი დ,(/) და დე(ე)-ს შორის –- როგორც 

1იმX | დე(/) –– და(ი) | L-ზე. 
აღვნიშნოთ C-თი ერთეულოვანი ოპერატორი ანუ დ => დ, ხოლო #L-ით--შემ- 

დეგი ფორმულით განსახღვრული ოპერატორი 

იდ = | M(/0, 1) დ(1) ძ/. (49,5) 

ახლა (49,1) განტოლება ასე ჩაიწერება 

46დ + იდ =/. 
მ. ზამბიცკი (11, ა. გუსეინოვი (21, ხ. კოჯანი (11, ა. კოსულინი (2), (31, მ. კრეინი (11, ს. მიხლინი 

(11-71, ბ. პლამენევსკი I11, ზ. პრესდორფი (11--(5), ს. სამკო.(1), ი. სიმონენკო (6), ს. ფრე- 
იდღკინი (2)–– (4), ს. ფრეიდკინი და მ. პროკოჰეცი (11, ზ, ხალილოვი (3), დ. ზარაზოვი და ბ, ხზვე- 
დელიძე (11, ბ. ხვედელიძე (181, ი. ჩერსკი (11, 1. CIII0LL (11. (2), რთ. LICხ2%L3 (11, VV Mძელი!- 
ჯიმი (1)-– (3), V. 1I0იიCIომი მიძ ნIილია (1), ს. 6C2CV0I5Lგ- მჭი16VIC2 (I1-– 3), C. წ”. სიმი 
II), 8. 5იივიIV (II, ჰ 5CიX2LIL7 (I), M. 5ხIიხ:ი( 111. 

% /4(/ე) კოეფიციენტი შემოგვყავს სინგულარულ განტოლებასთან შედარების გასამარტივებლად, 
.(49,1)-ში შეგვეძლო მიგვეღო ,4(/ე) = 1.
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წრფივი ოპერატორი თ არის სავსებით უწყვეტი ოპერატორი, ე. ი. დ(/0) ფუნ- 
ქციათა ყოველი შემოსახღვრული (მოდულით) სიმრავლე გადაჰყავს კომპაქტურ სიმ- 

რავლეში, მაშინ, როცა C უბრალოდ უწყვეტი ოპერატორია. ამიტომ ,1C-L ი ოპერა- 

ტოორში 46C და LI შესაკრებები არსებითად განსხვავებული თვისებების მქონეა. 

დავუბრუნდეთ ახლა (49,3) სინგულარულ განტოლებას , და იგი ასე ჩავწეროთ 

  

M#ი = 4CC + 8Iდ + სთ =/, (49,3ა) 

სადაც IL და # ოპერატორები განისაზღვრება ფორმულებით 

1 თ()ი 1 (C 
Iდ == ი 1 1=17" Lდ == >. M(/ი, 1) დ(!) ძ/. (49,6) 

L L 

სიმარტივისათვის მიჟიღოთ, რომ „1(/), 8(/), #(/, /)-ზე აკმაყოფილებს I/V(CV) პი- 

რობას და ს რაიმე ფიქსირებული დადებითი რიცხვია ისეთი, რომ ს =V, (+ <C 197, 

განვიხილოთ იმ ფუნქციათა სიმრავლე, რომელნიც #-ზე აკმაყოფილებენ 7ICII) 

პირობას და განვსაზღვროთ მასზე ნორმა | Cდ(/) | შემდეგნაირად 

ICდ(I)I = M + VMი, 
სადაც ა 

| დ(/:)–– Cდ(7,) | 
“1ნ“ ჩი. # L-ზე, 

(უკანასკნელ ტოლობაში §Vი აღნიშნავს ზუსტ ზედა საზღვარს); ამის შესაბამისად. 

დეV)-სა და დე()-ს შორის მანძილი განვმარტოთ როგორც |C,(0) –– თ,(0) |. ადვილად 
შესამოწმებელია, რომ შესრულებულია სამკუთხედის აქსიომა (და აგრეთვე ნორმისა 

და მანძილისათვის დამახასიათებელი დანარჩენი აქსიომებიე) და, რომ ფუნქციათა ეს 
სიმრავლე ქმნის წოფივ სრულ ნორმირებულ სივრცეს. ამ სივრცეს აღვნიშნავთ: 

#I4-თიბაზ, 

0 პირობა ს < 1 შემოვიღეთ მხოლოდ იმის გამო, რომ მხედველობაში გვაქვს კოშის ტიპის 
ი5ტეგრალებში გამოკენება, //I#M ნორმირებული სივრცის განმარტებისას (იხ. ქვემოთ), ისევე როგორც, 
მისი სისრულის დამტკიცებისას, როცა »=1, შეგვეძლო ჩაგვეთვალა, რომ ML<1; ეს შეეხება აგრეთვე 
# ოპერატორის სავსებით უწყვეტობის დამტკიცებასაც (იხ. ქვემოთ). 

38 დავამტკიცოთ ამ სივრცის სისრულე. ვთქვათ დ,, %;, .. ამ სიერცის რომელიმე ფუნდამენ- 
ტური მიმდევრობაა, ასე რომ ნებისმიერი ი0:>0-თვის 

/V = #0)მX | დ(/)), /Mა = §სი 

ს ზი+ი–-დზიე1< წი, ო 

სადაც «გ არაა დამტკიცებული 0-ზე დ: I1Iი «გ = 0. (წ)-დან ჩანს, რომ დ,, დე,... მიმდევრობა 
წთ 

ღუნდამენტურია C სივრცეშიც, ასე რომ არსებობს II ი დგ=დC იმ აზრით, რომ IIი) ი1მX |დ–-წე|= 
ით ი-.თ 

=0. შემდგომ (“)-დან გამომდინარეობს: 

დი+ი(/:) –– დი+ი!) _ დეი(Iე) –– დიც(! 

(ი–/, I I/ი-– ჩI# 
საიდანაც იმის გამო, რომ «გ არაა დამოკიდებული მ-ზე ვღებულობთ 

§სი VI) –– დ(/) __ დი(/ე)-–წი(/) 

((ი–/ IM I/9 –– ს) 

/ე) –– 4 
მ თეეშ–ს შემოსაზღვრული სიდიდეა და ამიტომ დ ეკუთვნის //M 

.– 
სიერცეს; ცხადია, აგრეთვე, რომ II 10 -– დი I = 0, რაც ამტკიცებს IM სივრცის სისრულეს. 

ჩ-თ 

  §სი 

  

» | «წი, 

ნა. 
  

აქედ:ნ გამომდინარეობს, რო
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ადვილი სანახავია, რომ /7#M სივრცეში I ოპერატორი, ისევე როგორც 6, აწ- 
ყვეტი (მაგრამ არა სავსებით უწყვეტი) ოპერატორია და ე. ი. ასეთივე თვისება აქვს 

4C-8I ოპერატორს. ამიტომ, სახოგადოდ მიზანშეწონილია # ოპერატორის მახასია- 

თებელი ნაწილის როგორც ერთიანი ნაწილის განხილვა. 

რაც შეეხება L ოპერატორს იგი არსებითად განსხვავდება ნც და I ოპერატო- 

რებისაგან, რადგან იგი /7M სივრცეში სავსებით უწყვეტი ოპერატორია ანუ დ ფუნ- 
ქციათა ყოველე შემოსაზღვრული სიმრავლე გადაჰყავს კომპაქტურ სიმრავლეში (/#7# 

სივრცის მეტრიკით). დავამტკიცოთ ეს. ვთქვათ, (თ) /7+ სივრცის ისეთი სიმრავლეა, 

რომ IდI=< #, სადაც /#? მუდმივია. ნორმის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ დ 

ფუნქციები თანაბრად შემოსახღვრული და თანაბარხარისხოვნად უწყვეტი არიანპ?, 

ამიტომ, არჩელას თეორემის თანახმად, ამ სიმრაქლის ნებისმიერი უსასრულო სიმრავ- 

ლიდან შეიძლება თანაბრად კრებადი დ,, დ,,... ჟვემიმდევრობის გამოყოფა. აღვნიშ- 
ნოთ მისი ზღვარი (ჩვეულებრივი აზრით ანუ C-ს მეტრიკით) დ-თი. ვთქვათ, თ,= 

=M%დ,, დ=Mდ. ჩვენი დებულება დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ ფა 

მიისწრაფვის დ-სკენ #/M-ის მეტრიკით, ე. ი., რომ ი,I->+0, სადაც თ,„=M% –- ტა. 

ეს კი უშუალოდ გამომდინარეობს იქიდან, რომ ჯერ ერთი, I1მX |V,I –> 0 და მეორეც, 

1 

თ,(/)–თ,(0) = –> ( IMI,, 0 –-M(0, 01 0„(0) ძნ (91 

  

L 

აქედან | 
თე(/ე)–– თ,(/, 1 M(Iე, 0)–-M(I, 1) 

”ხ–=ნ#. <>) ლაი  I2(0II4I 

სადაც 0„=დ -- დ, და, მაშასადამე, 

|თი(7-) –– თ) | 

(რ–ს I 

ამით გამოთქმული დებულება დამტკიცებულია. 
ნათქვამიდან ცხადია, რომ M სინგულარულ ოპერატორში მისი მახასიათებელი. 

468+8I ნაწილი იგივე როლს ”ნდა ასრულებდეს, როგორსაც #46 ნაწილი ასრუ- 

ლებს ფრედჰოლმის M ოპერატორში. მაგრამ ამასთან ერთად მხედველობაში უნდა 

გვქონდეს ერთი არსებითი განსხვავებაც: (46 ოპერატორი შებრუნებადია, ე. ი. გან- 
ტოლება 48დ=/ ყოველთვის ცალსახად ამოხსნადია, მაშინ როდესაც ოპერატორი 

#468-+8! ყოველთვის შებრუნებადი არააზზ. მართლაც, როგორც ვნახეთ, განტოლება 

#M% = 46დ +Iდ=/ 

ნებისმიერი მარჯვენა მხარისთვის ამოხსნადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა % >>90, 

ხოლო ყოველი /-ისათვის ცალსახად ამოხსნადია მხოლოდ მაშინ, როცა X=0. ქვემოთ 

ვნახავთ, რომ X=0 ინდექსის მქონე სინგულარული ინტეგრალური განტოლება ბევრ 

რამეში ანალოგიურია ფრედჰოლმის (მეორე გვარის) განტოლებისა. 

  –> 0. 

ბ0 რადგანაც | 7(/:) –– #(/,) | < M| /: –– /, |6 CI | 2 –– 7, IM. 
თ სწორედ ამითაა გაპირობებული (იზ. ს. ნიკოლსკი (1)) სინ„ულარულ განტოლებათა ძირი- 

თადი თეორემებისა და ფრედჰოლმის თეორემათა განსხვავება.
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შენიშვნა. ის გარემოება, რომ (49,3ა)-ს მარცხენა მხარეში ,8დ და 8Iდ 

წევრები ცნობილი აზრითთ თანაბარუფლებიანი არის, შეიძლება ვაჩვენოთ შემდეგ- 

ნაირადაც. მოვახდინოთ ჩასმა #=Iდ, სადაც დ ახალი საძიებელი ფუნქციაა. მაშინ 

შებრუნების ფორმულის (§ 32) ძალით დ=IC და (49,3ა) განტოლება მიიღებს სახეს 

86ს + 4Iს+M,4 =/, 
„სადაც, როგორც ადვილი სანახავია, M, ოპერატორს აქვს იგივე სახე, რაც M-ს; ამრი- 

გაღ #4 და 8 კოეფიციენტმა ადგილები შეცვალეს. 
§ ნ0. სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რეგულარიზაციის შესახებ. 

სინგულარული განტოლების გამოკვლევის ჩვეულებრივი ხერხი მდგომარეობს მის Cრე- 

გულარიზაციაში, ე. ი. ფრეღჰოლმის განტოლებაზე დაყვანაში. ახლა ჩვენ მოვიყვანთ 

რეგულარიზაციის ერთ-ერთ ხერხსი!, 

ვთქვათ მოცემულია სინგულარული ინტეგრალური განტოლება · 
Mდ- I (50,1) 

და ვთქვათ, M არის X-ს რომელიმე რეგულარიზატორი. თუ ავიღებთ M ოპერაციას 
წინა განტოლების ორივე მხარიდან, მივიღებთ ფრედჰოლმის განტოლებას 

Mი = MM = M/. (50,2) 
ცხადია, რომ მოცემული განტოლების ყოველი ამონახსნი იქნება ფრედჰოლმის 

(50,2) განტოლების ამონახსნიც; შებრუნებული დებულება კი, საზოგადოდ, სამართ- 

ლიანი არააზ?, ამიტომ (50,1) და(50,2) განტოლებები საზოგადოდ ეკვივალენტური არ 

არის. აღვილია დარწმუნება, რომ თუ გვეცოდინება (50,2) განტოლების ყველა ამო- 
ნახსნის აგება, მაშინ შესაძლოა (50,1) განტოლების ყველა ამონახსნის აგებაც. ამის 

შესახებ დაწვრილებით ქვემოთ იქნება ნათქვამი (§ 53); ჯერჯერობით კი მოვიყვანოთ 
ზემოთქმულიდან გამომდინარე ერთი უშუალო შედეგი: 

Mჯ=0 (50,3) 
ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვი სასრულია. 

მართლაც, ამ განტოლების ყოველი ამონახნი წარმოადგენ ფრედჰოლმის 
MM#Cდ=0 ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნს; ამ უკანასკნელის წრფივად დამოუ- 

კიდებელ ამონახსნთა რიცხვი კი, როგორც ცნობილია, სასრულია. 

აღვნიშნოთ კიდევ ერთი მნიშვნელოვანი გარემოება. ფრედჰოლმის (50,2) გან- 

ტოლებას აქვს სახემ? 

M = ი(L) დ(I,) + ( ირ, 09(04 =V(I), (50,4) 
L 

სადაც, როგორც ადვილად შევამოწძებთ § 45-ის საფუძველზე, თ(/-) 5C 0. ყველგან 
L-ზე და ეკუთვნის #7 კლასს, მარჯვენა მხარე _ (7) = M//ი) აგრეთვე ეკუთვნის #7 
კლასს, ხოლო V(/, /) გულს აქვს. სახე 

ი ეს ხერხი ბოლო დრომდე ყველაზე ზშირად გამოიყენება; იგი მითითებული იყო (სხვადასხვა 
კერძო შემთხვევაში) სინგულარულ განტოლებათა თეორიის ფუძემდებელთა--პუანკარეს და ჰილბერტის 

მიერ. ზოგადი სახით იგი გვხედება ფ. ნეტერთან (L, M00100L (1)). 
#2 ამის შესახებ დაწვრილებით იქნება საუბარი ქვემოთ (იხ. § 53). 

40 ჩვენ, როგორც ყოველთვის, ვგულისხმობთ, რომ განიხილება სინგულარული ოპერატორები, 
რომელთათვისაც დაცულია § 44-ში მითითებული პირობები. ამას გარდა, როგორც ყოველთვის ვგუ- 
ლისხმობთ, რომ (50,1) განტოლების მარჯვენა მხარე /(/(ე) ეკუთვნის # კლასს, იგივე მოითხოვება 

საძიებელი დ(/) ფუნქციისაგან.
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IM, 1 
(ე, I)= ათ 0=#<1I, (50,5) 

· '' ”ი 

სადაც /:7(/ა, 1) ეკუთვნის 77 კლასს. 

ფრედჰოლმის განტოლების ამონახსნს ჩვეულებრივ ეძებენ უწყვეტ ფუნქ„იათა 
კლასში; ჩვენი მიზნებისათვის კი მნიშვიელოვანია M კლასის ამონახსნთა მოძებნა. 

მაგრამ აუცილებელია არაა ფრედჰოლმის  (592,74) განტოლების ამონახსნისაგა5 ამ პი- 

რობის წინასწარი მოთხოვნა, რადგან იგი თავისთავად იქნება შესრულებული. სახელ- 

დობრ, ადვილია იმისი ჩვენება, რომ მიღებულ პირობებში (50,4)-ის ყოველი უწყვე- 

ტი (და აგრეთვე შემოსახღვრული ი5ტეგრებადი) ამოხსნა აუცილებლად ეკუთენის /#/ 
კლასს. ეს დამტკიცებულ იქნება მომდევნო პარაგრაფში. 

§ 61, ფრედპოლმის განტოლების ამონახსნის უწყვეტობის ხასიათის შესახებ. 

19, წინა პარაგრაფის ბოლოში გამოთქმული დებულების დასამტკიცებლად განვიხი- 

ლოთ ფრედჰოლმის განტოლება 

0(?ი) «(/ი)+ ( MM(Iი, 1) «(!) ძ/= §(%)- (51,1) 
L 

ვიგულისხმებთ, რომ თ(/) // კლასის მოცემული ფუნქციაა და არსად L-ზე არ 

ხდება ნული?!, ხოლო /I(#/, /) გულს აქვს სახე 
7 #70, 1) 

II–% #' 

სადაც ”I(#, /) ორივე „ცვლადის მიმართ აკმაყოფილებს /7 პირობას. 

ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ თუ ((/) ეკუთენის // კლასს, მაშინ (51,1) განტოლების 

ნებისმიერი შემოსაზღვრული ინტეგრებადი C(/) ამონახსნი აგრეთვე ეკუთვნის /7 

ლასს. 
თ (51,1)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ი) ს C() 
ი(#) ი(%) 

/I(1ე, 1) = 0 <4. = ლ0ი5L<-1, (51,2) 

    დ(წ) =– (51,1ა) 
სადაც 

I 

ი(Iი) = ) 
MI /ა, 7) ღ(1)ძ! 

I-ი... 
    /I(7ე, 1) (I) ძ,( = (51,3) | 

დებულება დამტკიცებული იქნება, თუ დავ„-საბუთებთ, რომ V(/:) ეჯუთვნის /7 
კლასს როგორიც არ უნდა იყოს შემოსახღვრული ინტეგრებადი თ(/) ფუნქცია. ამი- 

სათვის, თავის მხრიე, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია 

/'(I,, 1) დ(I)ძ! 
თ(I, (,) = | : 2 

    

აკმაყოფილებს # პირობას 7ე-ისა და („ის მიმართ ((,, ისევე როგორც ჯა, L-ზე 

მდებარე ნებისმიერი წერტილია). ეს დებულება 7,-ის მიმართ თითქმის აშკარაა. თუ 
ი"(/,, 1) 7,-ის მიმართ MI პირობას აკმაყოფილებს |L მაჩვენებლით, გვექნება 

0 ოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია მივიღოთ, რომ თ(/ე)=1.
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|/:%(I1+ ს, ()––/ი%ჩ, 1)I | C(/) | ძ§ 
|Cთ(/, 11+/) –– თი, :) | <( : IX ! ლ 

L 0 

” ძ§ 

<8IსM| ,,=,<461#M (50.4) 
L 

სადაც 8 და ე მუდმივებია. 

დავამტკიცოთ ახლა დებულება ე-ის მიმართ. გვაქვს 

წ ||“– წ I–)1–ჰ.–-#/# I 
თ(/-+7I, 1) – თ(7/, 1) =1 II-MI-II-% 

L 

  · 

I-IMII-- 0-9 0 90%, 

საიდანაც, თუ გავიხსენებთ, რომ | / –– 7: |” აკმაყოფილებს // (X) პირობას, ვღებულობთ 

CI ' _ + – -  შ” ” ” _ LI. 
ICთ(/ი + MI, /))-– თ(/, /,)| ლ CIVII 1 1-ს) CI/I 

სადაც C მუდმივი. წარმოეადგინოთ / ინტეგრალი ორი ”შესაკრების ჯამად: /= 

= /, + 1 სადაც /, აიღება /ე ცენტრითა და /# სტაედარტული რადიუსით გავლე- 
ბული წრეწირით L წირიდან ამოჭრილ სტანდარტულ I რკალზე, ხოლო /ე კი–- L--/ 

წე 
წირზე. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ჩავთეალოთ, რომ | # | – “2. მაშინ 

ცხადია | / „| < თა, სადაც C.) მუდმივია. ახლა თუ შემოვიღებთ ცვლადს ”=|/'-ჩი |, 

გვექნება 
# 

( ძ” 

IIII<C<, (| 

0 
#8 IM” 

სადაც C, მუდნივია, ხოლო 8 = |/I |. შემოვიღოთ ინტეგრების ახალი ცვლადი ”=60 
დ:მოკიდებულებით, მაშინ 

Iბ/? 

ძი ა__. 
| 1I 1 (23 >» 

0 

1 
თუ ახლა #>- გვექზება 

I/ბ <« 

L ძი ” ძი : 
ვეეაეეეღი ივ უეაერ– == Cლ005 

 #|1–6ჩ 1 ი0“|1–იI” 
0 0 

(ბოლო ინტეგრალი კრებადია) და დებულება შეიძლება დამტკიცებულად ჩაითვალოს, 
1 

რადგან ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ (51,2 ფორმულამი 7» > კ 

1 

(თე # < –უ- აგრეთვე ადვილად შეიძლება უშუალო შეფასების ჩატარება | '
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290. შეიძლება მიღებული შედეგის რამდენადმე განზოგადება. სახელდობრ, 

ვთქეათ, დ(/) ინტეგრებადია L-ზე და შემოსაზღვრულია ყველბჯან, გარდა, შესაძლოა, 

L-ზე მდებარე სასრული რაოდენობის წერტილთა (რაჯინდ მციCე) მიდამოებისა, სა- 

დაც იგი შეიძლება შემოუსაზღვრელი იყოს, მაგრამ ისე, რომ 

0005( 
I(0 | < X--I' 0 <= თ = 0005L<- 1; (51,5) 

დავუშვათ აგრეთვე, რომ Cთ(/) აკმაყოფილებს (51,1) განტოლებას ყეელგან, გარდა, 

შესაძლოა, #=6 წერტილისა. მაში5, როგორც ახლა ვაჩვენებთ, CV"(() დააკმაყოფილებს 

#/ პირობას, თუ მას სათანადოდ განვსაზღვრავთ C წერტილში. 

დამტკიცებისას შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ გვაქვს მხოლოდ ე“”რთი C წერტი- 

ლი. ჩვენი დებულება დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ (51,3) ტოლობით 

განსაზღვრული თ(/ე) ფუნქცია შემოსაზღვრულია, რადგან მაშინ ვისარგებლებთ წინა 

პუნქტის შედეგით. 

გვაქვს 
ძა |იV)|<# I პა 

სადაც # რაიმე მუდმივია. | (ა(7ე) ს ჩვენი მ-ზნებისათვის საჭირო შეფასების მისაღე– 

ბად საკმარისია შევაფასოთ ინტეგრალი 

, | ძა 
ი(/ი) = , |!1–Cიჯ( |(– 1 , 

! 

სადაც ( აღნიშნავს C ცენტრითა და M# სტანდარტული რადიუსით გავლებული წოე- 

წირის მიერ #-იდან ამოჭრილ რკალს, ხოლო ?ე C-საგან განსხვავებული: L რკალის 

წერტილია. დავუშვათ # = |,1-–- CI, „ე = |(ე–– CI, მაშინ 

# 
ძ 

7ი(/ი) 5 # I ღეულლოუდუნი ””I'(Iა), 
ი 

სადაც #” მუდმივია. 
თუ თ + #< 1, მაშინ ინტეგრალი 

ჯ 

”6)= | 
9 

ი 

ჯ/%| "–- ჩე 

შემოსაზღვრულია?) და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. თ (ან 21) რიცხვის გარკვე- 

ული (რაგინდ მცირე) გადიდებით შეგვიძლია გამოვრიცხოთ შემთხვევა თ+27=1. 

განვიხილოთ შემთხვევა თ + X>> 1. ” = /ეიე ჩასმით ვღებულობთ 

  

“ი კ იძ თლ ი _ 1 ( 0. 
7'(/7ი) = #9+2-1 = იი I1- -იIL < „9+X-1 იწ | 1-0 , 

0 9 

· 095 შდრ. გვ. 86,
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სადაც ბოლო ინტეგრალი კრებადია. 

ამ შეფასებიდან გამომდიჯარეობს ანალოგიური შეფასება (I(#ჯე)-ისათვის: 

ლმი§L. 
LV) | < II ნეხა9=L: 

(51,1ა) ტოლობის საფუჰველზე გვექნება დ(0)-ს ახალი შეფასება: 

ა(/ ლ0ი51 
|C(0) | < I 1-6 9,” 

სადაც თ” = თ +7#-–-1<თ. თუ თ” +X<1, მივდივრთ წინა შემთხვევასთან.' 

ხოლო თუ თ” +221 (=–-+X=1 შემთხვევა შეგვიქლია გამოვრიცხოთ ისე, როგორც 

ზემოთ), კვლავ შეგვიქლია გავმმეოროთ ჩატარებული მსჯელობა და, ცხადია, რამ- 

დენიმე საფეხურის შემდეგ მივალთ შემთხვევასთან, როცა ახალ აღნიშვნებში გვექნება 
თ + <1. ამრიგად ჩვეზი დებულება დამტკიცებულია. 

§ 55. ფრედპოლმის განტოლების რეზოლვენტის შესახებ. გავიხსენოთ 

Mჯ == ი(/) დ(#/ი) + | M(#, 1) დ(1) ძ! = «(%) (52,1) 
ჯL 

ფრედჰოლმის განტოლების თეორიის ზოგიერთი შედეგი. 

ამ განტოლებაში შემავალ ელემენტთა მიმართ ჯერჯერობით ვიგულისხმოთ პი- 

რობები, რომლებიც. ადრე მიღებულ პირობებთან შედარებით, რამდენადმე უფრო 

ზოგადია, სახელდობრ, ვაგულესხმოთ, რომ ი(/) ნულისაგან განსხვავებული%% 'უწყვე- 
ტი ფუნქციაა, ხოლო 

/, 1 "I ი 0ლ1<1 52,2 MI(/ი, 1) -= I-L. 9#<1, (52,2) 

სადაც /LM#%, 1) L-ხე უწყვეტი ფუნქციაა. #()-ს აგრეთვე ჩავთვლით უწყვეტ ფუენ- 
ქციად. 

თოედჰოლმის განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, რომ თუ ერთგვაროვან ფოედპოლმის განტოლე ეორიიდა” ცხობილ უ ერთგვაროვ 
ანტოლებას 

ბ Mდ=0 (52,3) 

არ აქვს ნულისაგა5 განსხვავებული ამოჯახსნი, მაშინ (52,1) განტოლებას ნებისმიერი 

მარჯვე?ა ((/) მხარისათვეს აქვ» ერთადერთი ამონახსნი და იგი წარმოიდგინება ფორ- 

მულეთ 

%(1ი) = I § == თ(/)) §(/0) + | V(/ი, 7) §(/) ძ, (52,4) 
L 

სადაც. თ(/ე) = თ ხოლო #(/ე, 1) შემდეგი სახის სავსებით განსაზღვრული ფუნ- “ 

ქციაა 
V%, 1) 

(7, 0=. (1 I» 0ლ7#<1, 
  

- 
98 ზოგადობ-ს შეუზღუდავად მელა ვიგულ ლისხმოთ, როგორც ამას ჩვეულებრივ უშვებენ, 

რომ თ(/)=1.
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ამასთან +, /) უწყვეტი ფუნქციაა. «(4, 7) ფუნქციას ეწოდება ფრედჰოლმის 
რეზოლვენტა. 

განვიხილოთ შემთხეევა, როცა (52,3) ერთგვაროვან განტოლებას აქვს ნული- 

საგან განსხვავებული ამონახსნები. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ამ განტოლებას შეიძ- 
ლება ჰქონდეს წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა მხოლოდ სასრული რაოდენობა 

და ამდენივე წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი ექნება მის მიკავში–ებულ განტო- 

ლებას 
M” დ := 0. (52,5) 

აღვნიშნოთ დ,, დე, ..., რ, და V,. რე,... თ,-ით, სათანადოდ. (52.3) და 

(52,5) განტოლებათა წრფიეად დამოუკიდებელი ამონახსნების სრული სისტემები. 

(52,1) არაერთგვაროვან განტოლებას აქვს ამონახსნები მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა მისი მარჯვენა მხარე აკმაყოფილებს პირობებს 

| §(0 ს,(()ძიI=0, |=1, 2,..ს MM. (52,6) 

L 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ ამ შემთხვევამიც არსებობს ისეთი IL” ოპერატორი, რო- 

მელიც იმავე სახისა, როგორც (52,4)-ში და აქვს თვისება: თუ დაცულია (52,6) 

პირობები, მაშინ ფუნქცია 

#(4ი) = I დ == თ(#) §(7ი) + ( V(/ი, 1) 6(1) ძ1 
L 

წარმოადგენს (52,1)-ის ამონახსნს (უფრო ზუსტად, ერთ-ერთ ამონახსნს); +(/ე, 7) 

ფუნქციას ამ შემთხვევაში შეიძლება ეწოდოს ფრ ედჰოლმის განზოგადებუ- 

ლი რეზოლვენტა?!. 
ჩვენ გამოვიყენებთ ხერხს?!, რომლითაც საკითხის განხილვა დაიყვანება იმ 

შემთხვევაზე, როცა ერთგვაროვან განტოლებას არ აქეს ნღლისაგან განსხვავებული 

ამონახსნები. 

ამ მიზნით შემოვიღოთ C,(/,..., რ) და #,(0,.., #0 ფუნქციებთან 
შემდეგი თანაფარდობებთ დაკავშირებული # კლასის?“ წ,(/),..., 6„(/) და 

უ(),.... წა(!) ფუნქციები 

| დ,C, 0! = 0,,, 1 ს,თო,ძ! = ზ,, (52,7) 

L L 
სადაც 

- 1, როცა ჯ= , 

%/ ““ (10, როცა (56/. 
67 ასეთ რეზოლვენტას განისილაედა ჯერ კიდეე ფრედპჰოლმი. განზოგადებული რეზოლეენტის 

ფრიად მარტივი თეორია მოცემულია ვ. ჰურვიცის (VV. #. ILIსIMII2 |11)) «რომაში; იგი მას ფსხევ- 

დორეზოლვენტას უწოდებს, განზოგადებული რეზოლვენტის აგების ტექსტში გადმოცემული ხერხი 

გადმოღებულია ამ ავტორისჯგან. 

08 იხ, წინა შენიშვნა. 
49 ამ პირობას ვითხოვთ სინგულარულ განტოლებებში გამოჯენების მიზნით; ჰურვიცს ეს პირო. 

ბა არ შემოაქვს, იგი იხილავს უწაუეეტ ფუნქციებს (ნამდვილ არეში).
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ასეთი §; და წ, ყოველთვის შეიძლება აიგოს, მასთან უამრავი სხვადასხვა გზით. 
ეს დამტკიცებულია წიგნის IV დამატებაში. 

(52,1) განტოლებასთან ერთად განვიხხილოთ ფრედჰოლმის ახალი განტოლება 

ჩ 
ს % ა. ..... 

L .(=1.. 

და ვაჩვენოთ, რომ თუ დაცულია (52,6) პირობები, მაშინ მისი ყოეელი ამონახსნი 

'იქნება აგრეთვე (52,1) განტოლების ამონახსნიკ. მართლაც, ვთქვათ, დ(/) არის 

(52,8) განტოლების რომელამე ამონახსეი (თუ ასეთი არსებობს). მაშინ 

ჩ 
- ს შ · 

MVV) + ზე ი,უ/(6) = 6), (§2,9) 
1=1 

სადაც 0, მუდმივებია: 

0, = | დ(1) C,(I) ძI. (52,10) 
L 

გავამრავლოთ (52,9)-ის ორივე მხარე თ„,(Iე) ძ/(-ზე და ვაინტეგროთ #-ზე 7ე- 
ით. თუ გავეთვალისწინებთ (52,6) და (52,7) ტოლობებს და, იმას, რომ (§. 46) 

| «სდ, = | «M ი, =0 (52,11) 
L L 

(რადგან M”5ა,=0), მივეღებთ თ, =0. მაშასადამე, (52,9) ტოლობაში ყველა 0,=0, 

ე. ი. Mთ=(V(/), რისი დამტკაცებაც. გვენდოდა. 

დაბოლოს, ვაჩვენოთ, რომ (52,8)-ის შესაბამი“ ერთგვაროვან განტოლებას 

(რომელიც მიიღება, როცა #=0) არ აქვს ნულისაგან განსხვავებბული ამონახსნები. 

მართლაც, როგორც ახლახან” ვნახეთ, ამ განტოლების ყოველი ამონახსნი იქნება 

აგრეთვე M დ =07? განტოლების ამონახსნიც მასთან ისეთი. რომ ყველა თ, მუდმივი 
ნულის ტოლია. ამიტომ, ერთი მხოივ, დ=ხ,დ, + ხადე +... + ნ,დ,, სადაც 

ხ,, ხ., ..., ხ,, მუდმივებია, მეორე მხრივ, რაკი ყველა 0,=0, (52,10) და (52,7) 

ფორმულების თანახმად, ვღებულობთ, რომ ყველა ხ,=0 და ჩვენი დებულებაც დამ- 

ტკიცებულია. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ არაერთგვაროვანი (52,8ე) განტოლება ამოხსნა- 

დია ნებისმიერი ყჟ(() მარჯვენა მხარისათვსს და მისი ამონახსნი წარმოიდგინება 

დ = I ჟ სახით, სადაკ I ზემოთ მითითებული სახის ოპერატორია. ამას გარდა, 

თუ დაცულია (52,5) პირობები, როგორც ვნახეთ, I დ იქნება (52,1) განტოლების 

ერთ-ერთი ამოხსნა. ამით დამტკეცებულია განზოგადებული რეზოლვენტის არსებობა. 

თუ დაცულია (52,6) პირობები, მაშინ (52,1) განტოლების ზოგად ამონახსნს, 

ცხადია, ექნება სახე 

დ=წ +ო?დ, + თწზი + -..+ ნედ. (52,12) 

10 როცა ძ=2, ცხად“ა, შეპრულებულია (52,6) პირობებე.
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ადვილი სანახავი, რომ L-ს მიკავმირებული LV ოპერატორი MVთ= /V (M” 

არის M-ის მიკავშირებული) განტოლებისათვის ასრულებს იმავე როლს, როგორსაც 

L ასრულებს Mთ = წ განტოლებისათვის. 

დასასრულ, აღვნიშნოთ შემდეგი გარემოება. დავუშვათ, რომ (52,1) განტო- 

-ლებაში თ(/,) კოეფიციენტი ეკუთენის // კლასს და I/I(/ე, 1) გულს აქვს (52,2) სახე, 

სადაც /!”(/ე, 1) აგრეთვე ეკუთვნის 77 კლასს. ვთქვათ /((/(ე) I, კლასის ნებისმიერი 

ფუნქციაა. რადგან დ(/ე) =I «#(/ე) არის (52,8) კანტოლების ამონახსნი, წინა პარა- 

გრაფის მიხედვით დავასკვნით, რომ წ (7) ეკუთვნის // კლასს. ცხადია, იგივე ითქმის 

L”თ(,)-ც- 
§ 51. ძირითადი თეორემები. წინა პარაგრაფებში მიღებული შედეგების და 

ფრედჰოლმის განტოლების თეორიის ძირითადი დებულების შედარებას ადღეილად 

"მივყავართ 

1. V( #(#, 1) დ(/)ძ! I =46)90) + | 529794“ ყე (§3,1) 
+ 

სახის განტოლების?! ზოგად თეორიასთან. 

ზოგადი თეორია ძირითადად პირველად ფ. ნეტერმა ააგო (L. M001ი0 (11). 

-ამ თეორიამ ფრიად მარტივი სახე მიიღო ი. ვეკუას შრომებში, განსაკუთრებით მის 

შრომაში (71. ი. ვეკუას შედეგები გადმოცემული იქნება მომდევნო პარაგრაფებში. 

ამ პარაგრაფში ზოგიერთი გამარტივებითა და დაზუსტებით, ძირითადად გაე- 

ყეებით ფ. ნეტერის მეთოდს??. 

ვთქეათ, M ოპერატორი არის X-ს #ომელიმე რეგულარიზატორი (იხ. § 45). 

ისევე როგორც § 50-ში, (53,1)-დან ვღებულობთ ფრედჰოლმის განტოლებას 

MM =MICCდ = M/, (53,2) 

რომლის ამონახსნთა შორის არის (53,1) განტოლების ყეელა ამონახსნი. · 

მიზნად დავისახოთ (53,1) განტოლების ზოგადი ამონახსნის მოძებნა იმ პირო- 

ბით, რომ ცნობილია ფრედჰოლმის (53,2) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ჯერ დავწეროთ (53,2)-ის ამოხსნადობის პირობები, რომელთაც აქვთ სახე 

(ს M/4,=0, 1==1, 2)... /I (53,3) 
ჯL 

“სადაც. თ/(/), I=1, 2, ..., I, წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სის- 

„ტემაა (53,2)-ის მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლებისა 

M”დ = M”M”ს = 0. (53,4) 

(46,7)-ის საფუქველზე (53,3) პირობები შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

| IM. თ,მ/(=0, /=1, 2,... /- (53,5) 
L 

”L აქ ჩვენ, ისევე როგორც მთელ კარში, ვგულისხმობთ, რომ შესრულებულია § 44-ში მიღე- 
ბული პირობები, 

?: ფ. ნეტერი იხილავს § 44-ის მე-3 შენიშენაში მოყვანილი სახის სინჯულარულ განტოლებას, 
“მაგრამ მისი მსჯელობა პრინციპული ზასიათის ცვლილების გარეშე გადაიტანება აქ განხილულ შემთხ- 

ვევაზე. ასეთი გადატანა ზოგიერთი გამარტივებით (იხ. სქოლიო § 55-ის ბოლოში) განხორციელებუ- 

ლია ვ. კუპრაძის შრომებშ., (31.
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ვიგულისხმოთ, რომ ეს პირობები შესრულებულია. მაშინ (53,2)-ის ზოგადი ამო- 

ნახსნი შემდეგი სახით ჩაიწერება (იხ. წინა პარაგრაფი) 

ი + 

(6) = IMIV) + ბ, XC), (53,6) 
(=1 

სადაც L წინა პარაგრაფში მითითებული სავსებით გარკვეული ოპერატორია, 

X,(I=1, 2,..... ,) MMდ=0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა 

სრული სისტემაა, ხოლო 0, –– ნებისმიერი მუჯმივები. 

მაგრამ (53,2)-ის ეს ამონახსნი შეიძლება არ იყოს (53,1)-ის ამონახსნი. მარ- 

თლაჟც, ვთქვათ, დ არის ამონახსნი (53,2) განტოლებისა, რომელიც შესაძლოა შემდეგ- 

ნაირად ჩაიწეროს: ? 

M(Mდ--/) =0, 
მაში5, ცხადია 

” => 

Mდ--/= 1?) ი,6,, (53,7) 
(=1 

სადაც 6,,..., ნ,, არას M>==0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა 
სრული სისტემა, ხოლო თ,, ....,ძ,, რაიმე მუდმივებია. ეს მუდმივები სავსებით გან- 

საზღვრულია, თუ დ მოცემული ფუნქციაა, ე. ი. თუ (53,6)-ში მოცემულია C,. ..., 0, 

მუდმივები. · 

იმისათვის, რომ (53,2) განტოლების (53,6)-იით მოცემული ამონახსნი იყოს 

(53.1)-ის ამონახსნი, აუცილებელია და საკმარისი რომ ყველა 0,=0. გამოვსახოთ 

ეს პირობები / ფუნქციისა და 6, მუდმივების საშუალებით, რისთვისაც ამ სიდიდე- 

ებით გამოვსხოთ (53,7ე)1 ფორმულის ი, მუდმივები. ამისათვის ასე მოვიქცეთ: 

ვთქვათ წ; ..., 6» L-ზე განსაზღვრული /7 კლასის ისეთი ფუნქციებია, რომ 

| 6/(7ი) 6; (#7) ძ!ე = ,, (0,,=1, როცა (=/, მ,/=0, როცა 15C/); 

L 

ასეთი ფუნქციების შერჩევა ყოველთვის შეიძლება??. ახლა (53,7) ტოლობის ორივე 

მხარე გავამრავლოთ C/ (ე) ძ/ე-ზე და ვაინტეგროთ L-ზე, მივიღებთ 

ძ,= | 6(Mდ--/) ძი. 
; 

თუ აქ შევიტანთ C(/ე)-ის გამოსახულებას, (53,6)-დან მარტივი გარდაქმ5ებით?” 

მივიღებთ ფორმულებს 
” მ 

ძ, = I, + 1, 4,ცთ, (53,8) 

(=L 

93 იხ. დანართი 1V წიგნის ბოლოს. 

24 კერძოდ, ასეთი გარდაქმნით (იხ. § 46): 

| VM”MMი- I (MIX 6ბ46 
L



§ 53) III. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... 201 

სადაც /, მუდმივები /-ის საშუალებით ასე გამოისახება 

2 = | II (I) I(/ი) ძ/ი- (53,9) 

L 
აქ /I(/ი) აღნიშ5ავს // კლასის სავსებით გარკვეულ ფუნქციებს, რომლებიც არ არი-. 

ან დამოკიდებულ: არც / და არც 0, მუდმივებზე, ხოლო /1,, ასევე გარკვეული 
მუდმივებია, აგრეთვე დამოუკიდებელი / და 0, სიდიდეებისაგან. მაშასადამე, იმისათ- 

ვის, რომ (53,6ე) ტოლობით განსახდღვრულე დ ფუნქცია წარმოადგენდეს (53,1) 

განტოლების ამონახსნს, აუცილებელია და საკმარისი, 0, მუდმივები აკმაყოფილებ- 

დეს წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას 

” ლა 
1?) 4.„Cთ+/,=0. 1=1, 2,..., I. (53,10) 
|1=1 

თუ ამ სისტემას აქვს ამონახსნები, მაშინ ამონახსნები ექნება ჩვენს ინტეგრალურ 

განტოლებასაც და პირიქით. (53,10) სისტემის ამოხსნადობის პირობები, როგორც 

ცნობილია, გამოისახება გარკვუულე რაოდენობის (მათი რიცხეი ჯერჯერობით ჩეენ- 

თვის განურჩეველია) შემდეგი სახის თანაფარდობებით: 

” 
V1 

– 
1=1 

8,,I,=0, 

სადაც 8,კ გარკვეული მუდმიეებია. გავიხსენოთ, რომ I) მუდმიეებს აქვს (53,9) 

სახე, მაშინ წინა პირობები მიიღებს შემდეგ სახეს: 

I(I) სჯ(I)ძთ/ = 0, (53,11) 

L 
სადაც 01 /” კლასის სავსებით გარკვეული ფუნქციებია /-ისაგან დამოუკიდებელი. 

ახლა იმის გათვალისწინებით, რომ (53,5) პირობებსაც აქვს (53,11) სახე, მივდი-. 

ეართ შემდეგ მნიშვნელოვან დასკვნამდე: 
გამოსავალია ინტეგრალური განტოლების ამოხსნადობის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობები გამოიხატება სასრული 

რაოდენობის (53,111) სახის პირობებით, სადაც #/() # კლასის 

გარკვეული ფუნქციებია. 
ახლა ადვილია ფ. ნეტერის თეორემების დამტკიცება. ეს თეორემები (53,1) 

სახის სინგულარულ განტოლებათა თეორიამი იგივე როლს ასრულებს, რასაც 

ფრედჰოლმის ცნობილი თეორემები ფრედჰოლმის განტოლებათა თეორიისათეის. აი- 

ეს თეორემები 
თეორემა I. იმისათვის. რომ 

განტოლება ამოხსნადი იყოს, აუცილებელია და საკმარისი შეს– 

რულდეს ტოლობები:
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| /იი,/ი#=0, ჯ-I,.., #, (53,12) 
L 

სადაც ხ)(),..., ს,'(/) არის მიკავშირებული ერთგვაროვანი MXM”M9=0 
განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული 
სისტემა. 

თეორემა II. იდ =0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ 
ამონახსნთ: # რიცხვისა და M”ა=0 განტოლების წრფივად დამო- 
უკიდებელ ამონახსნთა #” რიცხვის სხვაობა დამოკიდებულია 

მხოლოდ LC ოპერატორის მახასიათებელ ნაწილზე. 

თეორემა III. წინა თეორემაში ნახსენები სხვაობა M ოპერა- 
ტორის ინდექსის ტოლია, ე· 9. 

ჩნ. M=X, (53,13) 
ცხადია, თეორემა II თეორემა III შედეგს წარმოადგენს, რადგან X ინდეჭქ- 

სი, განმარტების ძალით, დამოკიდებულია მხოლოდ MX ოპერატო+ის მახასიათებელ 

ნაწილზე. მაგრამ ჩვენ მიზანშეწონილად ჩავთვალეთ თეორემა II ცალკე ჩამოყალი- 
ბება, ვინაიდან შეიძლება მისი და, აგრეთეე, თეორემა I დამტკიცებაც შეუღლების 
ამოცანაზე და.ღყრდნობლად. ეს კი საშუალებას იძლევა გავავრცელოთ ეს თეორემები 
ისეთი სახის «იგი სინგ-ალლარული განტოლებისათვის, რომელთათვისაც “შეუღლების 
ან მისი ანალოგიური ამოცანების გამოყენებ” შეუძლებელია ან სირთულეებთან?? 

არის დაკავშირებული. გადავიდეთ თეორემების დამტკიცებაზე. 
თეორემა L დამტკიცება. აუცილებლობა უშუალოდ გამომდინარეობს § 46-ის 

ბოლო ნათქვამიდან, საკმარისობის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 
(53,11) პირობები (რომლებიც, როგორც ვიცით, უზრთნველყოფენ (53,1)-ის ამო- 

ხსნადობას), გამომდინარეობს (53,12) პირობებიდან. შემდეგ მარტივ ხერხს (ფ. ნე- 
ტერისა) ადვილად მივყავართ მიზანთან. ვთქვათ «C(/0 /7 კლასის ნებისმიერი ფუნქ- 
ციაა. განტოლება 

Xდ = M# 
ამოხსნადია, რადგან მის ერთ-ერთ ამონახსნს წარმოადგენს დ= წ. ამიტომ, (53,11) 

პირობების აუცილებლობის ძალეთ 

( ს;(I)M თძ( = ( 8 M” %ჯძL = 0. 

L -L 
რაკი ამ ტოლობას ადგილე აქვს ყოველი # ფუნჭცი:სათვეს, ცხადია, უნდა გექონ- 

-დეს M”ს; =0, ე. ი. დ; არის M”ს =0 ერთგეაროვანი განტოლების ამონახსნი. ამი- 

ტომ ს; წარმოადგენს », ფუნქციათა წრფივ კომბინაციას. მაშასადამე, (53,L1) პი- 

რობები წაომოადგენს (53,12)-ის შედეგს, რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

IL და 1I1LI თეორემების დამტკიცება. ვთქვათ, M არის X-ს ნებისმიერი რეგუ- 

ლარიზატორი. განვიხილოთ ერთმანეთის მიკავმირებული ფრედჰოლმის განტოლებები 

15 ამავე მიზეზის გამო ჩვენ მიზანშეწონილად არ ჩავთვალეთ ზელი აგვეღო თეორემა I-ისა და 
11--ს ფ. ნეტერას მეთოდით დამტკიცებაზე. თუმცა ი. ვეჯუას მეთოდი (7), რომელიც თავიდანვე 

ე:რდნობა შეუულების ამოცანას, გაცილებით მარტ:ვია,
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MMდ=0, M'M” #0 = 0. (53,14) 
ამ განტოლებებს ერთ” და იმავე რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელი ამო- 

ნახსნები აქვს. ამონახსნთა რიცხვს ორი სხვადასსვ· გზით დავითვლით. მიღებული 

შედეგების შედარება დაამტკიცებს II თეორემას?ზ?, ვთქვათ 

დ,(/=1,... ”) თV,/I=1,..ს, # ს /7/(/=1,.... MI) Cთ,(/=1, ..., /I) 
"შესაბამისად წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემებია შემდეგი გან- 

“ტოლებებისა: 

Lდ=0, M”აX=0, M#=0, M”თ=90. 

MMდ=0 განტოლების ამონახსნები აკმაყოფილებს განტოლებას 
” ვ 

Mდ= 1, ი,VI. (53,15) 
7“ 

სადაც 0, მუდმივები ისე უნდა შეირჩეს, რომ ეს განტოლება ამოხსნადი იყოს. I 

თეორემის გათვალისწინებით, ამ პირობიდან გამომდინარეობს 

წ// ლ. | , 
2400 =0 (=1,.., 6, (53,16) 

ს ') ადაც 

4,= თ ((=1, 2,... #, /=1, 2,..., #1). (53,17) 
" 

L 

ვთქვათ (4, მატრიცის რანგი არის #, მაშინ, როგორც ცნობილია, (53,16)- 

“ის მ), ..., 0,, ამონახსნებიდან #7! –- ” იქნება ნებისმიერი, ხოლო დანარჩენი #” მათ 

წრფიე კომბინაციებს წარმოადგენს. აღენიშნოთ ნებისმიერი მუდმივები ხ,, ,.,, ნ„.,- 

ით. თუ (53,15)-ის მარჯვენა მხარეში თ-ების ნაცვლად შევიტანთ ხ,-ებით გამოსა- 

-ხულ მათ მნიშვნელობებს, მივიღებთ; 
., 

L4
 

Mდ = ხ,C/, 
L:=1 

სადაც 6, X,; ფუნქციათა გარკვეული წრფივი კომბინაციებია, ადვილად შემოწმდება, 

რომ §, ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია??, 

· “0 თეორემა II-ის დამტკიცება. რომელიც აქ მოგეყავს. იდეით ფ. ნეტერუს დამტკიცებას ემთხ- 
ვევა, მაგრამ გაცილებით გამარტივებულია, ეს დამტკიცება მიუთითა ი, ვეკუამ და გამოქვეკნდა ჩემს 

სტატიაში (81. : 
??7 მართლაც, თუ ხ, მუდმივების რაიმე მნიშენელობებისაი:ვის 

(წილ 

2, ხ,§.=0, 
L1=1 

მაშინ 

CL 
2, თ:V, 
1=1 

ჯამიც, რომლისგანა() იქნა მიღებული ჯინა ჯამი (ი,-ს ნაცვლად ხ;-ებით გამოსახული მათი მნიშვნელო- 
ბების შეტანით), აგრეთვე ნულის ტოლი იქნება. #, ფუნქციათა წრფივად დამოუჰიდებლობის გამო 

„ყველა 0;=0,. მაგრამ ხ, რიცხვები ნაწილია თ; რიცხვთა სიმრავლისა, ამიტომ ყეელა ხ,=C.
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ბოლო განტოლება ამოხსნადია ნებისმიერი ხ,-ისათვის. მისი ამოხსნით ვღებუ- 
ლობთ 

ი 4 

დ- ჰ, ს + VI C,დ/ 

– << 

სადაც 0, ისევე როგორც ხ,, ნებისმიერი მუდმიეებია, ხოლო წ», Mთდ=6,(7=1, 2, 

../-/) განტოლებათა რაიმე ამონახსნებია. 

ადვილია შემოწმება, რომ »,, თ, ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია”. 
მაშასადამე (53,14) განტოლებათაგან პირველს აქვს #/I –- წ -–– /# წრფივად დამოუკი- 

დებელი ამონახსნი. 

სავსებით ასეთივე შედეგს მივიღებთ (53,14)-ის მეორე განტოლებისათვის –– 

ამისათვის საჭიროა მსჯელობებში M და M 'შევ:ევვალოთ M” და M”-ით და, შესაბა- 

მისად, »; და დ, შევკვლოთ #, და თ, ფუნქციებით. ამის გამო ,4,, მუდმივების 
ნაცვლად მივიღებთ მუდმივებს 

4ეყ- ( XI ზ, ძ! = 4/, 

L 

საიდანაც ჩანს, რომ | 4,1) მატრიცის რანგი ემთხვევა I 4) მატრიცის რანგს ჯ-ს. 

ამრიგად, (53,14) განტოლებებიდან მეორის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა 

რიცხვი იქნება ჩ –- ”-+ი!. წინა შედეგთან ამ უკანასკნელის შედარებით ვღებუ- 
ლობთ 

თ L'"=თ,--”+?7, 
საიდანაც 

ჩ-- M = MI –- (53,18) 

ეს ტოლობა ამტკიცებს II თეორემას, რადგან M#დ=0 სახის ყველა ისეთი განტო- 

ლებისათვის, რომელთაც ერთი და იგივე მახასიათებელი ნაწილი აქვთ, ჩვენ შეგ- 
ვიძლია ავღოთ აგრეთვე ერთი და იგივე მარეგულირებელი M ოპერატორი და 

ცხადია, MI --ი1 რიცხვაც ერთი და იგივე იქნება. 

III თეორემის დასამტკიცებლად, წინა თეორემის საფუძველზე, საკმარისია 

ჩ –– ჩ' სხვაობის გამოსათვლელად # ოპერატორში დავტოვოთ მხოლოდ მისი მახა- 
სიათებელი ნაწილი. მაშინ M#Mდ= 0 განტოლება ერთგვაროვანი მახასიათებელი' 

“ს მართლაც, თუ ხ;, 6; რიცხვების რაიმე წხიმენელობებისათვის 

”– 

2, ხ,=+ >, თ<9,=0, 

მაშინ ამ ტოლობის ორივე მხრიდან V, ს ერაციის ბით მივიღებთ 

,– 

?, ხ,6,=90, 
L==1 

საიდანაც გამომდ“ნარეობს, რომ ყველა 6;=0. მაგრამ მაშინ 

ჩ 
2, ი%წ=9 
=1 

და ე. ი. ყველა 0,=0,
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განტოლება იქნება და II თეორემის მართებულობა დადგინდება § 48-დან (ფორ- 
მულა (48,15))?9, 

შენიშენა 1. აღვნიშნოთ III თეორემის ერთი უშუალო შედეგი. 
თუ ინდექსი X>>0, მაშინ ერთგვაროვან #Cდ=0 განტოლებას ყოეელ შემთხ- 

ვევაში » წრფივად დამოუკიდებელი ამოხსნა მაინც აქვს, რადგან # = # –- #” და 

M >>9. 
შენიშენა 2. წინა შენიშენიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 

Mდ =/ (' 
განტოლების ინდექსი უარყოფითია, მაშინ არ შეიძლება ისეთი მარეგულირებელე 

M ოპერატორის მოძებნა, რომ ყველა /-ისათვის წინა განტოლება ეკვივალენტური 

იყოს ფრედჰოლმის განტოლებისაბმ 

MM%Lდ = M/. ('") 

მართლაც, ჩვენ ვიცით, რომ, მარეგულირებელი ოპერატორის ინდექსი უნდა იყოს 

– X>0. დავუშვათ, (”) და (17%) განტოლებები ეკვივალენტურია ყველა /-ისათვის. 
ავიღოთ # კლასის ნებისმიერი დ ფუნქცია და დავუშვათ, / = MCდ + X, სადაც #7 

არის M»ჯ=0 განტოლების ნებისმიერი ნულისაგან განსხვავებულე ამონახსნი (ასეთი 

ამონახსნი არსებობს, რადგან M ოპერატორის ინდექსი დადებითია). ახლა გვაქვს 
MM%დ=M/ და, მაშასადამე. (7?) და (??) განტოლებათა დაშვებულ ეკვივალენტურო- 

ბის ძალით უნდა გვქონდეს #Mდ=/, საიდანაც 7 =0, რაც ეწინააღმდეგება პირობას. 

შენიშვნა 3. აღვნიშნოთ კიდევ შემდეგი გარემოება ავიღოთ L წირზხზე 

სასრული რაოდენობის წერტილები C0,, ..., 0, ღა (53,1) განტოლების ამონახსნი 

გეძებოთ არა #/, არამედ უფრო ფართო //? კლასში, ამასთან „კვანძებად“ ჩავთ- 

ვალოთ C,,...., C, წერტილები. აღეილად დავრწმუნდებით, რომ საძიებელ ამოხახ- 

სნთა მიმართ ასეთი უფრო ზოგადი დაშვების დროსაც, მივიღებთ იგივე ამონახს- 

ნებს, რაც უკვე გექონდა; სხვ· სიტყვებით, /7”> კლასის ამონახსნი აუცილებლად 

MI კლასს ეკუთვნის. ეს გამომდინარეობს იქიდან, რომ #I" კლასის ყოველი ამონას- 

სნი აუცილებლად აკმაყოფილებს ფრედჰოლმის (51,2) განტოლებას, ამ უკანასკნე- 

ლის //V კლასის ამონახსნები კი აგრეთვე /7 კლასს ეკუთვ§ის (51, პ. 29). 

§ 64. ნამდვილი განტოლების შემთხვევა. შეიძლება მოხდეს, რომ განტოლება 

Mდ=/, რომელსაც დროებით ასე ჩავწერთ 

Mი = 40) 90) + | M(, 0 «(0 I = IC), (54.1) 
L 

სადაც 
1 #(%,!) 

M(/ა-, 1) = 2 I-L (54,2) 

ფაქტიურად ნამდვილ განტოლებას წარბოადგენს, ანუ იქცევა ნამდვილ განტოლე- 
ბად, თუ მასში /( ცვლადს სათანადოდ შერჩეული ნამდვილი § ცვლადით შევცვლით. 

29 #- #” სხვაობის გამოსათელელად ფ, ნეტერი სარგებლობს არა შეუღლების, არამედ რიმან-- 

ჰილბერტის ამოცანით, რომლის არამკაცრ ამოხსნას იძლევა იგი თავისს ზემოთ დასახელებელ 

“ნაშრომში, 

§0 ეს გარემოება მიუთითა ს, მიხლინმა (31.
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ვთქვათ, ( და § ცელადები დაკავშიოებულია დამოკიდებულებით #=14(5) ისე, 
რომ. ოოდესაც § გაირბენს გარკვეულ /,,..., I შუალედებს, ჯ აღწერს (ერთხელ 

და მხოლოდ ერთხელ) #-ის შემადგენელ ჩრ, ..., L» კონტურებს. ჩვენ ვიგულისხ- 

ი 
მებთ, რომ -ძ =I (5) ყველგან განსხვავდება ნულისაგან და ეკუთვნის /7 კლასს. 

პირობები, რომელიც უნდა მივიღოთ /, შუალედების ბოლოების მიმართ––ნათელია. 

თუ, სიმარტივისათვის, §-ით გამოსახულ /-ს ფუნქვიებს, კვლავ იგივე სიმბოლოებით- 

აღენიშნავთ, მაშინ (54,1) მიიღებს სახეს 

Mდ = 4(5) (5) + L IV(§5,, 5) /'(5) (5) ძ§ = /(5)). (54,3), 
” 

პირობის თანახმად „4(5). M(§ე, §), I (9 და /(§) –– ნამდვილი ფუნქციებია. §- 

ცვლადით გამოსახული # ოპერატორი ჩვენ აქ აღვნიშნეთ სხვა სიმბოლოთი (სახელ– 

დობრ M-ით). ამის მიზეზი შემდგომში გამოირკვევა. 

განვიხილოთ ერთგვაროვანი განტოლება 

Mყ = 4() 9(ს) + | MI, 0 000 =0 (54,4) 
L 

ან, რაც იგივეა, 

Mჯ = 4(%) #(5) + | M(§ა, §) I” (§) (5) ძ§ = 0, (54,5) 
L 

რომელიც შეესაბამება (54,1) განტოლებას ან (54,3)-ს. 

ცხადია, თუ განსახილველ შემთხვევაში რომელიმე ფუნქცია V(§) = =(§) +L/(3), 

სადაც §(§) და უ(§) ნამდვილი ფუნქციებია, არის (54,4) განტოლების ან (54,5)-ის 

ამონახსნი, მაშინ C(§9) და წ»(5) ფუნქციებიც ამონახსნები იქნება. 
ვთქვათ დ;(5), ..., თ,(5) წარმოადგენს (54,4) ან (54,5ე ერთგვაროვანი გან- 

ტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ნამდვილ ამონახსნთა სრულ სისტემას. მაშინ 
განტოლების ყოველი ნამდვილი ამონახსნი წარმოიდგინება 

დ(5) = 0, დ, (5) +- "+ C 64 (5) (54,6) 

წრფივი კომბინაციის სახით, სადაც C,,..., 0, მუდმივები ნებისმიერ ნამდვილ მნიშ- 

ვნელობებს ღებულობს. 

ზემოთქმულის საფუქველზე ცხადია, რომ (54,4) ან (54,599 განტოლების 

ყოველი კომპლექსური ამონახსნიც იგივე (54,6) ფორმულით წარმოიდგინება, რო- 

მელშიც ამჯერად C,, ..., C, ნებისმიერი კომპლექსური მუდმივებია. 

ამრიგად, (54,5) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვი 
ერთი და იგივეა, მიუხედავად იმისა, ვიხილავთ მას ნამდვილ თუ კომპლექსურ არე- 

შია. განსხვავება მხოლოდ იმაშია, რომ პირველ შემთხვევაში წრფივი კომბინაციის 

ქვეშ იგულისხმება წრფივი კომბინაცია ნამდვილი კოეფიციენტებით, ხოლო მეორეში 

– კომპლექსური კოეფიციენტებით. 
ახლა განვიხილოთ (54,4)-ის მიკავშირებული განტოლება:
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M'ს = 400) #(I)+ | M(, () 404 =9. (54.7) 
L 

თუ შევადგენთ (54,5)-ის მიკავშირებულ განტოლებას (ვგულისხმობთ ნამდეილ 

განტოლებას, რომელიც (54,5)-ღან მიიღება გულში §-ისა და §-ისს ადგილების შე- 

ცვლით), მივიღებთ 

M7თ => ,/4(§ა) C(5ა) -+ L”(5ი) ( M(§5, 5სკ) C(§) ძ§=0. (54,8) 

L 

იგი არ ემთხვივა (54,7)-ს, რადგანაც ეს უკანასკნელი § ცვლადის შემოღების შემ- 

დეგ ღებულობს სახეს 

#(5) %§) + |, M(§. 5) /'(§9) %(5) ძი = 0. (54,9) 
L 

(სწორედ ამიტომ ავირჩიეთ სხვადასხვა აღნიშვნები ი =/ და Mთ=/ განტოლებათა 

მარცხენა მხარეს მდგომი ოპერატორებისათვის). 

მაგრამ (54,8) და (54,9) განტოლებებს შორ“რის განსხვავება არაა არსებითი: 

თუ (54,9) განტოლებაში «(§)-ის ნაცვლად შემოვიღებთ ახალ უცნობ თ(5) ფუნკ- 

ციას თანაფარდობით ' 

V(§) = (I I(5))“' C(5), 
მაშინ ეს განტოლება 1”(§)-ზე გამრავლების შემდეგ იქცევა (54,8) განტოლებად. 

ვთქვათ, «ა,(§) (/=1, ..., ”') M/Cი)=0 განტოლების წოფივად დამოუკიდებელ 
ამონახსნთა სრული სისტემაა. ზემოთ თქმულის საფუძველზე ადვილად დავრწმუნ- 

დებით, რომ #დ,(5)= (I (5))“1 თ,(§) ფუნქციათა სისტემა წარმოადგენს MX”Cდ=0 გან- 

ტოლების წრფივად” დამოუკიდებელ (კომპლექსურ არეში) ამონახსნთა სრულ სის- 

ტემას. (54,1) განტოლების ამოხსნადობის პირობებს, როგორც ვიცით, აქვთ სახე: 

| /ი ს, /)ძი==0 (ჯ=1,..., #”). (54,10) 
V 

თუ აქ ს-ს ნაცვლად "შევიტანთ მათ მნიშვნელობებს -– |/ |“ .თ,, მივიღებთ · 

ნამ ორმით ჩაწერ ამოხსნადობის პირობებს დვილი ფ ერღრილ 5 ე 

| I(§)თ,5)ძი=0 (/=1,..., #”). (54,11) 

L 

ზემოთ გადმოცემულის შეჯერებით მივდივართ შემდეგ იდასკენამდე; წინა 

პარაგრაფში ჩამოყალიბებული ძირითადი თეორემები ძალაში 

რჩება ნამდვილი განტოლებისათვისაც, თუ შევიზღუდებით ნამ- 

დვილი ამონახსნებით, ხოლო Mდ=0 განტოლების მიკავშირებე- 

ლად ჩავთვლით აგრეთვე ნამდვილ განტოლებას M/7თ=0. 
§ 5წ. ი. ვეკუას ეკვივალენტურობის თეორემა და ძირითად თეორემათა ახა- 

ლი დამტკიცება. § 50-ში მოყვანილ რეგულარიზაციის მეთოდს, რომლითაც ვისარ-



“208 თაეი 1IL. შეუღლების ამოცანა და სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... (§ 55 
  

გებლეთ ძირითადი თეორემების დამტკიცებისას, ის არსებითი ნაკლი აქეს, რომ 
რეგულარიზაციით მიღებული ფრედჰოლმის განტოლება ყოველთვის არ არის გამო- 
სავალი განტოლების ეკვივალენტური. ისიც კი ვნახეთ (§ 53, შენიშვნა 2), რომ 
თუ X<0, ასეთი გზით, საზოგადოდ, შეუძლებელია ეკვივალენტობის მიღწევა. მაგ- 
რამ ეს იმას არ ნიშნავს, რომ შეუძლებელია მოცემული სინგულარული განტოლების 
რაიმე სხვა გზით ფრედჰოლმის ეკვივალენტურ განტოლებაზხე მიყვანა. პირიქით, 
სამართლიანია შემდეგი 

ეკვივალენტობის თეორემა (ი. ვეკუა), სინგულარული განტოლება 

Mდ=/ (55,1) 
ეკვივალენტურია (ქეემმოთ მითითებული აზრით) გარკვეული სახის 
ფრედჰოლმის განტოლებისა, რომელიც მისგან მიიღება მხო- 
ლოდ კვადრატურების საშუალებით?!), 

მართლაც, აღენიშნოთ X-თი განსახილველი განტოლების ინდექსი და განვიხი- 
ლოთ ორი შემთხვევა: 

I. X >0. მაშინ არსებოს M-ს მარეგულირებელი ისეთი M ოპერატორი, 
რომ Mთ =0 განტოლებას არ აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები. ასეთ 
ოპერატორად შეგვიძლია ავიღოთ, მაგალითად, ოპერატორი MV” (ე. ი. M-ს მახა- 
სიათებელი ნაწილის მიკავშირებული ოპერატორი) ან ოპერატორი M”" (ე. ი. M-ს 
მიკავშირებული ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილი). ორივე ამ ოპერატორის ინ- 
ღექსია ––X<.0 და ამიტომ M-ის ასეთი არჩევისას MI =0 განტოლებას აქვს მხო- 
ლოდ ტრივიალური ამონახსნი თ = 20%. ის, რომ M ამ დროს მართლა წარმოადგენს 
ღეგულარიზატორს, გამომდინარეობს (45,14), (46,4) და (46,5) ფორმულებიდან. 

ვთქვათ, M აღნიშნული თვისების მქონე ოომელიმე ოპერატორია; მაშინ 
'ფრედჰოლმის განტოლება 

MMდ = M/ (55,2) 

გამოსავალი განტოლების ეკვივალენტურია, მართლაც, ცხადია ICდ= / განტოლების 
ამონახსნები აკმაყოფილებს MM%Cთ= M/ განტოლებას და პირიქით –– ამ განტოლების 
ყოველი ამონახსნი იქნება აგრეთვე გამოსავალი განტოლების ამონახსნიც, რადგან 
უკანასკნელი განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ M(%დ –– /ე)=0 და, მაშასადამე, 
MCდ--/=0389, 

II. #<90. მაშინ არსებობს ისეთი M ოპერატორი, რომ M ოპერატორი M- 
ის რეგულარიზატორია და, ამას გარდა, განტოლება 

MVს =V; (55,3) 

ამოხსნადია ნებისმიერი მარჯეენა მხარისათვის (#77 კლასიდან). M ოპერატორის მა- 
გალითად, ისევე, როგორც ზემოთ, "შეიძლება ავიღოთ #9” ან I”9 ოპერატორი. 

ი. ვეკუა (7). · 
წ იხ, §§ 47, «8, 
'მ ის გარემოება, რომ დადებითი ინღექსის შემთხეევაში #თდC=/ განტოლება შეიძლება მიქვა- 

ნილ იქნეს ფოეღჰოლმის ეკვივალენტურ /#IMCდ = // განტოლებაზე, მიუთითა ს. მიხლინმა (შ). ის 

განიხილავს შემთხვევას, როცა #(/1=1 და L შედგება ერთი შეკრული კონტურისაკან; მან აჩვენა, 

რომ თუ L წრეწირია, მაშინ # ოპერატორად გამოლღგება (ჩეენს აღნიშვნებში) ოპერატორი #/C.
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ამჯერად მათი ინდექსი –– X>>0, ამიტომ მათ აქვთ ჩვენთვის საჭირო თვისება; 

ასეთ არჩევას ის უპირატესობაც აქვს, რომ მაშინ (55,3) განტოლების დ ამონახსნი 

მიიღება კვადრატურებში (§§ 47 და 48). 

მოვახდინოთ ახლა ჩასმა 

= Mა, (55,4) 
სადაც ს ახალი უცნობი ფუნქციაა, მაშინ (55,1) განტოლება მიდის 

MILLVს = / (55,5) 

ფრედჰოლმის განტოლებაზე, რომელიც გამოსავლი განტოლების ეკვივალენტურია 

შემდეგი აზრით: (55,1) და (55,5) განტოლებები ერთდროულად ამოხსნადი ან არა- 

ამოხსნადია და ამოხსნადობის შემთხვევაში ერთ-ერთის ამონახსნიდან უშუალოდ მოი- 

ძებნება მეორის ამონახსნი. ამასთან ერთად, თუ M ოპერატორად ავიღებთ M”" ან 

M" ოპერატორს, მაშინ ერთ-ერთის ამონახსნიდან მეორის ამონახსნებზე გადასვლა 

მოხდება კვადრატურების საშუალებით. 

მართლაც, (55,5) განტოლების ყოველ თ ახონახსნს შეესაბამება (55,1) გან- 

ტოლების დ ამონახსნი (ერთი), ხოლო (55,1)-ეს ყოველ დ ამონახსნს შეესაბამება 

(55,5) განტოლების ს ამონახსნი (ყოველ შემთხვევაში ერთი მაინც), რომელსაც 

მივიღებთ (55,4)-ის #-ის მიმართ ამოხსნის საშუალებით. ამრიგად, (55,1) და (55,5) 

განტოლებები ერთდროულად ამოხსნადია ან არ არის ამოხსნადი. ვთქვათ, ახლა ეს 

განტოლებები ამოხსნადია. ფრედჰოლმის (55,5) განტოლების ზოგადი ამონახსნი 

მოიცემა ფორმულით ' 
=M 

ს =%- + ?, ძ, ს, (55,6) 
(ლ) 

სადაც ტე მისი რომელიმე კერძო ამონახსნია, თ,((= 1, ..., M) MMC=0 განტო- 

ლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემაა, ხოლო თ, ნების- 

მიერი მუდმივებია. ახლა ცხადია, რომ გამოსავალი განტოლების ყველა ამონახსნთა 

სიმრავლე მოიცემა ფორმულითზბ 
„თ 

დ=MM+ ზ,ი,Mა, (55,7) 
(=1 

ასეთივე მდგომარეობა გვექნება (55,1) განტოლების ანონახსნების საშუალებით 

(55,5) განტოლების ამონახსნთა აგების შემთხვევაშიც (ჩვენთვის იგი საინტერესო 

არაა), 
დამტკიცებული თეორემა საშუალებას იძლევა მოვიყვანოთ § 53-ის ძირითად 

თეორემათა განსაკუთრებით მარტივი დამტკიცება. ჩვენ მოგვყავს აღნიშნულ თეო- 

რემათა ახალი დამტკიცება. 
I თეორემის დამტკიცება (ი. ეეკუა (7)). (53,121) პირობათა აუცი- 

ლებლობა გამომდინარეობს იმ ფაქტიდან, რომელიც აღვნიშნეთ § 46-ის ბოლოს. 

8ა (55,7) ფორმულიდან არ შეიძლება დავასკვნათ, რომ Mთ=0 განტოლების წრფივად დამო- 

უკიდებელ ამონახსნთა რიცხვი არის თ, რადგან MV, ((=1, ..., ჩი) ფუნქციებს შორის შეიძლება 
აღმოჩნდნენ წრფივად დამოკიდებული, მიუხედავად იმისა, რომ «, ფუნქციები წრფივად დამოუკიდე- 
ბელია.
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დავამტკიცოთ მათი საკმარისობა. ამისათვისს ჩავთვალოთ, რომ შესრულებულია 

(53,12) პირობები და ვაჩვენოთ Mდ=/ განტოლების ამოხსნადობა. 
ა) დავუშვათ თავდაპირველად, რომ X >>0, მაშინ (55,1) განტოლება ფრედ. 

ჰოლმის (55,2) განტოლების ეკვივალენტურია და ფრედჰოლმის თეორემის თანახმად 

იგი ამოხსნადია, თუ 
ი 
| თ,M/I/ძ(=0, I=1,..., ”I, (55,8) 

L 
სადაც «ა,(/=1, ..., ,) არის (55,1)-ის მიკავმირებული ICM”თ=0 განტოლების 

წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემა, წინა პირობები შეგვიძლია 

ასე გადავწეროთ: 

(„M”ა, ძ!=0, · (55,9) 

მაგრამ, რადგანაც #”M”ი,=0, M”ი, ფუნქცია არის M/თ=0 განტოლების ამონახ- 
სნი, ამიტომ (53,12) პირობებიდან გამომდინარეობს, რომ შესრულებულია (55,9) 

პირობები და, მაშასადამე, Mდ=/ განტოლება ამოხსნადია. 

ბ) ვთქვათ, ახლა X <0. მაშინ (55,1) განტოლება ამოხსნადია, თუ ამოხსნა- 

დია ფრედჰოლმის (55,5) განტოლება. ამ უკანასკნელის ამოხსნადობის პირობებს. 

აქვთ სახე 

/ IX, 0(=0, (55,10) 
L 

"სადაც », არის (55,5)-ის მიკავშირებული M”MX”წX=0 განტოლების წრფივად დამო- 
უკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემა. მაგრამ M/0=0 განტოლებას არ შეიძლება 

ჰქონდეს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები. მართლაც, პირობის ძალით, (55,3) 

განტოლება ამოხსნადია ნებისმიერი მარჯვენა მხარისათვის, რაც შეუჭლებელი იქნე- 

ბოდა M”თ=0 განტოლებას რომ არანულოვანი ამონახსნები გააჩნდეს. მაშასადამე, 

M”/,=0 და (55,10) პირობები დაკმაყოფილებულია (53,12) პირობათა ძალით. 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

II და III თეორემათა დამტკიცება შეიძლება ჩავატაროთ იმ დაშვე- 

ბით, რომ X >>0, რადგან როცა X<20, იგივ მსჯელობათა ჩატარება შეგვიძლია 

(–%») ინდექსის მქონე M”/თ -=0 განტოლების მიმართ. 

მარეგულირებელ M ოპერატორად ავიღოთ ერთ-ერთი MI და M”? ოპერატო- 

რებიდან. მაშინ Mდ=0 განტოლებას არა აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახს- 

ნები, ხოლო M”ს =0 განტოლებას აქვს ზუსტად X წრფივად დამოუკიდებელი ამო- 
ნახსნი. ფრედჰოლმის განტოლება MMდ=0 ეკვივალენტურია Mდ=0 განტოლებისა 

და ამ განტოლებებს ამონახსნთა ერთი და იგივე # რიცხვი აქვს. იგივე # რაოდე- 

ნობის ამონახსნი ექნება M”M”0=0 განტოლებასაც. მაგრამ ამ უკანასკნელის ამო- 

ნახსნები იმავე დროს 

M”ს =Cფ4 +. ..+ 60% (55,11) 

განტოლების ამონახსნებია, რომელშიაც V,, ..., (I, წარმოადგენს M#M/თ=20 განტო- 
ლების ამონახსნთა სრულ სისტემას, ხოლო C,, ,.., C, ნებისმიერი მუდმივებია, მაგ–
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რამ (55,11) განტოლება ყოველთვის ამოხსნადია და, როგორც ადვილი დასანახავია, 

მისი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნების რაოდენობა მიიღება (55,11)-ის მარ- 

ჯვენა მხარეში მდგომ თ, ამონახსნთა #” რიცხვისა და M”თ=0 განტოლების ამო- 
ნახსნთა X რიცხვის შეკრებით. მაშასადამე, #7 = #” + X და II და III თეორემები 

დამტკიცებულიაზ?, 
§ 56. ფრედჰოლმისა და სინგულარულ განტოლებათა შედარება. კვაზიფრედ- 

პოლმური სინგულარული განტოლება. კანონიკურ სახეზე მიყვანა. 19. თრედჰოლიის 

ინტეგრალურ განტოლებათა გამოყენებებში„ როგორც ცნობილია, მნიშვნელოვან 

როლს ასრულებს ქვემოაღნიშნული თეორემები. 

ვთქვათ მოცემულია ფრედჰოლმის განტოლება Lდ=/, სადაც L ფრედჰოლ- 
მის ოპერატორია, მაშინ: 

I, ერთგვაროვან განტოლებას წდ=0 აქვს მხოლოდ სასრული რაოდენობის 
წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებისა. 

II. მიკავშირებულ ერთ გვაროვან განტოლებებს ICდ=0 და 

Lთდ=0 აქვს წრფივად დამოუკიღებელ ამონახსნთა ერთი და 

იგივე რაოდენობა. 

III. არაერთგვაროვანი განტოლება წდ=/ ნებისმიერი / მარჯვენა მხარისათვის 
ამოხსნადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მიკავშირებოლ ერთგვაროვან განტო- 

ლებას L/დ=0 (ანუ, რაც იგივეა, ერთგვაროვან განტოლებას დ=0) 

აქვს მხოლოდ ნულოვანი ამონახსნი. 

IV. არაერთგვაროვანი განტოლების ამოხსნადობისათვის · აუცილებელი და 

საკმარისია გვქონდეს 

/(/) ბ,(/)ძ(=9, 
ჯ 

სადაც 0,(/) არის მიკავშირებული ერთგვაროვან L”ს=0 განტოლების წრფივად 

დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემა: 

თუ ამ დებულებებს შევადარებთ M#დ=/ სინგლარულ განტოლებებისათვის 

წინა პარაგრაფებში დამტკიცებულ დებულებებს, დავრწმუნდებით, რომ მათთვის 

ძალაში რჩება 1-–-IV ყველა ის დებულება, რომელიც დაყოფით არ არის დაბეჭ- 

დილი. ფრედჰოლმისა და სინგულარულ განტოლებათა ძირითადი განსხვავება იმაში 

მდგომარეობს, რომ II დებულება უნდა: შეიცვალოს "შემდეგით (წინა პარაგრაფების 

აღნიშვნებში): 

”--– ჩ=#. ' 

სინგულარულ განტოლებათა შორის შეგვიძლია გამოვყოთ ისეთ განტოლებათა 

კლასი, რომელთათვისაც უ,:ლებლივ სამართლიანია 1-- IV დებულებები. ეს არის 

კლასი განტოლებებისა, რომელთათვისაც X ინდექსი “ნულის ტოლია. ამ “შემთხვევაში 

#=V/” და არაერთგვაროვანი Mდ = / განტოლება ამოხსნადია # კლასის ყოველი 
მარჯვენა მხარისათვის, თუ M#Mდ=0 განტოლებას არა აქვს ნულისაგან განსხვავებული 

ამონახსნები (რადგან ასეთ შემთხეევაში IIს=0 განტოლებასაც იგივე თვისება აქვს). 

85 IL და III თეორემათა მოყვანილი დამტკიცება ემთხვევა ე. კუ'!რაძის (3) მიერ მოცემულ 
დამტკიცებას; იხ., აგრეთვე, ი. ვეკუა (71).
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ასეთ სინგულარულ განტოლებებს შეიძლება ეწოდოს კვაზიფრედჰოლ- 

მური, ხოლო სათანადო ოპერატორებს (ე. ი. ნული ინდექსის მქონე ოპერატო- 
რებს) – კვაზიფრედჰოლმური ოპერატორებიზ!, 

”. 2). დავუბრუზდეთ ზოგადი სახის სინგულარულ განტოლებას. გავიხსენოთ, 

რომ ფრედჰოლმის ინტეგრალური განტოლებები ხშირ შემთხვევაში გამოიყენება 

ამოცანის მხოლოდ თვისობრივი გამოკვლევისათვის და არა მათი რიცხვითი ამოხს- 

ნისათვის. ამიტომ ცხადეა, რომ მას შ კმდეგ, რაც დადგენილია ზოგადი სახის სინ- 

გულარულე განტოლებებეს თვესებები, ეს განტოლებები ანალოგიური მიზნით შეგ- 

ვეძლია ისეთევე წარმატებით გამოვიყენოთ, როგორც ფრედჰოლმის განტოლებები. 

მაშასადამე, მიზა5 შეწონილე არ არის სინგულარული განტოლებების ყველა შემთხ- 

ვევაში ფრედჰოლმის განტოლებებზე დაყვანა: ამ შუალედურ საფეხურს ხშირად 

შეიძლება გამოკვლევის გართულება მოჰყვეს. 

ამასთან დაკავშირებით ბუნებრივად ისმება კითხვ: როგორ ეკვივალენტურ 

(სინგულარულუ), რაც შეიძლება მარტივ, განტოლებაზე შეიძლება დაყვანილ იქნეს 

მოცემულია სინგულარული განტოლება? ცხადია, რომ ეს კითხვა არაა (კალსახად 

განსაზღვრული. · 

ი, ვეკუამ (7) მიუთითა ერთი მარტივი სახის განტოლება, რომელზედაც ეკვი- 

ვალენტობის დაურღვევლად შეიძლება მიყვანილ იქნეს ყველა სავა სინგულარული 
განტოლებაზ. სახელდობრ, ვთქვათ მოცემულია სინგულარული ინტეგრალური გან- 

ხილი 80) (ეძ, 1(# 
MC = /(()) C(I)) + –-“ ( LI + <1 M(/, ჩე) თ(/) ძ/= /(/ა)- (56,1) 

L L" 

ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ L-ზე დადებითი 

მიმართულება ისეა არჩეული, როგორც § 29-ის 1 პუნქტში. §“ და 5+-ად ვიგუ- 
ლეისხმოთ იგივე, რაც აღაიშნულ პარაგრაფში, ამასთან ჩავთვალოთ, რომ 5“-ით 

აღნიშნულია უსასრულოდ დაშორებული წერტილის შემცველი სიბრტყის ნაწილი 
და რომ საკოორდინატო სისტემის სათავე მდებარეობს §+-ში. 

აღვნიშნოთ (56,1) განტოლების ინდექსი »-თი და განვიხილოთ შემდეგი ფორ- 

მულეთ განსაზღვრულე M ოპერატორი 

M% = ი(%) %(#-) + -––-– ა LI „94 (56,2) 

სადავ , „ 

20(0 = 0 + 86 1 თ – 80" 
” (56,3) 

2ხ(0) = 
4ი+8ი 40-80 

86 ი, ვეკუა ასეთ შემთხვევაში ხმარობს ტერმინს „ფსევდორეგულარული“, შევნიშნოთ, რომ 

დღეისათვის ფუნქციონალურ აზალიზში ისეთ ფუნქციონალურ განტოლებებს, რომელთათვისაც დაცუ- 
ლია 1--IV დებულებები, ხშირად ფრედჰოლმის განტოლებებს უწოდებენ. 

7 ი. ვეკუა იხილავს შემთხვევას, როცა L შემოსაზღერავს სიბრტყის ბმულ არეს. სათანადო 

აღნიშვნების გამოკენებით აქ უურო ზოგად შემთხ ვევას განვიხილავთ.
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ადვილია იმის ჩვენება, რომ /M კვაზიფრედჰოლმური ოპერატორია, ე. ი. მისი 

ინდექსი ნულის ტოლია. მართლაც, ეს ინდექსია 

1 | იხ 1 1 +.) 1 | 4–8 

25| | თი+ ნ)L“ 2” 4-8 L 2 | 4+8ML+ 

» # 
+ 2; II /ს1=-4++2+ წი (I, = 0, 

რადგან IIი 7I, =2XL, ამ უკანასკნელი ტოლობის მართებულობაში დასარწმუნებლად 

საკმარისია იმის გათვალისწინება, რომ # შეგვიძლია ჩავთვალოთ იმ არის საზღერად, 

რომელიც შეიცავს უსასრულოდ დაშორებულ წერტილს და არ შეიცავს საკოორდი- 

ნატო სისტემის სათავეს89, 

რადგან M ნულ ინდექსის მქონე მახასიათებელი ოპერატორია, MCდ=0 გან- 
ტოლებას არანულოვანი ამონახსნები არა აქვს. 

ამის გამო (56,1) განტოლება ეკვივალენტურია განტოლებისა 

M#თდ ==M%დ = M/. (56,4) 

ამასთან M ოპერატორის მახასიათებელ M?/ ოპერატორს მეტად მარტივი სახე აქვსზ? 

M9 =-1I “« _1 X _1L §(1)! : ი=+04+რ090)+ 20-02 | 21%. 6659 
L 

ასეთი M0 მახასიათებელი ნაწილის მქონე სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებას 

Mი-/ (56,6) 
შეიძლება ეწოდოს სინგულარული განტოლების კანონიკური სახე. 

მნიშვნელოვანია აღინიშნოს, რომ აგრეთვე მეტად მა“ტივი სახე აქეს 

#Mდ =/ , (56,7) 
მახასიათებელი განტოლების ზოგად ამონახსნს იმ დაშვებით, რომ უარყოფითი ინ- 

დექსის შემთხვევაში დაცულია ამოხსნადობის პირობები39 

%(/ა) = M'/ + (1–– 7, “) #..-)(#Xი), (56,8) 
სადაც #, კ არაუმეტეს (+ -- 1) ხარისხის ნებისმიერი პოლინომია (ნული ტოლი, 
თუ X<-60) და 

I() 1 1 1 
MV"/ = -- (1+ 7) /(%) + “ე” (1––#-”) „. 17% (56,9) 

ეს უკანასკნელი ფორმულა უშუალოდ მიიღება (47,9) ფორმულიდან, თუ შევ- 

ნიშნავთ, რომ Mიდ=/ განტოლების შესაბამისი კანონიკური ფუნქციაა 

1, როცა 265X%, 

>», როცა 27C§-. (56,10) X9 = | 
08 (11 /),-ის გამოთელისას საკმარისია დავკმაყოფილდეთ იმ შეკრულ წირთა შემოელით, 

რომლებიც ეკუთვნიან §--ში შემავალ 2-ის შემცეელ ბმული :რის საზღვარს, რადგან დანარჩენ კონ– 
ტურთა შემოვლოსას (Iი (|), ნაზრდი ნულის ტოლია. 

+ აქ საქიროა ვისარგებლოთ (45,12) ან (45,13) ფორმულებით. 
% ეს პირობები მოყვანილია ქვემოთ (ფორმულა (56,11)).
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მართლაც, M%დ=0 განტოლების შესაბამისი "შეუღლების ერთგვაროვანი ამო- 
ცანის სასაზღვრო პირობას აქვს სახე 

Cა+(ჯ) = # დ-(I), · 

და, ცხადია (შდრ. § 35, შენიშვნა 4), (56,10) ფორმულებით განსაზღვრული X(2) 

ფუნქცია წარმოადგენს ამ ამოცანის კანონიკურ ამონახსნს. 

როდესაც X <0 (47,8) და (56,10)-დან უშუალოდ ვღებულობთ (56,7) გან- 

ტოლების ამოხსნადობის პირობებს 

| #/ი«–ი, ჩ=0, 1,... –-–#--1, (56,11) 

L 
§ 57. რეგულარიზაციის ტ. კარლემან––ი. ვეკუას მეთოდი. წინა პარაგრაფებში 

გავეცანით სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რეგულარიზაციის ორ მე- 

თოდსშ1, მოვეყვანოთ კიდევ ერთი მეთოდი, რომელიც ერთ კერძო შემთხვევაში 

მითითებული იყო ტ. კარლემანის მიერ (1. CმI16ი)მი I1)) და განვითარებულ იქნა 
ი. ვეკუას ნაშრომებში (1) –– (4), |7). რიგ შემთხვევებში ეს მეთოდი უფრო მოხერ- 

ხებულია, ვიდრე ზემოთ მითეთებულე მეთოდები. 

ვთქვათ, მოცემულიეა სინგულარულე ინტეგრალური განტოლება 

50) (901, 1 | # ათი%=/Vა“ (57) 
კჯ 9 -, 
    Mდ = +4(4) თ(%) + 

ან, მოკლედ, 

Mდ == Mმ%დ + MCდ = /, (57,2) 
სადაც M? არის IL ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილი, ე. ი. 

8(C ()თV 
MX = #(%) დ(6) + “2 20 » (57,3) 

L 

    

და 

1 
დ = --- ( M(/ი, 1) «(1) ძI, (57,4) 

L 

ამასთან (7, /)-ს აქვს § 44-ში მითითებული. სახე (იხ. ფორმულა (44,6)). 
გადავწეროთ (57,2) შემდეგნაირად 

IIდC=!--MC (57,5) 
და ამოვხსნათ ისე, რომ მოცემულ თავისუფალ წევრად მივიჩნიოთ მისი მარჯვენა 

მხარე. ჯერჯერობით ნუ მივაქცევთ ყურადღებას ამოხსნადობის პირობებს, რაც თავს. 

იჩენს X-–ე შემთბვევაშე??. § 47-ის ძალით ვღებულობთ 

დ(1)) = M"V –– ML" -L 8“(1ა) 2(%ი) #„–: (7ა) 

ანუ 

სს რეგულარიზაცთს პირველე ხერხი ეს არას Mდ= / განტოლების შეცვლა MMდ = M/ გან- 
ტოლებით, სადაც M მარეგულირებელი ოპერატორია ; მეორე ხერხი მდგომარეობს იმაში, რომ ეიყე- 

ნებთ ჩასმას დ=MV. 

02 ეს პირობებე გათვალისწინებული იქნება ქვემოთ (ფორმულა (57,11)).
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დ(/ა) + MX» = M."/ + 8”(4) 2(#ი) #»–. (#), (57,6) 

50 ი / M04ი _. 
) ” 2(1) (L–- M) 

ამასთან, 2(), „4%(0), 8%() განისაზღვრება (47,12), (47,13) ფორმულებით, ხო- 
ლო ჩნ. ,0ე) არაუმეტეს X-- 1 ხარისხის ნებისმიერი პოლინომია (#6, ,=0, თუ 
X=-0). 

§ 45-ში ნათქვამის საფუძველზე (შენიშვნა) MM არის ფრედჰოლმის პირველი 
გვარის ოპერატორი 

სადაც 

M"/ = 4") /(#%)– (57,7) 

1 ” 

M%= –; | M(, () (0 ძI, (57,8) 
L 

სადაც 
M(I, #) = LLC, 7), (57,9) 

ამასთან, #(ჯე, 1)-ს მიმართ M+ ოპერატორის გამოყენებისას (ცყვლადად ითვლება #0, 

ხოლო / ითვლება პარამეტრად, ასე რომ 

· 8'(/:) 2(%) | > იძ M(6, #) = 4%%) M(V, 0 – ––“+–. ) 200-ე. (5710 

§ 47-ის შედეგების საფუძველზე (57,6) განტოლება ეკვივალენტურია გამოსა- 
ვალი (57,1) განტოლებისა, თუ X2>0, ხოლო თუ X<0, მაშინ (57,6)-ს უნდა 
დაემატოს (47,16) პირობებიდან გამომდინარე განტოლებები 

( MM დ(/) # ( ჯ/(/) 

27() “ჯე 2 6-0 ს.სა–#–-ს. (57,11) 

და მაშინ (57,1) განტოლება ეკვივალენტურია (57,6) განტოლებისა და (57,11) 
განტოლებათა ერთობლიობისა 

(57,6) განტოლება არის ფრედჰოლმის განტოლება (მეორე გვარისა), გავიხსე- 
ნოთ, რომ § 45-ის შენიშვნის მიხედვიო 

M%(ა, 1) 

'|(– რ 
სადაც MVX(ჯ, 1) აკმაყოფილებს #/ პირობას. 

ამრიგად, მივაღწიეთ გამოსავალი განტოლების რეგულარიზაციას და, რაც მე- 

ტად მნიშვნელოვანია, უზრუნველყოფილია ეკვივალენტობა. თუმცა X#<20 შემთხვევაში 

ფრედჰოლმის მეორე გვარის განტოლების გარდა დამატებით ვღებულობთ (57,11) 

განტოლებებს, მაგრამ ეს არაარსებითია, რადგან საკითხი ძირითადად ფრედჰოლმის 
(57,6) განტოლების ამოხსნაზე დაიყვანება. 

სინგულარულ განტოლებათა რეგულარიზაციისას § 47-ის ფორმულების ნაცვ- 

ლად შეგვიძლია ვისარგებლოთ § 48-ის ფორმულებით. სახელდობრ, ვთქვათ, მოცე- 

მულია განტოლება?! 
9 თავისთავად ცხადია, რომ L”დ=/ განტოლება შეიძლება განეიხილოთ იმის გათეალისწინე- 

ბით, რომ იგი არის Mდ=/ განტოლების მიკავშირებული, რადგან ყოველი V” ხინგულარული ოპე- 
რატორი შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: M-+-L”. 

M(/, #8) = 0ლ=X<1, (57,12)
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M”ს = MVIს + L”ს = /(ჩ), (57,13) 

2ლ0 ' 1 ' 8(/) 7ს(1) ძ! (I = 40აბა– ვ | <2“, (57.14) 
L 

სს = – ( M(/, ა) %(7) ძI. (57,15) 
L 

§ 48-ის შედეგების გამოყენებით, ზემოთ აღნიშნულის ანალოგიურად, მივი- 

ღებთ, რომ, როცა X” >>0 (57,13) განტოლება (X” აღნიშნავს მის ინდექსს) ეკვივა- 

ლენტურია ფრედჰოლმის განტოლებისა (მეორე გვარის) 

0,'-,(ჩე) 

2(7) 
სადაც 0, , (7) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღემატება X” –– 1 
(0.,.,=0, როცა X»=0). 

თუ X” <0 განტოლება (57,13) ეკვივალენტურია (57,16) განტოლებისა, რო- 

მელშიაც 0,!_1(7-) =0 და (489,12)-დან გამომდინარე დამატებითი განტოლებებისა 

დ-+MVI6=M"/+ , (57,16) 

( 1 2(7) 8”(!) ML” დ(1) ძ( = I L 2(,) 8”(1) /(1) ძI/. (57,17) 
V , · 

შევნიშნოთ, რომ იმ შემთხეივაშიც კი, როცა M#” არის M-ს მიკავშირებული 

ოპერატორი, (57,6) და (57,16) ოპერატორები არ იქნება მიკავშირებული, 

რადგან (M#M)/=MM+# და არა #+#"L”-ს. 
რეგულარიზაციის მოყვანილ მეთოდზე დაყრდნობით შეიძლება წინა პარაგ- 

რაფში გაღმოცემული ყველა ძირითადი თეორემის დამტკიცება? ბ. ეს გაკეთებულია 

ი. ვეკუას (2) და (4) ნაშრომებში (იგი სარგებლობს ამ პარაგრაფში მითითებული 

პირველი ხერხით). გარდა ამისა, ამ გზით შეიძლება ზოგიერთი ახალი შედეგის მი- 

ღება, მაგალითად, შედეგისა, რომელიც გადმოცემულია შემდეგ პარაგრაფში. 

§ 68. / პარამეტრის შემოღება. სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებაში, 

ისევე, როგორც ფრედჰოლმის განტოლების შემთხვევაში, შეიძლება რაიმე 2. პარამეტ- 

რის შემოყვანა. ამასთან, მარტივი და ფრედჰოლმის კლასიკურ თეორიასთან ახლო- 

ბელი შედეგები მიიღება, თუ პარამეტრს დავუსვამთ (57,2) განტოლებაში მონაწილე 

M ოპერატორს ან (57,13)-ის”ს ” ოპერატორს, ისე, როგორც ეს გაკეთებულია 

ი. ვეკუას (7) შრომაში. 

აღნიშნულის შესაბამისად განვახილოთ სინგულარული განტოლება 

Mდ = M%% -L- 1Lდ = /(%), (58,1) 
სადღაც » ნებისმიერი პარამეტრია (სახოგადოდ–-კომპლექსური). 

. 9 ამ მეთოდით იქნება დამტკიცებული ქვემოთ, § 102-ში, ძირითადი თეორემები უფრო ზოგად 

შემთხვევაში, 
9 ეს შეესაბამება იმას, რომ ფრედჰოლმის განტოლებაში პარამეტრი ჩეეულებრივ შემოაქვთ 

ფრედჰოლმის ოპერატორის სავსებით უწკვეტი ნაწილის თანამამრავლის ს.ზით (§ 49); პარამეტრის 

სხვანა-რი შემოყვანისას თეორია გაცილებით რთულდება.
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წინა პარაგრაფში განხილულე რეგულარიზაციის პირველი ხერხის გამოყენე- 

ბით, როცა X >>0, დავასკვნით, რომ განტოლება ეკვივალენტურია ფრედჰპოლმის 

განტოლებისა 

დ + #M"V« = /"((), (58,2) 
სადაც 

I'(/ი) = M"V/ + 8“(7ა) 2(4ი) ჩ»-I(7)- (58,3) 
#,._, (/ა) აქ აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომს, რომლის ხარისხი არ აღემატება #-––1. 

მიღებული განტოლების მიკავშირებულე ერთგვაროვანი განტოლებაა 

ს + X(M"L)/ს == დტ –- XML LV = 0. (58,4) 

ფრედჰოლმის განტოლებათა თეორიიდა? ცნობილია, რომ მიკავშირებულ ერთ- 

გვაროვან განტოლებებს დ + 2MX #0 =0 და დ + LM” L" ს =0 ერთდროულად აქვს 
ან არა აქვს არანულოვანი ამონახსნი (ამასთან, ამ განტოლებათა წრფივად დამოუ- 

კიდებელ ამონახსნთა რაოდენობა ერთი და იგივეა); ასეთი ამონახსნები არსებობს 

მხოლოდ მაშინ, როცა X» ღებულობს რომელიმე მნიშვნელობას „მახასიათებელ 

შ?უს 2... (58,5) 

რიცხვთა სასრული ან ისეთი უსასრულო მიმდევრობიდან, რომელსაც სასრული 

დაგროვების წერტილი არა აქვს. თუ X» განსხვავებულია (58,5) მნიშვნელობებიდან, 

მაშინ (58,2) განტოლება ცალსახად ამოხსნადია ნებისმიერი მარჯვენა მხარისათვის 

და ამონახსნი წარმოიდგინება შემდეგი სახით 

ღ(Iა) = /”"(1ა) + ( I (ჯი, 7; #)/” (/) ძ!, (58,6) 

# 
სადაც I (#-, 7; ») ფრედჰოლმის რეზოლვენტაა. იგი X-ს მიმართ მერომორფული 

ფუნქციაა პოლუსებით (58,5) წერტილებში. 
როცა #=0, ე. ი. გამოსავალი განტოლება ერთგვაროვანია, 

/'(7ი) = 18M(ა) 2(/ი) (იი6 ' + თI0 “+-..+ 0--)) (58,7) 
(0, ნებისმიერი მუდმივებია) და (58,5) მახასიათებელ მხწიშვნელობათაგან განსხვა- 

ვებული X-თვის, (58,2) განტოლებას აქვს ზუსტად X» წრფივად დამოუკიდებელი 
ამონახსნი, რომლებიც მიიღება ფრედჰოლმის შემდეგ განტოლებათა ამოხსნით: 

დ + 1M7Lდ = 8%7/ა) 2(/ა-)(, #=0, 1,..., X--1. (58,8) 

ამრიგად, მიღებულია შემდეგი დებულება: 
თუ X>90, მაშინ Mდ=/ განტოლების ზოგადი ამონახსნი 

წარმოადგენს 2-ს მიმართ მერომორფულ ფუნქციას და შეიცავს 

(წრფივად) X» ნებისმიერ მუდმივს. » პარამეტრის ყველა მნიშ- 

ვნელობისათვის, გარდა, შესაძლოა, დისკრეტული მახასიათებე- 

ლი X,..., ს... მნიშვნელობებისა, Mდ=0 ერთგვაროვან განტო- 

ლებას აქვს X წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი, რომლებიც 

აგრეთვე წარმოადგენენ Xს მერომორფულ ფუნქციებს (ყველა 
შემთხვევაში, როგორც § 53-დან ვიცით (შენიშვნა 1), ერთგვაროვან განტოლებას. 
აქვს არა ნაკლებ X წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნისა).
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ი. ვეკუას (7) მიერ მითითებულ ამ შედეგს დავუმატოთ შემდეგი: ვთქვათ, 
ახლა X<0. მაშინ გამოსავალი (58,1) განტოლება ეკვივალენტურია (58,2) გან- 

ტოლებისა, რომელშიაც #„ , (/)=0, და წინა პარაგრაფის (57,11)-ით მოცემული 
დამატებითი პირობებისა. ამ უკანასკნელ გამოსახულებებში დ-ს ნაცვლად (58,6) 

გამოსახულების შეტანით ადვილად ვღებულობთ ამოხსნადობის (–- X) პირობას 

| ა 2) MI) ძ0=0, 1=1, 2,..., –-X, (58,9) 

სადავ. თ,(/, ») X-ს მიმართ გარკვეული მერომორფული ფუნქციებია პოლუსებით 

(58,5) წერტილებში. თუ 7. განსხვავდება (58,5) მნიშვნელობებისაგან, (58,9) ტო- 

ლობები წარმოადგეჯდს (58,1)-ის ამოხსნადობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს, 

ვინაიდან ამ შემთხვევაში ამოხსხადია ფრედჰოლმის (58,2) განტოლება. ჩავთვალოთ. 

რომ 7. გაჩსხვავდება (58,5) მნიშვნელობებისაგან და (58,9) პირობები გამოვსახოთ 

სხვაგვარად. სახელდობრ, განვიხილოთ Mდ=0 განტოლების მიკავშირებული ერთ- 

გვაროვანი განტოლება 

Lს = MXმძს + XL ს = (58,10) 

ვთქვათ, თ, ..., სV (- >> = –-X) ამ ანტოლების წრფივად დამოუკიდებელი 
ამონაჩსნებია, მაშინ (58, 9) პირობები ეკვივალენტური უნდა იყოს პირობებისა 

| X»–,()I(I()ძიძ=0, 1 =1, 2,..., #”, (58,11) 

L 
რადგან ეს უკანასკნელი აუცილებელია და საკმარისი (58,1) განტოლების ამოხსნა- 

დობისათვის, 

აქედან ადვილად დავასკვნით"9, რომ თ,(/, ») ფუნქციები წარმოადგენს «,(74ი) 
ფუნქციათა წრფივ კომბინაციებს და პირიქით. მაშასადამე, როცა 2 განსხვავდება 

(58,5) მნიშვნელობებისაგან, თ,(/, X) (/=1,..., #) ფუნქციები წრფივად დამოუ- 

კიდებელია და #'=X= –-#. 

ამრიგად, მიღებულია შემდეგი დებულება: 
თუX#ჯ=--X#X<0, მაშინ (58,5) მახასიათებელ მნიშენელობა- 

თაგან განსხვავებული ყოველი #»-სთვის, Mდ=/ განტოლების 

ამოხსნადობის პირობები მოიცემა (58,9) სახის »=–7# რაოდე- 
ნობის თანაფარდობებით, სადაც თ,(0, 1) წრფივად დამოუკი- 
დებელი, X-ს მიმართ მერომორფული ფუნქციებია, პოლუსებით 

(5%,5ე) წერტილებში; თუ / აკმაყოფილებს ამ პირობებს, ამონახ- 

სნები მოიცემა (58,60 ფორმულით. 

როც. X=0, ე. ი. კვახიფრედპჰოლმური განტოლებისათვის, ამ პარაგრაფის 

შედეგები ემთხვევა ფრედჰოლმის განტოლებისათვის ცნობილ შედეგებს. 

§ 59, მოკლე მითითებანი ზოგიერთ სხვა შედეგზე. IV-VI თავებში სხვა- 

-დასხვა მიმართულებით განზოგადებული იქნება ამ თავში მიღებული შედეგები. ამ 

პარაგრაფში კი მოვიყვანთ მოკლე ცნობებს“ გადმოცემულ მასალასთან მჭიდროდ 

-დაკავშირებული ზოგიერთი შედეგის შესახებ. მიუხედავად იმისა, რომ ეს შედეგები 

% იხ, IV დამატების ბოლოში მოყვანილი დებულება.
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მეტად საინტერესოა, ჩვენ, წიგნის დასახულ ჩარჩოებში, მათზე დაწვრილებით ვერ 

"შევჩერდებით. 
116, 117 პარაგრაფებში და, აგრეთვე, წიგნის ბოლოს V დამატებაში მოყვა- 

ნილი იქნებ მოკლე მითითებანი ამ ბოლო დროს მიღებულ სხვა მნიშვნელოვანი 

შედეგების შესახებ. 
19. ვთქვათ, # აღნიშნავს ზემოთ განხილული სახის სინგულარულ ოპერა- 

ტორს. § 55-ში გადმოცემული იყო Mდ=/ სახს სინგულარული განტოლების 

ფრედჰოლმის განტოლებაზე დაყვანის ხერხი, რომელიც ი. ვეკუამ მიუთითა. მახეე, 

უფრო ადრე, მიუთითა სხვა, აგრეთვე საინტერესო ხერხზე, რომელიც დამყარებუ- 
ლია § 57-ში მოყვანილ რეგულარიზაციის მეთოდზე. თუ #« >>0, ჩვენ ვაახეთ, რომ 

განტოლება Mდ=/ ამ მეთოდით უშუალოდ მიიყვანება ფრედჰოლმის ეკვივალენტუო 
განტოლებაზე. ი. ვეკუამ (3), (4) აჩვენ, რომ X<0 შემთხეევაშიცკ, მოცემული 

სინგლარული განტოლება მარტივი გარდაქმნების საშუალებით შეიძლება მივიყვანოთ 

-ფრედპჰოლმის განტ ოლებაზე და ამოხსნადობის შემდეგი სახის პირობებზე 

( «ი /0 4-0; რ 
ჯ 

·აღნიშნული ფრედღჰოლმის განტოლება და C,() ფუნქციები აიგება მარტივი კვად- 

-რატურების საშუალებით. 

29%. აღვნიშნოთ 1-თია შემდეგი ფორმულით განსახღვრული ოპერატორი 

ძI(§) Xდ0) =“--.დ(, 
სადაც, როგორც ყოველთვის, 7 არის L კონტურის წერტილის აფიქსი, 5–-შესაბა- 

მისი რკალური აბსცისი; ამ პუნქტში ვიგულისხმებთ, რომ L აკმაყოფილებს ლია- 

ძ! 
პუნოვის პირობას, ე. ი. წიო ეკუთვნის #/” კლასს. ოპერატორის სიმბოლოს თავზე 

გასმული ხაზით აღვნიშნოთ კომპლექსურად შეუღლებულ ოპერატორზე გადასვლა 

უ. ი. განსაზღვრის ძალით 

M#Cდ= IC. 
განვიხილოთ ოპერატორები 

LC IM, ს=II IM), M =VI/IC 7, 
სადაც ზემოთა ნიშნაკი ბმ მიუთითებს ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილის აღებას. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ MIX და LI კვაზიფრედჰოლმური ოპერატო- 

რებია, ხოლო MM ფრედჰოლმის ოპერატორია. ასე, რომ M არის L-ს რეგულარი- 

ზატორი. სამართლიანია თეორემა: ფრედპოლმის განტოლება 

MMდ=M/ 

ამოხსნადია ნებისმიერი / ფუნქციისათვის და ეკვივალენტუ- 

რია Mდ=/ განტოლებისა, თუ ეს უკანასკნელი ამოხსნადია. 

M ოპერატორი, რომელიც, როგორც ვნახეთ, სავსებით ელემენტარულად აიგება 
და აქვს ახლახან აღნიშნული თვისება, მითითებული იყო ი. ვეკუას I7I. მიერ (თეო- 

რემის დამტკიცებაც იხ. იქვე).
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უფრო ადრე ვ. კუპრაძემ (3) აჩვენა რომ Lდ=/ სახის ნამდვილი (44,16) 

განტოლებისათვის ასეთი თვისება აქვს #-ის მიკავშირებულ L” ოპერატორს. ვ. კუპ- 

რაძემ I4) ააგო ასეთი თვისების მქონე ოპერატორი #დ=/ განტოლებისათვის, მაგ- 

რამ ამ უკანასკნელი ოპერატორის ასაგებად საჭიროა მიკავშმირებული ერთგვარო- 

ვანი ს” თ=0 განტოლების ყველა ამონახსნის პოვნა. 

ვმ. რიგ საინტერესო შედეგს შეიცავს ლ. ბერგის შრომები (L. 80LC (11 –– 

(31). განსაკუთრებით უნდა აღინიშნოს აგება „სინგულარული რეზოლვენტის“ –- 

ფუნქციისა, რომელიც სინგულარული ინტეგრალური განტოლებისათვის ფრედჰოლ- 

მის რეზოლეენტის ანალოგიურ როლს ასრულებს. იგი აკმაყოფილებს ორ ფუნქეციო- 

ნალურ განტოლებას, ანალოგიურს იმ ცნობილი ფუნქციონალური განტოლებებისა, 

რომელთაც აკმაყოფილებს ფრედჰოლმის რეზოლვენტა. 

4ბ. სინ„ულარულ ინტეგრალურ განტოლებებს ეძღვნება ჟ. ჟიროს მრავალ- 

რიცხოვანი შრომა, რომელთა ნუსხა შეიძლება ვსახოთ მის ერთ-ერთ ბოლო შრო- 

მაში: C. CI”მსძ |2); იხ. აგრეთვე ვ. კუპრაძე (11), ს. მიხლინი (71). 

ერთგანზომილებიანი სინგულარული განტოლებების შემთხვევაში, ე. ი. განტო- 

ლებებისათვის, რომელთაც ჩვენ განვიხილავთ, ჟ. ჟიროს გამოკვლევები??, ვფიქრობ, 

ზედმეტად რთული და არც თუ სავსებით სრულია. ასე მაგალითად, მასთან არ 

გვხვდება ამ თეორიისათვის ფუნდამენტური მნიშვნელობის მქონე ინდექსის ცნება, 

თუმცა ეს უკანასკნელი გაცილებით ადრე იყო შემოღებული. ჟ. ჟიროს თეორია 

ინტეგრალური განტოლების 7» პარამეტრზე დამოკიდებულების საკითხის გამოკვლე- 

ვაზეა აგებული, ამასთან ეს პარამეტრი შემოღებულია არა ისე, როგორც მითითებუ- 

ლი იყო წინა პარაგრაფში: სახელდობრ, იგი განიხილავს განტოლებას (ჩვენს აღნიშ- 

ვნებში) 

#8(#) (1)ძ! ” 
40) #(1+ – “| ჯ- 7 +2 1 ჩი, ჩ) დ(0)თ = II), (59.1) 

L L 

რომელშიაც #7. პარამეტრი შედის მახასიათებელ ნაწილშიც. ეს არღვევს ანალოგიას 

ფრედჰოლმის კლასიკური თეორიის განტოლებებთან (მდრ. § 58-ის დასაწყისი) 

და მნიშვნელოვნად ართულებს გამოკვლევას. (59,1) სახისს განტოლებათა თეორია 

არ არის მარ ტივი, ყოველ შემთხვევაში ჟ. ჟიროს მიერ მიღებული შედეგების ნა- 

წილში, ვიდრე თეორია უფრო ზოგადი სახის განტოლებისა 

1 70, 1; #) თდ(!) ძ1 
4(%) #(#%) + –» ( 20 8 -4904 = /(/), (59,2) 

2 ი 

სადაც XV, 7; 2) აკმაყოფილებს # პირობას 1 და ჯ-ის მიმართ, ხოლო »-ს მი- 

მართ მერომორფულია გარკვეულ არეში“. 

თუ ამ უკანასკნელის მიმართ გამოვიყენებთ ზემოთ გადმოცემულ მეთოდებს, 

შეიძლება ჟიროს შედეგების გაცილებით მარტივად მიღება ვიდრე ეს თვითონ 

97 ამ მიმართულებით მის მიერ მიღებული შედეგები ყველაზე დასრულებული სახით გაღმოცე- 

მულია ნაშრომში C. CIIმსძ (2). 

9%8 (59,2) განტოლება წარმოადგენს ფრედჰოლმის ისეთი განტოლების ანალოგს, რომლის გული. 

#-ს მიმართ მერომორფული ფუნქციაა და რომელიც შესწავლილი იყო ი. ტამარკინის მიერ (4. ხ. 

1გო2IMIი (1)).
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ავტორმა გააკეთა. ამას გარდა, შეიძლება უფრო ზოგადი შედეგების მიღებაც. ეს 

გაკეთებულია დ. ხარაზოვის I1) მიერშ9, 

50, დიდ ინტერესს იწვევს გადმოცემული შედეგების გავრცელება მოცემულ 
და, განსაკუთრებით, საძიებელ ფუნქციათა კლასის გაფართოების თვალსაზრისით. 

საინტერესოა აგრეთვე გლუვ საინტეგრო წირთა შეცვლა სხვა უფრო ზოგადი სახის 

'წირებით. უმარტივესი განზოგაღებანი ამ მიმართულებით მოცემული იქნება IV და 

V თავებში. ერთი განზოგადება ანალოგიური მიმართულებით მოცემულია L. 806Lყ- 

ის |3) შრომაში. სხვა განზოგადებებზე, რომლებიც მოითხოვენ ლებეგის ინტეგრა- 

ლის ცნების გამოყენებას, მითითებული იქნება § 116-ში, 

აქ აღვნიმნოთ მხოლოდ, რომ ზემოთ გადმოცემული შედეგები აღვილად 

ვრცელდება იმ შემთხვევებზე, როცა // კლასი შეცვლილია უწყვეტ ფუნქციათა 

რამდენადმე უფრო ზოგადი კლასით, რომელიც მოხსენებული იყო § 27-ში. ასეთი 

„გავრცელება მოცემულია ლ. მაღნარაქის შოომებში (5), |7I, (81. 
69, შეუღლების ამოცანის ამოხსნის მდგრადობის საკითხს ეძღვნება ლ. ჩიკი- 

ნის (2) შრომა, ხოლო მიახლოებით ამოხსნას––-გ. მანჯავიძის (41, (6), ა. ბატირე- 

ვის I11, (31) და ვ. ივანოვის |5) შრომები. | 

% შემდგომში ზოგიერთი ამ შედეგებიდან ი, გოხბერგმა (2) გადაიტანა წრფიეი განტოლებე- 
„ბისათვის ბანახის სიერცეში.



თავი მესამე 

გამოყენებანი ზობიერთ სასაზღვრო. ამოცანაში 

  

წინა თავებში გადმოცემული შედეგები ფრიად სასარგებლოა ანალიზურ ფუნ- 
ქციათა თეორიისა და მათემატიკური ფიზიკის მრავალი მნიშვნელოვანი ამოცანის. 

ამოხსნისას, უკანასკნელ დროს ამ გზით მეტად საინტერესო შედეგები მიიღეს; ამ 
თავში გადმოცემული იქნება ზოგიერთე მა»განი. , 

ჩვენ დავიწყებთ განსახილველი ტიპის ამოცანათაგან ერთ-ერთი უმარტივესით –– 
დიღრიხლეს ამოცანით. ამ ამოცანის ამოხსნას, დაფუძნებულს სინგულარულ ინტეგრა- 

ლუო განტოლებათა გამოყენებაზე (§ § 64, 65), წავუმძღვარებთ მის ფრედჰოლმისეულ 

კლასიკუო ამოხსნას “ზოგიერთი ცვლილებით, რომელიც ამ ამოხსნას წინამდებარე 
თავში განხილულ საკითხთან აახლოებს, 

1). დირიხლეს ამოცანა 

§ 60. დირიხლეს ამოცანის დასმა და დარიხლეს სახეცვლილი ამოცანა, ერ- 

თადერთობის თეორემები, ვთქვათ 5+ აღნიშნავს (ბმულ) არეს, რომელიც შემოსა- 

ზღვოულია მაოტივი, შეკრული, არაგადამკვეთი Lი, L),..., ს გლუვი კონტურე- 
ბით, რომელთაგან პირველი მოიცავს დანარჩენებს. #-ით აღვნიშნოთ ამ კონტურთა 

ერთობლიობა; დადებით მიმართულებად #L-ზე ავირჩიოთ ის მიმართულება, რომელიც 
5+ არეს მარცხნივ ტოვებს. კონტური Lე: შეიძლება არც გვქონდეს, მაშინ 5+ არე- 
უსასრულო იქნება. §--ით აღვნიშნოთ შესაბამისად LI. Lა, ...ს) სე კონტურთა შიგ- 

ნით მოთავსებულ სასრულ არეთა 245ჯ, 5;,..., 5 და ჩ კონტური“ გარეთ 

(როდესაც იგი სახეხეა) მდებარე წერტილთაგან შედგენილი უსასრულო 5: 
ერთობლიობა. 

Lი, LI... ი კონტურები კიდევ შევზღუდოთ შემდეგი პირობით: #,-ს მხების. 

მიერ რაიმე მუდმივ მიმართულებასთან შექმნილი კუთხე აკმა- 

ყოფილებს M# პირობას, სხვა სიტყვებით, ეგულისხმობთ, რომ 

L აკმავოფილებს ლიაპუნოვის: პირობას. 

დეოიხლეს კლასიკურ ამოცანას 5+ არისათვის შემდეგნაირად ჩამოვაყალიბებთ: 

1 თუ ყურადღებას არ მჯავაქცევო ზოგიერთ დამატებით გარემოებას, რომლებიც წარმოიშობა 

მრაელადამული არის შემთხვევაში, დირიხლეს ამოცანა თწარმოადგენს რიმან--ჰილბერტის ამოცანის 
კერძო შემთხვევას, როდესაც (40,1) სასაზღვრო პერობაში თ, ხ კოეფიცეენტთაგან ერთ-ერთი იგი- 
ვურად ნულის ტოლია, 

მაგრამ რიმან––ჰილბერტის ამოცანის განხილვისას გამოვიყენეთ მოცემული 5+ არის კონთორ- 

გული ასახვა წრეზე, რაც დირიხლეს ერთი კერძო ამოცანის ამოხსნის ეკვივალენტურია. ამის გამო. აქ, 
დამოუკიდებლად განვიხილავთ დირ-ხლეს ამოცანას, მითუმეტეს, რომ ეს ამოხსნა მოცემული იქნებ» 
კონტურთა ნებისმიერი რიცხვით შემოსაზღვრული არეებისათვის.
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4. დირიხლეს ამოცანა. ვიპოვოთ 5+ არეში ჰარმონიული და. 

5+ +L L-მი უწყვეტი (ნამდვილი) ფუნქცია V«(X,ყ) სასაზღვრო პი- 
რობით 

ი=I() L-ზე, (60,1) 

სადაც /() ჯL-ხხე მოცემული ეწყვეტი რამღვილი) ფუნქციაა. უსა- 

სრულო არის შემთხვევაში V«(X,ყ) ფუნქციას დამატებით მოე- 

თხოვება, რომ იგი უსასრულობაში შემოსაზღვრული იყოს. 

(L ფუნქციის უსასრულობაში შემოსახოვრულობის პირობა ტოლფასია მოთხოვ- 

ნისა, რომ « მიისწრაფოდეს გარკვეული ზღვრისაკენ, როდესაც 2 უსასრულოებისაკენ 

მიისწ რაფვის?, 

ზოგიერთი გამოყენებისათვის არანაკლებ საინტერესოა შემდეგი ამოცანაც, რო- 

მელსაც „დირიხლეს სახეცვლილ ამოცანას“ ვუწოდებთ?, 

8. დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანა. ვიპოვოთ §5+ არეში ჰარ- 

მონიული და 5+ +#L-ში უწყვეტი ფუნქცია V(X,M) შემდეგი პირო- 

ბით: I) V(X, ყ) წარმოადგენს 5+-ში ჰოლომორფული ფენქციის 

ნამდვილ ნაწილს: II) იგი აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

ით=/(ლ(0+0() #L-ზე, (60,2) 

სადაც /(I,)) L-ხხე მოცემული (ნამდვილი) ფუნქციაა, 

9ი(I) = ძ; L,-ზე, 1= 0, 1, 2, ..../ (60,3) 

ძ, ნამდვილი) მუდმივებია, რომლებიც წინასწარ არ მოიცემა. 
უსასრულო არის შემთხვევაში პირობა #=/(,)+ძე Lა--ზე შეიცვ- 

ლება #(X,ყ) ფუნქციის უსასრულობაში შემოსაზღვრულობის 

მოთხოვნით. 

ქვემოთ ვაჩვენებთ, რომ ძი, მუდმივები სავსებით განისაზღვრება ამოცანის პი- 

რობით, თუ (ნებისმიერად) დავაფიქსირებთ ერთ-ერთ მათგანს, მომავალში, თუ 

საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული, ჩავთელით, რომ ძე = 0 (თუ Lე კონტური არ 

გკაქვს, ეს მოთხოვნა შეიცვლება უსასრულობაში V = 0 პირობით). 

განსაკუთრებით გამოვყოთ ის შემთხვევა,ა როდესაც L შედგება ერთადერთი, 
შეკრული კონტურისაგან. აქ უნდა განვასხვაოთ ორი შემთხვევა: 

ი) ი =0, მაშინ 5+ წარმოადგენს სიბრტყის სასრულ ნაწილს, რომე ელიც შე– 

მოსაზხღვრულია L კონტურით. 

ხ) 9 = 1. ხოლო Lე კონტური არა გვაქეს. მაშინ §+ არე წარმოადგენს 

სიბრტყის უსასრულო ნაწილს, რომელიც შემოსაზღვრულია L, კონტურით. 

5 გავიხსენოთ, რომ |2| </ბე წრის გარეთ ჰარმონიული და უსასრულობაში შემოსაზღვრული 

ფუმქცია (L(X, ყ), როცა I2I>7% იშლება მწკრივად 

Xჯ 

 (X, ყ) = 9ი+ 3 „ი (იელ05ი9 + ხე ჯი” ზ) (27= /2'9), 

/=1 

რომელიც თანაბრად და აბსოლუტურად იკრიბება ნებისმიერი )12-რადიუსიანი (# > /#?ი) წრის გარეთ. 

ამეტომ V –. ძე, როდესაც # - <. 
9 ეს ტერმინი შემოტანილი იყო ნ. მუსხელიშვილისა და დ. ავაზაშვილის ნაშრომში (1).
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ადვილი დასანახავია რომ ძი) შემთხვევაში # და 8 ამოცანები ერთმანეთს 
ემთხვევა (თუ ჩავთვლით, რომ ძე = 0). ნ) შემთხვევაში კი ეს ამოცანები უშუალოდ 
დაიყვანება ერთი მეორეზე. მაგალითად, თუ VI (X, ყ) არის 8 ამოცანის (უსასრულო- 

ბაში ქრობადი) ამონახსნი, მაშინ V (X, #)--ძ, იქნება 4 ამოცანის ამონახსნი. 

დავუბრუნდეთ ზოგად შემთხვევას ნებისმიერი /-სათვის. განსხვავება 1 და 8 

ამოცანებს შორის, ე. ი. დირიხლეს კლასიკურ და სახეცვლილ ამოცანებს შორის, 
შემდეგში მდგომარეობს. 

თუ #(X, ყ) არის ,1 ამოცანის ამონახსნი, ს ფუნქციის შეუღლებული ფუნქცია 

9 შეიჭლება იყოს (და სახოგადოდ იქნება) მრავალსახ- ამოცანის 1) პირობა გამო- 
რიცხავს ამ შესაძლებლობას და ამრიგად ზღუდავს საძიებელ ჰარმონიულ ფუნქციათა 

კლას, მაგრამ სამაგიეროდ II) პირობა მოითხოვს მხოლოდ, რომ L, კონტურებზე « 

ფუნქცია იღებდეს მოცემულ მნიშვნელობებს ზუსტად კი არა, არამედ მუდმივ შესაკ- 
რებამდე სიზუსტით. 

4 და 8 ამოცანათაგან თითოეულს არ '”შეიძლება ჰქონდეს ერთ ამონახსნზე 
მეტი (თუ, როგორც შევთანხმდით, 8 ამოცანაში ვიგულისხმებთ, რომ ძე = 0“). 

4 ამოცანის შემთხვევაში ეს დებულება დაიყვანება იმ ფაქტზე, რომ §+ არეში 
ჰარმონიული და 5§+ + L-ში უწყვეტი ფუნქცია, რომელიც ნული ხდება ყველგან 

L-ზე, იგივურად ნულის ტოლია მთელ არეში. ეს უკანასკნელი კი გამომდინარეობს 
კარგად ცნობილი დებულებიდან იმის შესახებს რომ მუდმივისაგან განსხვავებული 

ჰარმონიული ფუნქცია მაქსიმუმსა და მინიმუმს აღწევს მხოლოდ არის საზღვარზე§. 

ახლა. გადავიდეთ ჩვენი დებულების დამტკიცებაზე „8 ამოცანისათვის. ამ. შემ- 
თხვევაში იგი დაიყვანება შემდეგ დებულებაზე: 

თუ 51 არეში ჰარმონიული და 5+ + L-ში უწყვეტი ფუნქცია 
V(X, ყ) 5+-ში ჰპოლომორფული Cთ(2) =#4#-+ Iს ფუნქციის ნამდვილ ნა- 

წილს წარმოადგენს და თუ V(X,ყ) ფუნქცია L, კონტურებზე ღე- 

ბულობს მუდმივ ი, (ძა=0) მნიშვნელობებს, მაშინ აუცილებლად 

#=0 და 0, =ძე=-.·=0:=0 (უსასრულოარის შემთხვევაში ძა=0 
პირობა შეიცვლება პირობით #=0 უსასრულობაში), 

4 ძე=0 პ:რობის ნაცვლად შეიძლებოდა აგვეღო თ, = 0, სადაც თა არის ერთ-ერთი 

თ), თა, ---,0ი მუდმივთაგანი. 

ბ უსასრულო არის შემთხვევა (ე. ი. როდესაც Lე კონტური არა გვაქვს) ინეერსიის გამოყენე- 
ბეთ სასრული არის შემთხვევაზე დაიყვანება, 

, ზ ტექსტში მოყვანილი დამტკიცების იდეა ნასესხებია ჰ, 01600C1|-ის წიგნიდან (3), მოვიყვანოთ 
კიდევ ერთ: მარტივი დამტკიცება ცნობილი თეორემის თანახმად (§+ არეს ჯერჯერობით სასრულ 

არედ ვთვლით) გ · 
ყ მყ V2 მV V3? 

LL ში“ IL I «+-) +(3-) | თ. 
L §+ 

სადაც # გარე ნორმალია, მაგრამ ამ ტოლობის მიას მხარე ნულის ტოლია 

„ა“. 
ვინაიდან პირობის არამი (4 სლ ფუნქციაა, მაშასადამე, მოყვანილი ორი ფორმულიდან პირვე- 

ლის საფუძველზე V == 0005! 5+-ში, მაგრამ # = 0 #ე-ზე და, მაშასადამე, ყ = 0 5+-ში. ანალო-
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00, 0), .... ი მუდმივთაგან ან, თუ არე უსასრულოა, 0, 0ე...., ი, მუდმივ- 

თაგან უმცირესი მნიშვნელობის მქონე აღვნიშნოთ 0,-ით (თუ ასეთი მუდმივი რამდე- 

ნიმეა, ვირჩევთ მათგან ნებისმიერს), ვთქვათ #V(X, ყ) არ არის იგივურად მუდმივი 

5%-ში რადგანაკც ს = 0,, L„-ზე ი, ყოფილა V-ს მინიმალური მნიშვნელობა 
§%+ -L L-ში. მაშასადამე, 5+-ში (( > რ„, ვინაიდან, დაშვების თანახმად, # განსხვა- 
ვებულია მუდღმივისაგან. ამიტომ, როგორე ადვილი დასანახავია, 5+ არეში შესაძლე- 

ბელია L„ კონტურის მახლობელი ორი კონტურის L„-ის და #»-ის ისე აგება, რომ 

ამ კონტურებზე V(X, ყ) ფუნქცია ღებულობდეს მუდმივ მნიშვნელობებს თ, + #« და 
მ,» +", 0=–C <6”7, 

აღვნიშნოთ 2-თი რგოლისებური არე მოთავსებული L”თ-სა და #ო-ს შორის, 

ხოლო /"-თი (#ს =: L. + L») ამ არის საზღვარი და გამოვიყენოთ ცნობილი ფორ- 

მულა 

  

გიურად იქნება უსასრულო არის შემთხვევაშიც. ეს ღამტკიცება არაა სრული, რადგანაც L და - 
” 5 

სიდიდეების არსებობა და 2-2 ტოლობა (თუმცა ჩეენ მიერ განხილულ პ-რობებში მას 
”! 5 

მართლაც) აქვს ადგილი) თავის მხრივ დასაბუთებას მოითხოეს. 

7 L„ კონტურის / წერტილზე გაელებულ ნორმალზე, რომელიც 5+ არის შიგნით იქნება მიმარ- 
თული, ავიღოთ «მდენად მცირე მუდმიეი ბ სიგრძის მონაკვეთი /#, რომ იგი მთლიანად 5+-ში მო- 
თავსდეს /-ს ნებისმიერი მდებარეობისათვის #,,.ზე. როდესაც | წერტილი აღწერს L„, კონტურს, 

წერტილი M აღწერს უწჯვეტ შეკრულ წირს («გი შეიძლება ჰკვეთდეს თავის თაეს –- ამას არა აქვს 
მნიშენელობა). ცხადია, რომ ამ წირზე V > თფუ + ნე, სადღაც ე რაღაც დადებეთა მუღმიეია, თუ 

ავიღებთ რიცხვებს «, და წ: ისე, რომ 0 < L,; < §» < (ე, მაში: //# მონაკვეთზე მოიძებნება წერ#-- 
ლები #7) და ჯე, რომლებშიც V/ (X, ყ) 0, + L, და ძუ -L წე მნიშენელობას ღებულობს, / წერტილის 

მოძრაობისას #,, წირზე /, და /: წერტილები აღწერენ უწყვეტ შეკრულ წირებს #61) და L(2)-ს. ამ 
ფირებს არა აქეთ საერთო წერტილები (ვინაიდან ამ შირებზე V სხეადასხეა მჩიშენე=ობებს ღებუ- 

ლობს). გარდა ამისა, ეს წერები არ ჰკვეთენ თავის თავს, რადგანაც, მაგალითად, Lი წირს მარ- 

ყუჟი რომ შეექმწა, CC ჰარმონიულ ფუნქციას მუდმივი 0, + 6, მნიშვნელობა ექნებოდა ამ მარუყუეზე, 

იგივურად მუდმივი იქნებოდა ამ მარყუჟით შემოსაზღვრულ არეში და, მაშასადამე, მთელ 5+-ში, 

LV) და Lი) წირებს, რომელთა განტოლებებს აქვთ სახე V(X, /) = C005| შეიძლება ჰქონდეთ 

მხოლოდ სასრული რაოდენობა განსაკუთრებული წერტელებისა, ე. ი, ისეთი წერტილებისა, სადაც 

+ = 9. = 0. მართლაც, ამ წერტილებში «I (2) = 0, ხოლო, რადგანაც #«ს”(2) იგივურად ნული 

არ არის, ამიტომ თ” (2) ფუაქციის 5§+ არეში მდებარე ნულების რაოდენობა, რომლებიც 5+ არის 
საზღვრიდან სასრული მანძილით არის დაშორებული, სასრულია (წინააღმდეგ შემთხეევაში გვექნებოდა 

დ (2) = C0ი§L 5+-ში). მაშასადამე, #01) და #IMI წირები შედგება ანალიზურ რკალთა სასრული 
“რიცხვისაგან, რადგანაც #(X, #) ანალიზური ფუნქციაა, #90 და LC) კონტურები შემოსაზღვრავენ 

რგოლისებურ > არეს, რომელიც მთლიანად 5+-შია მოთავსებული. X არეში მდებარე ისეთ 2, წე- 

რტილთა რიცხვი, სადაც დ” (2) = 0 სასრულია, მეორე მხრივ, იმავე გზით, როგორი LV) და LL 

კონტურები ი:ო აგებული, 5ებისმიერი ი რიცხვისათვს C, <6 <წგე შეიძლება აიგოს კონტური 

LV), რომელიც მთლიანად >» არეში იქნება მოთავსებული და რომელზედაც V = ძ,, + ნ. ვინაედან 

2, წერტილთა რიცხვი სასრულია, ამიტომ იმ §L რიცხვთა სიმრაელე, რომელთა შესაბამისი ი კონ- 

ტურები არ გადიან 2; წერტილებზე უსასრულოა და, მაშასადამე, ეს ჯონტურები წარმოადგენენ ანა- 
ლიზურ (და მითუმეტეს გლუვ) კონტურებს, რომელთაც განსაკუთრებული წერტილები არ გააჩნიათ. 
თუ მივცემთ §-ს ორ მნიშვნელობას + და L”, რომლებაც ამ უკანასკნელ პირობას აკმაყოფილებს, 

მიეიღებთ საძიებელ კონტურებს ჩთ და #Lთ.
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I I ძე > LI (+). + («+ | | ძ»ძყ, (შუ 

ჯ 0 მყ / 

MM 

სადაც /: /#-ს ნორმალია, მიმართული > არის გარეთ. მაგრამ 

  

: #5 რ აეგბი–. | ძი=თ 
5 · 

L» Lი 

ანალოგიური განემოება გვაქვს L-ის გასწვრივ აღებული ინტეგრალისათვის. ამის 
გამო, (2?) ფორმულის მარცხენა მხარე ნულის ტოლია, მაშასადამე, ს = 0005L 2-ში. 

და. მთელ 5+ არეშიც. მაგრამ, რადგანაც (I, = ძე =0 # ეზე, ან უსასრულო. არის 

შემთხვევაში (კ = 0 უსასრულობაში, ამიტომ #„ = 0 §5+-ში. 

შენიშვნა. დავუშვათ, რომ წინანდებურად # = თ, L,-ზე, მაგრამ პირობა 

ძე = 0 უკუგდებულია. მაშინ ცხადია, რომ 

((= ლ005| = ძე = 0, =>..= 0. 

ამის გამო ძე = 0 პირობის უკუგდებისას 8 ამოცანის ორი ამონახსნი შეიძლება. 

განსხვავდებოდეს მუდმივი შესაკრებით. 

§ 61. დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნა ორმაგი ფენის პოტენცია- 

ლის საშუალებით. დავიწყოთ დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნით. შევინარ- 
ჩუნოთ წინა პარაგრაფის პირობები და აღნიშვნები და მოვითხოვოთ დამატებით, 

«ომ /”(I)) ფუნქცია აკმაყოფილებდეს # პირობას". ვეძებოთ C (2) = (/(X, ყ) -+- 

+ 19(X, ყ) ფუნქცია შემდეგი სახით 

«C9 +IC9)=9560= ( #CV0# , (61,1).   

L1–-2 

L 

სადაც ს(I) საძიებელი ნამდვილი ფუნქციაა #M კლასიდან. 

თუ 1–-2 = #69, ნამდვილი ნაწილის გამოყოფით მივიღებთ (იხ. §. 12): 

"იი =-- | «თძ4L= – I ცლიტ ი, (61,2)- 
ს 

სადაც /, წირის ნ„არმალია, რომელიც ( წერტილიდან L წირის მარცხნივ არის მი- 

მართული, ხოლო („, /) კუთხეა M-სა და (7 ვექტორს შორის. 
ამგვარად V (X, ყ) წარმოდგენილია ორმაგი ფენის პოტენციალის სახით. 
თუ (61,1)ში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 2-–>7ე და შემდეგ გამოვყოფთ: 

ნამდვილ ნაწილს, V(X, ყ)-ის სასახლვრო მნიშვნელობისათვის მივიღებთ შემდეგ 

გამოსახულებას? 

V ამ მოთხოვნისაგან ადვილად შეგვიძლია განვთავისუფლდეთ. (-ხ. შენიშვნა 1 ამ პარაგრაფის 

ბოლოს). 

9 ჩვენ ვი:ენებთ სოხოცკი--–პლემელის ფორმულას ((16,2)-ის პირველი ფორმულა; «ხ. აგრეთეე, 

§ 16, (13,6) და მომდევნო ფორმულები).
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  „ = M6 თ“ (/)) = #(/) + 06 -1- | LM90% _სყე++“ | ს(იძ-= 
XL, 1-7 XX. , 

L 

=6MV)+ + (იტ ლიი ი (61,3) 
ჯ , 

L 

სადაც, ამჯერად, 9 = 3-(/ე, 7) აღნიშნავს 7ე/ ვექტორის მიერ 0X ღერძთან შედგე- 
ნილ კუთხეს, ”7=I|1– #0), ხოლო (”,/) კუთხეა MI ქექტორსა და MI-ს შორის 
(ნახ. 9, გვ. 48). 

ამგვარად (60,2) პირობა შემდეგ სახეს მიიღებს: 

#V) +-" | #C)ძი8-=/()+ი() (61,4) ; ' 
ანუ 

1 C05 (I, I!) #66) + I 090909” %=/0)+4(0), (61,4ა) 
L 

სადაც 0 (ი) = 0, = 0005L L-ზე. 

წინა ტოლობა, ყურადღებას თუ არ მივაქცევთ მის მარჯვენა მხარეს მდგომ 
(წინასწარ უცნობ) ძ (ჯე) სიდიდეს, წარმოადგენს ფრედჰოლმის განტოლებას!0, რომ- 

ლის გულია 
005 (”, I!) M#რ,ი= – 2000, 

, 

რაც, მიღებულ პირობათა საფუძველზე, შემდეგნაირად შეიძლება ჩაიწეროს: 

#5 (%, ჩ) _ #0 (4, 40. 
I 1–წმე! „2 

(ი, 1)= (61,5) 

აქ 00ლთ<1, ხოლო #ე(/-, 1) აკმაყოფილებს /7 პირობას ორივე ცვლადის, 

მიმართ. 
მაშასადამე, (61,4) განტოლების ყოველი უწყვეტი ამონახსნი // პირობასაც 

დააკმაყოფილებს (§ 51), ვინაიდან მოცემული /(/) ფუნქცია აკმაყოფილებს ამ 
პირობას!!, 

განვიხილოთ (61,4) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლება 

"CI + – | თოძა=ი. (6,6). 
%# , 

10 თუ უგულებელეუოფთ 0 (/ე) შესაკრებს, ეს იგ«ივე განტოლებაა, რომელიც ჩვეულებრივი 
გამოიყენება დირიხლეს ამოცანის ამოსახსნელად, 

1! ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ს (/) იმავე მაჩვენებლით აკმაჯ! ოფილებს // პირობას, რომლითაც 

I! (/) ფუნქცია. იხ. ჰ. 5Cივსძ6L (1), გვ. 633,
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უშუალო შემოწპება გეეჩვენებს, რომ ამ განტოლებას აქეს შემდეგი ამონახსნი12 

"(ეს =C, ს,-ზე (M= 1, 2, ..., 0). #()=0 ”ა-ზე, (61,7) 

საღაც C„ ნებისმიერი მუდღმივებია. სხვა ამონახსნი (61,6) განტოლებას არ გააჩნია. 
მართლა:, ეთქვათ #(/) ამ განტოლებეს სხვა რომელიმე ამონახსნია. მაშინ 5+ არეში 

ჰოლომორფული 

    

11.70 ჰი 
დთდ()= –– | სი 

XL L(–-2 
L 

ფუნქციის ნამდვილი ნაწილი #-ზე ნულოვან მნიშვნელობებს ღებულობს და, მაშა- 

სადამე, LLC დ (2) = 0 5+-ში, რაც ჩვენი დებულების სამართლიანობას ამტკიცებს 

(§ 30, შენიშვნა 1). 
(61,7) ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი წარმოადგენს VI, (7), ... 

-..სი(ჰ) წრფივად დამი«უჰიდებელ ამონახსნთა წრფივ კომბინაციას, სადაც 

I L-ზე (=1,2,..., ი), (61,8). 
0 დანარჩენ კონტურებზე. 

ტ0=| 

ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტ «ლებათა ზოგადი თეორიის თანახმად (61,4) 
არაერთგვაროვანი განტოლება ამოხსნადეა მაშინ და მხილოდ მაშინ, როდესაც მისი 

მარჯვენა მხარე აკმაყოფილებს #/ რაოდენობის ცნობილ ინტეგრალურ პირობას. ამო- 

ცანი” ამოსახსნელად ძ, მუდმივები ისე უნდა შეირჩეს, რომ ეს პირობები შეს- 

რულდეს. 
მაგრამ ხსენებული პირობებეს ცხადე სახით დაწერა, პრაქტიკულად მაინც, საკ- 

მარესად ძნელია: ამისათვეს საჭიროა (61,6) განტოლების მიკავშირებული განტოლე- 

ბეს ყველა წოფივად დამოუკიდებელია ამონახსნის პოვნა, ამას გარდა, (61,6) განტო- 

ლების არანულოვან ამონახსნთა არსებობა მნიშვნელოვნად ართულებს საწყისი (61,4) 

განტოლების ამოხსნას მაშინაც კი, როდესაც ძი; მუდმივები სათანადოდაა შერჩეული. 

ყველა ეს სიჰნელე შეაქლება გადაელახოს ერთი ხერხის გამოყენებით, რაც 

გულესხმობს (61,4) განტოლების შეცვლას ისეთი ეკვევალენტური განტოლებით, რო- 

მელაც აღარ შეიცავს თ; მოდმივებს და, რომლის შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას 

არ გააჩნია ნულესაგან განახვაპვებულე ამონახსნები. კერძოდ, (61,4) განტოლების 
ნაცვლად განვვხილოთ ფრედჰოლმის შემდეგი განტოლება: 

CV) +“ (| #0ძ-– ( #C- ი «-=/ (ი. (61,9) ) , 
L 

სადაც § 1 წერტილის რკალური აბსცისა,, ხოლო (ნამდვილი) ფუნქცია # (/ი, ?) 

შემდეგნაირადაა L-ხე განსახღვრული 

ჩM(/ი, ჩი = (რი როცა ი, ( L,-ხეა (ფ =1,... ,ჩ), (61,10) 

ბ დანარჩენ შემთხვევებში. 

ღეაეაეეე_--ა 

18 უსასრულო არას შემთხვევაში (61,7) ტოლობათაგან უკანასკნელი არ გვექნება.
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აქ 0,(/) აღნიშნავს 7, (/ = 1,...,ი) კონტურზე განსაზღვრულ ნამდვილ უწყვეტ 
ფუ?ქციას, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: 

| ი, (I/) ძ5560, (61,11) 

ჯ 

  

ხოლო სხვა მხრივ ნებისმიერია. მაგალითად, შეგვიძლია ავიღოთ 

0ჯ(!) = 1, ჯ1= 1...) ი. 

(61,9) განტოლების მარცხენა მხარეში მონაწილე გამოსახულება 

| 60, 0#(0« 
· 

ყოველ #, კონტურზე მუდმივ მნიშვნელობას ინარჩუნებს 

აეაეებსასაეედგეოიოიიიზჩ---._–__-__–_.– 
L 

სადაც C/ მუდმივებია!?, Cე = 01). 

დავამტკიცოთ, რომ (61,9) განტოლებას გააჩნია საჭირო თეისება, კერძოდ, 

ერთგვაროვან განტოლებას 

LV) + +. | «იძი | # ი#(0ძ=0 (61,13) 
ჯ . · 

L L 

არ აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები. 

მართლაც, ვთქვათ, #(I) ამ განტოლების რაიმე ამონახსნია. (61,12)-სა და 

(61,13)-ის ძალით 5+ არეში ჰოლომორფული 

«ა=-. ს909%, რ 

ფუნქციის ნამდვილი ნაწილი #, კონტურებზე გუდმიე ი, მნიშვნელობებს ღებულობს, 

სადაც «ია=0. მაშასადამე,, წინა პარაგრაფში დამტკიცებულის საფუძველზე 

ILL6 დ (2) = 0 5+-ში. ამიტომ (§ 30, შენიშენა 1) (L(/) = ხ, L,-ზე, სადაც ხ; მუდ- 
მივებია და ხე = 0. LI (1)-ს ამ მნიშვნელობათა (61,13)-ში შეტანით მივიღებთ 

19 სახელდობრ, 

C= წ ზ;V ძა. 

L 
14 უსასრულო არის შემთხვევაში უკანასკნელი ტოლობა არ გვაჟეს, ხოლო (61,12)-ში უნდა 

ავიღოთ | =-1,..., ჩ.
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” 
ხ; | ი/09=0, |=1,...,/, 

#, 

ანუ (61,11)-ის საფუძველზე ხ, = 0. ამგვარად დებულება დამტკიცებულია. 

ზემოთ თქმულიდან გამომდევარეობს, რომ (61,9) განტოლებას ყოველთვის 

აქვს (ერთადერთი) ამონახსნი. 

(61,იზ) განტოლების ამოზახსნი IL(/) გვაძლევს საწყის (61,4) განტოლების 

ამონახსნს, რადგანაც (61,12)-ის ძალით გვაქვს 

LV) ჰ- | Mსძთ=/(0) + #,ზე. 
L 

ამასთან (61,4)-ში მონაწილე მუდმივები ძ; სავსებით განსახღვრულ მნიშვნელობებს 

ღებულობს 

9)
 

0, = 0, = | იჯ თ5. (61,14) 

1, 
ამრიგად, ამოცანა ბოლომდკა ამოხსნილი15. 

შენიშვნა 1. საჭიებელე |L(/) ფუნქცია დავუქვემდებარეთ # პირობას მხო- 

ლოდ იმესათვ., რომ გვეჰარჯებლ· სოპოცკი-–პლემელის ფორმულებით (61,1) 

ფორმულაშა 2 ->7ე ზღვარხე გადასვლისას. მაგრამ ჩვენ რომ (61,1)-ში ზლვარზე 

გადასვლამდე გამოგვეყო ნამდეილ· ნაწილი და გვესარგებლა ორმაგი ფენის .პოტენ- 

ციალას ცნობილია თვესებებით, L(/) ფუნქციისაგან მხოლოდ უწყვეტობის მოთხოვ- 

ნი) პირობებშიც იმავე (61,3) შედეგს მივიღებდით. 

შენიშვნა 2. #(/./) დამბმარე გულას არჩევა, ცხადია, გავლენას ახდენს 

(61,9) განტოლების ს (/) ამო5აბსნხე. მაგრამ ადვილი დასანახავია, რომ # (#ე, 1) 

გულის შეცვლა გამოიწვევს #(#/)-ს შეცვლას ჯ(/) -- თ (1)-თი, სადაც თ(ჯ() ცალკეულ 
L; კონტურებზე მუდმივ მნიშვნელობებს ინარჩუნებს და ჩე-ზე (I) =0. მართლაც, 

ვთქვათ, (+; (/) და IM (/), #, (//) დ» /#- (#ა, 7) დამხმარე გულების შესაბამისი ამო- 
ნახს?ებია, მაშ25 I (/) = I, (0) – წა (/) სხვაობა დააკმაყოფილებს (61,4) სახის გან- 

ტოლეპბას, სადაც /(/ე) = 0, საიდანაც, ისევე, როგორც ზემოთ, დავასკვნით, რომ 

IM6Cთ (2) =0 5+-შე, სადაც თ (2) აღეიშვავს # (/)-თან (") ფორმულით დაკავში- 
რებულ ფუვქვკიას და, მაშასადამე, ისევე), როგორც ზემოთ, #+(/)=თ,; = 0005 #,-ზე 

დღა თე =0. 

19 აქ აღჟუერალა მეთოდ) ავტორს მათათებული ჰქონდა ნაშრომში (2); ზოგიერთი მომდევნო 
შედეგი იხ. ავტორის შრომაში (3), გავრცელებ» ერთა შერეული ამოცანისათვის მოცემულია ავტო– 
რას შრომაშ· (5), გავრცელება სამ განზომელებაანი სავრც-სათვის იხ. ავტორის შრომაში (4); 

(9დრ. აგრეთვე დ. შერმან5 (41; ე. კუპრაჭე (2), ნ, ვეკუა (13|). 
ტექატმ: გაღმოცემულას ახალოკაურ· მეთოდი, ადრე გამოკენებული ჰქონდა კ. იაკობს 

(C. ჰ2ლ0ხ (3) –– (5) ). სამწუბაროდ, ამ შრომებს მხოლოდ ახლახან გავეცანი და ამიტომ წინა გამო- 

ცემებში ისინი არ მოვიხსენიე. ეს ზარვეზი შეიესო ამ წიგნის გერმანულ თარგმანში ბეჭვდისას (89L- 
IIIს, 1965),
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წინა პარაგრაფში დამტკიცებული დირიხლეს სახეცვლილი ამოც.ნის ამონახსნის 

ერთადერთობის თეორემის საფუქველზე ცხადია, რომ (61,14) ფორმულაში მონაწი- 

ლე მუდმივები C; დამოუკიდებელია # (76, /) გულის არჩევისაგან. 
§ 69, ზოგიერთი შედეგი. ეთქეათ VI (2) 5+ არეში პოლომორფული ფუნ- 

ქციაა, რომლის ნამდვილი ნაწილი Iბ?6 V (2) უწყეეტად გაგრძელებადია L-ზე; მაშინ, 

როგორც ვიცით, (§ 9) |IICM (0) | ფუნქცია უწყვეტია L-ზე. ჩავთვალოთ ჯერ- 
ჯერობით, რომ Lე კონტურიც გვაქვს თუ დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის სა- 

საზღვრო პირობაში (60,2) წ#(/) ფუნქციად (ნ: V (/) )+-ს ვიგულისხმებთ, მაშინ 

LLC V (2) ფუნქცია, ცხადია, იქნება ამ ამოცანის ამონახსნი და თ,=0:= ··· =ძ,„=0 
(პირობის თანახმად ძე = 0). ერთადერთობის თეორემის საფუძველზე სხვა ამონახსნი 
ამოცანას არ ექნება. 

მეორე მხრივ, ამოცანის ამონახს-ი მოიცემა შემდეგი ფორმულით!9 

1 " სიძ 
V(X,ყე)ლIს6---– | -–--“..., 

X6 .) '––2 

სადაც M(I) ნამდვილი უწავეტი ფუნქეიაა, განსახლვრული (61,9) განტოლებით, 

რომელშიც. აღებულია / (1) = II%6 V (/) |+. 
მაშასადამე, გვექნება: 

რთა, | §--+0 (62,1) 
ჯ»I L--2 

სადაც C ნამდვილი მუდმივია. ამგვარად, ვღებულობთ შემდეგ დებულებას: 

§5+ არეში ყოველი პოლომორფული ფუნქცია VM/(უ), რომლის 

ნამდვილი ნაწილი უწყვეტად გაგრძელებადია L-ზე, წარმოიდგი- 

ნ ება (62,1) სახით, სადაც #(/) ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციაა, ხო- 

ლო C––ნამდვილი მუდმივი. 

ჩვენი მსჯელობიდან (ან უშუალოდ § 30-ში მოყვანილი დებულებიდან) ცხადია, 

რომ მოცემული V (2) ფუნქციისათვის (/) ფუნქცია კონტურზე ცალსახად, ხოლო 
L,..., L- შიგა კონტურებზე მუდმივი შესაკრებების საზუსტით არის განსახღლვრუ- 

ლი, C სავსებით განსახღვრული მუდმივია. 
უსასრულო §5§+ არის შემთხვევაში, ე. ი. მაშინ, როდესაც Lე კონტური არ 

გვაქვს, V (2) ფუნქციაზე იმავე შეზღუდვებში, ადვილი დასადგენია შემდეგი წარმო- 
დგენა 

VC=-1. C (1:12 + MM (9), (62,1ა) 
2L = 

სადაც (LC) #/ კონტურებზე მუდმივ შესაკრებამდე სიზუსტით განსახღვრული ნამდ- 

ვილი უწყვეტი ფუნქციაა. 

16 „ქ ვი:ენებთ წინა პარაგრაირს ბოლოში მოყვანილ შენიშვაას 1, თუ ხ სენებული პარაგრაფის 

ძირითად ტექსტში თქმულით შემოვიფარგლებით, მაშინ საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ (წი M' (2))+ 

#/ პირობას აკმა,ოფილებდეს.
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დავუშვათ ახლა, რომ (118 V (/) I+ ფუნქცია L-ზე /” კლასს ეკუთვნის. მაშინ 

წინა პარაგრაფის შედეგების საფუძველზი I (/) ფუ?ქციაც, განსაზღვრული (61,9) 
განტოლების საშუალებით, სადაც / (0) = (II6 V (0) |+, აგრეთვე დააკმაყოფილებს /7 
პირობას. 

მაშასადამე, § § 15 ღა 18-ს შედეგების საფუძველზე არსებობს სასახღვრო 

მნიშვნელობა V'+ (/)?7? და იგი /7 კლასს ეკუთვნის. ამგვარად, გვაქვს შემდეგი დე- 
ბულება (ი. პრიეალოვის თეორემა)!ზ. 

თუ 5+ არეში VI(2) ჰოლომორფული ფ ენქციის ნამდვილი ნა- 
წილი L-ზე გარკვეულ სასაზღვრო მნიშვნელობას ღებულობს, 

რომელიც // კლასს ჟყკუთვნის, მაშინ VM(7) ფუნქციის წარმოსახს- 

ვით ნაწილსაც იგივე თვისება აქვს! 

§ 03. დირიხლეს ამოცანის ამოხსნა. დირიხლეს სახეცვლილი ამოცაზბის ამო - 

ხსნის შემდეგ დირიხლეს კლასიკური ამოცანის ამოხსნა არავითარ სიძნელეL არ წარ- 

მოადგენს: იგი სხვადასხვა ხერხით შეიქლება დავიყვანოთ წინა ამოცანაზე (სასრული 

ცალადბმული არისათვის ორივე ამოცანა ერთმანეთს ემთხვევა). მოვიყვანოთ ასეთი 

დაყვანის ერთი უმარტივესი ხერხი. 2,, 2, ..., 2, იყოს ნებისმიერად ფიქსირებული 

წერტილები შესაბამისად 5X, 5; ,..., 5“ არეებში; საძიებელ” ჰარმონიული ფუნ- 

ქცია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 
ი 

«CL, ყ)=V(X 9 + მზ 4,1I2--7?, I, 63,1 I) ( 01 2, კ). |2–7%I (63,1) 
#= 

სადაც V (I, ყ) ახალი საძიებელი ჰარმონიული ფუნქციაა, ხოლო 7, ჯერჯერობით. 

განუსაზღვრელი მუდმივებია. თუ L, კონტური არ გვაქვს, ჩავთვალოთ, რომ 

ჯ 4, =0. (63,2) 
=1 

ეს პირობა უზრუნველყოფს იმას, რომ გამოსახულება 3. 4,108 |2–- 2, უსას- 

რულობაში ნულის ტოლი გახდება?მ, 

1? შეგახსენებთ, რომ V7+ (/) აღნიშვნას მხოლოდ იმ შემთხეევაში ვხმ,.რობთ, როდესაც ზღვა- 
რი მოღყეეა ნებისმიერი გზის გასწვრიე, რომელიც 5+-შია მოთავსებული. 

18 ი. პრივალოვი |2); მითითებულ შრომაში თეორემა დამტკიცებულია წრისათვის; მაგრამ. 

მისი განზოგადება ნებისმიერ ჩვენ მიერ. განხ-ლული სახის არეზე შეიძლება უშუალოდ მივიღოთ 
კო5ფორმული ასახვის საშუალებით. 

10 ადვილი საჩვენებელია, რომ (იხ, სქოლიო"! 227 გვ), თუ LC V (/)1)+ აკმაყოფილებს 
M («) პირობას, მაშინ (IL V” (/) 1+ აკმაუროფილებს /#/(თ) პირობას, თუ ძ < 1 ან // (1 –– §) პირობას, 

საღაც C ნებ:სმ-ერად მცირე დადებითი რიცხვია, თუ თ = 1, 

20 |2|I-ის დიდი მნიშვჩელობებისათვის 

1ი |2–-– 2I =1ი I2I +1ი 
  

= 
_––_ ' 0 I; ე=იI0+ ლ 

საიდანაც ვღებულობთ 
ი ი ” 1 
2 I |2-–– 2,|=1ი |2) · 24 +0 (–). 

L=I
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(60,1)-ის საფუძველზე L ფუნქციამ უნდა დააკმაყოფილოს შემ სასა- 
ზღვრო პირობა: = აა. 

ი 

V=I0- VI /,იI(- VI #-ზე: ვ,ვ (ი »2 #IიI 6 I ე (63,3) 

#=1 

თუ 4, მუდმივებს ნებისმიერად დავაფიქსირებთ, ხოლო CV ფუნქციას მოვ- 

თხოვთ, რომ იგი იყოს 57 არეში ჰოლომორფული ფუნქციის ნამდვილი ნაწილი და 

უსასრულო არის შემთხვევაში ქრებოდეს უსასრულობაში, მაშინ, სახოგადოდ. (63,3) 

ამოცანა ამოხსნადი არ იქნება. მაგრამ სამაგიეროდ ამოხსნადი იქნება დირიხლეს 
შემდეგი სახეცვლილი ამოცანა: 

ი 
7ჯ · 

V=I!|(ფ)– 4ეი|I-7ჯ)|+ი, L-ზ (2()) +, კ1ი| ი I , ე 

#=I (63,4) 

1=0,1,...,7ი; იე =07!. 

ამ უკანასკნელი ამოცანის ამოხსნა მოგვცემს როგორც V(X,)) ფუნქციას, 

ასევე 0.) ... , რგ მუდმივების მნიშ>ვნკლობებს, რომლებიც, როგორც ადვილი დასადგე- 

ნია, ტოლია შემდეგი გამოსახულებებისა: 
წე 

0; =/, + %) V, 4 (63,5) 
#=I 

სადაც +/, /(/) ფუნქციისაგან დამოუკიდებელი, სავსებით განსაზღვრული მღღმივებია, 

/, კი /(/) ფუნქციაზე დამოკიდებული მუდმივებია, რომლებიც ნულის ტოლი ზდება, 
როდესაც / (0 ==0. 

იმისათვის, რომ (63,1) ფორმულით განსაზღვრული VI ფუნქცია იყოს დირიხ- 
ლეს ამოცანის ამონახსნი, აუცილებელი და საკმარისია, რომ ი,=0 (I=1,2,...,/) 

ანუ, რაც იგივეა, #4, მუდმივებმა უნდა დააკმაყოფილოს წოფივ განტოლებათა · 
სისტემა 

ი 

12)I4+/=9, /=1,...,ჩ. (63,6) 

#=I 

განვიხილოთ ჯერ სასრული არის შემთხვევა. +,, მუდმივებისაგან შედგენილი · 

დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან მართლაც, ეს დეტერმინანტი ნულის 

ტოლი რომ იყოს, მაშინ ერთგვაროვან სისტემას, რომელიც (63,6) სისტემიდან მი– 

იღება, როდესაც / (1)== 0 (ამ შემთხვევაში ყველა /,=0, / = 1,..., 9), ექნებოდა. 

21 თუ Lე კონტური არა გეაქეს, არც ძე = 0 პირობა გვექნება და / =- 1,2, ..., ი.
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არანულოვანი ამონახსნი „ე, ,.., #4. მაგრამ მაშინ გვექნებოდა 5+ არეში იგივური 
ნულისაგან განსავავეიბული ჰარმონიული ფუნქცია??? : 

ი 
: 7ჯ 

IM =:V M 4,.Iი|2–72,, 
+ – ” | II 

ხ=1 

“რომელიც L-ზე ყველგან ნულის ტოლია, რაც "შეუძლებელია. მაშასადამე, (63,6) 

სისტემა ყოველთვის ამოხსნადია. ვიპოვით ,4, მნიშვნელობებს და მივიღებთ საწყისი 

ამოცანის ამონახსნს. 

უსასრულო არის შემთხვევაში (63,6) სისტემას უნდა დაერთოს (63,2) განტო- 

ლება. მიღებული სისტემა, საზოგადოდ, უთავსებადია. ეს გასაგებიცაა, რადგანაც (63,2) 

პირობების შესრულებისას (63,1) სახით წარმოდგენილი V ფუნქცია ქრობადი იქნება 

უსასრულობაში, დირიხლეს ამოცანას კი, სახოგადოდ, ასეთი ამონახსნი არ გააჩნ; ა?მ. 

ჯრ შევეცადოთ სასახლვრო პირობის დაკმაყოფილებას მხოლოდ მუდმივ 
'შესაკრებამდე სიხუსტით, რომელიც საერთო იყოს ყველა #,-სათვის, ე. ი. პირობა 
0, = იე=---=0.=0 შევ-კვალოთ პირობით 0, = #4, ძა: = 4#,..., მ» =4, სა- 

დაც 4 რაღაც მუდმივია. მაშინ (63,6) სისტემის ნაცვლად მივიღებთ. # + 1 განტო- · 
ლებისაგან შედგენილ. სისტემას 

ჩი 

1?) VI/#ს--4+/,=0 (I=1,...,/), ჯ3)!=9 (63,7) 

#ჯ=1 #=I 

4, 4...) 4ი უცნობების მიმართ. ზემოთ გაღმოცემულის ანალოგიურად დავა- 
მტკიცებთ, რომ ამ სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, რის გამოც 
სისტემა ყოველთვის ამოხსნადია. ამგვარად წვიპოვით «სასრულობაში ქრობად ჰარმო- 

ნიულ ფუნქციას ყ, რომელიც #L-ზე / (/71+ 7 მნიშვნელობებს ღებულობს, მაშასადამე, 

ფუნქცია 
ს-- 4 (63,8) 

·იქნება საწყისი ამოცანის ამონახს5ი. 

შენიშვნა. სხვა მეთოდების გამოყენებით შეიძლება ნაჩვენები იქნეს, რომ 

ზემოთ მოყვანილი შედეგები რომლებიც შეეხება ამონახსნის არსებობას, მაგრამ 

არა მის წარმოდგენას ორმაგი ფენის პოტენციალის სახით?! ძალაში რჩება არის 
საზღვრის მიმართ გაცილებით უფრო ზოგად მოთხოვნებში. მაგალითად, საკმარისია 

= თუ რომელიმე #„, განსხვავებულია ნულესაგა§, ჯამი C/ ++ 2 410 |2-- 2,1 არ შეიძლება 
იგივურად ნულის ტოლი იკოს 5+-ში, რადკანაც წინააღმდევ შემთხვევაში LC/ + IV -L =„,Iი (2–-2,) 

ფუნქცია, სადაც V C-ს შეუღლებელია ფუ?ქციააა, მუდმივი იქნებოდა, ეს კი შეუჰლებულია, რადგა- 
ნაც CI + (V პირობის მიხედვით ცალსახა ფუნქციაა. 

21 გავიხსენოთ, რომ დირიხლეს ამოცანის ჩამოკალებებისას მოვითხოვეთ საძიებელი ფუნქციის 
მხოლოდ შემოსაზღვრულობა უსასრულობაში. 

დს ამ მიმართულებუთ ”შესაძლებელია შედეგების მნიშვნელოვანი განზოგადება, როგორე ეს 
„მაგალითად, გაკეთებულია რადონის მ:ერ (1. ივძიი II).
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მოვითხოვოთ, «ომ არის საზღერის შემადგენელი კონტურები ჟორდანის წირები 

იყოს?ს (ასე რომ, წრთევ. დობის მოთხოვნაც კი არ არის საჭირო). 

§ 04. დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნა მარტივი ფენის სახეცვლილი 

პოტენციალის საუ:ლებით. § 61-ში დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანა ამოვხსენით 

ორმაგი ფენის პოტენციალი” საშუალებით, მაგრა ზოგიერთი გამოყენების:თვის 

მნიშვნელოვან შემთხვევაში საჭიროა ამონახსნის წარმოდგენა მარტივი თენის სახე- 

ცვლილი პოტენციალის სახით. ამ საკითხზე შეჩერებისას მხედველობაში გვექნება მისი 

ერთი უმარტივესი და უწუალო გამოყენება სინი ულარუ ულ ინტეგრალურ განტოლება- 

-თა თეორიაში. 

დირიხლეს სახეცე ელილი ამოცანა § 6C-შია ჩამოყალიბებული; უკუვაგდოთ ახლა 

წინა პარაგრაფებში მიღებული პირობა ძე =0 ანუ ჩავთვალოთ, რომ ამოვანის 

პირობებში მონაწილე ძე, რ, ...,0, მუდმივთაგან არცერთი არ არის წინ.სწარ 

-მოცემული. 

ვეძებოთ ამოცანის ამონახსნი შემდეგი სახით 

I (X,V) = LIL8C (უ), (64,1) 

სადაც ამჯერად 

დ (2) = ლს (64.2) 
1 L ს(ე)ძი. _ 1 | 504 

ჟ._ %L .) 

აქაც საძიებელი ს (/) #7 კლასის ნამდვილი ფუნქციაა. 

ამგვარად, VI (X, ყ)-ს ვეძებთ შემდეგი სახით M § 12): 

"(X, V) “|. C7 , (64,3)   

სადაც # (2, 1) = |2–-1 | მარჯვენა მხარეში მდგომი ინტეგრალი წარმოადგენს მა”ტი- 

ვი ფენის სახეცვლილ პოტენციალს (§ 12). 
ადვილი დასანახავი,, რომ ჩვენს ამოცანას არ შეიძლება ჰქონდეს (64.1). 

M64,2) სახხთ წარმოდგენილი ორი განსხვავებული ამონახსნი, მართლაც, როგორც 

§ 60-ში იყო ნაჩვენები (იხ. შენიშვნა § 60-ის ბოლოს), თუ |VCCთCI+ = ი, L,-ზე 

(/ =-0, 1,.,., ი), სადაც თ; მუდმივებია, მაშინ (== ლ0051 = ძე = 0, =-.-= 0,, 
მაგრამ ჩვენს შემთხვევაში სოხოცკი--–პლემელის ფორმულების ძალით |VI6CI+ = 
=II26 დ)“, აქედან ვასკვნით, რომ I26V) = თიი5L = ძე = 0,=..- =0ძე 5” არეშიც. 

მაგრამ დ (%C) = 0 და, მაშასადამე, ძე = 0, =--· = თ, =0, %8 C (2) = 039, 

თუ (64,3)-ს ჩავსვამთ (60,2) სასახღლვრო პირობაში და შევნიშნავთ, რომ 

_ 1 CC ს(0ძ 
M9+(C0= – | «თი , 

L 

25 ასეთი არე ყჯოეელთვის შეიძლება კონფორმულად და საზღვრამლე უწუეეტად ა:სახოს არეზე, 

“რომელიც შემოსაზღვრული იქნება, მაგალითად, ანალიზური შირებით (თუნდაც წრეშწირებით, იხ. 
კომპლექსური ცელადის ფუნქციათა თეორიის ნებისმიერი დაწვრილებითი კურსი). 

50 ეს მსჯელობა მაშ:ნაც სამართლიანი, როცა #ე კონტურა არ გეაქვს. ამ შემთხვევაში 
ჯუუნდა ავიღოთ / = 1, 2, ..., 0.
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მივიღებთ ინტეგრალურ. განტოლებას 

– (ათ %« =”ი)+იV), (64.4). 
L 

  

წ (%, 1) 

აქ, ისევ, როგორც § 61-ში, წ(ჰ) /# კლასის მოცემული ნამდვალი ფუნქციაა; 
ხოლო თ(Iე) = 0;= C0ი5| L,- ზე, სადაც / =0,1,...,ნ, თუ Lე გვაქვს, და·- 

ჯI=1,2,...,ე, თუ L-. არ გვაქვს. როგორც უკვე ვთქვით, § 61-გან განსხვავე- 

ბით, არ ვგულისხმობთ, რომ ძე = 0. 

(64,4) ტოლობის მარცხენა მხარეს მდგომი გამოსახულება 

1 ძ. 1 C05 თ (ი, 1) («თ ა--- I თ ები ,, (64,5)   
.. 

სადაც თ (/, /) –– / წერტილზე გამავალი დადებითი მხების მიერ 7-7 ვექტორის 
მიმართულებასთან შედგენილი კუთხე (იხ. ნახ. 9 გვ. 47) –– წარმოადგენს კოშის. 

ტიპის სინგულარულ ოპერატრრს. მართლაც; თუ აღვნიშნავთ 

9 = 9'(ჯე, 1) = მIV (L-–– 7), 

გვექნება 
10წ = 1-2(1-–7)–-I9, 

საიდანაც დაფიქსირებული 7ე-სათვის გაწარმოებით ვღებულობთ 

ძმ, ძ! -%V == რ” _ /ქა, 
__ 

რის გამოც 

1 ძ 1 1 § 1 («ი „ი. 1 | სიძ ეც 1 ( «თ “4. (64,6). 
# , ” ((0, 1) ჯ» L-#%% ჯIL , ძ5 

# 

ჩვენ ვიცით, რომ (§ 7, პუნქტი 395) 
09%. _ §Iით(#/, /) _ C05 (, M) _ Mი(/ი, 7) 

ძე /. , „» , 

სადაც. #ე (/ე, /) აკმაყოფილებს // პირობას. ამის გამო (64,6) ტოლობის მარჯვენა- 

მხარეში პირველი შესაკრები წარმოადგენს ოპერატორის მახასიათებელ ნაწილს. 

ამგვარად, ვხედავთ, რომ (64,4) განტოლების ინდექსი ნულის ტოლია, ე. ი. ეს 

განტოლება კვაზიფრედჰოლმურია (§ 56). ეს გარემოება მნიშვნელოვნად აადვილებს 

გამოკვლევას?”. 
ჩვენი სინგულარული განტოლება ნამდვილ განტოლებას წარმოადგენს და ამი- 

ტომ მისი გამოკვლევისას ნამდვილი: (+ (7) ფუნქციების განხილვით ”შეგვაძლია ”შემო- 

0==#<1,   

  

57 კერძოდ, (64,4) განტოლება ადღეილად დაიყვანება ფრედჰოლმის ეკვივალენტურ განტოლე - 
ბაზე წინა თავში მითითებული ნებისმიერი ხერხის გამოყეშებით,
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-ვიფარგლოთ (იხ. § 54). აღვილი დასანახავია,ა რომ (64,4) განტოლების შესაბამის 

ერთგვაროვან განტოლებას 
_. / სი« _იე (64,7) 
ჯ ” (CM, 1) 

  

  

აქვს შემდეგი ამონახსნი: 

#(C) =0, L-ზე,/ 9, 1.0 (როდესაც. Lი. გვაქქს), (64,8) 
I=1,2,...,/ (როდესაც Lა არ გვაქვს), 

სადღაც C7, ნებისმიერი (ნამდვილი) მუდმივებია. სხვა ამონახსნი ამ განტოლებას არ 

„აქვს. მართლაც, აღვნიშნოთ V(/)-თი (64,7) განტოლების რაიმე ამონახსნი. მაშინ 
-0 = XC V#+ (/) = Iთ M%+ (0), სადაც 

#Mე-- 595%-1 46, 
-_-"” L( 

რის გამო (§ 30, შენიშვნა 2), # = C7/ L-ზე, რაც ასაბუთებს ჩვენს დებულებას?9. 

იმის ანალოგიურად, როგორც) მოვიქეცით § 61-ში ფრედჰოლმის განტოლების 

"მიმართ, შევცვალოთ ჩვენი განტოლება შემდეგი განტოლებით: 

– ეას“ (64,9 
ჯ- , ” (0, ) ჯ 

  

სადაც # (1, /) შემდეგნაირადაა განსახღვრული24: 

0,0 = | ი/ (0). როდესაც #- და ( L,-ზე ძევს, (64.10) 
0 ყველა სხვა შემთხევევაში, 

:0/ (0). კი ნებისმიერი უწყვეტი (ნამდვილი) ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ 
ერთადერთ პირობას 

| 0ი,ძ55-0, (64,11) 

L, 
ხოლო /=0, 1,...,0, როდესაც Lი გვაქვს, და ჯ1= 1, ..., 7, როდესაც Lი არ 

"გვაქვს. 
ახლა თუ § 61-ში ჩატარებულ. მსჯელობას გავიმეორებთ, დავასკვნით. რომ 

-(64,9) განტოლების შესაბამს ერთგვაროვან განტოლებას არ აქვს ნულისაგან გან- 
სხვავებული ამონახსნები. მაშასადამე, ასევე არ აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამო–- 

24 სხვათა შორის, შევნიშნოთ, რომ ჩვენს “შემთხვევაში I-ი) V+ = 1ო1V“, რის გამოც 

1ი) V/ (2) = 0, როგორც §5%+, ასევე §-–-ში. 
920 § 61-საგან განსხვავება იმაშო გამოიხატება, რომ აქ # (/ე, /) ს ნულის ტოლად არ ვთვლით, 

-როდესაც /#ე და / Lი-ზე ძეეს. შეგვეძლო § 61-ის ანალოჯიურად მოვქცეულიყავით, რაც მიგვიყვანდა 
-რამდენადმე უფრო ზოგად ინტეგრალურ განტოლებამდე, რომელსაც თავისი უპირატესობან“ გააჩნია, 
“ის. ნ. მუსხელიშვილი (3) და (4).
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ნახსნები მის მიკავშირებულ განტოლებას (რადგანაც ჩვენს შემთხვევაში ინდექსი. 

ნულის ტოლია) და (64,9) განტოლება ყოველთვის ამოხსნადია. 

თუ ამოვხსნით (64,9) განტოლებას, მივიღებთ გარკვეულ VI (/) ფუნქციას, ხო- 

ლო ი; მუდმიეები შემდეგი ფოომულებით განისაზღვრება: 

= =>. 
L, 

/ =0,1,.:.,მ (ოოდესაც Lე გვაქვ"), (64,12) 

1=1,..,,ი (როდესაც Lე არ გვაქე"). 

ამგვარად, ამოცანა ამოხსნილია. ცხადია, რომ უსასრულო არის შემთხვევაში 

ამონახსნი ქრება უსასრულობაში, თუ გვინდა, რომ სასრული არის შემთხვევაში V 

ფუნქცია L:-ზე ზუსტად /ის ტოლი იყოს, საკმარისია V-ს ნაცვლად ავიღოთ 

(I ძე. 
შენიშვნა 1. იმის ანალოგიურად, როგორც ეს § 61-ში იყო ნაჩვენები, 

ადეილად დავადგენთ, რომ # (#ე, /) დამხმარე გულის არჩევა მოქმედებს ინტეგრალუ- 

რი განტოლების ( (/) ამო5ახსეზე, მაგრამ ამ გულის 'მეცვლამ ს (/) ფუნქცია შეიძ- 

ლება შეცვალოს მხოლოდ შესაკრებით, რომელიც. ყოველ L; კონტურზე. მუდმივია. 

ძ; მუდმივები დამოუკიდებელია და ამატებითი გულის არჩევისაგან. ეს უშუალოდ 
გამომდინარეობს ამ პარაგრაფის დასაწყ-სში დამტკი უებული ერთადერთობის თეორე- 
მიდან. 

შენიშვნა 2. § 62-ში მოყვაზილი მსჯელობის ანალოკიურა დ ადვილად დავ- 

“წმუნდებით, რომ თუ 5%-ში ჰოლომორფული "V (2) ფუნქცია ისეთია, რომ. 

(IM6 V (/) I+ არსებობს და /”7 კლასს ეკუთვნის, მაშინ 

ი-“ (7095 კ იცი 
ჯ 8 1-2 

სადაც V (I) //” კლასის ნამდვილი ფუნქციაა, C და C” კი ნამდვილი მუდმივებია. 

C მუდმივი სავსებით განსახღვრულია, ხოლო V (/) ფუნქცია განსახღვრულია ყოველ 
L, კონტურზე მუდმივი შესაკრების სიზუსტით. 

სასრული 5+ არის "შემთხვევაში, თუ L- კონტურზე V (I) ფუნქციას შესაფერი- 

სად შერჩეულ მუდმივს დავუმატებთ, შეგვიძლია მივაღწიოთ იმას, რომ C”=0 და. 

მაშინ 

+C. (64,13)-   

VCთ = 1. ( V (/) ი 

% –2 

უსასრულო არის შემთხვევაში, ცხადია, გვექნება C + 1C” = V (თი) და. 

ამიტომ 

Vრ- - ( + V (დ), (64,14)-   
“იძ 

–-7 

ამასთან V(1) L, კონტურებზე მუდმივ შესაკრებამდე სიზუსტითაა განსაზღვრული. 

ეს შმედეგები (რამდენადმე უფრო ზოგადი ფორმითაც კი) უშუალოდ მიიღება- 

§ 62-ის შედეგებიდან V ფუნქციის (V ფუნქციით შეცვლით.
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§ 05, დირიხლეს ამოცანის ამოხსნა მარტივი ფენის პოტენციალით. ელექტრო- 

სტატიკის ძირითადი ამოცანა 1?. დირიხლეს სახეცელილი ამოცანის ამოხსნიდან, 

რომელიც წინა პარაგრაფში იყო მილებული, § 63-ში გამოყენებული მეთოდის ანა- 
ლოგიური მეთოდით ადვილად მივიღებთ დირიხლეს კლასიკური ამოცანის ამოხსნას. 

გამეორების თავიდან ასაცილებლად ჩვენ ამაზე არ შევჩერდებით და მოვიყვანთ 

დირიხლეს ამოცანის უშუალო ამოხსნის ორ ხერხს: მარტივი ფენის სახეცელილი 

პოტენციალის საშუალებით და მარტივი ფენის ჩვეულებრივი პოტენციალის საშუა- 

ლებით; გზად მიღებული იქნება ელექტროსტატიკის ეგრეთ წოდებული ძირითადი 
ამოცანის ამოხსნა. 

ვინაიდან მხედველობაში გვაქვს სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა 
მეთოდის გამოყენების მარტივი და თვალსაჩინო მაგალითის მოყვანა, განეიხილავთ 

მხოლოდ იმ შემთხვევს, როდესაც C შედგება ერთადერთი შეკრული 

კონტურისაგან, რომელიც სასრულ §5+ არეს შემოსაზღერავს. 
ისევე როგორც ზემოთ, ვჯულისხმობთ, რომ # აკმაყოფილებს ლიაპუნოვის 

პირობას. 
. საქიებელია 5+-ში ჰარმონიული და 5+ + #-ში უწვეეტი « (X, #) ფუნქცია, 

რომელიც #L-ზე 

#«=/Cთ (65,1) 
სასახღვრო პირობას აკმაყოფილებს, სადაც /(/) L-ზე მოცემული ნამდვილი ფუნქ- 
ციაა. წინანდებურად ვგულისხმობთ, რომ /(!/) #/ პირობას აკმაყოფილებს. 

2შ. მარტივი ფენის სახეცვლილი პოტენციალის საშუალე- 
ბით ამოხსნა. ვეძებოთ ამოცანის ამონახსნი შემდეგი სახეთ: 

#(X, ეყ) = სდ (ეუ, დ(უ = 1. | 60 « 

#%# , 
, (65,2)- 

სადაც ს (8) საჰიებელი ნამდვილი ფუნქციაა, რომელიც #7 კლასს ეკუთვნის. 

ისევე, როგორც წინა პარაგრაფში, (65,2)-ის (65,1)-ში ჩასმით ვღებულობთ. 

ინტეგრალურ განტოლებას 
1 ს (I) ძ, = 1 C05 თ (#0, ჩტ _ 

თ. ( (MM -+I ხი - ეი 49 -/ (ი. (65,3)   

ეს განტოლება (იხ. წინა პარაგრაფი) ნამდვილი სინგულარული განტოლებაა, რომ-. 

ლის ინდექსი ნულის ტოლია. გამოკვლევას ვაწარმოებთ ნამდეილ ფუნქციათა არეში · 
(იხ. § 54). ცხადია, რომ ფუნქცია #(/) = C, სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, წარ- 
მოადგენს (65,.3)-ის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

“ ( ს (0) 
8) 

205თ (MM, /) კ. _ 0 (65.4). 

”(#, მ) ” 

ამონახსნს. სხვა ამონახსნები ამ განტოლებას არ აქვს (იხ. წინა პარაგრაფი). მაშა- 

სადამე, მის მიკავშირებულ ერთგვაროვან განტოლებასაც
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1 „ე 95C(%, 90 კ. – (65,5) 
>. ” (I, 1ი) 

აქვს ერთადერთი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი (რადგანაც ინდექსი X = 0). 

ასე რომ, თუ V-(I!) უკანასკნელი განტოლების იგივური ნ„ლისაგან განსხვავებული 

რაიმე ამონახსნია, მაშინ სხვა ყველა ამონახსნი მოიცემა ფორმულით V (1) = C Vი (I), 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივიამ9, 

სინგულარულ განტოლებათა ზოგადი თეორიის საფუჰველზე?! საწყის (65,3) 

:განტოლებას მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ ექნება ამონახსკი, როდესაც 

| #0/(0#=9. (65,6) 
L 

-ამ პირობის შესრულებისას (65,3)-ის ზოგად. ამონახსნს შემდეგი სახე: აქვს: 

M#(,) = MI (0) +C, (65,7) 
სადაც IM (/) რაიმე კერძო ამონახსნია ხოლო C ნებისმიერი მუდმივია. 

შევისწავლოთ უფრო დაწვრილებით (65,6) პირობა. § 14-ის შედეგის საფუძ- 

„ველზე (65,6) განტოლება შემდეგი განტოლების ეკვივალენტურია: 

1 | V(,I)I0”/(0,1)ძ§=0 

  

„ან. კიდევ 
| V(,)1)იM” (/ა, 1) ძ§ = ლ0ი§L. (65,8) 

ჯ 
დავამტკიცოთ, რომ 

”)ე == | % (/) ძ§ 550. (65,9) 

L 
მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში, მარტივი ფენის პოტენციალი 
V(CX, ყ)C– | Vი (1) 10 |(– 2 ძე = ( Vი (,) 17. ძე (65,10) 

7 ჯ ” (, 2) 

ჰარმონიული ფუნქცია იქნებოდა 5“ არეში უსასრულოდ შორეული წერტილის 

ჩათვლით (ამით ჩვენ იმის თქმა გვინდა, რომ უსასრულობაში V (X, ყე) გარკვეულ 

სასრულ მნიშვნელობას ღებულობს, ჩეენს შემთხვევაში ეს. მნიშვნელობა ნულის 

ტოლია??), 

90 ჩვენ აქაც ნამდვილი ფუნქციებით შემოვიფარგლებით, 
9! იხ, § 54. 
92 დიდი |2|-სათვის გვაქვს 

V (X, V) == 1 I(– 2 ძილ–-)ი (2| (არ«-|„რ» 

L L 
ძ5 = 1! 

  

  

=–IიI2! |»რ4 +0L-- 2).
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გარდა ამისა, რადგანაც) (65,5)-ის საფუძველზე LI“ = V+ = V=0იV95( L-ზე, 
გვექნებოდა, რომ XV (X, ყ) = 60ი5ს), როგორც §5X-ში, ასევე 5“-ში, მაგრამ პოტენ- 

ციალის თეორიის ცნობილი ფორმულის თანახმად?!, 

(მს V+ მძ9VV“ 
–2 /.) = | ––-– –I–-I, 65,11 

5%(/) (5>) («) ( ) 

სადაც I, აღნიშნას # კონტურის ( წერტილში მოდებულ მარცხნივ მიმართულ 

ნორმალს. მაშასადამე, ჩვენს შემთხვევაში გვექნებოდა ჯე (/) = 0 #-ზე, რაც პირობას 

ეწინააღმდეგება. 

(65,9)-დან გამომდინარეობს, რომ ყოველთვის შეიძლება ისეთი ძე მუდმივის 

“შერჩევა, რომ 

| #+ აძ = | /Vძი+9, ( X ძა –ი0, (65,12) 

L L # 

რაც 

_ ( „CV 9359-(0:9 ყა /V)+თ (65,13) 
წ, ” (ი, ა 

განტოლების ამოხსნადობის პირობას წარმოადგენს. თუ V#(/) ამ განტოლების რაიმე 
ამონახსნია (ყველა დანარჩენი ამონახსნი მოიცემა ფორმულით ( + C0ი53L), მაშინ 

ფუნქცია 

ცVC,V)= 06. ( ს04«4 _ ა 1 | სიძი _ ა (65,14) 
ჯ 1-7 ჯ IC, ი 

  

წარმოადგენს დირიხლეს საწყისი განტოლების ამონახსნს. 

35, ელექტროსტატიკის ძირითადი ამოცანა. გზად ამოვხსენით 
ლოგარითმული პოტენციალის თეორიის შემდეგი ამოცანა: 

§+ არის L საზღვარზე ვიპოვოთ მასის ისეთი განაწილების 

V(0) სიმკვრივე, რომ შესაბამისი პოტენციალი 

V(X,#) = ( „(ჩIი – ძე (65,15) 
L 

მუდმიე მნიშვნელობას ღებულობდეს 5+-ში; აჟ #7 ==” (/,2) = I(–2|I. 

დასმული ამოცანა წარმოადგენ ორგანზომილებიან ანალოგს ელექტროსტატი- 

კის ძირითადი „ამოცანისა 5§+ გამტარის # საზღვარზე ელექტრობის განაწილების 

შესახებ. ამ ამოცანას ჩვენს (ორგანზომილებიან) შემთხვევაშიც გააჩნია ფიზიკური 

შინაარსი. ეს ამოცანა მიახლოებით შეესაბამება ელექტრობის განაწილებას გრჭელ 

ცილინდრულ გამტარზე, რომლის კვეთაა 5+. 

33 აქ ესარგებლობთ მარტივი ფენის პოტენციალის ცნობილი თვისებით, რომელიც «მაში მდგო- 

მარეობს, რომ იგი უწყვეტი რჩება L წირის გადაკვეთისას (ამისათვის საკმარისია, რომ «ე(/) სიმკვრივე 

შემოსაზღერული და ინტეგრებადი იყოს). 

3! (65,111) ფორმულის სამართლიანობისათვის საკმარ-სია, რომ «ე (/) უწ;ვეტი იუოს.
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თუ V = ლიი 5+-ში, მაშინ LV = Cლ0ი%( L-ზე და პირიქით. მაშასადამე, 

ამოცანა დაიყვანება ფრედჰოლმის პირველი გვარის განტოლებაზე 

| V(C)Iი” //ი, 1)ძ5 = Cლი5L, 

L 

საიდანაც §)-ით გაწარმოებით ვღებლობთ (65,5) განტოლებას. 

ჩვენ ვნახეთ, რომ მას გააჩნია ნუღლისაგან განსხვავებული ამონახსნები და თუ: 

V (/) ერთ-ერთი მათგანია, ყველა სხვა მიიღება. V (/) => C Vე (I) ფორმულით. შესაბა- 

მისი პოტენციალი მოიცემა ფორმულით 

V (CV) = Cხ% LX, #), (65,16) 
სადაც 

C/ი (X, ყ) = C Vი (0) IL ძა. (55,17) 
, ,„ 

L 

ხ/ (X, ყ) პოტენციალი 5+ + L-ში მუდმივ მნიშვნელობას ღებულობს, “ომელ- 

საც ჩ”ე--ით აღვნიშნავთ 

ხM# (X, ყ) = „წე 5% + L-ში. (65,18). 

შეიძლება მოხდეს, რომ #ე =0; ამ შემთხვევას განსაკუთრებული ვუწოდოთ. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ჩვენი ამოცანის ზოგადი ამონახსნი (65,16) შეიცავს C” 
მოდმივს. ამოცანა განსახღვრული გახდება თუ დამატებით მოცემულია #-ზე განა- 

წილებული „მასის“ ან „მუხტის“ სიდიდე #71 

MM = ( V(I)ძ§= C ( V-აძ5= CI. (65.19) 

L L 

ეს თანადობა განსახღვრავს C-ს, რადგანაც (65,9)-ის ძალით /1ე 560. 

” მასის ნაცვლად „შეიძლება მოცემული იყოს §+ + #L-ზე CV (X, ყ) პოტენ- 

ციალი მნიშვნელობა #. მაშინ C-ს განსახღვრისათვის გვექნება თანაფარდობა 

# = წე C, რომელიც C-ს განსახღვრავ ყოველთვის, გარდა განსაკუთრებული შემ- 

თხვევისა, როდესაც #ე = 0 და, მაშასადამე, მაშინ. როდესაც C/ (X,ყ) = 0 §+ + #L- 

ზე ყველა C-სათვის. ამ განსაკუთრებულ შემთხევას არ აქვს ანალოგი სამგანხომილე- 

ბიან სივრცეში, ე, ი. ნიღტონის პოტენციალისათვის. 

4. დირიხლეს ამოცანის ამოხსნა მარტივი ფენის პოტენ- 
ციალით. წინა ამოცანის უშუალო განზოგადებას წარმოადგენს მარტივი ფენის 

(65.15) პოტენციალის პოვნა #L-ზე მოცემული L = წ() პირობით. ეს დირიხლეს. 

ამოცანაა, ამასთან მოითხოვება ამონახსნის პოვნა მარტივი ფენის პოტენციალის 

საშუალებით. ამოცანა დაიყვანება ფრედპოლმის პირველი გვარის ინტეგრალურ გან- 

ტოლებაზე 
– C XC) I" (0, 1) ძ5 = 74). (65,20), 

L
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თუ გვსურს, რომ საძიებელმა V (0) ამონახსნმა // პირობა დააკმაყოფილოს, 
უნდა ჩავთვალოთ, რომ /(/)ს აქვს ჯ§ა-ით წარმოებული, რომელიც // პირობას 

აკმაყოფილებს, რადგანაც, როგორც ადვილი შესამჩნეჟია, ეს თვისება აქეს (65,20)-ის 

მარცხენა მხარეს. 

(65.20)-ის ორივე მხარის §ე-ით გაწარმოებით ეღებელოათ სინგულარულ 

ინტეგრალურ განტოლებას 
– |» თი C0§C (/, /ი) ქ§ = ი“ 

_ 1. 65,21 
” (I, 19) ძე · ( ) 

ეს განტოლებაCXმ (65,3ვ) განტოლების მიკავშირებული განტო- 

ლე ბაა, რომელიც მივიღეთ დირიხლეს ამოცანის მაCტივი ფენის 

სახეცვლილი პოტენციალით ამოხსნისას. 

(65,21) განტოლების მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლება იკნება (65,4) 

განტოლება, რომელსაც, როგორც ვიცით. გააჩნია ერთადერთი წრფივად დამოუკი- 

დებელი ამონახსნი I#ე (7) = 1. 

(65,21) განტოლების ამოხსნადობის პირობა ყოეელთვის დაკმაყოფილებულია, 
ვინაიდან 

| #0 IL # ძე = ( _ი გ. = 0, (65,22) 
ძ§ 

L L 

მაშასადამე, (65,21) განტოლება ყოველთვის ამოხსნადია. მის ზოგად ამონახსნს 

შემდეგი სახე აქვს: 
V(C) =VI(C) +CM-C, (65,23) 

სადაც V"() რაიმე კერძო ამონახსნია, Vე (1) –– შესაბამისი (65,5) ერთგვაროვანი 
განტოლების ამონახსნი, C კი ნებისმიერი მუდმივია. 

აღვიიშნოთ V(/)-თი (55.21) განტოლების რაიმე ამონახსნი. მაშინ (65,15) 
ფორმულით განსაზღერული პოტენციალი დააკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

V= (ი) -–-–ჩ L-ზე, (65,24) 

სადაც # გარკვეული მუდმივია. ამგვარად, ფუნქცია 
#(X,ყ)= V(CX,ყ) +# (65,25) 

არის დირიხლეს (65,1) ამოცანის ამონახსნი წარმოდგენილი მარტივი ფენის პოტენ- 

ციალისა და მუდმივის ჯამის სახით. მაგრამ თუკი მხოლოდ მარტივი ფენის პოტენ- 

ციალით წარმოდგენილი ამონახსნის აგება გვინდა, მაშინ ისეთი მარტივი ფენის 

პოტენციალი უნდა ვიპოვოთ, რომელსაც L-ზე და, მაშასადამე, 5++ L-ზეც მუდმივი 

ჩ მნიშვნელობა ექნება. ეს კი, როგორც ვნახეთ, ყოველთვის ხერხდება, გარდა იმ 

განსაკუთრებული შემთხვევისა, “ოდესაც (65,18)-ში #ე = 0. 

(65,211) ინტეგრალური განტოლება მოცემული იყო გ. ბერტრანი მიერ 

(C. 8%Iგიძ (2)). მან ეს განტოლებ„ დაიყვანა ფრედჰოლმის განტოლებაზე რეგუ- 
ლარიზაციის” მეთოდით, რომელიც § 50-ში გადმოცემული მეთოდის ერთ-ე“თ 

კერძო “შემთხვევას წარმოადგენს. მაგრამ, მიუხედავად ბევრი გამოთვლისა და /()
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ფუნქციაზე და L კონტურზე დაღებული მნიშენელოვანი შეზღუდვებისა, ავტორმა 

(რომელააც. ხელთ არ ჰქონდა სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა ზოგადი 

თეორია) ვერ შეჰლო გავტოლებეს რამდენადმე სრულად ამოხსნა. 

შენიშვნა. 4 პუმქტის შედეგიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ იმ 

შემთხვევის გარდა, რომელსაც. განსაკუთრებული ვუწოდეთ (#ა = 0), 5+-ში ჰარმო- 

ნიული ნებისმიერი ფუნქცია CV, რომლის #-ზე სასახღლვრო მნიშენელობის §-ით 

წარმოებულა /” პირობას აკმაყოფილებს, შემდეგი სახით წარმოიდგინება 

წთი= | ტი 4, (65.26) 
· I (, 2) 
L 

სადაც V (0) /” კლასის ნამდვილა ფუნქციაა ადველი დასანახავია რომ ასეთი წარ- 

მოდგენა ერთადერთ.ა. ეს იქედან გამომდენარეობს, რომ თუ L/ (X,ყ) = 0 5+-ში 

და, მაშასადამე, #-ზე:), მაშევ უსათუოდ V (1) = 0. 

განსაჯუთრებულ შემთხვევაში კი, როგორც ადვილი დასანახავია, ადგილი აქვს 

წარმოდგენას 

“- ძი (65,27)   ყC 0) = წაCთI 
%V (არი > 

სადაც თ ნებისმიერად დაფიქსირებული 1-საგა განსხვავებული დადებითი მუდმივია. 

ფიქსირებული #-სათვის ეს წარმოდგე?ა სავსებით განსაზღვრავს V (/)-ს, თუ V (X, V) 

ფუნქცია მოცემულია. 
გარდა ამისა, ადვილე დასანახავია, რომ ყველა შემთხვევაში ნებისმიერი 

ჰარმონიულე ფუ5ქცია, რომელიც ზემოთ ჩამოთვლილ პირობებს აკმაყოფილებს, 

(65,27) სახით წარმოდგენადეა, თუ 9 სიდიდედ ავიღებთ ნებისმიერ დადებით ფიქ- 

სირებულ მუდმიეს ისე, რომ 

( (II -“ ძხი= თ Iით+#ჩე 0, (65,28) 
, ” (ი, 1) 

სადავე ი და #ე შესაბამისად (65,9) და (65,18) ფორმულებიდან? განისაზღვ- 

რება. 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ შემთხვევა რომელსაც განსაკუთრებული ვუწო- 
დეთ, არსებითად არავითარ გამონაკლისს არ წარმოადგენს. მას ადვილად შეიძლება 

დავაღწიოთ თავი სიგრჭის ერთეულის შეცვლით. 

ჩატარებული მსჯელობიდან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ თუ 5+-ში ჰოლო- 

მორფული VM (2) ფუნქციის ნამდვილი ნაწილი VI (X, ყ) აკმაყოფილებს ზემოთ მოყ- 

ვანილ პირობებს, მაშინ ს” (2) წარმოგვიდგება შემდეგი სახით: 

ძ 

(–-2 
ძი +I1C, (65,29)   V (2) = | VV0 Iი 

L 

  

31 ამგვარად, ძ-ს არჩევა დამოკადებულია მხოლოდ 5+ არეზე და არა წარმოსადგენ ჰარმო- 

ნიულ ფუნქციაზე. :
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სადაც V(,) #M კლასის ნამდვილი ფუნქციაა, რი დ.-დებითი. მუდმივია, რომელიც 

X65,28) პირობას აკმაყოფილებს და, რომელიც 5+ ა“რისათვის ერთხელ და სამუდ. 

მოდ შეიძლება დავაფიქსიროთ; C ნამდვილი მუდმივი: (რომელიც წარმოსადგენ 

ფუნქციაზეა დამოკიდებული). ვგულისხმობთ, რა თქმა უნდა, რომ ლოგარითმის 

მნიშვნელობები სათანადოდაა ფიქსირებული; იმის გარკვევას, თუ რ#როგორ უნდა 

გაკეთდეს ეს, მკითხველს ვანდობთ (შდრ. ქეემოთ ფორმულა (69,2), როდესაც 

II) =. 1). 

ფიქსირებული თძ-სათვის და ლოგარითმის გარკვეული შერჩევისას V (2) ფენ5- 

ქცია სავსებით განსაზღვრავს V (/) ფუნქციასა და C მუდმივს. 

II, პოლომორვულ ფუნქციათა სხვადასხვა წარმოდბენები კოშის ტიპისა 
და მისი ანალოგიური ინტებრალებით 

ჰოლომორფული ფუნქციისათვის ამა თუ იმ სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნის ერთ- 

ერთი ბუზებრივი ხერხი საძიებელი ფუნქციის კოშის ტიპის ან მისი ანალოგიური 

ინტეგრალით წარმოდგენამი მდგომარეობს. სასაზღვრო პირობაში ჩასმოლ ამ წარ- 

მოდგენას ინტეგრალურ განტოლებამდე მივყავართ. სწორედ ამ მეთოდით ვსარგებ- 

ლობდით ჩვენ წინა პარაგრაფებში დირიხლეს კლასიკური და სახეცელილი ამოცანე- 

ბის ამოხსნისას. 

რა თქმა უნდა, მეტად მნიშვნელოვანია საძიებელი ფუნქციის ამა თუ იმ 

წარმოდგენის მიზანშეწონილად ისე შერჩევა, რომ იგი მოხერხებული იყოს მოცემე- 

ლი ამოცანის ამოსახსნელად. 
ამ განყოფილებაში მოვიყვნთ მოცენელ არეში პოლომორდულ ფუნქციათა 

ზოგიერთ უმარტივეს წარმოდგენას კოშის ტიპისა და მისი ანალოგიური ინტეგრა” 

ლებით. 

§ 06. ზოგადი შენიშვნები. ვთქვათ, 5+ (ბგული) არეა, შემოსაზღვრული 

ჩი, L),....Lა გლუვ წირთა სასრული ერთობლიობით, რომელთაგან Lე მოიცავს 

დანარჩენებს #ა წირი შეიძლება არ გვქონდეს და, მაშინ, 5+ არე უსასრულო 

იქნება. L-ით წინანდებურად აღვნიშნავთ #Lე, L)...., Lე კონტურთა ერთობლიობას 

და, როგორც ყოველთვის, ვიგულისხმებთ, «ომ #-ზე დადებითი მიმართულება 5§+ 

არეს მარცხნივ ტოვებს, 5“-ით კვლავ ა«აღვნიზნავთ Lიბრ ტყის იმ ნაწილს. რომელიც 

§+ + L-ს სრულ სიბრტყემდე ავსებს. 5” შედგება შესაბამისად #,,..., L, კონტუ- 

რებით შემოსაზღვრული 5; , ...,5; სასრული არეებისაგან და Lა კონტუ“რით შემი. 

სახღერული უსასრულო 5: არისაგა. თუ Lე კონტური არა გვაქვს, მაშინ არც. 

5: არე გვექნება. 

ვთქვათ, დ (3) 5+-ში ჰოლომ ორფული და #L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი 
ფუნქციაა და ვთქვათ, უსასრულო არის შემთხვევაში C (ი) = 0. ეს ფუნქცია ჯო- 

ველთვის წარმოდგენადია კოშის ინტეგრალით 

1 ( დ+ () ი 
დ = 

ი (“2 
- , (66,1) 

2XLL., 
L 

რომელიც კოშის ტიპის ინტეგრალის კერძო “შემთხვევას წარმოადგენს



246 თავი III. გამოყენებანი ზოგიერთ სასაზღვრო ამოცანაში I§ 67 
  

ბუნებრივად ისმის საკითხი იმავე) C) (7) ფუნქციის კოშის ტიპის ინტეგრალით 
ისეთი წარმოდგენი” შესაქლებლობის შესახებ, სადაც Cთ%+ () ფუნქციის ნაცვლად 

მონაწილეობას მიიღებს სახღვრის წერტილის რაიმე სხვა ფუნქცია. ეს საკითხი 
დაიყვანება შემდეგსე: როგორია იმის აუცილებელი და საკმარისი პი- 

რობები, რომ 

1 დ (/)ძ/ 1 ( ს 0 I 
–---_-_<__3_-_-_-__ღ_-_-___ 66,2 

ი 2»! I 1-2 ტ 2XL L(–-2 ( ) 
L L 

ინტეგრალები, სადაც დ(0 ღა V(0ე კონტურის წერტილის ეწყვე- 
ტი ფუნქციებია, წარმოადგენს 5+ არეში ერთსა და იმავე ჰო- 

ლომორფულ ფუნქციას? 
ამ კითხვაზე ადვულაა პასუხის გაცემა. სახელდობრ, პირობის თანახმად, უნდა 

გვქონდეს 
./ –_ L1V) ხი, _ 

1-2 

ლ
.
.
.
 

ყველა 2-სათვის 5+-ში, მაში5, § 29-ში თქმულის საფუძველზე 

დ()--–-%()=%C), (66,3) 

სადაც §4+“ (0 5“-ში პოლომორფული, L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი და, თუ #ი 
კონტური გვაქვს, უსასსრულობაშე ქრობადი ფუნქციის სასაზღვრო მნიშენელობაა. 

ცხადია, რომ, თუ, პირიქით, ადგილი აქვს (66,3)-ს, მაშინ 4) (2) = V” (2) §+-ში. 

არ უნდა დაგვავიწყდეს, რომ §) (2) წარმოადგენს შესაბამისად 51“. ..., 5---ში 

ჰოლომორფული 5, (1), ,.., ე, (200) ფუნქციებისა და §“-ში (როცა Lე კონტური 

გვაქვს) ჰოლომორფულე და უსასრულობაში ქრობადი §ბე (2) ფუნქციის ერთობლი- 

ობას. 

“შთუ უსასრულო არის შემთხვევაშ» · დ (99) 550, მაშინ (66,1) წარმოდგენის 

ნაცვლად გვექნება შემდეგი წარმოდგენა: · 

+ დია= 1 ( თ+ () ძ/ 
თით, 66,1 2 | “;--- +960 (6,1ა)     

და, მაშასადამე, ასეთი ფუნქცია უამრავი ხერხით შეიძლება წარმოვადგინოთ კოშიხ 

ტიპის ინტეგრალით მუდმივა შესაკრების სიზუსტით. 

სავსებით ანალოგიურ შედეგებს მივეღებთ, თუ §5%+-ს და 5“-ს როლებს შე- 

ვუცვლით. 
§ 07. ნამდვილ ან წმენდა წარმოსახვით სიმკვრივიანი კოშის ტიპის ინტეგრა- 

ლით წარმოდგენა. თუ ვისარგებლებთ წიზა პარაგრაფის §პ(2) ფუნქციის ნებისმიე- 

რობით, შეგვიქლია მოცემული ჰოლომორფულე ფუნქციის წარმომდგე5 კოშის ტიპის 

ონტეგრალს მივცეთ სხვადასხვა, ამა თუ იმ თვალსაზრისით, მოხერხებული სახე. 

§ § 62 და 64-შე უკვე შეხვდათ მოცემულ არეში პოლომორფულეი ფუნქციე- 

ბის უმარტივეს წარმოდგენებს კოშის ტიპის ინტეგრალით. ამ პარაგრაფში დავუ- 

ბრუნღებით ხსენებულ წარმოდგენებს წინა პარაგრაფის მასალასთან დაკავშირების 

მიზნით. '



§ 67) 11. ჰოლომორფულ ფუნქციათა სხვადასხვა წარმოდგენები,., 24? 
  

L-ის, 5+-ის და 5“-ის ქვემ იგივე გვესმის, რაც წი:ა პარაგრაფში, მაგრამ, 

ამას გარდა, ვგულისხმობთ, რომ #L აკმაყოფილებს ლიაპუნოვის პირობას, ე. ი. L-ის 

მხების მიერ რაიმე მუდმივ მიმართულებასთან შექმნილი კუთხე /7 პირობას აკმაყო- 

ფილებს. 
1 . დავუშვათ ჯერ, რომ 5+ სასრული არეა, ე, ი. Lე კონტური გვაქვს და 

ვთქვათ C+ (2) 5+ არეში ჰოლომორფული და #L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი 
ფუნქციაა. 

ჯ 62-ში ვსახეთ, რომ Cდ (2) ფუნქცია წარმოდგენადია შემდეგი სახით: 

თო=-_ 1. | სი0# 0, 1 (ს0+60'/ (7) 
2»X' (–- 2 “ 2» , (2 

# 

    

სადაც IC) ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო C ნამდვილი მუდმივია?ზ. 

მეორე მხრივ დ (უ წარმოდგენადია კოშის ინტეგრალით 

+ თფო=-1. (? ო«. 

1--2 XL , 
(67,2)   

“მაშასადამე, წინა პარაგრაფში თქმულის საფუძველზე, არსებობს 5” არეში ჰოლო- 

მორფული, L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი, უსასრულობაში ქრობადი ისეთი 5) (27) 
ფუნქცია, რომ 

დ+VC =ს(0+CI+იC (0). (67,3) 
თუ აღვნიშნავთ 

დ (2) =V(X,ყ)+LV (X,9), -(X(0)+C?8=V(X 9) +906 CV, 9), (67,4) 

(67,3)-ის საფუძველზე გვექნება 

უშ=V+ L-ზე, (67,5) 

რადგანაც დ (2) ფუნქცია მოცემულია 5+-ში, ამიტომ V+-ის მნიშვნელობები 

L-ზე "შეგვიძლია მოცემულად ჩავთვალოთ. მაშასადამე, ყ ფუნქციას 5: 5, ს...) ზ5ი. 

არეებში ვიპოვით ამ არეებისათვის დირიხლეს ამოცანის ამოხსნით, რის შემდეგაც 

შეგვიძლია §) (2) ფუნქციის §პბე (2), §ა, (2), ..., 2-„ (2) მნიშვნელობების განსახღვრა ამ 

არეებში. ცხადია, რომ (პე (2)-ის მნიშვნელობა სავსებით განსაზღვრული იქნება, თუ 

გავითვალისწინებთ §) (=C<) = 0 პირობას. ასევე განისაზღვრება C მუღმივის მნიშვნე- 

-ლობაც, რომელიც, ცხადია, ” ფუნქციის უსასრულობაში მნიშვნელობის ტოლია. 

§ა, (2), §ბ. (2), .... § (2 მნიშვნელობები განისაზღვრება მუდმივე შესაკრებების სი- 

ზუსტით. 

ამის შემდეგ (67.3) ფორმულის საფუჰველზე, (I (0)-ს მნიშ:)ნელობა განისაზღვ- 

რება შემდეგი ფორმულეთ: 

ს()=CV+–V”. (67,6) 

ეჯობელ. კიდევ დავინახეთ, რომ V(/) #Lე-ზე სავსებით 1არის განსაზღვრული, 

"ხოლო L), ..., L კო5ტურებზე -–– მუდმივა (ნამდველე) შესაკრებების სიზუსტით. 

93% როგორც § 62-ში ვნახეთ (67,1) წარმოდგენას მხოლოდ მაშინ კი არა აქეს ადგალი, რო- 

-დესაც % (2) უწყვეტად გაგრძელებადეა #-ზე, არამედ მაშე5აც, როდესაც მხოლოდ #ი თ (2)-ს აქვს 

-ეს თვისება,
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§ 62 ში #+() ფუნქციის განსახღლვრა დაკავშირებული იყო ინტეგრალური 

განტოლების ამოხსნასთან, რაც თავის მხრივ უკავშირდებოდა მრავლადბმული §+ 

არისათვის (როცა ი >>0) დირიხლეს ამოცანის ამოხს3ას. აქ კი #(/) განისაზღვრება 

ცალადბმული 50, 51) ..., ა: არეებისათვის დირიხლეს ამოცანის ამოხს5ით. მაგრამ 

§ 62-ში დ(უ ფუნქცია უფრო ზოგადი პირობებით შევზღუდეთ, ვიდრე ახლა: იქ 

მხოლოდ იმას მოვითხოვდით, რომ C (2)-ის ნამდვილი ნაწილე უწყვეტად გაგრძელე- 

ბადი ყოფილიყო კონტურზე, აქ კი მოვეთხოვთ, რომ დ (2) ფუნქციის როგორც 

"ნამდვილი, ასევე წარმოსახვითი ნაწილი უწყვეტად გაგრძელებადი იყოს კონტურზე. 
2. თუ 5+ არე უსასრულოა, ე. ი. Lე კონტური არ გვაქვს, მაშინ რო- 

გორც § 62-ში იყო ნაჩვენები, ყოველი 5+ არეში ჰოლომორფული და #-ზე უწყ“ 

ვეტად გაგრძელებადი ფუნქცია Cდ (2) შეიქლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

დოუ=- 1. | #0 / _ დ, (67,7) 
2XL., (-2 

სადაც V(0) ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციაა?. აქაც. ზემოთქმულის ანალოგიურად, 

#(Cე-ს პოვნა შეიძლება დავიყვნოთ დირიხლეს ამოცანის ამოხსაზე. სასრული 

ცალადბმული 5; ,..., აგ არეებისათვის (L(/) ფუნქცია #L,,..., 8, კონტურებზე 
მუდმივი შესაკრების სიზსტითაა განსაზღვრული. 

3?. თუ C# (2)-ს შევცვლით LC (2)-ით, მაშინ, როგორც § 64-ის შენიშენა 2-ში 

იყო მითითებული, 5+-ში ჰოლომორფული და L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადე Cთ,(2) 

ფუნქციისათვის მივიღებთ შემდეგ წარმოდგენას: 

V (7) ძ 
  

  

1 და=- C, 67,8 (2 5- +--; + (67,8) 

#L 
თუ 5+ სასრული არეა და 

თდო=- 1. | XI 4 კ თ(ს), (67,9) 
21, (1-2 

თუ §+ უსასრულო არეა. ამ ფორმულებში V () ნამდველი უწყვეტი ფუზქციაა,, C 

კი მუდმივია. V () ცალსახადაა განსახღვრული Lე კონტურზე, ხოლო #,,..., და 

კონტურებზე –– მუდმივი შესაკრები სიზუსტით. C მუდმივი სავსებით განსაზღვ- 

რულიამმ, 

V (0-ს განსაზღვრა სავსებით ანალოგიურია M#(ჰ)-ს განსაზღვრისა ზემოთ განხი- 

ლულ შემთხვევებში. 

§ 68. (01+ ჯხ)სL სახის სიმკვრივიანი კოშის ტიპის ინტეგრალით წარმოდგე- 

ნა. წინა პარაგრაფში მოყვანილი წარმოდგენები კერძო შემთხვევებია შემდეგი სახის 

წარმოდგენისა: 

  

ს: (67,7) წარმოდ„»ენას მაშინაც აქვს ადგილი, როდესაც მხოლოდ IბC თ (2) არის L-ზე 

უწ:ვეტად გაგრძელებადი, . 
მ% (67,8) და (67,9) წარმოდგენებს მაშინაც აქვს ადგილი, როდესაც მხოლოდ LI # (2) 

არის ჩ-ზე უწ+ვეტად გაგრძელებადი. ეს გამომდინარეობს § 62-ის შედეგებიდან.
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+ C, (68,1».   
–. ( 6+(:0Lრ4ძ 

2X1, (“2 
L 

სადაც თ = თ(I), ნ =ხ6(I)) მოცემული (თ-გა დამოუკიდებელი) ნამდვილი: 

უწყვეტი ფუნქციებია, ისეთი, რომ 0? + ხ1550 L-ზე, #(/) ნამდვილი აწყვეტი 

ფუნქციაა, რომელიც, ისევე როგორც C მუდმივი, თ-ს შესაბამისად «უნდა იქნეს 

შერჩეული. როცა ძ = 1, 0 --0 და C სათანადოდ არის შერჩეული, ვღებულობთ 

წინა პარაგრაფის (67,1) და (67,7) წარმოდგენებს: ხოლო თ = 0, ხ = 1 და შესა- 

ტყვისი C-სათვის –- (67,8) და (67,9) წარმოდგენებს. 

ისევე, როგორც წინა პარაგრაფში, ვიგულისხმოთ, რომ L წირის მხების მიერ 

რაიმე მუდმივ მიმართულებასთან შედგენილე კუთხე #/ პირობას აკმაყოფილებს, 

გარდა ამისა ვიგულისხმოთ, რომ /7 პირობას აკმაყოფილებს მოცემული 0 (0) და 6(.) 

ფუსქციებიც. 

შწმოთ, რომ რ (ჟუ) ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია #-ზე და 
დ+ () აკმაყოფილებს #/ პირობას. 

დავიწყოთ იმ შემთხვევით, როდესაც 5+ სასრული არეა, ე.ი. Lე კონ- 

ტური გვაქეს. 
მაშინ (68,1) ფორმულა შემდეგნაირად შეიქლება გადავწეროთ: 

ძI. ("”. დო = 1 (450049510 
2ჯX!: ,) (“2 

L 

§ 66-ის ნათქვამის საფუჭველზე, იმისათვის, რომ (7) წარმოდგენა მივიღოთ, 

საჭიროა §“-ში ჰოლომორფული ჯ-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი და უსასრულობაში: 

ქრობადი ისეთი §) (2) ფუნქცია ვიპოვოთ, რომ 

  

დ+ (ქ) = (01 +760)CV)+C+0“(0 L-ზე. (68,2). 

თუ აღვნიშეავთ 

(C +15ბ(2 =თ(უ, (68,3), 

მივიღებთ 

ი-0_ _ ი. 196+(0 
ძ+!ხ ი+!ხ 

ან კიდევ 
LIX6C(თ-–– (ხ)თ“ (0) = I086((თ-–-L(ხ) დ#+ (/. (68,4). 

ამგვარად, რადგანაც (68,4)-ის მარჯვენა მხარე L-ზე მოცემული ფუნქციაა, 

თუს CდთL(2) მოცემულია §+-ში, ამიტომ «თ (უ-ისა და, მაშასადამე, ბპ (2)-ის განსა- 

ზღვრა დაიყვანება 5:-, 5>, ,.., 5“ (ცალადბმული) არეებისათვის რიმან-–ჰილბერტის. 

ამოცანის ამოხსნაზე. 

ავიღოთ 5;“ არეთაგან რომელიმე. ამ არისათვის რიმან--–ჰილბერტის ამოცანა
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I 

  

ყოველთვის ამოხსნადი იქნება თუ შესაბამისი ინდექსი X არაუარყოფითია. ეს 

ინდექსი მოიცემა შემდეგი ფორმულეთ (იხ. § 43-ის ბოლოს"): 

#,= + |%C(0-- I), ,· (68,5) 

ამგვარად. (68,1) წარმოდგენა ყოველთვის შესაქლებელაა, თუ ყველა X, >>0. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ზოგიერთი X, უარყოფითია, ასეთი წარმოდგენა მხოლოდ 

მაშინ იქნება შესაძლებელი, როდესაც C (2) დააკმაყოფილებს გარკვეულ დამატებით 

პირობებს, რომლებზეც არ შევჩერდებით. 

უსასრულო §5+ არის შემთხვევაში ადგილი აქვს სავსებით ანალოგიურ შე- 

დეგებს. ამ შემთხვევაში C მუღმივე თავიდანვე განისაზღვრება 

თუ თდ(ე - თდ(თ) ფუნქციისათვის ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის ანალოგიურ 

მსჯელობას ჩავატარებთ, მივალთ (68,4) რიმან––ჰილბერტის ამოცანებზე 5; ...; 5 

სასრული ცალადბმული არეებისათვის. 

ეს ამოცანები ყოველთვის ამოხსნადია,.თუ ყველა #7, >>0. წინააღმდეგ შე?თხ- 

ვევაში წარმოდგენა მხოლოდ მაში არის შესაძლებელი, როდესაც C (2) აკმაყოფი- 

ლებს გარკვეულ დამატებით პირობებს, 

შემდეგ პარაგრაფში გზადაგხა დაწვრილებით განვიხილავთ (68,1) სახის ერთ 

წარმოდგენას. 

§ 69. ი. ვეკუასეული ინტეგრალური წარმოდგენები. მრავალი მნიშვნელოვა5ი 

ამოცანის სასახღლვრო პირობაში მონაწილეობენ არა მარტო საძიებელე ფუნქციის 

მნიშვნელობანი, არამედ მნიშვნელობანიც მისი წარმოებულებისა რომელიმე რიგამდე. 

ამის გამო საჭირო ხდება ხელთ გვქონდეს ისეთი ფორმულები, რომლებიც აღებული 

ჰოლომორფული ან უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციის წარმოებულების ი5ტეგ- 

რალურ წარმოდგენას მოგვცემდა. მრავალრიცხოვანი გამოყენებისათვს ფრიად 

სასარგებლო ერთ-ერთი ასეთი წარმოდგენა, რომელსაც ქვემოთ მოვიყვანთ, ი. ვეკუას 
ეკუთვის!ბ, 

1“. ეთქვათ, ჯერ, 5+ ლიაპინოვის L კონტურით შემოსაზღვრული სასრული 

ცალადბმული არეა. 5“-ით აღვნიშნოთ არე, რომელიც §+ + #-ს ავსებს სრულ 

სიბრტყემდე. 
დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება (ი. ვეკუა): 

59 (4ვ,ვ) ფორმულის გამოკენებისს უნდა გვახსოვდეს, რომ ჯერ ერთი, მასში ხ უნდა შეი- 

ცვალოს ––-ხ-თი; ამას გარდა, ვინაიდან ჩეენს' შემთხვევაში L, კონტურის დადებითი მიმართულება 

განსახი–ველ §, არეს მარჯვნივ ტოვებს, ამატომ ხსენებული ფორმულის მარჯვენა მხარეში ნიშანი 

უნდა შეეცვალოთ, ამიტომ გვექნება 

1 · 1 : 
+; = –- (ეთ (C+M)1), =+ – (მLC (თ –– 1ხ) I, 

უ. «. ვღებულობთ ფორმულას, რომელიც გარეგნულად ემთხეევა (43,3)-ს, 
L0 შემდგომში დ. შერმანმ» (5), ი. კრაკუზოვმა (1) -- (3), მ, განინმა (31), რ, ისახანოვმა 

(11, (2), ე. ხასაბოვმ» (11 და ვ. როგოქინმა (2) მოგვცეს სხეა ანალოგიური წარმოდკენები.
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თეორემა. ვთქვათ 5+ არეში ჰოლომორფული 9X2) ფუნქციის 

M-ური რიგის წარმოებული #-ზე #”/ კლასის მნიშენელობებს ღებუე- 

ლობს. მაშინ, თუ ვიგულისხმებთ, რომ კოორდინატთა სათაქე 

5+-ში ძევს, ადგილი ექნება დრი ფუნქციის შემდეგ ინტეგრალურ 

წარმოდგენას; როდესაც MI =0 

დფ = (4020. 

11–- 
L ჯ 

+!C; (69.1) 

როდესაც MM >1 
, ი. 2 

თდო= («თი 0-2)” ი(1-7) ძი + | MCV)ძ§-+-IC. (69.2) 
L ' L 

სადაც V() #V# კლასის ნამდვილი ფუნქციაა, C კი-–-–ნამდვილი 

მუდმივი. ს() და C ცალსახად განისაზღვრება თCთ(უ-ის სარმუა- 

ლებით!), 

აღებული ჯ-სათვი” 10 ( 1 7) -ს ქვეშ იგულისხმება შტო, რომელიც ნუ- 

“ლის ტოლი ხდება, როდესაც 2 = 0. § აღნიშნავს რკალურ აბსცისს. 
თეორემის დამტკიცება დავიწყოთ 7! = 0 შემთხვევის განხილვით. თუ შევ§იშ- 

ნავთ, რომ 

ძ5 = I“ 1ძ/ = 7 ძI, 

  

სადაც 
>..-.-...-.-_ (69.3) 

ძ§ ძა "ძი ძა ძ§ 

ფორმულა (69,1) "შეგვიძლია შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

1 ”თტ2X:L()17V#.,.. 1 ' 2-ს" 1 +1C 
=-- _ “აძის '''!C=-–-- ი/. 

დი0=--+. =- ! 221 1 1-2 
L 

“აქედან, წინა პარაგრაფში თქმულის საფუძველზე, ვადგენთ, რომ ადგილი +,ნღა 

ჰქონდეს: შემდეგ ტოლობას: 

2X:1:(7'(C) = 0+(C()--5-((0 –– IC, (69,4) 

სადაც 6“ () §5“-ში ჰოლომორთული, უსასრულობაში ქრობადი და L-ზე უწვვეტაღ 

გა აგრძელებადი ფუნქციის სასახღვრო მნიშვნელობაა. აღვნიშ:ოთ Cპე (2) = 5) (2) -L IC. 
Cი (2) ფუნქცია უსასრულობაში წმინდა წარმოსახვით მნიშვნელობას უნდა ღებ»- 

"ლობდეს და შემდეგ L-ზე სასახღვრო პირობას აკმაყოფილებდეს: 

ი6– + (% (0. _ 086 დ!(ი 
LM6 = 

ჯ, (,” 
  

"ბ. ზვედელიძე– (18) ეს თეორემ» გაავრცელა იმ შემთხეევისათვის, როღესაც დ (2) ფუნ- 

ქცლს #I-ური რიგის წარმოებული §+ არეში წარმოდგენადია კოშის ტ;:პის ინტე:რალათ, რომლის 

სიმკვრივე #ი (2; L), 2> 1 კლასს ეკუთენის (იხ. § 27-:ს აღნიშვნები), ხოლო ; (/) (27,3) სახის 

ფუნქციაა. ამ შემთხვევაში ს (0)-ც Lე (ი; #) კლასს ეკუთვნის.
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ამგვარად, 5“ არისათვის გვაქვს რიმან–-ჰილბერტის ამოცანა 

I%6 (თ –– Lხ) აპ; (I) =0, (69,5). 

სადაც 
1 

ი-Iხ=00-!ხ0=--. =+, 0=0()) = ILL8 თ?“ 
ჯ 1, 

  

ჩვეს პირობებში თ (0), 0 (1) და C(/), ცხადია, აკმაყოფილებს /7 პირობას. 

ადვილი დასანახავია, რომ შესაბამისი ინდექსი ნულის ტოლია, რის გამოც. 

§ § 41 და 43-ის საფუძველზე (69,5) ამოცანას ყოველთვის აქვს ამონახსნი, რომე- 

ლიც შემდეგი სახით წარმოიდგინება: 

§ბ%ე (2) = თ (2) + 4 X(2, 

სადაც « (2) (69,5) ამოცანის გარკვეული კერძო ამონახსნია, X(7) ფუნქცია 

თ > X თ =0 (69,6) 

სასაზღვრო პირობით განსახღვრული ერთგვაროვანი ამოცანის კერძო ამონახსნია, 

ხოლო „74 ნამდვილი მუდმივია. 

დაგვრჩა შევარჩიოთ #4 მუდმივი ისე, რომ I%8 6პე (ლ) = 0, ე. ი. IV6 (ი (C) + 

+ 4%#(%)) = 0. ეს ყოველთვის შესაძლებელეა, ვემაიდა? X (20) ნულისაგან გან-. 

სხვავებული ნამდვილი სიდიდეა. მართლაც, X (C) 5-0, რადგანაც ნულოვანინდექ- 

სიანი რიმან-–ჰილბერტის ამოცანის ამონახსნი ყველგან განსხვავებულია» ნულისაგან?. 

დაგვრჩევია ვაჩვენოთ, რომ Iი91X (+) = 0, ეს გამომდანარეობს (69,6) ფორმული-. 

დან, რომელიც. გვაძლევს 

0 = ILM8 XVXთ0I« _ ე. X 0 M _ აა(2>X(C) · 
ჯ ჯ ! 

L L 
ამრიგად, 4 მუდმივა სავსებით გაზისაზლვრა. გარდა ამისა, რადგანაც 52: (0) #7 

პირობას აკმაყოფილებს!1, (69.4) ფორმულათ განეახლვრული“ I! (/) ფუნქ კიაკ და-. 

აკმაყოფილებს ამ პირობას. 

_ ამგვარად, #7? = 0 შემთხვევაში” ზ? თეორემა დამტკიცებულია. ჩეენი მსჯელობის 

–სვლელობიდან ცხადია, რომ (# (/) და C ცალსახად განისაზღვრება % (2)-ით. (69,1) 

წარმოდგენის ერთადერთობა შეიძლება უშუალოდაც ადველად დამტკიცდეს, ამასთან, 

საკმარისია დავუშვათ, რომ ს, (I) უწყვეტი (ნამდვილი) ფუნქციაა (იხ. ქვემოთ). 

გადავიდეთ თეორემის დამტკიცებაზე /? >>1 შემთხვევაში. უპირველეს ყოვ- 

ლისა შევნიშნოთ, რომ (69,2) ფორმულის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს 5+ არეში 

< მართლაც, წრაელა არ-სათვას ეს უშუალოდ გამომდინარეობს § 41-ის ფორმულებიდან. 

ნებისმიერ: არასათვას ეს თვასება, (5ადაა, ძალამი რბება, რადგანაც კონფორმული ასახვა მასზე, 
გავლენას არ ახდენს, 

41 იხ, § 43 შენიშვნა 1, 
4. ტექსტში მოკვანილი დამტკიცება განსხვაედება· ი. ვეკუასეულ დამტკიცებისაგან, მომდევნო 

მსჯელობა (#I > 1 შემთხვევაში) მჰ.ვებ» ი. ვეკუ>ს დამტკიცებას (8).
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პოლომორფულ ფუნქციას, რომლის II-ური რიგის წარმოებულის სასაზლვრო მნიშე- 

ნელობები #/ პირობას აკმაყოფილებს, როდესაც #(0) აკმაყოფილებს ამ პირობას. 

მართლაც, MI-ჯერ გაწარმოებით ვღებულობთ 

ს (0) ძ§ ი (07 ძ! 
თი(ე) =(–- 1)” (II-–- 1)! _ს00ძნ _C კოც 1! ოა ლ თ-(-საშთ- ი! ხი“ =Cს”თ- ა ალია 

L 

  

საიდანაც § 18 თეორემის საფუძველზე გამომდინარეობს ჩვენი დებულება. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ, თუ (69,2) წარმოდგენას ადგილი აქვს, მაშინ |! (7) 

ფუნქცია და C მუდმივი ცალსახად განისახღვრება რთ (2) ფუნქციით. ეს შემდეგ. დე- 
ბულებაზე დაიყვანება, თუ 

(«თ ს-+” (– +)4+ | »0«+:C=0 (69,7) 
L % 

“ყველა 2-სათვის 5+-ში, მაშინ აუცილებლად ML(/) = 0 (და, მაშასადამე, C = 0). 

"ვაჩვენოთ ამ უკანასკველი დებულების სამართლიანობა. დამტკიცებისას საკმარისია 

ჩავთვალოთ, რომ LC) უწყვეტი (ნამდვილი) ფუნქციაა. 
თუ (69.7)-ის მარცხენა მხარეს გავშლით მწკრივად 2 = 0 წერტილის მიდამო- 

ში 2-ის ხარისხებად, მივიღებთ 

0 = ( #C)1“"ძა = ( #L(C)1I-"ძ,, #=0,1, 2,... (69,8) 
7 ' 

„აქედან კი გამომდინარეობს, რომ კოშის ტიპის ინტეგრალი 

1 ( ს (0 LI ი 

2XL ,), 1-2 
L 

  თ) (2) = 

ნულის ტოლია ყველა 2-სათვის §+-ში. ამაში დასარწძუნებლად საკმარისია გავშა- 

ლოთ თ (2) 2 = 0 წერტილის მიდამოში 2-ის ხარისხების მიხედვით და გავითვალის- 
წინოთ (69,8). მაშასადამე, თ+ (/) = 0 და ე. ი. 

#()1=-–-თ (0. (69,9) 

-თუ (69,8)-ში # = 0, მივიღებთ, რომ უსასრულოდ შორეული წერტილის მიდამოში 

ადგილი აქვს შემდეგი სახის გაშლას: 

თ() = -“:- „> თ ' 
2 23 

"და, მაშასადამე, ფუნქცია 

2 

თე (2) = ( თ (2 ძ2, 

% 
სადაც 2: 5“ + L-ს არეში ნებისმიერად ფიქსირებული წერტილია, ხოლო ინტეგრა- 
-ლი აიღება ამ არეში ნებისმიერი გზის გასწვრივ, წარმოადგენ ჰოლომორფულ
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ფუნეციას 5“ არეში 2= % წერტილის ჩათვლით. თუ 2: წერტილს ავიღებთ L-ზე. 
(69,9)-დან მივიღებთ 

! § 

თ (I) = ! თ“ ((1)ძ(= –– | +CVVძ5 

720 0 

(ვგულისხმობთ, რომ რკალური აბსცისა 2ე-და” არის ათვლილი) ; აქედან გამომდინა- 

რეობს, რომ IIი სკ” (/()=0 #-ზე და ამიტომ თე (2) = C005( §“-ში, თ (2) =თე (21=0 
5“-ში და, მაშასადამე, ს (/) = 0, ეს კი ამტკიცებს ჩვენს დებულებას (69,2) წარმო- 

დგენი” ერთადერთობის შესახებ. ზუსტად ასეთივე დამტკიცება გამოდგება (69,1) 

წარმოდგენისათვის. 

სანამ გაზვაგრქობდეთ, შევთანხმდეთ "შემდეგში: მთელ ამ პარაგრაფში 

რაიმე (ნამდვილი ან კომპლექური) ფუნქციების წრფივი კომბი- 

ნაციის ქვეშ ყოველთვის ვიგულისხმებთ ნამდვილ-(მუდმივ) 

კოეფიციენტებიან წრფივ კომბინაციას და მის შესაბამისად. 

განვსაზღვრავთ ფუნქციათა წრფივ დამოკიდებულებას თუ 

დამო უკიდებლობას. 

ამ შეთანხმების შემდეგ C (2) ფუნქციის (69,1) ან (69,2) სახით წარმოდგენის 

ახლახან დამტკიცებულე ერთადერთობის თვისების საფუძველზე შეგვიძლია უშუალოდ 

ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი დებულება: 

ვთქვათ. ს, (/) რაიმე უწყვეტი ნამდვილი ფუნქციებია. ვიგულისხმოთ, რომ 
2 C 5% და ავიღოთ 

ძ, Cფ = 1 ს; ((4) 4 

1 

  (69,1ა). 

ან 

ი, 0=IM90 => 2)” ი ია ძე + (რთ ძი 0>1) (69,2ა) 
, , V · 

(მომდევნო ტექსტში იგულისხმება ამ ფორმულებიდან ერთ-ერთი). · 

მაშინ ს,(0) (/ = 1, 2,...,#) ფუნქციების წრფივი დამოკიდებულებიდან ან” 
დამოუკიდებლობიდა5§ გამომდინარეობს დ, (2) ფუნქციების წრფივი დამოკიდებულება. 

ან დამოუკიდებლობა (და პირიქით). 

ამ წინასწარი შენიშვნების შემდეგ შევუდგეთ (69,2) წარმოდგენის შესაძლებ- 

ლობის დამტკიცებას. ვთქვათ, პირობის თანახმად, 9) (2) მოცემული, 5+ არეში 

ჰოლომორფულე ისეთი ფუნქციაა, რომ (დ(”) (0) |I+ არსებობს და აკმაყოფილებს /7 

პიოობას, თუ (69,2) წარმოდგენას ადგილი აქვს, მაშინ მისი /1-ჯერ გაწარმოებით 

დღა ზღვარზე გადასვლით, როდესაც 2–>7ე (5+-დან), მივიღებთ 

ი = ი :/-9 > ” ს (0) ძ§ დორა შრ ს ილორი + ლიხთ! 52-- 
L 

სადაც დ” (/)-თი აღნიშნუ ელია (დ” თ 1+. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ · 

(– 1უ1M(1 –- 1), = (7: ზე და გავითვალისწინებთ, რომ #”ჯ = 1, მივიღებთ
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1 2? /(I-“17/:L(0)ძ5 (დ–1 7 თ” (/-) · 
ჩი) + ––- | ს == , (69,10) 

#6 + -- | «== ს-ა) C=1”წფ-–-1)!»1 

საიდანაც ნამდვილი ნაწილების შედარებით ვღებულობთ 

(დ-/ 4“ 7 დV””) (ი) 
# II6 (/) ძ§ = IL6 “აშ... (69,11 

გრა+ | 259-ე ) (– 1) C1–1)1>! (09,11) 

ეს უკანასკნელი, როგორც ადვილი დასანახავია, წარმოადგენს ფრედჰოლმის ნამდვილ: 

განტოლებას, რომლის გულს შემდეგი სახე აქვს: 

#X · (79, (4) 

|1– 6 I 
სადაც. MX (ა, 1) 7 პირობას აკმაკოფილებს15, 

ამ განტოლების მარჯვენა მხარე აგრეთვე აკმაყოფილებს #I პირობას. ამიტომ · 

განტოლების ნებისმიერი უწყვეტი ამონახსნი // კლასს მიეკუთვნება (§ 51). 

ვაჩვენოთ (69,11) ფრედჰოლმის განტოლების ამოხსნადობა, ამისათვის განვიხი- 

ლოთ მისი მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლება 

2 ლ/ი 1 
VI + | თი) 2101 V=# | 

L 

  0ლთ<I, (“: 

V(C0 ძი =0. (69,12), 

რომელიც შემდეგნაირად შეიძლება იე;ნეს ჩაწერილი: 

ოთ იკრსი « _0 
| +-ი   თ”ი | VV)– (69,13) 

ჯL 

ამასთან, აქაც და შემდგომშიც იგულისხმება, რომ V (0) ნამდვილი ფუმქციაა. 

ვთქვათ V(0) (62,12) განტოლების რაიმე უწყეეტი ამონახსნია. მაშინ იგი 

აკმაყოფილებს # პირობას. განვხილოთ ფუნქცია 

  

    

1 1 (შ-1V (0 ძ( 
(2 = – C '! წო , 

1 ჯI (–2 

4§ გვაქვს · 

ააა... _ 
თ 10107 -/) თ 1–-% ჯო) 2 (–70 

პირველი წევრი უხადია, აკმა,ოთლებს M პ“რობას, მეორე წევრი კი შეიძლება შემდეგნაირად გა- 

დაიწეროს: · 

  
  

1 # 1 1! მ)ი# 1 099(%.5) 
–- ი” ჰი --–(0ძ=–- _ _”, 

ა MI (–7#M >» მშე თ”. მი ·# მი 

სადაც # == |/ –– 701, 9 (50, §) == მIC (( –– /ი). მაშასადამე, 

ჩი % == 09 (ი, 5 · 
2: (–7 ჯ> მ%ი 

უკანასკნელ გამოსახულებას კი (”) სახე აქვს (იხ, § 7).
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იგი ჰოლომორფულია 5“-ში უსასრულობაში ნული ხდება როგორც 2“” და, 

(69,13)-ის ძალეთ, 

II65I“ () =00 #-ზე. 

მაშასადამე, §2(2) = 0 5§--ში. ამიტომ (§ 29) 

('“1V(V)=თი+() L-ზე, (69,14) 

სადაც. თ (2) 5+-ში ჰოლომორფული, ფუზქციაა. წინა ფორმულიდან გამომდინარეობს, 

რომ 

06 ((/1-0ი+C))= 0 L-ზე. 

მაშასადამე, თ(2) წარმოადგენს LLC(თ + (ნ)ა+=0 რიმან–ჰილბერტის ამოცანის ამო- 
ნახსნს 5+ არისათვის, როცა 0+Iხ=111-M. ამოცანის ინდექსი ტოლია 2/? –– 2 >>0. 
ამიტომ (§ 42 და 43) ამ ამოცანას აქვს 21--1 წრფივად დამოუკიდებელი ამო- 
ნახსნი. მაშასადამე, (69.12) ფრედჰოლმის ერთგვაროვან განტოლებას აქვს 2/.-- 1 

წოფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი და ამდენივე ამონახსნი აქვს (69,11) განტოლე- 
ბის შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას, 

მიუხედავად ამისა, (69,11) არაერთგვაროვანი განტოლება ყოველთვის ამოხსნა- 

“დია. მართლაც, ფრედჰოლმის ცნობილი თეორემის თანახმად, (69.11) განტოლების 
ამოხსნადობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ მისი მარჯვენა მხარე აკმაყო- 
ფილებდეს პირობას 

– I | –)2| ძე – IL ( ატლა/ტორ“ _ ე 
# (– 1) "(I –– 1)! (– 1)” (1– 1)17I.. 

სადაც V(I) (69,13) განტოლების ნებისმიერი (ნამდვილი) ამონახსნია. მაგრამ 

(69,14)-ის საფუძეელზე V (1), = (1 თ“+ (I) და წინა პირობა შეიძლება ”შემდეგნაი- 
რად ჩაიწეროს: · 

ლი! | ა+ დო (4 =0. 
#I 

L 

ეს პირობა კი ყოველთვის დაკმაყოფილებულია, ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 
5+ არეში ჰოლომორფული თ (2) XI ")(20) ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობას 
წარმოადგენს. 

ამგვარად, (69,11) განტოლების ამოხს-ადობა დამტკიცებულია. მის ზოგად 

ამონახსნს შემდეგი სახე აქვს: 

L (I) = IM (/) + C, 1 (0) +. -+ რო„_1 სთ -1(0, (69,15) 

სადაც (LL, (1), ..#., IM –1(,) (69,11) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტო- 

ლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემაა, ხოლო. (+ (1) (69,11) 
განტოლების კერძო ამონახსნია, რომელიც ისეა შერჩეული, რომ IM (1) = 0, როდე- 

საც განტოლების მარჯვენა მხარე ნულის ტოლია, C,, ,... 2, კ ნამდვილ მუდმივებს 

აღნიშნავჯნ.
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ვაჩვენოთ ახლა, რომ (69,11) განტოლების აგებული ამონახსნი აკმაყოფი- 

ლებს (69,10) განტოლებასაც, რომლის ნამდვილი ნაწილის გამოყოფითაც იქნი. 

მიღებული (69,11) განტოლება. მართლაც, ავიღოთ (2C 5+) 

2 MI--I 7 
ჟV)= («თ ს-+) ი(-+)#+ | #Vი«+(C, (69, 16) 

L # 

სადაც M#(I) (69,15) ფორმულითაა განსახღვრული, C კი ნამდვილი მუდმივია. თუ 

აღვნიშნავთ VM” (2) ––- 9 (20) = XC) და შევსიშნავთ, რომ (69,111) განტოლების 

ძალით 
ხი | ჯო–. ჯე: MC) (/') I M| (I–1 /: დ(”!) (/,) 1 , 

: _ (69,11 ა) 
(–– 1)” (ყ6– 1)!#! C–1)”C-–-1)!#! 

დავინახავთ, რომ X (2) აკმაყოფილებს შემდეგ სასახღვრო პირობას: 

ბგ (I (რდ–) (ე XL 5) (I) |) =0 L-ზე, 

სადღაც XI” )(ი))+-ს ნაცვლად დაწერილი XI). მაგრამ წინა 
პირობა წარმოადგენს რიმან--–ჰილბერტის ამოცანას XL(-)-სათვის. ამასთან, ამოცანის 

ინდექსი –– 27. ტოლია, ე. ი. უარყოფითია. ეს კი ამტკიცებს ჩვენს დებულებას, 

ვინაიდან (69,10) განტოლება ასე შეიძლება ჩაიწეროს: ? 

IM/C-) (#76) )+ = I9X 7) (ჯე) |+. (69,10ა) 

შევნიშნოთ კიდევ, რომ 

VI (2) = თ (2)+ C (2), (69,17) 
სადაც C (72) პოლინომია, რომლის ხარისხი /I –– 1-ს არ აღემატება. 

ზემოთ თქმულიდან, კერძოდ გამომდინარეობს, რომ (69,11) განტოლების 

შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნები (ს, (7). · ·Mა,_ჯ (/) ამავე დროს 

(69,10) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნებია. VM”, (2)-ით 

აღვნიშნოთ ფენქციები, რომლებიც V,(I) ფუნქციებთან (/ = 1, 2,.... 271 –– 1) 

დაკავშირებულია (69,2ა) ფორმულებით, საღაც %,(2)-ის ნაცვლად VI,(2) არის 

ნაგულისხმევი, რადგანაც ახლა I,(ჯ) აღნიშნავს (69,10) განტოლების შესაბამისი 

ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნებს, ე. ი. განტოლებისა, რომელიც (69,10)- 

დან მიიღება, როდესაც C (2) = 0. ამიტომ, (69,17)-ის საფუძველზე დავასკვნით, 

რომ V/,(2) პოლინომებია, რომელთა ხარისხები არ აღემატება 7 –– 1-ს. 

ამიტომ, თუ (69,16)-ში შევიტანთ ((/)-ს მნიშენელობას, განსაზღვრულს 

(69,15) ფორმულიდან, მივიღებთ 

V (2) = M0 (20) +IC+თოV9)() +//7ძ+ თი) წაი ე(ე, (69,18) 
სადაც V,(2) (/ =0,...,2/1-- 1) განსაზღვრულია (69,20) ფორმულებით, რომ- 
ლებშიც C),(2)-ის ნაცვლად უნდა ვიგულისხმოთ MI”, (2). ჩვენ ახლახან ვნახეთ, რომ 

7 >> 1-სათვის VM/,(2) წარმოადგენს პოლინომებს, რომელთა ხარისხი (7 –- 1)-ს არ 

აღემატება. 

შევნიშნოთ, რომ, როგორც ადვილი დასანახავია, (69,2ა) ფორმულის საფუძ- 
ველზე, V,(0) სიდიდეები ნამდვილი რიცხვებია.
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I, (0)... Mთ-) ფუნქციები განსახღვრის ძალით წრფივად დამოუკი- 
დებელია. 

მაშასადამე, ზემოთ თქმულის საფუძველზე I(69,2ა)ა ფორმულის შემდეგ, 
V,(),..., Lი,„.1(2) პოლინომები აგრეთეე წოფივად დამოუკიდებელია. ადვილი 

დასანახავია, ოომ 
(, MI, (2), V. (2), ... , VI,» –) (2) (69,19) 

პოლენომებიც წრფივად დამოუკიდებელეა; მართლაც, ვთქვათ CL + ი, M', (2) + 

+... + რ» 1 სეთ) (20 = 0, საღაც C, C,,...,ლ,„ ) ნამდვილი მუდმივებია, 

მაშინ, თუ ავიღებთ 2 = C და გავითვალისწინებთ, რომ VI, (0) ნამდვილი რიცხვებია, 

მივიღებთ C = 0; მაგრამ V”, (2), ,,,, V,»_) (2) ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებ- 
ლობის საფუქველზე ვღებულობთ, რომ 0, = 6:=·..-Cც,_1=0, ეს კი ამტკიცებს 
ჩვენს დებულებას. 

აქედან ადვილად დავასკვნით, რომ ნებისმიერი პოლენომი, რომლის ხარისხი 

(M--–1)-ს არ აღემატება, (69,19) პოლინომების წრფივ კომბინაციას1% წარმოადგენს. 
თუ ახლა (69,17) ფორმულას გამოვიყენებთ V”ე (2) ფუნქციისათვის, დავასკვ- 

ნით, · რომ 

დ (2) –– V/ა(2) = რ (2), 

სადაც (9 (2) გარკვეუულე პოლინომია, რომლის ხარისხი (I –- 1)-ს არ აღემატება. 

მაშასადამე, თუ გვინდა, რომ მოცემული CX7) ფუნქცია VI (2)-იის ტოლი იყოს, 

C, 6) ...) 6,1 მუჯმივები ისე უპდა შევარჩიოთ, რომ 

0:0(2)=!:C +0,V,(2) +-..+ რა VI, ე (2), 

ეს კა, როგორც ახლახა§ ნათქვამიდან გამომდინარეობს, ყოველთვის შესაძლებელია 

და ამასთან ერთადერთი გზით. 

აქედან გამომდინარეობს დასამტ კიცებელი თეორემის სამართლიანობა M >> 1 

შემთხვევაში (#1 = 0 შემთხვევაში იგი უკვე დამტკიცებული იყო). 

2. იმავე პირობებში, რაც 1% პუნქტში გვქონდა, ოღონდ იმ განსხვავებით, 

რომ 5+ აღნიშნავ #L-ით შემოსაზღვრულ უსასრულო არეს, დ (7) ფუნქცია 

შეიძლება წარმოვადგინოთ ფორმულებით, რომლებიც (69,1) 

2 
და (96,231) ფორმულებიდან მხოლოდ იმით განსხვავდებიან, რომ -- 

ჯ 
შეცვლილია –--ით; გარდა ამისა ვგულისხმობთ, რომ ამჯერად 

ჯ 
კოორდინატთა სათავე 5 არის გარეთ ძევს დაIი (I-– +) არის 

აზ მართლაც, ვთქვათ # (2) პოლინომია, რომლის ხარისხი (I -– 1)-ს არ აღემატება, ეაჩვე- 

ნოთ, რომ იგი შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს (ეს წარმოდგენა ერთადერთია) 

–(2)=!(C+CთVM,)(2+-:-.--+ რუ-) L ეფ-) (2) 

სახით, სადაც C. C,, ... , იიც,-უ) ნამდვილი მუდმ:ვებია, თუ გავუტოლებთ 2-ის ტოლ ზარისხებთან 

მდგომ კოედიციენტებს და გამოვკოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს. მივიღებთ 21 ნამდვილ. 

წრფიე განტოლებას C, C,,..., ფის მმართ, ამ სისტემის დეტერმინანტე კანსხვავებულია 
ნულისაგან, რადგანაც წინააღმდეგ შემთხვევაში შესაძლებელი იქნებოდა C, C,, ..., C,ფ- მუდღმივე- 
ბის ისე შერჩევა, რომ ერთი მათგანი მაინც განსხვავებული ჯოფილიყო ნულისაგან, ხოლო #7 (2) = 0. 

ეს კი შეუძლებელია (69,19) ფუნქციების წრფივად დამოუკადებლობის გამო.
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შტო, რომელიც ნულის ტოლია 2=C0ი წერტილში. იგულისხმება, რომ 

დ()ე ჰოლობორფულია უსასრულოდ შორეული წერტილის ჩათვლით. 

ეს შედეგი შეიძლება მივიღოთ ან წინა მსჯელობის გამეორებით (სათანადო 

უმნიშვნელო ცელილებებით) ან 7 = => ჩასმის გამოყენებით სასრული 
ჯ რ

ე
ა
 

არის შემთხვევაზე დაყვანით. 

თუ, ამას გარდა, 9(თ) =0, შესაბამის ფორმულებში 1C შესაკრესი არ 

გვექნება. 
32, ვთქვთ §5+ იმავე სახისს მრავლადბბული არეა, როგორიც § რ66-ში 

გვქონდა, ვისარგებლებთ ხსენებული პარაგრადის აღნიშვნებით. ვთქვათ, 02) 5+-ში 

ჰპჰოლომორფული და #L-ზე უწყვეტად გაგრძელებადი ფუნქციასა. მაშინ იგი წარმო- 

დგენადია კოშის ინტეგრალით 

    

  

ი 

დრ-3- | --““- 3) რ, (69,20) 
2: , (-–-2 _– 

ჯ=ი 

სადაც 1 დ+ (/) იჯ 
დ,(2) = ---- ( _02 , 1I=0,1,...,/; 

L) 
თუ Lე კონტური არ გვაქვს, უნდა ჩავთვალოთ, «ომ თე (2) =–>0, ხოლო (69,20)-ის 

მარჯვენა მხარეს დავუმატოთ შესაკრები C (CC). 

მაშასადამე C)(2) ფუნქცი წარმოადგენს L- კონტურით "შემოსაზღვრულ 

სასრულ ცალადბმულ არეში პოლომორთული რე(ჟუ) თუნქციისა და შესაბამისად 

L/; ()=1. 2, .... , 0) კონტურებით შემოსაზღვრულ უსასრულო ცალადბზულ არეებში 

ჰოლომორფული და უსასრულობაში ქ“ობადი C,(7) (/ = 1, 2, ...,/) ფუნქციების 

ჯამს, თუ ჯა კონტური არ გვაქვს, მაშინ თე (2) ფუნქციის ნაცვლად უნდა ავიღოთ 

მუდმივი თ (2). . 

თუ, ამას გარდა, სასახღლვრო მნიშენელობა |Cთ.”(I))>» #-ზე #7 პირობას 

აკმაყოფილებს, მაშინ C (2) ფუნქციისათვის 1” პუნქტის, ხოლო C,(2) (/ 2>>1) 
ფუნქციებისათვის 29 პუნქტის წარმოდგენების გამოყენებით მივიღებთ 00 (2) ფუნ- 

ქციის წარმოდგენას. ამასთან რა თქმა უნდა, კოორდინატთა სათავე სათანადოდ 

უნდა შეირჩეს. 
ქრავლადბმული არეებისათვის (69,1) და (69,2) ფორმულების განზოგადების 

შესახებ იხ., აგრეთვე, ი. ვეკუა (5). 

III. რიმან––ჰილბერტ- პუანკარეს ბანზობადებული ამოცანის ამოხსნა 

სასაზღლვრო ამოცანათა იმ მრავალრიცხოვანი ერთობლიობიდან, რომლებიც. 

ზემოთ გადმოცემული შედეგების საშუალებით შეიძლება იქნეს ამოხსნილი, ამ 
კარში განეიხილავთ ერთ მათგან, რომელიც მნიშვნელოვან ინტერესს 

წარმოადგენს როგორც თავისთავად, ასევე გამოყენებების თვალსაზრისითაც!. ეს 

47 ყველაფერი, რაც კი არსებითია ამ განუოფილებაშია (§ 71 -- 75) ნასესხებია (ხანდახან 

თითქმის ს-ტუვა-სიტყვით) ი. ვეკუას ნაშრომიდან (81).
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ამოცანა წარმოადგენს როგორც ჩვე3 მიერ რიმა§-––ჰილბერტის ამოცავად წოდებულის 

ასევე პუანკარეს ამოცანის სახელეთ ცნობილი ამოცანის განზოგადებას (იხ. მომ- 

დევნო პარაგრაფი). 

§ ?0. წინასწარი შენიშვნები. §ჯ § 41 და 43-ში დაწვრილებით განვიხილეთ 

რიმა§––-ილბერტის ამოცაზა. ამ ამოცანასთან ახლოს დგას ამოცანა, რომელიც პუან- 

კარეს წინაშე წამოიჭრა მოქცევათა მათემატიკური თეორიის დამუშავებასთან დაკავ- 

შირებით (LI. ჩა1ილმL6 (1)). ეს ამოცაზა, რომელსაც პუანკარეს ამოცანას 

ვუწოდებთ, მდგომარეობს შემდეგში: ვიპოვოთ რაიმე 5+ არეში ჰარმო- 

ნიული ფუნქცია არის L საზღვარზე მოცემული პირობით 

409% +809“ 4-(0ძ=/(9, (70,1) 
0" 05 

სადაც #(5), 8(5), 0(5) და /(§) L-Vხე მოცემული ნამდვილი ფუნქცი- 
ებია, 5 რკალური აბსცისაა, ხოლო # L-ის ნორმალი. 

სწორედ ამ ამოცანასთან დაკავმირებით “შემოიტანა პუანკარემ სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლებები, გამოიყვასა სინგულარულ ინტეგრალთა გადასმის 

ფორმულა და მიუთითა სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რეგულარიზა- 

ციის ერთი მეთოდი. თვით პუანკარემ მოგვა ამ ამოცანის (არასრული) ამოხსნა იმ 

შემთხვევაში, როდესაც #4 (§) = 1, C(§) = 0 და „8(§5), /(5) ფუნქციები და .L კონ- 

ტური ანალიზურია. 

(70,1) ამოცანის” არც თუ სავსებით სრული ამოხსნა ამ ცოტა ხნის წინათ 

მოგვცა ვ. პოგოჟელაკიმ ( VV. ხ0ყ0L26I5M1 (11) შემდეგი დაშვებებით: ,74 (5) = 1, 

8(4), C(5) და /(§) ანალიზური ფუნქციებია, L ანალიზური კონტურია. 
დასახელებულ ავტორთა მიერ მოცემულ ამოხსნათა ნპკლი (კონტურსა და 

მოცემულ ფუნქციებბე დადებულ მეტად შემზღუდველ პირობებზე რომ არაფერი 
ვთქვათ) იმაში მდგომარეობს, რომ გაურკვევეელი რჩება მიღებული ფრედჰოლმის 

იზტეგრალურ განტოლებათა (რომლებიც თავის მხრივ სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლებების რეგულარიზაციით არის მიღებული) და საწყისი სასაზღვრო ამოცა- 

ნის ეკვივალენტობის საკითხი, ამიტომ ამონახსნის არსებობის საკითხიც კი ღიად 

რჩება. 

(70,1) ამოცანის პირველი სრული ამოხსნა მოგვცა ბ. ხვედელიჭემ (1), (21) 

შემდეგი დაშვებებით. 5+ არე შემოსაზღვრულია ლიაპუნოვის წირთა სასრული 

ერთობლიობით, #4 (§), 8 (5), C(9) და /(5) ფუნქციები კი // პირობას აკმაყოფი- 

ლებს. 

· ქვემოთ (§ 74-ში) მოვიყვანთ პუანკარეს ამოცანის ამოხსნას, რომელიც მიიღება 

როგორც კერძო შემთხვევა გაცილებით უფრო ზოგადი ამოცანის ამოხსნისა. ამ 

ამოცანას შემდეგ პარაგრაფში ჩამოვაყალიბებთ. 
§ 71. რიმან––პილბერტ–– პუანკარეს განზოგადებული ამოცანა (V ამოცანა). 

ინტეგრალურ განტოლებაზე დაყვანა. ვთქვათ 5+ ლიაპუნოვის მარტივი შეკრული 

L კონტურით შემოსაზღვრული სასრული არეა. პარაგრაფის სათაურში ნახსენები 

ამოცანის ქვეშ ვგულისხმობთ შემდეგ ამოცანას (V ამოცანა): 

ვიპოვოთ §+-ში ჰოლომორფული ფუნქცია თ() შემდეგი სა- 

საზღვრო პირობით: 

0(CLC) = /(/) L-ზე (
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(იი ნამდვილი ნაწილის), სადაც L შემდეგი ფორმულით განსა- 
ზღვრული ინტეგრო-დიფერენციალური ოპერატორია (§ რკალე- 

რი აბსცისაა) ' 

Lთდ= ზ% (თია დთ (I) + ( ჩ(I,) ტი (04: · (71,1) 
/=9 L 

სადაც ძი(I),..., 2„ (I) L-ზე განსაზღვრული // კლასის, საზოგადოდ, 
კომპლექსური ფუნქციებია; /(I) / კლასის მოცემული ნამდვილი 

ფუნქციაა; და ბოლოს II(/-, I!) L-ზე მოცემული, საზოგადოდ, კომპ- 

ლექსური ფუნქციებია, რომელთაც შემდეგი სახე აქვთ: 

M (0, 0 
I-ი; 

სადაც #წ((ი,/) ორივე ცვლადის მიმართ /7 კლასს ეკუთვნის. 

დ”) (/ე)-ის ქვეშ იგულისხმება «(2 ფუნქციის /-ური წარმოე- 

ბულის სასაზღვრო მნიშვნელობა I|CXI (/:) I+. ამგვარად, ვგულისხმობთ 

ამ სასაზღვრო მნიშენელობათა არსებობას / = ”) რიგამდე ჩათვლით. გარდა ამისა 

ვთვლით, რომ CM!) (2) ჩ-ზე #7 პირობას აკმაკჟოფილებს (მაშასადამე, ამ პირობას 

უნდა აკმაყოფილებდეს ყველა. MM (I) / < იი. 
თუ, კერძოდ, ავიღებთ #I = 0, /I,(/ე, I) = 0, მივიღებთ რიმან––ჰილბერტის 

ამოცანას. პუანკარეს ამოცანაც ჩამოყალიბებული ამოცანის კერძო შემთხვევას წარ- 

მოადგენს (იხ. § 74). 
V ამოცანაზე დაიყვანება მრავალი მნიშვნელოვანი სასაზღვრო ამოცანა, კერ- 

ძოდ, ელიფსური ტიპის კერძო წარმოებულიან განტოლებებთან და კავშირებული 

სასაზღვრო ამოცანები (ამის თაობაზე იხ. § 76, პუნქტები 37, 49). 

ზემოთ მოყვანილი ზოგადი სახით ჩამოყალიბებული ამოცანა დასვა! და 

მეტად გონებამახიილურად ამოხსნა (ამაშში ვგულისხმობ § 69-ში გადმოცემულ ჰო- 

ლომორფული ფუნქციების ზოგად წარმოდგენასაც) ი. ვეკუამ უკვე ციტირებულ 

ნაშრომში |8)49), ჩვენც ამ ნაშრომს გაეყვებით. 

შევნიშნოთ ჯერ V ამოცანის შესაბამისი ერთგვაროვანი ამოცანის, ე. ი. 

IX-66(L დ) = 0 ამოცანის, შემდეგი თვისება. თუ დ, (2),..., დ, (2) ამ ამოცანის 

კერძო ამონახსნებია, მათი ნებისმიერი წრფივი კომბინაცია C, თ, +-...+ C, დ, 

ნამდვილი კოეფიციენტებით აგრეთვე ამონახსნია. 

მთელ ამ განყოფილებაში (თავის ბოლომდე) წ–ფივი კომ- 

ბინაციის ქვეშ ვიგულისხმებთ. წრფივ კომბინაციას ნამდვილი. 

ჩ.; (/ი, I) = 0<თ<),   

43 შემთხვევა როდესა) ყეელა ჩ, (/7ი0, /) ნულის ტოლია, უფრო ადრე განხილული ი:ო 

თ. გახოვის მიერ (2). ავტორს, ჰილბერტის მიერ ერთ კერძო შემთხევევაში გამოჯენებული მეთოდის 

საშუალებით, დაჰყავს ამოცანა მეტად რთულ სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებაზე, რომლის 
გული შეიცავს გრინის ფუნქციას, ამიტომ ამ მეთოდით ამოცანის შესწავლა ძნელია, ამას გარდა, 
ავტორი საძიებელ ფუნქციას ადებს დამატებით შეზღუდვებს, რომლებიც არ გამომდინარეობენ ამო- 
დანის არსიდას, 

40 ანალოგიური ამოცან-ს სხვაგვარი ამოხსნა მოგვცა დ. შერმანმა (51), რომელსაც განხი- 

ლული აქვს აგრეთვე მრავლადბმული არის შემთხეევა.
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(მუდმივი) კოეფიციენტებით და ისევე, როგორც § 41, 43-ში რიმან–– 

ჰილბერტის ამოცანის შესწავლისას და აგრეთვე § 69-ში, შესაბამისად გამო- 

ვიყენებთ წრფივად დამოკიდებულებისა და დამოუკიდებლობის 

ცნებას. 

ამოხსნის” მეთოჯი, რომელსაც ჩვენ გამოვიყენებთ, მდგომარეობს ამოცანის 

დაყვანაში სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებაზე (რომელიც, კერძოდ, შეიძლება 

ფრედჰოლმისა აღმოჩნდეს), 

განვეხილოთ ჯერ შემთხვევა /I2 >>1. ვიგულისხმოთ, რომ კოორდინატთა 

სათავე 5+-შეა და წარმოვადგინოთ საჰიებელა ფუნქუია შემდეგი სახით (§ 69): 

% (2) = (აი ( – ს(-–+)4+ | «თ 4+(C, (71,2) 

L ' L 

სადაც #(I) საჭიებელე ნამდვილი ფუნქცია, რომელიც # პირობას აკმაყო- 
ფილებს, ხოლი C საძიებელი ნამდვილა მუდმივია, განვიხილოთ ელემენტარული 

ფუნქციები 
2 MC 0 = ს-+)”” ი(1-+I +1, (71,3) 

M, (2, 0-5») ცს-+” I (-<+) | = 

_/, ცრ) ნრ-2) I I--0/, _ 2I0-II-I იალალებილბე ე 
  XIII - +) + 1 –__-” (=1,9,... ,7I--1), 

  

1 I –- 1 .-2 ».–I 
(71,4) 

ი” ა MI--1 , _ IV 8 

M.C0=.4 |(ს-+” I ს-+) -“- 5V- , (71,5) 
2” 1 1/) I" 11-77 

სადაც ( L-ის ნებისმიერი წერტილია, 2 კი“ ა. არის წერტილი. ისევე. 

როგორც § 69-ში 1ი ც)– +) -ს ქვეშ იგულისხმება ის შტო, რომელიც (ფიექსი- 

რებული ჯ-სათვის) ნულე ხდებ- 2 = 0 წერტილში. VV, (I, 2) ფუნქციები ჰოლომორ- 

ფულია (2-ის მიმართ) 5+ არეშე. თუ ნებისმიერად დავაფიქსირებთ ჯ-ს და გადა- 

ვალთ ზღვარზე, როდესაც 2-–> /ა, სადაც ჯა, ისევ, როგორც 1, L-ის წერტილია, 

მივღებთ L-ზე ცალაახ დ განსახღლვიულ V,(0.!) ფუნქციებს რომლებიც 
Mეუა-, (10, ,/)სა დღა M, (#-, /)ს გარდა #-ხხე # პირობას აკმაყოფილებენ ორივე 

ცვლადეს მიმართ. 7 = #ე მნიშვნელობესათვიეს Mუ»-1(/ი.1)-ს აქ>ვს ლოგარითმული 

ტიპის განსაკუთრებულობა, ხოლო VVუ (/-, I) ფუნქციას (1 –- ?ე)“ 1 –– ტიპის განსა- 

კუთრებულობა. 
ახლა ადველი დასანახავია, რომ თ (”) ფუნქციისა და მისი (7 –- 1) რიგამდე 

წარმოებულების სასაზღვრო მნიშვნელობანი შემდეგი სახით წარმოგვიდგება:
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დ (/ა) = (| Mა(Iი, I)IML(CI/)ძ§ +L:C, 

# (71,6) 
CI) (ჯე) = C M,(M,!)ს(ს)ძნ (=1,2,..., ი –- 1). 

L 

ური რიგის წარმოებულის სასაზღვრო მნიშვნელობებისათვის კი სოხოცკი–-პლემე- 

ლის ფორმულების თანახმად გვექნება 

დილ) (7) = (– 1)? (I –– 1) ! 2 (/1“” 7 I (ჩე) +| M.(ს )ს(ეძ. (71,7) 

L 

ამიტომ (V) სასახლვრო პირობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

MI=4()ს(60) + ( MC, 0#(0ი9=/V) –6(0). (718) 
L 

სადაც 

4() = M6((– 1)/(I-– 1)I>( 7-0, (,)), (71,9) 

თ (წ) =: ნტ (ია +! | Mე (/-, მ) ძ§ | , (71,10) 
L 

MM · 

MC,90 = პერ «#ა#MV0;0+ | MM, 04) + 
(=0 L 

+ 06((-- 1)9 (IL 1)! =1#,, (70.7) /'“”7 !). (71,11) 

ამგვარად, (0-ს განსასახღვრავად მივიღეთ ნამდვილი სინგულარული 
განტოლება, რომლის გულს, როგორც ადვილი დასანახავია, შემდეგი სახე აქვს: 

L (7, 1) 
M (ი, 1) = ჯ , (71,12) 

  

–#% 

სადაც MX (/0, 1) # პირობას აკმაყოფილებს. „ (7) და Cთ(/ე) ფუნქციები აგრეთვე 

აკმაყოფილებს /7 პირობას. 

მიღებული ინტეგრალური განტოლებას გამოყვანის ხერხიდან ჩანს, რომ იგი 

საწყისი ამოცანის ეკვივალენტურია. 

ჩვენ განეიხილეთ შემთხვევა ი1 2>>1. MI = 0 შემთხვევაში (V) სასაზღვრო 

პირობა შემდეგ სახეს მიიღებს: 

რი 19 (#) დ (%) + / M (ს 0C(04# | = IC: (71,13)
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ამ შემთხვევაში ჩვენ ვისარგებლებთ (69,1) წარმოდგენით 

დ(2) = .–– (71,14) 
, 1-- 

L ! 

და ზემოთ მოყვანილის ანალოგიურად მივიღებთ საწყისი ამოცანის ეკვივალენრურ 

სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებას, მარტივე გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ 

ეს ინტეგრალური განტოლება იმავე (71,8) ფორმულით მოიცემა. ამასთან, / (I), 

თ (I) და V(§-ი, 1) მოიცემა შესაბამისად (71,9), (71,10) და (71,11) ფორმულებით, 

რომლებშიც იგულისხმება, რომ ი? = 0, (–– 1)” (IL –– 1)! = 1; ამასთან VV (7ე, 1)-ს 

ქვეშ უნდა გვესმოდეს არა (71,3) გამოსახულება, არამედ (71,5) გამოსახულება 

MI = 0-სათვის, ე. ი. ჩეენს შემთხვევაში 

ჯ 

–%ი. 
  Mი((თ 0 =. (71,15) 

შენიშვნა. შემდგომი გამოყენებებისათვის აღენიშნოთ განხილული ამოცა- 

ნის შემდეგი სახეცვლილება: L ოპერატორის ნაცვლად განვიხილოთ L? ოპერატორი, 

მოცემული შემდეგი ფორმულით: 
” ი 

L/« = %, (ი0)დრძ)+ | MC, ი“ი ი«I , (7116) 
1=0 მ 

სადაც ამჯერად VI) (7, 7) ფუნქციები შემდეგ პიოობებს აკმაყოფილებს: /I»(1ი, 1) = 

= 039, დანარჩენი ფუენქციები კი განსახღვრულია ყველა ჯე-სათვის #-ზე და ყველა 

1-სათვის 5+ + #-ში. 1 ცვლადის მიმართ ეს ფუნქციები ჰოლომორფულეა 5+-ში 

და უწყვეტია 5+ + L-ში. როდესაც I და 1 ერთდროულად ძევს #-ზე ეს ფუნ- 

ქციები /77 პირობას აკმაყოფილებს. (71,16)-·ში ინტეგრალი აიღება ნებისმიერი 

გზის გასწვრივ, რომელიც 1 = 0 წერტალს L-ზე აღებულ 7 წერტილთან აერთებს 

ისე, რომ არ გამოდის 5+-დან (მიღებული პირობების ძალით ინტეგრალები გზისა- 

გან დამოუკიდებელია); 1 = 0-ის ნაცვლად, ცხადია, შეგვიძლია 5+ არის ნებისმი- 

ერი სხეა წერტილის აღება. 

ყველა წინა ფორმულა, აგრეთვე მომდევნო პარაგრაფის ფორმულები, ძალაში 

დარჩება, თუ ყველა ინტეგ”ალში, სადაც ჩ,(/(ე,1)ძ5ა გამოსახულებები მონაწილე- 

ობს, მათ 71; (7ე, 1) ძჯ => ჩ; (ჯა, 1), ძ§ გამოსახულებებით შევცვლით, ხოლო შესა- 

ბამის ინტეგრალს ავიღებთ არა L-ის გასწვრივ, არამედ 0-დან 7ე-მდე. განსახილველ 

შემთხვევაშიც მივიღებთ (71,8) სახის ინტეგრალურ განტოლებას, სადაც ამჯერად 

( 

C (/,) = 06 (I« ძ) +? (MX VV0 «I , (71,17) 

  

0 ეს დაშვება მხოლოდ რამდენადმე ამარტივებს ფორმულებს; მისგან ადვილად შე-ძლება 

განთავისუფლება, თუ ჩი) (10, ()-ს იმავე პირობებს წავუყენებთ, რასაც დანარჩენი ჩM) (/ი, !) დავუ- 

ქვემდებარეთ.
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წ) X 

MC-0 = მე I+IMVM+ ( I (/ი, ,)) M, (/,)ძ,ს. (71,18) 

(=0 9 

§ 79. V ამოცანის ამოხსნადობის საკითხის გამოკვლევა. შევუდგეთ წინა. 

პარაგრაფის (71,8) სინგულარული ინტეგრალური განტოლების ანუ 

MI =4(0)#(/) + ( MI, 06C(0ძ=I(0)- 60)  (72,)) 
L 

განტოლების გამოკვლევას, ეს განტოლება ნამდვილე განტოლებაა. შემდგომში 

ყველგან ამ განტოლებისა და მისი მიკავშირებული განტოლების ამონახსნების ქვეშ 

ვიგულისხმებთ ნამდვილ ამონახსნებს, რომლებიც -// პირობას აკმაყოფილებენ. 

19. უპირველესად განესაზღდვროთ ჩვენი განტოლების ინდექსი, რისთვისაც, 

გამოვყოთ ML გამოსახულების მახასიათებელი ნაწილი 

· 8( ჰ) ძ/ Mა=# (0060) «5 (00%, 
ჯL (--I"ს 

ჩვენს შემთხვევაში / (ჯე) მოცემულია (71,9) ფორმულით, რომელიც შემდეგნაირა-. 

დაც შეიძლება გადავწეროთ: 

»“.–-..'.'ა 

5 (/(ა) კოეფიციენტი კი„ ცხადია, განისახღვრება (71,8)1 ფორმულაში. 

M (ჯა, 1) ძ§-ის გამოსახულებაში “შემავალი შემდეგი შესაკრებით: 

    

  
  

  

1 (“მო (/(ი) | 11-50, (( 
110 (თ, (#0) M, (/ი, /) ძ5) = -უ- (–– 1)” (MI –– 1) I “შირი ძვ. 

თუ შევნიშნავთ, რომ 

ძი _ 1“ 

(–0 (1 

ძ§ ”ძ , _ , „ე წ 7 _ 
:- 7 =1- 7 =“ძინ-I=/ძი(-/)+/ძი,-/ 

= წ“ +VძIი “ი 
“ რი == 

და გავითვალისწინებთ, რომ უკანასკნელი შესაკრები გავლენას არ ახდენს ინტეგრა- 

ლური განტოლების მახასიათებელ ნაწილზე, დავინახავთ, რომ „8 (7ე) განისაზღვრება. 

M (ჯა, () ძნ გამოსახულების შემდეგი შესაკრებით: 

"ძე 1-”/ ტორა IV, 1 ” ' --C-I) თ–-I!| -–ჯ; -- 7



“266 თავი I1I. გამოყენებანი ზოგიერთ სასაზღვრო ამოცანაში (§ 72 
  

საიდანაც უშუალოდ ვღებულობთ 

8 (/) = _ (–1)-(II-––1)1XII/ა ” ეძ (ი) + 74" ი რუ (/ი))- 

„ამგვარად 

4 (79) + 8(/(ი) =(–– 1)” (თ – 1) %IL/ა 7 რ, (70), 

4(ი) – 8(0) =(– 1)” (4-1)! =/7”რი„(ი) · 
“იმისათვის, რომ ჩეენი განტოლება ნორმალური ტიპის იყოს (§ 44) აუცილებელია 

და საკმარისი, რომ 
ი» ((ეე)952 0 ყველგან #L-ზე. 

შემდგომში ჩავთვლეთ, რომ ეს პირობა შესრულებულია და ამის შესაბამისად 
ვიტყვით, რომ V ამოცანა ნორმალური ტიპისაა. 

(72,1) განტოლების ინდექი X, რომელსაც აგრეთვე V ამოცანის ინდექსაც 

ვუწოდებთ, მოიცემა ფორმულეთ 

#5 I!” ი, (ი ი ე 
«= 3- ინ ოფლი 2 +), (72,2) 

სადაც 

1 – 
# = “> (მIწ თ (I) I; · (72,3) 

(72,1) ინტეგრალური განტოლების ამოხსნადობის გამოსაკელევაღ საჭიროა 

“განვიხილოთ ამ განტოლების მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლება 

MV=4(%)V(%) + | M(/, #)V(0 «: = 0. (72,4) 
L 

შეგახსენებთ, რომ (§ 53, თეორემა III) 

ჩ-- M”=X%, (72,5) 

“სადაც # ღა ” M.=0 და MV=0 ერთგვაროვნ განტოლებათა წრფივად 

დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვებია. 
29. განსაკუთრებულ ინტერესს წარმოადგენს ის შემთხვევა, როდესაც V ამო- 

ცანა ამოხსნადია ნებისმიერი / (/) მარჯვენა მხარისათვის. ამ საკითხს წყვეტს შემდეგი 

ძირითადა თეორემა. 
თეორემა. იმისათვის, რომ V ამოცანა ამოხსნადი იყოს ნების- 

მიერი /(წ) მარჯვენა მხარისათვის, აუცილებელია და საკმარისი! 

რომ # =0 ან ”# = 1, ამასთან უკანასკნელ შემთხვევაში MV=0 

განტოლების ამონახსნი?! V უნდა აკმაყოფილებდეს პირობას 

( V(I1)0C(,/)ძ5560; (72,6) 

L 

ბ! ამონახსნი მუდღმიეი მამრავლის სიზუსტითაა განსაზღერული, რადგანაც #” = 1. 
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ორივე შემთხვევა,ში X>0 და L6C(LC) =0 ერთგვაროვან ამოცანას 

აქვს «+ 1 ამონახსნი. 

დავამტკიცოთ ჯერ თეორემაში მოცემული პირობების საკმარისობა და თელღ- 

-რემის” ის ნაწილი, რომელიც IM6(Lთ) = 0 ამოცანის წრფივად დამოუკიდებელ 

„ამონახსნთა რიცხვს ეხება. 

თუ M = 0, მაშინ (§ 53-ი-ს 1 თეორემის საფუძველზე (72,1) განტოლება 

ამოხსნჯდია ნებისმიერი მარჯვენა მხარისათვის, ე. ი. ნებისმიერი ”(I)) ფუნქციისა 

"და ნებისმიერი C მუდმივისათაის. (72,5)-ის ძალით კი ML = 0 ერთგვაროვან გან- 

ტოლებას აქვს # = X წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი; რადგანაც # 2>0, ამი- 

"ტომ X 2>>0. მაშასადამე, ნებისმიერი C-სათვის (72,1) განტოლების ზოგად ამო- 

ნახსნს შემდეგი სახე აქვს: 

#(/) = ს" (0) +C (0 +C, 5 (0 +.·.+ IC), (72,7) 
სადაც C, C),..., C„ ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივქებია, IM (I), |; (/), ..., 1 (!) 

ერთგვაროვანი Mს = 0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია, ხოლო 

#"(/) და სი(/) შესაბამისად M/ = /(/ე) და MI = -–- თ(/)) განტოლებების რაიმე 
კერძო ამონახსნებია. 

თუ (72,7)-ს ჩავსვამთ (71,2)-ში ან. როცა /I = 0, (71,14)-ში, მივიღებთ V 

ამოცანის ზოგად ამონახსნს შემდეგი სახით: 

დ (2) = თ" (2) + C(, + და(2)) + C| დ, (2) +. --+ C„ დ, (2), (72,8) 

სადაც C, CI, ..., C„ ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივებია; თე (2), დ, (2), ..., თ, (2)- 

ით აღნიშნულია 5+-შმი პოლომორფული ფუნქციები, რომლებიც. IM (I), IL, (1). ... 

..»ს».(1) ფუნქციებთან (69,2ა) ან (69,1ა) ფორმულებით არის დაკავშირებული, 
"ხოლო Cთ” (2) 5+-ში 'ოლომორფთული ფუნქციაა, რომელიც ასეთივე წესით უკ:ვ- 

“შირდება (L" (1)-ს. 

ს/(I) ( = 1,2, ... , >) ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო მათი 

შესაბამისი თ (2) ფუნქციებიც წრფივად დამოუკიდებელია. გარდა ამისა C,(0) 

(1 =0,1,..,7) ნამდვილი სიდიდეებია საიდანაც ადვილად გამომდინარეობს 

(+ თრა(), Cთ,(ჟ),..,თ,„(2ე) ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებლობა (9მდ“. 
258 გვერდის დასაწყისი). 

ზემოთქმულის შესატყვისად IL6(Lთ) =0 ერთგვაროვან ამოცანას X + 1 

"წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი აქეს. 
ვთქვათ ახლა #” = 1 და (72,6) პირობა შესრულებულია. (71,1) განტოლება 

„ამოხსნადი იქნება, თუ შესოულებულია 

| V(ს I”/(()-–-CC(0)Iძ<=0 

ჯL 

პირობა, რომელიც ცალსახად განსაზღვრავს C მუდმივს, ვინაიდან, დაშვების თანახ- 

მად, შესრულებულია (72,6) პირობა. 

თუ C-ს მოძებნილ მნიშვნელობას მივანიჭებთ, მივიღებთ (+2,1) განტოლების 

ამონახსნს შემდეგი სახით: ' 

#(/) = ს" (I) +C,ს1(0 +. + 6») ჩ.+) (9, (72,9
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სადაც C), Cა, ... · CX+1 ნებისმიერი ნამდვილი მუღმივებია, (L, (7), IX (7), ... , (+++) (/)' 
კი MM -=0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია. ამ ამონახსნთა 

რიცხვი (72,5)-ის საფუქველზე X + 1-ს ტოლია. რადგანაც X + 1 >>0 და X ლე- 

წია, ამიტომ აუცილებლად X 2>0. 

ამის შესატყვისად საწყისი ამოცანის ზოგადე ამონახსნი. მოიცემა შემდეგი 

სახით: 

%(2) = თ" (2) + C, თ, (2) +- - „+ C„+) 9/+) (2), (72,10) 
სადაც C), C, ..., CV+) ნებისმიერი ნამდვილი მუდმიეებია, ხოლო (0, (2), (კ (მ), ... 
..., ნას, (2) 5+-ში ჰოლომორფულე წრფივად დამოუკიდებელი ფუ5ქციებია. გარდა 

ამისა, ზემოთქმულიდან ცხადია, რომ IIC(LთC) =0 ამოცანას ზუსტად . X + 1 

წოფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი აქვს. 

გადავიდეთ თეორემაში მოცემული პირობის აუცილებლობის დამტკიცე- 

ბაზე. ვთქვათ V,(/) (/ = 1, 2, ...,#) MV = 0 განტოლების წრფივად დამოუკი- 

დებელ ამონახსნთა სრული სისტემაა. ' ვიგულისხმოთ. რომ იგი ორთოგონალიზებუ- 

ლია და ნორმირებულე, ასე რომ 

V, Vჯძ5 = CI. (2,, = 1, როდესაც (=/, 0,,= 0, როდესაც (56 I). (72,11) 

L 
დავუშვათ, რომ V ამოცანა ამოხსნადია ნებისმიერი /(/ე) მარჯვენა მხარისათ- 

ვის. მაშინ (72,1) ინტეგრალური განტოლებაც ამოხსნადი უნდა იყოს ნებისმიერი 

/ (/ა) ფუნქციისა და სათანადოდ შერჩეული C მუღმივისათვის. მაშასადამე, ნების– 

მიერი / (/) ფუნქციისათვის უნდა გვქონდეს 

"”თიI/თ0-–-6>თ01)ი=0, /=1,2,...,/, (22,12) 
“” 
L 

თუ კი C მუდმივი სათანადოდ არის შერჩეული. ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ მაშინ 

ან #” = 0, ან #” = 1 და ამასთან, უკანასკნელ შემთხვევაში აუცილებლად ადგილი 
უნდა ჰქონდეს (72,6)-ს. 

განვიხილოთ ცალ-ცალკე ორი ”შემთხვევა 

ი) | თ(I)V,(ეძ§=0, /=1,2,...,#. (72,13). 
; 

ხ) ამ რიცხვებიდან ერთ-ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგა:, ვთქვათ, 

( თ(0V, (/)ძ§5-0. (72,14) 

L 

პირეელი შემთხვევა შეუძლებელია თუ #” >>1, ვენაიდან მაშინ (72,12) პი- 

რობა ვერ შესრულდება ნებისმიერი /(/)-სათვეს, მეორე შემთხვევაში, როცა #” >>2, 

თუ /(I)-ს მივანიჭებთ V, (I)-ს მნიშვნელობას, (72,12)-ში / = 1, 2 მნიშვნელობების. 

ჩასმით მივიღებთ, რომ 
· ი 

C=0, | (ა (,) 1)2ძ5 = 0, 

L
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ეს კი შეუძლებელია. მაშასადამე, აუცილებელია, რომ ჩ”ლ1 და რომ # = 1 

შემთხვევამი ადგილი ჰქონდეს (72,6)-ს. 

ამგვარად, თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ C() =0 V ამოცანა ამოხსნადია ნებისმიერი /(#) 

მარჯვენა მხარისათვის მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც #=0; 

ამ შემთხვევაში /CILთC1=0 ერთგვაროვან ამოცანას აქვს ზუსტად 
X +. 1 წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი. 

39, გადავიდეთ ახლა იმ შემთხვევის გავხილვაზე, როდესაც ახლახან დამტკი“ 
ცებული თეორემის პირობები არ არის შესრულებული (რასაც ადგილი აქვს. 

მაგალითად, ყოველთვის, როდესაც X < 0). ამ შემთხვევაში V ამოცანა ამოხსნადია 

არანებისმიერი (7) მარჯვენა მხარისათვის. ამონახსნი არსებობს მაშინ და მხო- 

-ლოდ მაშინ, როდესაც სათანადოდ შერჩეულე C-სათვსს, შესრუღებულია (72,12) 

პირობები. 

განვიხილოთ აქაც ორი შესაძლო 0) და ხ) დაშვება, რომლებიც ზემოთ იყო 

მოყვანილი, 
ძი) დაშვებისას, ე. ი. როდესაც (72,13)-ს აქვს ადგილი. V არაერთგვაროვანი 

„ამოცანა მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის ამოხსნადი, როდესაც 

( »თ/604=0, I=I2,...,#, 2,15) 
1 

ხოლო Lა5(Lდ) = 0 ერთგვაროვანი ამოცანის შესაბამისი ინტეგრალური განტო- 

ლება Mს = --– Cთ(/ე) (72,13)-ის გამო ამოხსნადია ნებისმიერი C-სათვის. ამ 

უკანასკნელი ინტეგრალური განტოლების ზოგად ამონახსნს შემდეგი სახე აქვს: 

#+(C0=Cი0(ე)+Cს.(0 +. ..+ Cგსს (0), სადღაც სMი(I0) ისევ IM, = –– ი (() 
განტოლების კერძო ამონახსნი,ა ხოლო (., (/),..., LVI() ს=0 განტოლების 
"წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია. ამის შესაბამისად ერთგვაროვან ამოცანას 

აქვს ზუსტად # +1=%+M#' +1 წოფივად დამოუკიდებელე ამონახსნი. 

ხ) შემთხვევაში უნდა ჩავთვალოთ, რომ #” >> 1, რადგანაც #” <1. დაშვები- 

სას შესრულებული იქნებოდა ზემოთ დამტკიცებულე თეორემის პირობები. (72,12) 

თანაფარდობათაგან პირველი ცალსახად განსაზღვრავს C-ს: 

| », (0I(0 ძ: 
6. '.' 

( V, (1 (/)ძ5 
L 

თუ ამ მნიშვნელობას (72,12)-ში ჩავსვამთ, მივიღებთ V ამოცანის ამოხსნა- 

-დობის პირობებს შემდეგი სახით: 

( VI(0I(0ძ§. =0, (02,16) 

L
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სადაც 

! CV;+1 ძე: 

V; (ი) = V/,+1L(.) –ხგი'  ჰ”, ჯ1= 1, 2... ჩ- 1. (72,17) 

CV, ძ5 

ერთგვსოოვანი 126 (L დ) = 0 ამოცანის შემთხვევაში ზემოთ ნათქვამის შესაბამისად. 

უნდა ავიღოთ C = 0. ამიტომ განსახილველ “შემთხვევაში IX6(Lდ) =0 ერთგვარო- 

ვან ამოცანას აქვს ზუსტად # = X» + #” წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი. 
ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს კეოძოდ, რომ L2C (Lთდ) = 0 ერთგვაროვან 

ამოცანას მხოლოდ წ) შემთხვევაში არ აქვს ნულისაგან განსხეავებულე ამონახსნები: 

და ისიც მხოლოდ მაშინ, როდესაც # = # + ჩ” = 0. 

§ 73. V ამოცანის ამოხსნადობის ხიშნები. როგორეც წინა პარაგრაფშე ვნა- 

ხეთ, V ამოცანის ამოხსნადობის საკითხს წყვეტს M”V = 0 ერთგვაროვანი განტო- 

ლების წრფავად დამოუკიდებელ ამონახსნთა /#” რიცხვი. ამიტომაც დიდი მნიშვნე- 

ლობა აქვს #! რიცხვის განსახღვრას ამ განტოლების ამოუხსნელად. ამ მიმართუ- 

ლებით მეტად საინტერესო შედეგები აქვს მიღებული ი. ვეკუას ზემოთ ციტირე-. 

ბულ ნაშრომებში. 

განვიხილოთ ფუნქცია 

” · 

"CV, 9 = სპ რრაMV0V9 + | #00 M(9ძ:| , ფვ,1). 
ჯ1=აპ 

სადაც M,(/, 2) § 71-ში შემოყვანილი, (71,3) -– (71,5) ფორმულებით განსაზღვ-. 
რული ელემენტარული ფუნქციებია, ოღონდ აქ პირველი არგუმენტი ჯე აღ5იშ- 

ნავს L-ის ნებისმიერ. წერტილს, ხოლო 2 -- სიბრტყის ნებისმიერ წერტილს. შემ- 

დგომში დაგვჭირდება §ა"(/, 2) ფუნქციის განხილვა მხოლოდ 2 C 5“-სათვის. ამ. 

შემთხვევაში VV, (7ა, 2)-ში შემავალი Iი ( –_ %) გამოსახულების. ქვეშ ვიგულისხ- 

მებთ შტოს, რომელიც ჰოლომორფულია 2-ის მიმართ §--ში და ქრება 2=60-ში. 

ამ პირობებში §)9 (ჯე, 2) იქნება 2-ის მიმართ პჰოლომორფულე ფუნქცია 5“ არეში: 

უსასოულოდ დაშორებული წერტილის ჩათელეთ და, როგორც ადვილი დასა- 

ნახავია, 

C"(/,, %) = 4 (/) + | ჩი (4, 0 ძა. (ჟვ,2). 
L 

(ა? (I, 2) ფუნქციის საშუალებით M”'V = 0 განტოლება, როგორც ადვილი 

შესამოწმებელია, შეიძლება შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

II6 VI” (ა) = 0, (73,3) 
სადაც 

V (2) = | V (1) 5ბ” (/, 2) ძყ. (73,4) 

L
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(73,3)-დან გამოგვყავს, რომ, როდესაც 2 C 5“ 

V(2=71C, (73,5) 

სადაც C ნამდვილი მუდმივია, რომელიც შემდეგი ფორმულითაა განსაზღვრული: 

C = ( V (/) II) 2" (/, თ) ძა. (73,6) 

L 

შემოვიყვანოთ ახლა ფუნქცია 

§ჩ+(/ი, 2) = 57 (ჯა, 2) –– (10) §ბ? (/ე, თ). (73,7) 

' მაშინ (71,4)-ს, (73,6)-სა და (75,5)ის საფუძველზე უშუალოდ დავასკენით, რომ 

M”/V = 0 განტოლება ეკვივალენტურია ფუნქციონალური განტოლებისა 

C V(C,)§6პ(0,, 2)ძ§-=0 ყველა 26C5“, (4) 
; 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ყოველი 2-სათეის 5“-დან V(,I) ფუნქცია მოცემული 

(I, ე) ფუნქცის ორთოგონალურია. §(I,2) ფუნქციას მომავალში ზოგ- 

ჯერ „გულს“ ვუწოდებთ. 
ანალიზურ ფუნქციათა ერთადერთობის ცნობილი თეორემების გამოყენებით 

შეგვიძლია (,/4) განტოლება შევცვალოთ მრავალი სხვა მისი ეკვივალენტური თანა- 

ფარდობით, რომლებიც მოსახერხებელია ამა თუ იმ კონკრეტულ შემთხევევაში. 

ჩვენ, ი. ვეკუასთან ერთად, შევჩერდებით შემდეგ თანაფარდობებზე, რომლებიც 

(4)-ს. ეკვივალენტურია: 
| V(0)თ,(I)ძ5 = 0, (8) 

7 

სადაც თ,(I)-ს (/ =0. 1,2,...) ქვეშ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ ნებისმიერი ქვემოთ- 

მოყვანილი ფუნქციათა სისტემათაგანი: 

I. ის, (1) = §ბპ(/, 2,), 1=0,1, 2... (8) 

სადაც 72ი, 2), ..,5 არის წერტილების ნებისმიერი მიმდევრობაა, რომელსაც 5”-ში. 

ერთი მაინც დაგროვების წერტილე აქვს. კერძოდ, ეს წერტილი შეიძლება 2 = < 

იყოს. 

  

(89) 
IL. ი, (/) = §4,(/, ში) = 249502 , /=0,1,2,..., (8.) 

„ ძ” 2=7ე 

სადაც 2ე 5“ არის ნებისმიერად დაფიქსირებული წერტილია. 

I.  ი,0=X,(), 1=0, 1, 2, ..., (8). 
სადაც 

XI (/) = 91% ძ)+ | ჩე (/,, #0 «| , 
L 

#0) =Lს, ს =I!, #=1,2,...,
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ხოლო L წინანდებურად აღნიშნავს ოპერატორს, რომელიც განსაზღვრულია ფორ- 

მულით 
ი 

L = ა) Iთიაჭირ)+ ( #CVიგირ4« . 
7=0 + 

#,(I) ფუნქციები მხოლოდ მუდმ-ვი, ნულისაგან განსხვავებული მამრავლებით 

„განსხვავდებიან §2(/, 2) ფუნქციის 2 = ილ წერტილის მიდამოში 2-ის კლებადი 

ხარისხების მწკრივად გაშლეს კოეფიციენტებისაგან. ამაში ადვილად ერწმუნდებით 

(73,7), (73,1) და (71,3)--(71,5) ფორმულების საფუძველზე. 
(8) თანაფარდობის გამოსახატავად ვიტყვით, რომ V(I) ფუნქცია (V",(I)) 

"მიმდევრობის ყველა ელემენტის ორთოგონალურია. 

იმ შემთხვევაში როდესაც არ არსებობს ნულისაგან განსხვავებული ისეთი 

V(C) ფუნქციაზ?, რომელიც 5) (I, 2)ს ორთოგონალურია ყოველი 2 C 5“, ვიტყვით, 
რომ §)(/, 2) გული სრულია. თუ იმ წრფივად დამოუკიდებელ ფუნქციათა რიცხვი, 

რომლებიც §)(/, 2) ფუნქციის ორთოგონალურია, სასრულია, ვიტყვით, რომ §4(7, 2) 

გული თითქმის სრულია. 

ანალოგიურად, თუ არ არსებობს ნულისაგან განსხვავებული ისეთი (1) 

ფუნქცია, რომელიც (V, (I) ) მიმდევრობის ყოველი ელემენტების ორთოგონალურია, 

ვიტყვით, რომ ეს მიმდევრობა სრულია, ვიტყვით, რომ ეს მიმდევრობა თითქმის 

სრულია, თუ იმ წრფივად დამოუკიდებელ ფუნქციათა რიცხვი, რომლებიც. (თ, (0) 
მიმდევრობის ყველა წევრის ორთოგონალურია, სასრულია. 

ვთქვათ, ჩ” არის 9 (/, 2) გულის ან (თ,(/)) მიმდევრობის ყველა ელემენტის 
ორთოგონალურ წრფივად დამოუკიდებელ (ნამდვილ) V/(/) (/=1, 2,..., ჩ”) ფუნ- 
ქციათა მაქსიმალური რიცხვი. ამ #” რიცხვს ვუწოდოთ §5)(/, 2) გულის ან (თ, (1)) 

მიმდევრობის დეფექტი. ცხადია, რომ, თუ (თ,(/)) მიმდევრობას დავუმატებთ 

შე (/), V- (1), ..., VI (!1 ფუნქციებ,ა მივიღებთ სრულ მიმდევრობას, ამიტომ 

(თ, (()) მიმდევრობის დეფექტი შეიძლება განისაზღვროს როგორც იმ წრფივად 

დამოუკიდებელ ფუნქციათა რიცხვი, რომლებიც ყველა (თ,(/)) ფუნქციის ორთო- 

გონალურია და რომლებითაც უნდა შეივსოს (თ,(,)) მიმდევრობა სრული მიმდევ- 

რობის მისაღებად. 

ჩვენს შემთხეევაში იმ წრფივად დამოუკიდებელ V(,I) ფუნქციათა რიცხვი, 

რომლებიც ორთოგონალურია 9 (7,2) გულისა ან (თ,(/) ) მიმდევრობის ელემენტე- 

ბისა, სადაც თ,(I)-ს ქვეშ იგულისხმება (8,), (8,) ან (8კ) ფუნქციები, სასრულია. 

იგი MV=0 ინტეგრალური განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნათა #” 

რიცხვის ტოლია. 

მაშასადამე, ჩვენს შემთხვევაში 5) (/, 2) გული და (თ,(/)) მიმდევრობები თითქ- 

მის სრულია. 

ჩვენ მიერ მიღებული ტერმინებით წინა პარაგრაფში დამტკიცებული თეორემა 

"შეიძლება შემდეგნაირად ჩამოყალიბდეს: 

იმისათვეს, რომ V ამოცანას ამონახსნი ჰქონდეს /(I) ნე- 

ბისმიერი მარჯვენა მხარისათვის, აუცილებელი და საკმაორი- 

62 V (/)-ს ქვეშ ყოველთვის იგულისხმება // კლასის ნამდვილი ფუნქცია.
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სია, რომ (ი,(0)) მიმდევრობის (ან (§ბა(,,2) გულის) დეფექტი 0-ს 

ან 1-ის ტოლი იყოს. ამასთან მეორე შემთხვევაში (თ,(,/)) მიმ- 

დევრობის ყველა ელემენტის (ან §პა«(,2) გულის) ორთოგონალე, 

რი V() ფუნქცია თ() ფუნქციის ორთოგონალური აო უნდა 

იყ ოს. 

§ 74. პუანკარეს ამოცანა (#7 ამოცანა), დავუბრუნდეთ პუანკარეს ამოცანას 

(§ 70) და 5წჯ-სა და #-ის ქვეშ იგივე ვიგულესხმოთ, რაც § 71-ში. 

ამოცანის სასაზღვრო პირობაა 

თ” ძმ 
4 C) 2; + 8C) -- +. C(9) # = (9), (74,1) 

სადაც / (4), 8(4, C(9 და /(9) #L-ხე მოცემულე ფუნქციებია, #( საძიებელი 

§ჰ+-ში პარმონიული ფუნქციაა, ჩ/ L-დან მარცხნივ მიმართული ნორმალია, მოდე- 

ბული წერტილში, რომლის რკალური აბსცისა §-ია. ეს სასაზღვრო პირობა შეიძ- 

ლება რამდენადმე სხვა სახით წარმოვადგინოთ, თუ ვისარგებლებთ შემდეგი თანა- 

ფარდობებით | 

ი“ ძი მს _ __ ძ“ 
–- = 94 059. + % ვის, –-= 96 ევ ს % ლივ ე. (74,2) 
ძ5 ძX ძ/« ძ/ ძX ძყ 

სადაც + #L-ის დადებითი მხების მიერ 0X ღერძთან შედგენილი კუთხეა. მაშინ 
(74,1) სასაზღვრო პირობა შემდეგ სახეს მიიღებს: 

იც % +ხთ % +-5თფ0=/C0 #-ზე, (74,3) 
იჯ ძყ 

სადაც თ (0), ნ (0, CC), #(/) #-ზე მოცემული ფუნქციებია. შემდგომში ვიგულის- 
ხმებთ, რომ ეს ფუნქციები // კლასს ეკუთენის. ამას გარდა მივიღოთ, რომ 0 (/) 

და 6 (0) ერთდროულად ნული არ ხდება. ასე რომ, 

| ი(0 +(0ს0)52<50 ყველგან /-ზე. (74,4) 
საძიებელი ფუნქციისაგან მოვითხოვოთ, რომ მისი კერძო წარმოებულების 

49% ს და 3-ს მიერ #-ზე მიღებული სასაზღვრო მნიშვნელობები // პირობას 

აკმაყოფილებდეს” (მითუმეტეს ამას ადგილე ექნება საძიებელი V ფუნქცაისათ- 

ვისაც). 
· (74,3) ამოცანას შემოკლებით ” ამოცანას ვუწოდებთ. (74.3) პირობა 

შეიძლება კიდევ ასე გადაიწეროს (ახლა /-ს ნაცვლად #ე--ს ვწერთ) 
ხი ( (9 + (6) დ” (/ა)) + CC (I) = წ(/) L-ზე, (მ) 

სადაც, ისევ, როგორც ზემოთ, შემოკლებით დ) (/))-სა და დ” (/()-ს ნაცვლად 
ვწერთ რ (/#ა)-სა და CV (ჯე)-ს, და სადაც 

დ (2) = V(X, ყ) + LC(X, #) (74,5) 

აღნიშნავს §+-ში ჰოლომორფულ ფუნქციას, ისეთს, რომ IX6 I (2) = (I (X, V).
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(წ) პირობა წარმოადგენს (V) პირობის კერძო "შემთხვევას, როდესაც ამ 
უკანასკნელში 

#=1, M0-=M,=0, 0თ,(0) -=თ(I))+1:6() ია()=C(). 

გამოვიყენოთ #” ამოცანისათვის წინა პარაგრაფებში გადმოცემული მეთოდი დ: 

წარმოვადგინოთ საძიებელი C) (2) ფუნქცია (71,2) ფორმულით, როდესაც #1 = 1 

დთო= (იტი0- +) ძვ + | «თ«+(C, ფ4,6) 
L ' L 

სადაც #(I) საძიებელი ნამდვილი ფუნქციაა, რომელიც /7 პირობას უნდა აკმაყო- 
ფილებდეს, ხოლო C ნამღვილი მუდმივია. 

განსახილველ შემთხვევაში (71,10) ფორმულით განსაზღვრული თ (I) ფუნქცია 

იგივურად ნულის ტოლია და (71,08) ინტეგრალურ განტოლებას შემდეგი სახე 

აქვს: 

MI = IC (-- X#7ე |თ (70) + 16(70) 1 ) ს (/ი) + 

+ | ს (#0) IM8 ( (70) ი 6 (, – M%) – რივ ბიი = (წ).  (74,7). 
, 1 ) (–7#% 
L 

(72,2) ფორმულის თანახმად, ამ განტოლების ინდექსია 

1 

2X 

(74,7) განტოლების მიკავშირებული განტოლება არის 

M/V => IL6(– XI170I0 (7) +16(00)1XVC0ი1) + 

  X=2(01+ 1), #= IმLწ (ძი–– 16) I, . (74,8) 

+ ( V (0'04 . თIი 4 ც– +) + 20+1:0რIკა-0, რფ4.9 
. 7 1-7. I 

იგი ეკვივალენტურია შემდეგი ფუნქციონალური განტოლებისა (იხ. წინა პარა- 

გრაფი): 

( »თიძ, 2ძჯ=0 ყველა 2C5“, (4) 

L 

სადაც ჩვენს შემთხვევაში 

ი0+!:ხი 

2 
C(/,, 2) = 7 +0:(01ი42 (' – +) · (74,10). 

2, 

ვიდრე აქედან უშუალოდ გამომდინარე შედეგს ჩამოვაყალიბებდით, შევნიშ- 

ნოთ შემდეგი: თუ C (2) # ამოცანის რაიმე ამონახსნია, მაშინ ცხადია, % (2) + 1C, 
სადაც C ნამდვილი მუდმივია, არის აგრეთვე ამოცანის ამონახსნი. ამის შესაბამი- 

სად, ერთგვაროვან ამოცანას, რომელიც # ამოცანისაგან მიიღება როდესაც 

#(01= 0, აქვს ამონახსნი ჯC. ვინაიდან C (2)-სათვის (C-ს დამატება V (X, ყ) ფუნ-
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ქციას არ ცვლის, არამედ მხოლოდ Cთ (2) ფუნქციის წარმოსახვით ნაწილს C (+, #)-ს, 
ამიტომ შევთანხმდეთ, არ განვასხვაოთ # ამოცანის ის ამონახსნები რომლებიც 

#C სახის შესაკრებით განსხვავდებიან. სხვა სიტყვებით, # ამოცანის ორი ამონახსნი 

დ, (0 ღა დე(2) განვასხვაოთ მხოლოდ მაშინ, როდესაც განსხვავდებიან მათი 

ნამდვილი ნაწილები V, (X, ყ) და IM (X, V). 

თუ გავიხსენებთ ახლა, რომ ჩვენს შემთხვევაში თ (/) = 0 და გამოვიყენებთ 

§ 72-ის თეორემის შედეგს, მათითებულს 269 გვერდზე, მივალთ შემდეგ ძირითად 

დებულებამდე (ი. ვეკუა, IC. CIL.): 

თეორემა. იმისათვის, რომ # ამოცანა ამოხსნადი იყოს ნების- 
მიერი /() მარჯვენა მხარისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ (74,9) განტოლებას არ ჰქონდეს ნულისაგან განსხვავებული 
ამონახსნები ან, რაც იგივეა, §ჩ(/,, 2) გული იყოს სრული. ამ პირო- 

ბის შესრულებისას ნ ამოცანის შესაბამის ერთგვაროვან ამო- 
ცანას აქვს ზუსტად « წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი (რო- 

გორც უკვე ვთქვით LC სახის ტრივიალურ ამონახსნს არ ვთვლით). 

დავუშვათ ახლა, რომ (74,9) განტოლებას ან, რაც იგივეა, (4) ფუნქციონა- 

ლურ განტოლებას აქვს #! წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი V,(/) (/=1,...,#”). 

მაშინ ამოცანა ამოხსნადია, თუ შესრულებულია შემდეგი აუცილებელი და საკმა- 

რისი პირობები; 

| «რ/რთ«–0 თV=1,2,..., #1). (74,11) 

L 

# ამოცანის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას კი აქვს ზუსტად # = X + #” 

წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი (( C სახის ამონახსნს არ ვთვლით). თუ, კერ- 

ძოდ, X + # =0, მაშინ # ამოცანას: (74,11) პირობების შესრულებისას აქეს 
მხოლოდ და მხოლოდ ერთი ამონახსნი. 

როგორც წინა პარაგრაფში ვთქვით, (4) განტოლება ეკვივალენტურია 

( თსრ4=9, 1=0,1,... (8) 
L 

პირობებისა, თუ თ,(,) ფუნქციების სისტემის ქვეშ ვიგულისხმებთ ნებისმიერს შემ- 

დეგ სისტემათაგან: 

ი00+!:ხ( L. #) = §ბ(/, 2) = ი/ (0 ( 2) (–7, +601)ი4ჭ (1- --), 1I=0,1,..., (8) 
1 

სადაც 7უე, 2, ... რაიმე მიმდევრობაა 5“-ისს წერტილებისა, რომელსაც 5“ არეში 

ერთი მაინც დაგროეების წერტილი აქვს. 

I. თ,() = 95, (, 2), 1550, 1, ..., 

სადაც . 

C)ე (/, შე) == §ბ (7, 2ა) = 90 +(:60, + C-(0)1ი4 (1– –) , 
1-% 2
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ი, (V, >) = ძი" დ 1, 2)_ თრ = გ 20 +!'ხC __ 

L 7=72ე C( -––- 2)?! 

1 (–- 1)#-1 
–სც-–-უ'იი!,. . +. ! " 8. #–-ს – ++=-2C-I (8ა 

#=1,2,..., ხოლო 2) რაიმე ფიქსირებული წერტილია 5“-ში. 

III. თ,(/) = X;ჯ(0) = IIთC (/) +1:60()1/-1+09()I/, =0,1,.... (8) 

შეგახსენებთ, რომ 1-–IIL სისტემათაგან ერთ-ერთის სისრულე წარმოადგენს 

# ამოცანის ამოხსნადობის აუცილებელ და საკმარის პირობას ნებისმიერი / (1) 
მარჯვენა მხარისათვის. 

მოვიყვანოთ მიღებულე დებულებიდან უშუალოდ გამომდინარე ერთი შედეგი. 

თუ # ამოვანის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას არ აქვს ნულისაგან განსხვავებუ- 

ლი ამონახსნები და მისი ინდექსი X = 0, მაშინ ” ამოცანა ცალსახად ამოხსნადია 

ნებისმიერი მარჯვენა მხარისათეის. მართლაც, როგორც ვნახეთ, ერთგვაროვანი ამო- 

ცანის ამონახსნთა რიცხვია #=X#-+ჩ”. ამიტომ, თუ #=X=0, მაშინ #=0, საიდანაც 

გამომდინარეობს ჩვენი დებულება. 

ხშირად შეიძლება ადვილად დადგინდეს, რომ ერთგვაროვან ამოცანას არ გა- 

აჩნია ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები. ასეთ ”შემთხვევათაგან ერთ-ერთზე 

ბ. ხვედელიძემ მიუთ-თა (11, (21. 

ვთქვათ, სასახლვრო პირობა (74,1) სახით არის მოცემული და „1(§) == 1. და- 
ვუშვათ, გარდა ამისა, რომ „8(9)-ს აქვს ინტეკრებადი წარმოებული, C(§) 93=> 0 და 

1 ძ8 
“2 “7 –- C(ლ9) > 9. (74,12) 

მაშინ ერთგვაროვან ამოცანას 

“ 8 ძს “ · 
ი + (9) აჯ +025) #=0 (სა 

არ აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები. 

მართლაც, თუ ცნობილ ფორმულაში 

| |) + (V) )რ4-– | «> « 
ჩავსვამთ ლის მნიშვნელობას (ე ფორმულიდან, ნაწილობრივი ინტეგრების საშუა- 

ლებით მარტივი გარდაქმნების მდეგ მივიღებთ 

ძცაბ (ძი. 1 ძ8 
II III) + (>) | LL /- –( C= 2-9 | ი?ძა <0 

ა 
L 

ძ 
საიდანაც დავასკვნით, რომ 8-9 =0, ე.ი. #=00ი51. მაგრამ მაშინ (+). ტოლო- 

ბიდან და C(9) 32 0 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ #=0.
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ცხადია, რომ მითითებული კრიტერიუმი იმისა, რომ ერთგვაროვან ამოცანას 

არ ჰქონდეს არანულოვანი ამონახსნები, ძალაში «ჩება აგრეთვე სასრული მრავლად- 
ბმული არის შემთხვევაშიც. 

შენიშვნა. თუ # ამოცანის სასაზღვრო პირობა (74.1) სახითაა მოცემული, 

მაშინ ინდექსის გამოსათვლელად გვექნება 'შემდეგი ფორმულა: 
1 

X = –– (მIწ (4 + !8)I,; (74,13) 

ეს გამომდინარეობს (74,8)-დან რადგანაც, როგორც ადვილი დასანახავია, (74,2) 

ფორმულის საფუძველზე · · 
4+!8=7(0 – (000. 

§ 75. მაგალითები. წინა პარაგრაფებში (§§ 71--74)19 გადმოცემულის ს:აილუს- 

ტრაციოდ მოვიყვანოთ რამდენიმე მარტივი მაგალითი. შევნიშნოთ, რომ V ამოცანის 

(ან, კერძოდ, # ამოცანის) კავშირი (თ,(/)) ფუნქციათა მიმდევრობასთან ორგვარად 

შეიძლება გამოვიყენოთ: თუ ამ მიმდევრობების სისრულის საკითხის გადაწყვეტა უშუა- 

ლოდ არის შესაძლებელი, მივიღებთ პასუხს კითხვაზე V ამოცანის ამოხსნადობის 

შესახებ და პირიქით, თუ რაიმე ხერხით გამორკვეულია V ამოცანის ამოხსნადობის 

საკითხი, საშუალება გვეძლევა დავადგინოთ (თ,(/)) მიმდევრობების სისრულე ან არა- 

სრულობა. 

1. დირიხლეს ამოცანა 

MI= L-ზე (75,1) 

არის V ამოცანის კერძო შემთხვევა, როდესაც #1=0, ძა(/)=1, /ი(#,, (1=0 მისი 

შესაბამისი (72,1) ინტეგრალური განტოლების ინდექსი X, (72,2) ფორმულის თანახ- 

მად, ნულის ტოლია. თ(/) =0, (X/(0)) ფუნქციათა სისტემა დადის შემდეგ სისტემაზე 

(§ 73, (8ე) ფორმულა“): 
1, 7, #?,... (75,2) 

წინა მასალიდან ვიცით, რომ დირიხლეს ამოცანა ამოხსნადია ნებისმიერი მარ- 

ჯვენა მხარისათვის. აქედან დავასკვნით, რომ (75,2) სისტემა სრულია, ე. ი. თუ 

( ,VI)ძი=0, #=0, 1, 2,... (75,3) 
L 

მაშინ X(/)=0, V()-ს ქვეშ, როგორც ყოველთვის, იგულისხმება /7. კლასის ნამდვილი 
ფუნქციაზს. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 7= 0? და განვაცალებთ ნამდვილ და წარმოსახვით 

ნაწილებს, დავასკვნით, რომ #-ზე განსახღვრულ ნამდვილ ფუნქციათა სისტემა 
1, ”0ლ05თდ, #50 დ, #0052დ, ჯ25Iი 2დ (75,4) 

სადაც ” = |) დ=2L6C 7, L-ზე სრულია. 
53 შეგახსენებთ, რომ ამ პარაგრაფებში 5+ აღნიშნავს სასრულ ცალადბმულ არეს, ხოლო 2=0 

” მდებარეობს 5+-ში. 

5 ჩვენს შემთხვევაში LV = LV. 
6ხ ადვილი დასანახავია, რომ დასკვნა (75,2) სისტემის შესახებ მაშინაც რჩება ძალასი, რო- 

დესაც V(/) მხოლოდ უწაქეტია.
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თუ #L წრეწირია ცენტრით 0-ში, ვღებულო ბთ ცნობილ თეორემას 

1, ლ05დ, §5დ, ლ0052Cთ, §102ჯ:,... (75,5) 

სისტემის სისრულის შესახებ. “ 

2). ნეიმანის ამოცანა 

ი) 
3 =/ XL-ზე, (7 5,6) 

სადაც /L აღნიშნავს #-დან მარცხნივ, ე. ი. 5+ არის შიგნით მიმართულ მნორმალს, 
წარმოადგენს წინა პარაგრაფის #7 ამოცანის კერძო ”შემთხვევას, როდესაც 

ი(0) = 008 (I, X)= – 5Iი 9, ხ(0 =5)0 (M, X) =00§ 9, C(0 =0, (75,7) 

სადაც 8 L-ის მხების მიერ 0X ღერძთან შექმნილი კუთხეა. ამგვარად 

თ-+-Iხ=(0- =I!, C-/ხნხ= --(0I'0 წ (75,8) 

(74,8) ფორმულის თანახმად ამ ამოცანის შესაბამისი MV = /(/7) განტოლების ინდექ- 

სი ნულეს ტოლია (ამას გარდა, ადვილად დავადგენთ, რომ ჩვენს შემთხვევაში ეს 

განტოლება ფრედჰოლმისაა). (74,10) ფორმულის თანახმად, ჩვენს შემთხვევაში 

( 
თძ, 2 = –-. (75,9) 

ეს გულა არ არის სრული, რადგანაე § 74-ის (4) ფუნქციონალურ. განტოლებას 

1) /ძ. იძ 
| იი 2) ძი= 1 (20:94 _, | 404 0, 2C5- 

L ჯ 
1-2 1-2 

აქვს ნულისაგან განსხვავებული ნამდვი ლი ამონახსნი V(/)= 1; სხვა (მისგან წრფივად 

დამოუკიდებელი) ამონახსნი არ არსებობს (§ 30). ამიტომ დეფექტი 1-ის ტოლია. 

მაშასადამე, ამოცანა (75,6) ამოხსნადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

| Xი/0%-ი, ე, ი. | ძა=0, 
ჯ ჯ 

ეს კარგად ცნობილი შედეგია. 
§ 73-ის ან § 74-ის (8ე) ფორმულას თანახმად (#,()) ფუნქციების სისტემა 

ჩვენს შემთხვევაში ასეთიაბზ ' 

XC) = ჩ(/ #9, #=1, 9,... 05,1თ 
ეს სისტემა, ზემოთქმულის თანახმად, არასრულია და მისი დეფექტი 1-ის ტოლია. 

მაგრამ თუ ამ სისტემას დავუმატებთ ფუნქციას V(#0)-=1, მივიღებთ სისტემას (წ. მამ- 

რავლებს უკუვაგდებთ) 
1, 1/, ჩე I ?,,.. 

ვმ. განვიხილოთ რამდენადმე უფრო ზოგადი ამოცანა 

მტ 
2» + 204 = /(0, (75,11) 

19 ჩვენს შემთხვევაში L"V = (0 -I- ხ) ს” =(6'0. ჭ” = I/ი VI (ე).
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რომელიც # ამოცანიდან მიიღება, თუ დავუშვებთ, რომ თ და 6 (75,8) ფორმულითაა 

მოცემული. აქაც შესაბამისი MI1= , ინტეგრალური განტოლების ინდექსი ნულის 
„ტოლია. ჩვენს შემთხვევაში § 73-ის ან § 74-ის (8კ) ფორმულის თანახმად?? 

' X,() = ((//M + -თ) #, #=20, 1,.., (75,12) 
თუ (X,(,)) ფუნქციების სისტემა სრულია, მაშინ (75,11) ამოცანას ნებისმიერი 

/(0) მარჯვენა მხარისათვის აქვს ამონახსნი და პირუკუ. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც L ერთეული რადიუსიან წრეწირია ცენტ- 

რით კოორდინატთა სათავეში; ვთქვათ C(,) =C მუდმივია. მაშინ I =11 და : 

X,0 =C–##/, #=0, 1,... (75,13) 

ან თუ აღვნიშნავთ 1=(4'9 

#.(0) = (6-–- #) (205 ჩდ + (506 #9). (75,13ა) 

თუ C არ არის მთელი დადებითი რიცხვი ან ნული, მაშინ წინა სისტემა, ცხადია, 

"სრულია და ამიტომ ამოცანას ნებისმიერი მარჯვენა მხარისათვის ერთადერთი ამოხსნა 

ვთქვათ, ახლა, C =//, სადაც II მთელი არაუარყოფითი რ#იცხვია. მაშინ (75,13) 

სისტემ არასრულია. /?=0 შემთხვევაში იგი სრული გახდება, თუ მას V(/()=1 

ფუნქციას დავუმატებთ; ჩი! >> 1 შემთხვევაში იგი სრული გახდება თუ მას ორ წრფი- 
ვად დამოუკიდებელ .ფუნქციას: V,(/) ==005 /2დ და Vე(/) ==510 ჩ”1დ დავუმატებთ. მაშა- 
სადამე, #1=0 შემთხვევაში დეფექტი 1-ის ტოლია, ”! >>1 შემთხვევაში კი დეფექტი 

2-ს ტოლ-ა. ამიტომ (75,11) ამოცანის შესაბამისს ერთგვაროვან ამოცანას /1=0 

შემთხეევაში ერთი ამონახსნი აქვს და #7? >>1 შემთხვევაში–-–ორი. არაერთგვაროვანი 
ამოცანა კი ამოხსნადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

2: · 

| III) ძდღ=0, როცა #=0, (75,14) 

0 

2» 2 

( I(1) C05 დ ძჯ = 0, | (ე აი დძდ=0, როცა MM! >>1. (75,15) 
ზ “–” 

4მ, დახრილი წარმოებულის ამოცანა. და ბოლოს განვიხილოთ /#> 
ამოცანის კერძო შემთხვევა, როდესაც C(/)=0. ასე, რომ სასახღცრო პირობას შემ- 

«ეგი სახე აქვს: 

ძ" ძ“ 
902; +ხ0 - =/0. Lზ%. (75,16) 

ამ სასაზღვრო პირობით V(X, ყ) ჰარმონიული ფუნქციის” პოვნის ამოცანას 
ზოგჯერ „დახრილი წარმოებულის ამოცანას“ უწოდებენ (ი0I0ხIბი16 ძC 1გ ძ6LIV66C 

-იხIისრ, რადგანაც (75,16) სასაზღვრო პირობა შემდეგნაირად შეიძლება ჩავწეროთ: 

მძ“ 
/ 22 + 9; =/0 L-ზე, (75,17) 

ა? ჩვენს შემთხვევაში LV = (/-” V" (/0) -I- C(/0) V(/ე). 
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სადაც I არის (ძი, ხ) ვექტორის მიმართულება, რომელიც საზოგადოდ დახრილია 

ნორმალისა ან მხების მიმართ. ამ ამოცანას, კერძოდ, მიეძღვნა, არც თუ დიდი ხნის 

წინათ გამოსული #. LI6იგIძ-ის- (1) და C. Iმი0ხ-ის (1) ნაშრომები. ეს ამოცანა 
შეიძლება წინა პარაგრაფში გადმოცემული მეთოდის საშუალებით ამოიხსნას; მაგრამ 

გადმოცემის ჩვენ მიერ არჩეული სისტემის შესატყვისად, უფრო ბუნებრივია ამ ამო- 

ცანის უშუალოდ დაყვანა რიმან––ჰილბერტის ამოცანაზე რაც ადვილი მისაღწევია. 

სახელდობრ, ისევე როგორც წინა პარაგრაფში, დავუშვათ, I(I(X, ყ) = LL6 <2), 

და, ამას გარდა, შემოვიყვანოთ 5+-ში პოლომორფული ფუნქცია 

. ძმ“ , მ 
ხ + IV =VI(C2)= Cდ"C2) = 2 მი 

მაშინ (75,16) შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

ძ(0L –– 6(0)V = /(0, 
ანუ 

ლი (9 + (ხ) V+C6 =/(0, 
ასე რომ, ჩვენი ამოცანა უშუალოდ დავიდა რიმან––ჰილბერტის ამოცანაზე, რომელიც 

უკვე ამოხსნილი გვაქვს §§ 41--43-ში (ცალადბმული არისათვის)5ზ. 
§ 76. ზოგიერთი განზოგადება და გამოყენება. წინა პარაგრაფებში გადმოცე- 

მული მეთოდები და შედეგები შეიძლება ეფექტურად გამოვიყენოთ მრავალი მნიშ- 
ვნელოვანი საკითხის გადასაწყვეტად. ჩვენ შემოვიფარგლებით ზოგიერთი განზოგა- 
დებისა და გამოყენების მითითებით, 

19, – ამოცანის ამოხსნა მრავლადბმული არისათვის მოცემუ- 

ლი იყო ბ. ხვედელიძის ნაშრომში |2), რომელშიც ისევე, როგორც („ალადბმული 

არისათვის მიძღვნილ ნაშრომში (11), ავტორი, პუანკარეს მსგავსად, საძიებელ ფუნქ- 

ციას მარტივი ფენის პოტენციალის სახით წარმო»დგენს. შემდგომ ნაშრომში (3) 

ბ. ხვედელიძე უკვე ი. ვეკუასეული წარმოდგენების საშუალებით იძლევა უფრო ზო- 
გადი ამოცანის ამოხსნას (იხ. ქვემოთ პუნქტი 39. 

20 .რიმან–ჰილბერტის ამოცანის ამოხსნა მრავლადბმული 

არის შემთხვევაში (§§ 41-–– 43-ში ჩვენ ეს ამოცანა ცალადბმულ არისათვის 

ამოვხსენით) შეიძლება მივიღოთ, თუ რიმან––ჰილბერტის ამოცანას განვიხილავთ რო–- 

გორც V ამოცანის კერძო შემთხვევას და გამოვიყენებთ §§ 71--73-ში გადმოცემულ, 
მრავლადბმული არისათვის სათანადოდ განზოგადებულ მეთოდს. 

ვი. პუანკარეს ამოცანა. ელიფსური ტიპის განტოლებები- 

ს ათვის. ამოცანა, რომელსაც ზემოთ # ამოცანა (პუანკარეს ამოცანა) ეუწოდეთ 
და, რომელიც მოქცევათა მათემატიკურ თეორიასთან დაკავშირებით წარმოიშვა, არ 
წარმოადგენს ამ თეორიისათვის დამოუკიდებელ– ამოცანას. 

მოქცევათა თეორიას ამულოდ 'ვვვანთ რაიმე § არეში 

ტს + XC, ი – LV V 2 +727C, ყ)ს=/ჩC, V) (76,1) 
_-– 

#8 მტავლადბმული არის შემთხვევაში ამოხსნის შესახებ იხ. მომდევნო პარაგრაფი, პუნქტი 27. 

#2 განზოგადებანი წყვეტილი სასაზღვრო მონაცემებისა და რამდენიმე ფუნქციის შემთხვევისათ– 

ვის მოკვანილი იქნება შესაბამისად V ღა VI თავებში,
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ელიფსური დიფერენციალური განტოლების რეგულარული ამონახსნებისა ან უფროო 

ზოგადი დაშვებებისას 

მ! მ“ 
ტაი + X(X, ყ) 2 + VV, V) 7 + 2(X, ყ)++ 

+ (| M#XV, ყ; 6, შუ) VIC§, ი) ძნ ძუ = # (V, V) (76,2) 
.. 

სახის ინტეგრო-დიფერენციალური: განტოლების ამონახსნების მოძებნის ამოცანამდე, 

რომლებმაც არის L საზღვარზე სასაზღვრო პირობა 

მ“ მ" 
4(9 კ; + 89 -; + C()# =/(5) (76,3) 

(1) –– ნორმალია, §-– რკალული აბსცისა) უნდა დააკმაყოფილონ; აქ 2 ლაპლასის 

ოპერატორია, X(X, 9), VL(X, #V), 2(X, #), M(X, 4), /C(CX, ყ, C, უ) 5-ში მოცემული 
ფუნქციებია, ხოლო. 46), „8(9), 26), /(9 5 არის # საზღვარზე მოცემული ფუნქ- 
ციებია, რომლებიც რეგულარობის გარკვეულ პირობებს აკმაყოფილებენ. ამ პირო- 

ბებზე ჩვენ არ შევჩერდებით. 

პუანკარემ (LI. 001ილ2+6 I1)) განიხილა (76,1) განტოლების ”შემთხვევა, თუ 

დავუშვებთ, რომ სასაზღვრო პირობაში #„1(§) =–1, C(5) =0. (76,2) განტოლების შემ- 

თხვევა განხილული იყო გ. ბერტრანის (C. 80”L-მიძ (31) ვრცელ ნაშრომში აგრე- 
თვე 21(5)= 1, C(§99=0 დაშვებებით. იმავე განტოლების შემთხვევა /1(§5) = 1 დაშვებით 

განიხილა ვ. პოგოჟელსკიმ (VV. 60ლ001:2015MI |1I). ყველა ეს ავტორი გულისხმობს, 

რომ 5 არის L საზღვარი ანალიზური კონტურია და სასაზღვრო პირობაში შემავა- 

ი ფუნქციებიც ანალიზურია. 

ამოცანა, რომელსაც ამოცანა ვუწოდეთ, ე. ი. იგივე სასახღვრო ამოცანა, 

რაც ამ პუნქტში, ოღონდ იმ შემთხვევისათვის, როდესაც (76,1) და (76,2) განტო- 

ლებებს აქვს უმარტივესი სასე /#V=0, ხსენებულ ავტორებს ესაჭიროებათ (76,3) 

სახის სასაზღვრო პირობის შესაბამისი გრინის ფუნქციის ასაგებად; შემდეგ ამ ფუნქ- 

ციის საშუალებით ისინი კარგად ცნობილი ხერხით ადგენენ ფრედჰოლმის განტოლე- 

ბას საწყისი ამოცანის ამოსახსნელად. ' 
შმუალედური სტადია ––- # ამოცანის ამოხსნა, როგორც უკვე ზემოთ ნაწილობ- 

რივ იყო თქმული, ამ ავეტორთაგან არც ერთს არ აქვს სათანადო სისრულით გა- 

მოკვლეული, რადგანაც მათ მიერ მიღებულ ფრედჰოლმის განტოლებათა (რომლებიც, 

თავის მხრივ, სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა რეგულარიხაციით არის 

მიღებული) ეკვივალენტობის საკითხი ღიად რჩება (სინამდვილეში ეკვივალენტობას 
საზოგადოდ არ აჟვს ადგილი). აღარაფერს ვამბობთ იმაზე, რომ (გრინის ფუნქციის 

მეშვეობით) საბოლოოდ მიღებულ ინტეგრალულ განტოლებათა, (ინტეგრების 5 

არით) სტრუქტურა მეტად რთულია. 
(76,1) სახის განტოლებათა ერთი საკმაოდ ფართო და მნიშვნელოვანი კლასი- 

სათვის განსახილველი ამოცანა შეიძლება უშუალოდ დავიყვანოთ ზემოთ (§§ 71––72) 

ამოხსნილ ამოცანაზე. 

სახელდობრ, განვიხილოთ ელიფსური ტიპის ერთგვაროვანი განტოლება
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მ“ მ“ 
რი + XCX, ყ) მჯ. +VCX V) მყ. + 2 (X ყ)V=9, (76,4) 

“სადღაც X(X, ყ), X(X, ყ), 2(X, #) თავისი არგუმენტების მთელი ანალიზური ფუნ- 
ქციებია? ?, რომლებიც ნამდვილ მნიშვნელობებს ღებულობენ, როცა X და ყ' ნამდეი- 

„ლია (ერთგვაროვანი განტოლებით შემოფარგვლა ფაქტიურად არ ზღუდავს ზოგა- 

დობას; იხ. ქვემოთ). 

ვეძებოთ რაიმე 5 არეში, რომელსაც სიმარტივისათვის ცალადბმულად ვთვლით, 
(76,4) განტოლების რეგულარული, ე.ი. მეორე რიგის წარმოებულებამდე ჩათვლით 

უწყვეტი ამონახსნი. 

ი. ვეკუამზ1 აჩვენა, რომ ყოველი ასეთი ამოხსნა შეიძლება შემდეგი სახით 
წარმოვადგინოთ (ვგულისხმობთ, რომ 2=0 ეკუთვნის 5-ს) 

2 

#(# #) = I IC, 79%) + | გC. 2; C) «(60 ძ5| (76,5) 
0 

სადაც თ(2, 2) და ჩ(2, 2; ხ აღსიშნავს სავსებით განსაზღვრულ, მხოლოდ (76,4) 

განტოლების კოეფიციენტებზე დამოკიდებულ, თავისი არგუმენტების მთელ ანალი- 

ზურ ფუნქციებს, რომელთაგან პირველი ელემენტარულად (კვადრატურების საშუა- 

ლებით) გამოითვლება, მეორე კი მიიღება მიმდევრობითი მიახლოებების ყოველთვის 

კრებადი ალგორითმის საშუალებითმ?, დ(2)-ით აღნიშნულია 5-ში ჰოლომორფული 

ფუნქეია; როგორიც არ უნდა იყოს პოლომორფული დ(2) ფუნქცია, მისი შესაბამისი 

(X, ყ) ფუნქცია განსახღვრული (76,5) ფორმულით, იქნება (76,4) განტოლების 

რეგულარული ამოხსნა და, პირიქით, ყოველ რეგულარულ ამოხსნას შეესაბამება 

ჰოლომორფული ფუნქცია ჯ(7), რომელიც სავსებით განსაზღვრული იქნება, თუ მას 

შევზღუდავთ Iთ დ (0) =0 პირობით. 

თუ (76,4) ერთგვაროვანი განტოლების ნაცვლად გვაქვს ' არაერთგვაროვანი 

განტოლება (ე. ი. (76,1) სახის განტოლება), მაშინ (76,5ე ფორმულის მარჯვენა 

მხარეს დაემატება კიდევ ერთი წევრი, რომელიც დამოკიდებულია მხოლოდ V/ICX, #4) 

თავისუფალ წევრზე ღა განტოლების კოეფიციენტებზე; ეს წევრი ამოხსნის მეთოდ- 

ზე არსებით გავლენას არ ახდენს. 

როგორც ვთქვით, თ(2, 2) ფუნქცია ელემენტარულად გამოითვლება. ზოგიერთ 

მნიშვნელოვან შემთხვევაში 3(2, 2; ხ) ფუნქციასაც მეტად მარტივი სახე აქეს. 

მაგალითად, 

/ -L 1.24 = 0 · 

განტოლების შემთხვევაში, სადაც 2? ნამდვილი მუდმივია (0.2>> 0 შემთხვევაში ეს 

განტოლება არის მემბრანის რხევის განტოლება), თ (2, 2)=1, ხოლო 

«0 ეს პირობები შეიძლება მნიშენელოვნად შევასუსტოთ, თუ ჩავთვლით, რომ X, XV, 2 რე- 

გულარული ანალიზური ფუნქციებია მხოლოდ რა”მე სასრულ <5ე არეში. მაგრამ მაშინ იძულებული 

ვხდებით გარკვეული დამატებითი პირობებით შევზღუდოთ § არე. იგულისზმება, რომ 56 შეიცავს 

§-ს. 
ი! იხ, ი. ვეკუას მონოგრაფია (101. 

რ? მე-60 სქოლიოში მეთითებულ შემთხვევაშ“ ეს ფუნქციები წარმოადგენს Xჯ-სა და ყ-ის რეგუ- 

ლარულ ანალიზურ ფუნქციებს 5 არის შემცველ რაღაც არეში.
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_ ძ 
ჩ(2, 2; ა=-ე /0(+M 76–C), 

'სადაც 7:(2) ბესელის ნულოვანი რიგის ფუსქციაა. 

დავუბრუნდეთ ჩვენს სასაზღდვრო ამოცანას (76,4) განტოლებისათვის. თუ 

(76,3) სასახღვრო პირობებში (76,5) გამოსახულებას შევიტანთ, ეს პირობა, რო- 

გორც მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, მიიღებს შემდეგ სახეს: 

# 

#6 (რთა დ”(#ი) ++ იი(/ი) დ(/ი)+ | 71 (/ი, მ) #(,) «I = /(/ი) L-ზე, 

0 

“სადაც ი,(#M), რე(/ე), #?(ჩ, #), /(/ე) მოცემული ფუნქციებია, რომელთაც სასახღერო 

პირობის კოეფიციენტებზე რეგულარობის გარკვეული პირობების მოთხოვნისას 

§ 71-ში და მის შენიშვნაში მითითებული თვისებები აქვთ (ჩვენს შემთხვევაში /:1:=1). 

ამიტომ შეიძლება § 72-ში გადმოცემულ) მეთოდის გამოყენება. ეს ამოცანა არსე- 

ბითად ამ გზით ამოხსნა ბ. ხვედელიძემ (3), რომელმაც ეს მეთოდი მრავლადღბმულ 

“არეებზედაც. გაავრცელამ?. 
შემდგომში ბ. ხვედელიძემ (18) ძალაში დატოვა ძველი მოთხოენები (76,4) 

განტოლების კოეფიციენტების მიმართ და არსებითად გ.ნავითარა თავისი შედეგები 

(76,3) თანაფარდობის კოეფიციენტებსა და თავისუფალ წევრზე, და, აგრეთვე, საძი- 
ებელ ფუნქციაზე დადებულ პირობათა განზოგადების მიმართულებით, 

40, პუანკარეს ამოცანის ამოხსნა ფრიად ზოგადი დაშვებებით, როგოოც 

(76,3) სასაზღვრო პირობის კოეფიციენტებსა და თავისუფალ წევრზე, ასევე (76,1) 

განტოლების კოეფიციენტებსა და თავისუფალ წევრზე აგებულია ი. ვეკუას ნაშრომ- 

ში (12) და გადმოცემულია, არსებითი დამატებებით მის მონოგრაფიაში (13|. 

59. ელიფსური ტიპის განტოლებებთან დაკაგშირებული სა- 

სა ზღვრო ამოცანები. 39 პუნქტში გადმოცემული მეთოდი შეიძლება გავავრ- 

„ცელოთ ელიფსური ტიპის ზოგიერთი სხვა სახის დიფერენციალურ განტოლებებზე- 

დაც (მათ შორის 2-ზე მეტი რიგის განტოლებებზედაც). წრფივი სასაზღვრო ამო- 

ცანები, რომლებიც ჩვეულებრივ განიხილება (76,5) წარმოდგენის ანალოგიური წარ- 

მოდგენების არსებობისას, შეიძლება დავიყვანოთ V ამოცანაზე, მსგავსად იმისა, 

როგორც ეს 30 პუნქტშია გადმოცემული. 

ი. ვეკუასა და სხვა ავტორთა მიერ ამ მიმართულებით მიღებული რიგი მნიშ- 

ვნელოვანი შედეგები გადმოცემულია ი. ვეკუას მონოგრაფიაში |10|. 
აღვიიშნოთ კიდევ ა. კალანდიას შრომები (II, |2), რომლებიც ამ მონოგრა- 

ფიის გამოსვლის შემდეგ გამოქვეყნდა. 

81 ამისათეის ის იყენებს მრავლადბმულე არისათვის (76,5) სახის წარმოდგენის განზოვჯადებას, 

რომელიც აგრეთვე ი. ეეკუას მიერ იყო მოცემული, იხ. (101.



თავი მეოთხე 

ფეუღლების ამოცანა ზობად შემთხვევაში. 

ზოგიერთი ბზამოყენება 

  

ამ თავში ამოეხსნით შეუღლების ამოცანას ზოგად შემთხვევაში და მოვიყვანთ: 

მიღებული ამოხსნის ზოგიერთ გამოყენებას!. 

ტერმინი „ზოგადი შემთხვევა“ აქ ნახმარი იქნება იმ აზრით, რომ სასაზღვრო 

L წირი შეიძლება იყოს ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირი (პირველ პარაგრაფში 

მოცეგული განსაზღვრის აზრით), ხოლო #L წირზე მოცემულ და საძიებელ ფუნქ- 
ციებს შეიძლება ჰქონდეს გარკვეული სახის წყვეტები, რის "შესახებაც ქვემოთ- 

ვიტყვით. 
მოკლე ცნობები სხვადასხვა ავტორების იმ ნაშრომების შზესახებ, რომლებიც 

შეეხება შეუღლების ამოცანის ამოხსნას და არ იყო მოხსენიებული II თავში, მო- 

ცემული იქნება § 81-ში. 

I. მეუღლეების ამოცანა ზობად ფემთხვევაფი 

§ 77. ტერმინები და აღნიშვნები. ამ თავში გამოვიყენებთ აღნიშენებსა და 

ტერმინებს, რომელთა უმრავლესობა უკვე იყო შემოღებული. 

1ზ. L წირის ქვეშ ვიგულისხმებთ უბან-უბან გლუვ წირს, § 1-ში მიღებული 

განსაზღვრის აზრით. ვიგულისხმებთ აგრეთვე, რომ (§ 1, მე-5 პუნქტი) L შედგება 

ისეთი გახსნილი გლუვი L,. #=1, 2,..., მ, ,რკალებისაგან რომელთაც არა აქვთ 

საეთო წერტილები, გარდა ბოლოებისა. L წირის კვანძებს (მათ შორის მის 

ბოლოებსაც) აღვნიშნავთ C,-თი, #=1, 2, ..,,# ან უბრალოდ C-თი. # წირის კვან– 

ძებისაგან განსხვავებულ წერტილებს კვლავ ჩვეულებრივ წერტილებს ვუწოდებთ. 
1 დრეკადობის” ბრტკელ სტატ-კურ თეორიაში ზოკიერთი გამოყენება მკითხველს შეუძლიი 

ნახოს ავტორის |9) წიგნში, აგრეთვე ამ წიგნის V თავში. აქვე აღვნიშნოთ, რომ კომპლექსურ- 
ცვლადის თუნქციათა თეორიის სასაზღვრო ამოცანები, აგრეთეე სინგულარულ ინტეგრალურ განტო- 
ლებათა თეორიის რიგი გამოყენებანი როგორც თეორ”ულ, ისე კამოყენებბთ ამოცანებში მკითხველმა. 

შე-ძლება ნახოს შემდე) წიგნებში: ა. ბიწაძე (6), (71; ი. ვეკუა (10),' (131; ნ. ვეკუა (16); თ. გა- 

ხოვი (10); მ. ლავრენტიევი და ბ. შაბატი (1): ს. მიხლინი (9); ლ. სედოვი (1); ი, ტაერმანი (11; 

C ჰ2ლ0იხ (2); 8. M0ხIს II); L. C. VV0:2ძ§5 (II. 

მივუთითებთ აგრეთვე შემდეგ ნაშრომებს რომლებიც მეტწილად მოხსენიებული არ არის 

ზემოთ დასახეღ ებულ წაგნებშე; რ. ბანცური და გ. ჯანაშია (1); ფ. ბერკოვიჩი (1); ა. ბიწაძე. 

(2|– (5): ბ. ბოიარსკი (LI; C. ვეკუა (91; ნ. ვეკუა და რ, ისახანოვა (1); თ. გახოვი (111, (121; 
თ. გახოვი და ლ, ჩ-ბრიკოვა (2), (3); ვ. კაჯიჩევი (1), I2); ვ. კაკიჩევი და ვ. როგოჟინი (11; 
ა. კალანდია (1); ტ. კერიმოვი (1); ლ. მაღნარაძე (11; გ. მანჯავიძე |7); გ. მიხაილოვი და გ. პიხ- 
ტეევი (11; ს. მიხლინი (8); კ„. პიხტეევი (1), (2); ვ. როგოჟინი (1); მ. სმირნოვი 11); ი, ფელდი. 

I1); მ. ფრიდმანი (11, (21); ი, ხაარულინი (1); ი. ჩერსკი |2), (4) –- (6), (81); ლ. ჩიბრიკოვა (31); 

დ. შერმანი (81, (101; ს. იურჩენკო (1); L. LX2ღ08 (1); C. წICხCმ (11, (21; 5, CCIICL§(6ძL (IL); 
C. M. L. CIგძ+X:CI) (11, (2); ჩ. 1.%ხიV II); ს. C. MმCC2გ»” II); V. 0IლC00CMI მიძ LI. 70- 
#5MI (I); II. 5-იჩთIძ( (II; LX. 5-ი“-6ძ% (2); I. 5-ჩსხ%I (I); 1. 5ნხიყლი (31; C. VV. VCIL- 
#ითი (1); IL. V0IIC(§ძლLL III –– (3); II. 20C5MI (1) –- I4)-
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L წირზე გაჭრილ სიბრტყეს აღვნიშნავთ 5-ით; L წირის წერტილებს 5-ს არ 
„მივაკუთვნებთ. . 

ამ და მომდევნო თავებში ხშირად საქმე გვექნება იმ კერძო, მაგრამ გამოყე- 

ხების თვალსაზრისით მნიშვნელოვან შემთხვევასთან, როცა L წირი შედგება გახ- 

სნილი გლუვი #,=ძ,0, #=1, 2,..., 2 რკალებისაგა, რომელთაც არა აქვთ 
"საერთო წერტილები (მათ შორის ბოლოებიც). ასეთ წირს ზოგუერ ვუწოდებთ 

ნაწყვეტ გლუვ წირს. ამ "შემთხვევაში § წარმოადგენს (ბმულ) არეს (სიბრტყეს 

ხვრელებით). 

29. § 10-ში მიღებული ტერმინოლოგიის შესაბამისად, 5-ში (2=C წერტი- 

-ლის გამოკლებით) ჰოლომორფულ, #L წირის ყველა ჩვეულებრივ წერტილზე, რო- 

გორც მარცხნიდან ისე მარჯვვიღან უწყვეტად გაგრძელებად დ(7) ფუნქციას, რო- 

“მელიც C კვანძების მახლობლობაში აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: 

ლ005( 

I2––იIს!' 
  | დ(2 |< 0 =თ=ლ0ი5<1 '(77,1) 

·ვუწოდებთ უბან-უბან ჰოლომორფულ ფუნქციას ნახტომის ან სასაზღვრო #L წირით. 

მოგაგონებთ, რომ თუ უსასრულობის მახლობლობაში CX(2) ფუნქციის 2-ის 

ხარისხების მწკრივად წარმოდგება შეიცავს დადებითმაჩვენებლიან წევრთა სასრულ 

რაოდენობას, ე. ი. თუ დიდი | 2|I-ებისათვის 

დ(უ = 4,2 + #4,ც-) 21 +. .·-, 4, 9350, 

"მაშინ, ვამბობთ, რომ «(7-ს უსასრულობაში აქვს სასრული ჩ-რიგი; იმ შემთხვე- 

· ვაში, როცა #>>0 2=C არის #-რიგის პოლუსი, ხოლო თუ #< 0 -– (–– #)-რიგის 

'ნული. · 
3. შემდგომში ხშირად გვექნება საქმე 5§-ზე განსაზღლერულ ისეთ 9X2) ფუნ- 

„ქციებთან რომელთათვის |2-- CI) 22) ->0, როცა 2->0, სადაც C მოცემული 

კვანძია, ხოლო 6 ნებისმიერი დადებითი მუდმივია. ასეთ ფუნქციებს ვუწოდებთ C 

კვანძის მახლობლობაში თითქმის შემოსაზღვრულ ფუნქ”იებს. C კვანძის მახლობ- 

ლობაში თითქმის შემოსაზღვრული ფუნქციის მაგალითს წარმოადგენს Iი (22–– თ. 

კი, MI, #7), 9", 7: კლასების ცნებები მუდამ იქნება გამოყენებული ქვემოთ; 

მათ განსაზღვრას აქ აღარ მოვიყვანთ (იხ. § 8). 

59. შემდგომში ყოველთვის, როცა ვიტყვით, რომ რაიმე სასაზღვრო პირობა 

სრულდება #L-ზე. ვიგულისხმებთ (თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ჩათქვამი), რომ 

კვანძები არ ეკუთენის #L-ს. 

§ 78. შეულლების ერთგვაროვანი ამოცანა ზოგად შემთხვევაში, 19. ვთქვათ 

L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია (§ 1). ამ ზოგადი შემთხვევისათვის შეუღ- 

ლების ერთგვაროვან ამოცანას ასე ჩამოვაყალიბებთ: 

ვიპოვოთ უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე ისეთი 

უბანუბან ჰოლომორფული «(უ) ფუნქცია L ნახტომის წირით, 

რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ სასაზღვრო პირობას: 

დ+0) = 00) %-(, (78,1) 

სადაც 00) არის L-ზე მოცემული, ყველგან ნულისაგან განსხვავე- 

ბული ”ე კლასის ფუნქცია.
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00) ფუნქციას ჩვენ კვლავ ვუწოდებთ შეუღლების (78,1) ამო- 
ცანის კოეფიციენტს. 

მოგაგონებთ, რომ ზემოთ მიღებულე პირობის გამო (§ 77, პ. 59) (78,1) 

ტოლობა შესრულებული უნდა იყოს L წირის ყველა ჩვეულებრივ წერტილში. ის, 

თუ როგორ უნდა გვესმოდეს პირობა, რომლის მიხედვითაც C(/) ნულად არ იქცევა: 
არსად L-ზე, განმარტებული იყო მე-8 პარაგრაფის მე-3 პუნქტში. 

შევნიშნოთ, რომ ამოცანის ზემოთ მოყვანილი დასმა შეიცავს იმ შემთხ- 
ვევას, როცა 00) კოეფიციენტს # წირის გლუვ ნაწილებზე შეიძლება: 

ჰქონდეს სასრული რაოდენობის პირველი გვარის წყვეტის 

წერტილები. რადგანაც წყვეტის წერტილები შეიძლება კვანძების რიცხვში გა- 

ვრთოთ. მომავალში ასეც მოვიქცევით. 

2შ, ისევე როგორც გლუვი შეკრულე კონტურების შემთხვევაში (§ 35), ამ-. 

ჯერადაც მთავარი მნიშვნელობა ენიქება კანონიკური ამონახსნის (ნებას, 

რომელსაც შემდეგნაირად განვსაზღვრავთ. 

შეუღლების ერთგვაროვანი (78, ა. ამოცანის X(2) ამონახსნს კანონიკური ეწო- 

დება, თუ არა მაოტო X(2), არამედ –-–- ჯ> ფუნქციაც უბან-უბან ჰოლომორფულია, 

მოგაგონებთ, რომ უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციის განმარტების თანახ- 

მად C კვანძის მახლობლობაში უნდა გვქონდეს: 

0015 
IX( სვოლო – 226. «= იი: <1, (78,2). 

1 C005L 
თ = 00051 <1. (78,3+ 

IXC2)| < |1-– ი|ზ” 

ამგვარად, კანონიკური ამონახსნი ხასიათდება შემდეგი პირობებით: ის 5-ში 

არსად, გარდა, შესაძლებელია, უსასრულოდ დაშორებული წერტილისა, არ იქცევა 

ნულად: ასევე ნულისაგან განსხვავებულია მისი სასაზღვრო მნიშვნელობები მარჯვნი- 

დან და მარცხნიდან ნახტომის წირის ყველა ჩვეულებრივ წერტილში?; ხოლო C 
კვანძების მახლობლად ამონახსნი აკმაყოფილებს (78,2) და (78,ვ) პირობებს, რო- 

მელთაც, განმარტების თანახმად, უნდა აკმაყოფილებდეს ყველა უბან-უბან ჰოლო- 

მორფული ფუენქცია. 

ჩვენ ახლა ვნახავთ, რომ განსახილველ პირობებში კანონიკური ამონახსნები 

ყოველთვის არსებობს. 

ვმ. კანონიკური ამონახსნების აგების დროს, 1ი 06(0)-ს ქვეშ ვიგულისხმებთ მის 

რომელიმე გარკვეულ მნიშვნელობას, რომელიც უწყვეტად იცვლება ყოველ #), ..., #ი 
რკალზე. რადგანაც, პირობის თანახმად, C(/) ეკუთვნის ML კლასს და L-ზე არსად 

ნული არ ხდება, ამიტომ Iი C(/) ეკუთვნის /7ე-ს. 

ვთქვათ, C,, C,.., CC წირის ყველა კვანძია როცა # წერტილი უჟახ- 
ლოვდება 06, კვანძის რომელიმე L, რკალის გასწვრივ რომლის ბოლოც არის 0,, 

1 
2 თუ ზემოხსენებული პირობები არ არის შესრულებული, მაშინ XC) ფუნქცი არ იქნება. 

უბ ან- უბან ჰოლომორფ 'ული.



§ 78) 1. შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 287“ 
  

10 CV) ფუნქციას აქვს გარკვეული ზღვარი, რომელსაც აღენიშნავთ Iი C/(/,)-თი. 
ამგვარად, განსაზღვრის თანახმად, 

  

II 046) = 1ILIი 0(), როცა (>, #--ს გასწვრიე. თზ,4) 
განვიხილოთ ფუნქცია 

1 Iი C(ე ძი 
V+(20 = 2-; 1-2. (78,5) 

სოხოცკი–- პლემელის ფორმულების საშუალებით შეიძლება შემოწმდეს, რომ 

6V) ჩვეულებრივ წერტილებში აკმაყოფილებს (78,1) სასაზღვრო პირობას. გამო- 

საკვლევი რჩება მისი ყოფაქცევა კვანძების მახლობლად. 

§ 26-ის მე-3- პუნქტში მიღებული შედეგის საფუძველზე C,, #=1, 2,..../!, 

კვანძის მახლობლად გვექნება 

V(2) = (თ, + !ჩ,) Iი (2–– თ) + 7ი(2), 

სადაც +0(2)--ჰოლომორფულია ყოველ სექტორში, რომლებადაც დაიყოფა 6, წერ- 
ტილის მიდამო L წირით და მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრისაკენ, როცა 2-2 

ნებისმიერი ისეთი გზით, რომელიც -არ გამოდის მოცემული სექტორიდან, ხოლო 

. + 2+Iი 0,(C,) , + მე 5566), 
, 

სადაც ჯამი აიღება ყველა იმ /-ების მიმართ, რომელთა შესაბამისი #/ რკალები 

თავს იყრიან 2, წერტილში. ამასთან ზედა ნიშსები შეესაბამება გამომავალ რკა- 

ლებს, ხოლო ქვედა –– შემავალს. 

ამგვარად, რთ, კვანძების მახლობლად გვაქვს: 

§0MX9= C-–- 6)%+IM 0C), (78,7) 
სადაც §I2 ჰოლომორფულია C,-ს მახლობლად ყველა ზემოთ ხსენებულ სექტორ- 

ში და მიისწრაფვის ნულისგან განსხვავებული გარკვეული ზღვრისაკენ, როცა 2-+0,, 

ნებისმიერი · გზის გასწვრივ, რომელიც არ გამოდის მოცემული სექტორიდან. 

ვთქვათ, ახლა II(C2) აღნიშნავს რაციონალურ ფუნქციას რომელიც განისაზღ- 

ვრება ფორმულით 

27 (78,6) 

” 

IC = || დ– თა», (78,8) 
#=1 

სადაც 7», აღნიშნას მთელ რიცხვებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს 

–1<თV+X<1, #=1, 2, ..., 7. (78,9) 

ახლა ადვილი საჩვენებელია, რომ ფუნქცია 
წ 

XC) = II დ 4M9 = «V) LI C–6აM (78,10) 
#=1
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"წარმოადგენს კანონიკურ ამონახსნს, ან უფრო ზუსტად, ერთ-ერთ კანონიკურ ამო- 
ნახსნს, მართლაც, ცხადია, რომ 5-ში X(2) არსად ნული არ ხდება და (78,9) უტო- 

ლობის თანახმად აკმაყოფილებს (78,2), (78,3) პირობებს; ცხადია აგრეთვე, რომ 
სასახღვრო მნიშვნელობები X+(/), X“CI), რომელთა გამოსახულებებიც მოყვანილია 

ქვემოთ, არც ერთ ჩვეულებრივ წერტილში ნულის ტოლი არ ხდება. 
XL(2) ამონახსნე, საზოგადოდ, არაა სავსებით განსაზღვრული (78,9) პირობე- 

ბით. სახელდობრ, C, კვანძის შესაბამისი” X, რიცხვი ცალსახად განისაზღვრება მხო- 
ლოდ იმ შემთხვევებში, როცა თ, მთელი რიცხვია; ამ შემთხვევაში X» = –- 7. 

· კვანძებს, რომელთა შესაბამისი თ, მთელი რიცხვებია, 

ჩვენ ვუწოდებთ განსაკუთრებულს, ხოლო დანარჩენ კეანძებს– 

არაგანსაკუთრებულს. 

_ არაგანსაკკუთრებული კვანძებისთვის X, რიცხვები განისაზღვრება + 1 შესაკ- 

რების სიზუსტით; სახელდობრ, 2, შეიძლება ისე შევარჩიოთ, რომ თ,-L, <0 ან 

თ, + 7, ->>0. . 

ზემოთქმულის თანახმად, არ გამოირიცხება (78,1)-ის ისეთი ამონახსნები, რო- 

მლებიც შემოსახღვრული არ არის კვანძების მახლობლად. 

ზოგჯერ მიზანშეწონილია მოვითხოვოთ, რომ საძებნი ამონახსნი შემოსაზღვრუ- 
ლი იყოს წინასწარ დასახელებული არაგანსაკუთრებული C;,' Cე, ..., 6ე კვანძების 

მახლობლად?) 

დ(ჟ) ამონახს9ებს, რომლებიც ამ პირობებს აკმაყოფილებენ, ჩვენ ვუწოდებთ 

ჩ(), ..., 6) კლასის ამონახსნებს. კლასს, რომელიც შეესაბამება 0=0-ს, აღვნიშ- 
თავთ MMX0) ან /M--ით. თუ ი! არაგანსაკუთრებული კვანძების რაოდენობაა, ხოლო 
თ, ...· C6ფ ყველა ეს კვანძია, მაშინ /I(C,, .. , C„) კლასს ჩვენ ზოგჯერ აღვნიშნავთ 

ჩუ-ით. /I) კლასი შეიცავს ყველა დანარჩენ კლასს და ჩ„ შედის ყველა დანარჩენ 

კლასში. 
ამის შესაბამისად, შევთანხმდეთ, ამონახსნთა ყოველ კლასს შევუსაბამოთ მუდ- 

მივი მამრავლის სიზუსტით განსახღვრული კანონიკური ამონახსნი. 

სახელდობო, თუ C;(, ...,6ე მოცემული არაგანსაკკუთრებული კვანძებია, მაშინ 

-I(C,, ... 0) კლასის კანონიკური ამონახსნი ეწოდება(78,10) ფორმულით 

განსაზღვრულ XLC2) ამონახსნს, სადაც #, მთელი რიცხეები ისეა შერჩეული, რომ 

თ +7.>0 0ს..სC კვანძებისათვის და 6, +», <0 დანარჩენი არაგანსაკუთრე- 

ბული კვანძებისათვის! ან ყოველ ამონახსნს, რომელიც X(2)-საგან ნულის არატოლი 

მამრავლით განსხვავდება. 
მთელ # რიცხვს, რომელიც განსახღვრულია ფორმულით 

#-- 17%, M (78,11) 

ვუწოდებთ მოცემული MC), ..» 6) კლასის ინდექსს. 

  

9 შემდგომში ჩეენ ვნახავთ, რომ განსაკუთრებულ. კვანძებს მახლობლად ყეელა ამონახსნი 

აუცილებლად შემოსაზღვრულია. 
4 მოგაგონებთ, რომ განსაკუთრებული კვანძებისათვის თ, -L #, = 0.
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ადვილი შესამოწმებელეია,“ რომ # რიცხვი არ არს დამოკიდებელი I1ი C(,) 

ფუნქციის მნიშვნელობების არჩევაზე, ეს მნიშვნელობები უწყვეტად უნდა იცვლებო- 
დეს L წირის შემადგენელ #, რკალებზებ. 

(78,101 ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ X(ე-ს უსასრულობაში აქვს 

(–7; რიგი, ე. ი. X რიგის ნული, როცა X>>0 და (-–-X) რიგის პოლუსი, როცა 

X <0; როცა #=0, გვაქვს X(C2)=1. ყველა შემთხვევაში 

III) 2” X(უ = 1. (78,12) 
ა 2-–-C= 

40. ვიპოვოთ X(7) კანონიკური ამონახსნის სასაზღვრო მნიშვნელობები. (78,5) 

ინტეგრალისათვის სოხოცკი––პლემელის ფორმულების გამოყენება გვაძლევს 

1 1 
X+CIი) = 6Xი = 1ი C(7/ე) 'იძა 6M(/(0), X-რა=თVI--- Iი 00) II(/ი) 6VI/ი) 

  

ანუ 

X+VIა) = I/ CV) XC), X“(/ი) = 29 (78,13 (70) = I/ C(/ი) X(/ი), (/ი) = VC60) , (13) 

სადაც 

XV) = LI(/-) 6V(/ი), (78,14) 

ხოლო ფესვის შტო, რომელიც გვაქვს (78,13) ფორმულაში, დაფიქსირდება ფორ- 

თ 

_– 1 
V CV) = 8Xნ C 19 00)|· (78,15) 

(28,14) ფორმულის საფუძველზე ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ი 

XV) =V(ჩ) LI (ს–6)M, (728,16) 
#=1 

სადაც თ() #7 კლასის ისეთი ფუნქციაა, რომელიც ნ ულისაგან განს ხვავე- 

ბულია L-ზე, ხოლო 

? V%. == 7 + " + ჯჩ,. (78, 17) 

ამგვარად, X(/ი) ფუნქცია L-ზე ეკუთვნის 77” კლასს; იგი ეკუთვნის I” კლასს 

2. 6, ..ს 6, კვანძების მახლობლობაში. იგი შემოსაზღვრულია და მიეკუთვნება #7” 

კლასს განსაკუთრებული კვანძების მახლობლობაში. იგივე მართებულია X“ (/) და 

X“-VVI) ფუნქციებისათვის. 
5ბ. ეთქვათ, XC) მოცემული II(თ), 2) კლასის კანონიკური ამონახსნია, 

ცხადია, რომ ფუნქცია 
დ(2) = X(2)·#(უ, (78,18) 

§% თუ L-ში შემავალ რომელიმე L, რკალზე 1ი C(/)-ს მნიშენელობას შევცვლით 1ი C(/)-L-2! »L- 
ით, სადაც ( მთელი რიცხვია, მაშინ (78,6) ფორმულას თანახმად, «მ კვანძის შესაბამის «, მნიშ- 

ენელობას, საიდანაც გამოდის #,, დაემატება (––-/), ხოლო იმ კვანძის შესაბამისი მნიშვნელობა, სადაც 
შედის #, ემატება (+. ამის შედეგად (78,11) ჯამში ერთ-ერთი 7, რაცხვთაგაი შეიცვლება 
#·, + /-ით, ხოლო მეორე –- (., –- )-ით და ჯამი დარჩება უცელელი.
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სადაც (20) ნებისმიერი პოლინომია, წარმოადგენს მოცემული კლასის ამონახსნსზ, 
დავამტკიცოთ, რომ, პირიქით, /IX2) პოლინომის სათანადო შერჩევის შემდეგ 

(78,18) ფორმულა იძლევა მოცემული კლასის ყოველ ამონახსნს. 
მართლაც, ტოლობებიდან 

დ'“)=C() დ“), X+(0)=0(0) X-(ი, 

გამომდინარეობს, რომ 

დ.) Cდ-() 
X+C0) = X-V). L-ზხე. 

დოთ 
ტოლობა გვიჩვენებს, რომ XC. ფუნქცია, თუ მას L წირის ჩვეულებრივ წერტი- 

ლებში სათანადო მნიშვნელობებს მივაწერთ, ჰოლომორფულია მთელ სიბრტყეზე, 
გარდა კვანძებისა და უსასსრულოდ დაშორებული წერტილისა. კვანძების მახლობ- 
ლობაში იგი შეიძლება გახდეს 1-ზე ნაკლები რიგის უსასრულობა, მაშასადამე, კვან 
ძები აცილებადი განსაკუთრებული წერტილებია. რადგანაც %X(2)-ს უსასრულობაში 

C2 
აქვს სასრული რიგი, ამიტომ 2 პოლინომია და ჩვენი დებულება ამით დამტკი- 

ცებულია. 
69. აღვნიშნოთ რამდენიმე შედეგი რომლებიც უშუალოდ გამომდინარეობს 

(78,18)-დან. ცხადია, რომ ერთგვაროვანი (78,1) ამოცანის ყოველი 0X2) ამონახსნი 

შემოსაზღვრული რჩება ყველა განსაკუთრებული კვანძის მახლობლობაში, ვინაიდან 

ასეთი თვისებისაა X(2); ეს უკანასკნელი გამომდინარეობს (78,7), (78,10) ფორმუ- 

ლებიდან და ”, –+- », = 0 პირობიდან. 

თუ ამონახსნი შემოსაზღვრული რჩება მოცემული არაგანსაკუთრებული კვანძის 
მახლობლობაში, მაშინ იგი ამ კვანქში აუცილებლად ნულად იქცევა. ეს ისე უნდა 

გვესმოდეს, რომ ამონახსნი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როცა 2 უახლოვდება კვანძს 

ნებისმიერი გზით. მართლაც, თუ C ერთ-ერთი იმ არაგანსაკკუთრებული კვანძთაგა- 

ნია, “ომელიც განსახღვრავ კანონიკური X(2) ამონახსნის კლასს, მაშინ, თვით 
X(2) ფუნქციის აგების თანახმად, იგი ნული ხდება, როცა 2=0. თუ C სხვა არა- 

განსაკუთრებული კვანძია, მაშინ C-ს მახლობლობაში Cდ(2) ამონახსნის 'შშემოსაზღვ- 

რულობისათვის, ცხადია, აუცილებელია, რომ #2) პოლიჩომი "შეიცავდეს (2 -–- C). 

მამრავლს და, ამიტომ, თ(2)=0, როცა 2=0. 

(78,18)-დან აგრეთვე გამომდინარეობს, რომ დ(2)-ის რიგი უსასრულობაში: 

--X-+M-ს ტოლია (+ განსახილავი კლასის ინდექსია ხოლო #–-პოლინომის ხარი- 
სხი). ამგვარად, მოცემული კლასის ამონახსნები, რომელთაც უსასრულობაში უმცი- 

რესი შესაძლო რიგი აქვთ, მიიღება თუ დავუშვებთ, რომ /#X2)=0=:00ი5L5+- 0. 

ამგვარად, მოცემული კლასის ანონახსნის უმცირესი შესაძლო რიგი უსასრულობაში 

ბ შევნიშნოთ, რომ მოცემული კლასის ამონახსნის განსაზღვრის თანახმად, «X(2) ამონახსნის 
მიკუთვნება M(C,, ..-, 6ე) კლასისათვის არ გამორიცხაეს მის მიკუთვნებას უფრო ვიწრო /I(C,, ·.·, 6ეს 
რი+1.>-.) კლასისათვის, იმის საწინააღმდეგოდ რაც ჩვენ გვაქვს მოცემული კლასის კანონიკური 

ამონახსნისათეის: თვით განსაზღერის თანახმად, /I(C,, - ., Cე) კლასის კანონიკური ამონახსნი აუცი- 

ლებლად შემოუსაზღვრულია C;. C;, ..-, 0ე კვანძებისაგან განსხვაეებული არაგანსაკუთრებული Cეჯ),...» 
კვანძების მახლობლად.
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უდრის (-–-X)-ს; ამ კლასის ყველა ამონახსნი რომელსაც ეს რიგი აქვს, მოიცეძა 
ფორმულით 

თ(ა) = CX (2), 

ე. ი. წარმოადგენს მოცემული კლასის კანონიკურ ამონახსნს. 

ამგვარად, მოცემული კლასის კანონიკური ამონახსნი შეიძლება განვმარტოთ, 

როგორც უსასრულობაში უმცირესი შესაძლო რიგის მქონე მოცემული კლასის 

ამონახსნი. 
ზემოთქძულიდან უშუალოდ გამომდინარეობს აგრეთვე, თომ მოცემული 

M(C,, Cა, .... C,) კლასის კანონიკური ამონახსნი შეიძლება განისაზღვროს როგორც 

ამონახსნი, რომელიც არსად არ ხდება ნღლი, გარდა C,, რ)... თ კვანძებისა, 

სადაც მას აქვს ერთზე დაბალი რიგის ნული, და გა”და, შესაძლოა, 2= C წერ- 

ტილისა. 

ვთქვათ, კვლავ #I არის ყველა სარაგანსაკუთრებული კვანძების რიცხვი, ხილო 

01 600, ...» 6, თვით ეს კვანძებია. ამონახსნების უზოგადესი კლასი, ე. ი. ამონახ- 

სნების კლასი, რომელიც არავითარი დამატებითი პირობებით არ იზღუდება, ზემოთ 

აღვნიშნეთ Mე-ით; შესაბამისი კანონიკური ამონახსნი აღვნიშნეთ Xჯ(2)-ით; Xა(2) 

ფუნქციას მივიღებთ, თუ ყველა არაგანსაკკუთრებული კვანძისათვის ავიღებთ 

თ, + X», <0. ასეთი Xა(2) ფუნქცია არსად სიბრტყის სასრუღლ ნაწილზე (კვანძების 

ჩათვლით) ნული არ ხდება. 

ჩე კლასის Xე ინდექსი, ცხადია, აღემატება ყველა სხვა კლასის ინდექსს. 

ცხადია, აგრეთვე რომ X(2) კანონიკური” ამონახსნი და ყოველი M(C,, ..., 6) ჟლა- 

სის X ინდექსი დაკავშირებულია Xა(2) და Xე-თან შემდეგი პირობებით: 

X(C2) = C(2–6)) (–– 0): "· (2–– 6) Xი(20)) C=000515-0, 

%უ» = %–მწ. (78,19) 

MCC... Cთ) კლასს, რომელიც ყველა სხვა კლასის ქვეკლასს წარმოადგენს, 
ისევე: როგორც ზემოთ, /#„-ით აღვჩიშნავთ. შესაბამის კანონიკურ ამონახსნს და 

ინდექსს X„(2-ითა და X„-ით აღვნიშნავთ. ზემოხსენებულიდან ცხადია, რომ 

Xა.(C2=C (2“-C)(2–-C,)-· /(2–- 0) Xა(2),. C=000ი5L5=0, 

%„, = %ც – 7. (78,20) 

შენიშვნა: ადვილად შეიძლება გამოვითვალოთ ყველა კლასის რაოდე- 

ნობა. გვაქვს ერთი /ე კლასი, ი! რაოდენობის /(C) (/ = 1, 2, ..., MI) კლასი, 
#11(/71––-1 
2-ს რ 0.) კლასი და ა. შ. სულ 

ჩ! III–1) ”? 
_ი-__6 . 

“კლასი. 

§ 79. შეუღლების ერთგვაროვანი მიკავშირებული ამოცანები. მიკავშირებუ- 

ლი კლასები. წინა პარაგრაფის (78,1) ამოცანის პარალელურად განვიხილო«ი 

ამოცანა 

Lს+CV) = |0 0 )1 ა თ 7#-ზე, (79,1)
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რომელსაც (78,1) ამოცანის მიკავშირებულ ამოცანას ვუწოდებთ. მიკავ- 

შირებულ ამოცანათა ამონახსნებს შორის არსებობს მჭიდრო კავშირი რომელიც 

განსაკუთრებით მარტივ სახეს ღებულობს, თუ შემოვიღებთ ამონახსნების მი კავ- 

შირებული კლასების (ნებას. 

განსაკუთრებული და არაგანსაკკუთრებული კვანძების თვით განსაზღვრის 

სათუჰველზე, ადვილე შესამჩნევი, რომ მოცემული ამოცანის განსაკუთრებული 

(არაგანსაკუთრებული) კვანძები წარმოადგენს აგრეთვე განსაკუთრებულ (არაგანსა- 

კუთრებულ) კვანძებს მიკავშერებულე ამოცანისათვის. 

ეთქვათ ძე, C;, ...,0, კვლავ (მიკავშირებული ამოცანების) არაგანსაკუთრე- 

ბული კვანძებია. ძიკავშირებული კლასები ვუწოდოთ ყკლასებს?: 

ML=IL(0,, C:, .... C)) და #”=(0ეჯ ე, ... 0უ)- 

მოცემულია კლასის კანონიკური ამოზჭახსნისა და ინდექსის განსაზღვრებიდან 

ადვილად ჩანს, როჭ მიკავშერებულა ამოცანების მიკავშირებული კლასების კანო- 

ნიკური X(C2) და X”(2) ამონახსხები დაკავშირებულია პირობებით 

X/ (ფუ =CIXLC7))”1, (79,2) 

ხოლო შესაბამისი # და /#” კლასების X და »” ინდექსები–-– პირობით 

«I = –X%,. (79,3) 

C აღნიშნავს ნულესაგა5 განსხვავებულ ნებისმიერ მუდმივს, რომელიც ყოველთეის 
შეგვიძლეა ჩ-ვთვალოთ ერთეას ტოლად. 

§80. შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანა ზოგად შემთხვევაში, 19. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ L ნებისმიერე უბან-უბან გლუვი წირია და ამოცანა ჩამოვაყალიბოთ 

“შემდეგნაირად. 

ვიპოვოთ უსასრულობაში სასრულე რიგის მქონე უბან-უბან ჰპოლომორფული 

დ!) ფუმ?ქცია L სასახღლვრო წერით შემდეგი სასაზღვრო პირობითზ?; 

დ+0) = C() დ“) + §C0) (80,1) 
L-ზე, სადაც 0() და (0) #L-ზე მოცემული #7 კლასის ფუნქციებია, ამავე დროს 

C(0 3-0 ყველგან L-ზე. 
Cთ(C) და (I) ფუნქციებს კვლავ შესაბამისად კოეფიციენტს და თავისუფალ 

წევრს ვუწოდებთ. 
განსაკუთრებულ და არაგანსაკუთრებულ კვანძებს ვუწოდებთ 

(78,1) ერთგვაროვანი ამოცანის შესაბამის განსაკუთრებულ და არაგანსაკუთრებულ 

კვანძებს. წინა პარაგრაფის მსგავსად, (80,1) ამოცანის ყველა შესაძლო ამონახსნები 

დავყოთ #IC), 0,, ,... 6.) კლასებად იმ არაგანსაკუთრებული 20), C,,..., 0, კვანძე- 

ბის მიხედვით, რომელთა მახლობლობაში ამონახსნები შემოსაზღვრული უჯდა იყოს, 

ისე, რომ არაფრით არ შევზღუდოთ ამონახსნის ყოფაქცევა სხვა არაგანსაკუთრე- 

ბულე და განსაკუთრებული კვანძების მახლობლობაში (თუ მხედველობაში არ მივი- 

  

7? C,, C,·.-, ნე“თ· აღნიშვულია ზოგიერთი არაგანსაკუთრებული კვანძი, ხოლო 0ე+ე, ,C 

ით––ყველა დანარჩენი არაგანსაკუთრებულე კვანძი. . 
9 იგულისხმება, რომ ეს პირობა შესრულებული უნდა იქნეს L წირის ყველა ჩვეულებრივ 

წერტილში.



§ %) IL. შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 293 
  

ღებთ ჩვენი განმარტების მიხედვით კოველ უბან-უბან პჰპოლომორფულ ფუნქციაზე 
დადებულ პირობებს). 

ვეძებოთ (80,1) არაერთგვაროვანი ამოცანის II(C), Cე,..., C,) კლასის ამონახ- 

სნები. ვთქვათ, X(2) არის (78,1) ერთგვაროვანი ანოცანის ხსენებული კლასის კა- 

ნონიკური ამონახსნი. ამ ფუნქციას ვუწოდებთ (80,1) ამოცანის მოცემული კლასის 
კანონიკურ ფუნქციას. 

შევნიშნოთ, რომ 

X·თ ' 
X-C) 

და გადავწეროთ (80,1) პირობა შემდეგი სახით: 

«თი <«-ი რ 
XIს X-0 X+VC0) 

ვინაიდან, პირობის თანახმად, დ(2) ფუნქცია შემოსაზღვრულია იმ ი,, C., ..., 6, 

კვანძების მახლობლობაში, სადაც X(2) ნულად იქცევა, ამიტომ ამ კვანძების მახ- 
ლობლობაში გვაქვს 

  (80,2) 

88) 00015( 

LI XC) I< |2--0,|ზ” 
  ძ< 1; 

დ 
მაშასადამე, ჯX ფუსქცია უბან-უბან ჰოლომორფულია. ამას გარდა, მას უსა- 

სრულობაში სასრული რიგი აქვს. 

ამიტომ, § 31-ის საფუძველზე, ვასკვვით, რომ 

X(C) ( 6(1) ძ! 

დ( = X+თ0–7 '“2=L + X(2) ნთ), (80,3) 

L · 

სადაც (ე ნებისმიერი პოლინომია. ეს არის სწორედ (80,1) არაერთგვაროვანი 

ამოცანის მოცემული კლასის ზოგადი ამონახსნი. მეორე შესაკრები 

წარმოადგენს შესაბამისი ერთგვაროვანი ამოცანის მოცემული კლასის ზოგად ამო- 

ნახსნს, ხოლო პირველი –– გამოსავალი არაერთგვაროვანი ამოცანის რაიმე კერძო 

ამონახსნს. 
§ 26-ის მე-3 პუნქტში ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ (80,3) ამონახსნი 

ნამდვილად შემოსაზღვრულია თ), C;ე, ..., Cე კვანძების მახლობლობაში. 

§ 26-დან ადვილად ჩანს აგრეთვე, რომ განსაკუთრებული კვანძების მახლობ- 

ლობაში ამონახსნი შემოსაზღვრულია, გარდა, შესაძლებელია, იმ განსაკუთრებული 

წერტილების მახლობლობისა, რომელთათვისაც (78,6ე) ფორმულაში მონაწილე 9, 

რიცხვები ნულის ტოლია; ამ განსაკუთრებული კვანძების მახლობლობაში ამონახს- 

ნები შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრელი, მაგრამ აუცილებლად იქნება თი თქმის 

შემოსაზღვრული (ლოგარითმული ტიპის)?. 

  

9 როდესაც თ; მთელი რიცხვია (რაც ახასიათებს განსაკუთრებულ კვანძს) და როდესაც წჩწ„,=0, 
X+0) ეკუთვნის #7 კლასს C-ს მიდამოში.
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აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ, ერთგვაროვანი ამოცანის შემთხვევი- 
საგან განსხვავებით, ჩვენს შემთხვევში რომელიმე არაგანსაკუთრებული 

კვანძების მახლობლობაში შემოსაზღვრული ამონახსნები ამ კვანძებში, საზოგადოდ, 

არ უდრის ნულს. : 

29. გამოყენების თვალსაზრისით განსაკუთრებით საინტერესოა არაერთგვარო- 

ვანი (80,1) ამოცანის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნების მოძებნა. 

შევნიშნოთ, რომ უსასრულობაში X(C2) ფუნქციის რიგი ზუსტად (-- %)-ს 

ტოლია, ე. ი. /I(C,, 6), ..., 0) კლასის ინდექსის ტოლია შებრუნებული ნიშნით. 

ამიტომ (8ე,3)-დან ადველად დავასკვნით, რომ: 

როცა X >0, მაშინ მოცემული კლასის უსასრულობაში ქრო- 
ბადი ამონახსნები მოიცემა ფორმულით 

XC) §() თ! 

2# I X-რ0-2 
  დ( = + X(1) ჩ, )(), (80,4) 

სადაც ჩ,,)--–ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღე- 

მატება X--1-ს (8, ,=0, როცა X»X=0). 

როცა X<0, მოცემული კლასის უსასრულობაში ქრობადი 

ამონახსნები არსებობს მაშინ და მხოლოდ მა9ინ, როცა შესრე- 

ლებულია პირობები: 

('თ(I) ძ1 

X+თ 
L 

რაც იმას ნიშნავს, რომ Cთ(თ)=0. ამ პირობებში (ერთადერთი) 

ამონახსნი მოიცემა იმავე (80,40 ფორმულით, რომელშიც უნდა 

ავიღოთ #,,)=0. 

ვი, (80,4) ფორმულედან გამომდენა რეობს, რომ, როცა X >>0, (80,1) ამო- 

ცანის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას აქვს მოცემული ჩ კლასის უსასრულობაში 

ქრობადი Xჯ წრფივად დამოუკიდებელე ამონახსნი: 

XC, 72XL(C7),.... 21 XC2; (80,6) 

როვა » <0, ამ ამოცანას არა აქვს მოცემული კლასის ნულისაგან განსხვავებული 

უსასრულობაში ქრობადე ამონახსნები. 

ისევე როგორც II თავში, შეუღლების ორ ამოცანას მიკავშირებული 

ვუწოდოთ, თუ მიკავშირებულია მათე შესაბამისი ერთგვაროვანი ამოცანები. 

ზემოხსენებულისა და § 79-ის საფუძველზე, მოცემული (80,1) ამოცანის მიკავ- 

'შირებულ ერთგვაროვა5 ამოცანას, როცა X<0, აქვს ჩ” (ჩ-ის მიკავშირებული) კლა- 

სის უსასრულობაში ქრობადიე, –- X რაოდენობ ის წრფივად დამოუკიდებელი ამო- 

ნახსნი: 

  =0 /=0, 1,,.., –X–-1, (80, 5) 

1 2 2 X-1 

Xთო” XC) '”” Xთ 
თუ ამ უკანასკნელ გამოსახულებებს შევადარებთ (80,5) ფორმულას, შეგვიძ- 

ლია უკანასკნელი შევევალოთ შემდეგი პირობით: 

(80,7) 

| ს:Cთ)C()ი0=0, #=1,2,..., –-X, “(80,8) 

L
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სადაც დ1(/) აღნიშნავს თ,(2) (#=1, 2,..., –– X) ფუნქციების მარცხნიდან სასაზღ- 
ვრო მნიშვნელობებს. დთ,(2) შეადგენს მოცემული (80,1) ამოცანის მიკავშირებული 

ერთგვაროვანი ამოცანის /” კლასის უსასრულობაში ქრობად წრფივად დამოუკიდე- 

ბელ ამონახსნთა სრულ სისტემას. 

49შ. მოცემული /VC,, ..., 0) კლასის ზოგადი ამონახსნი შეიძლება წარმოვად- 

გინოთ (80,3) ფორმულისაგა რამდენადმე განსხვავებული ფორმულით. ვთქვათ, 

X,C) არის M(C,..., C,კ) კლასის ნებისმიერი IVI(0,, ..., ძე, 0ე+I .... 6.) ქვეკლასის 

კანონიკური ფუნქცია, მაშინ : 

2( §C0) ძ1 
შრ = 2; 1 X:თ0–2 

L 

ფუნქცია წარმოადგენს /I(0), ..., 6, 0ე+L ..ს 6) კლასის კერძო ამონახსნს და 

ამავე დროს იქნება /I(C), ..., 0ე) კლასის კერძო ამონახსნიც. მეორე მხრივ, ცხადია, 

რომ ერთგვაროვანი ამოცანის /I(0),..., C,) კლასის ზოგადი CC(C2) ამონახსნი წარ- 

მოიდგინება შემდეგი სახით: 

დ(უ = დ,(2 + MC), 
სადაც დთ,(2) არის არაერთგვაროვანი ამოცანის მოცემული კლასის რომელიმე კერძო 

ამონახსნი, ხოლო VI (2)-- ერთგვაროვანი ამოცანის იმავე კლასის ზოგადი ამონახსნი. 

ამგვარად, არაერთგვაროვანი ამოცანის M(C,..,., ე) კლასის ზოგადი 

ამონახსნი შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

X·იდ ( («04% 

დი – 5; | XXთ 0-2 
L 

+ XC) #C, (80,3ა) 

სადაც #() ნებისმიერი პოლინომი, X(2) ერთგვაროვანი ამოცანის M(C,..., C,) 

კლასი კანონიკური ამონახსნია ხოლო X)(2) იმავე ერთგვაროვანი ამოცანის 

M(C,, ..., 6.) კლასის ნებისმიერი /(0), ..., Cე, 0კ+1 ... 6,) ქვეკლასის ამონახსნია. 

კერძოდ, X)(2)-ად შეგვიძლია ავიღოთ /(C,,..., 0„) კლასის X, (2) კანონიკური 

ამონახსნი. 

59. ის გარემოება, რომ არაერთგვაროვანი ამოცანის ჩამოყალიბებისას ვუშვებთ 

CC) და «C0) ფუნქციების წყვეტას მხოლოდ კვანძებში!?, არ ზღუდავს ზოგადობას, 

რადგანაც ამ ფუნქციების წყვეტის წერტილები, ერთგვაროვანი ამოცანის ანალო- 

გიურად, შეიძლება მივაკუთვნოთ კვანძებს. 

მაგრამ თუ §(/) ფუნქციას აქვს წყვეტის წერტილები იმ წერტილებშიც, სადაც 
X-ს არ აქვს წყვეტა, მაშინ მიზანშეწონილია, კვანძებს მივაკუთვნოთ მხოლოდ CXI) 
ფუნქციის წყვეტის წერტილები. მართლაც, L წირის გლუვ ნაწილებზე მდებარე ის 

„კვანძები“, სადაც CV) უწყეეტია, არავითარ გავლენას არ ახდენენნ კანონიკურ 

ფუნქციაზე. ამავე დროს ამოცანის ამოხსნის არსებითი თვისებები განისაზღვრება 

კანონიკური ფუნქციით, რომელიც თავის მხრივ განისაზღვრება L წირით და ამო- 

ცანის CC) კოეფიციენტით!!, 

210 ლაპარაკია მუდამ პირველი გვარის წყვეტის წერტილებზე. 
11 ამასთან დაკავშირებულია «ს გარემოებაც, რომ მათემატიკური ფიზიკეს უმეტეს ამოცანებში, 

რომელთაც მივყავართ შეუღლების ამოცანამდე. ამოცანის ტაჰი დაკავშირებულია # წირისა და C(I/) 
ფუნქციის სახესთან, ხოლო #(/) ფუნქცია დამოკიდებულია ამა თუ იმ კონკრეტულ კერძო მონაცემზე.
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ამიტომ უმჯობესია, რომ როცა ყ«(ჰ) ფუჩქციის წყვეტის წერტილები არ ემთხ- 

ვევა კვანძებს, რომლებიც განისაზღვრებიან თვით წირით და C(/) ფუნქციის წყვეტის 

წერტილებით, ჩავთვალოთ ისე, თითქოს §(/)-ს წყვეტა არ ჰქონია. ამის "შედეგად, 

როგორც ზემოთ გვქონდა, მივიღებთ იმავე ფორმულებით წარმოდგენილ ამონახს– 

ნებს, განსხვავება მხოლოდ იმაში იქნება, რომ «(/)) ფუნქციის იმ წყვეტის წერტი- 

ლების მახლობლობაში, რომლებიც არ ემთხვევიან კვანძებს, ამონახსნები იქნება /7% 

კლასის შემოუსაზღვრული ფუნქეიები, სახელდობრ, ლოგარითმული ტიპის, როგორც 

ამას გვიჩვენებს, მაგალითად, (80,3) ფორმულა. 

§ 81. შეუღლების ამოცანასთან დაკავშირებული ზოგიერთი ნაშრომის შე- 

სახებ. 19, წინა პარაგრაფში რაიმე პრინციპული ცვლილებების გარეშე გადმოვცემუ- 

ლი იყო ავტორის მიერ (6) სტატიაში მიღებული ერთგვაროვანი და არაერთგვა- 

როვანი ამოცანების ამოხსნა, ნ. მუსხელიშვილისა და დ. კვესელავას მიერ I11 სტა- 

ტიაში მოცემული არსებითი დამატებებით. 

ხსენებულ სტატიებში განიხილება მხოლოდ ის შემთხვევები, როცა წირი შედ- 

გება გლუვი გახსნილი რკალებისაგან (იხ. § 8-ის 1-ლი პუნქტი), რომლებსაც საერ- 

თო წერტილები არა აქვთ, მაგრამ ამ სტატიების მსჯელობები და შედეგები თითქმის 

სიტყვა-სიტყვით გადაიტანება განხილული შემთხვევისათვის!?, რაც გაკეთებული იყო 

წინა პარაგრაფებში. 

ზემოხსენებულ მეორე სტატიაში მოცემული არსებითი დამატება მდგომარედიბს 

ამონახსნების M(Cთ). ,.., 0) კლასების, აგრეთვე # და /” მიკავშირებული 

კლასების შემოყვანაში, რაც უაღრესად მნიშვნელოვან როლს თამაშობს სინგუ- 

ლარული ინტეგრალური განტოლებების თეორიის გამოყენებებში (იხ. შემდეგი თავი). 

ავტორის მიერ |6) სტატიაში მოყვანილი მეთოდი წარმოადგენს ტ. კარლემა- 

ნის (1. CმII6თმი |1)) ერთ კერძო შემთხვევაში მითითებული ხერხის განზოგადე- 

ბას. სახელდობრ, კარლემანის ნაშრომში # წირი წარმოადგენს ნამდვილი ღერძის 

მონაკვეთს, გარდა ამისა, ავტორი იფარგლება იმ შემთხვევით, რომელიც ჩვენს აღ- 

ნიშვნებში შეესაბამება Xა-=1 მნიშვნელობას. ინდექსისა და, ცხადია, ამონახსნთა 

კლასების ცნების განსახღვრა კარლემანს არ შემოჰყავს. ' 

შეუღლების ამოცანის ამოხსნა იმ შემთხვევაში, როცა L მარტივი შეკრული 

გლუვი წირია, ხოლო C() დი (0 ფუნქციებს L წირზე აქვს პირველი გვარის 
წყვეტის წერტილები (შდრ. § 83-ის მე-2 პუნქტს) თ. გახოემა (3) მიიღო სხვა 

გზით, სახელდობრ, იმ შემთხვევაზე მიყვანის გზით, როცა C(/) და თ(ჰ) უწყვეტი 

ფუნქციებია13. თავისი პირვანდელი ამოხსნა რომელიც არ შეიცავდა, ზემოთ მოყ- 

ვანილის აზრით, კლასებად დაყოფასა და (მიკავშირებული) კლასების ფნებებს, 

თ. გახოვმა მიიღო ნ. მუსხელიშვილის |6|), ნ. მუსხელიშვილისა და დ. კვესელავას 

15 ერთადერთი, მეტნაკლებად, არსებითი განსხვავება იმაში მდგომარეობს, რომ ბოლოების 
მახლობლობაში კოშის ტაპი ინტეგრალების ყოფაქცევის შესახებ § 22-ში მოკვანილი შედეგების 
ნაცვლად ჩვენ ვიკენებთ რამდენადმე უფრო ზოგად შედეგებს კვანძების მახლობლობაში კოშის ტიპის 

ინტეგრალების ყოფაქცევის შესახებ, რომელიც გაღმოცემული იყო § 26-ში. 
19 უწყვეტი C(,) და Cთ(,) ფუნქციების შემთხვევაზე მიყვანის თ, გახოვის მიერ გამოყენებული 

გზა წარმოადგენს დ. ჰილბერტის (ი. IIIIხC%LL (21, გე. 93) მიერ ერთგვაროვანი ამოცანის შემთხვე- 
ვაში მჯთითებული ხერხის გამარტივება. ანალოგიური მიდგომა აქვს ი. პლემელსაც (I. ILICMი%II. 
(21), უბან-უბან მუდმივი კოეფიციენტებიაი შეუღლების ერთგეაროვანი ამოცანის ამოხსნისათვის; 
იხ. VI თავი.
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(L1|1 ნაშრომებისაგან დამოუკიდებლად. შემდეგ თ. გახოვმა გამოიყენა ხსენებული 

ნაშრომებიდან მეორე და შეავსო თავისი ამოხსნა. 

შემდგომში ნ. მუსხელიშვილის |6). ნ. მუსხელიშვილისა დ» დ. კვესელავას 

II) შედეგები განაზოგადეს VV. I. 1III7I05I1 ა-მ I1|) (ავტორი იცნობდა მსოლოდ პირ- 

ველს ზემოთ ხსენებულ ნაშრომებიდან) და დ. კვესელავამ 7) იმ შემთხვევისათვის, 

როცა #L შედგება შეკრული და გახსნილი გლუვი წირებისაგან, რომლებსაც შეუძ- 

ლიათ გადაკვეთონ ერთმანეთი სასოული რაოდენობის წერტილებში. მაგრამ ამ ავტო- 

რების შედეგები (განსაკუთრებით პირველისა რომელიც სარგებლობდა საკმაოდ 

რთული ხერხით) არის ნაკლებად ზოგადი და ნაკლებად მარტივი ზემოთ მოყვანილ- 

თან შედარებით. 

დ. კვესელავას აღნიშნული შედეგების ზოგიერთი გამარტივება მოყვავილია 

თ. გახოვისა და ლ. ჩიბრიკოვიას |1) ნაშრომში. 

რამდენადმე სხვა გზით, ვიდრე ეს ზემოთ იყო აღნიშნული, გადამკვეთი (არა 

მაინცდამაინც გლუვი) კონტურების შემთხვევა განხილულია თ. გეგელიას (|2| ნაშ- 

რომში. ამ ავტორთან გადაკვეთის წერტილების სიმრავლე შეიჭლება თვლადიკ კი 

იყოს. 

შეუღლების ამოცანა ზოგიერთი არაგლუვი კონტურების შემთხვევაში განხი- 

ლულა იყო აგრეთვე ა. ალექსეევისა |11, (2) და ა. ბაბაევის |3|) მიერ, 

2. შეუღლების ამოცანა თითქმის ისეთივე დასმით, როგორც აქ არის მოცე- 

მული, განხილულია აგრეთვე ვ. პოგოჟელსკის (VV. ნ00თ7CLC7015LI (4), |5)) ნაშრო- 

მებში. ამ ნაშრომებში მოცემულია ამოხსნა, რომლის ხასიათიც გარკვეული აზრით 

რამდენადმე უფრო დაზუსტებულია, ვიდრე ჩვენთან"). 

როცა # წირი ლიაპუნოვის პირობას აკმაყოფილებს, თავისუფალი (I) წევ- 

რისა და საძებნი თX2) ამონახსნისათვის დასაშვები კლასების გაფართოების თვალ- 

საზრისით არსებითი შედეგები მიღებულია ბ. ხვედელიძის (|6I, |8I, I12) –– I14|, 

(181 -– |„21) ნაშრომებში. ძირითადი შედეგი შემდეგში მდგომარეობს: ვთქვათ # 

არის სასრული რაოდენობის ლიაპუნოვის შეკრული ან გახსნილი წირების ერთობ- 

ლიობა, რომელთაც საერთო წერტილები არ გააჩნიათ. ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ 

C() კოეფიციენტი აკმაყოფილებს ზემოთ მოთხოენილ პირობებს და (80,1)-ში 

თავისუფალი «(ჯ) წევრი ეკუთვნის L,(0, L)? კლასს, სადაც #0>>1, ხოლო 0!) 

(27,3) სახის მქონე რაიმე ფუნქციაა. მოვითხოვოთ, რომ საძებნი CთX(2) ფუნქცია 

წარმოიდგინება კოშის ტიპის ინტეგრალით LC; L) კლასის სიმკვრივით. ამ პირო- 

ბებში შეუღლების ამოცანის ყველა ამონახსნი (რომელთაც აქვთ სასრული რიგი 

უსასრულობაში) მოიცემა (80,3) ფორმულით. აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს 

დასკვნა, რომ თუ შეუღლების (80.1) ამოცანაში C(/) და 2() ფუნქციები ეკუთვ- 

ნის //ე კლასს, მაშინ ამ ამოცანის ყოველი ამოგახსნი, წარმოდგენადი კოშის ტიპის 

ინტეგრალით L(0; L) კლასის სიმკვრივით, უბან-უბა ჰოლომორფული ფუნქციაა. 

შემდგომში ეს შედეგი განზოგადებულ იქნა სხვადასხვა მიმართულებით. გ- ხუს- 

კივაძის (4) და ა. დრაჩინსკის |1|), |2) ნაშრომებში ნაჩკენებია, რომ მთელ რიგ 

შემთხვევებში Lა(0 > 1) კლასი შეიძლება შეიცვალოს L, კლასით. გარდა ამისა, 

14 შეადარეთ § 26-ს (სქოლიო პარაგრაფის დასაწყისშია). უნდა შევნიშჩოთ, რომ ვ. პოგოჟელ- 
სკის ნაშრომებში განიხილება აგრეთვე საკმარისად ზოგადი მეუღლების არაწრფივი ამოცანა. 

1§ იხ. § 27.
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განხილულია ზოგიერთი შემთხვევა, როცა §#(ჰ) და საძებნი ინტეგრალის სიმკვრივე 

არაჯამებადია. ე. გორდაძის (2) ნაშრომში ნაჩვენებია, რომ L შეიძლება იყოს 

უბან-უბან გლუვი წირი იმ პირობით, რომ L-ის შემადგენელ გლუვ რკალებზე ლია- 

პუნოვის პირობაა შესრულებული. 

ზოგიერთი სხვა შემთხვევები განხილულია ა. ალექსეევის L3), ვ. პაატაშვილისა 

IL3) და ს. ფრეიდკინის |5) ნაშრომებში. 

309. უკანასკნელ ხანს გამოქვეყნებულ ნაშრომებში მოცემულია „შეუღლების ამო- 

ცანის ამოხსნის განზოგადება სასახლვრო პირობაში მონაწილე C(/) ფუნქციების 

შეზღუდვების შესუსტების აზრით. ამ მიმართულებით თ. გახოვმა თავის პირველ 

ნაშოომებში (1), (2) განიხილა ის შემთხვევა, როცა C(/) ხდება ნული ან უსასრუ- 

ლობა, როგორე ხარისხოვანი ფუნქცია წერტილთა სასრულ სიმრავლეზე. შემდგომ- 

ში ეს შემთხვევა უფრო სრულად, ერთმანეთისაგან განსხვავებული მეთოდებით, 
შესწავლილი იყო ლ. ჩიკინის (1), ბ. ხეედელიძის (18) და ი. მელწეიკის (11-– (3) 

მიერ. ბ. ხვედელიძისა1ზ– და ი. მელნიკის ნაშრომებში განხილულია აგრეთვე ”შემთხ- 

ვევა, როცა C(I) კოეფიციენტს აქვს ლოგარითმული სახსს განსაკუთრებულობა. 

უფრო ადრე (მაგრამ თ. გახოვის შემდეგ) ის შემთხვევა, როცა C(7/) შეიძლება გახ- 

დეს ნული ან ერთხე დაბლი რიგის «უსასრულობა, შესწავლილი იყო ნ. ვეკუას 

(18) მიერ. 

ვ. ივანოვის (4), ი. სიმოპენკოს I11, გ. მანჯავიძის და ბ. ხვედელიძის (11, 

(2) და ბ. ხვედელიძის (191, (12) ნაშრომებში CC) კოეფიციენტისაგან // პირობის 

შესრულების მოთხოვნა შეცვლილია მხოლოდ უწყვეტობის მოთხოვნით. 

შემდეგი არსებითი ნაბიჯები C(/) კოეფიციენტების დასაშვები კლასის გაფარ- 

თოების თვალსაზრისით გადაღგმულია ი. დანილიუკის (11, |2), ი. სიმონენკოს (21, 

(4), ჰ. უიდომის I1) ნაშრომებში შემდგომში ზოგიერთი ანალოგიური შედეგი 

მიიღო აგრეთვე ვ. პაატაშვილმა (11, (2). 

4ბ, უკანასკნელ ხანს გამოქვეყნებულ მთელ რიგ ნაშრომებში შეუღლების ამო- 

ცანა შეისწავლება განხოგადებულ ფუნქციებში (ძირითად ფუნქციონალებში რაიმე 

სივრცეზე). დავასახელოთ შემდეგი ნაშრომები: ო. პარასიუკი L1I), ი. ჩერსკი (1), 
L3), I7), ვ. როგოჟინი |31--I6), ფ. ბერკოვიჩი (1|, (2), ე. დიბინი (1), ვ. დიბინი 

და ნ. კარაპეტიანცი |11), გ. ჯანაშია (1), #. II. LმVV/CIICL I11. 

59. შეუღლების ამოცანის განზოგადება შეიძლება აგრეთვე, თუ ავიღებთ 

უფრო ზოგად სასაზღვრო პირობებს. ასე მაგალითად, სასაზღვრო პირობა შეიძლება 

შეიცავდეს არა მარტო უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციების, არამედ მათი წარ- 

"მოებულების სასაზღვრო მნიშვზელობებსაკ დღეისათვის შესწავლილია შემდეგი 
სასაზღვრო ამოცანა: 

ვიპოვოთ უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე უბან-უბან ჰოლომორფული 

დ(უ) ფუნქცია შემდეგი სასსზღვრო პირობით: 

„” 
ხ5% (62) (L(3) (C2) 

– I4„(/ი) დ+(/) +.8,(/ე) თ+(%) + / M,(%, 1) 0+C) ძ(+ 
#=0 L 

16 იხ. აგრეთვე ა დრაჩინსკი (1) –– (4).
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ჩ 
(C2) ს– (C:3) 3) 

+ ( M,(ი, |) დ?” (I) ძ/1+ IC C-V/ი) + ჩM„»(/ი) C“(/) + 

L #ჯ=0 

ი 
V “ა 

+ ( M,(M, 0 დ-(ე ძ/+ 1 8.0, 0 დ-(0) ძ/ =ძ Lზე (81.1) 
L L 

სადაც L მარტივი შეკრული გლუვი კონტურია, /,/!!), 8,(,), C,„(C0/, #0,(), C() 
მოცემული ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ /7 პირობას; VV„(/ე, 1), IM„(/ი- /), 

#0, ი), 5,(/%ი, /) შემდეგი სახის ფუნქციებია: 
ჩი, /) 
(1-9 0 <თ=00ი5 <:1, 

'სადაც /7IM(/ე, 1) აკმაყოფილებს MI პირობას. ზემოდან ხაზი ნიშნავს გადასვლას კომ- 
“ი V ”) 

პლექსურად შეუღლებულ მნიშვნელობებზე, ხოლო Cდ+(/,), დ“(/ე)-ით აღნიშ5ულია 

საძებნი დ(2) ფუნქციის #-რიგის წარმოებულის სასაზღვრო მნიშვნელობები. 

ეს ამოცანა იმ "”შემთხეევაში„ როცა /VI„(/ა, 1) = IM,,/(/ი, 1)=1/ზ/(/ი, ()= 

=5„»(ი, 71=0, #=0, 1,..., /,, პირველად განიხილა ლ. მაღნარაძემ (2|. 

შემდგომში ი. კრიკუნოვმა I11– 3) და მერე რ. ისახანოვმა (2), (31, (61), (71 

„აჩვენეს, რომ (81,1) ამოცანა შეიძლება შესწავლილ იქნეს V ამოცანისათვის ი. ვე- 

კუას მიერ გამოყენებული მეთოდის სათანადო განზოგადებით, რომელიც მოყვანი- 

«ლია ამ წიგნის III თავში. 

69%. განზოგადების სხვა მიმართულება მდგომარეობს იმაში, რომ საჭებნი უბან- 

უბან ჰოლომორფული ფუნქციის (აგრეთვე, უფრო ზოგად შემთხვევაში, მისი წარ- 

მოებულების) სასაზღვრო პირობები შეუღლებულია საზღვრის არა ერთსა და იმავე 

წერტილში, არამედ ორ სხვადასხვა წერტილში, რომლებიც ერთმანეთთან გარკვეუ- 

ლი პირობით არიან დაკავშირებული. ასეთი განზოგადებების შესახებ იხილეთ V 

დამატება წიგნის ბოლოში. 

7შ. შეუღლების ამოცანა შესწავლილია აგრეთვე რიმანის ზედაპირებზე. პირ- 

ველი ნაშრომები ამ მიმართულებით , ეკუთვნის ა. მესისს (1) -- (3). დღეისათვის 

"შეუღლების ამოცანის, აგრეთვე რიმან––ჰილბერტის ამოცანის შესწავლა რიმანის ზედა- 

პირებზე წინ წაიწია ლ. ჩიბრიკოვას |2|), (4) ––- |9), ი. როდინის |I1)-– (61), ლ. აბ- 

„დულაევის |11-– (71, ა. სერ ბინის |11-- (3), ე. პოკაზეევის (11-- (3), ე. ზვეროვიჩის 

(3), ვ. კოპელმანის (VV”. ILთCიე6Iომი (1)) და სხვათა ნაშრომებში. 

80 ზოგიერთ ნაშრო«ი«ებში შეისწავლება სასაზღვრო ამოცანები რომლებიც 

წარმოადგენენ შეუღლების ამოცაბისა და რიმან--ჰილბერტის ამოცანების კომბინა- 

ციებს. დავასახელებთ ე. ობოლაშვილისა (1), (2) და ი. როგოჟინის (11, |2) ნაშ- 

·რომებს. 
§ 89. #-ზე მოცემულ ფუნქციათა /# კლასის ცნება. ზოგიერთი განზოგა- 

დება. 1. წინა პარაგრაფებში შეუღლების ამოცანის Cდ(2) ამონახსნისათვის შემო- 

უიღეთ /(2C), C:, ... 60,კ) კლასის ცნება. შემდგომისათვის მნიშვნელოვანია ანალოგი- 

კური ცნების შემოღება L-ზე მოცემული C(,) ფუნქციებისათვის.
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ვთქვათ, კვლავისდებურად Cე, Cა...., C,, (I =/1) აღნიშნავს ყველა .„არაგან- 

საკუთრებულ კვანძებს, რომლებიც შეესაბამებიან შეუღლების მოცემულ ამოცანას, 

ე. ი. (78,1) ან (80,1) ამოცანებს; ეს კვანძები სავსებით განისაზღვრება #-ზე C(,) 
ფუნქციის მოცემით. 

ვთქვათ დ(,) L-ზე მოცემული /7“ კლასის ფუნქციაა. ჩვენ ვიტყვით, რომ C(I) 

ფუნქცია ეკუთვნის #M(0,..., 06), 2=/ კლასს,თუისთ, ი... 6 
კვანძების მახლობლობაში ეკუთვნის #ე კლასს, ხოლო დანათდ- 

ჩენი (განსაკუთრებული ან არაგანსაკკუთრებული) კვანძების მიდამოებში 

იგი არ ემორჩილება რაიმე დამატებით პირობას. 

M(C,..... C) და MI(0+ ე... ნც) კლასებს“ ვუწოდებთ მიკავშირებულ 
კლასებს. 0=0-ის შესაბამისს კლასს აღვნიშნავთ /ე-ით, ხოლო /I(0), .... 6,,) კლასს-– 

ჩუფ-ით. ამგვარად, ერთი და იმავე აღნიშვნებს გამოვიყენებთ უბან-უბან ჰოლომორ- 

ფული CთX2) ფუნქციებისათვის, რომლებიც შეუღლების ამოვც ანის ამონახსნს წარმო- 
ადგენენ და აგრეთვე, L-ზე I» კლასის Cდ(/) ფუნქციებისათვის. ამ გარემოებამ არ 

უნდა გამოიწვიოს აღრევა. 

29. ჩვენ ვნახეთ, რომ შეუღლების ერთგვაროვანი ”ამოცანის ყველაზე ზოგადი 

ამონახსნი, რომელიც შეიცავს ყველა კლასის ამონახსნს, წარმოიდგინება შემდეგი 

სახით: 

CX2) = Xი(2) IX2), (82,1) 

სადაც %ა-ა(20) #ე კლასის კანონიკური ამონახსნი, ხოლო /(7 პოლინომია. აქე- 

დან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ერთგვაროვანი ამოცანის ყოველი ისეთი 

ამონახსნი, რომელიც თითქმი” შემოსაზღვრული»: რომელიმე C კვანძის მიდამოში 

(§ 77, პუნქტი 39), აუცილებლად შემოსაზღვრული იქნება ამ კვანძის მახლობ- 

ლობაში. 

თუ C კვანბი არაგანსაკუთრებულია, მაშინ მის მახლობლობაში თითქმის შე- 

მოსაზღვრული ამონახსნი აუცილებლად ნული ხდება C წერტილში. 
§ 80-ის მე-4 პუნქტში ნათქვამის საფუძველზე შეუღლების არაერთგვაროვანი 

ამოცანის ყოველი ამონახსნი წარმოიდგინება შემდეგი სახით: 

2X,(2) _ §(0) « _ _ 
დ(უ = (24, %ხ%რძ–»ჯ» (ჩ ძ-- 2 “+ Xი(2) #V, (82,2) 

სადაც, როგორც ყოველთვის, XC ჩ(C, ... C,) კლასის კანონიკური ფენქციაა, 

ხოლო Xე(2)-- ჩე კლასის კანონიკური ფუნქცია. 
პირველი შესაკრები, როგორც ეს გამომდინარეობს § 26-დან, 'შემოსაზღვრუ- 

ლია ყოველი არაგანსაკუთრებული კვანძის მახლობლობაში. აქედან ადვილად და- 

ვასკვნით, რომ არაერთგვაროვანი ამოცანის ყოველი ამონახსნი, რომელიც თითქმის 

შემოსაზღვრულია რაიმე არაგანსაკუთრებული C კვანძის მახლობლობაში, აუცილებ- 

ლად შემოსაზღვრული იქნება მის მახლობლობაში!?, 
ამგვარად, შეუღლების ამოცანის M(C), 0,,..., 60) კლასის ამონახსნების გან- 

საზღვრისას, C,, C., ..,, 6, კვანძების მახლობლობაში შემოსაზღვრულობის მოთხოვნა 

17 მართლაც, თუ C კვანძია და ამონახსნი თითქმის შემოსაზღვრულია C წერტილის მახლობ- 

ლობაში, მაშნ აუცილებლაღ #XC)=0 და, მაშასადამე, #X2) შეიცავს (7–+) მამრავლს.



'§ მ3) I, შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხეევაში 301 
  

შედეგის შეუცვლელად შეიძლება შევ:კვვალოთ თითქმის შემოსაზღვრულობის მოთხო- 
ვნით. ეს შენიშვნა ჩვენთვის სასარგებლოა, რადგანაც იგი საშუალებს მოგვცემს 

ერთიანი თვალთახედვით გადმოვცეთ ზოგიერთი ფორმულირება. 

30. ჩვენ აქამდე ვთვლიდით, რომ არაერთგვაროვანი ამოცანის სასაზღვრო 

'((80,1) პირობაში თავისუფალი #(ჰ) წევრი ეკუთვნის #7 კლასს. ახლა ვიგულისხ- 

მოთ, რომ «(,) დუნქცია ეკუთვნის VI,, C,,..., 0.) კლასს, სადაც თ. 6,,..., თ 

მოცემული არაგანსაკუთრებული კვანძებია (იხ. პუნქტი 19). ადვილი შესამჩნევია, 

რომ (80,1) ამოცანის 92) ამონახსნებ, რომლებიც მიეკუთვნება ერთსახელა 

/L(C,, Cა, ..., 0,) კლასს, მოიცემა იმავ ფორმულებით, როგორც იმ შემთხვევაში, 

როცა ჟ§(ჰ) ეკუთვნის 7 კლასს, ე. ი. ზოგადი ამონახსნებისათვის (80,3) ფორმუე- 

ლით და უსასრულობაში ქრობადღი ამონახსნებისათვის (80,4) ფორმულით. 

"MCC, თ, ... 6.) კლასის ამონახსნის არსებობის აუცილებელი და საკმარისი პირო- 

ბები მოიცემა იმავე (80,5) ფორმულებით. 

შევნიშნოთ, რომ განსაკუთრებული კვანძებს მახლობლობაში ამონახ- 

სნები ახლა უკვე შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრელი 1-ზე ნაკლები ნებისმიერი რიგით 

-ამ კვანძების მახლობლობაში #() ფუნქ _კიის ყოფაქცევის მიხედვით; მაგრამ თუ, 

კერძოდ, (0(,) ეკუთვნის /71: კლასს მოცემული განსაკუთრებული კვანძის მახლობ- 

ლობაში, მაშინ ამონახსნები თითქმის შემოსაზღვრული იქნება ამ კვანქის მახლობ- 

„ლობაში. 

§ 88. უმნიშვნელოვანესი კერძო შემთხვევები. უსასრულო სწორხაზოვანი 

საზღვრის შემთხვევა. გამოყენებებში უფრო ხშირად გვხვდება შემდეგი კერძო შემ- 

-თხვევები: როცა წირი შედგება ისეთი გლუვი გახსნილი რკალებისაგან, რომელთაც 

არა აქვთ არც შიგა და არც ბოლო საერთო წერტილები, ე. ი. როცა L წარმო- 

ადგენს ნაწყვეტ გლუვ წირს და შედგენილია ურთიერთაორაგადამკვეთი მარტივი 

შეკრული კონტურებისაგან. წინა პარაგრაფებში შემოღებული ზოგადი ფორმულები, 

რასაკვირველია, უშუალოდ გამოიყენება ამ შემთხვევისათვისაც. ჩვენ აქ. გავაკეთებთ 

რამდენიმე დამატებით შენიშვნას, რომლებიც შეეხება აგებულ კანონიკურ ფუნქციებს 

და ხელახლა მოვიყვანთ ზოგიერთ ფორმულას. 

11. ნაწყვეტი გლუვი წირის შემთხვევა. ვთქვათ L=L,+L,+ 

+ ...“+Lი შედგება ისეთი მარტივი გლუვი გახსნილი #L,=0ძ,ხ,, #=1, 2,..., მ 

რკალებისაგან, რომელთაც არა აქვთ საერთო წერტილები (მათ შორის საერთო 

ბოლოებიც); ასეთ წირს ვუწოდეთ (§ 77) წყვეტილი გლუვი წირი. 

ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ C(I) და §(/) ფუნქციები ეკუთვნის // კლასს #L-ზე, 

ე. ი. აკმაყოფილებს // პირობას ყოველ (ჩაკეტილ) #L, რკალზე. 

ისევე როგორც ზოგად შემთხვევაში, განსაკუთრებული და არაგანსაკუთრებუ- 

ლი კვანძები (ჩვენს შემთხვევაში ბოლოები) განისაზღვრება C() ფუნქციის მოცე- 

“მით. ჩვენს შემთხვევაში თ,-+Iჩ, რიცხვები გადმოიცემა ფორმულით 

. + 19 CC,) . 
ეე|'''–_ 1=1, 2... 20, (83,1) 2: 

სადაც ზედა ნიშანი აიღება, როცა C,=0,; ქვედა, როცა C=ნ,. 0, ბოლო გან- 

საკუთრებულია, როცა თ, მთელი რიცხვია (ან ნულია), ე. ი. როცა C(CC) ნამდვი- 

“ლი დადებითი სიდიდეა, წინააღმდეგ შემთხვევაში ის არაგანსაკუთრებული ბოლოა.
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ვთქვათ C), 6ა, ..., 6,,(M1ლ2/) ყველა არაგანსაკუთრებული ბოლოა. /#M(01, ... 6) 

კლასის კანონიკური ფუნქცია X(2) მოიცემა ფორმულით: 

2ი 
X(C=6M9) II (2-0), (83,2) 

#=-:1 

ხადაც 2, ისეთი მთელი რიცხვებია, რომ 

0<თ, +X»<1, როცა #=1, 2,..., 0, 

  

(83,3) 
–-1<თC ++, <0, როცა ”=0-+1,..., I, 

ხოლო (2) გაჩისახღერება (78,5) ფორმულით 

1 102 0C) => ც3,4). +(ფ 27 | 1-2 ძ! ( ) 

L 

MCC... 2) კლასის ინდექსი # მოიცემა ფორმულით 
· 2 

ლ 
#=- X)), (83,5). 

(-1 

სადაც # განისაზღვოება (83,31) ფორმულის შესაბამისად. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ მოყვანილი ფორმულები გამოდგება იმ შემთხვევა- 

ში, როცა #,=ძ,ხ, რკალები მარტივი უბან-უბან გლუვი გახსნილი რკალებია, იმ 

პირობით, რომ C(I) ფუნქცია ეკუთვნის 7 კლასს ყოველ L, რკალზე (კუთხური 

წერტილების ჩათვლით; იხ. აგრეთვე შენიშვნა პ. 29ის ბოლოში). 
2. მარტივი შეკრული კონტურის შემთხვევა!ზ. ვთქვათ ახლა: 

L მარტივი შეკრული უბან-უბან გლუვი კონტურია (ნახ. 18). L წირის „კვანძე- 

ბია“ მისი კუთხური წერტილები და აგრეთვე ის წერ- 

ტილები, სადაც C() ფუნქცია განიცდის წყვეტას. 
(პირველი გვარის, რადგანაც სხვაგვარს ჩვენ გამოვ- 

რიცხავთ). ამას გარდა, საჭიროების შემთხვევაში შე- 

გვიძლია კვანძებს მივაკუთვნოთ ნებისმიერი სხვა წერ- 

ტილები (სასრული რაოდენობის). 

ისევე, როგორც ზოგად შემთხვევაში (§§ 78 და 

80), ვიგულისხმებთ, რომ C() და «#() ფუნქციები. 

L წირზხე ეკუთვნის /Xე კლასს. 

ნახ, 18 L-ზე დადებითი მიმართულება ისე ავირჩიოთ, 

რომ ყოველი იმ ორი არიდან, რომლებადაც6 #L წირი ჰყოფს სიბრტყეს, იგი ყო-. 

ველთვის რჩებოდეს ერთსა და იმავე მხარეს (მარცხნივ ან მარჯვნივ). 

ვთქვათ, C), 0, ..., 0, ნებისმიერად გადააომრილი ყველა კვანძია. (78,6). 

ფორმულის თანახმად, ჩვენს შემთხვევაში გვაქვს 

    

198 განზოგადება რამდენიმე შეკრული კონტურის შემთხვევაში არავითარ სიძნელეს არ წარ– 

მოადგენს.



§ 83 I. შ ბის ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 308. ) ეუღლე 0 გად შემთხვევ 
  

. 1 1 06(0,––0) 
თ, + !ჩ, =5:; Iინრდ--0-–ი0ლ(C+0თ))= 2ჯჯ I 60,“ 0C0,+0)' 

სადაც C(2V--0) და CC, 10) პირობითად აღნიშნავს C(/) ფუნქციის ზღვარს, რო. 

ცა 1 წერტილი მიისწრაფვის 0,-კენ, L-ის გასწვ“ივ შესაბამისად დადებითი და უარ- 

ყოფითი მიმართულებით მოძრაობისას, ამგვარად 

1 CC,-–-09) , 1 I0C, –_ 0)I, 

2 “5 C(-.+0)” მელოდე) 16(Cთ, +0)|' 

ჩვენ ჩავთვლით, რომ 

გინ 0 (0 – 0) 

CC, +თ) 

ამასთანავე მLV C(/) წარმოადგენს I9 C(/) ფუნქციის არჩეული მნიშენელობის წარ- 
მოსახვით ნაწილს. 

ჩვენს შემთხვევაში განსაკუთრებული კვანძები (ე. ი. კვანძები, რომელთათვი- 

“საც თ, მთელი რიცხვებია) იქნება ის კვანძები, რომელთათვისაც შეფარდება 

XC (,-–-– 0. 

CC +0) 

(83.6). 

  (83,7) რთ, = 

= მIწ 06(V –– 00-–– მგIი 0(0V, +LL 0), 

(მ3,8) 

ნამდვილი დადებითი რიცხვია. 

კერძოდ, განსაკუთრებული კვანძები იქნება ის კვანძები (მათ შორის კუთხუ- 

რი წერტილებიე), სადაც CC) უწყვეტია, ე. ი. C(0, + 0) = C(C-–0); ამ შემთხვე- 
ვაში, გაოდა ამისა, ჩ, =0.) 

' ვთქვთ C,, 0), ..., ნ, (IL) ყველა არაგანსაკკუთრებული კვანძია. 

/I(0), Cა, ..., Cე), 0 == #1 კლასის კანონიკური X(2) ფუნქცია გადმოიცემა (78,10) 

ფორმულით 2, რიცხვების სათანადო შერჩევის შემდეგ. ჩვენს შემთხვევაში ეს ფორ- 

მულა შეიძლება საგრძნობლად გამარტივდეს, თუ L წირის ცალკეულ უბნებზე 

10 CV) ფუნქციის მნიშვნელობებს სათახადოდ შევარჩევთ, სახელდობრ. შეიძლება 

მევაღწიოთ იმას, რო9 ყველა 2, რიცხვი, გარდა ერთისა, ნულის ტოლი იყოს. 

მართლაც, ვთქვათ, ი რაიმე ისეთი წერტილია L წირზე, რომელშიც CXI) 
უწყვეტია (თუ კვანძებს შორის არის ასეთი წერტილები, მაშინ C წერტილად შე- 

გვიძლია ავიღოთ ერთ-ერთი მათგანი). C წერტილი მივაკუთვნოთ L წირის კვანძებს. 

Iი CC -L 0)-ს მივანიჭოთ რაიმე გარკვეულ მნიშვნელობა, ვამოძრაოთ L წე“- 

ტილი C წერტილიდან დადებითი მიმართულებით, ვცვალოთ 19 C(I) უწყვეტად, 

ვიდრე არ მივაღწევთ პირველ C, კვანძს; აქ მივიღებთ 1ი C(C„,-–-0)-ის გარკვეულ 

მნიშვნელობას. 2, წერტილში დავაფიქსიროთ Iი C(C,-+0) შემდეგი წეს«ს მიხედვით: 

0 1. Cთ(0–––0) გ 
< თ, = 2 2-6 6(V, +0) < 1, ოცა #=1, 2,,,.., 0, 

_1<%= · = მა < დანარჩენი არაგანსაკუთრებული 

(0, +090) კვანძებისთვის, 

C0(თ--9) =ბ2წ 0-0) 

  (83,9) 

  0 განსაკუთრებული კვანძებისთვის.
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გავაგრძელოთ დადებითი მიმართულებით L წირის გასწვრივ შემდგომი მოქ- 

რაობა და ყოველ შემხვედრ კვანძზე გავლისას მითითებული წესის მიხედვით ავარ- 

ჩიოთ 10 C(,) ფუნქციის მნიშვნელობანი. C წერტილში დაბრუნებისას მივიღებთ ამ 
ფუნქციისათვის სავსებით გარკვეულ მნიშვნელობებს ს წირის ყოველ იმ უბანზე, 

რომლებადაც მას ჰყოფენ C, და C წერტილები. 

დაბოლოს დავუშეათ, რომ 

1 1 1 
%X =ვ– ყინC–-0–-Iი 0(6+0))=2-; წი C(0II=5> |გ-9 0CV)I,, (83,10) 

სადაც (| |), სიმბოლო გამოხატას ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულების 

ხაზრდს კონტურზე დაღებითი მიმართულებით შემოვლისას ზემოთ მოყვანილი 

(83,9) წესების დაცვით. ცხადია, რომ X მთელი რიცხვია. 

/I(C), 00, ..ს Cე) კლასის კანონიკური X(2) ფუნქციის მისაღებად გამოვიყენოთ 

'(78,10) ფორმულა, რომელსაც ჩვენს შემთხვევაში გადავწერთ შემდეგნაურად: 

XC) = (-–-თ7” (–-–0)ერ..-(2-- 6,)ბი 6M), 

რადგანაც C ჩავრთეთ კვანძის წერტილთა რიცხვში; თი აღნიშნულია C კვანძის 

შესაბამისი მთელი რიცხვი, ისევე, როგორც 7, რიცხვები შეესაბამებიან C, კვანძებს. 

ცხადია, რომ თ, რიცხვების შერჩევის (83,9ე) წესის თანახმად უნდა დავუშ- 

„ვათ, რომ #,=>0, #=1, 2, ..., 7. C კვანძის შესაბამისი თ რიცხვი (ისევე, როგორც 

"თ, რიცხვები შეესაბამება C, კვანძებს) მოიცემა ფორმულით 

1 
თ= 2> (მL8 C(C-––- 0) –– გLწ C(C + 0)1; 

ამიტომ #= –- X. 

ამგვარად, X(2)-ისათვის გვექნება შემდეგი მარტივი ფორმულა 

XC = 6-–-Cთ #46V2, (83,11) 

სადაც (78,5) ფორმულის თანახმად, 

1 (5052 83 12 
1-7 ” (83,12) 
  

V(2 = იღ (9 

ამასთანავე, 1Iი C(/)-ს მნიშვნელობა შეირჩევა ზემოთ აღწერილი წესის მიხედვით. 

ზემოთ მოყვანთლი X მთელი რიცხვი, ცხადია, წარმოადგენს #(C), Cე,..., (XI 
კლასის ინდექსს. 

თუ, კერძოდ, 6C(/) ფუნქცია #L-ზზე ეკუთვნის // კლასს (და არა მხოლოდ 
I-ს), მაშინ ყველა „კვანძი“ (მათ შორის კუთხური წერტილიც) იქნება განსაკუთ- 

რებული. 1ი C(,) ფუნქციად ამ შემთხვევაში უნდა გვესმოდეს მისი ნებისმიერი მნი- 

შვნელობა, რომელიც უწყვეტია მთელ L კონტურზე, საიდანაც გამორიცხულია C 

"წერტილი. 
§ 35-ში (შენიშენა 2) ჩვენ გამოვიყვანეთ (35,19) ფორმულა იმ შემთხვევი- 

სათვის, როცა # მარტივი შეკრული, გლუვი კონტურია, ხოლო CX/) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს // პირობას L-ზე; ეს ფორმულა სავსებით ემთხვევა (83,11) ფორ- 

მულას და, მაშასადამე, შედეგი იგივე რჩება, როცა წირს აქვს კუთხური წერტილები.
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(35,19) ფორმულა (35,6 4) ან (35,6 8) ფორმულის ეკვივალენტურია L-ზე 

„დადებითი მიმართულების არჩევის შესაბამისად, 

ადვილი შესამჩნევია”; რომ (83,111) ფორმულა შეიძლება შევცვალოთ მისი 

ანალოგიური (35,6 /) ან (35,6 8) ფორმულით იმის შესაბამისად, თუ როგორ 

არის არჩეული L-ზე დადებითი მიმართულება. სახა-ლდობრ, თუ ისევე, როგორც 

§ 35-ის 2? პუნქტში, §+ და §“-ით აღვნიშნავთ სიბრტყის იმ ნაწილებს, რომლე- 

ბიც შესაბამისად მარცხნივ ან მარჯვნივ რჩება #-ზხე დადებითი მიმართულებით 

მოძრაობისას და დავარქმევთ მას , შემთხვივას, როცა 5§+ სასრულია, ხოლო უსას- 

რულო 5+-ისათვის–-8 შემთხვევას, მაშინ მოცემული IVI(CC,, CV, ..., ი) კლასის კანო- 

ნიკური X(2) ამონახსნისათვის გვექნება გამოსახულებები ' 

6L(2), როცა 265+ 

(2-- თ #6L(2), როცა 2C 5” 

(2–– 0)-# LC), როცა 26C5+ 

XC) = (2, 

სადაც თ L-ის შიგნით ნებისმიერად დაფიქსირებული წერტილია, ხოლო 

1 ( Iი Cთე() ძ! 

IC = 5»; ) L(--2 
L 

XC) =I შემთხვივა „4, (83,13,4) 

როვა >C ვ§- შემთხვევა 8, (83,138) 

(83,14) 

ამასთანავე, 

: Cღა(0) = (–0ი)XC6() #4 შემთხვევაში, 

Cა(1) = (– ი)X”60(I) 8 შემთხვევაში. 

ამ ფორმულებს ზუსტად ისეთივე სახე აქვს როგორც 35-ის 20 პუნქტში 

გამოყვანილ ფორმულებს. არსებითია მხოლოდ 1Iი C6ი(0-ს მნიშვნელობის არჩევა. 

სახელდობრ, ჩვენს შემთხვევაში უნდა ჩავთვალოთ, რომ 

IX CC0 = + XI (-–თ +109 00, (83,16) 

სადაც 1ი C() განისაზღვრება (83,901 ფორმულებით ზემოთ მოყვანილი წესის მიხედ- 

უით. ამასთან, C წერტილად შეიძლება ავიღოთ L წირის ნებისმიერი ჩვეულებრივი 

'წერტილი, ხოლო 1Iი (7 -–– ი)-ად მიღებულია მისე ნებისმიერი მნიშვნელობა, რომე- 

ლიც უწყვეტად იცვლება L კონტურზე, საიდანაც ამოგდებულია C წერტილი; ზედა 
ნიშანი შეესაბამება 4 შემთხვევას, ქვედა––-/89-ს. 

მოყვანილი ფორმულების მართებულობაში დავრწმუნდებით, თუ ამ ფორმუ- 

ლებიდან გადავალთ (83,11) ფორმულებზე ზუსტად ისევე, როგორც § 35-ში (შე- 

ნიშვნა 2), (35,6 /), (35,6 8) ფორმულებიდან –– (35,19) ფორმულაზე. (83,13 #4), 

X83,13 8) ფორმულების გამოყვანა შეიძლება უშუალოდაც, თუ გავყვებით § 35-ის 

მე-2 პუნქტში მითითებულ გზას!?, რასაც თვით მკითხველს ვანდობთ. 

შენიშვნა 1. 

(83,15) 

დ+VCთ = 0() C-(0) + «(ი ო 

10 ასეთი დამტკიცება მოყვანილი იყო ამ წიგნის პირეელ გამოტემაში (§ 85). აქ კი (831,11) 

ფორმულის გამოყვანას მხოლოდ იმ მიზნით მივმართეთ, რომ იგი უშუალოდ გამომდინარეობს ზო- 
გადი შემთხვევის შესაბამისი ფორმულიდან.



2306 თავი IV. შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხეევაში... (§ 83 
  

შეუღლების ამოცანის დასმისას არ მოვითხოვდით, რომ ეს სასაზღვრო პირობა შეს. 

რულებული ყოფილიყო კვანძებშიც; ასეთ მოთხოვნას ზოგად შემთხვევაში აზრიც 

არ ექნებოდა, ვინაიდან 0-+(0), CX-(0) სასაზღვრო მნიშვნელობებს მარცხნიდან და. 

მარჯვნიდან აზოი არა აქვს, როცა C ზოგადი სახის კვანძია. 

მიუხედავად ამისა, თუ მოცემული კვანძი წარმოადგენ კუთხურ წერტილს, 
ე· ი. ამ კვანძში თავს იყრის მხოლოდ ორი გლუვი რკალის ბოლო, მაშინ ამ კვანძში 

მარცხენა და მარჯვენა სასაზღვრო მნიშვნელობების ცნება ' სრულიად ბუნებრივად 

განიმარტება ისევე, როგორც გლუვი წირის შემთხვევაში. საჭიროა მხოლოდ ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ იმ რკალების დადებითი მიმართულებანი, რომელთათვისაც მოცემუ- 

ლი წერტილი საერთო წერტილია, ისეა არჩეული, რომ ერთ-ერთი რკალი წარმო- 

ადგენს შემავალს, ხოლო მეორე––გამომავალს. 

ამ შემთხვევაში ადგილი აქვს სოხოცკი––- პლემელის ფორმულების ანალოგიურ 

ფორმულებს; ეს ფორმულები მოცემულია წიგნის ბოლოს II დანართში. თუ ვისარ- 

გებლებთ ამ ფორმულებით, მაშინ ადვილია იმის ჩვენებ,ა რომ “შეუღლების ერთ- 

გვაროვანი და არაერთგვაროვანი ამოცანების ჩვენ მიერ ზემოთ აგებული ამოხსნები 

აკმაყოფილებს (ე სასაზღვრო პირობას. კუთხურ წერტილებშიც, თუ ამ წერტი- 

ლების მახლობლობაში CC) და «(/)) ფუნქციები # კლასს მიეკუთენება და თუ, 

როგორც ყოველთვის, C(/) 560. 

ამ ფაქტის (მეტად მარტივ) დამტკიცებაზე აღარ "შევჩერდებით, რადგანაც 

აღნიშნული დებულებით მომავალში არ ვისარგებლებთ. 

ვი, მოყვანილი შედეგების გადატანა იმ შემთხვევისთვის, როცა სასაზღვრო. 

წირი #) წრფეა, არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. ყველაზე მარტივად ამის 

გაკეთება შეიძლება იმ შემთხვევაზე მიყვანით, როცა სასახღვრო ჯL წირი წრეწირია, 

ისევე, როგორც § 38-ში. აქ ხსენებული პარაგრაფის აღნიშენებს ვიყენებთ. 

არ დაგვჭირდება არავითარი ახალი განსაზღვრა, გარდა იმისა, რომელიც ამ 

შემთხვევაში ბუნებრივად გადაიტანება (2+-/)=–(C-+#7/)“1 გარდაქმნით. კერძოდ, თუ 

# წრფის უსასრულოდ დაშორებულ წერტილს მივაკუთვნებთ კვანძების რიცხვს, 

მაშინ პირობა, რომელიც მოვითხოვეთ უბან-უბან ჰოლომორფული Cთ(27) ფუნქციისა- 

გან კვანძების მახლობლობაში, უსასრულოდ დაშორებული კვანძისათვის გადავა 

შემდეგ პირობაში: . 

(რიო! < ლიია(|2I,), თ=ლ0ი5L <1, (83,17) 

დიდი | 2|-ებისათვის. 

განსაკუთრებული და არაგანსაკუთრებული კვანძების (მათ შორის ახლა უსა- 
სრულოდ დაშორებული წერტილიც შეიძლება იყოს) ცნებებისა და სასაზღვრო 

წირზე მოცემულ ფუნქციათა კლასების ცნებების (იხ. § 82) გადატანა ჩვენი შემ- 

თხვივისათვის იმდენად ცხადია, რომ ამაზე არ შევჩერდებით. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ (38,11) ფორმულის გამოყენებისას ვისარგებლებთ 

ამ ფორმულის პირველი ტოლობით, ე. ი. ჩავწერთ: 

1 ((ო« 1 (41:04 (+! ( (ი “« 
2 |) «<-L 2M )1+!'!I1–2 2 17+:1--2?, , : 
  (83,18) 

რადგან ჩვენს შემთხვევაში საქმე გვექნება ისეთ /() ფუნქციებთან, რომელ-



§ 83) I. შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 307 
  

თაც შეიძლება ჰქონდეთ წყვეტა, როცა 1 = + თ, რის გამოც (38,11) ფორმუ- 

ლაში შემავალმა ინტეგრალებმა შეიძლება დაკარგოს აზრი (მთავარი მნიშვნელო- 

ბითაც კი). 

§ 38-ში და ამ პარაგრაფის წინა პუნქტში ნათქვამთან სრული ანალოგიის 

გამო დავკმაყოფილდებით საბოლოო ფორმულების მოყვანით და ზოგიერთი შენი- 

შვნით. 

ვიგულისხმოთ, რომ C(,) და C() ფუნქციები ეკუთვნის I/ კლასს #2-ზე 
კვანძებით C,, ..., 6, წერტილებში (მათ შორის შეიძლება უსასრულოდ დაშორე- 

ბული წერტილიც კი იყოს) და C(/) ნული არ ხდება არსად /-ზე. 

ვთქვათ C,, Cა,..., 0, ჟველა არაგანსაკუთრებული კვანძია. (83,9) ფორმუ- 

ლის შესაბამისად ავირჩიოთ Iი C()-ს მნიშვნელობა “შემდეგნაირად: ავიღოთ #) 
წირზე საწყის წერტილად კვანძისაგან განსხვავებული რაიმე C წერტილი და შემო- 

ვიაროთ C-დან +%0-ნდე, ხოლო შემდგომ -––- =C-დან C-მდე?9. 

თუ უსასრულოდ დაშორებული წერტილი კვანძია, მაშინ ამ წერტილისათვის 

C(--0) და C(–V+0)-ად უნდა მივიღოთ შესაბამისად CC-+ ლ) და CLC-–-92თ). 

M(თ, თ, ..., 6) კლასის ინდექსი განისაზღვრება ფორმულით 
1 

X=2- წმი C()IVი, (83,19) 

სადაც IIი C(0 )ც წარმოადგენს 19 C()-ს ნაზრდს ზემოთ მითითებული შემოვლისას 

#) წრფეზე?!. 
ამ პირობებში /I(C,, C:,.... 6.) კლასის კანონიკური ფუნქცია განისაზღვრება 

(ნულისაგან განსხვავებული მამრავლის სიზუსტით) შემდეგი ფორმულით: 

  

““, როცა 26C51+, 

აღაც 2+! 1ი 00(0) ძჯ (+I(%V%%» 
IC) =- 2 | + 0 0-2. Cა() = (+) C(), (83,21) 

ამასთანავე ? 
1+!': 

ი Cი00) = XIი – –- ჯ+#% C() 

არის ის მნიშვნელობა, რომელსაც თვალებთ, თუ 19 C(ი-ს მნიშყნელობას განვსა– 

  ზღვრავთ ზემოთ აღნიშნული პირობების თანახმად, ხოლო > იქნება შტო, 

რომელიც უწყვეტად იცვლება #-ზე (უსასრულოდ დაშორებული · წერტილის ჩათვ- 
ლით), გარდა C წერტილისა. 

შეუღლების ამოცანის /XC,, Cა, ... 0) კლასის ზოგადი ამონახსნი მოიცემა 

ფორმულით 

30 იხ. შენიშვნა პარაგრაფის ბოლოში. 

9L იხ. შენიშვნა პარაგრაფის ბოლოში.
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X2 (C(2+!: «04! 
დრ) = “5, ) 737 X+0V)0–83 + XL(2) C(2), (83,22) 

ი 

სადაც C0(2) შემდეგი სახის პოლინომია: 

2-–-IM? 
+-..+ თ(--,) , (83,23)   CC21)=Cი +C 7. 

რი, 6), ..„ 6, ნებისმიერი მუდმივებია. 

როცა X> – 1, ყოველთვის არსებობს ყველგან შემოსაზღვრული ამონახ- 

სნები, გარდა შესაძლებელია 0,+,,..., C,, კვანძებისა და განსაკუთრებული?? კვან- 

ძების მიდამოებისა, ეს ამონახსნები მოიცემა (03,22 ფორმულებით, როცა 1=X; 

თუ X=-1 უნდა ვიგულისხმოთ, რომ C(2) = 

როცა X<-1, ასეთი ამონახსნები არსებობს მხოლოდ მაშინ, როცა შესრუ- 

ლებულია პირობები: 

| 3 XC V 1 #--2; 83,24 
, ლ XIსთყე > M#=9% ს.ს --#--2, (83,24) 

ამ პირობების შესრულების შემთხვევაში (ერთადერთი) ამოჩახსნი მოიცემა (8ქ,22): 

ფორმულით, სადაც C(2)=0. 

შენიშვნა 2. თუ უსსრულოდ დაშორებული წერტილი არ წარმოადგენს 

წყვეტის წერტილს, ე. ი. როცა 6(–-–=)=C0(+ =), #(-–- %)= #(+ «), ზემოთ 
მოყვანილ ფორმულებს შეიძლება მივცეთ ისეთივე გარეგნული სახე), როგორც 

უწყვეტი კოეფიციენტების შემთხვევაში გვაქვს (§ 38). 
მართლაც, თუ უსასრულოდ დაშორებული წერტილი არ წარმოადგენს კვანძს, 

მაშინ იგი შეგვიძლია ავიღოთ L) წირზე შემოვლის საწყის წერტილად, 1 = –– თ- 

დან 1= +-CC-მდე მოძრაობისას. მაშინ გვექნება: 

  

M=-- I0 00)1“=, (83,19ა) 

ამასთაჩავე, Iი 06(0-ს მნიშვნელობები ზემოთ მითითებული წესის შესაბამისად უნდა 

იყოს არჩეული, 

Iი Cთი(,) ფუნქცია უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში 

დააკმაყოფილებს /7 პირობას, რის შედეგადაც შეგვიძლია დავწეროთ: 

თ _1_ ( 10 Cი(,) ძ! 1 Iი Cი(1) ძ/ 

(0=5. , (2  2#., 1+I1. ” 
#ხ ა 

ვინაიდან უკანასკნელი ორი ინტეგრალი (კოშის მთავარი მნიშვნელობის აზრით) 

არსებობს. თუ უკუვაგდებთ უკანასკნელ (მუდმივ) შესაკრებს, შეგვიძლია (83,20) 

ფორმულაში ჩავთვალოთ. რომ 

(83,21ა) , 

» 1 C” 1 თ(/)# 
7ჯ=–-- ა.ს 7.... 

(1 = 2» 1 L--2 
ა 

22 განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში ყველა ამონახსნი თითქმის შემოსაზღვრულია.
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ეს X(2)-ს შეცვლის მხოლოდ ნულისაგან განსხვავებული მუდმივი მამრავლით. 
ამგვარად, მივიღეთ ფორმულები, რომელთაც აქეთ ზუსტად ისეთივე სახე, 

როგორც (218,2), (38,12), (38,13) ფორმულებს. 

ანალოგიურად, ჩვენს შემთხვევაში (83,22) ფორმულა შეიძლება ჩაეწეროთ 

ისეთივე სახით, როგორც («38,14) ფორმულა. 

ყოველივე ზემოთქმული, გარდა უკანასკნილი აბზაცისა „ცხადია, ძალაში 

რჩება, თუ «(ჰ) ფუნქციას უსასრულობაში აქვს წყვეტა, ე. ი. #(--თ)=56CV(+ C). 

§ 84. ერთი ხერხი, რომელიც ამარტივებს კანონიკური ფუნქციის აგებას. 

19. ზოგჯერ კანონიკური ფუნქციის გამო თვლა შეიძლება საგრძნობლად გამარ- 

ტივდეს, თუ ვისარგებლებთ § 35-ში იმ კერძო შემთხვევისათვის გამოყენებული 

მოსაზრებით?9, როცა # შედგებოდა შეკრული მარტივი კონტურებისაგან. 

სახელდობრ, ვთქვათ უბან-უბან გლუვი L წირი დაყოფილია რამდენიმე უბან- 

უბან გლუვ L), Lე), .... L„ წირად, რომელთაც საერთო კვანძები არ გააჩნიათ 

(კვანძებს მიეკუთვნება აგრეთვე C(/) ფუნქციის წყვეტის ყველა წერტილი). ვთქვათ, 
X, 2) გარკვეული კლასის კანონიკური ფუნქციაა იმ პერობით, რომ სასაზღერო 

წირი შედგება ერთი L, წირისაგან. 

მაშინ, როგორც ადვილი შესამჩნევია (შდრ. § 35, მე-4 პუნქტის), ფუნქცია 

X6 = XI8:X ·"· X, (84.1) 
წარმოადგენს გარკვეული კლასის კანონიკურ ფუნქციას L სასახღვრო წირისათვის. 

ცხადია, აგრეთვე, თუ როგორ უნდა შეირჩეს X,(7,..., X,(2) კანონიკურ 

ფუნქციათა კლასები იმისათვის, რომ მივიღოთ მოცეგბული კლასის კანონიკური 

ფუნქცია. 
თუ ვისარგებლებთ ზემოთ მითითებული გარემოებით, ადვილად ავაგებთ კანო- 

ნიკურ ფუნქციას მაგალითად იმ შემთხვევაში, როცა L შედგება სასრული რაოდე- 

ნობის მარტივი შეკრული უბან-უბან გლუვი კონტურებისაგან, რომელთაც არა აქვთ 

საერთო წერტილები. ამის გაკეთება შეიძლება წინა პარაგრაფის მე-2 პუნქტში 

მოცემული ამოხსნის საშუალებით, როცა # მარტივი უბან-უბან გლუვი კონტურია. 

იმავე გზით ადვილია კანონიკური ფუნქციის აგება იმ შემთხვევეაში. როცა L 

შედგება სასრული რაოდენობის შეკრული კონტურებისაგან და ღია რკალებისაგან, 

რომელთაც საერთო წერტილები არა აქვთ. ამისათვის საკმარისია გამოვიყენოთ 

წინა პარაგრაფის 19 და 2ბშ პუნქტებში მოცემული ფორმულები. 

29. თუ მიღებული პირობის საწინააღმდეგოდ, უბან-უბან გლუე #), Lა, ..., L» 

ნაწილებს, რომლებადაც დავყავით #L წირი, საერთო კვანძები აქვს, შეიძლება აღ- 

მოჩნდეს, რომ (84,1) ფორმულით აგებული X(2) თუნქცია ზოგიერთი C,...., C, 

კვანძის მახლობლობაში აღარ აკმაყოფილებს (78,2) და (78,3) პირობებს, ამიტომ 

აღარ წარმოადგენს კანონიკურ ფუნქციას. თუმცა, ცხადია, ყოველთვის შეიძლება 

ისეთი 7), ..., #, რიცხვების შერჩევა, რომ ფუნქცია 

(2-–– თ)M.--(2-– C,)”! X(2) 
კანონიკური იყოს. 

ამგვარად, ზემოთ აღწერილი ხერხი შეგვიძლია გამოვიყენოთ მაშინაც, როცა 

L), .., Lე წირებისათვის ზოგიერთი კვანძი საერთოა. 

4 შეადარეთ VV. ჰ. 1IIII>I091/ (11.
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11. კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნების ამოცანა ზობად შემთხვევაში 

ამ კარში ზემოთ მიღებული შედეგების გამოყენების უმარტივეს მაგალითად 
განხილულია კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნების ამოცანის ამოხსნა ზოგად შე- 

მთხვევაში, როცა ინტეგრების გზა არის ნებისმიერი „უბან-უბან გლუვი წირი. 

ქვემოთ მოყვანილი შედეგები, ერთი მხრივ, წარმოადგენს იმ ცნობილი შედე- 

გების განხოგადებას, რომლებიც ეხება კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნებას, 

როცა ინტეგრების გზა ნამდვილი ღერძის მონაკვეთია, ანუ 

+ძ 

( დ(X) ძX 

V– IX = /(Xი) 

–ძ 

ინტეგრალური განტოლების ამოხსნას, სადაც /(წ) მოცემული, ხოლი თCდ(X) ნამდ- 

ვილი ცვლადის საძიებელე ფუნქციაა. 

ეს განტოლება უმარტივეს სინგულარულ განტოლებას წარმოადგენს, იგი 

მნიშვნელოვან როლს თამაშობს თვითმფრინავის თხელი ფრთის თეორიაში და ამი- 

ტომაც მას ბევრი ავტორი?! განიხილავდა. 

უფრო ზოგად შემთხვევაში, როცა ინტეგრების წირი ნაცვლად წრფის ერთი 

მონაკვეთისა'? შედგება (სასსრული რაოდენობის) გლუვი გახსნილი რკალებისაგან, 

ე. ი. წყვეტილ გლუვ წირს წარმოადგენს. ამოცაზის ამოხსნა მიიღო ავტორმა მე- 

LI6|) სტატიაში. ეს ამოხსჯა მოცემული იქნება ქვემოთ § 86-–-88-ში. 

როცა ინტეგრების წირი თავისთავს ჰკვეთს და გააჩნია კუთხური წერტილე- 

ბი, ამოცანის ამოხსნა მიღებული იყო მოგვიანებით VV. I. ?ICIIL2I05MV-ს მიერ (1| 

ნაშრომში, მაგრამ ამ ამონახსხებს მეტისმეტად რთული და დაუმთავრებელი სახე 

ჰქონდათ, მაშინ როცა წინა კარში მიღებული შედეგების გამოყენება საშუალებას 

იძლევა იოლად მივიღოთ სავსებით დასრულებული და მეტად მარტივი ამოხსნა. 

როგორც ქვემოთ დავინახავთ, შებრუნების ამოცანა დაიყვანება შეუღლების 

ერთ უმარტივეს ამოცანაზე. მეტი თვალსაჩინოებისათვის თავდაპირველად განვიხი- 

ლავთ შემთხვევას, როცა ინტეგრების გზა წარმოადგენს ნაწყვეტ გლუვ წირს, 

შემდეგ კი გადავალთ ზოგად შემთხვევაზე. 

§ 85. თ+ CL თდ-=; ამოცანის ამოხსნა ნაწყვეტი გლუვი სასაზლვრო წირის 

შემთხვევაში. ამოცანა, რომელზედაც ეს-ეს არის ვილაპარაკეთ და რომლის ამოხს- 

ნაც საშუალებას მოგვცემს ერთბაშად ამოვხსსათ კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუ- 

% იხ, მაგალეთად, ლ სედოვი |2), მ. კელდიში და მ. ლავრენტიევი (2), IL. 5Cჩ»გძ6L (LI), 

LI 5ნხიყფბი (II, |2), I. V6I§ა(იფიI (1), L, IIIლ00ი) (3), (6), I. MICMCI (21, I. ICIII0LL (1) 
2 I. 50სილლი (1) იძლევა აგრეთვე ამოხსნას (მეტად რთული ხერხით) ნამდვილი ღერძის 

ორე მონაკვეთის შემთხვევაში სხვა ამოხსნა, როცა ინტეგრების“ გზა შედგება ნამდვილი ღერძის 

მოზაკვეთებას სასრული ერთობლიობ "საგ ან, მოცემულია სტატიაში IL. MICMლ|I (2). 

ზოგადი თვალააზრასეთ კოშის ტიპის ინტეგრალის მებრუნების საკითხი, როცა ინტეგრების 
გზა წარმოადგენს ნამდეილ· ღერძის მონაკვეთების სასრულ ან თვლად სიმრავლეს, განხილულია 

ნ. ახიეზერის (1) სტატააშ:. მონაკვეთთა თვლადი სიმრავლის შემთხვევა განხილულია აგრეთვე 
ს. ფრეიდკინის მიერ |1|
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ნების ამოცანა, წარმოადგენს შეუღლების ამოცანის კერძო შემთხვევას, სახე–ლდობრ, 

იმ შემთხვევას, როცა C(/1=–-1. 

ამგვარად, ჩვენს ამოცანას შეადგენს განვსაზღვროთ უსასრულობაში სასრული 

რიგის მქონე უბან-უბან ჰოლომორფული CX(7) ფუნქცია სასაზღვრო პირობით 

დ+() + (I) =V(0), 1CL, (85,1) 
სადაც (ე) L-ზე მოცეზული ფუნქციაა. აქ და შემდეგ პარაგრაფებშიც (§ 88-ის 

ჩათვლით) ვიგულისხმებთ, რომ # გლუვი ნაწყვეტი წირია, ე. ი. L შედგება 
ისეთი გახსნილი გლუვი L.ს=0,ხ, რკალებისაგან” რომელთაც არა აქვთ საერთო 

წერტილები; ჩვენ ჩავთვლით, რომ #,-ზე დადებითი მიმართულებით მოძრაობას 

მივყავართ ძ,-დან ხ,-საკენ. 
შემდგომში 0), C),,.., რ„-თი აღენიშნავთ ძ,, 0, ბოლოებს, გადანომრილს 

“რაიმე თანამიმდევრობით. 

L წირის გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეს აღვნიშნავთ 5-ით. მოცემული კლასის 

კანონიკური ფუნქციის, ანუ ერთგვაროვანი შეუღლების ამოცანის 

დ+0ც) + რ-() =0, 1CL (85.2) 

“მოცემული კლასის კანონიკური ამონახსნების ერთბაშად მიღება შეიძლება § 78-ის 
ან § 83-ის 19-ის ზოგადი ფორმულებით; შესაბამისი (სრულიად ელემენტარული) 

გამოთვლების ჩატარებას მკითხველს ვანდობთ (ასეთ გამოთვლებს ჩავატარებთ 
§ 89-ში ზოგად შემთხვევაში) როგორც უშუალო “შემოწმება გვიჩვენებს 

#M(0ც თ... 0კ) კლასის კანონიკურ ფუნქციას იძლევა შემდეგი ფორმულა: 

  

_06VMVრ0 _ 01/ რთ – 
20-C 7  V წ (დ 

სადაც C ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერად ფიქსირებული მუდმივია, 

ი 2ი 

=90= II C-«, %0= II C-ია. (85,4) 
#=1 #=0-+1 

"ხოლო 

/ (2) ო 

V #2 
არის 5-ში, ე. ი. #-ზე გაჭრილ სიბრტყეში ჰოლომორფული ფუნქციის რომელიმე 
შტო. · 

ვინაიდან ჩვენ ხშირად გვექნება საქმე ასეთ ფესვთან, ამიტომ შევთანხმდეთ, 

რომ (5) ფესვი აღნიშნავს §-ში ჰოლომორფულ იმ შტოს, რომლის გაშლას 2-ის 

კლებადი ხარისხების მიხედვით უსასოულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლო- 

ბაში აქ>ვს სახე 

#(2) _ ,. 0-1 ძ-ი-% LC... 85,5 
· XC = «წ + ტინ) + ტინ + (85,5) 

ფესვები V მფ) და #77. მომავალში შეგვხვდება მხოლოდ შემდეგ შეფარდე- 

ბებში;



312 თავი IV. შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხვევაში... I§ 85 
  

7/ 7,2 #%(2). (ს, 

VI:X6IV სICI 

პირველი წილადი იგივეა რაც (3), ხოლო მეორე –-(?) ფესვის 'მებრუნებული სი- 

დიდე. დაბოლოს, (?) ფესვის სასაზღვრო მნიშენელობას L-ზე მარცხნიდან აღენიშ- 
ნავთ 

  

  

წერას) #0 C /=0 
I M() ი 4780 წე) 7) 

ამგვარად, განმარტების ძალით, 

/%0I _ | V #(0 
IV/ წთ 

ცხადია, რომ 

#0! #0 #0 ! 
I/ 7 რ)“ - I. აო =– V წი. (85,7) 

ICC. C:,... C) კლასის კანონიკური ამონახსნის (85,3) გამოსახულებიდან ჩანს, 

რომ ამ კლასის ინდექსი 

| _ 1,/–(06 _ ##MC. 
+0CV)) V/ #0) 1760 ' 

    

(85,6). 

  

+=2-V, (85,8). 
ვინაიდან X(2)-ის რიგი უსასრულობაში არის 0-–- 0. ცხადია, აგრეთვე, რომ ყველა 

კვანძი (ამ შემთხვივაში ბოლოები) არაგანსაკუთრებულია. 

ყველაზე ფართო /ე კლასის კანონიკური ფუნქცია Xე(2), ცხადია, იქნება· 

(9=09): 
C 

= == 8 ' Xა9 = 76, (65,9) 
სადაც C მუდმივია, ოლ 

?(C) = IL (2 –C)= II (2 თ) C–ხე. (85,10) 
I=1 

ჩე კლასის ინდექსი 

Xე = /. (85,11). 
ყვლაზე ვიწრო /I,„=/I(0,, ..., 6C:,) კლასის კანონიკური ამონახსნია 

X,,(0 =CMVX#C), (85,12)- 

ხოლო შეს:ბამისი ინდექსი 

«ა = –- /#. (85,13). 
როცა ძ=0/, მაშინ შესაბამისი კლასის ინდექსი ნულია. ნულინდექსიანი კანონი- 

კური ფუნქციის მაგალითს წარმოადგენს /I(ძ)ე, თე, ..., 0,) კლასის ამონახსნი 

V #.(2 
X20 =C-–>= ==, 

რ II6-#6) 
(85,14»



§ 85) 1I. კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნების ამოცანა... ვ1ვ- 

სადაც C მუდმივია, 
ი ი 

MI. (0 = II C– ია, #ჩ.(2= || C (85,15) . 
#=1 =1 

29, ზემოთქმულის შესაბამისად, § 80-ის საფუჰველზე არაერთგვაროვანი 

(85,1) ამოცანის M(Cთ), ..., იკ) კლასის ისეთი ამონახსნი, რომელსაც უსასრულობაში 

აქვს სასრული რიგი, მოიცემა ფორმულით 

V სრ (20710: 4C) 
დ ==...

 _–_- (2) 2» IV I2,(2) I #/? წთ00-2 ს. #0. 178) C(2), (85,16) 

სადაც C(2) ნებისმიერი პოლინომია. 

ICC), ..., Cე) კლასის უსასრულობაში ქრობადი, ამონახსნისათვის” ვიღებთ 

შემდეგ შედეგს: 
ჩო, .-.. ი) კლასის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნები ყოველთვის არ- 

სებობს, როცა X = 6-9 >>0 და მოიცემა ფორმულით 

V წთ | 2”იოყირ 1V=Cთ 0 
დ(2) = + - 
2–=2» V სთ  V/რი(–იე V”თ 
  #-0-1 (2), (85,17). 

სადაც 0, ე-I(2) ხებისმიერი ისეთი პოლინომია, რომლის ხარისხიც არ აღემატება 

მ-0--1-ს(0, ,-)(21=0, როცა 0=90); როცა X=/0--ძ<0, მაშინ უსასრულო- 

ბაში ქრობადი V(,,..., 0) კლასის ამონახსნები არსებობს მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა («(I,) აკმაყოფილებს პირობებს 

( #80 #ი0« _ი, +-ი, 1 1”. >>> ” == –1, 8 76) ძი (85,18) 

ის ერთადერთია ღა მოიცემა (85,117) ფორმულით, სადაც 

რ, ა-I2) =0. 

შენიშვნა 1. მოცემული კლასის ამონახსნები § 80-ის 40 პუნქტის შესაბა- 
მისად შეიძლება წარმოვადგინოთ ფორმულებით, რომლებიც რამდენადმე განსხვავ- 

დება (85,16)-საგან. მაგალითად, /”) კლასის, უსასრულობაში ქრობადი, ამონახს- 

ნები, ცხადია, შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს ასეთი სახით 

M წ (#80 დრძ  C,.. (2) თდ(უ = _“ 2.7 =---, 
2 2%'/ IV I?!) 7 V #,(M წ-ა! V #() 

(85.19) 

სადაც I2(, Iა(2) და #X(2) აღნიშნავს იმასვე, რასაც (85,4), (85,10) ფორმუ- 

ლებში. ამასთანავე, იმისათვის, რომ უზრუნველყოფილი იყოს თდ(C)=0 პირობის 

შესრულება, უნდა ჩავთვალოთ, რომ 0 =7/. 

შენიშვნა 2. ადვილი შესამჩნევია (იხ. შენიშვნა § 83-ის მე-2 პუნქტის 

ბოლოს), რომ ზემოთ მოყვანილი შედეგები და ფორმულები ძალაში დარჩება, თუ. 

ჩავთვლით, რომ #-ის შემადგენელ #ჯ=0,6, რკალებს აქვს კუთხური წერტილები,
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ე. ი. ისინი წარმოადგენენ მარტივ, უბან-უბან გლუვ გახსნილ რკალებს, რომელთაც 

არა აქვთ საერთო წერტილები (მათ შორის ბოლოებიც). 

შენიშვნა 3. ადვილი შესამჩნევია (იხ.·§ 82), რომ მიღებული შედეგები 

ძალაში დარჩება მაშინაც, როცა მოცემული 6() ფუნქცია ეკუთენის II(C),..., 0) 

კლასს. 

§ 86. კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნება ინტეგრების ნაწყვეტი გლუვი 

წირის შემთხვევაში. 19. ჩვენი მიზანიას ამოვხსნათ შემდეგი სინგულარული ინ- 

ტეგრალური განტოლება: 
1 C დ”) 
3 | ი ს-ა 666, (66,ა 

L 

სადაც L=L,+.--+L, არის ერთობლიობა გლუვი გახსნილი რკალებისა, რომელ- 

თაც საერთო წერტილები არ გააჩნიათ, ისევე როგორც § 85-ში; /() #-ის 1 
წერტილის მოცემული, ხოლო »(,)) საძიებელი ფუნქციაა. ვიგულისხმოთ, რომ 

(I) ფუნქცია ეკუთვნის // კლასს, ხოლო საძიებელი დ(/) ფუნქცია--//? კლასს. 
იგულისხმება, რომ (86,1) პირობა შესრულებული უნდა იყოს ყველა ”ე-სათვის 

L-ზე, გარდა, შესაძლებელია, ბოლოებისა. 

(86,1) განტოლება იმ სინგულარული ინტეგრალური განტოლების კერძო 

- შემთხვევაა, რომელიც დაწვრილებით იქნება შესწავლილი შემდეგ თაკში. ჩვენ მას 

ცალკე განვიხილავთ, რადგანაც იგი თავისთავად საინტერესოა (იხ. ამ კარის შესა- 

ვალი), ხოლო ამ განტოლების თეორია ზოგადზე მარტივია. 

განვიხილოთ უსასრულობაში ქრობადი უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია 

  

  

.1 დ!) ძ! 

„ცხადია, 

+ძე +68- 1 ( იი 86,3 დ+Vა) + (I = >; , LL (86,3) 

· L 

და, მაშასადამე, (86,1) ეკვივ-ლლენტურია ამოცანის 

დ+(I) +- თ“(1) = /(), 1CL (86,4) 

იმ პირობით, რომ C(=)=0. 

Cთ(C7-ის პოვნის შემდეგ ავაგებთ დთ(,) ფუნქციას შემდეგი ფორმულით: 

დ(0) = დ4(I) – დ“C), (86,5) 

(86,4) ამოცანა წინა პარაგრაფში ამოვხსენით; მისი უსასრულობაში ქრობადი 

'ყველაზე ზოგადი ამონახსნი (ე. ი. /Iე კლასის აძონახსნი) შეიძლება წარმოვადგინოთ 
შემდეგი სახით (§ 85, შენიშვნა 1): 

VI I V ოთ /ტძი , 0-1 (უ 8 
ჰ ოთახი _ებე სეებსებრრრლლრი ( 6,6) 

2»/ / 90 . /სი,–2' Vნ 
  დ(2) = 

'სადაც
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მ 2ი 

როთ =1I C–6ი, ”#= II C-ი), 
=1 M#=90 -+1 (86,7) 

ი 

II) = I | C– ძა) C-–– ხა = წ,ფ წთ, 
#=>1 

ამასთან, ძი = /#. 

გამოსავალი ინტეგრალური განტოლების ზოგად Cდ(/) ამონახსნს (86,5) ფორ- 

მულით მივიღებთ. თუ გავიხსენებთ (85,7) ფორმულას და გამოვიყენებთ სოხოცკი–– 

პლემელის (26,4) ფორმულებს, გვექნება»: 

V =() V #.(0 I(0) ძ! ჩ»-I(/ა) 86.8 

ჯ V I2:(/I) I V ით V– Mი) + V ”(/) ' “იი 

ამ ფორმულიდან გამომდინარეობს (86,1) განტოლების შემდეგი თვისება: თუ 

(81,6) ინტეგრალური განტოლების /I” კლასის რომელიმე , ამონახსნი შემოსაზღ- 

ვრულია 0, ბოლოს რაიმე მახლობლობაში, მაშინ იგი აუცილებლად ნული ხდება 

ამ წერტილში, ხოლო მის მიდამოში მიეკუთვნება MI კლასს. 

მართლაც, ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ (2 -––C,) შედის #2,(2)- 

ში თანამამრავლად. მაგრამ მაშინ § 22-ში ნათქვამის საფუძველზე მარჯვენა მხარის 

პირველი შესაკრები 0, წერტილის მახლობლობაში ეკუთვნის MI კლასს და ნული 

ხდება??, როცა /ი=0,. შემდეგ, რადგანაც, პირობის თანახმად, დ(7)) შემოსაზღ- 

ვრულია 0, წერტილის მახლობლად, ამიტომ #.,.,(/) პოლინომი იყოფა (#ე---0,)-ზე. 

ამის შემდეგ დებულება ცხადია. 

“მეუღლების ამოცანის ამონახსნების მსგავსად, (86,1) განტოლების ამონახს- 

ნებიც შეგვიძლია დავყოთ კლასებად; /I(C,, თე, ..., 6) კლასს მივაკუთვნოთ ყველა 
ამონახსნი, შემოსაზღვრული C,, Cე, ..., 0, ბოლოების მახლობლად. როგორც უკვე 

ვნახეთ, /I(C), Cა, ..., Cე) კლასის ამონახსნები მიეკუთვნება // კლასს ამ ბოლო- 

ების მახლობლობაში (დღა ამ წერტილებში ნულის ტოლი ხდებიან), ამიტომ 

#M(0,, C, ... 6) კლასის ჩვენი განმარტება სავსებით ეთანხმება § 82-ის განმარ- 

ტებას. 
მიზნად დავისახოთ ვიპოვოთ (86,1) განტოლების ყველა ამონახსნი, რომელიც 

ეკუთვნის /I(0,, თ, ..., 0.) კლასს. ზემოთ ნათქვამიდან ცხადია, რომ ამ კლასის 

ყოველ დ(I) ამონახსნს (86,2) ფორმულით შეესაბამება (86,4) სასაზღვრო ამოცანის 

იმავე კლასის 0X2) ამონახსნი და პირიქით, (86,4) სასაზღვრო ამოცანის ყოველ 

დ(2) ამონახსნს –– /ICC,, 6, ..., 6.) კლასიდან (86,5ე ფორმულით (86,1) განტო- 

ლების იმავე კლასის ამონახსნი. 

§ 85 შედეგების გამოყენებით ადვილად მივდივართ შემდეგ დასკენამდე: 

როცა X = 0-0 >90, მაშინ (861) განტოლების ამონახსნები ყოველთვის 

არსებობს #M(C,, C:, ..., 6) კლასში და მოიცემა ფორმულით 

დ(Iე) = 

  

· V>=V0) V 7.() I(/) V 7,(I,) ' 
(1 = 2 1V”ი0 

მი 5786) | 7რი0-)  V ნ) წეს) 869) ჯ 

26 ეს გამომდინარეობს (22,8) ფორმულიდან, როცა ჯ= 1/2.
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სადაც #. ი-1(ჩ) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხიც არ აღემატება 

ნ-9--1-ს (როცა 0=0, იგი ნულის ტოლია). 
თუ X>=0-–-ძ <0, მაშინ /I(0,, C,..., 6) კლასის (ერთადერთი) ამონახსნი. 

არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /() ფუნქცია აკმაყოფილებს პირობებს 

პინო მM0% ა, ( MC ' 
ამ პირობებში ამონახსნები მოიცემა იმავე (86,9) ფორმულით, როცა #M, „-1(/-)=0. 

მიღებულ (86,9) შედეგს შეიძლება ვუწოდოთ (86,1) ფორმულის მარცხენა. 

მხარეში დაწერილი ინტეგრალის შებრუნების ფორმულა. 

განსაკუთრებით აღვნიშნოთ II(), ძე, ..., თ,) კლასის შესაბამისი შებრუნების: 
ფორმულა; ამ შემთხვევაში § 85-ის აღნიშვნების საშუალებით ((85,15) ფორმულა). 

მივიღებთ: 

0, 1,..., 0ი- მ––- )1; (86,10)- 

(86,11)- “რ 

ყე) – რი) | #M0/0« 
" #V/7სV) ჯ V #0 C-–#4). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ზემოხსენებული ყველა შედეგი ძალაში დარჩება, 

თუ ჩავთვლით, რომ /(/) ფუნქცია MI კლასის ნაცვლად ეკუთვნის I/I(0,, 0C,,..., 0) 

კლასს და ამონახსნებსაც ვეძებთ იმა:ე კლასში. 

დამატებით აღვნიშნოთ, რომ ვ. პოგოჟელსკის ბოლო დროს გამოქვეყნებულ: 

(V/. ი0ძ0L2015MI |3)) ნაშრომში ზემოხსენებული ფორმულები დამტკიცებულია 

რამდენადმე უფრო ზოგადი დაშზვებებით. 

29%, უკანასკნელ ხანს გამოქვეყნებულ მთელ რიგ ნაშრომებში M#. M1ICVCI |2|), 

L. 1ლ00) (3), II. 5შიყმზი |2), აგრეთვე, ზოგიერთ უფრო ადრინდელ ნაშრომში, 

(86,8) ფორმულა მიღებულია ჯამებად ფუნქციათა ზოგიერთი ქვეკლასებისათვის # 

წირის შესახებ მიღებული ზოგიერთი კერძო დაშეებით. ამ მიმართულებით უკანას– 

კნელ ხანს უზოგადესი შედეგები მიიღო ბ. ხვედელიძემ (111, I12) ნაშრომებში იმ: 

შემთხვევისათვის, როცა L ნაწყვეტი ლიაპუნოვის წირია. ამ ავტორის შედეგებიდან. 

უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ (86,1) განტოლების მარჯვენა მხარე /(1) 

ეკუთვნის //V კლასს, მაშინ ამ განტოლების ყველა ამონახსნი, უწყვეტი L-ის ყოველ 

ჩაკეტილ ნაწილში: რომელიც ბოლოებს არ შეიცავს და ჯამებადია მთელ L-ზე. 

რომელიმე # ხარისხში (0>> 1) ეკუთვნის /7” კლასს. 

§ 87. შებრუნების ამოცანის ზოგიერთი სახეცვლილება ინტეგრების გლუვი 

ნაწყვეტი წირის შემთხვევაში??. ჩვენ უკვე ვნახეთ, რომ, საზოგადოდ, არ არსე- 

ბობს (81,6) განტოლების ისეთი ამოხსნები რომლებიც შემოსაზღვრულია ყველა 

ბოლოს მახლობლობაში. თუმცა ძნელი არ არის იმის ჩვენება, რომ გან ტოლებას. 

1 ( დ()ძ! 
ჯ” , (– 1 = IC/ი) + #(CI),7 10CL, (87,1). 

97 ამ პარაგრაფის შედეგების განზოგადება ფუნქციათა უფრო ფართო კლასებისათვის მოცე; 

მულია ბ. ხვედელიძის ნაშრომში (18).
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სადაც /(ი) // კლასის მოცემული ფენქციაა, ხოლო #X/)-–– პოლი- 

ნომია, რომლის ხარისხი არ აღემატება (0-–– 1)-ს და წინასწარ არ 

არის დაფიქსირებული, ყოველთვის გააჩნია ერთი და მხოლოდ 

ერთი შემოსაზღვრული ამონახსნი. ამასთანავე #(V) პოლინომი 

სავსებით განისაზღვრება. 
წინა პარაგრაფში უკვე აღნიშნული იყო, რომ ყველგან შემოსაზღვრული ამო- 

ნახსნი ეკუთენის /7 კლასს. 
თავდაპირველად დავამტკიცოთ, რომ თუ ამონახსნი არსებობს, მაშინ ის ერთად- 

ერთია. ეს: იმას ნიშნავს, რომ თუ 

1 დ(/)ი! 
–_–_ დაასაეო“რი–ი 25=. 8 > | (“I (872) 

სადაც დ(/) არის # კლასის ფუნქცია, ხოლო (ს) პოლინომია, რომლის ხარისხი 

არ აღემატება (0 –– 1)-ს, მაშინ აუცილებლად დ(/) =0, #(C/) =0. 

დავამტკიცოთ ეს დებულება. თუ არსებობს (87,2, განტოლების #7 კლასის 

ამონახსნი, მაშინ ის აუცილებლად მოიცემა, მაგალითად, (86,11) ფორმულით 

M# =MC) ( VI) #00“ 
ჩე) = “ხს ი/ , 

94%) XL I M?(/ი) ჯ V %(0 (-–7/) (87,3) 

ვინაიდან ეს ფორმულა გვაძლევს არა მარტო #7 კლასის ყველა ამონახსნს, არა- 

მედ MIX კლასის ყველა ისეთ ამონახსნს რომლებიც შემოსაზღვრულია ძი, ბოლო- 

ებში. ინტეგრალი 

_ 1 Vსიხი« 
“ი, I V# თ.) (–-1) 

ადვილად გამოითვლება. მართლაც, ვთქვათ 

_ 1. (( / 0) ი0)თ 
აი = (იიი 2 2»: 

L 

სადაც 2 აღნიშნავს L წირზე არამდებარე წერტილს. მაშინ, ცხადია, 

წ((8) = 9+(0) + 6-7). 

მეორე მხრიკ, ცხადია, რომ 
1 –- 

იფ =-- V თ LC) # , 

4»! ა! V რით) #–ჟ 

სადაც /# აღნიშნავს ერთობლიობას იმ # რაოდენობის შეკრულ მარტივ /ჯ კონ- 

ტურებისა, რომლებიც მოიცავენ L, რკალებს, შემოივლიან მათ საათის ისრის მოძ- 
რაობის მიმართულებით და იმდენად ახლოს არიან მათთან, რომ 2 წერტილი თი- 

თოეული #ჯ კონტურის გარეთ მდებარეობს (იხ. ნახ. 19).
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თუ გამოვიყენებთ კოშის თეორემას??? ნაშთების შესახებ, მივიღებთ 

1 #7) 
2 V/%-C) 

სადაც #2) #0--1 ხარისხის რაიმე პოლი5ომია??. აქედან 

/(/)) = 54% (ჯა) + C“ (/ა) = #V-) 

და, მაშასადამე, (87,3) ფორმულის თანახმად, 

V ”.C,) V# ოი. L 

წმული 
რადგანაც, პირობის თანახმად, დ(7) უნდა იყოს შემოსაზღვრული აგრეთვე ხ, ბო- 

ლოებში, ამიტომ #%ნხ,)=0, #=1, 2, ..., მ. საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

#”LC7I)=0 და, მაშასადამე, დ(/ე) =0. 

ახლა (87,1) ფორმულაში უშუალო ჩასმით 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (87,1) განტო- 

ლების (ერთადერთი) IM კლასის ამონახსნი, 
მოიცემა ფორმულით 

V 0) რია | I4()) რ. 

V 2Cთ (–1)” 

1 
C(უ = ნC) + “ი თ),   

დ(7ე) = (ი).   

დ(7ი) = (87,4) 

სადაც კვლავ 

  

MC) = მIC-ათ-ია, V #თ=(/ 90)“. 
=1 

ამასთანავე ვიპოვით (C,) პოლინომის გარკვეულ მნიშვნელობას. 

ამ მიზნით დავუშვათ, 

1 დთ(0ძ იი - 3 (104 8 
2XL , (87.5) 

L 

სადაც იგულისხმება, რომ დ(/) ფუნქცია განსახღვრულია (87,4) ფორმულით, მაშინ 

შესამოწმებელი (87,1) ფორმულა მიიღებს სახეს 

28 ჩვენ ვსარგებლობთ მარტივი ფორმულით, რომელიც . უშუალოდ გამომდინარეობს კოშის 
' თეორემიდან ნაშთების შესახებ: თუ /(2) ფუნქცია ჰოლომორფულია /#, კონტურის გარეთ მდებარე 

წერტილებისაგან შექმნილ არეში, უწყევეტ“ა ამ კონტურების ჩათვლით და თუ, აგრეთვე, დიდი |2|- 

ებისათვის /(2) => IX2) -|- 0((|21-.), სადაც IX2) პოლინომია, მაშინ #ჯ კონტურების გარეთ მდე- 
ბარე 2 წერტილებისათვის გვაქვს 

= ( (0-« I(2) –– ჩ() 2) 152. : 
M 

90 ეს პოლინომი განისაზღვრება იმ პირობით, რომ დიდი (|2|-ებისთვის 

V 7ათ აი (+) 
/წ-C) ნ(C) + (ე =0 2)
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დ”(/ა) + «“((.) = /(/) + /”X(/), (87,6) 
სადაც #(I) რაიმე პოლინომიმ, რომლის ხარისხი არ აღემატება 0--1-ს. %-X2)-ის 

გამოსათვლელად აგრეთვე დავუშვათ, რომ 

# #C. ( I(I) ძ/ 
2»! ; #2 VI. 677 
  VI(–2 = 

(87,7) და (87,4)-ის თანახმად, ცხადია, გვექნება 

დ(I) = M+() – CV“, 

და ამიტომ, როგორც ადეილი შესამჩნევია, 

1 ( დი)ძ! 1 V(00. 
  

თე = 2. )1– 2 2 (––-2 
#/ 

სადაც /ს აღნიშნავს იგიეეს, რასაც ზემოთ. V/(/)-ს ნაცვლად თუ აქ ჩავსვამთ (87,7)- 

დან მიღებულ მნიშვხელობას, მივიღებთ 

ით - > (V964 1 (_ I04  _ 
2 =2» ) 0-7 22 ) ##ძ0ძა თV–0 

1 ” /0)რ6 1 წ M#M”წთ« _ (87,8) =2 ) M/ნძ) 25) (– უხც–სი 
L # 

თუ შიგა ინტეგრალის მიმართ გამოვიყენებთ კოშის თეორემას ნაშთების შესახებ, 

მაშინ უშუალოდ მივიღებთ: 

1 VII «I V 7C 
2, ) V–20,--0 კიი. 87,9 22 ქ) 0–ითC-0 60=72 122) (87,9 

M 

სადაც CX(2, 1,) აღნიშნავს (0 -– 1) რიგის პოლინომს, რომელიც განისაზღვრება იმ 

პირობით, რომ დიდი |2|-ებისათვის 

/ 9?) 1 V ჩC თ იC ე) +0 (– I. 

C0C, #) პოლინომი შეიძლება განისაზღვროს შემდეგნაირად: ვთქვათ C(2) აღნიშნავს 

ჩ? რიგის პოლინომს, რომელიც იმ პირობით განისაზღვრება, რომ დიდი |2I-ები- 

სათვის 

  

„გ 1 
V (0 =0() +0 (>) · (87,10) 

მაშინ, ცხადია, 

I 
C(2, ე- 19-90, (87,11) 

90 შეადარეთ წინა გეერდის პირველ სქოლიოს: გავიხსენოთ, რომ 2 წერტილი მდებარეობს 

# კონტურებს გარეთ, ხოლო /,--–ერთ-ერთი მათგანის 'შიგნით.
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“დაბოლოს, (87,9)-ის ჩასმით (87,8)-ში მივიღებთ 

MV 7? ( /(() ძი 
2»! ; V IV) (/,-– შ) 

სადაც IMX2) აღნიშნავს გარკვეულ პოლინომს, რომლის რიგი არ აღემატება /#--1-ს, 

„სახელდობრ, 

1 
რ = + -ვ“ 9, 

/0 0(C, 0) 

L 

“დX2)-ის ზემოთ მოყვანილი გამოსახულებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 

(87,6) პირობა შესრულებულია. 

ამგვარად, ჩვენი დებულება დამტკიცებულია; ამასთანავე მივიღეთ IX2) პოლი- 

ნომის სრულიად გარკვეული (87,12) გამოსახულება. 

ეს გამოსახულება საშუალებას იძლევა დავადგინოთ (სხვ. გზით, და არა ისე, 

"როგორც § 86-ში, უფრო ზოგად შემთხვევაში) 

1. ( დ(ტძ/. 

(87,12) 

MI 1) 1-7 IV 

„განტოლების ყველა ბოლოზე შემოსაზღვრული ამონახსზის არსებობის აუცილებელი 
-და საკმარისი პირობები. კვლავ ვგულისხმობთ, რომ /(/) ეკუთვნის // კლასს. 

ცხადია, ეს პირობა იმაში მდგომარეობს, რომ 

(ი 96 04 =- (67,13) 

'_სადაც 

CVC,0 1) = 0ი(,) 2“! + C,(/) 2?-ზ + ...+ C,. ,(, 

ხოლო 0,„(/) გარკვეული პოლინომებია, რომლებიც ადვილად გამოითვლება (87,10) 
-და (87,11) ფორმულების საფუძველზე. კერძოდ, ცხადია, რომ ()(/()=1 და, საზო- 

გადოდღ, 0,(I) პოლინომის უფროსი წევრი #ს ტოლია. აქედან გამომდინარეობს, 
რომ ფუნქციათა 0%(,), CI)(/), ...„· C, 1(/) სისტემა 1, 7, 12,... სისტემის ეკვივალენ- 

ტურია იმ აზრით, რომ თითოეული ამ სისტემის ნებისმიერი ფუნქცია მეორე სის- 
ტემის ფუნქციათა წრფივ კომბინაციას წარმო:დგენს. 

(87,13) პირობა, ცხადია, ეკვივალენტურია 0 პირობისა 

თ(0/0 «4 _ე 
V 7Cთ 

«ან, ზემოთქმულის საფუძველზე, უფრო მარტივი სახის ი პირობისა 

#=90, 1, 2,..., ი–-1, 

  

#ICთ ძ 
===0, #ჩ=0, 1,,..., 8-1. 87,14 | > ი (87,14)
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როგორც უკვე ზემოი, იყო აღნიშნული, ეს შედეგი წარმოადგენს § 86-ში 

სხვა გზით მიღებული შედეგის კერქო შემთხვევას. 

განსაკუთრებით აღვნიშნოთ შემთხვევა, როცა 2=1. ამ შემთხვევაში /%/) 

პოლინომი გადაიქცევა მუდმივად. ამრიგად, გვაქვს შემდეგი შედეგი. 

ვთქვათ, ძხ გახსნილ რკალზე ვეძებთ // კლასის C(/) ფუნქციას და ისეთ C 

მუდმივს, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

1 %ი(/)ძ( 

C 1=80“- IV +6, (87,15) ·I , 
L 

სადაც /#() თხ რკალზე მოცემული ფუნქციაა // კლასიდან. 

(ერთადერთი) ამონახსნი მოიცემა ფორმულებით 

  

_ #/ იი–0თ) (7-–– წ) | _ 0 
დ(/ა) = I ) IVI–თ0–0)(I(--/)” (87,10) 

იხ 

1 /(0) ძ! : 
0=> | V0–თ0=–წ). 071» 

L 

§ 88. გაგრძელება. წინა პარაგრაფის (87,15) ამოცანა წარმოადგენს იმავე 

პარაგრაფის (87,1) ამოცანის კერძო შემთხვევას. პირველი ამოცანა შეიძლება გან- 

ზოგადდეს სხვა მიმართულებითაც, სახელდობრ, ამოიხსნას შემდეგი ამოცანა. 

მოვძებნოთ #/ კლასის დ(,) ფუნქცია და C, მუდმივები პირობით 

1 თდ()ძ? 
XL 1-#% = /(/ა) +0,, როცა (CL, #=1, 2... ჩი, (88,1) 

L 

სადაც /#() M/-კლასის მოცემული ფუნქციაა. 

თავდაპირველად დავამტკიცოთ, რომ ამოცანას არ შეიძლება ჰქონდეს ერთზე 

მეტი ამოხსნა, ე. ი. თუ 

1 ი '_ ე C LL #=1, 2 88.2 #7 I 1 0,, როცა 7ე >. 1, 2,..ს #ჩ, (88,2) 

მაშინ აუცილებლად დ(I) =0, C„=0. მართლაც, ვთქვათ, C(I) აკმაყოფილებს (88,2) 

პირობას, დავუშვათ 

1 დ(/,)ძი1 

90) = 2; ( 1-2. (58, 
L 

(88,2)-ის თანახმად, Lჯ-ზე გვაქვს 

დ!(ა)) + დ“ (ჩა) = C,, 

რძე – 5=– |თ-ძა– +)
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საიდანაც, ცხადია, გამომდინარეობს, რომ 

კ _----- - C 
MM(2) = I დ-ი) (-–სხა | დ(ე) 2) 

ფუნქცია ჰოლომორფულია #, რკალის რაიმე მახლობლობაში (ამ რკალის ჩათვლით) 

და ნულის ტოლია ძ,, 0, წერტილებშა. ამიტომ 

(2) = (2-– ძ.) (2 –– ხ,) Mი(უ, 

სადაც Vე(2) ფუნქცია პოლომორფულია #L, რკალის მახლობლობაში. ამგვარად, L, 
რკალის მახლობლად 

დ() –– –= M (2-–– 9,)(2-–-– 6.) წი(3 
და, მაშასადამე, 

§X27) 

V C-–-ი)ც–ხ,) ” 
სადაც §X2) ჰოლომორფულია L, რკალის მიდამოში. ზემოთქმულიდან გამომდი- 

ნარეობს, რომ 

დ”/უ = 

დ'(ნუ V ”C = ჩC) 

ფუნქცია ჰოლომორფულია მთელ სიბრტყეზე. რადგანაც IX2) = 0 (|2|”-?) დიდი 

|2|-ებისათვის ამიტომ /#(2) არის პოლინომი„ რომლის რიგი არ აღემატება 

0 –- 2-ს. ამგვარად, 9X2)-ისათვის ვღებულობთ გამოსახულებას 

2 
თ( LX) ძი! (88,4 

2)= ს) #/იჩთ:' 4) 

სადაც ინტეგრება ხდება ნებისმიერი წირის გასწვრივ რომელიც არ გადაჰკვეთს 

L-ს. გარდა ამისა, ვიცით, რომ Cთ(7) ჰოლომორფულია (და, მაშასადამე, „ალსახაა) 

L-ზე გაჭრილ მთელ სიბრტყეში. აქედან შეიძლება დავასკვნათ, რომ CX(2)=0.. 

მართღაც, თუ მხედველობაში მივეღებთ CX2) ფუნქციის ცალსახობას გაჭრილ 
სიბრტყეში, (88,4) წარმოდგენიდან ადვილად მივიღებთ, რომ თXL2) ფუნქცია ძ, და 

ხ, ბოლოებზე იღებს სავსებით განსაზღვრულ სასრულ CთX(თ,), %(6,) მნიშვნელობებს 

და თუ /#ჯ აღნიშნავს შეკრულ კონტურს, რომელიც მოიცავს L, რკალს, უსასრუ- 
ლოდ ახლოს არის მასთან და შემოუვლის მას საათის მოძრაობის მიმართულებით, 
მაშინ · 

ი= ს <5 « 2 ( #70#« "ა დტა თ 
= I #C) = #7 9C) = 2 ICX6,) (ძ,)). 

M. L. 

ასე რომ, თუ ვიგულისხმებთ 

დ() = IM + ს, 

მაშინ V(0,)=V(ხნ,), V(0,)=V(ნ,). განვიხილოთ ინტეგრალი 

I = | «ძი, 

/
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სადაც # ერთობლიობაა #, კონტურების. ცხადია, რომ 

-/ = , თ+-ძი+- "” ძე“). 

  

L 

მაგრამ თანაფარდობიდან დთ+1+თ“=C=თ,+!ჩ, გამომდინარეობს 

ყნღნ+V =თ, ძყ9 = --ძყ+ ' 

და ამიტომ 

#= | «++ ) 40+#= XI. · | «”– 2, თ.Iმ(ხ,) –– 9(0,)) =0. 
ჯ ე L. #=1 

I-( I(5)+ IV) | «+ 
სადაც ორჯერადი ინტეგრალი აღებულია მთელ გაჭრილ სიბრტყეზე. აქედან დავას- 

კვნით, რომ Cთ(2)=(0–+/90=0. მაშასადამე, აუცილებელია დ(0)= 0, რისი ჩვენებაც 

იყო საჭირო. 
გადაეკიდეთ ახლა (688,1) ამოცანის ამოხსნაზე. წინა პარაგრაფის (87,14) ფორ- 

მულა გამოსახავს აუცილებელ და საკმარის პირობას, რომელსაც უნდა აკმაყოფი- 
ლებდეს თ, მუდმივები, რომ (88,1) განტოლებას ჰქონდეს II კლასის ამონახსნი. 
ეს პირობა ასე წარმოიდგინება 

# 

.· მეორე. მხრივ, 

  

? ი,ათ +4,=0 (,/=0, 1,..ს» 7-1), (88,5) 

#=1 

სადაც 

ჯძ1 /I()ძ! 

–) #/Iი' “'“ I V#IC (8,6) 
” 

| “,,| მატრიცის დეტერმინანტი განსხვავდება. ნულისაგან, რადგანაც, წინააღმდეგ 
შემთხევევაში, (88,5)-დან მიღებულ ერთგვაროვან სისტემას, როცა /(/1=0, ექნებო- 

და არანულოვანი ამონახსნი C), C,,..., 6, და, მაშასადამე, (88.2) ამოცანას ექნე- 

ბოდა არანულოვანი ამონახსნი, რაც შეუძლებელია. 

ამიტომ (88,5) სისტემას აქვს ყოველთვის განსაზღვრული ამონახსნი. ამ ამო- 
"ნახსნს, ცხადია, აქვს შემდეგი სახე: 

(2) I(0 « 
C-= |“ -–:=-– V IC) , (88,7) 

სადაც თ,() განსაზღვრული პოლინომებია, რომელთა რიგი არ აღემატება (2--1)
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ღა რომელთა კოეფიციენტები დამოკიდებულია მხოლოდ # წირზე? . ადვილი 

შესამჩნევია, რომ თ,„(/) პოლინომები წრფივად დამოუკიდებელია. 

მას შემდეგ, რაც C„ მუდმივები განვსაზღვრეთ, შეგვიძლია წინა პარაგრაფის 

(87,4) ფორმულის საშუალებით მოვჰებნოთ დ(/!) ფუნქცია. ეს ფორმულა ჩვენს 

შემთხვევაში გვაძლევს 

თ) = 456 | #“ხ!“ VI 
ე 2” V #2(1) ((-––7ი) XL სქ

 
= II 1 

ი ს/წიდ ა“ (9 
L. 

სადაც C, მოიცემა (88,7) ფორმულით. 

თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (88,8)-ში, მივიღებთ შებრუნების ფორ- 

მულას35 

180) 170). | _/0 (1 - / ძე 
დ(I)) = '172თ). |I–; ჩე + > ტრ, V 8(0)(< _- % I«. (88,9) 

– (ე 

როგორც მოსალოდნელი იყო, დ(/) ფუნქცია ყველა ბოლოში ნულად იქცევა. 
ადვილი შესამოწმებელია, რომ როცა 0=1. წინა პარაგრაფის (87,16) და (87,17) 

ფორმულებს ვღებულობთ. 

§ ცა). C+ -L- თ” = თ ამოცანის ამოხსნა %ზოგად შემთხვევაში. 19 გადავდა- 

ვართ § 85 და § 86ში მიღებული შედეგების განზოგადებაზე იმ შემთხვივაში, 

როცა #L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია და ვიწყებთ "შეუღლების ამოცა- 

ნის ამოხსნით იმ შემთხვევაში, როცა CI) = –-1, ე. ი. ამოცანით: 

დ"(,)) + დ“(,)) = #§(), 1C L. (89.1) 

სადაც «(,) #/ე-კლასის მოცემული ფუნქციაა. 

დროებით შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები (ისინი დაგვჭირდება მხოლოდ 

გამოყვანის დროს, საბოლოო ფორმულებში კი მონაწილეობას არ მიიღებენ). მარ- 

ტივი გახსნილი რკალები საერთო წერტილების გარეშე, რომლებითაც შედგენილია 

უბან-უბან გლუვი L წირი, ასე აღვნიშნოთ: 

L.=ძ,ხ,, #=1, 2,..., M. 
რაიმე თანმიმდევრობით აღებული # წირის კვანძები აღინიშნოს C,, Cე, ..., 0„-ით. 

ძი,, ხ, წერტილთაგან თითოეული ემთხვევა ერთ-ერთ 0, წერტილს, ამასთან, ერთი 

და იგივე C; წერტილს შეიძლება დაემთხვეს რამდენიმე ძ,, 6, წერტილი, 

0, კვანძებს, სადაც თავს იყრის ლუწი რაოდენობის რკალები, ვუწოდებთ 

ლუწს, ხოლო სადაც თავს იყრის კენტი რაოდენობის კვანძები––კენტს. შემდგომში 

ვნახავთ, რომ კენტი კვანქებე არაგანს აკუთრებულია (ჩვენი ამოცანისათვის), ხოლო 

9 უფრო ზუსტად, მხოლოდ იჯ, 6, ბოლოების მდებარეობისაგან და L, რკალების ურთიერთ- 
მდებარეობისაგან ტოპოლოგიური აზრით; სხვანაირად რომ ვთქვათ, პოლინომები უცვლელი რჩება ##ჯ 
რკალების ნებისმიერი ისეთი უწყვეტ: დეფორმაციისას, როცა რკალის ბოლოები უძრავი რჩება და 

რკალები” არ გადაკვეთს ერთმანეთს. 
93% ფორმულა, რომელიც არსებითად ემთხვევა (88,9) ფორმულას, დამოუკიდებლად მიიღო 

ნ. ვეკუამ (11.
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ლუწი–– განსაკუთრებული. ცხადია, რომ კენტი კვანძების რიცხვ ლუწია; აღვნიშ- 

ნოთ იგი 2/-თი9შ9, ხოლო 

CI, 62, -.., Cლ-ი (89,2) 

აღნიშნავდეს ყველა კენტ კვანძს. 

20, კანონიკური X(2) ფუნქციის ასაგებად ვისარგებლოთ (78,,10) ფორმულით 

XC) =6M2 IL | (2–- თ)”, ო 
#=1 

სადაც #, მთელი რიცხვებია, რომლებიც უნდა შეირჩეს გარკვეული სახით, ხოლო 

+(2) მოიცემა (78,5) ფორმულეთ. რადგანაც ჩვენს შემთხვევაში C(/)= –– 1, 

ამიტომ შეგვიძლია ავიღოთ 19 C(/)=»L, და მაშინ 

    

M 
1 (24 1 ( ძი 1 ჯ%I . 2–ხ, 

V2)=2- | 71=27.2 

საიდანაც 

  

2–-ხ, VII? 
აქ (=») გამოსახულებაში ვგულისხმობთ L,=0,ხ, რკალზე გაჭრილ სიბრტყე- 

ში ისეთ ჰოლომორფულ შტოს, რომელიც 2=Cთ-ში ტოლია ერთის; განსაზღვრე- 

ბის ძალით, ვთვლით, რომ 

ლღეღლდ.“ ძ 
ლ =C9 5 ) 12“ 

ძ 

    

#2) 
ამგვარად, 

==, 

Xი- II -- თ" I == 1 ლ 
#=1 ჯ1=1 · 

სადაც X», მთელი რიცხვები უნდა შეირჩეს. 

სანამ ზემოთ მოყვანილი გამოსახუ ლების გამI:“–ტიეებას შევღდგებოდეთ, შევ- 

ნიშნოთ, რომ ამ გამოსახულების მარჯვენა მხარე ნებისმიერი მთელი 2, რიცხვები- 

სათვის წარმოადგენს ჰოლომორფულ ფუნქციას L წირხე გაჭრილ სიბრტყეში?!, 

გარდა, შესაძლებელია, უსასრულოდ დაშორებული წერტილისა (სადაც მას შეიძ- 

ლება ჰქონდეს პოლუსი); ამასთან, იგი ნიშანს იცელის ყოველთვის, როცა 2 წერ- 

მმ თუ ი1, აღნიშნავს რაოდენობას იმ ი;, ნ; ბოლოებისა, რომლებიც ემთხვევიან C, კვანძებს 
(#=1, 2, ..., #), მაშინ ყველა თ,, 6, ბოლოების რიცხვი ტოლია 2M=7#I-+ჩ1-1L-... + ე; რადგა- 
ნაც ამ ტოლობის მარცხენა მხარეში გვაქვს ლუწი რიცხვი. ამიტომ მარჯეენა მხარის შესაკრებებში 

შეიძლება გვქონდეს მხოლოდ კენტების ლუწი რიცხვი. 
34 ე. ი, ჰოლომორფულ ფუნქციას (გარდა, შესაძლებელია, 2=თ წერტილისა) ჯოველ ბმულ 

ნაწილში, რომლებადაც # წირი ჰყოფს სიბრტყეს,
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ტილი გადაკვეთს L წარს; ამეს ქვეშ ვგულისხმობთ, რომ X+(/)=-–-X“() წირის 

ყველა ჩვეულებრივ წერტილში??. 
გავაერთიანოთ ("")-ის მარჯვენა მხარეში ის მამრავლები, რომელთათვისაც 

თს თ; ან 0,-ს აქვს ერთნაირე მნეშვუველობები, მივიღებთ 

ჩ 

XC. = + II C– 6), რო 
#=1 

სადაც თ, მთელე რაცხვია, თუ 62, ლუწი კვანძია, და, ამასთანავე, 

1 

თი=ს+“. 
C5) 

სადაც ს, მთელი რიცხვეა, ხოლო 6C,--კენტი კვანძი; წინა ფორმულაში ს შერ- 

ჩევის ხარჯზე ზედ: და ქვედა ნიშანი შეიძლება ავიღოთ ნებისმიერად. მიუხედავად 

ორმაგი ნიშნისა ("5M54) ფორმულის მარჯვენა მხარეში, იგი წარმოადგენს სავსებით 

განსაზღვრულ ფუნქციას #-ზხე გაჭრილ მთელ სიბრტყეში: ეს გამომდინარეობს 

ზემოთქმულაედა5ნ და შემდგომში კიდევ იქნება განმარტებული. 

ახლა უკვე ვხედავთ, რომ ყველა ლუწი კვანძი განსაკუთრებულია; მათი შე- 

საბამისე თ, რაცხვები ნულის ტოლად უნდა ჩავთვალოთ (X, რიცხეების შერჩევის 

ხარჯზე). ყველა კენტი კვანძა კი არაგანსაკკუთრებულია და, ცხადია, თუ ("7%%) 
ტოლობაში დავუშვებთ, რომ ს,=0, ზედა ნიშნებს ავიღებთ როცა #=1,2, ..,, 0, 
ხოლო ქვედას-თუ M#=0+1,..., 20, მაშინ მივიღებთ /IC,, თა, ..., C,) კლასის 
კანონიკურ ამოხსნას. : 

ამგვარად, საბოლოოდ, /(C,, Cა, ..., 6) კლასის კანონიკური ფუ§ქცია X(2) 

მოიცემა ფორმულით : 

20 
XCთ =+ II C–ია+'/, (89,3) 

#=1 

სადაც 0), Cე, .... რგ ყველ· კეზტი კვანძებია და ხარისხის მაჩვენებლებში ზედა 

ნიშნებე აიღება თუ #=1, 2,..., 2 და ქვედა––როცა #=ძ + 1, ...,2/. 

მოცემულა კლასეს ყველა სხვა კანონიკური ფუნქცია მოიცემა ნებისმიერ მუდ- 
მივ მამრავლზე გამრავლებით. 

იმ შემთხვევაში, როცა ჭველა კვანძი ლუწია, (89,3) ფორმულის მარჯვენა 

მხარე +1 ტოლად უნდა ჩავთვალოთ; ამგვარად. ამ შემთხვევაში 

Xთ =+I. (89,4) 
ნიშანი მარჯვენა მხარეს რჩება უცვლელად, სანამ 2 მდებარეობს L წირით გაყოფილ 

სიბრტყეს ერთ-ერთ ბმულ ნაწალმშა და უნდა იცვლებოდეს საპირეისპიროთი, როცა 

2 გადაკვეთს L წერს რაიმე ჩვეულებრივ წერტილში. ეს სავსებით განსაზღვრავს 

XL(2) ფუნქციას, თუ (ნებესმეერად) დავ აფიქსირებთ მის ნიშანს ერთ-ერთ ამ ნაწილ- 

ში, მაგალითად, ჩავთვლათ, რიმ X(2) = + 1 იმ ნაწილში „ რომელიც შეიცავს 

წერტილს 2=-6ი. ამ შემთხვევაშ: ჩე)ჩ1 მივიღებთ (”) ფორმულიდან გამომდინარე 

შა მოგაგონებთ, რომ X(2) წარმოადგენს ერთგვაროვანი ამოცანის ამოხსნას, რომელიც მიიღება 

(89,1)-იღან, როცა #§(/)=0.
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მნიშვნელობას, წინააღმდეგ შემთხვევაში –- ხსენებულ მნიშვნელობას შებრუნებული 
ნიშნით2·პ. 

როცა #56-60, მაშინ (89,3) ფორმულა შეიძლება გადავწეროთ აგ“ეთვე ასე 

(შდრ. § 85-ს): · 

    

#0 #0 X(C2 = ღეღეასაბ“ = 12. 89,5 ი – 7 V/ თოი ა 
სადაც ' 

0 2ი 

II)(2) = II ((–ი0)ა, Iა(ე)= II (2–ბ). 
#=1 #=ძ0-L! 

შემდგომში 

  M 2 ჯა _ 11 X I. II2). 112 +1/2 = ?–- 6 

V 6,0. V ჩი) – I. ა 
გამოსახულებაში ვაგულისხმებთ ფუნქციას რომელიც ჰოლომორფულია L წირით 

გაყოფილი სიბრტყის ყველა ბმულ ნაწილში (გარდა, შესაძლებელია, 2=00-სა). 

ამასთანავე), ეს ფუნქცია ნიშანს იცვლის (იმ აზრით, როგორც ეს ზემოთ იყო 

ახსნილი) 2 წერტილით #L-წირის (ჩვეულებრივ წერტილში) ყოეელი გადაკვეთისას. 

იმისათვის, რომ მივიღოთ ის ფუნქცია, რომელიც (') ფორმულით განისაზღვრება, 

უნდა ჩავთვალოთ, რომ უსასრულოდ დაშორებული წერტილის შემცველ ნაწილში 
დიდი |2I-ებისათვის (შდრ. § 85-ს) 

22 =.20-ჩ + ტ,ქრნ- LL... (89,6) 
ცხადია, რომ M(C. 0, ..., 6.) კლასის ინდექსი მოიცემა ფორმულით 

X=7/მ–-. (89,7) 

იმ შემთხვევაში, როცა #,.=ძ,ხ, რკალებს არ გააჩნია საერთო ბოლო წერტილე- 

ბი, ყველა კვანძი (ბოლო) კენტი და, მაშასადამე, არაგანსაკუთრებულია. ამგვა- 

რად, კვლავ მივდივართ § 85-ში ამ კერძო შემთხვევისათვის მიღებულ შედეგებამდე 
და ფორმულებამდე. 

ზემოთ განხილულ მეორე განსაკუთრებულ შემთხვევაში, როცა ყველა კვანძი 
ლუწია, როგორც უკვე ვნახეთ, X(C2)=+1. კერძოდ, თუ L შედგება მარტივი შეკ- 

რულე კონტურებისაგან, რომელთაც არ გააჩნიათ საერთო წერტილები, მაშინ კენ- 

ტი კვანძები არ გვაქვს და L წირზე მიმართულების შესაფერისად შერჩევით მივი- 

ღებთ (47,20)-ს. 
აღვნიშნავთ აგრეთვე, რომ ფორმულები, რომლებიც შეესაბამება შემთხვევას, 

როცა ყველა კვანძი ლუწია, შეიძლება შემდგომში ჩაიწეროს იმავე სახით, როგორც 

კენტი კვანძების შემთხვევისათვის, თუ ჩავთვლით, რომ 0=0=0 და 

#8Cთ _ | / ით. (89,8) 
78 _ I/ #0) 

39% ის ფაქტე, რომ სიბრტყის ერთი ნაწილიდან მეორეში სხვადასხვა გზით გადასვლა წ”ნააღ- 
მდეგობამდე არ მიგვიყვანს გამომდინარეობს X(2) ფუნქციის არსებობიდან, რაც ჩვენ მიერ იყო 

დამტკიცებული. : 
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ფესვების ქვეშ ვიგულისხმებთ +1 ან –-1 რიცხვებს ნიშნების არჩევის ზემოთ 
აღაიშნული წესის მიხედვით. 

39%, დავუბრუნდეთ ზოგად შემთხვევას და დავწეროთ (89,1) არაერთგვაროვა- 
ნი ამოცანის ამონახსნი. ისევე როგორც § 25-ის პ. 20-ში, II(C,, 0, .... ს») კლასის 
არაერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

«ც = _Mი0_ I / ზი §07 _ 7წ8Cთ 
L 

  

- #,(2) 77 ) 89,9 
2»X(/ თ „ / სი (-ბ V#1თ 0(, (89,9) 

1201 
V 720) 

#8Cთ _,. #76 C 
V ოთ ' MV „ხთ 

ფუნქციის მიერ L-ის მარცხენა მხარეზე მიღებული მნიშვნელობა. 

MC. C-,...· 6) კლასის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნისათვის (ზუსტად 

ისევე, როგორც § 85-ში)?? გვაქვს შემდეგი შედეგი: როცა X = 0მ–ძთ>90, მაშინ 

M(C, 6... 6) კლასის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნები ყოველთვის არსე- 

ბობს; ყველა ეს ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

I6:28) ( V 0 « , VMთ 
2 I1ფ 7 Vგხი V/-ბ Mწთ 

  სადაც CXL(2 ნებისმიერი პოლინომია, ხოლო 

%X2) = 0, საშ, (89.10) 

სადაც Cღ,.ე-,) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღემატება 0--0--1-ს 

(იგივურად ნულის ტოლია. როცა /#=9ძ); 

როცა X=0–095<0, M(C. 6... ი) კლასის უსასრულობაში 

ქრობადი ამონახსნი არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
9(,) აკმაყოფილებს პირობებს 

( MI 2.0 1'C(0 «# 
V (ი 

იგი ერთადერთია და მოიცემა (89,100) ფორმულით, სადაც 

რ0»-ა-) (21=0. · 

§ 90. კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნება ზოგად შემთხვევაში. 

19. გადავიდეთ ახლა კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნების ამოცანის ანუ 

1 | დ(I)ძ! 

> ) 1-–-V# =IVი, 10CL, (90,1) 

=0, #”=0. 1, 2,..,0– 9-1; (89,11). 

L 

განტოლების ამოხსნაზე, სადაც L ახლა უკქე ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია, 

ვიგულისხმებთ, რომ L წირზე მოცემული /(/) ფუნქცია ეკუთვნის #7, კლასს და 

ვეძებთ დ(/) ამონახსნებს //7% კლასში. 

97 არ უნდა დავივიწყოთ. რომ ჩვენს შემთხვევაში C,, Cვ, ·-·.. რეც აღნიშნავს მხოლოდ კენტ 

კვანძებს (როგორიცაა ყველა კვანძი § 85-შ-).
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§ 86-ში მოყვანილის თითქმის სრული ანალოგიის გამო, შემოვიფარგლებით · 

შედეგის ფორმულირებით და მოკლე მითითებებით. 

§ 86-ის ანალოგიურად ყველა საძიებელი დ(/) ამოხსნა შეიძლება დაკყოთ· 

კლასებად, მივაკუთვნოთ #(0,, Cე, ...,6ე) კლასს ამონახსნები, რომლებიც რჩებიან. 
შემოსაზღვრული 61) 6)... ლ, კვანძებეს მიდამოებში; ეს უკანასკნელი კვანძები 

ნებისმიერად არის ამორჩეული ყველა კენტი C,, Cე, .... რი, კვანძიდან; რომლებიც 
წარმოადგენენ შეუღლების (89,1) ამოცანის არაგანსაკუთრებულ კვანძებს; ამ პარა- 

გრაფში გამოვიყენებთ იმ აღნიშვნებს. რომლებიც წინა პარაგრაფში მივიღეთ 

როცა X=0-9>>0, მაშინ (90.1) განტოლების VI), C.... თე) კლასის 

ამონახსნები ყოველთვის არსებობს და მოეცემა ფორმულით 

«ძე = რი | V 80 /04. _ V –Vა რიის | #0 რმ ი, I). (90,2) MVI%0) ) V 780 C–«)  /რV) 
სადაც ა.ე.) (ეე) ნებისმიერი პოლენომია, რომლის ხარისხიც არ აღემატება. 
ჩ-ძ-1-ს (ნულის ტოლია, როცა #=9ძ). 

თუ X=0-–0 <0, (0), 0:,... Cე) კლასის (ერთადერთი) ამონახსნი არსე- 

ბობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /(I/) აკმაქოფილებს პირობებს 

( #V8ხC0 Mტ. ძI=0, #=0, 1. 2,..,0–ი–-1; (90,3). 
1 /რთ 

ამ პირობის შესრულების შემთხვევაში ამონახსნი მოიცემა (90,20) ფორმულით, 

სადაც ჩა-ე-1)=0. 

ლუწი კვანძების მახლობლობაში ყველა დ(/ე) ამონახსნი /7ე კლასს ეკუთვნის. 

იმ კენტი კვანძების მახლობლობაში, სადაც პირობის თანახმად, მოცემული კლასის. 

ამონახსნი შემოსაზღვრული უნდა იყოს, იგი //ე კლასს ეკუთვნის, მაგრამ აუცი- 

ლებლად ნულის ტოლი არ ხდება; იგი (ისევე. როგორც § 86-ში) ნულად იქცევა, 
თუ ეს კვანძი L წირის ბოლოა. 

როცა L წირს გააჩნია მხოლოდ ლუწე კვანძები (0=0), მაშინ ამონახსნი 

ყოველთვის არსებობს და ერთადერთია. იგი მოიცემა ფორმულით 

1 9(0 /(). ი) დ(/) = ი, 5ც 7-ს 9 

სადაც C(/)-წირის 7 წერტილის ისეთი ფუნქციაა, რომელიც მის სხვადასხვა უბანზე. 

იღებს +1 მნიშვნელობას. ამ მნიშვნელობების შერჩევა ხდება შემდეგი წესის მი- 

ხედვით (იხ. წინა პარაგრაფში (89,ტ), ფორბულის შემდგომ ნათქვამი|: ვთქვათ, 

C(ჟ7) აღნიშნავს ფუნქციას, რომელიც ღებულობს მხოლოდ -L1 ან -–-1 მნიშვნე- 
ლობას სხვადასხვ ბმულ ნაწალებში„ რომლებადაც L წირი ჰყოფს სიბრტყეს, 

ამასთან, ბ(2) იცვლის ნიშანს # წირის გადაკვეთისას, მაშინ 6(/)-ად ეიძლება. 

ავიღოთ #6(2)-ის მიერ L-ის მარცხენა მხარეზე მიღებული მნიშვნელობა. ე. ი. 

ბ(0) = 8+(ჩ.
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ამგვარად, როცა ყველა კვანძი ლუწია, გვაქვს, შებრუნების შემდეგი ფორ- 

'მულები: 
1 (5: 1., (% /(ხძ! 

/(/7ი) = > 1 I-V" დ(7ა) = 80) ე)  (=ჯM“ (90,4) 

L L 

თუ აღნიშვნეს ოდნავ შევცვლით, ეს ფორმულები შეიძლება გავამარტივოთ. 

სახელდობრ, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

6() C() =4() 

და შევცვლით დადებით მიმართულებას საწინააღმდეგოთი იმ #, რკალებზე, სადაც 

6(/)=–-1, მივიღებთ შებრუნების შემდეგ ფორმულებს: 

1 #) ძ 1 !) ძ! 
/(/ი) == ( 04, დს(/)= –– ( 752, (90,5) 

L 
ჩ» , 

L 

„ეს ფორმულები ისეთივეა, როგორიც ერთი მარტივი კონტურის შემთხვევაში. 

#/ 

  

ნახ. 20 ნახ, 21 

2%. ნათქვამის საილუსტრაციოდ მოვიყვანთ .ორ მარტივ მაგალითს. 

ვთქვათ, ჯერ #-ს აქვს მე-20 ნახაზზე მოცემული სახე. ამ შემთხვევაში ყველა 

კვანძი ლუწია. 6(2)-ის მნიშენელობები შეიძლება ავიღოთ ისე, როგორც არის მი- 

თითებული ნახაზზე. თუ L-ზე დადებითი მიმართულება ისეა არჩეული, როგორც 

ეს მითითებულია ნახაზზე, მაშინ ყველგან L-ზე გვექნება 6(/) = -- 1 და (90,4) 

ფორმულის თანახმად 

  
1 I(7) თ! 

(I(8) = XI. I 1 

ისევე როგორც მარტივი შეკრული კონტურის შემთხვევაში. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა L-ს აქვს 21-ე ნახაზზე მითითებული 

სახე. ამ შემთხვევაში გვაქვს ორი კვანძი თ და 6. ორივე კენტია. ვეძებოთ უფარ- 

თოესი კლასის. ე. ი. ჩე კლასის ამონახსნები. ამ კლასის ინდექსი X=1 (ჩვენს 

შემთხვევაში #=1, #=0). 

ზემოთქმულის თანახმად, ყველა ასეთი ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

1 | X§- ილ-0/02ი 2 

M 
90 = XV V,- 2 0-=ხ) 1-% 17 6-9)(6-– სხ)
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სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, ხოლო ფესვის მნიშვნელობა განისაზღერება, მა- 

გალითად, შემდეგნაირად. ვთქვათ 

X(2 = I(L2-– ი) (2–– 0))!/?, 
სადაც მარჯეენა მხარეს იგულისხმება ფუნქცია, რომელიც ჰოლომორფულია ძ და 

ხ წერტილების შემაერთებელ Lს L:, Lვ რკალებიდან ერთ-ერთზე გაჭრილ სიბრ- 

ტყეში; მაგალითად იმ L„ რკალზე, რომელიც მოთავსებულია ორ დანარჩენს 

შორის. X(72)-ის მნიშვნელობა შეიძლება დავაფიქსიროთ პირობით 

2 
ს.59=+), როცა 2-+Cთ. 

შემდგომში დავუშვათ, რომ (აღნიშვნები მოცემულია ნახაზზე), 

+VXVC0, :C5,, 
#VC-–-თ6-ი0= – წუ, ?65ე. 

მაშინ 
  

/ (-–-ძ)(--წ) ღა V (/-– 0) (/ი – ხ)-ის ქვეშ 
შეიძლება ვიგულისხმოთ X(2)-ის მიერ მიღებული მნიშვნელობები #-ის მარცხენა 

მხარეს (როგორიც არ უნდა იყოს L-ზე არჩეული დადებითი მიმართულება). 

III. ჰარრონიულ ფუნკციათა თეორიის ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანების ეფექტური ამოხსნა ზობიერთი არეებისათვის 

ამ კარში მოცემული იქნება პირველ კარში მიღებული შედეგების გამო- 

ყენებ ჰარმონიულ ფუნქცაათა თეორიის იმ .ძირითად ამოცანათა ეფექტური 

ამოხსნებისათვის კერძო სახის არეების შემთხვევაში რომლებიც გვხვდებიან 

ავის ნიკაში , დრეკადობის თეორიასა და მათემატიკური ფიზიკის სხვა დარ- 

გებში. 
§ 91. დირიხლეს ამოცანა და მისი ანალოგიური ამოცანები სიბრტყისათვის 

წრფის გასწვრივ განლაგებული ჭრილებით. ვთქვათ, 5 აღნიშნავს სიბრტყეს, გაჭ- 

რილს 0X ნამდვილი ღერძის ასეთი L,= 0,ხჯ; მონაკვეთების გასწვრივ, რომელთაც 

საერთო წერტილები არა აქვთ. იგულისხმება, რომ ი,<ხ,<0,ე<ხე<- · · ამ მონა- 

კვეთების ერთობლიობა აღვნიშნოთ ასე 

ს L=1L1+L+:..+ Lი. 

5 არისათვის ამოვხსნით სამ ამოცანას რომელთაგან უ კანასკნელი (C ამო- 

ცანა) არის დარიხლეს ჩვეულებრივი ამოცანა, ხოლო პირველი ორი მისი ზოგი- 

ერთი სახეცვლილება, რომლებიც დამოუკიდებელ ინტერესს წარმოადგენენ და 
აგრეთვე გვეხმარებიან დირიხლეს ამოცანის ამოხსნაში. 

“4 ამოცანა. ვიპოვოთ 5-ში ჰოლომორფული, უსასრულობაში 

ქრობადი თდ(ე =V+I!0 ფუნქცია სასაზღვრო პირობით 

ყV = /“X(), «=I! 0 L-ზე, (91,1) 
სადაც /+(), /“) L-ზე მოცემული ნამდვილი ფუნქციებია /1 
კლასიდან, მოითხოვება, რომ საძიებელი თX2ქ) ფუნქცია L წირის 
2 ბოლოების მახლობლად აკმაყოფილებდეს პირობას
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ლიივ 
| (2) | < / თ = ლ005L <1. 

2–0)9%' 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, საძიებელი CX(2) ფუნქცია უბან-უბან 

ჰოლომორფულია # ნახტომის წირით. 

გამოვიყენოთ § 39-ის პ. 1-ის აღნიშვნები და ვთქვათ: 

VI) = 506150, იფ = 50-50 (91,2) 

უბან-უბან ჰოლომორფული VIC2) და §X2) ფუნქციები ცხადია უნდა აკმაყოფი- 

ლებდეს პირობებს 

V) = V(), C(ე = –- ი(ჟ. (91.3). 

როგორც ადვილი შესამჩნევია, სასაზღვრო (91,1) პირობები გვაძლევსშ9: 

V+(0) + V-(ტ = 2/(0 Cდ14 ა). 
Cა+() –– C-() = 2#(). L-ზე (91.4 ბ) 

სადაც 
2/(ე =/+(ე +/-თ. 290) = /+V – /- (0. (91,5). 

CX2) ფუნქცია ცალსახად განისაზღვრება (91,4 ბ) პირობით (§ 31): 

L 

(39.10) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ (91,3)-ის მეორე პირობა დაკმაყოფილებულია. 
ჩვენ ვხედავთ, რომ §X2) ფუნქცია თითქმის შემოსაზღვრულია (399,პ.3% 

ყველა ბოლოს მახლობლობაში3?; „ის, გარდა ამისა. შემოსაზღვრული იქნება იმ C' 

ბოლოების მახლობლობაში, სადაც /+(0 =/ (თ. 

V(2) ფუნქციის განსახღვრა დაიყვანება, შეუღლების ამოცანის ერთ-ერთ- 
უმარტივეს შემთხვევამდე, რომელიც უკვე განვიხილეთ § 85-ში; ოღონდ აქ მხედ- 

ველობაში უნდა მივიღოთ დამატებითი პირობა 

VI) = VI. 

აღვნიშნოთ C), C2: ..., 6,„„თი რაიმე თანმიმდევრობით აღებული თ,, ხ, წერ– 

ტილები. ჩ(C,, C,, ..., 6) კლასის კანონიკურ ფუნქციას, ე. ი. შეუღლების ერთ- 
გვაროვანი 

V+() +V-თ =0, 1C# (91,7), 

38 გვაქვს: 

სI+(/) = II#C თ+(/) = – (დ+(/) -L თ+(/)), 

1 _ 
V-(0) = 96 #-(0 = > (%-C) + «-C01, 

მაგრამ (იხ. (39,5) თ+(/)==0-(/), 9-(/)=<%+(/), საიდანაც გამომდინარეობს (91,4 ა) და (91,4 ბ))- 
3ზ (91,4 ბ) ამოცანისათვის ყველა კვანძი (ჩვენს შემთხვევაში -–- ბოლოები) ი), M; განსაკუთ– 

რებულია.
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ამოცანის ხსენებული კლასის კანონიკურ ამონახსნს, (85,3) ფორმულის თანახმად, 

აქვს შემდეგი სახე: ' 

    _ Vა0 1 /რხრ 
XCთ I/ ჩ.(? -– Iე(უ' (91,8) 

სადაც, როგორც § 85-ში, 

4 2ი 
IC = II C– თი, #.0= II C–თ. რ1,9) 

1=1 )=0+! 

ამასთან, ფესვების მნიშვნელობები აირჩევა ისე, როგორც აღნიშნულ პარაგრაფში 

იყო მიღებული. 

როგორც § 85-ში ვთქვით, (91,4 ა) ამოცანისათვის ყველა თძ,, ნ, ბოლოები 

არაგანსაკუთრებულია. როცა /# > 0, ამ ამოცანის /#(C,, C,....C)) კლასის უსას- 

რულობაში ქრობად ამონახსნს აქვს სახე: ' 

I #80 წ V7=თი /ეV7ი, M#წდი 91,10 = VI 6 I 760 (2 766 იის თმ 
სადღაც #ჩ, ე-1 (2) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხიც არ აღემატება 

მ--0ძ--1-ს (8, „ (2 =0, როცა 0=ძ). ხოლო ფესვები გეესმის ისევე, როგორც 

§185-ში. 
თუ # <0, მაშენ (91,4 ა) ამო/კანის ზემოთ ხსენებული კლასის უსასრულო- 

ბაში ქრობადი ამონახსნი არსებობს მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულებულია ქვემოთ 

მოყვანილი (91,12) პირობები და მოიცემა იმავე (91,10) ფორმულით, სადაც 

4#;:-ე-1(2)=0.- , 
იმისათვის, რომ (91,4 ა) ამოცანის მიღებული ამონახსნი აკმაყოფილებდეს 

ყველა მოთხოვნილ პირობას, (91,3)-ის თანახმად საჭიროა, რომ V/(2 =V (7. შევა- 

მოწმოთ, შესრულებულია თუ არა ეს პირობა. 

უწინარეს ყოვლისა, ადველი შესამჩნევია, რომ 

XC) ='X(). (91,11) 

თუ გამოვიყენებთ (39,10)4! ფორმულას, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

(91,10)-ის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები აკმაყოფილებს L26) =V(შ პირო- 

ბას. ამიტომ (91,10)-ის მთელი მარჯვენა მხარეც დააკმაყოფილებს ამ პირობას 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #,...,(20) პოლინომის კოეფიციენტები ნამდვილი 

რიცხვებია. 
(91,4 ა) ამოცანის /(თ), ..., 6,) კლასის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნე- 

ბის არსებობის ზემოხსენებულ პირობებს, როცა 0 < 0, აქვს შემდეგი სახე (§ 85): 

#/ნCთ „ 
==-–=1 ჰ)ი=0, #=0, 1, –_. I #70 იის 

«0 ამასთანავე მხედველობაში უნდა გვქონდეს, რომ (39,5), (91,11) და (91,17)-ის თანახმად 

ჩვენს შემთხვევაში 

VI(2) = 

(91,12) 

X+(/) = X-C) = X-() =– XX.) #-ზე.
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გამოსავალი 4 ამოცანის თ(უ ამონახსნებს M(C...., Cე) კლასის ამო- 

ნახსნებს ვუწოდებთ თუ ისინი თითქმის, შემოსაზღვრულია 
61) 60) ...6ე ბოლოების მახლობლად. მაშინ ყველა ზემოთქმულის საფუძველზე 

დავასკვნით. რომ: 

4 ამოცანის /M(C, თ,....-0) კლასის ამონახსნი, როცა #29, 

მოიცემა ფორმულით 

CდX27) = V(2) + (2) = (91,13) 

1 1/8C ( #/რი /0% . ! წ წ“იი«4 #7 
= ჯ! #ა() I ჰ/9.თ. (გ) ჯL-2 ჯ»! | +–--“- #ს,-ა-I(2),   

1-2“ 77თ 
სადაც #,.-)(ე ნამდვილკოეფიციენტებიანი ნებისმიერი პო- 

ლინომია, რომლის ხარისხიც არ აღემატება 0-–-0ი--1-ს (8,..-1(2) =0, 
როცა 0=თ; თუ 0<90, ამონახსნი (ერთადერთი) არსებობს მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულებულია (91,12) პირობები. იგი 

მოიცემა (91,13) ფორმულით, სადაც ი კ-ე(2)C0. 

მიღებული შედეგი (ამონახსნების კლასებად დაყოფისა და ამოხსნადობის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობების დადგენის თვალსაზრისით) გარკვეულად 

განაზოგადებს მ. კელდიშისა და ლ. სედოვის (1) მეტად მნიშვნელოვან შედეგს. 

შენიშვნა 1. ადვილი შესამჩნევია (იხ. § 82), რომ ყველა ზემოთ მოყვა- 

ნილი შედეგი და ფორმულა ძალაში დარჩება, თუ ვიგულისხმებთ, რომ მოცემული 

/+თდა/ “(ე ფუნქციები ნაცვლად // კლასისა ეკუთვნის M(C,.,., 6) კლასს ჯ-ზე. 
კერძოდ, თუ /+(/) და /- (I) ჩე კლასის (ე. ი. #/”) ნებისმიერი ფუნქციებია, მაშინ 

ჩე კლასის ზოგადი ამონახსნი მოიცემა (91.13) ფორმულით, როცა 0=0 

  “1 _ წ /#/2თ/ოთ , 1 წ(60თ0ი #2 
C(2) = XI I/ -(2 | +900“ +:; | 1-2 +“ 7. ,) (91.13ა) 

L 

სადაც კვლავ , 

(46) =II ((–– ძე (1-–– ნე. (91,9ა) 
/=1 

შენიშვნა 2. ძნელი არ არის ანალოგიური გზით ისეთი ამოცანის ამოხსნა, 

რომელიც #4 ამოცანისაგან იმით განსხვავდება რომ V+-ისა და უ“-ის მნიშვნელო- 

ბები მოიცემა #-ზე. ეს ამოცანა ამოხსნილი იყო დ. ”შერმანის I1) მიერ. 'შერმანის 

ამოხსნა შეიძლება რამდენადმე გამარტივდეს, თუ ამოცანას მავიყვანთ არა სინგუ- 

ლარულ განტოლებებამდე, არამედ უშუალოდ შეუღლების ზოგიერთ (ძალიან მარ- 

ტივ) ამოცანამდე. 

8 ამოცან. ვიპოვოთ უსასრულობაში ქრობადი და ყველა 

ბოლოს მახლობლობაში თითქმის შემოსაზღგრული ჰოლომორ- 

ფული ფუნქცია Cთ() =V + Iყ საზღვრის პირობით 

ყც+-”/+თV + 6. თ=”-0 +თ IL-ზე, ჩ=1, 2,..სნ, (9114) 
სადაც /+() და /“0) // კლასის მოცემული ნამდვილი ფუნქციებია,
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ხოლო C, ნამდვილი მუდმივებია, რომლებიც წინასწარ არ 

მოიცემა. 
ეს ამოცანა არსებითად ემთხვევა იმ ამოცანას, რომელსაც § 60-ში დირიხლეს 

სახეცვლილი ამოცანა! დავარქვეთ; ამიტომ აქ შევინარჩუნებთ ამ სახელწოდებას. 
თუ (91,2) ფორმულებით შემოვიღებთ M”() და თ(3 ფუნქციებს, მივალთ 

შეუღლების შემდეგ ორ ამოცანამდე: 

V+() + V-V=2/(0 + 20, L,-ზე, ხ=I, 2,..., ი. (91,15ა) 
§)+() –– 2“(ე) =29(0) L-ზე, (91,15ბ) 

სადაც /() და თ(/) განისაზღვრება (91,5) ფორმულებით. 

მეორე ამოცანა ამოიხსნება ისევ, როგორც წინა შემთხვევაში; ამონახსნი 
იქნება თითქმის შემოსაზღვრული ყველა ბოლოს მახლობლობაში (შემოსაზღვრუ- 
ლიც კი იმ ბოლოების მახლობლობაში, სადაც /1() და /“(() იღებს ერთნაირ 

მნიშვნელობებს). 
ახლა ვიპოვოთ (91,15ა)-ს თითქმის შემოსაზღვრული და, მაშასადამე, შემო- 

საზღვრულიბ?, ე. ი. #,„ კლასის, ამონახსნი. ამ კლასის "კანონიკური ფუნქცია 

იქნება : 

ი 

+X0 =V IC, %2= II (–ძაC–სხა (91,16) 
#=1 

(იხ. (85,12) ფორმულა; აქ ჩავთვალეთ, რომ C=>1). 
(91,15 ა) ამოცანის 7, კლასის უსასრულობაშე ქრობადი ამონახსნების არ- 

სებობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს აქვს სახებ1: 

_1. ( #MVVC) +201 
"XL. , V#9Cთ 

L 

სადაც C(/)=C,; L,-ზე. ეს პირობები 6-ს განსასახღვრავად იძლევა /7 წრფივ გან- 
ტოლებას ' 

ძი1=0, M=0, 1,..., ჩ–-1, 

3) ი,ი+%=9, M#=0, 1, ...,ჩ--1, (91,17) 

71=1 
სადაც 

1 (#4 1 (04 
V= + I 17 #0) ' V= +; 1 19Cთ · (91,18) 

L) L 

4! მთავარი განსხვავება დირიხლეს იმ სახეცვლილი ამოცანისაგან, რომელიც "ჩამოყალიბებული 
იყო § 60-ში, იმაში მდგომარეობს რომ იქ მოითხოვებოდა V(ჯ, ყ) ფუნქციის უწყვეტი გაგრძელება 

საზღვრის ყველა წერტილზე, აქ კი გამონაკლისს ვუშვებთ იმ ბოლოებისათვის, სადაც V(ჯ, Vყ) ფუნ- 

ქცია უნდა იყოს მხოლოდ” თითქმის შემოსახღვრული. თუმცა, ვნაბავთ, რომ აქ მოთხოვნილ პირო- 

ბებში V(X, ყ) ფუნქცია აღმოჩნდება შემოსაზღვრული ბოლოების მახლობლობაში და უწყვეტად 

გაგრძელებადიც კი «მ C ბოლოებში, სადაც /+(C)=/-(2), ცხადია, რომ თუ უკანასკნელი პირობა 

არ არის შესრულებული, მაშინ უწყვეტად გაგრძელებადობა C-ზე შეუძლებელია, 

42 რადგანაც (91,15 ა) ამოცანისათვის” ყეელა ბოლო არაგანსაკუთრებულია, ამიტომ ყველა 

თითქმის შემოსაზღვრული ამოხსნა აგრეთვე შემოსაზღერულიც იქნება (§ 82, პ. 2). 
49 ეს არის 0=2/-ს შემთხვევაში გამოყენებული (85.18) პირობები.
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ადვილი შესამჩნევია, რომ +»,,; და 7, ნამდვილი სიდიდეებია, 

თუ (91,17) სისტემას გააჩნია (ნამდვილე) ამონახსნი, მაშინ (91,15)-ს საძებნი 

„ამონახსნი მოცემული იქნება ფორმულით 

V 2() I) +-CV) 
VI =---“– I 7 ძუ ძI, (91,19) 

სადაც C() = 6, L,-ზე და C,(/=1, 2, ....0) აკმაყოფილებს · (91,17) ' სისტემას. 

ამასთან, მ%/(2) = VI/(ჟ). 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ (91,17) სისტემის დეტერმინანტი, ე. ი. IV! მატრი- 

„ცის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან. მართლაც. ის რომ ნულის ტოლი 

იყოს, მაშინ (91,17)-დან მიღებულ ერთგვაროვან სისტემას, როცა /(/) =0, ექნება 

“ნულისაგან განსხვავებული C,, Cე, ა.რ ამონახსნი. ამ ამონახსნის შესაბამისი ფუნ- 

„ქვია 

-V9>. 0() «I 
92) = I #/7თ ს–2 

"იქნება უსასრულობაში ქრობადი, უწყვეტად გაგრძელებადი ყველა მონაკვეთხე 
ბოლოების ჩათვლით, ამასთანავე |I26 VIი(7,))+ = (I1C V/ე()1” =0, L,-ზე. მაშინ § 60- 

ში დამტკიცებული დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნის ერთადერთობის 

გამო (ადვილი მისახვედრია. რომ დამტკიცება გამოდგება ჩვენი შემთხვევისათვისაც) 
"აუცილებლად C,=0:უ=-.··=0ა=0, რაც პირობა” ეწინააღმდეგება. ამგვარად 

(91,17) სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან და სისტემა ყოველ- 

თვის ცალსახად ამოხსნადია. 

ამგვარად, დასმულ ამოცანას ყოველთვის აქვს ერთადერთი ამონახსნი, იგი 

“მოიცემა ფორმულით 
  #Iთ (/0+9ი ,, 1 («04 

6) “ #9C ს ააა დ1,20) 9(2)=VM(2) + §X28) = 

“სადაც 0C()=20, L,-ზე, ამასვე 0, მუდმივები განისაზღვრება. (91,17) სისტემით. 

შენიშვნა 3. ადვილი შესამჩნევია, რომ ჰარმონიული »”–=I6ძ() 

ფუნქცია იქნება არა მარტო თითქმის შემოსაზღვრული, არა- 

მედ შემოსაზღვრულიც ყველა ბოლოს მახლობლობაში. ეს 

ცხადია (91,20)-ის მარჯვენა მხარის პირველი ”შესაკრებისათვის. მეორე შესაკრები 

ნებისმიერი C ბოლოს მახლობლობაში წარმოიდგინება შემდეგი სახით: 

1 | §0« _ ჯ5“ «ი 1 - | §0-–- «0 C 

ჯ (1-2. Iი იC-ი+ L(–-2 
  ძ”, 

სადაც ზედა ნიშანი აიღება თ/ ბოლოებისათვის, ხოლო ქვედა -–– ნ, ბოლოებისათვის. 

«ამგვარად, C-ს მახლობლობაში 

+ 

«=0-%ფ= 234609 -- +,
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სადაც Mა უწყვეტია C წერტილში, ხოლო 4:=მIწ (2–- 0). 

% ცხადია, რომ თუ #(0=/'(90 --/ (2, მაშინ « უწყვეტად გაგრძელებადია 
C- ხე. 

C ამოცანა (დირიხლეს ამოცანა), ვიპოვოთ 5-ში ყველგან შემოსა- 

ზღვრული ჰარმონიული V(», 9) ფუნქცია შემდეგი სასაზღვრო 
პირობებით: 

ხ+=/თ, V- რთ Lზე, (4.21) 
სადაც /0)ე დღა/“()ე მოცემული ნამდვილი ფუნქციებია, რომ- 
ლებიც აკმაყოფილებენ # პირობას. 

ჩვენ მივუთითებთ ამ ამოცანის ამოხსნის ორ ხერხს, პირველ ხერხს ეს ამო- 

ცანა მიჰყავს 8. ამოცანამდე, ხოლო მეორეს –– // ამოცანამდე. 

პირველი ხერხი. C ამოცანა შეიძლება მივიყვანოთ „8 ამოცანამდე 

სხვადასხვა ხერხით. ჩვენ მივუთითებთ ერთ-ერთ უმარტივეს გზას აღვნიშნოთ 

თ,/(X, M)-ით ან თ,(2)-ით შემდეგი ელემენტარული ჰარმონიული ფუნქციები: 

დ (“ხე )ი(2--ნ)–(-–-ძ)I0(2–-–ძიე 

6 ხ,–-იძ, 
  თ/2) = · I=1,..,/, (91,22) 

სადაც თ,(2) არის L,-ლზე გაქრილ სიბრტყეში ისეთი ცალსახა შტო, რომ დიდი '2|- 

ებისათვის 
წ 

. 1 
ი,0 =–უII)2-1+0 (–). (91,22 ა) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თ,() იღებს ერთნაირ მნიშვნელობებს ძ,ხ, მონა- 

კვეთებზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან; ეს მნიშვნელობები აღვნიშნოთ თ,(I)-ით. 

ახლა დავუშვათ, რომ : 

ი 

ხ(X, ყ)= ი(X, 9) + «ე + 2 თა,(). '(91,23) 
(= 1 

სადაც თე. Cთ,,... თ,--ნამდვილი მუდმივებია, რომელთაგან უკანასკნელი # მუდ- 

მივი შებმულია პირობით 

თე +-Cვ + ··-+ თ, = 0. · (91,24) 

რაც უზრუნველყოფს იმას, რომ 

ი 

2) «4VCთ 
/=1 

უსასრულობაში იქნება ნულის ტოლი; V(X, ყ) ახალი საძებნი ჰარმონიული, უსა- 

სრულობაში ქრობადი ფუნქციაა. 

(91,21)-დან #« ფუნქციისათვის ვიღებთ შემდეგ სასაზღვრო პირობებს: 

V+ = /+CთV _ 0101 #«=I"() –X) L-ზე, (91 ,25) 

სადაც სიმოკლისათვის აღნიშნულია
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ი 

თ(/)ლ=Cთა + ?, თ, V; (). (91,26) 

#1=1 

(91,25) ამოცანის ნაცვლად ამოვხსნათ 8 ამოცანა 

ი+(C0 =/+0)-––ი(0+C, თ 0=/(0 – «(ე +C, L/-ზე. (91,27) 
სადაც თა, თ, ..., თ» მუდმივები ფიქსირებულია და ვთვლით, რომ როგორც ამას 

8 ამოცანის პირობა მოითხოვს, V(X, ყ) არის უსასრულობაში ქრობადი, ყველა 

ბოლოს მახლობლობაში თითქმის შემოსაზღვრულე ჰოლომორფული 9X7) ფუნქციის 

ნამდვილი ნაწილი. 
ჩვენ ვიცით (იხ. ზემოთ „8 ამოცანის ამოხსნა), რომ ამ დროს C; მუდმივები 

სავსებით განისაზღვრება და, ცხადია რომ ისინი გამოისახებიან თე, C),..., რა 
მუდმივების წრფივი კომბინაციებით: 

წ. · 

= 2, V/ს Cს + V), (91,28) 
#=0 

სადაც X„ /7+(0 და |“) ფუნქციების არჩევისაგან დამოუკიდებელი გარკვეული 
მუდმივებია, ხოლო 1, მუდმივები, რომლებიც ნულის ტოლია, როცა /+(,)= 

=I-6 =9. 
შევარჩიოთ ახლა თე, თკ...., თე მუდმივები ისე, რომ C,=0 (/=1. 2,...,ს/) 

და დაკმაყოფილებული იყოს (61, 24) "პირობა, 
ამგვარად, თ, მუდმივების განსაზღვრისათვის მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა 

სისტემას: 

(რ= | 

?, +V/I + // = 0, )=1, 2. ..)70, 

#M=0 

ი 

1?) თ, = 0, დ1,29 

ქვემოთ ვაჩვენებთ, რომ ეს სისტემა ყოვილთვის ცალსახად ამოხსნადია. თუ 

თ, მუდმივები შერჩეულია (91,29)-ის შესაბამისად, მაშინ გამოსავალი C ამოცანის 

ამონახსნი მოცემული იქნება (91,23) ფორმულით, სადაც V(X, ყ)-ად (91.27) ამო- 

ცანის ამონახსნი! უნდა მივიჩნიოთ. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (91,29) სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, იგი ნულის ტოლია. მაშინ, როცა 
/+(0 =/“(0 =9, (91,29)-დან მიღებულ ერთგვაროვან სისტემას აქვს არანულოვანი 
თე CI, .... თ, ამონახსნი მუდმივების ამ მნიშვნელობებისათვის V(X. V) ფუნ- 

ქცია, განსაზღვრული (91.23) ფორმულით, იქნება დირიხლეს (91,21) ამოცანის 
ამოხსნა, როცა /?=/“=0. მაგრამ მაშინ, როგორც ცნობილია, #=0. ხოლო თუ 

V=0, მაშინ აუცილებლად თე=თ=-.·. ·=თ_;=0. მართლაც, თეა=0, რადგან 

44 ზემოთქმულის თანახმად (შენიშვნა 8 ამოცანის მიმართ) M(ჯ. ყ) ფუნქცია იქნება არამცთუ 
თითქმის შემოსაზღვრული, არამედ შემოსაზღვრულიც კი ყველა ბოლოს მახლობლობაში,
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(91,23)-ის მარჯვენა ნაწილში თე-გან განსხვაებული ორივე შესაკრები უსასრუ- 

ლობაში ქრობადია45, 

ვთქვათ, თ,„550 (ჩ >>1). თუ 2 შემოუვლის მხოლოდ ითკხ, მონაკვეთს, მაშინ 

V(X, ყ) ფუნქციის შეუღლებული დაუბრუნდება თავის პირვანდელ მნიშენელობას, 

ისევე როგორც CI,(2) (/ 55 #) ფუნქციის შეუღლებული. ხოლო თ,(2) ფუნქციის 

შეუღლებული ფენქცია, როგორც ადვილი შესამჩნევია, მიიღებს ნულისაგან გან- 

სხვავებულ ნაზრდს. მაშასადამე თუ თ,5C0, მაშინ (91,23)-იის მარჯვენა მხარის 

შეუღლებული ფუნქცია მიიღებს ნულისაგან განსხვავებულ ნაზრდს, რაც არ შეიძ- 

ლება, რადგან მარცხენა მხარე V=0. 

· ამგვარად, ჩვენი დებულება დამტკიცებულია და C ამოცანა შეიძლება ამოხს- 
ნილად ჩაითვალოს, 

C ამოცანს ამოხსნის მეორე მეთოდი, რ–რომელიც. მითითებულია 

მ. კელდიშის და ლ. სედოვის |1) მიერ: მდგომარეობს 4 ამოცანაზე დაყვანაში; 

ეს მეთოდი რამდენადმე ნაკლებად ზოგადია, ვიდრე ზემოთ მოყვ:ნილი, რადგან 

მოითხოვს მოცემული /+() და /-(0) ფუნქციების წარმოებადობას, მაგრამ პრაქ- 
ტიკულად ზოგჯერ უფრო მარტივ შედეგებამდე მივყავართ. 

გადმოვცემთ ამ მეთოდს ზოგიერთი (არარსებითი) „ვლილებითა და გამარ- 

ტივებით. 

ანალიზური ფუნქცია,ა რომლის ნამდეილ ნაწილს წარმოადგენს საძებნი 

L(CX, ყ) ჰარმონიული ფუნქცია, აღვნიშნოთ 

წა დუ =VV, V) + IVV. #). (91,30) 
VVCთ, ყ) ფუნქციის შეუღლებული V(X, ყ) ფუნქცია, საზოგადოდ, იქნება მრავალ- 
სახა, ამიტომ მრავალსახა იქნები აგრეთვე ,თX2) ფუნქციაც. მაგრამ როგორც 

ცნობილია, 
მც 04 

დ”უ = - ოეე I _ 

ფუნქცია იქნება ცალსახა! (CV ფუნქციის ალსახობის გამო), ამავე დროს V/-ს 

შემოსაზღვრულობის გამო 

1 
თ'ფ=0 (>) (91,31) 

დიდი | 2|I-ებისათვის!?. 

40 ყ(X, ყ) არის ნამდვილი ნაწილი 8 ამოცანის იმ ამოხსნისა, რომელ“ც (ამოცანის პირობის 

თანახმად) უსასრულობაში ქრება. 
46 ჰარმონული V(X, ყ) ფუნქცია იღებს შემოელის გზისაგან დამოუკიდებელ მუდმიე ნაზრდს 

ნებისმიერი ისეთი შეკრული გზის გასწვრივ, რომელიც მოიცავს მხოლოდ ძი,ხ» მონაკეეთს. ამიტომ, 

ცხადია, რომ დ”(2) ფუნქცია ასეთი გზით შემოვლისას დაუბრუნდება თავის პირვანდელ მნიშვნელობას. 
47 ცალსახა და უსასრულობის მახლობლობაში შემოსაზღვრული ჰარმონიული ფუნქცია საკ- 

მარისად დიდი |2|-ებისათვის დაიშლება შემდეგი სახის მწკრივად 

V(X, ყ)= თე + 5. (თს C95 #8 –L ჩჯ §Iი ჩი» (2 = #60) 
· ჩ=1 

და ამიტომ საკმარისად დიდი |2|-ებისათვის გეაქვს 

9 1 
«(2)=V-L I0 = თე-L ჩა + 3? %+ 'ზე >", «'ფ=0(>.), 

ჩ=1
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დავუშვათ, რომ ყველა ბოლოზე, ე. ი. როცა 1=ძჯ. ხ, : /'(/) =/“(I) (ეს 

ნიშნავს საძებნი V ფუნქციეს სასაზღვრო მნიშვნელობების უწყვეტობას) და შემო- 

ვიღოთ (91,5) ფორმულებით განსაზღვრული /(/) და C(I)) ფუნქციები. მაშინ დაშ- 
ვებული პირობის თანახმად გვექნება . 

I(თ)ა =/'(თ)=!“(9,), /I(ხ,))=/+(,)=/“ (წ, 

9#(0,)=§9(0,)=0, #<1,2,..., #. (91,32) 

შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ /+(), /“(,) და, მაშასადამე, I(1(0M--40) ფორ- 

მულებს აქვს #V" კლასის წარმოებულები. დ (0) ფუნქციიდან მოვითხოვთ, რომ იგი 

იყოს უბან-უბან პოლომორფული/43, 

„ამგვარად, მივდივართ 4 ამოცანამდე C”(2) ფუნქციისათვის, ამასთანავე /(), 

§(I)) ფუნქციების როლს თამაშობს /”(/), დ”(). 

(91,13ა) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

#66 I(0 ძ! 1 ( C'0ძ, C,2-'+-..+6»- 

XLIV /?(2) ( (“2 ს. (–-2 + MV #Cთ 
L L (ლ91,33) 

სადაც Iშ განისაზღვრება (91,9ა) ფორმულით და ფესვები უნდა გვესმოდეს § 85- 

ის შესაბამისად; C),..., C„-ე აღნიშნავს ნამდვილ მულდმივებს. (91,33)-ის უკანას- 

კნელი შესაკრების მრიცხველში ჩვენ ავიღეთ (02-–-– 2) რიგის პოლინომი ნაცვლად 

(0–– 1) რიგის პოლინომისა, რათა დაკმაყოფილებულიყო (91,31) პირობა, ვინაი- 

დან, ადვილი მისახვედრია, პირველი ორი შესაკრები ამ პირობას აკმაყოფილებს. 
პირველი შესაკრებისათვის ეს ცხადია. რაც შეეხება მეორე შესაკრებს, უსასრულოდ 

დაშორებული წერტილის მახლობლობაში მის მწკრივად გაშლაში 2-ის კლებად 

ხარისხებად 2-1-ის კოეფიციენტი უდრის 

  
  დ'(2) = 

1 

ჯL! 

ი 

1?) (#0) – #(9)1 
ჩ= - 

1 
– > | #04-– 

L 

და, მაშასადამე, (91,32)-ის ძალით ნულის ტოლია. რადგან ვიპოვეთ Cდ/(ჟ, ახლა 

დფღ-ს აღვადგენთ ფორმულით · 

2 

დთ(C = ( დ”()ძ2 + C, 

9 

სადაც C შეიძლება ჩავთვალოთ ნამდვილ მუდმივად. 
C»....· C„-L მუღმივების განსაზღვრისათვის გვაქვს / რაოდენობის შემდეგი 

ცხადი პირობაბ?: 

  

48 ეს დაშვება გამართლებულია თ 005(6010LI, რადგანა/) ვნაზავთ, როშ ასეთი სახის ამონახს- 

ნი არსებობს; ის ფაქტი, რომ არ დავკარგაეთ არცერთ სხვა ამონახსნს, გამომდინარეობს დირიხ- 
ლეს ამოცანის ამოხსნის ერთადერთობიდან. 

4“ არ უნდა დაგვაეიწყდეს, რომ I+(ი,„) = I (თ) = /(0,).
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ა ი 

L68 | თ“(2ძ2+ C =(/(0,). (91,34) 

გ 

ინტეგრება შეიძლება ნებისმიერი გზით, რომელსაც მივყავართ 0-დან ძჯ-მდე (L-ის 

გადაკვეთის გარეშე), მაგალითად. 0X ღერძის მარცხენა მხარის გასწვრივ (მაშინ 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ უნდა ავეღოთ C”+(/) ძ/). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (91,34) პირობები C), Cა, ...,C»-),) C მუდმივების 

მიმართ #0 რაოდენობის წრფივ განტოლებათა სისტემას წარმოადგენს. დავამტკი- 

ცოთ, რომ ეს სისტემა ყოველთვის ცალსახად ამოხსნადია. ამისი დამტკიცება შეიძ- 

ლება დირიხლეს ამოცანის ამოხსნის ერთადერთობის თეორემაზე დაყრდნობით, 

მაგრა მ ჩვენ მოვიყვანთ ერთ მარტივ უშუალო დამტკიცებას რომელიც აგოეთვე 

მ. კელდიშისა და ლ. სედოვის (1) მიერ იყო მითითებული. 

განვიხილოთ (91,34) სისტემის შესაბამისი ერთგვაროვანი სისტემა; იგი მი- 

იღება, თუ დავუშვებთ, რომ /(/)= #(0) = 0. ამ ერთგვაროვან სისტემ-ს აქვს სახე 

ძ · 
“ C.(/0-2 L... LC 

თი | იიი თლი 2 /+-0=0, ჩ=I, 2,....0, (91,35) 
ბ 

საიდანაც ადვილად გამომდინარეობს, რომ 

“ი /-ბი I... LC 1. ... »-1 
_ეეაეუკ=–“–“ – ძ%=0, #=1, 2,..., 0-1). 91.36 | MC ” 61.30 

ით 

ამგვარად, ყოველ ნ,0,+ე მონაკვეთზე (ამ მონაკვეთების რიცხვი / -- 1-ის 

ტოლია) C; 2--%L - ··-+C, ე პოლინომი აუცილებლად ერთხელ მაინც იცვლის ნი- 

შანს, ისე რომ მას უნდა ჰქონდეს არანაკლებ 0 -- 1 ფესვისა; მაგრამ ეს შესაძლე- 

ბელია მხოლოდ მაშინ, როცა C,=.--· =C»-1=0, ამი” შებდეგ ცხადია, რომ 

C=0. 

ამგვარად, (91,34)-ის შესაბამის ერთგვაროვან სისტემას არ გააჩნია ნულისა- 

გან განსხვავებული ამონახსნი. ამგვარად, მისი დეტერმინანტი განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან და (91,34) სისტემა ყოველთვის ცალსახად ამოხსნადია. 

§ 99. დირიხლეს ამოცანა და ანალოგიური ამოცანები სიბრტყისათვის წრე- 

წირის გასწვრივ განლაგებული ჭრილებით სრულიად ანალოგიურად შეიძლება 

ამოიხსნას წინა პარაგრაფის #. 8 და C ამოცანები ისეთი 5 არის შემთხვევაში, 

რომელიც რაიმე წრეწირის სასრული რაოდენობის რკალების გასწვრივ გაჭოილ 

სიბრტყეს წარმოადგენს. ეს შემთხვევა შეიძლება მარტივი ინვერსიით მივიყვანოთ 

წინა პარაგრაფის შემთხვევაზე, მაგრამ წინა პარაგრაფში მოჯვანილი ამოზსნის ანა- 

ლოგიურ გზას უფრო სწრაფად მივყავართ მიზნანდე. შესაბამისი ფორმულების გა- 

მოყვანას, რომლებიც წინა პარაგრაფის ფორმულების ანალოგიურია, ვ:ნდობთ 

მკითხველს (იხ. ანალოგიური გარდაქმნები შემდეგ პარაგრაფში). 

§ 98, რიმან--პილბერტის ამოცანა წყვეტილი კოეფიციენტებით. 19. გამოყე-
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ნების თვალსაზრისით ი ფრიად მნიშვნელოვან ამოცანას ასე ჩამოვაყალიბებთ 

რდრ. § 40: 
ვთქვათ, L შეკრულია გლუვი კონტურია, 5+--ჩ კონტურით შემოსაზღვრული 

სიბრტყის ნაწილ (სასრული ან უსასრულო). ვეძებოთ §+-ში ჰოლომორფული 

90 =V+!9 ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად გაგოძელებადია L კონტურის ყველა 
წერტილზე, გარდა. შესაძლებელია, ამ კონტურის მოცემული C;, Cე, ..., 6, წერტი- 
ლებისა, რომელთა მახლობლობაშიც 

|დ(უ| < » ს–ფ" %= ლ005L < 1, (93,1) 

ისე, რომ დაკმაყოფილდეს სასაზღვრო პირობა 

ირი – ხ09' = «0, (95,2) 
სადაც C(I), ხ(I), C(/) L-ზხე მოცემულ. ##/ე კლასის ნამდვილი ფუნქციებია C), ..., 0, 

კვანძებით, ამასთა5, თ“(1) + 6%!) 55 0 ყველგან L-ზებ!. 

- ვიგულისხმებთ, რომ L კონტური აკმაქჟოფილებს ლიაპუნოვის პირობას. 

კონფორმული გადასახვეის გზით ეს ამოცანა, ისევე, როგორც § 43-ში, შეიძ- 

ლება მივაყვანოთ იმ შემთხვევაზე, როცა 5+ წრეამ?. სწორედ ამ შემთხვევას გან- 

ვიხილავთ ახლა. 

20. ამგვარად, ვთქვათ, L არის 4) = 1 წრეწირი, ხოლო 5+-–-|12|) < 1 წრე; 

§--ით აღვნიშნოთ | 2| >> 1. არე. 

მას შემდეგ, რაც ნათქვამი იყო §§ 41, 43 და 83-ის მე-2 პუნქტში, დასმუ- 

ლი ამოცანის ამოხსნა ცხადი ხდება. ამიტომ ჩვენ შემოვიფარგლებით მოკლე მითი- 

თებებით?3. 

ისვე, როგორც § 41-შე, 5+-ში საძიებელ CთX(2) ფუნქციას გავაგრძელებთ 

5“ არეშიც ისე, რომ 

დ, = 9 (+) =დ( (93,3) 

ყველა 2-ისათვის 5+ და 5“ არეებში. 

ამას, ისევე, როგორც § 41-ში, მივყავართ შეუღლების ამოცანამდე, რომე- 

ლიც შეესაბამება რემან--–ჰილბერტიეს (93.2) ამოცანას: 

§0 უახლესი გამოყენებებიდან მივუთითებთ გამოყენებებს გარსების უმომენტო თეორიაში; 
ის. ა. გოლდენვეიზერის (1| სტატიაა. ა. ბიწაძის (3) შრომაში მოცემულია გამოყენება შერეული 
ტეპის კერძო წარმოებულიანი დითერენციალური განტოლებების თეორიის ერთი მნიშენელოვანი” 

ამოცანისათვის. 

ა წყვეტის წერტილების მიმართ ეს პირობა, როგორც ყოველთვის, უნდა გავიგოთ, როგკორ0 

თ"%(C) + 0) -L ხ%C, > 0) « 0. 

M § 43-ის დასაწყისში ნათქვამის თანახმად ადვილი შესამჩნევია, რომ განსახილველი ფუნქ- 
ციების მო»ხოვნილი თვისებების შენარჩუნებას წრეზე კონფორმული გადასახვისას # წირზე დადე- 
ბული პირობები უზრუნველყოფენ. ' 

"ა რამდენადაც ჩემთვის ცნობილია, ტექსტში მოყვანილი ამოცანის სრული ამოხსნა ადრე 
არ ყოფილა მითითებული. ერთი კერძო შემთხვევა განხილულია L. Mი06(ხ%C-ის (1) სტატიაში, 
მაგრამ დასრულებული ამოხსნა ავტორს ამ კერძო შემთხვევაშიც კი არ მიუღია. სხვა კერძო შემ- 

თხვევაში დასრულებული სახის ამოხსნას იძლევა ს. სობოლევი (1) აქ მოცემული მეთოდისაგან 
განსხვავებული გზით (მოგვყავს სქოლიო წიგნის პირველი გამოცემიდან).
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(თ + (ხ) დ+(ე +L («–– (6) დ-() = 2% (93,4) 
ან 

დ+V) =0(0)დ“0 +V(, (93,5) 
სადაც 

ძ--I!ხ 2 
0ი=--:, #§0= 2 # (93,6) 

§ 80-ის ანალოგიურად (იხ. აგრეთვე § 83) განსახილველი რიმან––ჰილბერტის 
ამოცანის ყველა ამონახსნი დავყოთ კლასებად; V/L(C, ,.., C) კლას მივაკუთვნოთ 

მოცემული არაგანსაკუთრებული ი), 0;, .... 6, კვანძების მახლობლობაში შემოსაზღვ- 

რული ყველა ამონახსნი. 

მოცემული კლასის X ინდექსი განისაზღვრება ფორმულით 

  1 1 1 ძ--/ხ 
%= 2 Iი 0ო(0I)),= 2 IგCC CC) ),= ი თ“ =>). (93,7) 

C() ფუნქციის არგუმენტის ნახტომებს 0, წერტილებზე გადასვლისას ამონახსნთა 

“განსახილავი კლასის შესაბამად ავირჩევთ, ისე, როგორც ეს მითითებული იყო 

== 
---= –C/) შეფარდების არგუმენ- 

ტის ნახტომებს ყოველთვის მივიღებთ C()-ს არგუმენტის ნახ- 

ტომების ტოლად 

უწყვეტი კოეფიციენტების შემთხვევისაგან განსხვავებით X» რიცხვი ახლა შეიძ- 

ლება იყოს როგორც კენტი, ისე ლუწიც?. 

ვთქვათ, X(2) აღნიშნავს (93,5) ამოცანის მოცემული /I(Cთ), თა, ..., ლე) კლასის 

კანონიკურ ფუნქციას, რომელიც დამატებით აკმაქჟოფილებს პირობას ' 

§ 83-ში (იხ. (83,9) ფორმულა). 

X.(7 = X (+) = 22XL(უჟ; (93.8) 

XC) ფუნქცია განსაზღვრულია ნამდვილი მუდმივი მამრავლის სიზუსტით და 
შეიძლება გამოითვალოს (41,9)–-–(41,11), (41,13) (41,14) ფორმულების საშუალე- 

ბით, თუ 

  
ჯხ . 

2+7 2 (8() (93,9) 

გამოსახულებას გავიგებთ ისე, როგორც მითითებული იყო § 83-ში (83,16)55 

ფორმულის შემდეგ. 

რიმან-––ჰილბერტის ერთგვაროვანი ამოცანის მოცემული კლასის ზოგადი ამო- 

ნახსნი, რომელიც მიიღება (93,2)-დან, როცა C(/)=0, X >0 შემთხვევაში მოიცემა 
ფორმულით 

1ი I(#« ღC(0)) = 1 მწ == (ჯ-X 

  

–ხ 
1 # შეფარდების არგუმენტის ცელილება უდ- 

რის თ–- (0 გამოსახულების არგუმენტის გაორკეცებბულ ძცვლილებას თუნდაც იმიტომ, რომ ამ არ- 

გუმენტის ნახტომი C, წერტილზე გადასვლისას ჩვენ მიერ ცალკე არ არის დაფიქსირებული. 
ბს ჩეენს შემთხვევაში (83,16) ფორმულაში უნდა ჩავთვალოთ, რომ 0=0 და ავიღოთ ზედა 

ნიშანი. 

34 ახლა არ შეგვიძლია ვამტკიცოთ, რომ 9 
ძ
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დ(უ = X(ჟ (Cი2” + C)2“ 1 + -.-+ C,ე, (93,10) 
სადაც Cი. CI,....C„- მუდმივები შებმული არის პირობებით 

C, =C»- (93,11) 
სხვა მხრივ კი ნებისმიერი შეიძლება იყოს, სავსებით ისევე, როგორც ჯა. 41-ში 

(იმ განსხვავებით, რომ X კენტი რიცხვიც შეიძლება იყოს). 

ამის შესაბამისად, როცა X>0, ერთგვაროვან ამოცანას 

აქვს მოცემული კლასი ზუსტადX+1 წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი ამონახსნი, ისევე როგორც § 41-ში (წრფივად დამოუკიდებლობა გვესმის 
იმავე აზრით, როგორც § 40-ის მე-2 პუნქტში); როცა X=-–-1, მაშინ ერთგვა- 

როვან ამოცანას არ აქვს მოცემული კლასის ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი. 
არაერთგვაროვანი (93,2) ამოცანა, როცა X>>-- I. ამოხსნადია (მოცემულ 

კლასში) ნებისმიერი C(/) მარჯვენა მხარისათვის; კერძოდ როცა X=–--1, იგი (ალ- 

სახად ამოხსნადია. 

როცა X=-– 2 ამ ამოცანას აქვს მოციმული კლასის (ერთადერთი) ამონახს- 
ნი, მაშინ, როცა შესრულებულია შემდეგი პირობები (მათი რიცხვი –-X-- 1-ის 

ტოლია): 

ლუწი X-სათვის3ზ; 

2 

( C(8) C(მ) CC§ ჩ9 ძ9=50, #=0, 1,,...– 2 = 
8 
2 (93,12) 

C(8) თმ) §Iი ჩ ძ8=0, #=0, 1,,..,–– > 1; 
ბ 

კენტი X-სათვას: 
2: 

1 
( C(4) C(3ე C05 (++ = ძა =0, 

0 ' 16 X+1 
2 ”/=0, 1... –.. (93,13) 

” 1 
§X3-) C(9) 51ი (++ +) 3-ძვ=0. 

9 
აქ §X8) აღნიშნავს ნამდვილ ფუნქციას, განსაზღვრულს ისევე, როგორც § 41-ში 

((41,22) ფორმულა), 
2: 

1 => | 9ტ I <= 49.) 1 90) = წევ ხ%ვ) LI“ 2.) ი 7)ლწ >“ ძშ, (93,14) 
(ბ) 

შემდეგი დამატებით: § 41-ში V ი' + ხ'-ის წინ ნიშნის აღებას მნიშენელობა არ 

ჰქონდა, რადგან ეს გამოსახულება L-ზე უწყვეტად ფცვლილებისას ერთსა და. იმავე: 
– 

:4 ამ შემთხვევაში გვაქვს იგივე ფორმულები, რაც გექონდა § 41-ში.
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ნიშანს ინარჩუნებს. განსახილაე შემთხვვაში კი ამას არ აქვ ადგილი, ამიტომ 

ახლა მხედველობაში უნდა გვქონდეს, რომ 
  

+ V ი?(3) + ხ%8) =                  

სადაც 
ძ--Iხ 

4+ I 
ამასთან 2, წერტილზე გადასელისას თ არგუმენტი ისე უნდა იცვლებოდეს. როგორც 

ზემოთ, (93,7) ფორმულის შემდეგ, იყო მითითებული. 

ამოვწეროთ აგრეთვე (93,2) არაერთგვაროვწი ამოცანს მოცემული 

/I(C,. C:, ...·6,) კლასის ამონახსნების ფორმულები. ამ ფორმულებს აქვს ისეთივე 
სახე, როგორიც § 41-ში. 

როცა %# >20, (93,8) ამოცანის ერთ-ერთი კერძო ამონახსნი მოიცემა ფორ- 
მულით 

თ = მIწ 

თე XC. Cძ! #L I“ იძ! _ 

0-=5, + აუუ =– 317) C+90XC600-9! 

_-20 ( _ 1X2. _ «I. 6315   
2 ,) (2 +(ხ) X+Cთ). 1' 

L 

როცა Xლ-–--1 (ერთადერთი) ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

დ«ც- 290 04 93,16 20 = 2; ) 6+#) X+თCVC-–72' C3,10) 
L 

ოღონდ, X=-–2 დროს დაცული უნდა იყოს (93,12) ან (93,13) არსებობის 

პირობები. 

ცალკე აღვნიშნოთ ფორმულა, რომელიც X=0 შემთხვევაშ? იძლევა» კერძო. 

ამონახსნს: 

XC27) | იძ! X(2) ( 6 ძ! 

“I ) C+-70)X+თVVC- 2 25 ,) (2-:10X+0 1. LC >-129 
L L 

თX2) = 

ვსი დასასრულ, მოვიყვანოთ რიმან-ჰილბერტის ამოცანის. 

ამოხსნა ნახევარსიბრტყისათვის. აქ გამოვიყენებთ აღნიშვნებს, რომლე- 

ბიც მიღებული იყო § 42. § 83-ის მე-3 პუნქტში. ზემოთ მოყკვანილთან სრული 

ანალოგიის გამო შემოვიფარგლებით საბოლოო ფორმულებისა და მარტივი შენიშ- 

ვნების მოყვანით. 
რიმან-––ჰილბერტის ამოვანა ნახევარსიბრტყისათვის სავსებით ისევე ყალებდება, 

როგორც 1 პუნქტში. თუ #) საზღვრის (ნამდვილი ღერძის) უსასრულოდ დაშორე- 
ბული წერტილი კვანძებს მიეკუთვნება, მაშინ (93,1) პირობა ამ წკერტილიასათვის. 

ასე უნდა გვესმოდეს:
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|დ(ჟ| < იძი! |2|ზ, C=0ლ0ი5| < 1, დიდი |2|-ებისათვის. 

ისევე, როგორც § 42-ში, ჩვენთვის საინტერესო ამოცანა მიდის (93,4) შე- 

უღლების ამოცანის ამოხსნამდე ახ, რაც იგივეა, (93,5) ამოცანამდე, სადაც ამჯე- 

რად საზღვარი არის L) წრფე, ხოლო ,ამონახსნი უნდა აკმაყოფილებდეს პირობას 

დ( = თ(ა 

და შემოსაზღვრული უნდა იყოს ყველგან, გარდა, შესაძლებელია, ზოგიერთი კვან- 

-ძის მიდამოსი. 

მოცემული II(0), 0: ..., 6) კლასის ინდექსი განისაზღვრება ფორმულით 

1 

X=“= (Iი 006 Iს, (93,18) 

სადაც კვლავ 
ძ–! 

C(ე = – 2+>#" 

ზოლო 19 C()-ს მნიშვნელობები ისეა შერჩეული, როგორც § 83-ის მე-3 პუნქტში. 
-თუ როგორ უნდა გვესმოდეს (93,18) ფორმულა იხ. იმავე § 83-ის მე-3 პუნქტში, 
აგრეთვე ხსენებული პარაგრაფის ბოლოში. X მთელი რიცხვი შეიძლება იყოს 

ოოგორც კენტი, ისე ლუწიც. 
შეუღლების ამოცანის მოცემული #0, C-, .... 6) კლასის კანონიკური ფუნ- 

ქცია შეგვიძლია“ განვსაზღვროთ ფორმულით (იხ. (83,20), (83,21) 

ირ. როცა 2C5%+, 

სადაც ამჯერად 
72+I LC ითი“ 2+! ( 00 ძ! 

I0-– -; | ი7+ი,-2 1“ 2: |) ი”ყიი>2 +" 
ჩ ი 

: (+ /%V% /+1%X 0--ჯხ 
0ა() = (+-5) 0() = – L--.) 1" (93,2თ) 

(+(V%%X ძ- თვ 21 
00=%( 0,0 =%C |-– (<+-:) XI. (93,21) 

ამასთან, უკანასკნელ ფორმულაში არგუმენტი უნდა შეირჩეს § 83-ის მე-3 პუნქტ- 
ში მიღებული პირობის მიხედვით, განსახილავი კლასის ამონახსნების შესაბამისად. 

ჯ-თ აღნიშნულია ჯერჯერობით ნებისმიერი მუდმივი, რომელიც შემდგომი ფორმუ- 

“ლების რამდენადმე გასამარტივებლად შემოვიტანეთ. სახელდობრ, ამ მუდმიევს 

ისე ავარჩევთ, რომ IC=I (7. ამისათვის, როგორც ადვილი შესამჩნევია, საკმარი- 

-სია ავიღოთ : 

( ( 0()ძ! 

“ 2, 1+/8” 
ი
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ასე რომ, საბოლოოდ 

      

== >5 ( 8(0ი V / CL 1 ( 2) 2-–-:718(0ი! 
ი0=-“X» . 0ი+ი(–-2 2) 1+/ 4, CL +=:)> > 

ი ი ხს 

(93,22) 
I(2)-ის არჩევა. ისევე როგორც უწყვეტი. კოეფიციენტის შემთხვევაში (იხ. 

§ 42), გვაძლევს 
2–- 

XV = |   1 -. XC. (93.23) 

რიმან––ჰილბერტის ერთგვაროვანი ამოცანის მოცემული კლასის ზოგადი ამო- 

· ნახსნი მაშინ, როცა X >>0. განისაზღვრება ფორმულით 

დო=XCთ (თ+C2:1+---4+0, <7) )' 
სადაც Cი,...,C» მუდმივებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს 

C.=C.» (93,24) 

სხვა მხრივ კი ნებისმიერნი არიან. როცა X < ––- 1, მაშინ ერთგვაროვან ამოცანას 

მოცემული კლასის ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები არ გააჩნია. 

როცა X>-1I, რიმან-ჰილბერტის არაერთგვაროვანი ამო- 

ცანა მოცემულ კლასში ამოხსნადია ნებისმიერი C(,) მარჯეენა მხარისათვის, კერ- 

ძოდ, როცა X=–--1 იგი (ალსახად ამოხსნადია, თუ X <= –- 2, მაშინ ამ ამოცანას 

აქვს მოცემული კლასის (ერთადერთი) ამონახსნი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

შესრულებულია (86,24) პირობებიდან ზოგიერთი მარტივი გარდაქმნებით გამომ- 

დინარე შემდეგი პირობები: 

    

| C() CI) Cი§ 269ძ/=0, #=0, 1,..,– + _ 

“ +; (93,25) 
/ (MX) C(,) 5(ი 2853 ძ(=0, #=1, 2, .., –- – 1 

ი 

ლუწი X-სათვის და 

( (I) C(() C05 (2ჩ + 1) 9 ძ7=0 

ი % -+1 

#=0, 1, “ი 1) რდ3,26) 
( 9() «0 §Iი (26+ 1) -ძჯ=0 
ი 

კენტი X-სათვის; ამ ფორმულებში 9 =- მIწ (( + 0 = –– მ/წ (–– 0, ხოლო §ჩ() 
აღნიშნავს ნამდვილ ფუნქციას
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C(ე =   
2 + (–1| 8ძაძ/ 

+1/ IC) +CV(0) (1+ 3 ““ LX, 1-1 =5 ს-1 L 

' (93,27) 
უკანასკნელ ფორმულაში ფესვის წან ნიშნის არჩევის შესახებ იხ. წინა პარაგრაფ- 
ში (93,14) ფორმულის შემდეგ მოყვანილი მსჯელობა, 

შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანის ერთ-ერთე კერძო ამონახსნი, რომე- 

ლიც შეესაბამება განსახილავ რიმან––ჰილბერტის ამოცანას, განისაზღვრება ფორმუ- 

ლით (იხ. 83,22) 

    
«ტტ = XVC) | ?+! V«(ლ)VI! 

8 
2 ქ 1+I X+()(I--2” დ3,2ს 

როცა X=--1, ეს ამონახსნი იქნება აგრეთვე რიმან––ჰილბერტის მოცემული კლასის 

(ერთადერთი) ამონახსნი. იმ შემთხვევაში, როცა X >>0, რიმან-–ჰილბერტის ამოცა- 

ნის ერთ-ერთი კერძო ამონახსი ახა 

– (დფ +590), 
ზოგადი ამონახსნი კ კი მიიღება ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი ამონახსნის დამა- 

ტებით. 
როცა X<–-2, რიმან––ჰილბერტის ამოცანის (ერთადერთი) ამონახსნი მოი- 

ცემა (93,28) ფორმულით იმ პირობით, თუ დაცულია (93.25) ან (93,26) აუცი- 

ლებელი და საკმარისი. პირობები. 

შენიშვნა. თუ უსასრულოდ დაშორებული წერტილი წყვეტის წერტილს. 
არ წარმოადგენს, მაშინ ზემოო მოყვანილი ფორმულები შეიძლება გამარტივდეს 
იმის მსგავსად, როგორც ეს მითითებული იყო § 8მ3-ის ბოლოში. ანალოგიურად. 

მოვიქცევით იმ შემთხვივაშიც, როცა C(--9) =C(+9), მაგრამ 6(--00)=C4(+ თ). 
§ 94. კერძო შემთხვევა: ჰარმონიულ ფუნქციათა თეორიის შერეული ამო- 

ცანა. ვთქვათ, ლიაპუნოვის შეკრულ L კონტურზე მოცემულია ერთმანეთისაგან 

განცალკევებით მდებარე თ.ხ;, ძუახ,,..., თ,ხ, რკალები (ძ,, ხ,, თ, ხე,... წერტი– 
ლები ერთმანეთს მისდევენ L-ზე დადებით მიმართულებით) და ვთქვათ ვეძებთ 

5+-ში პოლომორფულ C() =ც + (ს ფუნქციას სასაზღვრო პირო- 

ბებით 

ყ+ = I) L”-ზე, 9ი+= #0 L”ზე, (94,1). 

სადაც /(). (0) სათანადოდ L” და L” მოცემული // კლასის ფუნ- 
ქციებია. ამასთან, L” აღნიშნავს ი,ხ/(/=1, .... 0) რკალების ერთობლიობას, 
ხოლო L”-L-ის დარჩენილ ნაწალს, ე. ი. 6ხ,0,+1 (/=1. 2,..., 0) რკალების. 

ერთობლიობას; თე„1-ის ქვეშ ვგულისხმობთ 0;-ს; ისევე, როგორც წინა პარაგ- 

რაფში. ვგულისხმობთ, რომ «(7 უწყვეტად გაგრძელებადია ყველგან #L-ხე, გარდა, 
შესაძლებელია, 0,, ხ; წერტილებისა, რომელთა მახლობლობაშიც შესაბამისად 

Iდ(2I < 12-20) |თდ(4|) < თ=00053L < 1. (94.2) 
ლ005L 

–ძ |? |2-–-ხ,|?”
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ეს ამოცანა ზემოთ განხილული 

ძ(,) (+ +- ხ(ე + = C() (94.3) . 

ამოცანის კერძო შემთხვ-ვაა, თუ ჩავთვლით, რომ: 

ძ(()=1. ხ()=0, C()=I() L”-ზე, 

ძ()=0, ხ()=-–1, C0=VიV() #”-ზე. 

კონფორმული გადასახვით ეს ამოცანა, წინა პარაგრაფის ანალოგიურად, შე- 

იძლება მივიყვანოთ წრის შემ»ხვევაზე. ამიტომ ჩავთვალოთ, რომ # |2I = 1 წრე- 

წირია, ხოლო 5+ -- |2 <1 წრე. 

წინა პარაგრაფში მითითებული ზოგადი მეთოდის თანახმად, უპირველეს ყოვ- 

ლისა, უნდა მოვძებნოთ ერთგვაროვანი შეუღლების ამოცანის : 

(თი +Iხ) დ++L(-–-:;ხნთდ“=0 #-ზე 

მოცემული კლასის ისეთი კანონიკური X(2) ამონახსნი, რომელიც დააკმაყოფილებს 

დამატებით 

(94,4) 

2XL.,(2) = 2” X(2) (94,5) 
პირობას. 

ჩვენს შემთხვევაში ამ უკანასკნელ ამოცანას აქვს სახე 

დ+V) +Cთ-)=0 L”-ზე, 
დ+ 0 – თ-0 =0 #”ზე. 

(94,6)-ის მეორე პირობა უჩვენებს, რომ L” თდ(2) ფუნქციისათვის ნახტომე- 

ბის წირს არ წარმოადგენს, ამიტომ წინა ამოცანა მიიყვანება ისეთი უბან-უბან 

ჰოლომორფული Cდ(უ ფუნქციის განსახღვრის ამოცანახე რომლისთვისაც L” = 

= 0,0, +. ··+ თხე ნახტომის წირია და აკმაყოფილებს (94,6) პირობებიდან პირ- 
ველს, ე. ი. მიიყვანება 

(94,6) 

დთ+0) + დ-() =0, (CL, C4,7) 
ამოცანაზე. . 

ეს ამოცანა უკეე ამოხსნილია ჩვენ მიერ § 85-ში. 

გარკვეულობისათვის” მოვძებნოთ ყველაზე ფართო, /#, კლასის ამონახსნი. 
(94.7) ამოცანის შესაბამისი კანონიკური ამონახსნი არის 

ჯია --C- 
ი - VXC ' 

სადაც C ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი მუდმივია, ხოლო 

' ი 
?, = II C– ძე (C-–ხა: (94,8) 

1=1 

§ 85-ში მიღებული პირობის თანახმად. ჩავთვლით, რომ დიდი |2|-ებისათვის 

MV 2Cფ = 2მ +თ, 2-1 +... (94,9) 
ამის შესაბამისად
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/7 MC) = | II ი , (94,1თფ 
1=! 

გამოსახულების ქვეშ გვესმის X #MXC7)-ის მითითებული შტოს მნიშვნელობა, როცა 

2=0. თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ შ,=ძ 1, ნ,=ხ; 1, გვექნება: 

– /1 MM /1 1%/1 1 XC 

8.0 = XC) =1I (>-–=) (+ -– ი) >XC' 
სადაც ფესვები ზემოთქმულის აზრით ” გვესმის და, მაშასადამე; 

X.(0 = -ენ;უ1 == უ:5=- 2 = -C V /%0) 2?7X 94,11 -0- იფ): “ დე “6 /702X0. რ.ა 
რადგანაც ჩვენს შემთხვევაში ინდექსი 

%=%–=/ჩ 

(ვინაიდან როგორც ვიცით, X(ჟე-ის რიგი უსასრულობაში ტოლია --X-სი), ამი- 

ტომ (94,5) ტოლობა შესრულდება, “თუ ჩავთვლით, რომ 

+ VI8 =1I. 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 

_ ? 1/9 

VI – (II «V|  –ი“, დ4,18) 
|=1 

სადაც თ ნამდვილი რიცხვია. მაშინ, ცხადია, შეგვიძლია მივიღოთ, რომ 

რია, -- 
C=63 V #C). (94,14) 

ამგვარად, (94,7) შეუღლების ამოცანის ისეთი კანონიკური ამონახსნი, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს (94,5) პირობას, მოიცემა ფორმულით 

(C 

+ 9) დ! 
XC(C2 =-–==- = =–- (94,15) “ი V#C 

ეს ფუნქცია ამავე დროს (94,6) ერთგვაროვანი შეუღლების ამოცანის მოთხოვნილი 
სახის კანონიკურ ამონახსნს წარმოადგენს. 

ამგვარად, წინა პარაგრაფში ნათქვამის საფუძველზე, (94,1)-დან (როცა 

I(0=0, C/)=0) მიღებული ერთგვაროვანი შერეული ამოცანის ი 
კლასის ზოგადი ამონახსნი მოიცემა ფორმულით - 

V XC) 
)/ 70 

სადაც C CI..,C საზოგადოდ კომპლექსური) მუდმივებია, 

დაკავშირებული პირობებით 

  

  
თ)(2) = (Cა2?9+ C)20-1 + ···+C,), (94,16)
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C,-,=6C/ I=0, 1,..97ჩ, (94,17) 

სხვა მხრივ კი ეს მუდმივები ნებისმიერია. 

რაკი გვაქვს XC) ფუნქცია და (94,16) ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი 
ამონახსნი, წანა პარაგრაფის (93,15) ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია დავწე- 

როთ გამოსავალი არაერთგვაროვანი ამოცანის /” კლასის ზოგადი ამონახსნი, სა- 

ხელდობრ, აღნიშნული ფორმულა გვაძლევს არაერთგვაროვანი ამოცანის რომელიმე 
კერძო ამონახსნს; ამ უკანასკნელს თუ მივუმატებთ (94,16) ერთგვაროვანი ამოდა- 
ნის ზოგად ამონახსნს გამოსავალი ამოცანის /I კლასის ზოგად ამონახსნს მივიღებთ, 

ზოგადი ამონახსნის უფრო მარტივი გამოსახულების მისაღებად საკმარისია 

კერძო ამონახსნად მივიღოთ ერთ-ერთი იმ კლასის ამონახსნი, რომელსაც შეესაბა- 
მება ნულოვანი ინდექსი. 

ასეთ კლასად გამოდგება, მაგალითად, /I(0ე, თ;,..., რე) კლასი, ე. ი. იმ 
ამოხსნების კლასი, რომელიც შემოსაზღვრულია თ.ე, 0,,..., 0» ბოლოებში და შე- 

იძლება შემოუსაზღვრელი იყოს ხ,,...,ნ,„ ბოლოებში. შეუღლების ერთგვაროვანი 

(94,7) ამოცანის შესაბამისი კანონიკური ამონახსნი ცხადია იქნება 

%C 
20) =C V #% ' 

  

  

  

სადაც 
ი. ი 

ს.) = II #– ია, #0 = II C–ხ). (94,18) 
ჯ1=1 I=1 

§ 85-ში მიღებული შეთანხმების თანახმად, ფესვად იგულისხმება ისეთი შტო, 

რომლისთვისაც 

80) =1 1 

ზემოთ მოყვანილის ანალოგიურად დავუშვათ, რომ 

ლ ნ 1/8 
”ინ) _ | + = : წ)“ II ს) <2 (94,2თ 

და 

III ხ, XI. 

= 1L 

მაშინ (თე. ძა...., თე) კლასის კანონიკური ფუნქცია 
გ 3 

_ –11/ #9 ; 20 =4 7 (94,21) 

დააკმაყოფილებს პირობას 

2.(უ = 2(2). 

ამის შესაბამისად, გამოსავალი არაერთგვაროვანი ამოცანის ერთ-ერთი კერძო 

ამონახსნი, წინა პარაგრაფის (93,17) ფორმულის შესაბამისად, იქნება
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#X%Cთ ( / სი M0# _ |! V%ო | V სი 0 კ 
VყMV0 (<2 2 V8ხ6 ) 780 1! 

(94,22) 

  

  
1 

მრა /სთ ე 

'სადაც 
/0), 16L 

'§(ე), 1CL”, 

–= #MIთ. = MX არის V თ _ MI # MV წა. 

” 70. ჩი(0 სი  M7. 
-მნიშვნელობა #-ის მარცხენა მხარიდან (ე. ი. L-ის შიგნიდან). 

გამოსავალი ამოცანის წე კლასის ზოგად ამონახსნს მივიღებთ 

ფორმულით 

ჩ() = (94,23) 

  

  
-იის მიერ მიღებული 

დ) = M(2) + Cდა(), (94,24) 
VI(2) მოიცემა (94,22) ფორმულით, ხოლო თე(შ) განისაზღვრება (94,16) და (94,17) 
«ფორმულებით. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ /I(ძე. 

მოიცემა ფორმულით 

,0) კლასის ზოგადი ამონახსნი 

  
_ 8 ე(2 

დ(უ = V() ++ C6 ” 927. 94,25 თ =%ი+ თ (64,25) 
“სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივია. 

§ 95. შერეული ამოცანა ნახევარსიბრტყისათვის. მ. კელდიშისა და ლ. სე- 

'დოვის ფორმულები. ვთქვათ, ნამდვილ 0X ღერძზე მოცემულია ერთმანეთისაგან 
განცალკევებით მდებარე სასრული მონაკვეთები ი,ხ,, 1=1, 2, „..; 0 (ნაგულისხმე- 

ვია, რომ თ) < ხ; < 0: < ხე <- · ·), ს-ით აღვნიშნოთ ამ მონაკვეთების ერთობ- 

ლიობა, ხოლო L”/-ით –– ნამდვილი ღერძის დარჩენილი ნაწილი, ასე რომ, #” შედ- 

-გება სასრული ხ,0)+1 მონაკვეთებისაგან. (7/=1, 2, „..,0–– 1) და უსასრულო ხ,0, 

„მონაკვეთისაგან“, რომელსაც შეადგენს ორი ნახევარწრფე ხა<Xლიი და –-50< 

<X<თ,. ჩვენს შემთხვევაში შერეულ ამოცანას ასე ჩამოვაყალიბებთ: 
ვიპოვოთ ზედა ნახევარსიბრტყეში ჰოლომორფული, უსასრულობაში შემოსა- 

'ხღვრული ფუნქცია შემდეგი სასაზღვრო პირობით: 

ი"=/დ ზე და 9+= ყე ”-ზე; Cდ5,1) 
ჩვენ ვთვლით, რომ #-ს (0= ს” + #”-ით აღვნიშნავთ მთელ ნამდვილ ღერძს) მახ- 
ლობლობაში საძებნი თ(2) ფუნქცია აკმაყოფილებს ისეთივე პირობებს, როგორსაც 

წინა პარაგრაფში თ(C20) ფუნქცია, და რომ მოცემული /() და #§() ფუნქციები 

აკმაყოფილებს /7 პირობას შესაბამისად XL” და #7”-ში., უსასრულოდ დაშორებული 
წერტილის ჩათვლით (§ 19). 

ამ ამოცანის ამონახსნი ერთბაშად შეიძლება მივიღოთ წინა პარაგრაფის ფორ- 
მულების მარტივი გარდაქმნებით წილად-წრფივი 2+(=–(-+70)“1 ჩასმის საშუა- 

ლებით, რომლითაც ხშირად ვსარგებლობდით,
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უფრო მარტივ შედეგს მევეღებთ რამდენადმე განსხვავებული ხერხით, რომე- 

ლიც წინა პარაგრაფში გამოყენებული ხერხის ანალოგიურია. ამ ანალოგიის გამო 

მოკლე მენიშენებით შემოვაფარგლებით??, 

ჩვენი ამოცანის შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანას აქვს სახე 

დ+(0) + დ-V)=0 L”-ხე თ+(0) –- დ“ი)=0 7#”-ზე, (95.2) 

ამასთანავე მოითხოვება მოიძებნოს ისეთი ამონახსნი, რომელიც დააკმაყოფილებს 

პირობას 

  

დ(ე) = Cდ(უ. 

ამ ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნად, რომელიც ამავე დროს /I კლასის კანო- 

ნიკური ამონახსნის როლსაც ასრულებს, პყღებთ 

X(7 = XC (95.3) 

ფუნქციას, სადაც 

#0 = II (2-0) (2-- ხე; (95,4) 
1=1 

აქ / #(C2) არის ს”-ზე გაჭრილ სიბრტყეში ის ჰოლომორფული შტო, რომელსაც 
2=6CC-ის მახლობლობაში აქეს სახე 

V 78 = 2 + 2,2! +... (95,5) 

ეს იმის ტოლფასია, რომ I/ /%2) 0X-ზე იღებს'დადებით მნიშვნელობებს, როცა #>6,. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ X%X.(2 =X(2)=X(7. მას კანონიკურ ამონახსნს არ 

ვუწოდებთ, ვანაიდა9 #-ს საზღვარზე აქვს 1-ზე მეტი რიგის ნული (როცა 72=C); 

თუმცა იგი აქ სავსებით ისევე შეგვეძლია გამოვიყენოთ, როგორც კანონიკურ ამო- 

ნახსნს ვიყენებდათ. სახელდობრ, როგორც ადვილი შესამჩნევია, ერთგვაროვანი 

ამოცანის ჩე კლასის ზოგადე ამოზახსნიი რომელიც მიიღება (95,1)-დან, როცა 

/#V)=V()=90, მოიცემა ფორმულით 

Cე?” L 0)2” 1 + -.·/+0ი 
და(0 = V7 დ 

სადაც რი... 6, ნებისმიერი ნ ამდვილი მუდმივებია. 
ახლა, როგორც წინა პარაგრაფში, ვიპოვოთ (95,2) ამოცანის #(0,, ძე, ..., ძ.) 

კლასის კანონიკური X(2) ამონახსნი. ასეთი ამონახსნი, ცხადია, მუდმივი მამრავ- 

ლის სიზუსტით იქნება ფუნქცია 

  (95,6) 

  _ 1/ 0 20 = I/ #C'. (95,7) 
სადაც 

ი ი 
XV,() = LI C– ი, #0 =1 | C–ხე, (95,8) 

ჯ=1 ჯI=1 

ბ7 შეადარეთ აგრეთვე თ. გახოვის მიერ მოცემულ რამდენადმე ნაკლებად ზოგადი ამოცანის 

ამოხსნას (3), (41.
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#9 _ M 2. გუნქციად ნაგულისხმევია 0/-ზე გაჭრილ სიბრტყეში 0 770 ფუნქციად ნაგულისხმევ ე გაჭრილ. სიბოტყე 
ჰოლომორფული შტო, რომელიც უსასრულობაში ერთის ტოლ მნიშენელობას 

იღებს. ამ შემთხვევაში 2.(20=7(0 =2(ქ. 

(95,1) ამოცანის ერთ-ერთი კერძო VMI/(2) ამონახსნი მოიცემ ფორმულით 
ფშცრ. (42,19)) 

ხოლო 

  

თ = -- 8. I 322 M94, (95,9) 

M() = (IM რბი (95,10) 

ხოლო აი ფუნქციად მიღებულია 22 -ის მიერ მიღებული მნიშვნელო- 

ბები, როცა 2->(/ ზედა ნახევარსიბრტყიდან. თავის მხრივ სნ -ად მიღებულია 

ია0. სიდიდის შებრუნებული მნიშვნელობა. 

ამგვარად, (95,1) ამოცანის ჩე კლასის ზოგადი ამონახსნი მოიცემა 
ფორმულით 

| დ(უ = VMI(უ + დაფ), (95,11) 

სადაც რდა(2) და VI(7 (95.6) და (95,9) ფორმულებით განისაზღვრება. 
ამავე ამოცანის /Iძ,,.. „»9ი) კლასის ზოგადი ამონახსნი მოი- 

ცემა ფორმულით 

/ თო 
დ(უ = VI(2) +2C #7) ”   

სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივია. 

ამ პარაგრაფში მიღებული ფორმულები · მ. კელდიშისა და ლ. სედოვისაზ 

ფორმულებს წარმოადგენს. 

58 მ, კელდიში და ლ. სედოვი (1); ლ. სედოვი (1); შდრ. აგრეთვე #. 5Iნიინი| II1.



თავი მეხუთი 

სინბულარული ინტებრალური განტოლებანი ჭოგად 
ფშემთხვევაში. ზოგიერთი გამოქენება 
  

ამ თავის I კარში გადმოცემულია კოშის ტიპის ინტეგრალებიანი სინგულარულ 
ინტეგრალურ განტოლებათა თეორია იმ შემთხვევისათვის, როდესაც ინტეგრების გზა 
ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია, ხოლო შესაბამის მახასიათებელი განტოლების 

კოეფიციენტებს (იხ. § 96) შეიძლება ჰქონდეს წყვეტა, მაგრამ /7ე კლასს მაინც. უნ- 
და ეკუთვნოდეს. ამ შემთხვევას პირობითად ზოგადს ვუწოდებთ. 

ეს თეორია ისეთი სახით, როგორც აქ არის ჩამოყალიბებული, მოცემულია 
ავტორის სტატიაში (6) და არსებითად შევსებულია ნ. მუსხელიშვილის და დ. კვე- 

სელავას სტატიაში (1). ბოლო სტატიაში პირეელადაა შემოტანილი ამონახსნთა მი- 
კავშირებული კლასების ცნება და დამტკიცებულია § 102-ში მოყვანილი ძირითადი 

თეორემები. 
საჭიროა აღვნიშნოთ, რომ ჩამოთვლილ შრომებში თეორია ჩამოყალიბებულია 

იმ შემთხვევისათვის, როცა ინტეგრების გზა ნაწყვეტი გლუვი წირია!, მაგრამ ზე- 

მოთ დასახელებული სტატიების შედარება ქვემოთ ჩამოყალიბებულ დებულებებ- 
თან მოწმობს, რომ უკლებლივ ყველა შედეგი და აგრეთვე მათი მტკიცებანი 
თითქმის სიტყვა-სიტყვით გადაიტანება ჩვენთვის აქ საინტერესო ზოგად შემთხვევაზე; 

ძირითადი განსხეავება მხოლოდ ის არის, რომ § 22-ში მოყვანილი დებულებების 

ნაცვლად ვსარგებლობთ § 26-ში მოყვანილი უფრო ზოგადი დებულებებით. 
ავტორის ზემოთ დასახელებულ სტატიაში (6) მოყვანილი შედეგების განზოგა- 

დება იმ შემთხვევისათვის, როცა ინტეგრების წირი არის ერთობლიობა შეკრული და 

გახსნილი კონტურებისა რომლებსაც შეიძლება ჰქონდეთ საერთო წერტილების სას- 
რული რიცხვი, მოცემულია სტატიაში V/. ჰ. II L)II(2105MV L11. 

შემდგომში დ, კვესელავამ (7) მნიშვნელოვნად გაამარტივა ამ ავტორის შედეგე- 
ბი და აღნიშნული შემთხვევისათვის” განაზოგადა აგრეთვე ნ. მუსხელიშვილის ღა 

დ. კვესელავას (1) სტატიის შედეგები. 
ქვემოთ ჩამოყალიბებული შედეგები უფრო ზოგადია, ვიდრე დასახელებულ ავ- 

ტორთა შედეგები და მე მგონია, უფრო ბუნებრივი და პირდაპირი გზით არის მიღე- 
ბული. ეს ეხება ძირითადად შეუღლების ამოცანის ამოხსნას ზოგადი შემთხვევისათვის 

ჰ(V თავი, I კარი), რომელსაც არსებითად ეყრდნობა ქვემოთ ჩამოყალიბებული 

თეორია. : 
II კარში მოცემულია I კარში გადმოცემული თეორიის ზოგიერთი მაოტივი 

გამოყენება. III კარში განიხილება ერთი სახის სინგულარული ინტეგრალური განტო- 

1 სხვა კერძო შემთხვევის შესახებ, როცა ინტეგრების წირი არის ერთობლიობა გლუვი შეკ- 

რული კონტურებისა რომლებსაც არ გააჩნიათ საერთო წერტილები, მაგრამ მახასიათებელი გან– 

ტოლების კოეფიციენტებს აქეს წყვეტა (პირველი გვარის), ნათქვამი იქნება § 103, პ, 29%, 
2 მათი შინაარსი გადმოცემულია ამ წიგნის პირველ გამოცემაში,
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ლება, რომელიც განსხვავდება ადრე განხილულისაგან, ხოლო IV კარში მოცემულია 

მისი გამოყენება დრეკადობის თეორიის ორ მნიშვნელოვან შერეულ ამოცანაში, და- 

ბოლოს, V კარში მოგვყავს მოკლე ცნობები ზოგიერთი სხვა შედეგებისა და განხო- 

გადებების შესახებ. 

I. სინხულარული ინტებრალური ბანტოლებანი ზობად შემთხვევაში 

§ 96. განსაზღვრებები, აღნიშვნები და ტერმინები. 19. მთელ ამ კარში, თუ 

საწინააღმდეგო არ იქნება აღნიშნული, # აღნიშნავს უბან-უბან გლუვ წირს (§ 1). L 
წირის შემადგენელი გლუვი რკალები აღინიშნება L,-თ, #=1,2,..,, 0, ხოლო L 

წირის კვანძები –– (მათ შორის ბოლოებიც) C,-თი, #=1,2,...,0- ე, /კ: ა... აღნიშ- 
ნავს L წირის წერტილებს. 

29. ამ კარში შევისწავლით M#დ=/ სახის განტოლებებს, სადაც IM 

XV, 1)დ(0ძ! M2=4()თ I)+-1- 
”I L- 10 

(ს 

ფორმულით განსახღლვრული ოპერატორია. აქ (1) და #X(ჯე, 1) აღნიშნავს ფუნქ- 
„ციებს, რომლებიც ექვემდებარებიან ქვემოთ მითითებულ გარკვეულ პირობებს. 

სახელდობრ, იმისათვის, რომ საშუალება გექონდეს გარკვეული გართულების 

გარეშე გამოვიყენოთ II თავმი გამოყენებული მეთოდების ანალოგიური მეთოდები, 

ჩავთვალოთ, რომ MX ოპერატორი წარმოიდგინება ერთ-ერთი სახით შემდეგი ორიდან: 

8( ” 80 ი IMდ=40)9(0)+5 1). | დ (ე 
ჟ” ) 1-5 

  +. ( სს იდო. (|) 
XL 

L 

8(0თ(0)# , I M=4090+-“ +-- | ”რიდთო« რდ 
ჯ 1-7 XI 

+ 

სადაც 4 (I), 8(,), #(#ი, 1), ” (7. 1) //ა კლასის ფუნქციებია L-ზე;; ბოლო ორ 

ფუნქვიახე დადებული პირობების მნიშვნელოვნად შესუსტება შეიძლება ისე, რომ 

შედეგი არ შეიცვალოს, მაგრამ ამაზე აღარ შევჩერდებით. 

M ოპერატორის (1) ფორმულით წარმოდგენიდან 'შეგეიძლია გადავიდეთ (0) 

ან (ხ) ფორმულაზე, თუ დავუშვებთ, რომ 

8 ძ)=VXCI, 1). 

ჩ(%, ე=<% 90-90 ' IXC2 ი=5 > ა--9რ0 , 

–-7ე “=> 

ღა მოვითხოვთ, რომ ფუნქციები „8 (/), #(/ი, 1) ან .ჩ (1, ) აკმაყოფილებდეს 

ზემოთ მითითებულ პირობებს.
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კერძოდ, თუ ორივე ფუნქცია #(/, () და #”(/-, () ეკუთვნის #7 კლასს 
(ორივე ცვლადის მიმართ), მაშინ (1) ოპერატორი შეიძლება მივიყვნოთ როგორც 

(ძი), ისე (ხ) სახემდე, მაგრამ ამ დაშვებას არ გავაკეთებთ. რადგან მას არავითარი 

არსებითი გამარტივება არ შემოაქეს და მხოლოდ ამცირებს ზოგადობას, 

ამრიგად, ჩვენს დაშვებებში (ძი) და (ხ) ტიპის ოპერატორები, საზოგადოდ, 
ერთმანეთზე არ დაიყვანება. მაგალითად, თუ შევეცდებით (0) ტიპის დაყეანას (0) 

სახემდე იმავე გზით, რომლითაც მივ-ყვანეთ (I) ტიპის ოპერატორი (0)-მდე. მივი- 

ღებთ 

400)9(4) + - | 409704 კ 1. | ჩრ. )<(/)ძ( = 
L ე L 

=4(%)9(4) + 5). (9 «(იძ +-– ! | “ი შმი კ MC ი|ი(0« 
0 ი. (-I 

8()-–8Cთ 
მაგრამ ) შეფარდებას 6, კვანძის მიდამოში, საზოგადოდ, (/–-/ე)”1 

ი 
სახის განსაკუთრებულობა აქვს, როდესაც ჯე და ( 0, კვანძში შემავალ სხვადასხვა 

L), რკალზე მდებარეობს. 

39. შემდეგში ყოველთვის სინგულარული ოპერატორების ქვეშ ვგულისხმობთ 

(თ) ან (0) სახის ოპერატორებიდან ერთ-ერთს, ე. ი. M#M, M” ოპერატორებს, განსაზღე- 

რულს ფორმულებით 
M«=40ა90)+52 | 7023 1 ( „იV,იდტ« (%,) 

(–?ე 
L L 

  

და 

MIს=4()ბ(M)---1- | 80504! _ ! + | (ს #)6(0ძ/, (96.2) (+ ე 

სადაც 4(/0), 8(0, M”(/, 7) ეკუთვნის //ე კლასს #-ზე. 
ჩვენ აქ მეორე ოპერატორი, ანუ (0) საის ოპერატორი, ცოტა სხვა სახით 

ჩავწერეთ, ვიდრე ზემოთ, ამ შეცვლის მიზეზს ახლავე ვაჩვენებთ, 
(96,1) და(96,2) ოპერატორებს ურთიერ“ თმიკავშირებელს ყუწოდებთ. ამ შემთხეე- 

ვაში შენარჩუნებულია (I) სახის ოპერატორის მიკავშირებული ოპერატორის § 46-ში 

მოცემული განსაზღვრა. აქაც, ისევე როგორც მეორე თავში, მიკავშირებული ოპერატორე- 

ბი და მათი შესაბამისი სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი ერთიმეორესთან 

მჭიდროდ არიან დაკავშირებული. აღნიშვნები და ტერმინები რომ არ გავამრავლოთ, 

(0) სახის ოპერატორები შევისწავლოთ არა დამოუკიდებლად, არამედ როგოოც (9) 
სახის ოპერატორის მიკავშირებული. ეს, რა თქმა უნდა, სრულებით არ ზღუდავს 

ზოგადობას და უფრო მიზანშეწონილი იქნება, რადგან მიკავშირებული ოპერატორე- 

ბის ერთდროული განხილვა გარდაუვალი ხდება. 
49, ჩვენ ვიტყვით, რომ L და M” ოპერატორები ნორმალური ტიპისაა, 

თუ 
40+8(0=>090, 40-–8(0)%0 (96,3)
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ყველგან L-ზე; როდესაც ჯ=0, ამ უტოლობის ქვეშ, როგორც ყოველთვის, იგულისხ- 
მება, რომ შესაბამისი გამოსახულებების ზღვარი განსხვავდება ნულისაგან, როდესაც 

(#-–>0; ნებისმიერი იმ L, რკალას გასწვრივ რომელთა ბოლოა C6, შემდეგში 

ყოველთვის ჩავთკლით, რომ განსახილველი ოპერატორები 

ნორმალური ტიპისაა. 

5, IIდ=#()ი(0) + 56) (902 
· –ჩ% 
L 

ფორმულით განსაზღვრულ ოპერატორს ვუწოდებთ M ოპერატორის მახასიათე- 

ბელ ნაწილს, ხოლო 24(/), #8 (7) –– მახასიათებელი ნაწილის კოეფიციენტებს. 

თუ აღვნიშნავთ M-თი ფრედჰოლმის პირველი გვარის ოპერატორს 

(96.4) 

Mდ= 1_ ( ჩM(/., 0დ(I/)ძ/, · (96,5) 
CL 

მაშინ M ოპერატორი წარმოიდგინები M?მ და # ოპერატორების ჯამის სახით, ე. ი. 

Mდ=M%დ + დ. (96,6) 
MC ოპერატორის მიკავშირებული ოპერატორი იქნება Mმ?, განსაზღვრული 

ფორმულით 

MI6=4()%0ა– – 1 204094, (96,7) 
· –7% 
L 

ამის შესაბამისად, 

Iს =MVს + LI, (96,ზ) 
სადაც ML” M ოპერატორის მიკავშირებული ფრედჰოლმის პირველი გვარის ოპერა- 
ტორია 

Lს–= -1_ | M(/, (ე) 9(M ძI. (96,9) 
ჯ ., 

L 

6”. X და M” ოპერატორებით ვიმოქმედებთ #L-ზე მოცემული /#”" კლასის 

ფუნქვიებზე. § 26-ის შედეგებეს საფუჰველზე ადვილად ჩანს, რომ ამ ოპერატორებს 

/I" კლასის ფუ?ქკიები გადაჰყავს იმავე კლასის ფუ:ქციებში, კერძოდ, ამ ოპერატო- 

რებს /7ე კლასის ფუნქვიები გადაჰყავს /7; კლასის ფუნქციებში, ხოლო /7: კლასი- 
სა –– იმავე კლასის ფუნქციებში. 

77. ჭ 46-ში გავეცანით მნიშვნელოვან ფორმულას 

C ჩ M#4/- | დM” ს ძI, (96,10) 

L L 

სადაც L წარმოადგენს გლუვი შეკრული კონტურების ერთობლიობას, ხოლო დ, ს 
I/ კლასის ნებისმიერე ფუნქე?1ქებეა.
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ადვილად ჩანს, რომ ეს ფორმულა ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიც, როდესაც 

L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია, მაგრამ ჩვენ ამ ფორმულის გამოყენება მო- 

გვიხდება უფრო ფართო კლასის დ, ს ფუნქციებისათვის, სახელჯობრ, //“" კლასის 

ფუნქციებისათვის. თუ დ და ს /”? კლასის ნებისმიერი ფუნქციებია, მაშინ (96,10) 

ფორმულაში ინტეგრალები შეიძლება განშლადი აღმოჩნდეს, მაგრამ შემდეგში 

(96,10) ფორმულას მხოლოდ იმ შემთხვევაში გამოვიყენებთ, როდესაც ყოველი კვან- 

ძის მიდამოში დ, ს ფუნქციებიდან ერთ-ერთი ეკუთენის //; კლასს. ადვილი შესა- 
მოწმებელია, რომ ამ შემთხვევაში (96, 10) ფორმულა ძალაში რჩება. 

89, შემდეგი ორი სახის განტოლებას: 

Mდი=4009(0)+45- | 20% +-- –. /)დ(/)ძ(=/(/) (96,11) 

? # 

და 

L 

1-7 + | + ჩი) % (/)ძ(=(V(1ა), (96,12) 
–7?% > 

L 

სადაც #(0 და §(0-ს L-ზე მოცემული /7" კლასის ფუნქციებია, სინგულარულ- 
ინტეგრალურ. განტოლებებს ვუწოდებთ; ამ განტოლებების ამონახსნებს 

ყოველთვის /#/? კლასში ვეძებთ. 
შემდგომში აღარ მოვითხოვთ, რომ (96,11) ან (96,12) და- 

კმაყოფილდეს იმ წერტილებში, რომლებიც L წირის კვანძებს 

ემთხვევა. 
ჩეენ ყოველთვის დავუშვებთ, რომ ეს განტოლებები ნორმალური ტიპი- 

საა, ე. ი. M# და M” ნორმალური ტიპი ოპერატორებია., 

#დ=/ ღა M”ს =დ განტოლებებს ვუწოდებთ მიკავშირებულებს, რო- 
გორიც არ უნდა იყოს მათი მარჯვენა / და ჯ§ მხარეები. 

#”ს= წ ტიპის განტოლებას ჩვეულებრივ დამოუკიდებლად კი არ განვიხილავთ 
(იხ. პ. 3), არამედ როგორც M#Mდ=/ განტოლების მიკავშირებულს მხოლოდ იმ მიზ- 

ნით, რომ ტერმინები და აღნიშვნები არ გავამრავლოთ; ეს სრულებით არ გვზღუ- 

დავს. 

99, უმარტივესი სახის განტოლებას 

  Iს = 4 (#,) დ (7) + ”% რი” პორ /ი (§6,13) 
–-ჯ 

მახასიათებელ განტოლებას ვუწოდებთ, ხოლო /1 (/ე), 8 (/()) ფუნქციებს 
–- მის კოეფიციენტებს. 

ხოლო განტოლებას 
80904! _ 

ჩე) 96,14 1-7, წ (% ( ) (I=40)ბ(ე--- წ 
ჩჯ .) 

L 

მახასიათებელი განტოლების მიკავშირებულს ქუწოდებთ.
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შენიშვნა: L წირის კვანძებად ვგულისხმობთ არა მარტო კვანძებს გერ- 

მეტრიული აზრით, არამედ ამ წირის სხვა წერტილებსაც, რომლებშიც დასაშვებია 

განსახილველი ფუნქვიების წყვეტა (იხ. §. 78), 
ჩვენ ვნახავთ, რომ მთავარ როლს ასრულებს 4 (1), ,8 (I) · ფუნქციების წყვე- 

ტის წერტილები და არა L წირის გეომეტრიული თვისებები (ე. ი. კუთხური წერ- 

ტილები და სხვ.). 

§ 97. მახასიათებელია განტოლების ამოხსნა 19. ისევე როგორც II თავში, 

დავიწყებთ მახასიათებელი განტოლების ამოხსნით 

8() თ დი« 
ი.ი 14% 

L 

  M#M9მ დ = 4 (7) #(C(I) + ––. =I(I)- (97,1) · 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ჩავთვლით, რომ 

/47(/) –– 81 (1!) 550 ყველგან L-ზე. (97.2) 

გარდა ამისა, ჯერჯერობით ჩავთვალოთ, რომ / ((/) ეკუთვნის #”ე კლასს, 

ხოლო (97,1) განტოლების C(/,) ამონახსნს, როგორც შევთანხმდით, 

MI” კლასში მოვძებნით. 
შემოვიყვანოთ განსახილველად უბან-უბან პჰოლომორფული, უსასრულობაში. 

ქრობაღი ფუნქცია 
  

  

2»! 1-2 
L 

მაში5 

დ 0ა=რ+0ა რ) | 3902 =რ+4ე +9-0ი, 674 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ დ (2) ფუნქცია უნდა იყოს უსასრულობაში ქრობა- 
დი ამონახსნი შეუღლების ამოცანისა 

(4 + 8დ+-(C4-- 8)რ-=/ (57,5) 4 

რ+V)=0(,)9%-ძ) + -- ი _ (97,6) ; 210) + 80) ! 
ადაც 

#0ა– 80). 
4 (ჯა) + 8 (#ა) 

ეს ამოცანა დაწვრილებით იყო შესწავლილი წინა თავში (I კარი). 

ამ ამოცანის” განსაკუთრებულ და არაგანსაკკუუთრებულ კვანძებს (§ 81) ახლა. 

ვუწოდოთ MV8 ოპერატორის ან M92§=-/ განტოლების შესაბამისი გან- 

საკუთრებული და არაგანსაკუთრებული კვანძები. 

არაგანსაკუთრებულ კვანძებს წინანდებურად შემდეგშიც C,, თე. „.., -„ (71=VIს 

აღვნიშნავთ. 

C (/7ე)= (97,7)
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(96,6) განტოლების ყველაზე ზოგადი ამონახსნი (//' კლასის), რომელსაც. 

უსასრულობაში აქვს სასრული რიგი, შეიძლება წარმოვადგინოთ, მაგალითად, შემ- 

დეგი სახით (§ 80. პუნქტი 45): 

  X(4 10L. 
დ = 

· 

რ 2»1 ( I4 დ + 8(0)1X+CV)0–2= X(2) 0 (2), (97,8) 

სადაც X(2) არის (97,6) ამოცანის რომელიმე /I(0,, თ) ,..., 6.) კლასის კანონიკური. 

ფუნქცია, Xა(2) –– ამავე ამოცანის /#ე კლასის კანონიკური ფუნქცია, ხოლო C(4- 

რაიმე პოლინომია. 

ამოცანის Cდ (2) ამონახსნი კიდევ უნდა აკმაყოფილებდეს %«XC29)=:0 პირობას; 

ამ პირობას ქვემოთ დავუბრუნდებით, ახლა კი გამოვიტანოთ ზოგიერთი დასკვნა იმ' 

ფაქტედან, რომ თუ არსებობს (97,1) განტოლების ამონახსნები, 

მაშინ ყველა ისინი აუცილებლად გვეძლევა ფორმულით დ(/0)= 
დ+(/) –- დ“(/ე), რომელშიც ძX2)-ს აქვს (97,8) სახე. 

გამოვითვალოთ C (ჯე). ამ მიზნისათვის შემოვიყვანოთ აღნიშვნა 

2 (/ი)=(L4 (I) -++ 8 (/.))X+Vა) = I 4(/,) –– 8 (ი)IX (I); (97,9 

ფუნქციები X+(/ა) და X“(/)) განსახღვრულია (78,13) ფორმულებით. 2 (/) ფუნქ- 
ციას ვუწოდებთ M9მ დ=/ განტოლების ანუ #9? ოპერატორის შესაბამის, მოცემული: 
M(0,, ..., 6ე)) კლასის კანონიკურ ფუნქციას. კერძოდ. /I:=/+(00) კლასის კა- 

ნონიკური ფუნქცია 7ე (1), რომელი, შეესაბამება ი=0 შემთხვევას, განისაზღვრება 

ფორმულებით 

2-()=(40,) + 80)1X; 0)=(4 0) – 8 0)1X> IV). (97.9). 
შემოვიღოთ აღნი შენები 

4(CM) · 8 (ა) · 4'ძაელ– –- “თში 8%Iს)= ––– '?"შ'  , (9710 
(ი) 47C)– 88%) (ი 40) -– 8:00 ( ) 

მაშინ, სოხოცკი–-–პლემელის ფორმულების გამოყენებით, ადეილად მივიღებთ (შდრ. 

§ 47): 

დ (/I)= M" / -L 8" (ა) 20 (70) #” (7), (97,11X» 
სადაც 

, 8" (ნ) 2 (() ( I(,)ძ! 
#"I == 4" (IM) II) – -––– “ლ. გეა, (97,12)· /=/4"0)IV) იუ 

ხოლო #(7ე) აღნიშნავს პოლინომს, 

(97,9ე) ტოლობის საფუძველზე 2 (ჯე) ფუნქციის განსახღვრისა და (78, 13) და 

(78.14) ფორმულების ძალით ცხადია, რომ 

2 (1.)=9 (%) | | (ი––)”, (97,13) 
#=1
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სადაც. თი ((ი) //ი კლასის ნულისაგან განსხვავებული ფუნქციაა, ხოლო 

0<სი-»<! (”=1,2,...,0); –1<V6-,<0 (”=/+1,...,/); 

IC+X„-=0 (ი=M + 1, ...,/). (97,14) 

ასეთსავე ფორმულებს ადგილი აქვს 2: (7ე)-თვის, ოღონდაც უნდა ჩავთვალოთ, რომ 

იძ=0,. 

29. ნათქვამიდან გამომდინარე მივდიეართ შემდეგ დასკვნამდე: 

ჟ ველა განსაკუთრებული C0თ,(ჩ=/-L1,...,/) კვანძის მიდა- 

მოში დ() ამონახსნი ეკუთვნის //; კლასს. გარდა ამისა, იგი 

შემოსაზღვრულია იმ განსაკუთრებული კვანძების მახლობ- 

ლობაში, რომლისთვისაც +»,9-0. იმ თ, კვანძების მიდამოში კი. 

რომლისათვისაც #,=0, იგი შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრელი, 

როგორც LსLCV-თ). ყოველივე ეს § 26-ის შედეგებიდან გამომდი- 

ნარეობს. . 
თუ რომელიმე არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში 

დე) ამონახსნი შემოსაზღვრულია, მაშინ იგიამ მიდამოში 

ეკუთვნის /7/ კლასს. 

მართლაც, დავუშვათ 0, არაგანსაკკუთრებული კვანძია, რომლის მახლობლობა- 

ში დ (I) ფუნქცია შემოსახღვრულია, (97,11) და (97,12) ფორმულებში ავიღოთ 

ისეთი 2(I) კანონიკური ფუნქცია, რომელიც ნული ხდება C,-ში, მაშინ (97,11) ტო- 

“ლობის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები C, კვანძის მიდამოში /7ე კლასს ეკუთვ- 

ნის (§ 26), ამიტომ დ(/) ფუნქციის შემოსაზღვრულობისათვის აუცილებელია, რომ 

C, იყოს ”(/) პოლინომის ფესვი, ამით ჩვენი დებულება ცხადი ხდება. 

3წ. ახლა განსახილველი M9/=დ ინტეგრალური განტოლების ყველა შესაძ- 
“ლო ამონახსნი დავყოთ კლასებად. ყველა დ (/) ამონახსნი, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია არაგანსაკუთრებულ თ), თ, ..., 6, კეანძების მიდამოში, მივაკუთვნოთ I! (C,,...,Cე) 

კლასს, 0 <: 0 <= 77), ჩვენ ვნახეთ, რომ ასეთე ამონახსნები 0,, ,.., თე კვანძების მი- 

“დამოში /7ე კლასს მიეკუთვნება. ამიტომ აქ მოცემულ ამონახსნთა კლასის განსაზღვ- 

რება ეთანხმება § 82-ში მიღებულ დ (/) ფუნქციათა კლასის განსაზღვრებას, ადვილად 

ჩანს, რომ (97,1) ინტეგრალური განტოლების ჩ(C,, ..., C) კლასის ამონახსნებს 

(97,3) ფორმულით შეესაბამება (97,6)) შეუღლების ამოცანის იმავე კლასის ამო- 

ნახსნები. ამიტომ (97,1) განტოლების მოცემული კლასის ყველა ამონახსნის მოსა- 

ძებნად საკმარისია მოვძებნოთ (97,6) შეუღლების ამოცანის უსასრულობაში 

ქრობადი (იმავე კლასის) ყველა ამონახსნი, 

იქიდან გამომდინარე, რაც ვიცით შეღღლების ამ ამოცანის ამონახსნთა შესახებ 

(§ 80), ადვილად მივალთ შემდეგ დასკვნამდე. 
Mსდ =/ განტოლების ანუ M? ოპერატორის მოცემული #(C, C,..., C6ე) კლა- 

სის ინდექსი ვუწოდოთ (97,6) შეუღლების ამოცანის ამავე კლასის ინდექსს. თუ 

ჩ(ფ,..., 6) კლასის კანონიკურ ფუნქციას 2((/)-თი აღვნიშნავთ, გეექნება: როცა 

მ თუ დ() ფუნქცია შემოსახღვრულია მოცემული არაგანსაკუთრებული .C კვანძის მიდა- 
მოში, და მაშასადაშე, ეკუთვნის /7ე კლასს იმავე კვანძის მიდამოში, . მაშინ (97,3) ფორმულით გან- 

საზღვრული 4 (2) ფუნქცია C-ს მიდამოში თითქმის შემოსაზღვრული იქნება. მაშინ, როგორც ვიცით 

+X§ 82), იგი აუცილებლად შემოსაზღვრული იქნება C წერტილის მიდამოში.
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X>90, მაშინ MVდ ==; განტოლების ჩ=M(0,..., 6) კლასის ყველა 

ამონახსნი მოიცემა იგივე 

დ (/(1)=M" / + 8“(/)) 2(/)) ჩ» (1), (97,15) 

ფორმულით, სადაც #ჩ,.,((წ() აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომს, 

რომლის ხარისხი არ აღემატება X–1I, · რომელშიც #,_) (I) =0. 
როცა %X=0. ? 

როცა X<0, არსებობს ამონახსნი (ერთადერთი), თუ დაცულია 

ცლუცილებელი დასაკმარისი) პირობები 

| (I/0%ი ი #=0,,..., 2-1. (97,16) 
ა. 20) 

ზემოთ ნათქვამიდან აგრეთვე გამომდინარეობს შემდეგი: როცა X <0 Mმ=0 
ერთგაროვან განტოლებას არ გააჩნია /| კლასის ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი; 
როდესაც X>>0, მას აქვს # კლასის X რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელი ამო- 
„ნახსნები, რომელთა ერთობლიობა გვეძლევა 

დ(0=8“(I) 2(1)ჩ»., (,) (97,17) 
ფორმულით, სადაც #,., (I) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღემა- 

ტება (X– I). 
ადვილი დასანახავია, რომ ზემოთ მიღებული შედეგები ძალაში რჩება, როდე- 

საც /(/), ნაცვლად იმისა, რომ /7ე კლასს ეკუთვიოდეს, ეკუთვნის IVCC,, C:...., Cკ) 
კლასს, ოღონდ ამ შემთხევევაში ამონახსნები შესაძლოა არ იყოს შემოსაზღვრული 

ამ განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში, რომელთათვისაც 4, 5 0, თუ /(I/) ფუნქ- 
ცია შემოუსაზღვრელია ამ კვანძების მიდამოში. 

შენიშვნა: განვიხილოთ განტოლება 

  
1 0) ძ Mდ=4(0აი()- 50 ( -702% -/Vე, (97,18) 

; 7 ი 

რომელიც მიიღება (97,1)-დან, „8(/ე) შევცვალოთ -– 8(/ე)-ით. ეს განტოლება არ იქ- 

ნება (97,1) განტოლების მიკავშირებული გარდა «მ შემთხვევისა, როცა 8 (/))=:00ი5( 
(მიკავშირებულ განტოლებას შემდეგ პარაგრაფში განვიხილავთ). (97,18) განტოლე- 

ბის შესაბამისი შეუღლების ამოცანა მიოღება (97,6) ამოცანიდან. თუ #8 (()-ს 

შევცვლით -–– 8 (/გ)-ით, მას აქვს სახე . 

– ყ- (817) V+V)= (6(I/)1-! V-(/ე)+ თ? _, C7,19% ი= (0(I)) 'M (M% 210) 800 

რადგანაც შეცვლის შედეგად C (I) შეიცვალა (C(/)1“'-ით. 
შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანები, რომელიც (97,6) და (97,19) ამოცანებს 

"შეესაბამება, მიკავშირებული არიან. ამიტომ, § 79-ში ნათქვამის საფუძველზე, თუ 

XCთ) და X» (97,6) ამოცანის # კლასის კანონიკური ფუნქცია და ინდექსია, მაშინ 

IXC2))-1 და –X იქნება (97,18) ამოცანის შესაბამისი # კლასის შეუღლებული. ჩ” 
კლასის კანონიკური ფუნქცია და ინდექსი.
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თუ მხედველობაში მივიღებთ (97,9) ფორმულებს, რომლებიც განსაზღვრავენ 

(97,1) განტოლების შესაბამის კანონიკურ 2(I) ფუნქციასა და ასეთივე ფორმულებს, 

რომლებიც (97,19) განტოლებისათვის არის შედგენილი. მივდივართ შემდეგ დასკვ- 

ნამდე. 

ამ პარაგრაფის ყველა ფორმულა და შედეგი ძალაში რჩება, თუ 8(I!), 2X(/), 
9__ 8 

X, II-ს შესაბამისად შევვლით –– 8 (I), რ, –X, ჩ”-ით, სადღაც ,” აღნიშ-. 

ნავს M-ის მიკავშირებულ კლასს. 

§ 98. მახასიათებელი განტოლების მიკავშირებული განტოლების ამოხსნა. 

განვიხილოთ M#9მ დ=/ განტოლების მიკავშირებული განტოლება 

Cა=#0აბძა-- 509190- – ცე, რზ,)) 
+ 0 

ჩვენ ჩავთვლით, რომ (დ (ჯ) ეკუთვნის, #7ე კლასს და ამონახსნს, როგორც ყო-- 

ველთვის, მოეძებნით //” კლასში. 

შემოვიღოთ უბან-უბან ჰოლომორფული და უსასრულობაში ქრობადი ფუნქცია. 

თ )= 1 ((80)ბ თი . 

2» , 1--7ე 
L 

თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ 

8 ((0) « (/(იI)=M (ჯა) –– VI” (#ი), 
1 ( 8იაოძ. =V+0) 4 V-ცე, (98,2). 
ლ 1-7 ა 

  

§ 48-ის ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ (98,1) განტოლების ამოხსნა 'შემდე- 

გი სასაზღვრო ამოცანის ეკვივალენტურია; მოიძებნოს //” კლასის დ (1) ფუნქცია და 

უბან-უბან ჰოლომორფული და უსასრულობაში ქრობადი V (2) ფუნქცია შემდეგი 

პირობებით: 

4 (4) 9 (#)= M 1 (ა) + V (/ი) + § (II). 
98,3) 80)9(00=V+0) – V-(ი. ია 

ეს უკანასკნელი, თავის მხრიე, ეკვივალენტურია შემდეგი პირობებისა: 

(4+8)5=2V++ ყჟ, (4- 8)ს=2V- + დ. 
ან კიდევ 

V+ 2V- =“%1 LL ი... =““ 0 5 98,4). 
ხ= 37% 79 ა= 2-8: –8 ' 

მარჯვენა მხარეთა შედარებას მივყავართ წრფივი შეუღლების ამოცანამდე 

–1V/- 8()59(/) V+(/)=IC(/)) .M-(/)+ --–ი95 0, ლ<ზ,5) (/7ი) =IC(#I)| რი+.იე ლე 

სადაც, როგორც წინა პარაგრაფში, : 

იყე 40-80 რ8,6)   
4(0)+ 80)”
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ამასთან, ვეძებთ უსასრულობაში ქრობად VI(2) ამონახსნს. ამ ამოცანის ამოხს- 
ნის შემდეგ (98,4)-ის ნებისმიერი ფორმულით Vდ(/)-ს ვიპოვით. 

შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა 

V/+(/-) =IC(/)| 'V “ (ე) (98,7) 

წარმოადგენს მიკავშირებულ ამოცანას ერთგვაროვანი ამოცანისა 

დ+-()=0 ((ე)თ-(), (98,8) 

რომელიც შეესაბამება წინა პარაგრაფის (97,6) ამოცანას (იხ. § 79; შეადარეთ აგ- 

რეთვე წინა პარაგრაფის შენიშვნას), ამიტომ, თუ X(27) არის ამ ბოლო ამოცანის 

#=V/(0C, ..., 6კ) კლასის კანონიკური ამონახსნი, მაშინ (X(2)|“1 (98,7) ამოცანის მი- 

კავშირებული MI =/L(CაL) ...· 6„) კლასის კანონიკური ამონახსნი იქნება. ეს გამომდი- 

ნარეობს § 79-ში ნათქვამიდან. ამიტომ, როგორც ეს ადვილად ჩანს, (98,5) ამოცა- 

ნის უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე ზოგადი ამონახსნი შეიძლება წარმოვად- 

გინოთ შემდეგი სახით: 

IXCI-I (ს X+0 80 200 ძ! 
V (2 = : 

2»! ” L(40–8თ)0–7 
+IX,„())”!დ(უ, (98,9)   

სადაც C(C2) პოლინომია, ხოლო X,(2) აღნიშნავს (98.8) ერთგვაროვანი ამოცანის 
ჩაოლ=VM(0,.....0„) კლასის კანონიკურ ამონახსნს და, მაშასადამე, (X,(2))“ჯ (98,7) 

ამოცანის /#ე კლასის კანონიკური ამონახსნი იქნება, 

ჩვენ კიდევ უნდა გავითვალისწინოთ პირობა VI”(თ0) =0. ამ პირობას ჯერჯერობით 

ყურადღებას ნუ მივაქცევთ და, წინა პარაგრაფის სავსებით ანალოგიურად, გამოვიყ- 

ვანოთ ზოგიერთი შედეგი იმ ფაქტიდან, რომ (98,1) ინტეგრალური განტოლების 

ყველა ამონახსნი აუცილებლად გვეძლევა (98,490 ფორმულებით, სადაც MM (2) აღ- · 

ნიშნავს (98,9) სახის გამოსახულებას, თუ გამოვთვლით V(/) (98.4)-ის ერთ-ერთი 

ფორმულით, წინა პარაგრაფის გამოთვლების ანალოგიური მარტივი გამოთვლების 

შედეგად მივიღებთ 
# (I) 

2» C((ი) 

სადაც (0) რაიმე პოლინომია, 2„,(ჯ/ე) კი წინა პარაგრაფის (97,1) განტოლების 

შესაბამისი /,,,=VM(თ, ..., C„) კლასის კანონიკური ფუნქციაა და 

1 “ 2(0)8"()თ()ძ 

»I2(I,) . . ულო! ' 
L 

ს C-)=M” “+ , (98,10) 

M" ძ=ტ"(/)) წ (M) + რ8,11)   

ასე რომ, #”” ოპერატორი წინა პარაგრაფის #7“ ოპერატორის მიკავშირებულია. 

29, MI” ოპერატორის ან MI ს=> განტოლების შესაბამის 

განსაკუთრებულ და არაგანსაკუთრებულ კვანძებს ვუწოდებთ 

“98,7) ამოცანის შესაბამის განსაკუთრებულ და არაგანსაკუთრებულ კვანძებს; ეს 

იგივეა, რაც ამ ამოცანასთან მიკავშირებული (98,მ) ამოცანის ანუ #9? ოპერატორის 

მიკავშირებბული Mმ?” ოპერატორის განსაკუთრებული და არაგანსაკუუთრებული კვან- 

ძები,
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ადვილად ჩანს (შეადარეთ წინა პარაგრაფს), რომ ყველა განსაკუთრებული 

კვანძის მიდამოში ყოველი დ (/) ამონახსნი ეკუთვნის //-. კლასს; ის შემოსაზღვრუ-“ 

ლია იმ განსაკუთრებული კვანძების მახლობლობაში, რომელთათვისაც 4, 550 და 

შეიძლება როგორც 1Iი ((–ძ,) შემოუსაზღვრელი გახდეს იმ კვანძების მიდამოში, რო- 

მელთათვისაც. 4, =0. 

ისევე როგორც წინა პარაგრაფში, თუ ამონახსნი შემოსაზღვრულია რომელიმე 

არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში, მაშინ ის ამ კვანძის მიდამოში აუცილებლად 

ეკუთვნის /7ე კლასს. 
3?%, ზუსტად ისევე, როგორც წინა პარაგრაფში, (98,1) განტოლების ყველა 

შესაძლო ამონახსნი დავყოთ კლასებად. 

(98,1) განტოლების ან MM”? ოპერატორის მოცემული კლასის ინდექსს 

ვუწოდებთ (98,7) შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ერთსახელა კლასის შესაბა- 

მის ინდექსს. · 

თუ XXC2) არის (98,8) ამოცანის #=II(C,, .... 6) კლასის კანონიკური ამონახსნი, 

მაშინ, როგორც იყო ნათქვამი, ჯ(X(2))“1 იქნება (98,7) ამოცანის /1” ==/ (0:+L) «+. 6თ) 
“მიკავშირებული კლასის კანონიკური ამონახსნი მაშასადამე, (97,1) და (98,1) მიკავ- 

შირებული განტოლებათა მიკავშირებული ჩ და MM” კლასების ინ დექსები X და 

»” სიდიდით ტოლი და საწინააღმდეგო ნიშნისა იქნება: 

%=–-X7”, 

გადმოცემულის საფუჭეელზე ადვილად დავადგენთ შემდეგ დებულებებს: 
თუ X=--%X>>0, მაშინ (98,1) განტოლების #” = ML(0ვ+ს ....6თ) 

კლასის ყველა ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

=სV" #.'.. (7ა) 
ს (/ე)=M. წე ყვ (98,12) 

სადაც #,., პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღემატება 
(ლ 1-ს (ჩ–,., (0ე)=0, როცა X =0), ხოლო 2(/) არის (97,1) მი- 

კავშირებული განტოლების შესაბამისი #”#”-ის მიკავშირებული 
/ კლასის კანონიკური ფენქცია. 

თუ X=-X<0, მაშინ ” კლასის ამონახსნი არსებობს 

მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა დაცულია პირობები 

( 2თ8'0#60%=0, |=0, 1,..»–X –); C8,13) 
L 

ამ პირობების დაცვისას ამონახსნი (ერთადერთი) მოიცემა 

იმავე (98,121 ფორმულით, რომელშიდაც #,,., =0. : 

(98,12) ფორმულა ზუსტად ისევე მიიღება, როგორც მივიღეთ (98,10) ფორ- 
მულა; ოღონდ საჭიროა დამატებით გავითვალისწინოთ პირობა V7(C0)=0, რომე- 

ლიც) სწორედ იმას გვიჩვენებს, რომ ნებისმიერი პოლინომის ხარისხი არ უნდა აღე-. 

მატებოდეს #»”-ს, და როდესაც X-< 0, ღაცული უნდა იყოს (98,13) პირობები, 

ზემოთ ნათქვამიდან აგრეთვე გამომდინარეობს, რომ, თუ X” <0, ერთგვარო- 

ვან განტოლებას V”/დ=0 არ გააჩნია #” კლასის ნულისაგან განსხვავებბული ამო-
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ნახსნები, თუკი X >>0 მას აქვს #” რაოდენობის #” კლასის წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი ამონახსნი, რომელთა ერთობლიობა გვეძლევა ფორმულით 

#. (ს). (ი 
· 98,14 დ ()= “7: ( ) 

49. თუ §() ფუნქცია ეკუთვნის /L კლასს (და არა აუცილებლად /7ე კლასს) 

წინა შედეგები ძალამი რჩება ოღონდ ამ შემთხვევაში ამონახსნები შეიძლება 

შემოუსაზღვრელი იყოს იმ განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში, რომელთათვისა; ც 

წი 7-0. 
'" შენიშვნა, MVმდ=/,/ და M0სს=წV მიკავშირებული განტოლებების ამოხსნა- 

დობის პირობების შეპირისპირებით აღვილად მივალთ შემდეგ შედეგამდე: Mმდ=/ 

განტოლების ამოხსნადობისათვის მოცემულ # კლასში აუცილებელი და საკმარისია. 
შესრულდეს პირობები 

| Iას,ძ(=0, I=1, 2, ... +, 

L 

"სადაც თCთ,(/=1,..., +”) MV) = 0 ერთგვაროვანი განტოლების /” კლასის ამო- 
ნახსნთა წრფივად დამოუკიდებელ სრულ სისტემას წარმოადგენს, ანალოგიურად, 
#9 ს=წV განტოლების /” კლასში ამოხსნადობისთვის აუცილებელი და საკმარისია, 
რომ 

( §%/ძ1=0, 1=1,2,...,%, 

სადაც ს,(/= 1,...,+) #მ7მდ=0 მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლების /!” კლა- 
M მიკავშირებული # კლასის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტე- 

აა, 
კიდევ შევნიშნოთ, რომ თუ # და #” აღნიშნავს, M#M0დ =0 და M9?დ =0 

ერთგვაროვანი განტოლებების /# და /M” კლასის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა. 

რიცხვს, მაშინ 

ჩ-- ”M=X, 

სადაც X #M- ოპერატორის ჩ კლასის ინდექსია. 

ზემოთ მოყვანილი შედეგები წარმოადგენს კერძო შემთხვევებს იმ მნიშვნელო- 

ვანი თეორემების, რომლებიც იქნება დამტკიცებული § 102-ში. 
§ 90. M#დ =/ სინგულარული განტოლების რეგულარიზაცია. § 97-შე მიღე- 

ბული შედეგები საშუალებას გვაძლევს #დ=/ სინგულარული ინტეგრალური გან- 
ტოლება ადვილად მივიყვანოთ ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლებაზე, მსგავსად 

იმისა, როგორც ეს გავაკეთეთ § 57-ში. 

ამ პარაგრაფში ფრედჰოლმის განტოლებაზე დაყვანის ხერხი წარმოადგენს 

კარლემანის (1. CმII6იგი (1)პ) მიერ დასახული იდეის განვითარებას, იმავე მიმარ- 

4 ამ სტატიაში ტ. კარლემანმა დასახა რეჯულარიზაციის კიდევ ერთი (სტატიის პარველ» მე- 

თოდი) მეტად გონებამახვილური, მაგრამ ხელოვნური მეთოდი, 
ამ მეთოდმა ვერ ჰპოვა გავრცელება იმის გამო, რომ ყველა შედეგი, რომელიც მისი გამო– 

ყენებით მიიღება, შეიძლება უფრო მარტივად და სრული სახით მივიღოთ ტექსტში ხსენებული მეთო- 

დის დახმარებით. იმ შრომებიდან, რომლებიც პირველი მეთოდის გამოყენებას ეძღვნება, ჩემთვის 
ცნობილია მხოლოდ ვ. კუპრაძის შრომები (6), (71.
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·თულებით, როგორც ეს მოცემული იყო ი. ვეკუას მიერ შეკრული კონტურების 

“შემთხვევაში (იხ. § 57). 

თვითონ კარლემანი განიხილავს "შემთხვევას, როღესაც L ნამდვილი ღერძის 

"მონაკვეთია და, ამას გარდა, Xე=1 (თუ გამოვიყენებთ ჩვენს აღნიშვნას). 

1). Mდ=/ განტოლება გადავწეროთ ასე: 

M#დ == Mმდ-+MVი =/, (99,1) 
სადაც წინანდებურად 

IIდ =#(0)დ(0) + 59 ( 90% (99, - ) (ი 

LC = = | ჩი, იდ(ძ ლ9,3) 

L ოპერატორის ანუ Mდ=/ განტოლების შესაბამის განსაკუთრებულ და არა-: 

განსაკუთრებულ კვანძებს ვუწოდებთ Mი ოპერატორის შესაბამის განსაკუთრებულ 

-და არაგანსაკუთრებულ კვანძებს. 

შევნიშნოთ, რომ თუ, ჩვენი დაშვების მიხედვით, # (#ე, #) ფუნქცია ეკუთვნის 

#7 კლასს, ხოლო დ (/) ფუნქცია –- //” კლასს, მაშინ, როგორც ადვილად ჩანს, ჩდ 

-77ა კლასის ფუნქციას წარმოადგენს. 

სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ, რომ / (/) ფუნქცია ეკუთვნის /7ე კლასს. 

(99,1) განტოლება გადავწეროთ კიდევ ასე: 

Mბმა=/! ––- #დ. (99,4) 

მარჯვენა მხარე (რომელიც ეკუთენის /7ც, კლასს), დროებით განვიხილოთ რო- 

გორც ცნობილი ფუნქცია. 

აქედან გამომდინარე, აქ შეგვიძლია გავიმეოროთ ის, რაც 97-ის 29 პუნქტშია 

“ნათქვამი განსახილველი განტოლების ამონახსნთა ყოფაქცევის შესახებ კვანძების 

“მიდამოში. კერძოდ, ყველა დ (0) ამონახსნი, რომლებიც შემოსაზღვრულია მოვემუ- 

მული არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში, აუცილებლად ეკუთვნის /7ე კლასს 

-ამ მიდამოში, ზუსტად ისევე, როგორც § 97-ში, ჩვენი განტოლების ყველა შესაძ- 
“ლო ამონახსნი შეგვიძლია დავყოთ #=V/(0,, ...,Cე) კლასებად. M ოპერატორის 

ანუ (99.1) განტოლების # კლასის Xჯ ინდექსი და 72() კანონიკეუე- 

·რი ფუნქცია ვუწოდოთ შესაბამისი (იმავ კლასის) M9 დ=/ განტოლების ანუ 

Mმ?მ ოპერატორის ინდექსს და კანონიკურ ფუნქციას. 

2პქ, როგორც § 97-ში, M“-ში აღვნიშნოთ შემდეგი ფორმულით განსაზღრუ- 

:ლი ოპერატორი: 

” _ 8 (0)240 0 “ 

'”'=40ა/0რ MI | 20)0-–1!) ” რ 5 
-აღნიშვნები იგივეა, რაც § 97-ში. 

თუ (99.4)-ისათვის გამოვიყენებთ § 97-ში ნათქვამს, ადვილად მივალთ შემ- 

-დეგ შედეგამდე: 
ვთქვათ, საჭიროა (99,1) განტოლების #= ჩ(C,, ..., ი2ე) კლასის ყველა ამო- 

ნახსნის მოძებნა ღა, ვთქვათ, 2(ჰ) და X აღნიშნავს შესაბამის კანონიკურ ფუნქ- 

·ციას და ინდექსს, მაშინ:
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როცა X>>0 (99,1) განტოლება ეკვივალენტურია (I კლასის 

ამონახსნების მოძებნის აზრით) ფრედჰოლმის განტოლებისა 

დ (/ი) + M"Mდ:=/%/)), (99,6) 
სადაც 

I'(/ნ) =M.'/ + 80) 2 (ა) #»-, (/ე): (29,7) 

ამასთან, #,..((ე) აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომს, რომლის 

ხარისხი არ აღემატება X–1 (#,.,(/) ==0). 

როცა X<0, (99, )) განტოლება ეკვივალენტურია (იმავე 

აზრით) (99.60 ფრედჰოლმის განტოლებისა (ამასთან, #,._, (/)) =0) 

და დამატებითი პირობების შემდეგ ერთობლიობისა 

( (” დ(I) ძ! -I 02ა 1=0, 1 
–  "- –_–“–, (C--1, 99,8 

7(C0) 2(0) · ( ) 

(97,16) პირობებიდან წარმოშობილი უკანასკნელი პირობები, ცხადია, შეიძლება, 

კიდევ ასე გადავწეროთ: 
#04 . 

(, ( ძ(= –_–_– =0,1,...,– _ 1, 99,8 | გთდო ( თ / » (99,ზა) 
L 

სადაც 
ლ?/იიი2” ჰძე=I' |“ |= 1 | #06. 909490 99.9 

ცო I) > ) 70 (7.9) 
L 

სავსებჯთ განსაზღვრული ფუნქციებაა, რომლებიც, როგორც ადვილად ჩანს, /7 
კლასს ეკუთვნიან. 

აღვნიშნოთ, რომ (99,7) ფორმულით განსაზღვრული /?”(,/) ფუნქცია ეკუთვ- 

ნის M(C,..., 6) კლასს, გარდა ამისა, განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში იგი 

ეკუთვნის #72 კლასს და ამასთან შემოსაზღვრულია იმ კვანძების მიდამოში, რო- 

მელთათვის 7,59-2; C, განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში, რომელთათვის +, =0, 
ის შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრეღი, როგორც 10 ((–თ). ეს გამომდინარეობს იმ 

პირობიდან, რომ / (,) ეკუთვნის /7ე კლასს. 

§ 100. I”დ= თ სინგულარული განტოლების რეგულარიზაცია. წინა პარაგ- 

რაფში მითითებული რეგულარიზაციის მეთოდი შეიძლება გამოვიყენოთ აგრეთვე 

განტოლებისათვის 

M "ს = Mმჰ/VC + L”დ =ყ. (100,1) 

ამ განტოლების ანუ I ოპერატორის შესაბამისი გან- 

საკუთრებული და არაგანსაკუთრებული კვანძები ვუწოდოთ 

MV ს =ჯწ ანუ MX" ოპერატორის შესაბამის განსაკუთრებულ და არაგანსაკუთრებულ 

კვანძებს, ეს კი იგივეა, რაც # ოპერატორის შესაბამისი განსაკუთრებული და არა- 

განსაკუთრებული კვანძები. 
M, ოპერატორის ანუ MXVს=,7/ განტოლების მოცემული /) =M(0,კ+ას... 6.) 

კლასის X ინდექსი ვუწოდოთ Mს ოპერატორის ანუ M0-თ=#ჯV განტოლების მოცე- 

მული კლასის ინდექსს.
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სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ, რომ  (/) დუნქცია ეკუთვნის #/ა კლასს და. 

მიემართოთ წინა პარაგრაფში გამოყენებული მეთოდის ანალოგიურ მეთოდს; § 98-ის 

შედეგებზე დაყრდნობით შეგვიძლია დავასკვნათ: 
როცა X >0, (100,1) განტოლება, Mჩ(0ე4,... =V/V კლასის 

ამონახსნების მოძებნის აზრით, ს ქვევრი ტურია ფრედჰოლ- 

მის განტოლებისა 

ს ((0-+M "Iს = 59"). (100,2)- 
სადაც 

(7) 
2(() 

. 1((0) აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომს, რომლის ხარისხი 

არ აღემატება X -–-1 (0, (ე) =0), ხოლო 7(წ) #”-ის მიკავშირე- 

ბული ILI= M(0ც...,/Cე) კლასის კანონიკური ფუნქციაა MX... =0 მი- 

კავშირებული განტოლებისათვის. 

როცა X# <0 (100,1) განტოლება ეკვივალენტურია (იმავე 

აზრით) (1002) ფრედჰოლმას განტოლებისა (ამასთან უნდა 

ჩავთვალოთ, რომ ნ... =0) და შემდეგი დამატებითი პირობე- 

ბის ერთობლიობისა: 

წ6'(/ა) = M"წ + , (190,3)   

| თ05(00.#= ( 20 8%)/C0 ძ( |=0,1,...,--X-1, (100,4) 
L L 

სადაც 

=(0)=LMI7თ 8/V/1=–-– ! ჩ(,, 0) 7(,) 8'0)0Vძს (100,5) 
წC “ 

L 

7 კლასის სავსებით განსაზღვრული ფუნქციებია. 

აქაც M”-ით აღვნიშნავთ M#" ოპერატორის მიკავშირებულს, რომელიც იგივეა, 

რაც წინა პარაგრაფში (ფორმულა (98,11)); ,8%/) განისაზღვრება (97,10) ფორ- 

მულით. 

შევნიშნოთ, რომ (10ე.2) განტოლება, საზოგადოდ, არ წარმოადგენს 

(99.6) განტოლების მიკავშირებულს, რადგან MV I-ს მიკავშირებული ოპერატორი 

არის LM M" და არა M#" ს”, 

დაბოლოს აღვნიშნავთ, რომ დ%/) ფუნქცია ეკუთვნის M(C,+,....-C,). კლასს, 
ამას გარდა, იგი ეკუთვნის /7: კლასს განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში და 

შემოსაზღვრულია იმ კვანძების მიდამოში, რომელთათვისაც 4, #0. იმ განსაკუთრე- 

ბული C, კვანძების მიდამოში, რომელთათვის +7,=0, ხგი შეიძლება გახდეს შემო- 

უსაზღვრელი, როგორც 19 (/-- C,). ეს გამომდინარეობს პირობიდან, როცა V (0) 

ეკუთვნის /7ე კლასს. 

§ 101. რეგულარიზაციის შედეგად მიღებული განტოლების გამოკვლევა. 

13. წინა ორ პარაგრაფში მიღებული განტოლებების გამოკვლევას წავუმძღვაროთ 

რამდენიმე შენიშვნა რომელიც ეხება ფრედჰოლმის განტოლების რეზოლვენტას
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რამდენადმე განსხვავებულ პირობებში, .ვიდრე § 52-ში. სახელდობრ, განვიხილოთ 

ფრედჰოლმის შემდეგი განტოლება: 

დ(I) + | # I, 0 დ0) ძ/=/() (4) 
M 

და მისი მიკავშირებული განტოლება 

აძე + | M(, #)დ00ძ(/=ყწVა, (4) 
L 

სადაც L უბან-უბან გლუვი წირია, ხოლო /I(/ი, 1) გული შემოსაზღვრული ფუნქციაა, 

უწყვეტი 7ა, /-ს ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა, შესაძლოა, იმ მნიშვნელობებისა, 

რომლებიც კვანძებს შეესაბამება. ·/ (ჩი), § (/ა))-ით აღვნიშნავთ L-ზე მოცემულ შემო- 

საზღვრულ ფუნქციებს, რომლებიც უწყვეტია ყველგან, გარდა, შესაძლებელია. კვან- 
ძებისა; ასეთივე პირობები ედება საძიებელ დ (1), # (I) ფუნქციებს. 

განსახილველი ფუნქციები (როგორც მოცემული, ასევე საძიებელიც) შეიძლე- 

ბა წირის კვანძებში საერთოდ არ იყოს განსახღვრული. ამის შესაბამისად არ 

მოვითხოგთ, რომ (4) ან (4) განტოლება დაკმაყოფილდეს კვანძების შესაბამისი 

ე მნიშვნელობებისათვის. 
თუ გავიმეორებთ სიტყვა-სიტყვით § 52-ში ჩატარებულ მსჯელობას, დავასკვ- 

ნით: 

თუ (4)-ს შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას აქეს V წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი ამონახსნი (ამდენივე ამონახსნი აქვს მის მიკავშირებულ ერთგვაროვან განტოლე- 

ბასაც), განტოლების #X, /) გული ყოველთვის შეიძლება შევცვალოთ სხვა გულით 

თ 0=00, 0+ %)თ (ან რ. ი 
(=-1 

სადაც LC, (), 7, 0) L-ხე მოცემული #7 კლასის ფუნქციებია, რომლებსაც ახასია- 

თებთ შემდეგი თვისებები: 

ეაეაა60ა6ო6ო- (8) 
: 

და 

სძა+ | «თ (ა960=წ0ა (85 
“” 

L 

განტოლებების შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებებს არ გააჩნია ნულისაგან გან- 

სხვავებული ამონახსნი, ამიტომ არაერთგვაროვანი C8), (8') განტოლებები ყოველ- 

თვის ცალსახად ამოხსნადია. 

(8) განტოლების ამონახსნი ამავე დროს (4) განტოლების ამონახს–ს (უფრო 

ზუსტად ერთ-ერთ ამონახს5ს) წარმოადგენს, თუ ეს (4) განტოლება ამოხსნადია, 

ე. ი. თუ მისი მარჯეენა მხარე აკმაყოფილებს პირობებს 

| ა,თI(0ძ-0, (=1,2,...,, C 
”
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სადაც ბ, (), 1=1, 2,....V შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ყველა წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ» ამონახსნია, ანალოგიური დებულება მართებულია (8”) და 

(4) განტოლებებისათვის. 

ვთქვათ, + (7, მ) (8) განტოლების რეზოლვენტაა, ე. ი. ფუნქცია, რომელსაც 
აქვს ის თვისება, რომ (8) განტოლების ამონახსნი (ერთადერთი) მოიცემა 

დ (/)=/ CV) + ( 70, 0704 რ 

L 

ფორმულით, მაშინ + (/, #0) (8”) განტოლების რეზოლვენტა იქნება ფრედჰოლ- 
მის განტოლების ზოგადი თეორიიდან გამომდინარეობს, რომ MX (#:, #) შემოსაზღვ- 

რული ფუნქციაა, რომელიც ინტეგრებადია ორივე 7ე, ჯ ცვლადის მიმართ. ფრედ- 

ჰოლმის განტოლებათა თეორეიდან ცნობილე თანაფარდობანი§ 

___ ( ი0ა, ()10, 09, (თ , : 
და 

ჯრ, 0 + XC, ი=–L 70, (არ(0, იძ (0 
, 

გვიჩვენებს, რომ 2 (#7, 1) ფუნქციას ახასიათებს უწყვეტობის იგივე თვისება, რაც 

MI (/ი, 1) ფუნქეიას, ე. ი. იგი უწყვეტია ჯა, 7-ს ყველა მნიშვნელობისათვის გარდა, 
შესაძლებელია, იმ მნიშვნელობებისა, რომლებიც კვანძებს შეესაბამება. (4) განტო- 

ლების ყველა ამონახსნი როდესაც იგი ამოხსნადია, ე, ი როცა დაცულია (C) 

პირობა, გვეძლევა ფორმულით 

ი6ა=ჯ0ა+ | «CV, 0/04+ 9%ეCთCძა, (5 
L (=LI 

სადაც დ,(ჩ/) (4) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამო- 

უკიდებელი ამონახსნებია, ხოლო C, –– ნებისმიერი მუდმივები ანალოგიურად, (4' 

განტოლების ყველა ამონახსნი, როდესაც „იგი ამოხსნადია, გვეძლევა ფორმულით 

9(6)=60)+ | XC I)6(0თX+ %)C4,0), C 
L L=1 

სადაც %,(ჰ) (4”)-ის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკი- 
დებელი ამონახსნებია, ხოლო C; –– ნებისმიერი მუდმივები. 

4 (/, 7) ფუნქცია (4) განტოლებისათვის ფრედჰოლმის განზოგადე- 

ბულ რეზოლვენტას წარმოადგენს, ანალოგიურად, #(/, ა) ფუნქცია –- (4”) 

განტოლებისათვის. 

შენიშვნა. (1) და (IM) თანაფარდობანი, მაგალითად, შეიძლება ასე მი- 

ვიღოთ. (8) განტოლების მარცხენა მხარეში ჩავსვათ ("') ფორმულით განსაზღვრუ- 

წ იხ, ამ პუნქტის ბოლო შენიშვნა,
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ლი დ (/)-ს გამოსახულება, მიღებული ტოლობა სამართლიანი უნდა იყოს ნებისმიე- 
რად არჩეული / (0 ფუნქციისათვის; ამ მოთხოვნის საფუძველზე მივიღებთ (#2) თა- 

ნაფარდობას. ანალოგიურად ('') ტოლობის მარჯვენა მხარეში (8) ფორმულით გან- 

საზღვრული / () გამოსახულების ჩასმით მივიღებთ (#M) თანაფარდობას. 
29. გადავიდეთ § 99-ში მიღებული (99,600) განტოლების გამოკვლევაზე, რო- 

მელსაც “ახლა ასე ჩაეწერთ: 
1? 

დ(/ი) + "M დ = %(/)) -L – ' M00, 1) დ (0) ძ/=|" (#), (101,1) 

L 

(99,7) ფორმულის თანახმად /" (/ე) # (C,, C, ..+ 6) კლასის ფუნქციაა. იგი #/; 

კლასს მიეკუთვნება განსაკუთრებული “კვანძების მიდამოში (შემოსახღვრულია ამ 

კვანძთაგან იმათ მიდამოში, რომელთათვისაც 4,9-0) და შეიძლება იყოს შემოუ- 

საზღვრელი, როგორც 10 ((ა–-– 0,), იმ განსაკუთრებული C, კვანძების მიდამოში, 

რომელთათვისაც 7#,„=0; 

MVთ, 0=/4'ძენთ, 0-5-002(ი | #CV, 0ძ6 (101,2) 
2 0V)0,–/). 

L 

ამ განტოლებასთან ერთად განვიხილოთ შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლება 

ჯ» 

დ (/) + MMMდ=0 (101,3) 

და მასთან მიკავმირებული ერთგვაროვანი განტოლება 

1 «ძა +LIC+=%V0)+-- ( MC /აჭრ 4-2, (101,4) 
>» , 

L 

სადაც, (101,2)-ის საფუძველზე, 

Mთ, ჯი) = 41%) ჩ(, ჩი) – 

8'002(0 (”#C, 1ა)ძ!, (101,5) 
ჯ» 

' 
L 
'70ად–ი. 

(101,1) განტოლებას § 99-ში ჩვენ ფრედჰოლმის განტოლება ვუწოდეთ, თუმცა 

მისი V (I), 1) გული არ ეკუთვნის იმ ტიპის გულებს, რომლებსაც ჩვეულებრივად 

რეგულარულს უწოდებენ. 
მიუხედავად ამისა, (101,1) განტოლებას “შეიძლება მივუყენოთ ფრედჰოლმის 

ყველა ძირითადი თეორემა, თუ მათ სათანადო სახით ჩამოვაყალიბებთ. ჩვენ ამას 

ვაჩვენებთ (101,1) განტოლების დაყვანით 'შემოსაზღვრულგულიან ფრედჰოლმის 

განტოლებაზეზ. 

(97.13) ფორმულის თანახმად გვაქვს: 

ჩ 

V/ 20=9%ა”0) II ძ–თ”, (101,6) 
1=1 

9 (101,1) სას „ანტოლების გამოკვლევა შეიძლება უშუალოდ; შდრ. წ. ფისიჯმ! (11, #9. 
561.
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სადაც თა() /77ე კლასის განსახღვრული ფუნქციაა, რომელიც არსად #L-ზე ნული 

არ ხდება, 

0<L868XV,<1, 1=1,2,...,0, 

– 1< MI, <0, 1=0+1,...,#, (101,7) 

II6+7,=0, 1=M-+1, ..., 71. 

· C,+ს ...6, (( 2>>/7) აღვვიშხოთ ის განსაკუთრებული კვანძები, რომელთათვი- 

საც +,=0, და ვთქვათ 
I · ” 

ჯ (I) = II #(–ი)') II მი #-ი)+თ!), (101,8) 

I=0+I )=/+I 

სადაც C; მუდმივები ისეა შერჩეული, რომ 1ი (--C)+CთV გამოსახულება არსად 

L-ზე არ გახდეს ნული, ხოლო სხვა მხრივ ისინი ნებისმიერია. თუ ჩავსვამთ 

დ (/)=7 (0 9ა(M, (101,9) 

მაშინ (101,1) განტოლება მიიღებს სახეს 

რ) + | MV, 07 (0 დე(0 ძ/=/ (ე), (101,10) 
L 

სადაც შემოღებულია აღნიშვნები 

  

I" (ი ი=/ 9, 101,9 MC ) 7» თ ( ა) 

„თი. ე-V0I 0. _ 4პ100MC, ი _ 8") 20) ' ჩრ, ჩის ცი) 
7 (I) ”V) #7 CI) 2C,)(ყ– 7) , ჯ 

ჯ 26 39 პუნქტის შედეგების საფუძველზე ადვილე შესამჩნევია, რომ 7 (#4. 1) 

შემოსაზღვრული ფუნქუიაა. იმავე პარაგრაფის (პუნქტი 69%) შედეგების საფუძველ- 

ზე 7I(/, #0) ფუნქცია # ცვლადის მიმართ ჯ ცვლადის ფიქსირებულე მნიშვნელო- 

ბისათვის ეკუთენის /7; კლასს, ამასთანავე მიეკუთვნება #/Iე კლასს ყველა არაგანსა- 

კუთრებული კვანძის მიდამოში. იგივეს აქვს ადგილი 1 ცვლადის მიმართ #ე:-ს ფიქ- 
სირებული მნიშვნელობისათვის. 

როცა ვამბობთ /! (7. 7) ეკუთვნის ჯე ცვლადის მიმართ /”/7ე კლასს ფაქსირე- 

ბული 1-სათვის, ვგულესხმობთ, რომ 1" არ ემთხვევა კვანძებს, მაგრამ შეიძლება მდე- 

ბარეობდეს მათთან ახლოს, და რომ ამასთან #1 (7, 17) ფუნქციის ჯა: ცვლადის მი- 

მართ // პირობის კოეფიციენტი და მაჩვენებელი შეიძლება არჩეულ იქნეს 1-ს მდე- 

ბარეობისაგან დამოუკიდებლად; ანალოგიური მდგომარეობაა #7: კლასის მიკუთვნე- 

ბის მიმართაც. იგივე ითქმის იმ შემთხვევაზეც, როცა #- ცვლადი ფიქსირებულია, 

ხოლო 1 იცვლება. მოვახდინოთ კიდევ (101,10) განტოლებამი ინტეგრების (კვლა- 

დის გარდაქმნა, დავუშვათ 
I (0) ძ1=ძ+ (101,12)



§ 101) 1. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი ზოგაღ შემთხვევაში 375 

ან გარკვეულობისათვის 

( 

+= | თ L.ზე, #=1,2,...,ჩ, (101,19ა) 
C 

სადაც C L, რკალების ერთ-ერთი ბოლოა, როდესაც ( წერტილი აღწერს /„, 
რკალს, მისი შესაბამისი L წერტილი აღწერს რომელიღაც /I, რკალს. /, რკალე- 

ბის ერთობლიობა აღვნიშნოთ #/",-ით. 

#V, რკალებმა შეიძლება გადაკვთოს ერთმანეთი და აგრეთვე თავისი თავიც, 

მაგრამ ამას მნიშენელობა არა აქვს. ოღონდ საჭიროა შევთანხმდეთ, რომ /ს, რკალ- 

ზე მდებარე <« წერტილები დავახასიათოთ მათი არა გეომეტრიული მდებარეობით, 

ე. ი. არა +-ს მნიშვნელობებით, არამედ /-ს მნიშენელობებით, რომელთაც ისინი 

შეესაბამებიან; სხვა სიტყვებით, საჭიროა ჩავთვალოთ, რომ /ს რკალი წარმოდგე- 

წილია პარამეტრული სახით 1 (კომპლექსური) პარამეტრის საშუალებით?. 

შემდგომში კვანძებზე საუბრის დროს ჩეენ მხედველობაში გვექნება L წირის 

კვანძები ან მათი შესაბამისე წერტილები /" წირზე და არა სხვა კვანძები (გეომეტ- 

რიულე აზრით), რომლებიც შეიძლება ჰქონდეს # წირს. 

ნათქვამის თანახმად, ფუნქციები რომლებიც ქვემოთ აღნიშნულია დე(ს) ან 

/I(ჯა. <)ჯთი და ა. შ., საჭიროა განვიხლოთ როგორც # ან 7, ( ცვალადების 

-ფუნქვიები. ამიტომ ზოგჯერ დე(/), 7I(/, () და ა. შ. ნაცვლად დავწერთ და(+), 

, (ი, 1) და ა. შ. როდესაც ვამბობთ, რომ ფუნქციები და (+), M (-, +) და ა. შ. 

ეკუთენის /7, #7, #/,, MM: კლასს, ვგულისხმობთ, რომ ამას ადგილა აქვს L წირზე, 

1, Iი (ყვლადების მიმართ. 
თუ ახლა, ზემოთ თქმულეს თანახმად, დე (/)-ს ნაცვლად დავწერთ დე (+) და 

/, (ი, () ნაცვლად /1 (დე, <) (101,10) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს 

დე (ი) +I II (ე, “%) დე (ჯ) 0L=/ი (%ი)- (101.13) 

M 

MC, <) გულია შემოსაზღვრულია და აქეს (101,11) ფორმულის შემდეგ აღნიშნუ- 

-ლი თვისებები. მარჯვენა მხარე /ე (ჩე) აგრეთვე შემოსაზღვრულია და ეკუთვნის /7; 

კლასს, ამასთან ყველა არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში ეკუთენის /7ე კლასს; 

„ეს გამომდინარეობს (99,7) და (101,9ა) ფორმულებიდან და § 26-ის შედეგებიდან. 

ჩვენი მიზნებისათვის (101,1) განტოლების ამონახსნი უნდა ვეძებოთ II(C,...,6,) 

კლასში მაგრამ შემდგომში (101,111) განტოლების ამონახსნის ქვეშ 

ვიგულისხმებთ ნებისმიერ აბსოლუტურად ინტეჯრებად ამო- 

ნახსნს, რადგან, როგორც ადვილად ჩანს, ყველა ასეთი, ამონახსნი აუცილებლად 

„7 შეიძლება აჯრეთვე ჩავთვალოთ, რომ /ც რკალები განლაკებულია შესაბამას რიმანის ზე- 
დაპერზე ან, უფრო მარტივად, ისინე შკიძლება წარმოვიდგინოთ საბრტკეხე მოთაესებული ძაფების 

“საზით (რომელთა წერტელებე ცალსაბად შეესაბამება L» რკალის წერტილებს), რომლებიც შეიძლება 

„გადადიოდ5ენ ერთმანეთზე და ქმპიდნენ მარჟყუჟებს.
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ეკუთვნის /I(C,,..., 0) კლასს. მართლაც, ვთქვათ საძიებელი ფუქცია დ (/) არის აბ- 

სოლუტურად ინტეგრებად.ზ, მაშინ” Cდა(-) ფუნქციასაც აქვს ეს თვისება". მეორე 

მხრივ (101,13) განტოლებიდან ადვილად ჩანს, რომ ყველა მისი აბსილუტურად 

ინტეგრებადი ამონახსნი იქნება M, კლასის შემოსაზღვრული ფუნქცია, რომელიც, 

ამას გარდა, ეკუთვნის /7ე კლასს ყველა არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში; 

ყველა ამონახსნი (101,9) ფორმულით გვაძლევს (101,1) განტოლების /(0,, ..., C,) 

კლასის ამონახსნს, ეს კი ამტკიცებს ჩვენ დებულებას. 

ამრიგად, (101,1) განტოლების ამოხსნა #(Cთ,..., 6) კლასში ეკვივალენტუ- 
რია ამავე განტოლების ამოხსნისა აბსსბოლუტურად ინტეგრებად ფუნქციათა კლასში 

და აგრეთვე ფრედჰოლმის (109,13) განტოლების ამოხსნისა ჩვეულებრივი აზრით, 

ე. ი. მისი ამონახსნების მოძებნისა „შემოსაზღვრულ (და, რა თქმა უნდა, ინტეგრე- 

ბად) ფუნქციათა კლასში, 
ახლა გადავიდეთ (101,1) განტოლების მიკაეშირებული. (101,4) ერთგვაროვა- 

ნი განტოლების განხილვაზე. თუ მოვახდენთ ამ განტოლებაში ცვლადთა გარდაქმ- 

ნას (101,12) ფორმულით, მაშინ იგი მიიღებს სახეს (ადრინდელი აღნიშენებით) 

ს (+0) + (| 7/L(%, +0) ს (1) ძი§=0, (101,14) 

გ 

ე. ი. გადაიქცევა შემოსაზღვრულგულიან ფრედჰოლმის განტოლებად, რომელიც 
(101,13) განტოლების მიკ-ვშირებულია. / (+, +,) ფუნქციის მიმართ, ზემოთ ნათქ- 

ვამის საფუძველზე, ადვილი შესამჩნევია, რომ (101,14) განტოლების ყველა აბსო- 
ლუტურად ინტეგრებად” ამონახსნი შემოსაზღვრულია. და ეკუთვნის #7; კლასს,. 

ამასთან იგი მიეკუთვნება /7ე კლასს ყველა არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში. 

აქედან გამომდინარე, (101,4) განტოლების ამონახსნებზე ლა- 

პარაკის დროს მხედველობაში გვექნება შემოსაზღვრული ამო- 

ნახსნები. 

ახლა მივმართოთ ფრედჰოლმის ძირითად თეორემებს, რომლებიც ეხებიან 

მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლებების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა. 
რიცხვების ტოლობისა და არაერთგვაროვანი განტოლებების ამოხსნადობას. 

ამ თეორემათაგან პირველი უმუალოდ გამოიყენება (101,13) შესაბამისი ერთ- 

გვაროვანი განტოლების და მისი მიკავშირებული (101,14) განტოლებისათვის, რად- 

გან ამ განტოლებათა გულები შემოსაზღვრულია. (101,3) და (101,4) განტოლებე- 

ბისათვის ეს თეორემა შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

დ (1) + M" Mდ=0 

ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ (აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებად) ამონახსნთა რიცხვი (ეს ამონახსნები აუცილებ- 

8 ადვ–ლად ჩანს, რომ (101,1) განტოლების მარცხენა მხარეში მდგომი ინტეგრალი ამ დაშ- 
ვკბებში ჩვეულებრივი აზრით არსებობს; როგორც ყოველთვის, იგულისხმება, რომ ამ ტოლობაში. 

ჯე წე“”ტ“ლი განსხვავდება კვანძებისაგან. 

ზ მართლაც. (101,9) და (101,12)+.ს ძალათ 

«% (2) ძ2 = დ(/) ძ/.



§ 10!| 1. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი ზოგად შემთხეევაში 177“ 
  

ლად ეკუთვნის ჩ “,,..., 0) კლასს და, ამას გარდა, განსაკუთრებული კვანძების 
მიდამოში –– //ე კლასს) სასრულია და ტოლია მისი მიკავშირებული 
ერთგვაროვანი 

5 CV) + MM" ს =0 
განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ (შემოსაზღვრულ) ამონახსნთა (ეL ამონახსნე- 

ბი აუცილებლად ეკუთვნის /7, კლასს და, გარდა ამისა, არაგანსაჯუთრებულ კვან- 

ძების მიდამოში–-// კ კლასს) რიცხვისა. 

გადავიდეთ მეორე თეორემაზე. თუ მას გამოვიყენებთ (101,13) და (101,14) განტო=- 

ლებებისათვის, იგი ასე ჩამოყალიბდება: (101,13) განტოლების ამოხსნადობის 
აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმაში მდგომარეობს, რომ 

( Iი(-)ი,(9)ძ.=0 )/=1,2...,V, (101,15) 

გ 
სადაც «თ, (+) (101,14) ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამო=- 

ნახსნთა სრული სისტემაა. თუ დავუბრუნდებით ძველ #/ ცვლადს, ზემოხსენებული 

პირობა მიიღებს სახეს 

( I" (I) თ, (I) ძ1=0, 1=1,2,...,V. (101,16) 

+ 

ამრიგად, (101,1) და (101,14) განტოლებათათვის ამ თეორემის უშუალოდ. გამოყე- 

ნებისას იგი ასე ჩამოყალიბდება: 

იმისათვის, რომ განტოლება 

დ(/ე) + M" M დ=/" (/) (101,1). 

ამოხსნადი იყოს (აბსოლუტურად ინტეგრებად ფუნქციათა 

კლასში) აუცილებელი და საკმარისია მისი მარჯვენა მხარე 

აკმაყოფილებდეს (101,16) პირობებს, სადაც თ,(I)) მიკავშირებუ- 

ლი (101,4, ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკი- 

დებელ (შემოსაზღვრულ) ამონახსნთა სრული სისტემაა. (101,1). 

განტოლების ყველა (აბსოლუტურად ინტეგრებადი) ამონახსნი 

აუცილებლად ეკუთვნის IC), 0:....,6ე) კლასს და, გარდა ამისა, 

#M: კლასს განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში. 

გავიხსენოთ, რომ /%9(/) არის /#(0,,-·-0,ე) კლასის ფუნქცია, და, გარდა 
ამისა, ეკუთვიის #7: კლასს განს-კუთრებული კვანძების მიდამოში. 

თუ შესრულებულია (101,13) ფრედჰოლმის განტოლებისათვის ამოხსნადობის. 

აუცილებელი და საკმარისი პირობები, მაშინ, 1? პუნქტში ნათქვამის თანახმად, 

მისი ზოგადი ამონახსნი წარმოიდგინება შემდეგი სახით: 

" 

რი (ი) == /ი (%ი) + ( “” (+, +)/ი(-) ძა + ბ) C/ #ი, (წი), (101,17)) 

#”V I=I
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სადაც (+, «) არის განზოგადებული რეზოლვენტა, Xი,(+ი), / = 1, ..., V, შე- 
საბამის ერთგვაროვან განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნთა სრული 

სისტემაა, ხოლო C, ნებისმიერი მუდმივებია. 

19% პუნქტში მოყვანილი (L) და (ს) ფუნქციონალური განტოლებებიდან 

ადვილად დავასკენით, რომ + (LX, %) რეზოლვენტის კვანძების მიდამოში იგივე თვი- 

სება აქვს, რაც # (5,5) გულს, ე.ი. //; კლასის შემოსაზღვრულ ფუნქციას იგი 
"წარმოადგენს თითოეული ცვლადის მიმართ და ამის გარდა იგი ეკუთვნის //ე კლასს 

ყველა არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში. 

თუ ახლა (101,9) და (101,12) ფორმულების დახმარებით დავუბრუნდებით 

ძველ საძიებელ დ (I) ფუნქციას და ძველ 1ჯ ცვლადს, მივიღებთ (101,1) განტოლე- 
ბის ზოგად (აბსოლუტურად ინტეგრებად) ამონახსნს (ეს ამონახსნი კი, როგორვ 

ვიცით, მიეკუთვნება /! (0), თა, ...Cე) კლასს) ფორმულით 

თ() =L/ "+ 9, თXV(ი, (101,18) 
1=! 

საღაც X,(), / = 1,...,V, (101,3) ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამო- 

უკიდებელ (აბსოლუტურად ინტეგრებად) ამონახსნთა სრული სისტემაა, რომელიც, 

“როგორც ვიცით, /L(C,C:,..., 6) კლასს ეკუთვის; LI-თი აღაიშმნულია 

L/==/ (IM) + ( LI CI, 0)/(0) I (101,19) 

L 

"ფორმულით განსაზღვრული ოპერატორი, სადაც 

LV, 4) = I(0 (წ, 0. (101,198) 

7 (7. /) ფუნქციის ზემოთ ნაჩვენები თვისების საფუძველზე, ადვილად დავასკვნით, 
რომ L ოპერატორს V%(0,), ..., 2) კლასის ფუნქციები გადაჰყავს 

იმავე კლასის ფუნქციებში, ხოლო მის მიკავშერებულ IL” ოპე- 

რატორს, განსაზღვრულს ფორმულით– 

LM წ8=წ0) + | LC M) 6 (0 ძ!, (101,20) 
L 

სადაც, (101,19ა) ფორმულის თანახმად, 

LV,Iე)=707C0,1), (101,208) 

ჩ(იე+ს... ნუ) კლასის ყველა #() ფუნქცია გადაყავს იმავე 

კლასის ფუნქციაში. 

3, სავსებით ანალოგიურად შეისწავლება წინა პარაგრაფში MX” ს = წ განტო- 

'ლების რეგულარიზაციის შედეგად მიღებული განტოლება 

ს (#7) + M"/L” ს = წ" (M) (101,21)
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და მისი მიკავშირებულე ერთგვაროვანი განტოლება 

თ(იე) +MM"თ =0, (101,22) 

სრული ანალოგიის გამო ამაზე აღარ შევჩერდებით. 

§ 10-. Lდ=/ და ML” თ = წ განტოლებების ამოხსნა. ძირითადი თეო- 

რემები. გადავიდეთ ახლა 

Mდ=LMმდ+#Mდ=/ (102,1) 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლების ამოხსხის საკითხხე მოცემულ 

„„-_ 2) კლასში. § 99-ში ნაჩეენები ხერხით, წინა განტოლების რეგულარი- 

ზაციით, მივიღებთ: 

  

დი +M"XMჯ = /“(I) (102,2) 
ფრედჰოლმის განტოლებას და დამატებით პირობებს 

' იი" 
:დ(,/) ძ/ = , = 0,1, ..,, – X-– 1. 102,3 | იდ CI) | 7(ჩ I %X ( ) 

L 

განსახილველი სინგულარული განტოლება, M(C,..., XX კლასში ამონახსნთა 

მოძებნის აზრით, (102,2) განტოლებისა დ (102,3) პირობათა ერთობლიობის 

ეკვივალენტურია. 
აქ ვიყენებთ § 99-ის აღნიშვნებს. კერძოდ, ი,(/) ფუნქციები განისაზღვრება 

X99,9) ფორმულით, ხოლო 

I" (ი) = M" I + 8" (ა) 2(74ი) ”»–: (ი), (102,4) 

აქ –,. :(/ან) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღემატება #--1 და 

«რომელსაც ჩვენ ასე წარმოვადგენთ: 

#1 (ი) = 415! + 42:71 + ·-· + 470“; (102,5) 

ამ გამოსახულებაში #,, ა, ..,, M, აღნიშნავს 0. 1...,,X--1 რიცხვებს, აღებულს 

რაიმე თანმიმდევრობით, ხოლო #ე, „ა, .. , 4, ნებისმიერი მუდმივებია. 

X >>0 შემთხვევაში (102,3) დამატებითი პირობები მოიხსნება; იმ შემთხვევა- 

“ში კი, როცა X <:0, უნდა ჩავთვალოთ, რომ 7#2,_, (/·) =>=0. 

(102,1) განტოლების ამოხსნადობის საკითხის განხილვ· დავიწყოთ, როცა 

X 2>0. ამ შემთხვევაში (102,1) განტოლება, ამონახსნთა /(C),...., C) კლასში 

მოძებნის აზრით, (102,2) განტოლების ეკვივალენტურია. ამ განტოლების ამოხს- 

ნადობის პირობებს აქვს სახე (იხ. წინა პარაგრაფი) 

L თ,(I)/V)ძ/=0, /=1,2,...,V, (102,6) 
ჯ 

სადაც Cთ,(0, ჯ = 1,...,V. (102,2)-ის მიკავშირებული, 

თ +MM”თ=0 (102,7)



180 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი.. IL§ 102 
  

ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრულ სისტემას. 

წარმოადგენს. ჩვენ ვიცით, რომ თ,() ფუნქციები ეკუთვნის /#/, კლასს, ამას 

გარდა არაგანსაკუთრებული კვანძების მახლობლობაში ისინი ეკუთვზიან /7ე კლასს. 

თუ (102,6)-ში შევიტანთ /” (I) ფუნქციის (102,4) გამოსახულებას და შემო- 

ვიღებთ აღნიშენებს 

2, = | ი, (0 M5/ 0 ძ, (102,8) 
+. 

დავრწმუნდებით, რომ (102,6) პირობა მიიღებს სახეს 

# 

ს - : 
ა... „აქ!_ჟ__. (102,9) 

I=) 
სადაც +, სავსებით განსახღვრული მუდმივებია, /(/) ფუნქციისაგან დამოუკიდებე- 

ლი, 0, მუდმივები შეიძლება კიდევ ასე წარმოვადგინოთ: 

6, = | 60/თ« (=1,2,„..,V, (102,10) 

L 

სადაც შემოკლებით აღნიშნულია 

თ; (0) = #””ი, 0). (102,11) 

თ;() ფუნქცია #(თ...., იე) კლასის მიკავშირებუ–ლ # (CC6+1)..., 6) = 

კლასს ეკუთვის. ეს გამომდინარეობს (98,11) ფორმულით განსაზღვრული MX? 

ოპერატორის სახიდან და აგრეთვე იქიდან, რომ თ,(/) ფუნქცია არაგანსაკუთრე- 

ბული კვანძების მიდამოში #7, კლასს ეკუთენის, ადვილად ჩანს, რომ თI;(/) 

ფუნქ ციები წრფივად დამოუკიღებულია: (102,7) ფორმულის საფუძ-. 

ველხე გვაქვს რ, -L LM” თ, = 0, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ თ, = 
= –სთ;; ამიტომ. თუ თ; ფუნქციები წრფივად დამოკიდებული იქნებოდა, 

ასევე წრფივად დამოკიდებული იქნებოდ თ, ფუნქციებიც, რაც ეწინააღმდეგება 

მათ განსაზღვრას. 

ვთქვათ, |4,ჯ| მატრიცის რანგი ტოლია ი (0 <V, ი < X). ზოგადობის დაუ- 
რღვევლად შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 

III) 0 ჯ1=1,2,...,0 

მატრეცის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისგან. მაშინ, როგორც ცნობილია, 

(102,9) #), #ე,..., 4„-ს მიმართ სისტემის ამოხსნადობის პირობები იმაში მდგო- 

მარეობს, რომ 

VII თოძ–- 8) 

%21 V22 ში მა 
...... . · · · · · · = 0, (102,12). 

%Vი1 “7ი3 წი ი 

“ი+,) “ი+/,? ““' 7ი+/ი 90+/
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როცა /=1, 2, ...,V–-ი, ან გაშლილი სახით 

ჩ 

9ი+/ + 1)“. =0, /=1, 2,...,V–ი0, (102,13) 

I=! 

სადაც თ,,, / I) ფუნქციისაგან დამოუკიღებელი, სავსებით განსახღვრული მუდმი- 

ვებია. 

თუ წინა ტოლობაში მ,·ს ნაცვლად შევიტანთ (102,10) გამოსახულებას, 

დავრწმუნდებეთ, რომ (102,2) განტოლების ამოხსნადობის პირობებს აქვს სახე: 

| 2(0) (60 ძ7=0, /=1,2,,..,V–7. (102,14) 

L 

სადაც 2I,(/) სავსებბთ განსაზღვრულე /I” = M(0,+1, ...,Cფ) კლასის წრფივად 

დამოუკიდებელი ფუნქციებია, სახელდობრ, 

ჩ. 

XC) = თ:+,დ0 + 1)%ი4XC, 1=1,2,...,V-–ნ. (102,15) 

(=1 

თუ დავუშვებთ, რომ (102,14) პირობები შესრულებულია, მაშინ (102,2) 

განტოლება ამოხსნადია. ავაგოთ მისი ზოგადი ამონახსნი. რადგანაც დაშვების თა- 

ნახმად (102,14) და· (102,13) პირობები შესრულებულია, ამიტომ (102,9) სისტემა 

4). 4... 4ე მიმართ ამოხსნადია; მის ზოგად ამონახსნს ჩვენ ვიპოვით, თუ 

4ი+1.-., 4» მუდმივებს ნებისმიერად ჩავთვლით და ამოვხსნით (102,9) სისტემის 

პირველ ი განტოლებას #4ე,..., 4 მიმართ. (102,9) სისტემის ზოგად ამონახსნს. 

ამიტომ აქვს სახე 

4,=8,ა+L4ტ0+L4+:..5 894 + 10 4+-..+-წიბი, / = 1, 2,...,6,  (102,16) 
სადაც 8,, LI,, / () ფუნქციისაგან დამოუკიდებელი, სავსებით განსაზღვრული მუდ- 

მივებია. 
ახლა, თუ (102,2) განტოლების მარჯვენა მხარეში შევიტანთ „კ, 4ჩე, ..., 4ი 

მუდმივების წინა მნიშენელობებს, მაშინ მიღებული ინტეგრალური განტოლება 

ამოხსნადი იქნება 40+), ..., 4; მუდმივების ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის. თუ 

ამ განტოლებას ამოვხსნით (101,13) ფორმულის დახმარებით და მხედველობაში 

მივიღებთ (102,4) და (102,8ე) ფორმულებს, ადვილად დავასკვნით, რომ (102,2) 

განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს სახე 

დ (M)=I" #"I+C. XI+C» X-+ – + Cა V#+Cა+1 XაV+1 + ათი +CX+V-ი XX+V-ი, 

(102,17) 

სადაც XV X2....Xა ღა C), CV ...Cს) იგივეს აღნიშნავს, რასაც (101,18) 
ფორმულაში; ერთფეროვნებისათვის C»+), ...» CV+»-ი“თი აღნიშნულია „+, .... 4X 
ნებისმიერი მუდმივები, ხოლო XV+#..., XX+Vა-ი / (#1) ფუნქციისაგან დამოუკიდებე- 

ლი, სავსებით განსაზღვრული ფუნქციებია, რომლებიც, ისევე, როგორც X, ...· XV
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ფუნქციები, მიეკუთვნებიან / (C,, ..., Cე) კლასს, ამ ფუნქციების შესახებ ქვემოთ 

კიდევ იქნება ნათქვამ. დაბოლოს, I "ით აღნიშნულია შემდეგი ფორმულით გან- 

საზღვრული ოპერატორი: 

L"/=/(/7) + ( IV, 0/(0ძ, 002,18) 

L 

სადაც I "(/ი,!) ფუნქცია განსხვავდება (101,14) ფორმულით განსაზღვრული 

LI (/ი, /) ფუნქციისაგან გარკვეული შესაკრებით, რომლის ამოწერა ცხადი სახით 

ადველია; თუ მოვახდენთ ამ მარტივ გამოთელებს, აშკარა გახდება, რომ IL” ოპე- 

რატორს აქვს I ოპერატორის წინა პარაგრაფის ბოლოში მითითებული თვისებები, 

"სახელდობრ, IV ოპერატორს #(C,,...., 6) კლასის ფუნქციები გადაჰყავს იმავე 

კლასის ფუნქციებში, ხოლო მიკავშირებულ ოპერატორს LV # (0ე+ე) ..., 6,) =/V 

კლასის ფუნქციები –– იმავე კლასის ფუნქციებში. 
კერძოდ, განვიხილოთ შემთხვევას, როცა ამოსავალი (102,1) სინგულარული 

განტოლება ერთგვაროვანია, ე. ი. როდესაც /”() = 0. ამ შემთხვევაში (102,1) 

განტოლება ეკვივალენტურია შემდეგი (საზოგადოდ არაერთგვაროვანი) განტოლე- 

ბისა: 

დ (I) + #”Mდ = 8” (/ე) 7(7ა) #._ (ჯი). (102,19) 

ჩვენს შემთხვევაში ყველა 6,=0 და (102,9) სისტემის ამოხსნადობის (102,13) 

პირობა დაკმაყოფილებულია, ხოლო (102,16) თანაფარდობა მიიღებს სახეს 

4,= 8/ი+140+14+-.'7+ 806-4 1= 1, 9...,ჩ- (102,198) 

თუ ამ გამოსახულებებს. „ე, „ა, ..., 4ე-სათვის შევიტანთ (102,14) განტოლების 

მარჯვენა მხარეში, მაშინ იგი წარმოდგება ასეთი სახით: | 

დ + M"Mდ = Cა+ე) წას) +". "+ CX+V-ი Cთ.1V -ი: (102,20) 

რი+1 ·..; 4-ს ნაცვლად კვლავ „დავწერეთ C»+1, ..., CV+X-ი: წა+1) +..." წX+V-ი“ 
თი აღვნიშნეთ #ჩ(0C),... 6) კლასის წრფივად დამოუკიდებელე გარკვეული 

ფუნქციები, რომელთა გამოსახულება ადვილი ამოსაწერია. 

#C = 0 ერთგვაროვანი განტოლების ზოგად ამონახსნს (ეს განტოლება ეკვი- 

ვალენტურია (102,20) განტოლებისა ნებისმიერი C»+), ..., C;+X-ი მუდმივებისათ- 

ვის) (102,17) ფორმულის თანახმად აქვს სახე 

დ (70) = C) #1 (7) +“ "+ C+»X5 (#) + C»+1XV+1 (#) +." /+- C„+V»–ი XX+V-ი (#ი), 
(102,21) 

სადაც CC: ..., C»„+V-ი ნებისმიერი მუდმივებია. ამრიგად, X/7(/) ფუნქციები Xდ=0 

ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნებია; ამავე დროს პირველი V ამონახსნი 

დ+M'ხდ=0 განტოლების” წრფივად დამოუკიდებელი · ამონახსნებია. X, (I) 
ფუნქციები, როცა />V, ცხადია, 

დ LM Mდ=თ, 1=V+1,...,«+V–-ი, (102,22) 

განტოლების ამონახსნებს წარმოადგენს. ეს განტოლება მიიღება (102,20)-დან, თუ 

დავუშვებთ, რომ C,7 = 1, ყველა დანარჩენი C, = 0.
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ახლა ადვილად ვრწმუნდებით, რომ ყეელა X/(!), /= 1, 2,..., X+V–ი 

ფუნქცია წრფივად დამოუკიდებელია. მართლაც, ვთქვათ (102,21) 

ფორმულით განსაზღვრული დ (I) ფუნქცია, C; მუდმივების ზოგიერთი მნიშვნელო- 

ბისათვის იგივურად ნულის ტოლია. მაშინ, ცხადია, 

0=დ+M”Lსდ=Cაკ1 94) +-..+ C»+V-ი -»+V-ი 

რაც შესაძლებელია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა C++, = ··· = C„+V-ი = 0» 

ვენაიდან თ, ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია. (102,21)-დან, როცა დ =0, 

გამომდინარეობს, რომ C, = C: =-·· = Cა = 0. ' 

ამრიგად M#დ=0 ერთგვაროვან განტოლებას #L(0,, ... 5) კლასში აქვს 

ზუსტად X +V-–- ი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი. 

ვინაიდან V >>0, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ, როდესაც 

X>0, MC=0 ერთგვაროვან განტოლებას #/'(იც0..., Cე) კლას9ი 

აქვს სულ მცირე # რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელი 

ამონახსნი, 

ახლა გადავიდეთ, შემთხვევაზე, როცა X უარყოფითია. ამ შემთხვევაში უნდა 

ჩავთვალოთ, რომ (102,2) განტოლებაში #,., (წ) = 0; ამ განტოლების ამოხსნა- 

დობის (102,6) პირობები დაიყვანება 98, = 0, / = 1, 2,...,V პირობებზე, ე. ი. 

კვლავ 

( »()I(/)ძ =0, )=1,2,...,V, (102,23) 

სახის პირობებზე, სადაც 2.,(I) MI = ML(0ე+),...)6თ) კლასის გარკვეული სახის 

წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქციებია. 
თუ დაკმაყოფილებულია (102,23) პირობები, მაშინ (102,2) განტოლება 

ამოხსნადია, მაგრამ ეს კიდევ არ ნიშნავს იმას, რომ განსახილველი (102,1) გან- 

ტოლებაც ამოხსნაღია #(0,,...,0ე) კლასში, რადგან ამ "”შემთხვევაშში (X <0) 

კიდევ (102,3) დამატებითი (–#) პირობის შესრულება მოითხოვება. (102,17) 

ზოგადი ამონახსნი შევიტანოთ (102,3) თანაფარდობათა მარცხენა მხარეებში, რა- 

საკვირველია, (102,17)-ში უნდა ჩავთვალოთ, რომ C»+; = ·>· = C»+»-ი = 0. 

ამგვარად, C,, Cა,..., C-ს განსასაზღვრავად მივიღებთ (102,9) სისტემის ანალო- 

გიურ, (–-X) წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომლის ამოხსნადობის პირობებს 

ხეღ ახლა მივყევართ შემდეგი სახის პირობებზე: 

(| 070 =0; I=V+1,...,V+ძ9, (102,24) 

L 

სადაც თ = ––X. თუ ჩავატარებთ შესაბამის სავსებით ელემენტარულ გამოთელებს, 
მხედველობაში მივიღებთ ფორმულას 

( ი, 9M"/ ძ/ = ( ”M"” L"ი, ძI, (102,25) 
L L
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“და აგრეთვე II(/) ოპერატორის ზემოთ ნაჩვენებ თვისებას, ადვილად დავრწმუზდე- 

ბით, რომ 2I(I), /=V+1,...,V+ თ ფუნქციები ისევ, როგორც 7/,(,!) ფუნ- 

ქციები (1C2,23) ფორმულაში ეკუთენის #” = M(0ე+1) ..., 6„) კლასს. (102,23) 

პირობა (102,24) პირობასთან ერთად იძლევა (102,1) განტოლების #ჩ(0,, ..., 0) 

„ქლასში ამოხსნადობის აუცილებელ და საკმარის პირობათა სისტემას. 

2”. სრულიად ანალოგიურად ამოიხსნება (102,1) განტოლების მიკავშირებული 

MIს=MV"0 +M6=დ (102,1) 
“განტოლება, თუ მისთვის გამოვიყენებთ § 100-ში ნაჩვენებ რეგულარიზაციის 

"ხერხს. თ”თქმის სრული აწალოგიის გამო ამაზე არ შევჩერდებით. 

ვ? ზემოთ ჩატარებული მსჯელობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 

Mდ=0 ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი ამონახსნთა რიცხვი (ნებისმიერი კლასისა) სასრულია. ანალოგი- 

ური მდგომარეობაა M”#=0 განტოლების შემთხვევაშიც. 

49. ახლა გადავდეთ § 55 თეორემების ანალოგიურ თეორემათა დამტკიცე- 

ბაზე, სახელდობრ1ი; | 

თეორემა I. მოცემულ #(თ,...,0) კლასში Mდ=/ განტოლე- 
ბის ამოხსნადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმა- 

ში მდგომარეობს, რომ 

| /9,%=9, „.... (102,26) 

L 

სადაც ძ, (/=1,2,...,#”) მიკავშირებული ერთგვაროვანი გან- 

ტოლების მიკავშირებული ჩ“ = M(იე+)...,0„) კლასის წრფივად 

·დამოუკიდებელი ამონახსნთა სრული სისტემაა. 

თეორემა II. თუ # Mთდ=0 ერთგვაროვანი განტოლების #/ 
„კლასის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვია, « ამ 

კლასის ინდექსია, ხოლო ჩ-–-IL” 0 =0 მიკავშირებული ერთგვა- 

როვანი განტოლების მიკავშირებული /” კლასის წრფივად 

დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვი, მაშინ 

ჩნ- IV=X. (102,27) 

ეს თეორემა ძალაში რჩება, თუ როლებს შევუცვლით V#M,V” 

ოპერატორებს, #, V კლასებს და X, #” ინდექსებს. 

LI თეორემის დამტკიცება. (102,260) პირობების აუცილებლობა 

„ცხადია (96,10) ფორმულის საფუძეელზე რომელიც, აშკარად, ჩეენს შემ- 

თხვევაში სამართლიანია. დავამტკიცოთ მათი საკმარისობა, ჩვენ უკეე ვ?ახეთ, 

-რომ M დ = / განტოლების # კლასში ამოხსნადობის აუცილებელ და საკმარის პი- 

·რობებს აქვს სახე 

10 ქვემოთ მოყვანილი ზოგად თეორემათა დამტკიცებანი წარმოადგენენ ი, ვეკუას (4) მიერ 

შეკრული კონტურებისა და უწჯ:ვეტი კოეფიციენტების შემთხვევაში დამტკიცებული თეორემების 
„განზოგადებას.
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| #,0I)I()ძ,=0, /=1,2,...,M, (102,28) 

სადაც #7, (/) /-ის მიკავშირებული ”!? კლასის განსაზღვრული ფუნქციებია, ხოლო 
M რაიმე დადებითი მთელი რიცხვი ან ნულია. ცხადია, I თეორემა დამტკიცებული 

იქნება, თუ შევჭქლებთ ვაჩვენოთ, რომ (102,28) პირობა წარმოადგენს (102,26) 
პირობის შედეგს. 

ვთქვათ. დ(/) // კლასის ნებისმიერი ფუნქციაა, რომელიც ნული ხდება ყვე- 
ლა კვანძზე, ასე რომ, #9 ფუნქცია ეკუთვნის /”/ე კლასს. # დ = M. C განტოლება 

ამოხს3ჯადია /# კლასში (და /#/ კლასშიც კი), რადგანაც მას აქვს ამონახსნი დ = ჯ. 

მაშას:დამე, აუცილებელია, რომ 

| სXV« – | #M"V4I =0. 

6 (I!) ფუნქციის ნებისმიერობის გამო ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

1C”2.7 = 0. ამრიგად #V,M” ს = 0 ერთგვაროვანი გა ანტოლების ჩ” კლასის ამონახსნე- 

ბია და, მაშასადამე, C,,..,., +, ფუზქციათა წრფივ კომბინაციებს წარმოადგენს, ეს 

კი იმას ნიშნავს, რომ (102,28) პირობები (102,26) პირობების შედეგია და თეო- 

“რემა I დამტკიცებულია. სავსებით ანალოგიურად დამტკიცდება თეორემა, რომელ- 

საც მივიღებთ თუ როლებს შევუცვლათ MX და MX”, # და #”. 

თეორემა II დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ შ;ემთხვივა X >>0. ამ შემთხეე- 

„ვაში # კლასში ამოხსნადობის აუცილებელ და საკმარის პირობას აქვს (102,14) 

სახე, სადაც X»,, Xი,..., #ა-ი IM კლასის წრფივად დ:მოუკიდებელი ფუნქციებია. 

მეორე მხრივ, როგორც ახლახანს ვაჩვენეთ, ამოხსნადობის (იმავე კლასში) აუცი- 

“ლებელ და საკმარის პირობებს წარმოადგენს (102,26) პირობებე. ამრიგად, თუ 

#7 კლასის რაინე ფუზქცია აკმაკოფილებს (102,14) პირობას, მაშინ ის დააკმა- 

ყოფილებს (102,26) პირობასაც და პირიქით. აქედან გამომდინარეობს (იხ. IV 

დანართი წიგნის ბოლოში), რომ 2, X,...; XV-ი ფუნქციები C,, დ,,..., 0 ფუნქცი- 

ების წრფივი კომბინაციებია და პირიქით. მაშასადამე, 

M=V–-ც%. 

ამას გარდა, # კლასში M#M დ = 0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნ- 

“თა რიცხვი (102,21)-ის საფუძველზე, როგორც უკვე იყო ნათქვამი, X+V-–0 

„ტოლია. ასე რომ, 

#=X+V--ი0. 

“–უკანასკნწლი ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს (102,27) ტოლობა. 

გადაეიდეთ შემთხვვივაზე X< 0. ეს შემთხვ-ვა დაიყვანება წანაზე, თუ # და 

M#” ოპერატორებსა და # და M' კლასებს როლებს შევუცვლით. 

თუ ვიმსჯელებთ ისი, როგორც ზემოთ, მივალთ თანაფარდობამდე; #” –-#=X”, 

სადაც X” L” ოპერატორის #” კლასის ინდიქსია; ჩვენ ვიცით, რომ X” = ––- X, 
ამიტომ ამ შემთხვევაშიც ვღებულობთ (102,27) ტოლობას.
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ამრიგად II თეორემა დამტკიცებულია. ასევე დამტკიცდება თეორემა, რომე-. 

ლიც მიიღება M და M”, # და ჩ”-ის როლების "შეცვლით. 

შენიშენა 1. აშკარაა, რომ IL და II თეორემები და სხვა შედეგები ძალა- 

ში რჩება თუ /((,)) ფუნქცია /7· კლასის ნაცვლად ეკუთვნის ჩ(C),...,Cე): 

კლასს და, ამასთანავე, განსაკუთრებული კვანძების მიდამოში მიეკუთვნება #7: 

კლასს. არსებითად არაფერი შეიცვლება იმ შემთხვევაშიც, როდესაც /(ჯ) ფუნქცია 

ეკუთვნის #(0,..., 0) კლასს და, ამავე დროს, განსაკუთრებული კვანძების 

მიდამოში ეკუთვნის #7, კლასს, კერძოდ, წანა თეორემები იმ შემთხვევაშიც: 

ძალაშია. 

ანალაგიურე შენიშვნა ეხება M-ს M”-ით, ჩ-ის ჩ”-ით შეცვლით მიღებულ 

თეორემებსაც. 

შენიშვნა 2. თუ კი სათანადო სახით შერჩეული ნამდვილი ()ვლადის. 

(მაგ. რკალური აბსცისი) შემოყვანის შემდეგ განსახილველი სინგულარული გან-. 

ტოლება გახდება ნამდველი განტოლება, მაშინ ზემოთ დამტკიცებული ძირითადი 

თეორემები ძალას ინარჩუნებს ამ შემთხვივაშიც, თუ § 54-ში ნათქვამის სავსებით· 

ანალოგიურად შემოვიფარგლებით ნამდვილი ამონახსნებით. ამასთან. მოცემული 

განტოლების მიკავშირებულ ერთგვაროვან განტოლებად, ვგულისხმობთ ნამდვილ: 

განტოლებას, რომელიც წარმოადგენს განსახილველი განტოლების ნამდვილ სახეზე 

მიყვანილის მიკავშირებულს (შდრ. § 54). 

§ 10ე. მნიშვნელოვანი კერძო შემთხვევები. წინა პარაგრაფში ჩვენ განვი– 

ხილეთ შემდეგი სახის განტოლებები: 

8 (ი I“ დ (/)ძ!_ 
»L' 

M§X=40)9?(0) +<-2 | #5- 
I 

+ > –_ 66 1)დ (00) ძ! =/(იხ) (103,1), 

', 
და 

MLIს=#4() სძ) -- (205500 1 
+ ( (7, ჩე) დ (0) ძ! = წ« (/ა) (103,2) 

1-X% XL, 
  

იმ დაშვებით, რომ L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია. 

ახლა ისევე, როგორც § 83-ში, განვიხილოთ ორი მნიშვნელოვანი კერძო, 

შემთხვევ: როდესაც L გლუვაუ ნაწყვტი წირია და როდესაც L ჯბან-უბან, 

გლუვე მარტივი შეკრული კონტურია. 

როგორც ადრე, ვისარგებლებთ აღნიშვნით 

0(I) = -“ 40–-8Cთ , (103,3)" 
20 +8Cთ. 

19, ნაწყვეტი გლუვი წირის შემთხვევა! ამ შემთხვევაში #. 

შედგება ცალ-ცალკე მდებარე გახსნილი გლუვი XL, =|ძ,ხ,, ჩ= 1,,.., 0 რკა-. 
ლებისაგან. 0, ნ, ბოლოები ჩვენს შემთხვევაში L წირის კვანძებს წარმოადგენს. 

  

11 ეს შემთხვევა უშუალოდ იყო შესწავლილი სტატიებში: ნ. მუსხელიშვილი (6) და ნ. მუს-. 

ხელიშვილი, დ. კვესელავა (11. იხ. ამ თავის შესავალი.
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კვანძების სიმრავლისათვის შეგვეძლო მიგვეკუთვნებინა ზოგიერთი სხვა წერტილიც, 

მაგრამ ამას ჩვენ აქ არ გავაკეთებთ. რაიმე მიმდევრობით აღებულ თ,, ჩ, ბო- 

ლოებს აღვნიშნავთ თ-თი, # = 1, 2,.,.., 2/. 

ზემოთ მიღებული პირობების თანახმად, ვგულესხმობთ, რომ #4(/), 8(/) 

ფუნქციები L-ზე ეკუთვნის // კლასს და, აგრეთვე #(/, 7) ფუნქციაც ორივე 
10 1 ცვლადის მიმართ L-ზე /, კლასს ეკუთენის (ჩვენს შემთხე“ვაში /7/ კლასი 

იგივეა, რაც /#7ე კლასი). 

I ოღ(V)-ს ქვეშ #,-Cხხე ვაგულისხმებთ ნებისმიერ მნიშვნელობას, რომელიც 

უწყვეტად იცვლება #,-ზე. 2, ბოლოების შესაბამისი ჯ, რიცხვი გვუძლევ) ფორ- 

მულით 

+. = თ, + #, + (ჩ,, (103,4) 
სადაც 

. 1 
თ, + :ჩ, = + –“ Iი06 (6). (103.5) 

ამასთან ზედა ნიშანი აიღება, როცა 0, = 0ძ,, ქვედა –– როც) 0, = ხ,, ხოლო 

მთელი რიცხვი 7., შეირჩევა პირობით 

– 1<თი+#<1, #=1, 2, ..., 2/. (103,6) 

განსაკუთრებული თი, ბოლოები (ჩვენს შემთხვევაში კვანძები ემთხვივა 

ბოლოებს), ე. ი. ბოლოები რომელთათვისაც IL167, = 0, ჩვენს შემთხვე- 

ვაში ხასიათდება პირობით, რომ C(0,) ნამდვილა დადებითი რიცხვია (რადგან 

მხოლოდ ამ შემთხვევაშია თ, მთელი რიცხ;ვი). 

განსაკუთრებული 0, ბოლოები, რომელთათვესაც არა მარტო IX6 4, = 0, 

არამედ 4, = 0, ხასიათდება პირობით C (ძ,) = 1, ე. ი. 8(0,) =0. 

#9 დ = ჩ მახასიათებელე განტოლების ამონახსნების შესახებ § 97-ის 29 
პუნქტში ნათქვამს (იგულისხმება, რომ /” ეკუთვნის /#/ კლასს) ჩვენს შემთხვევაში 

შეიძლება ისიც დავუმატოთ, რომ ეს ამონახსნები შემოსაზღვრული რჩებ· აგ- 

რეთვე იმ განსაკუთრებული 0, ბოლოების მიდამოშიც, რომელთათვისაც #“, = 0 · 

და, უფრო მეტიც, ეკუთენის // კლასს; ეს გამომდენარეობს (97,11) და (97,12) 

ფორმულებიდან„ რადგან ამ შემთხვევაში როცა +, = 0, გვაქვს ,87(თ) = 

=78(2,) =0. 

თუ რომელიმე არაგანსაკუთრებულე 0, ბოლოს მიდამოშე Mმდ = / განტო- 

ლების დ (7) ამონახსნი შემოსაზღვრულია, მაშინ ის ამ ბოლოს მიდამოშე აუცი- 

ლებლად ეკუთვნის /7 კლასს და მასხე ნულად იქცევა. ამონახსნის # კლასი- 

თვის მიკუთვნება მტკიცდება § 97-ის 2? პუნქტის ანალოგიურად. თუ C<(0,)5 0, 

მაშინ (103,1) ტოლობაში მარჯვენა მხარის მეორე წევრი 0, ბოლოს მახლობლო- 

ბაში შემოუსაზღვრელი იქნება როგორც 1ი (/- –- 0,), რაც შეუჭშლებელია, რადგა- 

ნაც ტოლობის დანარჩენი წევრები თ-ს მახლობლად შემოსაზღვრულია. ის, რომ 
დ(C,) =0, უშუალოდაც შეიძლება დამტკიცდეს. 

12 2, ბოლოზე დ (/) ამონახსნის დ(C,) მნიშვნელობის ქვეშ იგულასბმება ზუვარა, რომლიას- 
კენაც მიისწრაფვის დ (7), როცა ( – C.
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გარდა ამისა, უნდა აღვნიშნოთ, რომ (101,2) ფორმულით განსახღვრული 

M(/ა,!) გული შემოსაზღვრული იქნება ჩვენს შემთხვივაში ყველა განსაკუთრებული 

ბოლო წერტილის მახლობლობაში და ამიტომ § 101-ის (101,8)- ფორმულით შე- 

მოყვ:ნილი 7 (I) ფუნქცია შეიძლება შეიცვალოს უფრო მარტივი 

” 

ჯC) = II #«–. ძი” (103,7) 

ფუნქციით. · /=4+#! 

ღაბილოს შევნიშნოთ, რომ თუ 8(,.)=0 ყველა ბოლო წერტილში, 

მაში (103,1), (103,2) განტოლიაბიბეს თეორიაა არაფრით არ განსხვავდება II 

თავში მოცემული თეორიისაგან იმ შემთხვივეისათვის, როდესაც L შედგება გლღეი 

შეკრული კონტურებისაგან, ხოლო „ (7), #8 (/) ფუნქციები უწყვეტია I-ზე (მი- 
ეკუთვნება //. კლასს). 

მართლაც, თუ 8(2=.) =0, # = 1, 2, .., 2ჩი, მაშინ ”,=0, # =1,...,2/ 

და ყვილა ბოლო განსაკუთრებულია. ამიტომ ამონახსნთა კლასებად დაყოფის ცნება 

მოხსნილია, 

(103,1) ან (103,2) განტოლებების ყველა ამონახსნი იქნება #7 კლასში, 
მაშინაც, თუ მათ მოძებნას დავ-წყებთ //" კლასში. ჩვენ აქ ვუშვებთ, რომ ისევე, 

როგორც #((0,1) ფუზქცია, / (/) და §(/) მიეკუთვნება /7 კლასს. 
არავითარი არსებითი ცვლილება არ გეექნება იმ შემთხვევაშაც, როდესაც 

ყველა ბოლოსათვის I64, = 0, ე. ი. როცა ყვილა ბოლოზე C(C,) ნამდველი 
დადებითი რეცხვია. 

29. მარტივი შეკრული კონტურის შემთხვევა!) ახლა დავუშ- 

ვათ, რომ L მარტივ შეკრული გლუვი ან უბან-უბან გლუვ? კონტურია (შემ- 

თხვ-ვა, როდესაც # შედგება რამდენიმე ასეთი კონტურისაგან, სავსებით ანალო- 

გიურ:დ განიხილება). აქ იგივე აღნიშვ?ებს გამოვიყინებთ, რაც § 83-ის 2? პუნქტ- 

ში გვქონდ.. კერქოდ, C,, 0ე,...,0,-ით აღვნიშნავთ L წარის კვანძებს; ჩვენს 

შემთხვევაში ესენი კუთხური წერტილებია და ზოგიერთი სხე: წერტილიც, რომ- 

ლებიც განლაგებულია L წირის გლუვ ნაწილზე. 
აქ, ისე როგორც მთელ ამ კარში, ჩავთვლით, რომ 4(I), 8(), MX (#, 1) 

MM კლასის ფუნქციებია L-ზე. 
თუ დავუშვებთ, რომ 4 (0), 8(/) ფუნქციები და, მაშასადამე, C (1) ეკუთვ- 

ნის #// კლასს (და არა მხოლოდ /7ა-ს), მაშინ, § 83, პ. 2% აღნიშვნების თანახ- 

მად, ყველა „კვანძისათვის“ გვექნება 

| 0CC-0)=0(ლ(-+0), (103,8) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ყვილა რიცხვი +, = 0 (იხ. (83.27) ფორმულა). 

ასე რომ, ყველა კვანძი განსაკუთრებულია. ადველი დასანახავია, რომ 

განსახილველ შემთხვევაშე (103,1), (103,2) განტოლებათა თეორია არსებითად 

არაფრით არ განსხვავდება II თავში მოცემული თეორიისაგან, იმ შემთხვევისათვის, 

19 ეს შემთხვევა (უფრო კერძო შემთხვევაში, როცა L გლუვი კონტურია) განხილული იყო 

თ, გახოვის მიერ (3) (4), რომელიც სარგებლობდა ნ. მუსხელიშვილისა და დ. კეესელავას (1) 
სტატიის შედეგებით.
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როდესაც L გლუვი შეკრული კონტურია (ან ასეთ კონტურთა სასრული რაოდე- 

ნობის ერთობლიობა); ერთადერთი განსხვავება ის არის, რომ წინა პარაგრაფში 

მითითებული ზოგადი ხერხით აგებული (დ (I) ან, შესაბამისად, 'I(/) შეიძლება არ 

აკმაყოფილებდეს (103,1), ან, შესაბ:მისად, (103,2) განტოლებას, როცა 1 ემთხვევა 

კუთხურ წერტილებს". 
არსებითი ცვლილება არ გვექნება იმ შემთხვ-ეაშიც, როც. 4() და 8() 

ეკუთვნის //ე კლასს და დ, წერტილებში 

მLIC 0 (0, –– 0) = მLC 0 (ი, + 0) (103,9) 

(2ჯ»-ს მთელი ჯერადის სიზუსტით), ამ შემთხვევაშიც ყვეელა კვანძი იქნება განსა- 

კუთრებული და ამონახსნთი კლასებად დაყოფა არაა საჭირო. 

პირიქით, თუ ადგილი არ აქეს (103,ზ8) ან (103,9) სახის ტოლუობებს, მაშინ 

იმ შემთხვევაშიც კი, როცა L გლუვ: კონტურია, არავითარ არსებით გამარტი- 

ვებას არ მივიღბთ მაშინაც კი, როდესაც L ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი 

წირია. 

უნდა აღენიშნოთ ერთი გარემოება, რომელსაც ზოგჯერ არსებითი მნიშვმე- 

ლობა აქვს. კერძოდ, ვაჩვენოთ, რომ თუ (103,1) განტოლების დ (I) ამონახსნი 

შემოსაზღვრული რჩება მოცემული არაგანსაკუთრებული კვანძის მიდამოში, მაშინ 

ის ამ კვანძის მიდამოში აუცილებლად ეკუთვვის // კლასს (და არა მხოლოდ /74). 

მართლაც, თუ 6 ხსენებული კვანძი და თუ დ(C-0)95დ(C+0), მაშინ 
(103,1)-ის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრები იქნება შემოუსაზღვრელი, რო- 

გორც | 

5სი თ C- თ-თიი+თ)ირ-ი, 
რაც შეუძლებელია, რადგანაც მარცხენა მხარის დანარჩენი შესაკრებები და, 

აგრეთვე, მარჯვენა მხარე C-ს მახლობლობაში შემოსაზღვრულია. იგივ-ს აქვს 

ადგილი (103,2) განტოლებისათვისაც. 

შენიშენა. მათემატიკური ფიზიკის სასაზღვრო ამოცანებში (მაგალითად, 

პოტენციალთა თეორიის ამოცანებში) რომლებიც მიიყვანება სინჯულარულ ინ- 

ტეგრალურ განტოლებებზე, საზღვრის კუთხიანი წერტილების არსებობა საგრძ. 

ნობლად ართულებს ამოხსნას. 

ეს არ ეწინააღმდეგება ზემოთ ნათქვ:მს. ხსენებულ ამოცანებში კუთხიანი 

წერტილის არსებობა ჩვეულებრიგ გავლენას ახდე5ს # (/ე, 1) ფუ:ქციაზე, რომელ- 

მაც შეიძლება დაკარგოს ზემოთ გადმოცემული თეორიის გამოყენებადობისათვის 

რეგულარობის აუცილებელი თვისებები. 

§ 10+. გამოყენება პირველი გვარის მახასიათებელი განტოლებისათვის. 

§ 86 და, უფრო ზოგადი დაშვებისათვის, § 90-ში ამოხსნილი იყო განტოლება 

1 ( დ()ძ( 
(-Lჩ 
  = | (7). (104,1) 

ჯL , 

2526:")!"!"'' 

14 ამის შესხებ იხ. დ. კვესელავა (71).
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რომელსაც ახლა შეიძლება ვუწოდოთ პირველი გვარის მახასიათებელი განტო- 

ლება, ის მიიღება § 47-ში განხილული M#Mსმდ =/ განტოლებიდან „ როდესაც 

4 (0) =0, „8(() = 1. 
სიმარტივსათვის ჩვენ აქ შემოვიფარგლებით შემთხეევით, როდესაც L გლუვი 

ნაწყვეტი წირია (როგორც § 86); ზოგადი შემთხვევაც აგრეთვე არ წარმოადგენს 
სირთულეს (იხ. § 90). 

(104,1) განტოლების შესაბამისი (97,6) შეუღლების ამოცანის ჩ(0,,..., 6) 

კლასის კანონიკური ფუნქცია გვეძლევა ფორმულით (§ § 85 და 86) 

  

  

    

ჯრ=0#+#-0, (104,2) 
V X% (7 

სადაც C ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი მუდმივაა, ხოლო 

წ : 9 
-9 (0 = LI C–-), 8C0=I1I(06–თ (104,3) 

I=! |I=0+I! 

რადიკალები გაიგება ისე, როგორც: § 85-ში, სახელდობრ 

#ს 0 _  /ითფ, /ირ _), I ჩ) (2) , (104,4) 
V 72. (2) ს" 'ი-> #5 (ჟ 

ამასთან, მარჯვენა მხარეში რადიკალის ქვეშ გვესმის L წარის გასწვრივ გაჭრილ 

სიბრტყეში ჰოლომორფულეიე შტო; გარკვეულობისათვის, ისევე, როგორც § 85-ში, 

უნდა ჩავთვალოთ, რომ დედი | 2|-სათვის 

1 0) 
Iწ დ 

ჩვენს შემთხვივაში ყველა ბოლო არაგანსაკუთრებულია. ვინაიდან X (2) ფუნქციის 
რიგი უსასრულობაში 0 –– 0 ტოლია. ამიტომ # (C,, „.. , 0) კლასის ინდექსი 

X=70--, (104,6) 

= 20-9 L ცე მჩ L ... (104,5)   

(104,1) განტოლების ჩ(C,,... , 6) კლასის ინდექსი გვეძლევა (97,90) ფორმუ- 
ლით, როდესაც 4 =0, 8=1, ასე რომ 

V=C6 _ ”1/ CC 
V7%() %() 

სადაც ბოლო რადიკალის ქვ1შ გვესმის მნიშვნელობა, რომელსაც მიიღებს 

/ 2 (0 ფუნქცია L-ზე მარცხნიდან. 

  2()=#+() = –XჯX 0 =C (104,7) 
  

  

M% (7) 

ამის შესაბამისად, (97,12) ფორმულის თანახმად, 

V-VI) | VI 0 IC) ი! - 
· ეკ„„ეააეაუეუღეღეღე== ==ე–აეაეაეაეა– .ე 4,8 

ილ .,7 50)  Vი0თ60-/) 0949
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§ 97-ის ზოგადი ფორმულების ძალით (104,1) განტოლების /I(0,, ..., C,) 
„კლასის ამონახსნი წარმოიდგინება შემდეგი სახით: 

V (0) ( #ორთ/რძ  M/=ყძიი 
8IM/Iი0) 7 / ს 06C-I) M#M80V) 

  დ (#) = 1(/7ი, (104,9) 

“სადაც #ი-ი-: ((ა) ნებისმიერი პოლინომია, რომლის ხარისხი არ აღემატება 

მჩ–--ძ--1 (ჩ..კ.1=0, როდესაც 7 ლძ), ამასთანავე, როდესაც # <0, ამონახ- 

:სნის არსებობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ 

  

M/ლით კ ; რააX.___-_  .” (104,10) (ი „0 I ძ–ი 

ამრიგად, ხელახლა მივიღეთ § 86-ის შედეგი. კიდევ შევნიშნოთ, რომ (104,1) 

განტოლება ემთხვევა თავისსავე მიკავშირებულს და ამოხსნადო. 

ბის (104,10) პირობა სხვას არაფერს გამოხატავს, თუ არა ჩვენი კერძო შემთხვე- 

'გვისათვის გამოყენებულ § 102-ის 1 თეორემას. 

§ 105. პირველი გვარის განტოლების რეგულარიზაცია და ამოხსნა. განვი- 

ხილოთ ახლა ზოგადი სახის პერველი გვარის განტოლება 

=> ( # თ, ედო% _ ცე, (105,1) 
ჯL , 1-% 

“ისევე როგორც წინა პარაგრაფში სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ, რომ L გლუვი 

„ნაწყვეტი წირია და გამოვიყენოთ იგივე აღნიშვნები. 

ეს განტოლება გადავწეროთ ასე 

  54) ( 0-1. ( #C,იდრო#=/0ი. (105,2 
XI ,) 1--(ი ჯL.. 

L 

'სადაც 

80) = M%V0, წ) #(%.#0 = 400 70% · (105,3) 
–%% 

ჩვენ, როგორც ყოველთვის, ვიგულისხმებთ, რომ განსახილველი განტოლება 

ნორმალური ტიპისაა; ჩეენს შემთხვევაში ეს დაიყვანება პირობაზე, რომ 

8()5-0 ვველგან #-ზე. ამიტომ ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ჩავ- 

-თვალოთ: 
8თ5=L1. (105,4) 

«ამის შესაბამისად განსახილველი განტოლება მიიღებს სახეს 

ჯL L-–% 
Mდ=-1. | მდოირძ _ –- ( ხ0, ედი =/ძას. (105,5) 

1 L
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' წინანდებურად ჩავთვლით, რომ 7: და / ცვლადების მიმართ # (/ე, 7) ეკუთვ- 

ნის # კლასს; ამას გარდა, ჯერჯერობით ვუშვებთ, რომ /(,)ა-ც MM კლასს. 

ეკუთვნის. 

(105,1) განტოლება (96,11) განტოლების კერძო შემთხვევას წარმოადგენს, 
ამიტომ მისთვის ჩვენ შეგვეძლია გამოვიყენნოთ წინა პარაგკრაფებმი მიღებული 

ყველა შედეგი. იგივე შედეგებისა და ფორმულების მიღება შეიძლება, თუ (105,1). 

განტოლებისათვის უშუალოდ გამოვიყენებთ § 99-ში მითითებულ რეგულარიზა- 

ციის ხერხს და თუ ვისარგებლებთ წინა პარაგრაფში მითითებული (104,1) დამა- 

ხასიათებელი განტოლების ამოხსნით. ჩვენ მოკლედ გავიხსენებთ ზოგიერთს ამ 

შედეგებიდან. 
(105,6) განტოლების შესაბამისი ჩ(Cს...,0კ)) კლასის კანონიკური ფენ- 

ქცია გვეძლევა ფორმულით 

2(!) = = 608 რ. 10... (105,6) 
V#%, (C) 

სადაც C ნებისმიერი, ნულისაგან განსხვავებული, მუდმივია; M(6C,..., ე) კლა– 

სის ინდექსი 

X= 0-ძ. (105,7) 

როდესაც %X = 7-–7>>90, (105,5) განტოლება, ამონახსნთა /”(C), ..., 6) კლასში- 

მოძებნის აზრით, ეკვივალლენტურია ფრედჰოლმის შემდეგი განტოლებისა: 

V 7) (7) ა იწ (%), (105,8) 

VI%( 
„<9 ჩ,-ი-1(70) ნებისმიერი პოლეინომია, ბლის ხარისხი არ აღემატება. 

–ი-. (”„-ი-1(7) = 0, როცა 7 =- 0). 
როცა X = 0-0 <0, (105,5) განტოლება ეკვევალენტურია (იმავე აზრით) 

დ()+M"Lი = M"/ (105.9). 
ფრე დჰოლმის. განტოლებისა და 

დ(I) +M"IMდ=M-/ +- -" “» 
  

| „თ4= (28ი//რ ___--__-_ .... 
' L M/”.==V). 79 (I) 

დამატებითი პირობების ერთობლიობისა. 

წინა ფორმულებში 

I, Vთ თ ( Vსო/Iი”  «ა=-- ეას» 
=LV I? (I) 7 M #9 (0((-–-M) L (105,11): 

რის შესაბამისად 

("Mდ=-1. | VVI0დ04 (005,12), 
ჯ»L, 

L



§ 106) I. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი ზოგად შემთხეევაში ვ93 

  

  

სადაც 

MV,0=- #90 ( V ი (0) M(#, 0ძი. (105,13) 
XI/ IX I) V M/7IV)(ი-–“/) 

და 

I 2-0) # ი (0 = –; ( V 560) /# დ,0ძი , (105.14) 
L V I () 

ყურადღება მივაქციოთ იმ გარემოებას, რომ (105,5) განტოლების ყველა 

ამონახსნი რომელიც შემოსაზღვრულია მოცემული C ბოლოს მახლობლობაში, 

აუცილებლად ნული. ხდება მასზე. · 

ამონახსნთა ეს თვისება უკვე იყო აღნიშნული § 86-ში (104,1) სახის გან- 

ტოლების :რთი კერძო შ;მთხე“-ვისათვეის. ზოგადი შემთხვივა კი დაიყვანება მითი- 

თებულ კერძო შემთხვევაზე, რადგანაც (105,5) განტოლება შეიძლება ასე გადავ- 

წეროთ 

1 #) ძ( == | #0ძ _ „ყე #დ; 
ჯL 1-–% 

L 

თუ თ ამონახსნი შემოსაზღვრულია C ბოლოს მახლობლობაში, მაშინ # დ ეკუთვ- 

ნის #/ კლასს, «სვე როგორც /, ამ ბოლოს მიდამოში. აქედან კი გამომდინარე- 

ობს ჩვენი დებულება. 

დაბოლოს შევნიშნოთ. რომ ყვილა წინა ფორმულა და შედეგი “ძალაში 

დარჩება, თუ ჩავთვლით, რომ /(/) ფუნქცია ეკუთენის #/#(C,...,C) კლასს და 

არა აუცილებლად #/ კლასს. 

§ 100. სინგულარული განტოლების გამოკვლევის სხვა ხერხის შესახებ. 

§ 55-მი ჩვენ გავიცანით სინგულარული განტოლების გამოკვლევის ეფექტურ 

ხე-ხს, როდესაც ინტეგრების წირი შედგება გლღვი შეკრული კონტურებისაგან, 

ხოლო დამახასიათებელი ნაწილის კოეფიცი;ენტები უწყვეტია, ეს ხერხი მითითე- 

ბული იყო ი. ვიკუას მი:რ!. ანალოგიურ ხერხს გამოვიყენებთ იმ შ;მთხვ-ვაშიც, 

როდესაც ინტეგრების გზა ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი წირია და როცა განსა- 

ხილვილი განტოლებანი § 96-ში მითითებულ ერთ-ერთ ტიპს განეკუთვნება. ამ 

შემთხვივაში საქმე რამდენადმე რთულდება, ვინაიდან მარეგულირებელი ოპერატო- 

რის შერჩევისას იმაზე უნდა ვიზრუნოთ, რომ რეგულარიზაციის შედეგ:დ მიღებუ- 

ლი გამოსავალი სინგულარული განტოლების ეკვივ):ლენტური ფრედჰოლმის გან- 

ტოლების გულის ბოლოების მიხლობლობაში საკმაოდ მარტივი იყოს. 

ასთი მარეგულირებელი ოპერატორების მოძებნა ადვილად შეიძლება, თუ 

შემდეგ მოსაზრებებს გავითვალისწინებთ. 

ჩვენ ვიცით, რომ § 97-ის აღნიშვნების გამოყენებით 

Lმდ =/ 

10 აქ მხედველობაში გვაქვს ი. ვეკუას სტატიაში (7) მითითებული მეთოდი, განსხვავებული 

იმ მეთოდისაგან, რომელიც იმავე ავტორის მიერ იყო მითითებული (4) სტატიაში.
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მახასიათებელი განტოლების მოცემული # კლასის ამონახსნი, როცა X >0, 

მოიცემა ფორმულით 

დ (/ა) = MX" / -+ 85" ((ა) 2(4') #-, (ა), 

სადაც #, (7) სნებისმიერე პოლენომია,ა რომლის ხარესხი არ აღემატება 

X-–- 1-ს. ამრიგად, როცა, X >>41, გვაქვს იგივეობა 

(9 M"/=/, 
ასე რომ #92? = ს, სადაც ერთეულოვანი ოპერატორია, როგორც ვხედავთ, 

I) ოპერატორი ჩვენს შემთხვუვაში L·> ოპერატორის მარეგულერებელია,. ამას = 

თან, რეგულარიზაციის შედეგი აღმოჩნდება სავსებეთ მარტივი. 

ამიტომ ადვილი მესახვედრაა, რომ ანალოგიურ ვითარებას ადგილი აქეს 
მაშინაც, როცა X<0, თუ Mბ? და MX" როლებს შევუცვლეით. 

მართლაც, მარტივი მსჯელობის საფუძველზე შეიძლება დავადგინოთ, რომ 

MMI0დ = დ(/(1)+ 560209 ( მ.) (0.0დ90 ძი, 
L 

რდ (ე 5ი ( 26096 « 

სადაც დ (0) // კლასის ნებესმიერ: ფუნქციაა, ხოლო #,, , (ს, ,) და C,,.1(#M, 1) 

სავსებით განსახღვრულე პოლენომებეა, რომელთა ხარასხე არ აღემატება შესაბა- 

მისად X-- 1 და X-–--1 (X= ––X). ამასთან #2, ; (/, 7) =0, როცა X=<90, 

0... (/·, 7) = 0, როცა X” 0. კერქოდ, თუ X=X”=0, მაშიან L9V%IM9V = Lმ#%"=6, 

ასე რომ MX", M? ოპერატორებე ურთაერთშებრუნებულს წარმოადგენს. 
ზოგად შემთხვივაში X5-0, ეს ოპერატორები თუმცა ურთიერთშებრუნებული 

არ არის, მაგრამ ასეთი ოპერატორების არსებითი თვისებები ახასიათებს. ამას გარდა. 

ადვილად მტკიცდება #" ოპერატორის შემდეგი თვაესება,; როც: X >>0, #"თ =0 

ერთგვაროვან განტოლებას # კლასში არ გააჩნია ნულეასაგან განსხვავებული ამო- 

ნახსნი. 

როცა X5ლ0, MM"თ = / განტოლება ამოხსნადეა # კლასშე ნებესმიერი 

მარჯვენა მხარისათვის, რომელეც # კლასს მიეკუთვნება. შესაბამის ერთგვაროვან 

განტოლებას ზუსტად X = –-X რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელი ამონახს- 

ნი აქვს. 

რმ #9" ოპერატორს შეუჰლია შეასრულოს იგივე როლი, რასაც M ოპე- 

რატორეი ასრულებს ი. ვეკუას ეკვივალენტობის თეორემაში, რომელიც § 55-ია 

დამტკიცებული. ამგვარად, ჩვენს შემთხვევაშეც მუვ-აღებთ § 55-ის თეორემის ანა- 

ლოგიურ ეკვივალენტობის თეორემას. ამ თეორემის გამოჟენებეთ შეჯგვიძლეა მივი- 

ღოთ ძირითადე თეორემები, რომლებიც სხვ გზათ დამტკეაცებულია § 102-ში; 

ჩვენს შემთხვივაშში მსჯელობა § 55-ის მსჯელობასთან შედარებეთ რამდენადმე 

რთულია, რადგანაც ამ შემთავევაშე დამატებათ მოგვიწევს ამოხს5ის ყოფაქცევას 

გამოკვლევა კვანძების მახლობლად.



§ 107) II. გამოყენება დირიხლეს ამოცანაში და მის ანალოგიურ ამოცანებში 295 

ამ პარაგრაფშე მითითებ ული კვლევის მეთოდი ეკუთვნის დ. კვესელავას (11; 

ამ სტატიაშე მკითხველმა შეიძლება ნახოს აქ ჩამოყალიბებული დებულებების დამ- 

ტკიცება 18, 
ამ მეთოდის გამოყენებით შეიძლება მივიღოთ ახალი შედეგები, რომლებიც 

II თავას § 55, 59-ში მითითებული შედეგების ანალოგიურია (რაც ნაწილობრივ 

გააკეთა თვით დ. კვესელავამ). 

II. ბამოყენება დირიხლეს ამოცანაში და მის ანალობიურ ამოცანებში!7 

წინა"? კარში გადმოცემული შედეგები შეიძლება წარმატებით გამოვი- 

ყენოთ მათემატიკური ფიზიკის მრავალი მნიშვნელოვანი ამოცანის ამოხსნი- 

სათვის. 

ამ კარში ჩვენ ვიძლევით ერთ უმარტივეს და, ამასთან”; ტიპურ გამოყენე- 
ბას, სახელლდობი, გამოყენებას დირიხლეს ამოცანაში სიბრტყისათვის, რომე- 

ლიც გაჭრელია ნებისმიერი ფორმის სასრული რაოდენობის რკალების გასწვრივ 

"დ: ამ ამოცანის ზოგიერთი სახეცვლილებებისათვის, რომლებიც დიდ როლს ასრუ- 

"ლებენ აეროდინამიკაშ:» (მაგალითად თვითმფრინავის ფრთის თეორიაში). 

§ 107. დირიხლეს ამოცანა და მისი ანალოგიური ამოცანები ნებისმიერი 

ფორმის რკალის გასწვრივ გაჭრილი სიბრტყისათვის. 19. ვთქვათ, L=0ძხ აღნიშ- 

ნავს მარტივ გახსნილ გლუვ რკალს. ამას გარდა, ჩავთვალოთ, რომ L-ის სიმრუ- 

დე აკმაყოფილებს M პირობას 1ზ. ვთქვათ, 5 აღნიშნავს რკალის გასწვრივ გაჭრილ 

"სიბრტყეს. „დავსვათ შემდეგი ამოცანა. 

ამოცანა 4. ვიპოვოთ §5-ში პოლომორფული დ: უსასრულობაში ქრობა- 

დი დ (2) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად გაგრძელებადია მარცხნიდან და მარჯვ- 

ნიდან L წერ:ს ყველა ჩვეულებრივ წერტილში, ხოლო ბოლოებში აკმაყოფილებს 

უტოლობას 

ლ0ი5ნ 

06 

შემდეგი სასაზღვრო პირობით: 

II დ+ (/ე)=IILCCთ (/:)=/ (#ი) L-ზე, (107,1) 

  | დ(უI< -- · 0ლთ=ლ0ი5 <1 (C=თ ან 6)19 

10 დ, კვესელავამ განიხილა კერძო ”შემთხვეეა, სახელდობრ შემთხვევა, როცა ინტეგრების 
"წირი შეკრული გლუვი კოზტურია, მაკრამ მახასიათებელი განტოლების კოეფიციენტებს შეიძლება 
ჰქონდეს პირველი გვარის წკეეტა, როგორიც § 103, პ. 27. მაგრამ ეს მეთოდი ადეილად გადაიტა- 

ნება ზოგად შემთხეევაზეც. · 

17 ამ განტოლებაში გადმოცემული შედეგების ის ნაწილი, რომელიც ეხება ერთ კონტურს 
(§§ 107, 198), მაღებული იყო ჩემს სტატიაში (6|, რომელშიც ამოხსნილია მხოლოდ ,; ამოცანა, 

§ 107. განზოგადება ნებისმირი რაოდენობის კონტურებისათვის (§ 109) მოცემული იკო ნ. ეეკუას 

(1) მიერ; იხ. აგრეთვე ჩემი სტატია (6). 

18 ეს ნიშნავს, რომ # წირის | წერტელის Xჯ და ყ კოორდინატებს აქვთ მეორე რიგის წარ- 

„მოებული რკალური აბსცისით ღა ისინი აკმაყოფილებენ // პირობას. 

19 სხეა სიტკვებიეთ, დ (2) ფუმქცაა უ)სდა იყო) უსაარულობაშა ქრობადი უბან-უბან ჰოლო- 

პორფული ფუნქცია L ნახტომის წირით.



296 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... (§ 1C7 
  

სადაც / (#), L-ზე მოცემული // კლასის ნამდვილი ფუნქციაა. 

#4 ამოცანა შეიძლება დაიყოს შემდეგ შემთხვევებად: 
4, ამოცანა. დამატებით მოითხოვება, რომ C (2) ფუნქცია იყოს შემო- 

საზღვრული ორივე თ, ხ ბოლოს მახლობლობაში. 

4 ამოცანა. დამატებით მოითხოვება, რომ დ (2) ფუნქცია იყოს შემო- 
საზღვრული თძ, 6 ბოლოებიდან ერთ-ერთის მახლობლობაში. 

4 ამოცანა. C() ფუნქცია შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრელი ორივე 

ძ, ხ ბოლოს მახლობლობაში. 

29. წინასწარ გავარკვიოთ საკითხი 4 ამოცანის შესაბამი ერთგვაროვანი 

ამოცანის / ()1=0 ნულისაგან განსხვავბული ამონახსნის არსებობის შესახებ. ამ 

ერთგვაროვან ამოცანას ვუწოდებთ 49 ამოცანას, ხოლო 4), „ე, /ვ ამოცანების 

შესაბამის ერთგვაროვან ამოცანებს –– შესაბამისად ,49, ,19, ,49. ,40 ამოცანისათვის 

(107,1) სასაზღვრო პირობა მიიღებს სახეს 

MX06Cდ+ (()=I"6 CL” (,)=0 XL-ზე. ო" 

ჯერ განვიხილოთ კერჭო შემთხვევა, როცა #=-0თხ წარმოადგენს ნამდეი- 

ლი ღერძის მონაკვეთს, და პირობა თ(ი0)=0 შევცვალოთ უფრო ზოგადით 

დ(>)=0. სადაც 7 რომელიმე ფიქსირებული წერტილია, რომელიც L-ზე არ 

მდებარეობს (კერძოდ შეიძლება ავიღოთ 2ე=C=); ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ დ() 

ფუნქცია შემოსაზღვრულია უსასრულობაში. 

განსახილველად შემოვიყვანოთ უბან-უბან ჰოლომორფული (# ნახტომის წი- 

რით), უსასრულობაშე შემოსაზღვრული ფუნქცია 

იფ=Cრდ( 90, 
ჩვენ აქ ვიყენებთ § 39, პ. 19-ის აღნიშვნებს, ე. ი. თ (2)-ის ქვეშ ეგულისხ- 

მობთ 
  

დფ-=5C 
ფორმულით განსაზღვრულ ფუნქციას. 

გავიხსენოთ, რომ 

თდ+()=დ-(ე). დCდ- ()=Cდ+ (ი L-ზე. (5 

დტ და (|!) ტოლობების საფუჭქველზე, აღვილი დასანახავია,ა რომ §)+ (/)-- 

– (I (1 -=0-ხე, საიდანაცკ გამომდინარეობს, რომ §M+(2)=C00ი5=20; ამრიგად, 

დ(ნე)=Cთ()–2C, სადაც C მუდმივია, ამიტომ, როგორც ადვილად ჩანს, (") და 

('') საფუძველზე, 
დ+()+დ-“ (001)=2C L-ზე. 

ამრიგად. % (2)-ის განსასაზღვრავად ჩვენ გვაქვს შეუღლების აზოცანის ერთ- 

ერთი მარტივი შემთხვივა. ამ ამოცანის უსასრულობაში შემოსაზღვრული ზოგადი 

ამონახსნი მოიცემა ფორმულით 

42+8 

V C–თხ– 2 
სადაც # და „8 ნებისმიერი მუდმივებია. 

დ(უ=C+ (",
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თუ ახლა გავითვალისწანებთ, რომ დ (7) ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს 

#49ძ ამოცანის (") სასახღვრო პერობას, ადვილად დავასკვნით, რომ /, 8, C მუდ- 

მივები წძინდა წარმოსახვითი უ5და იყოს. თუ მხედვილობაშე მივაღებთ „9 და „1 

ამოცანებში მოთხოვნილ დამატებით პირობებს, აგრეთვე 9) (2) =0 პირობას, სრუ- 

ლიად ელემენტარული გამოთვლებით მივდივართ შემდეგ დასკვნამდე: 

41 და 45 ამოცანებს არ გააჩნია ნულისაგან განსხვავებუ- 

ლი ამონახსნი. 4: ამოცანის ყველაზე ზოგად ამონახსნს აქვს 

სახე 

· დ(უ=#70თ(ქ), 

სადაც ჩ” ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივია, ხოლო თ(უ) სავსებით 

განსაზღვრული უსასრულობაში შემოსაზღვრული უბან-უბან 

ჰოლომორფული ფუნქციაა. 

კიდევ აღვნიშნოთ შემდეგი გარემოება. თუ „4 ამოცანაში მოვხსნით პირობას 

თX2) =0, მაშინ როგორც ადეილად დავასკენით, ამავე ("'") ფორმულის საფუძ- 
ველზე, ამ ამოცანის ერთადერთი ამონახსნი. იქნება თ(2) =#I, სადაც # ნამდვილი 

მუდმივია. ასე რომ, IბC C) (2) =0. 

ჩვენ განვიხილეთ შემთხვივა, როდესაც L=თძხ წრფის მონაკვეთია. ზოგადი 

შემთხვევა კი წინაზე დაიყვანება 5 არის კონფორმული გადასახვის საშუალებით 

» არეზე, რომელიც ნამდვილი ღერძის რაიმე თჭ მონაკვეთის გასწვრივ გაჭრილ 

ს სიბრტყის წარმოადგ -ნს; იგულისხმება, რომ თ და ხ ბოლოები შესაბამისად თ და 

ს2ი ბოლოებში გადადის. ამრიგად. ზემოთ მიღებული დასკვნები 49 ამოცანის მი- 

მართ ძალაში რჩება ზოგად შემთხვევაშიც. 

ვი. ახლა შევუდგეთ 4 ამოცანის ამოხსნას. ეს ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი 

სახით (შდრ. § 653): 

დც=1+ ( ს#VCV0«. (107.2) 
_. L-2 

სადაც M#() საძიებელი ნამდვილი ფუნქცია #" კლასიდან; შემდგომში 

#4 ამოცანის (შესაბამესად #,, 4), #ე). ამონახსნის ქვეშ. ჩვენ ჯერჯქრობეთ ვიგუ- 

"ლისხმებთ ამონახსნს. წარმოდგენილს (107,2)"! სახით. 

(107.1) სასაზღვრო პერობას მეეყ-ავრთ პირვილი გვარის ნამდვილ სინგუ- 

ლარულ განტოლებამდე 
1 ძ, C05 6 (ჩე, _ 1 ი, _ 1. | 0 > =+ ! ხი 29 ძ-/ რა. (107,3) 
ჯ 

20 კონფორმული გარდასახეის ცნობილი თვისების საფუძველზე (იხ., მაგალითად 5. VVმ-ალხ- 

მV5MI (11) ადვილად ჩანს, რომ #-ის მიმართ ჩვენ მერ მიღებულ პირობებში « (2) ფუნქცია, რო- 

-მელიც C ბოლოს მახლობლობაში აკმაყოფილებს პირობას 

C0ევ! 

I 2--CI» · 
  Iდ (21< ლ<9ს<1, 

კონფორმული გარდასახეით გარდაიქმნება ფუნქციად, რომელიც C სიბრტყეზე აკმაყოფილებს ასეთსავე 

“პირობას შესაბამისი ბოლოს მახლობლობაში, 

2 ეს შეზღუდვა მოხსნილი იქნება ქეემოთ (პ, 79,



398 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... (§ 107 
  

სადაც, როგორც § 64-ში, ” (/ე; 7)=|)1–-10|, ხოლო Cთ (#, ჯ) აღნიშნავს ჯ-ში გა- 

ტარებული დადებითი მხების მიერ I ვექტორის მიმართულებასთან შედგენილ 

კუთხეს. წინა განტოლება შეიძლება სათწიით კიდევ ასე (შდრ. § 64): 

1 ( სოძ. ძბ% , _ 

სადაც 20-ე. L-ის მიმართ. ს მიერ მიღებულ პირობებში ეს განტოლე- 

ბა ეკუთვნის § 105-ში განხილულს 12. 

რადგან (107,3) განტოლება ნამდვილია, ამიტომ გამოკვლევას ნამდვილ არე- 

ში ვაწარმოებთ (იხ. შენიშვნა 2 § 102-ის ბოლოში). 

005 C (7, 10) – (თ <9 9) «ა-ი (107,5) 

ერთგვაროვან განტოლებას აქვს მარტივი ფიზიკური აზრი. სახელდობრ, ვთქვათ, 

უნდა მოვძებნოთ მარტივი ფენის პოტენციალის L-ზე „განაწილებული სიმკვრივე 

V(C), რომლისთვისაც პოტენციალი #L-ზე იღებს მუდმივ მნიშვნელობას; ასე რომ, 

  

1 
(»რ 1ი 07 ძ5=00ი5L, (107,6) 

4“ 

(L გამტარზე „ელექტრობის განაწილების ამოცანა"). წინა განტოლების ორივე 

მხარის §ე-ით გაწარმოებით, მივიღებთ ზუსტად (107,5) განტოლებას. 

ახლა განვიხილოთ „ე, „ე, ვ ამოცანები ცალ-ცალკე. 

49, ცხადია, 4 ამოცანის ამოხსნისათვის, უნდა ვიპოვოთ (107.3) გან- 

ტოლების ჩ (0, ხ) კლასის, ე. ი ორივე თ და ხ ბოლოზე შემოსაზღვრული 13 ამო» 

ნახსნი. 
§ 105-ში ნათქვამის საფუჰველზე ამ კლასის ინდექსი X ტოლია –- 131. 
(107,3) განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას არ გააჩნია ნუ- 

ლისაგან განსხვავებული ამონახსნი /# (თ, 6) კლასში; ეს იქიდან გამომდინარეობს, 

რომ 24 ამოცანას ნულისაგან განსხვავბ ული ამონახსნი არ გააჩნია. მაშასადამე, 

(107,5) მიკავმირებულ ერთგვაროვან განტოლებას” #ჩ(თ, ხ)-ს მიკავშირებულ 

ჩე კლასში აქვს ერთი წრფივად დამოუკიდებელე ამონახსნი, რომელსაც ჩვენ აღვ- 

ნიშნავთ Vე (/)-თი. 
ადცილი დასანახავია, რომ 

( VI (0) ძი5C0. (107,7) 

L 

ეზ. 
22 მართლაც, § 7-ის ბოლოში ნათქვამის საფუძველზე, 2 აკმაყოფილეს ” პირობას 

ორივე / და /ე ცვლადით. 
23 § 105 (2.4)-ში ნათქვამის საფუძველზე ასეთი ამონახსნი აუცილებლად ნულია ბოლოებზე, 
24 ჩვენს შემთხვევაში 9=1, #=2.



§ 107) II. გამოყენება დირიხლეს ამოცანაში და მის ანალოგიურ ამოცანებში 399 
  

მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

9VV, #-I Vი (0) 18 1 

L 

–- ძი 
„(0 ,) 

ფუნქცია იქნებოდა 5-ში ჰარმონიული, უწყვეტად გაგრძელებადი #-ზე ბოლოების 

ჩათვლით, #L-ზე მუდმივი და უსასრულობაში ქრობადი. მაშასადამე, L/ (X, ყ)=0, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ჯე (/)=0პს #-ზე. 

(107,3) განტოლების ამოხსნადობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ 

| / 00% (0 ძ§=9, (107.8) 

უ ეს პირობა არ სრულდება, მაშინ ყოველთვის შეიძლება შევარჩიოთ ისეთი C 

მუდმივი, რომ 

( I I+C1% თ ძ-=0. (107,9) 
L 

ეს გამომდინარეობს (107,7)-დან. ამიტომ, თუ ამოვხსნით ამოცანას 

IX6 C+ (/:) = IC თ (/9) = / (/ჩI)+C (107.10” 

და დავუშვებთ 
ს =I%6 C (2)-–C, (107,11). 

ჩვენ მივიღებთ დირიხლეს ჩვეულებრივი ამოცანის 

ყ+=V-=/() (107,192). 

უსასრულობაში შემოსაზღვრულ ამონახსნს, სახელდობრ, 1:მონახსნს რომელიც, 

უსასრულობაში იღებს C მნიშვნელობას. 

59, 4, ამოცანის ამოხსნისათვის საჭიროა ვიპოვოთ (107,3) განტოლების 

ჩ (ი) კლასის ამონახსნი; გარკვეღლობისათვის ჩავთვალეთ, რომ ამონახსნი თ ბო- 

ლოზე შემოსაზღვრული უნდა იყოს. /M (0) კლასის ინდექსი X ტოლია 028. (107.3) 
განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას ჩ(თ) კლასში არ გააჩნია ნუ- 
ლისაგან განსხვავებოლი ამონახსნი, ვინაიდან 42 ამოცანას არ გააჩნია ნულისაგან 

განსხვავებული ამონახსნი. მაშასადამე, მიკავშირებულ (107,5) განტოლებასაც მი- 

კავშირებულ #(ნ) კლასში ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი არ გააჩნია. ამრი- 

გად, (107,3) განტოლებას ყოველთვის აქვს # (ძ) კლასის ერთი და მხოლოდ ერთი 

ამონახსნი და „#4, ამოცანა ყოველთვის ცალსახად ამოხსნადია. 

· ტე ამოცანის ამოხსნისათვის საჭიროა ვიპოვოთ (107,3) განტოლების. 

ჩე ჟლასის ამონახსნი “ამ კლასის ინდექსი X 1-ის ტოლია? მიკავშირებულ 
ერთგვაროვან (107,5) განტოლებას მიკავშირებულ M(თ, ხ) კლასში არ გააჩნია 

ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი. რადგან წინა პუნქტის საფუძველზე მას არ 

მოეპოვება ნუოლისაგან განსხვავებული ამონახსნი უფრო ფართო /#(§) კლასში. 

2 იხ. § 65, ფორმულა (65,11). 

2ა § 105, ჩვენს შემთხვევაში ი=1, ძ=1. 
22 § 105; ჩვენს შემთხვევაში ი=1, ძ=0.
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მაშასადამე, (107.3) ყოველთვის ამობს5ადაა და ამოპახსაე· წრუავა სახით 

შეიცავს ერთ ნებისმიერ მუდმივს (ვენაიდან შ)საბამისს ერთგვაროვან განტოლებას 

აქვს ერთი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი). 

ამრიგად. 43 ამოცანა ყოველთვის ამოხსნადაა, და მესი ზოგადე ამონახსუაი 

წრფივი სახით შეიცავს ერთ ნებისმიერ (ნამდვილ) მუდმევს. 
7”. აქამდე # ამოცანის ამონახსნის ქვეშ ჩვენ ვგულისხმობდ-ათ ამონახსნს» 

რომელიც წარმოდგენილია (107,2). ისღა დაგვრჩენია ვაჩვენოთ, რომ ჩვენ მაერ 

ამოცანის ამოხსნის პროცესშ. დამატებაუთ დადებულა ხსენებულ?» პეარობებე არ 

ზღუდავს მიღებული შედეგების ზოგადობას. . 
4ე ამოცანის შემთხვევაშ. ეს ცხადუა, რადჯან ვაჩვანუთ, რომ ყოველთვიას 

არსებობს (107,2) სახეთ წარმოჯგენად· ამონახსნი; სხვ; ამონახსნი ,, ამოცანას 

არა აქვს, რადგანაც 2,1: ამოცანას არ გააჩნია ნულასაგან განსხვავებული ამო- 

ნახსნი. 

4); ამოცანის შემთხვევაში შეიძლება წარმოაშვას მხოლოდ შემდეგი ექვ2: 
დარჩება თუ არა (107,8) პირობა აუცალებელ· ამოხსნადობესათვის იმ შემთხვე- 

ვაშიც, თუ უარს ვატყვათ ამონახსნის (107,2) სახეთ წარმოდგენაზე. ადვილ? საჩ- 

ვენებელიას, რომ (107.მე პირობა აუ'ილებელეა ამ შემთხვევაშმ:ც. მართლაც, 

ვთქვათ 
( #Cთ0V(0 ძ§950 

L 

და ვთქვათ, ამის მიუხედავად, 4, ამოცანას აქვს უსასრულობაშა ქრობადი თ, (2) 

ამონახსნი. ახლა შევარჩიოთ ნამდვალა მუდმავ) C ისე. რომ ადგილია ჰქონდეს 

(107,9) პირობას და შევადგინოთ, როგორც ეს იყო ნაჩე გენებე 4? პუნქტში, 

Lბ 9”; (/:) = IM6 CI. (/:) =/ (ჩა) 

ამოცანის ისეთი ამონახსნი რომ M6თC(2<)=--C5-0. მაგრამ, მაშინ ყველგან 

შემოსახღვრული ფუ§ქცია C (2) =C,კ (2) დ, (ე დააკმაყოფილებს I26 CL (/:) = 
=I26C“ (7) =0. მაშასადამე, ზემოთ ნათქვამს მახედვათ (პუ5182 2?) LLC დ(2) =0 

ყველგან, ეს კი ეწინააღმდეგება იმას, რომ Iბ6 დ (C) =-IM6 დ, (C5) –– II დ, (C)= 

=–-C550 
#ვ ამო ანის შემთხვევაშია ეჭვ? შეიძლ ება შეგვეპაროს მხოლოდ იმაში, რომ 

ამო5ახსნის (107,2) სახით მოჰებნისას ვერ მევაღებთ ყველაზე ზოგად ამონახსნს. 

მაგრამ ამ ექვსს უგულებელყოფა შეიძლება, თუ 6? პუნქტში 7: ერთგვაროვანი 
ამოცანისათვეს მიღებულ შედეგს 3.27 მეთითებულ შედეგთან შევაპირისპირებთ. 

შენიშვნა. (107,3) განტოლების მიკავშირებულე არაერთგვაროვანი გან- 

ტოლების 
>)” თ ა0§ <აის ბა იოსი ძ5=” 0) «(107,13) 

გამოკვლევა «წარმოებს (107,3) განტოლების გამოკვლევის სავსებით ანალოგიურად: 
(107,13) განტოლების გამოკვლევის დროს საკმარისია მხოლოდ როლები შევუც- 

ვალოთ (107.3) და (107,13) განტოლებებს.



§ 108) 11. განოყენება დირიხლეს ამოცანაში და მის ანალოგიურ ამოცანებში 401 
  

(107,13) განტოლებაზე მიიყვანება ჰიდროდინამიკის ერთი მეტად მნიშვნე- 

ლოვანი ამოცანა, სახელდობრ, მოცემული ფორმის რკალის გარსდენის დროს. 

ნაკადის მოძებნის ამოცანა. გამოყენების თვალსაზრისით დიდი მნიშვნელობა აქვს 

#(0) ან #(6) კლასის ამონახსნის მოძებნას?9. ამ საკითხს მიუჭღვნა მ. ლავრენტიევმა 

(1932 წ.) თავისი შრომა, რომელსაც ხელთ არ ჰქონდა სინგულარული განტოლე- 

ბების ზოგადი თეორია. მან მოგვცა რიგი მეტად საინტერესო შედეგები და, კერ- 

ძოდ, მიუთითა მაახლოებითი ამოხსნის მეთოღდ:. ამ და სინგულარული ინტეგრა- 

ლური განტოლებების მიახლოებითი ამოხსნის ანალოგიური მეთოდების შემდგომი 

დამუშავება, როგორც მე მეჩვენება, არის ერთ-ერთი მორიგი მნიშვნელოვანი ამოცანა 

ამ განტოლებათა თეორიაში. 

§ 108. ფრედჰოლმის განტოლებაზე მიყვანა. მაგალითები. წინა პარაგრაფში 

მიღებული (107,4) სინგულარული განტოლება შეიძლება გადავწეროთ კიდევ ერთი 
სახით 

· –IC(/ი, 1) 1 სი V. , 1 ( §Iი C(/.. /)6 ი მ, (0) ძ/ 
– – ' "“L--.  _ ეე » 108,1 
ჩ ( ულევ (I ”(ი. 008,) 

L 

იმისდა მიხედვით, რომელ # კლასში ვეძებთ ამონახსნს, ე. ი. რომელი ამოცანა 

უნდა ამოიხსნას, „4, 4: თუ #ე. ეს განტოლება. § 105 მითითებული ხერხით, 

შეიძლება მივიყვნოთ ფრედჰოლმის ამა თუ იმ განტოლებაზე. ამასთან, რასაკ- 

ვირველია, შესაძლებელია და სასურვ-ლიცაა ამ მეთოდის სახეცვლილება ჩვენთვის 

საინტერესო კონკრეტულ შემთხვევის შესაბამისად. 

გარკვეულობისათვის შევჩერდეთ „1, ამოცანაზე ანუ შემთხეივაზე. როჟა 

მოითხოვება ვეპოვოთ (108,1) განტოლების /# (თ, ხ) კლასის ამონახსნი. თუ ჩვენ 

ზუსტად გავყვებით § 105-ში მითითებულ წესს, მაშინ ჩვენს შემთხვივაში, როცა 

ინდექსი X=-–-1, რეგულარიზაციის შედეგად მივიღებთ ფრედჰოლმის ერთ განტო- 

ლებას და ერთი (105,10) სახის დამატებით პირობას. 

ვთქვათ, გვაინტერესებს დირიხლეს ამოცანის ამოხსნა ჩვეულებრივი დასმით, 

ე. ი. 5-ში ჰარმონიული, ყვალგან შემოსაზღვრული V (X, ყV) ფუ5ქკიეს განსაზლვ- 

რა სასაზღვრო პირობით 

ყ+=V-=/0) #-ზე. (108,2) 

თუ დავუშვებთ, რომ 

ხ=IM6დ()–C, (108.3) 

სადაც დ (შ) აღნიშნავ უსასრულობაშა ქრობად (107,2) ინტეგრალს, ხოლო C 

ჯერჯერობით უცნობი მუდმივია, მივალთ ინტიგრალურ განტოლებ»ზე, რომილსაც 

მივიღებთ (108,1) განტოლებიდან მასშ· /(/)ს /(%)+C-თ» შე კვლით. ე. ი. 
განტოლებაზე 

  

(2) 28 ეს დაკავშირებულია ეგრეთ წოდებულ ს. ჩაპლიგინის პოსტულატთან. იზ. მ. ლაერენტიე– 
ვი (2).



402 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი.., (§ 108 
  

    
1 ( სეთ _ 1 ( #04 , 1 (I06(4. ი “რიჩსV, ძი _ 
2.) ”( ე #”# (+-ის XL, 1-7 

L 

=/(I)+C. (108.1 ა) 

ახლა , გავიხსენოთ, რომ, § 87-ის ბოლოს ნათქვამის საფუძველზე 

1 ს „იძ <1 სც0% _ ყე+C (108,4). 
ჯ 1-–-% 

L' 

განტოლების (სადაც C ჯერჯერობით უცნობი მუდმივია) M(თ, ხ) კლასის, ე. ი, 

# კლასის, (ერთაღერთ) ამონახსნს აქვს სახე 

V (ჩე––0) (6––#) ( 801) ' (ეს) ლ=– – · 5) 

ი > 21 VV-–თ6-00-/) სია 
  

ამასთან მუდმივი C სავსებით განისაზღვრება: 

_ 16 «04 
ა ) V 0–ი6-9. ძეზე 

ჩვენ აქ გამოვიყენეთ რამდენადმე სახეშეცვლილი (87,16) და (87,17) ფორმულები,. 

სახელდობრ, / I – თ (-– სს რადიკალის ნაცვლად შემოვიყვაეთ რადიკალი 

V V – თ §-–7) და ჩავთვალეთ. რომ 

MVM(0-–ი0ი(--ხ=(V/(ს(–თ(-–-ი; (1087). 

იმ შემთხვევაში, როცა L= იხ ნამდვილი ღერძის მონაკვეთია, V (I –– 0)(6-–– 7) L-ზე 
ღებულობს ნამდვილ მნიშვნელობებს. | 

ახლა, თუ (108,1ა) ფორმულის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებს გადავი- 

ტანთ მარჯვენა მხარეს და მიღებულ განტოლებას ამოვხსნით წინა ფორმულების. 

გამოყენებით ისე, თითქოს მარჯვენა მხარე იყოს მოცემული ფუნქცია (მუდმივამ» 

დე სიზუსტით), ე. ი. სავსებით იმის ანალოგიურად, როგორც ვიქცეოდით სინგუ- 

ლარული განტოლების რეგულარიზაციისას ზოგად შემთხვევაში, მივიღებთ ფრედ-- 

პოლმის განტოლებას 

#V)+-“. ( M (%, 7)) IL (7,) ძI,= /ა (#). (108,8). 
· , 

L 

მიღებული განტოლება გამოსავალი (108,1) განტოლების ეკვივალენტურია /” 

კლასის ამონახსნთა მოძებნის აზრით და უკვე არავითარ განუსაზღვრელ მუდმივს. 

აღარ შეიცავს; ჩვენ შემოვიტანეთ შემდეგი აღნიშვნები: 

. –Iთ(/, 7) 

MVV, 1)= – 96-94 ი (== ა”ოიე« , (108.9), 
L 

  

(-– თ ხ–-ი(0--(-–-%)



§ 108) 11, გამოყენება დირიხლეს ამოცანაში და მის ანალოგიურ ამოცანებში 403 
  

ჩხ0ე=- 1” (/7ი – 0) (ნ–)) ) იი (108.10) 
# M0V-–თ(0--06V-/). 

ადვილი დასანახავია, რომ ჩვენ მიერ მიღებულ პირობებშე (108,8) განტოლება 

წარმოადგენს ფრედჰოლმის ჩვეულებრივ რეგულარულ განტოლებას და რომ მისი 

ყველა (უწყვეტი) ამონახსნი ეკუთვნის //” კლასს და ნული ხდება ბოლოებზე. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ (108,8) განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან 

განტოლებას ჩ (თ, ხ) კლასში არ შეიძლება ჰქონდეს ნულისაგან განსხვავკბული 

ამონახსნი მართლაც, ვთქვათ ამ ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნია |! (7), 

მაშინ, (108,10)-ს ძალეთ, 

–-– (| --” -. =00ი%. · 
ჯ ”(%, 1) ო 

#(/) შეგვიძლია ჩავთვალოთ ნამდვილ ფუნქეიად, რადგან წინააღმდეგ შემთ- 
ხვევაში ჩვენ შეგვეძლებოდა ნამდვილი და წარმოსახეითი ნაწილის (ცალ-ცალკე 

განხილვა. წინა განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ უსასრულობაში ქრობადი 

დ(2) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია M#(/)-თი (107,2) ფორმულის საშუალე- 

ბით ??, ღებულობს ნულოვან სასაზღვრო მნიშვნელობას მარჯვნიდან და მარცხნიდან 

C-ზე და, აგრეთვე, ძ, ხ ბოლოებზე, მაგრამ ასეთი ფუნქცია აუცილებლად ნულის 

ტოლია და ამიტომ ს (/) =0. 

ამგვარად ადვილი საჩვენებელია, რომ (108,8) განტოლებას შეიძლება ჰქონ- 

დეს მხოლოდ ნამდვილი ამონახსნები; ჩვენ, რასაკვირველია, ვუშვებთ, რომ / (I) 

ნამდვილი ფუნქციაა. მართლაც, ამონახსნის წარმოსახვითი ნაწილი, როგორე ად 

ვილი დასანახავია, აკმაყოფილებს (') განტოლებას და ამიტომ აუცილებლად ის- 

კობა. 

რადგანაც (108,8) ფრედჰოლმის განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან გან- 

ტოლებას ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნი არ გააჩნია, ამიტომ (108,8) გან– 

ტოლება ყოველთვის ამოხსნადია. ამონახსნი |IVI) ნამდვილი ფუნქციაა და ამ ამო- 

ნახსნის შესაბამისი C =I26 9X72) ფუნქეია აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას C/+ = 

=V/"“ =/(ჩ) -+0005L და ჩვენი ამოცანა ამოიხსნა ფრედჰოლმის განტოლების დახმა- 

რებით. 

გარკვეულ უხერხულობას წარმოადგენს ის გარემოება, რომ (108,8) განტო- 

ლებას აქვს კომპლექსური სახე იმ დროს, როცა დირიხლეს ამოცანა განიხილება 

ნამდვილი ფუნქციებისათვის. . 

მაგრმ ამ უხერხულობასასეყ ადვილად ავიცილებთ თავიდან. მართლაც. 

თუ (108,8)-ში გამოვყოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს (ს (/)-ს ნამდვი- 

ლად ვთვლით), მივალთ ფრედჰოლმის ორ ნამდვილ, შესაბამისად მეორე და პირ- 

ველი გვარის განტოლებამდე 

#C6)+ ( M (5, 5) I. (5) ძ5,=/ (5), (108,11) 
ჯ 

1 | 14 #L(C0) ძ/ 

2? ეს ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია 'L-ზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან, და აგრეთვე 

ბოლოებზე, რადგან # (/) ნული ხდება ამ ბოლოებზე.
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წ0%6C, §,) LL (§,) 451 = I) (30), (108,12) · 

L 

სადაც 5, 5, ჯე და 1, წერტილების რკალური აბსცისაა, 

· 1 : 
(M+!M,») ძი =-- V (ი 1) ძი, #-+!”,=/ (#)- 

ადვილი საჩვინებელია, რომ (108,11) განტოლებას ყეელა (ნამდვილი) ამონახსნი 
აგრეთვე იქნება (108,მ) განტოლების ამონახსნიც, ე. ი. (108,12) განტოლება 
წარმოადგენს (108,11) განტოლების შედეგს, ამრიგად გამოსავალე ამოცანა მიიჟ- 

ვანება ფრედჰოლმის ნამდვილი (103,12) განტოლების ამოხსნაზე. 

მართლაც, ეთქვათ, (IV (108,11) განტოლების რაიმე ნამდვილი ამონახსნია, 

ს. კი –– წინანდებურად (108,8) განტოლების ამონახსნი (აუცილებლად ნამდვილი). 

მაშინ, ცხადია, L”=IM-–- ს აკმაყოფილებს ერთგვაროვან განტოლებას 

M (ლ) + | MM (§ა, 5)) ს“ (§,) ძ5,=0; C" 

L 

ადვილი დასანახავია, რომ ს” ეკუთვნის 77” კლასს და ისპობა ბოლოებზე. 

დავუშეათ ახლა 

ა 
1 ” ძ _ ა2. 
8) LM” (0 უები ('" 

თუ წინა ტოლობას რეგულარიზაციის იგივე პროცესს მივუყენებთ, რომლის დახ- 

მარებითაც ჩვენ (108,1ა) განტოლებიდან გადავედით (108,08) განტოლებაზე, და 

მხედველობაში მივიღებთ ('') ტოლობას, მივიღებთ 

M (ი –– 0(6-– 7) ( XC, 
Xი (/ი)==–– ჯ ; /#/1-–-თ(ხ–0(0-–-1) 

=VV (ჩ), 

სადაც V (ჰ) 7 კლასის რაიმე ნამდველი ფუნქციაა. აქედა5 (108,4), (108,5) ტო- 
ლობების ეკვევალენტობის საფუძველზე დავასკვნით, რომ 

_ 1 LV (I) ძ! 
XCV)=-- I 1 

თუ ინტეგრალში გამოვყოფთ ნამდვილ და წარმოსახვით ნაწილებს და მხედველობა- 
ში მივიღებთ, რომ 7» (I) ნამდვილი ფუნქციაა, გვექნება 

ძ- · _ 
| Vი + (908ს 

L 

–+C005L; 

საიდანაც გამოდის, რომ V (/)=0. მაშასადამე, X(/)=ლC005L და, ბოლოს, (""") ტო- 
ლობის საფუძველზე ყ/7() =0, ეს კი ამტკიცებს ჩვენს დებულებას.



§ 109) II. გამოყენება დირიხლეს ამოცანაში და მის ანალოგიურ ამოცანებში 4095 
  

მაგალითები. 1, ვთქვათ, იჩ წრფის მონაკვეთია. მაშინ 

ჯი თ(, I,))=0, VV(/-, 1)=0 

და, მაშასადამე, (108,8) და (108,10) ტოლობების სათუძვ-ლზე 

–_ V ((ი-––0)(ნ–“?) ( I2 0) ი 8.13 

ჩრა= ჯ V/V–27(6–ი(0-!) ხიზაბ 
  

2. ვთქვათ, =0ხს წრეწირის რკალია ცენტრით კოორდინატთა სათა- 
ვეში. ადვილი ”შესამოწმებელია, რომ ამ შემთხვევაში /V (/(. /(0)=0 და ამიტომ 

#M(ე) მოიცემა ზუსტად იგავე (108,131) ფორმულით, როგორც 

წრფის მონაკვეთის შემთხვევაში. 

§ 109. დირიხლეს ამოცანა სასრული რაოდენობის ნებისმიერი ფორმის 

რკალების გასწვრივ გაჭრილი სიბრტყისათვის. § 107-ში განხილული 4 ამოცანის 

ამოხსნა შეიძლება ადვილად განზოგადდეს იმ შემთხვ-ვაზეც, როდესაც L შედგება 

ნებისმიერი (სასრული) რაოდენობის #,.=ძ, ხ, რკალისაგან, რომლებსაც არა აქვთ 

საერთო წერტილები. 

L=0,ხ,+ძ,ეხე+···.:+0ძიხა=L.+Lა+ ··· + L,: 

ისევე, როგორც § 107-ში, ჩვენ ვთვლით, რომ L, რკალებს აქვს სიმრუდე, რო- 

მელიც აკმაყოფილებს # პირობას, #-წირის გასწვრივ გაქრილ სიბრტყეს ჩეენ 

აღვნიშნავთ 5-ით. 

გარკვეულობისათვის შევჩერდებით დირიხლეს ამოცანაზე ჩვეულებრივი დას- 
მით, ე. ი. შემთხვევაზე, როცა უნდა მოიძებნოს 5-ში ჰარმონიული და უსასრუ- 

ლობაში შემოსაზღვრული V ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად გაგრძელებადია L-ზე 
მარჯვნიდან და მარცხნიდან, აგრეთვე ბოლოებზე და აკმაყოფილებს სასაზღვრო 

პირობას: 

ხ+=ხ-=/0)  L-ზე, (109.1) 

აქ ”(%) IM კლასის მოცემული ნამდვილი ფუნქციაა. 

შეკრული კონტურების შემთხვევის ანალოგიურად. დავიწყოთ დირიხლეს 

სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნით, ე. ი. უნდა მოიძებნოს §-ში ჰოლომორ- 

ფული და. უსასრულობაში ქრობადი C (2) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად გაგრძე” 
ლებადია #-ზე მარცხნიდან და მარჯვნიდან, ბოლოების ჩათვლით და აკმაყოფი 

ლებს სასაზღვრო . პირობას 

სი დ+ (/) =06C- (I/)=/(,)+6C, #,-ზე, #=1, 2...., #0, (109,2) 

სადაც /(#%) // კლასის მოცემული ფუნქციაა, ხოლო C, ნამდვილი მუდმივებია, 
რომლებიც წინასწარ არ არიან მოცემული და აგრეთვე უნდა განისაზღვრონ. 

ამ ამოცანას არ შეიძლება ჰქონდეს ერთზე მეტი ამონახსნი (ადვილი დასა- 

ნახავია, ომ § 60-ში მოყვანილი დამტკიცება ამ შემთხვივაშიც · შეიძლება გამო- 

ვიყენოთ). ისევე, როგორც § 107-ში„ Cთ(2) ფუნქცია უნდა ვეძებოთ შემდეგი 
სახით:
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”ფ=- | 0სი«%-. (109,3) 
L--2 

  

L 

სადაც M#(/) /” კლასის საძიებელი ნამდვილი ფუნქციაა. (109,2) სასაზლვრო პი- 

რობებს მივყევართ ინტეგრალურ განტრლებამდე (შდრ. წინა პარაგრაფებს) 

1 ( §(ი (0. 02 IV მ, () ძ; + ( LMCV04# , 1. 
1 % 1-7 #% 

=/0)+0. (109.4) 

როცა ჩი C L/. ჯ=1, 2... ? 

რომელიც შეიცავს C/ განუსაზღვრელ მუდმივებს. 

ახლა გავიხსენოთ, რომ § 86-ში ნათქვამის საფუჰველზე ამონახსნი ინტეგ- 
რალური გატოლიი 

1 თეი 8952. =/()+C, როცა 1.CL,, /=1,..., /, (109,5) 

სადაც C,/ მუდმივებია, რომლებიც წინასწარ არ არიან ცნობილი, გვეჭქლევა 

ფორმულით 329: 

V 7() ი 1 ა __ 949) _ ()=- XჩC) 'ო) ს / ი MM X | 7 წთ + 2501 აიი 
(109,6) 

  

სადაც C,(/) გაიკვეულა სახეს პოლინომია, რომლის ხარესხი არ აღემატება /#--1, 

იჩ 

MX#V=II (–ძე (ხა; (109.7) 

1=1 

თუ როგორ უნდა გვესმოდეს რადიკალი / #(/) , ამის შესახებ რამდენჯერმე იყო 

ნათქვამი. 

შებრუნების (109,6, ფორმულეს დახმარებით, შეგვეძლეა, § 108-ის სავსე- 
ბით ანალოგიურად (109,8) განტოლება მივიყვანოთ ეკვივალენტურ (ამონახსნთა 

MI კლასშე მოჭებნის აზრით) ფრედჰოლმის განტოლებამდე (რომელიც უკვე არ 

შეიცავს განუსაზღვრელ C; მუღმივებს), რომლის ამოწერა ჩვენ ზედმეტად მიგვაჩ- 

ნია. ისევე, როგორც წინა პარაგრაფშე, ადვილი საჩვენებელია, რომ ამგვარად მი- 

ღებული ფრედჰოლმეს განტოლებას ყოველთვის აქვს “ერთი და მხოლოდ ერთი 

ამონახსნი რომელიც აუცილებლად ეკუთვნის IM კლასს და ბოლოებზე ნული 

ხდება. ამრიგ-დ დიარიხლეს სახეცვლალიე ამოცანა შეიძლება ამოხსნილად ჩაით- 

ვალოს 

50 იხ, ფორმულა (88,9),
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ამის შემდეგ ადვილად შეიძლება მ-ვიღოთ დირიხლეს (109,1) ამოცანის 
CV (X, ყ) ამონახსნიც. ამასთან, რა თქმა უნდა, საკმარისეა ვიპოვოთ ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

V+=V“ =-I(I)+C, (109,1ა) 

სადაც C რაიმე მუდმივია, რომელიც წინასწარ არ გვეძლევა. ამისათვის შეიძლება, 
მაგალითად, ასე მოვიქცეთ. დავუშვათ 

ი 
ყხ=V+ %'Vი,«, (109.8 + 4 I“ ) 

აქ # აღნიშნავს ჰარმონიულ ფუნქციას, წარმოდგენილს შემდეგი სახით: 

ი= 6 ( ს (0 (109,9) 
ჯ (–-2 
  

ამასთან #(/)) #M კლასის საძიებელი ნამდვილი ფუნქციაა, თ,-–-ჯერ განუზღვრელი 
მუდმივები, ხოლო V,–– L,-ზე განაწილებული მარტივი ფენის პოტენციალები 

ი,= | თCთ0 ს“ ძი, (109,10) 

L, 
ამასთან თ, (/)-ს ქვეშ იგულისხმება ნებისმიერად შერჩეული ისეთი ნამდვილი ფუნქ- 

„ციები, რომ V/-ს მნიშვნელობა #L-ზე აკმაყოფილებდეს #7 პირობას 1 და რომ 

0,= ( თ, ძ§550. (109,11) 

L 

იმისათვის რომ V ფუნქცია იყოს უსასრულობაში შემოსაზღვრული, თ, 

მუდმივები უნდა აკმაყოფილებდეს პირობას: 

ჩ 

» თ,ფ=0 (109,12) 

მაშინ, ცხადია, CV იქნება უსასრულობაში ქრობადი ფუნქცია). 

ახლა ს განესაზღვროთ როგორც ამონახსნი დირიხლეს სახეცვლილი ამოცა- 

ნისა სასაზღვრო პირობით 

ჩ 

ყ=V-=/(0– 2, თ(ე+0/ L-ზე, /=1,..., ჩ (109,13) 
|I=! · 

ნებისმიერად ფიქსირებული თ,-სათვის. 

მ1 ამისათვის, როგორიც ადვილად ჩანს, საკმარისია, რომ თ, (/) იყოს უწყვეტი; მაგალითად, 

“შეიძლება, ავიღოთ 06,=1. ჩემს სტატიაში (6) არასწორი ხერხით იჯო შერჩეული ფუ ნქციები Vთ,. 

«რომლებიც Cთ,-თი იკო აღნიშნული; ამორჩევის ეს ზერსი ვარგისია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 

L შედგება წრფის მონაკეეთებისაგან. ·
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ამ უკანასკნელი ამოცანის ამოხსნისას მივიღებთ C7/ მუდმივიბის განსაზღვ- 
რულ. მნიშვნელობებს. ისინი, როგორც აღვილად ჩანს, თ, მუდმიეების წრფივი 

ფუნქციები იქნებიან. 
ახლა შევარჩიოთ თ, მუდმივები ისე, რომ დაკმაყოფილდეს პირობები 

C)=Cგე=-...=Cი 

და, აგრეთვე, (109,12) პირობა; ეს ყოველთვის შეიძლება გაკეთდეს და ამასთან, 

ერთადერთი სახით, ვინაიდ-ნ (109,12), (109,14ე პირობები წარმოადგენ ი? 

წრფივ განტოლებათა სისტემას თ,-ს მიმართ, რომელაც, როგორც ადვილი საჩვე- 

ნებელია, ყოველთვის ცალსახად ამოხსნადია. თ, მუდმივების მითითებული მნიშვ- 
ნელობებისათეის დირიხლეს ამოცანის ამონახსნი გვეძლევა (109,8) ფორმულით. 

111. სინბულარული ინტეგრალური განტოლებები მასში შემავალი კომპლეკსურად 

"“იმეუუღლეგული უცნობებით 

ზემოთ გადმოცემული მეთოდების ანალოგიური მეთოდები შეიძლება გამოვი– 

ყენოთ სხვა ტიპის სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა მიმართაც. 

ამ კარში განვ-ხილავთ ასეთი განტოლებების ერთ-ერთ ტიპს. სახელ- 
დობრ, განტოლებებს რ«#ომლებიც უცნობ დ (I) ფუნქციასთან ერთად შეიცავენ 

მის კომპლექსურად შეუღლებულ დ (/) ფუნქციას. ასეთი განტოლებები უშუალოდ 
შეიძლება დავიყვნოთ თ, დ უცნობი ფუნქციების მიმართ ორი სინგულარული 

განტოლებებისაგან შედგენილ სისტემაზე, თუ მოცემულ განტოლებას მივუერთებთ 

მეორე განტოლებას, რომელიც მიიღება მოცემული განტოლებიდან შეუღლებულზე 

გადასვლით. 
მაგრამ არის შემთხვევები, როცა ხსენებული ტიპის განტოლებათა ამონახს- 

ნისას გამოიყენება (სათანადოდ სახეშეცვლილი) ზემოთ გადმოცემული ხერხები 

და საჭირო აღარ არის მოცემული განტოლების მიყვანა სინგულარულ განტოლე- 

ბათა სისტემაზე ერთ-ერთი ასეთი შემთხვევ. მეტად საინტერესოა გამოყენების 

თვალსაზრისით და განხილული იქნება ამ კარში. 

ჩვენ მაინც მოგვიწევს ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის თეორიაზე 

დაყრდნობა, მაგრამ ეს იქნება არა სინგულარული განტოლებები, არამედ კარგად 

ცნობილი ფრედჰოლმის განტოლებათა სისტემები. ასეთი სისტემების ჩვენთვის აუ- 

ცილებელ თვისებებს ჩვეულებრივი გადმოცემისაგან ცოტა განსხვავებულად მოვიყ- 

ვანთ § 110-ში. 

ამ კარის დანარჩენ პარაგრაფებში (§§ 111 –– 114) გადმოცემული შედეგები 

ძირითადად ეკუთვნის გ. მანჯავიძეს (11-31). 

§ 110. ფრედპოლმის განტოლებათა სისტემის შესახებ. ამ პარაგრაფში ჩვენ 

გავიხსენებთ ფრედჰოლმის განტოლებათა სისტემების თეორიიდან შედეგებს, რომლე- 

ბიც დაგვჭირდება შემდეგ პარაგრაფებში და აგრეთვე (რამდენადმე სხვა სახით) 

VI თავში. აქ შემოვიფარგლებით ორი უცნობი ფუნქციის შემცველი ორი განტო- 

ლებისაგან შედგენილი სისტემით, მაგრამ ეს შეზღუდეა არსებითი არ არის.
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1“. შევთანხმდეთ ზოგიერთი აღნიშვნებისა და ტერმინების შესახებ, რომლებ- 
საც გამოვიყენებთ უახლოეს პარაგრაფებში. 

ჩვენ მოგვიხდება რაიზე ჯ ცვლადის გარკვეული რიგით აღებულ (საზოგადოდ 
კომპლევსურ) ფუნქციათა წუვილების განხილვა. თუ დ,(/) და დე(I) ასეთი წყვილია, 
მაშინ მას ვუწოდებთ ვექტორს ჯ, და დე კომპონენტებით: ამ ვექტორს 
აღვნიშნავთ დ ან Cდ(/)-თი და ვწერთ 

დ(/))=(7,: დე). 

დ (I) ვექტორი წა“ მოადგენს ჯ (ელადის თუნქციას. ვექტორისაგან განსხვავებით, 

ჩვეულებრივ თფუნქცი:ს, მაგალითად, დ, და თ, ჩვენ ხშირად სკალარულ ფუნქციას 

ან სკალარს ვუწოდებთ. ორი ვექტორი «თგლება ტოლად, თუ მათი კომპონენტე- 

ბი შესაბამისად ტოლია: ორი ეექტორის დ=(დ,, დე) ღა თ=(V,, თე) C0 ნამრავ- 
ლის ქვეშ გვესმის სკალართლი ფუნქცია, განსაზღვრული ფორმულით 

და=C, 9, +C; VI, 

(ასეთ ნამრავლს ხშირად შიგა ნამრავლს უწოდებენ). 

ჩვენ ვხედავთ. რომ «#=Vდდ. ვექტორებთან დაკავშირებულ სხვა ელემენტა- 
რულ ოპერაციებზე და ცნებებზე (ვექტორების ჯამი, ვექტორის სკალარზე გამრავ- 

ლება) აღარ შევჩერდებით, –ადგან ისინი ცნობილად მიგვაჩნია. 

ზოგჯერ მოგვიხდება ისეთი ვექტორების განხილვა, “ომლებიც დამოკიდებუ- 

ლია არა ერთ, არამედ ორ დცელადზე, მაგრამ ეს, რა თქმა უნდა, არაფერს არ 

ცვლის. 

ვთქვათ, ახლა ,4 მეორე რიგის მატრიცია 4,,(I,/=1, 2) კომპონენტებით: 

4 #4#= 4 11 12 

რ“ “4. MI 
ჩვენთვის საინტერესოა ის "შემთხვევა, როდესაც კომპონენტები ორი #1, # 

ცვლადის (სკალარულ) ფუნქციებია. ასე რომ, რძ,ც=4,, (/(ი, ქ), ამ შესაბამი– 

სობას ზოგჯერ ასე ვწერთ ,4 =.(/, 1). ჩვენ ცნობილად ვთვლით მატრიცების ელე- 

მენტარულ თვისებებს და ასთან დაკავშირებულ ცნებებს. მივუთითებთ მხოლოდ, 

რომ ორი მატრიცის 48 ნანრავლის ქვეშ, 4«ოგორც წესი, ვგულისხმობთ მატრი- 

ცის C=!C,1I(0 1=1, 2) კომპონენტებით C,,= X 4, 8,), რომლებიც მიიღე- 

ლ) 

ბიან 4 მატრიცის სტრიქონების 8 ?ატრიც“-ს სვეტებზე გამრავლებით, მატრიცის 
ტრანსპონირებით მიღებულ მატრიცს აღენიშნავთ /4”-ით, ასე რომ, 47= =:4/, 

სადაც 4#,,=4,,- 
განვიხ-ლოთ „4 მატრიცით განსაზღვრული წრფივი ჩასმა: 

V.=X, C++ 4,5 დ, სა=ე; დ) -L რაა: და, 

=(/, #2) ვექტორი გა“დაიქჩნა %= (ს, %,) ვექტორად; ამ ჩასმას ჩვენ. 
ჩავწერთ ასე: 

ს=/4დ.
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თუ თავის მხრივ დ=78თ, სადაც თ რაიმე ვექტორია, ხოლო 8 –– მატრიცი, მა- 

შინ თ=CVთ, სადაც C=/48, ასე რომ, დ=/4წჩV. ' 
ვთქვათ, ახლა დ და # რაემე ვექტორებეა, ხოლო 4 და 8 რაიმე მატრიცე- 

ბი. V და #დ ეექტორებეს ნამრავლს ჩეენ ჩავწერთ ასე: დ%7დ. ადღვალად შემოწმ” 

დება, რომ 

სქდ=დ/4”“, 
სადა) ” ტრანსპონეირებულია # მატრეცის მამართ. დაბოლოს, რამდენიმე ვექ- 

ტორის 

დ'=(დ!, დ), თ"=(+#;, დ;),.... დ'=(ჯჯ, დ;) 
(ზედა ნიშნით აღვნიშნავთ ვექტორის ნომერს განსხვავებ?:თ ქვედა ნაშუისაგან 1, 2. 

რომელიც აღვიშვავს მოცემულია ვექტორას კომპონენტების ნომერს) წრფივი კომ- 

ბინაციის ქვეშ გვესმის ვექტორი 

დ= 1?) Cა დბ=C, დ'LC.დ?+---+ Cად”, 

თ=LI 

სადაც C საზოგადოდ კომპლექსური მუჯმივებია, ე. ი., ვექტორი თ = (4,, “.) 

V- 1? CიV1, #= %, Cა <1 კომპონენტებით. 
თ-=! თ=) 

ამის შესაბამისად განიმარტება ვექტორების წრფავაღ დამოკედებულება და დამოუ- 

კიდებლობა. სახელდობრ, განსახილველი ვე)ქტორებე, წაფივად დამოკიდებულია, 
თუ არსებობს Cა მუდმივები, რომელთაგან ყველა არ არის ნულა და რომელთა- 

-თვისაც სრულდება პირობა 

Cა-ა დზ=0 

თ=I 

„ან, რაც იგივეა, 

> 

2, C. 9 =0, 2, C, 91 =0 
თ= თ= 

ცვლადის ყველა მნიშვნელობისათვის, რომელზედაც დამოკიდებულია განსახილვე- 

ლი ვექტორები. წინააღმდეგ შემთხვევაში დ% ვექტორები წოფივად დამოუკიდე- 

ბელია. 

2”, გამეორებების თავედან ასაცაძლებლად ”შეეთანხმდეთ. რომ აქ მოგვიწევს 

ისეთი ფუნქციების განხილვა, რომლებიც დამოკიდებულია ერთ ან ორ ცვლადზე, 
ვთქვათ, ჯე. (ჯ-ზე, ამასთან 1, /( აღნიშნავს უბან-უბან გლუვ) L წარის წერტი- 

ლებს. ჩვენ ვუშვებთ, რომ აქ განსახილველი ყველა ფუნქცია შემოსაზღვრულია 
და, ამის გარდა, უწყვეტიცაა 1: ( ყველა მნიშვნელობიასათვის, გარდა, შესაძლე- 

ბელია, იმ მნიშვნელობებისა, რომლებიც შეესაბამებიან L წირეს კვანძებს;. განსა - 

ხილველი ფუნქციები კვანძებშე შეიძლება საერთოდ არ იყოს განსაზღვრული.
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იგივე ითქმის ვექტორებისა და მატრიცების მიმართაც. ვიტყვით. რომ ვექ- 
ტორი ან მატრიცი შემოსაზღვრულია, უწყვეტია და ა. შ. თუ მათი კომპონენტე- 

ბი შემოსაზღვრულია, უწყვეტია და ა. შ. 

3?. განვიხილოთ ორი განტოლებისაგან შედგენილი ორი უცნობი ფუნქციის 

შემცველი ფრედჰოლმის მეორე გვარის განტოლებათა ნორმალური სისტემა 

დ, (/I)+ | MI ((ი, () 2) (I) ძ+ / MM (/ი; ?) დი (/) ძ7 =/, (#0), 

L 

(110,1) 
L 

დ; (() + ( //ი (/ი; 1) დ, (/)ძ(+ ( /იდ (/ი, !) დე (/) ძ/ =/ე ((ი), 

L L 
სადაც L მოცემულე უბან-უბან გლუვ“ წერია, #, ( ამ წირის წკრტილებია, 

ჩი (( 0 დ. /ჩ (#), /2 (იე მოცემული ფუნქციებია; განტოლება უნდა დაკმა- 
ყოფილდეს 7ე-ის ყველა მნიშენელობებისათვის, გარდა შესაძლებელია, შესაბამისი 

კვანძებისა. 

1-8 პუნქტში მითითებული აღნიშვნების გამოყენებით (110,1) სისტემა შეიძ- 

ლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

დ<(/)+ ( ი 0, 0თ()ძ=/0ფა, (110.2) 
# 

სადაც დ (0) =(7?,, დე) – უცნობი, ხოლო /(I)=(', /) მოცემული ვექტორებია, 
-M (7ა, 1) აღნიშნავს მოცემულ მატრიცს 

M 6, მ0=1ი/(რ. იI=| ჩი (V, 0 ჩ-(4; 0 |, (110,3) 
ჩი) (ი; 7) /20 (/ი; 7) 

რომელსაც ვუწოდებთ (110, 2) განტოლების ან (110,1) სისტემის გულს. რო- 

გორც ვხედავთ, ფრედჰოლმის განტოლებათა სისტემა შეიძლება წარმოვადგინოთ 

ერთი განტოლებეს სახით, რომელსაც ვექტორულს ვუწოდებთ (რადგანაც ამ გან- 

ტოლების ორივე მხარე ვექტორს წარმოადგენს); ეს განტოლება გარეგნული სახით 

არ განსხვავდება ფრედჰოლმის ჩვეულებრივი განტოლებისაგან ერთი უცნობი 

ფუნქციის შემთხვევაშე, რომელსაც ჩვენ ახლა სკალარულს ვუწოდებთ. ეს მსგავ- 

"სება მხოლოდ გარეგნული არ არის: (110,2) განტოლების მიმართ, რომელიც 

ცვლის (110,1) სისტემას, შეეძლება თითქმის უცკლელად გავიმეოროთ, ყველაფე- 

რი ის, რაც კი ცნობელია ფრედჰოლმის ჩვეულებრივ. (სკალარული) განტოლე- 

ბის შესახებ. ამიტომ (110,2) სახის ვექტორულ განტოლებებს აგრეთვე ფრედჰოლ- 

მის განტოლებებს ვუწოდებთ. 

| აქ გავიხსენებთ იმ ძირითად დებულებებს. რომლებითაც უნდა ვისარგებლოთ 

“შემდგომში. 
ვთქვათ, M ოპერატორია, განსაზღვრული ფორმულეთ: 

M»ჯ ==დ (I) + ( M ((-, 71დ(/)ძ/, (110,4). 

L
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მაშინ (110,2) განტოლება ჩაიწერება ასეთი სახით Mდ=/ (#)). 

MLს=40)+L ”რI)ბრტ4ძ 010,5 
L 

ფორმულით განსაზღვრულ ოპერატორს M ოპერატორის მიკავშირებულს 
ვუწოდებთ. ეს ოპერატორი მიიღება M ოპერატორიდან 7! (ჯე, 1) მატრიცის ტრანს- 
პონირებული მატრიცით შეცვლით და # და 1 ცვლადების გადანაცვლებით, 

M დ =(6 (#) განტოლებას ვუწოდებთ Mდ =/ (7) განტოლების მიკავშირებულს, 
როგორიც არ უნდა იყოს მათი მარჯვენა მხარეები / (ჯა) და ( (#0); გაგახსენებთ, 

რომ მარჯვენა მხარეები ისევე, როგორც მარცხენა მხარეები, ვექტორებია. M” ს =/ 

ვექტორული განტოლების შესაბამისს განტოლებათა სისტემას 3? (110,1) სისტემის 
მიკავშირებული ეწოდება. 

ადვილად შემოწმდება. რომ თუ დ (/), დ (/) ორი ნებისმიერი ვექტორია, 
რომლებიც L( ცვლადის ფუნქციებს წარმოადგენენ, მაშინ 

| #V()Mდ(ი0 ძ! - I დ (0 M”ჭ (ი) ძI/. (110,680 

L ჯL 

ამ შემთხვევაშიც ადგილი აქვს დებულებებს, რომლებიც სავსებით ანალოგიურია 

ფრედჰოლმის ერთი სკალარული განტოლების შემთხვევაში მოყვანილი დ;ბულე- 

ბისა: Mდ=0 ერთგვაროვან განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს წრფივად დამოუკიდე- 

ბელ ამონახსნთა მხოლოდ სასრული რიცხვი, და ამდენიეე ამონახსნი აქვს M”ს =0 

მიკავშირებულ განტოლებასაც. 

თუ ერთგვაროვან Mდ =0, განტოლებას არ გააჩნია ნულისაგან განსხვავებუ- 

ლი ამონახსნი, მაშინ M=5=/ განტოლება ცალსახად ამოხსნადია ნებისმიერი / მარჯ- 

ვენა მხარისათვის. თუკი ერთგვაროვან Mჯ=0 განტოლებას აქვს ნულისაგან განსხ- 

ვავებული ამონახსნები, მაშინ Mთდ=/ განტოლება ამოხსნადია მხოლოდ იმ შემთხ- 

ვევაში, როცა დაცულია პირობები 

I /0Mთ«-0, «=), 2... », 0107) 
L 

სადაც დ% (0), «=1, 2,..., V» M”დ=0 მიკავშირებული ერთგვაროვანი განტოლების 
წრფივად დამოუკიდებეე-ელ ამონახსნთა სრული სისტემაა. გავიხსენოთ, რომ 

#70 4%(0) არის /(90=(ჩ, /) და #%(0=(სL, ს) ვექტორების ნამრავლი, ასე 
რომ, / (/) დ9შ (0) =/, (0) #L ()+/; (0 91 (#0). 

ემ შემთხვევაში, როდესაც »=0, ე. ი. როცა ერთგვაროვან განტოლებას. 

ნულისაგან განსხვავებული ამონახსნები არ გააჩნია, არსებობს მატრიცი 

CV, 0=IV/ (ნ. 01=, 6 0 ა (4; 2 |, (110,8). 
?ა; (/ი; 1) V25 (/ი; 1) 

_ 
82 იგივე აზრით, როგორც (110,1) სისტემა შეესაბამება (110,2) განტოლებას.
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რომელსაც ეწოდება (110,2) განტოლების ან (110,1) სისტემის რეზოლვენტა, 
რომლითაც ამ განტოლების ერთადერთი ამონახსნი გამოისახება ასე: 

%#(/ი)=/ (%)+ (რ, ტჩ!0ძ! (110,9) 

L 

ან. თუ მივიღებთ მხედველობაში. რომ დ ()=(4,, დ.ე). / (/)=(/,, /:), გაშლილი 
სახით 

დ, ()=ჩ 0)+ | «I (6-0 ჩ (0 ძ(+ ( #2, 0 (0 4/, 
1 L L 

(110,9 ») 

დ, 0) =/,(/)+ ( ეაეგეგებებგბირარ· (  ((; 0 /(0 ძ,, 
L L 

+, ჯე) მატრიცი, რომელიც მიიღება + (/ა, ) მატრიცის ტრანსპონირებული მატ- 

-რიციდან ჯეს, ( ცვლადების გადანაცვლებით, მიკავშირებული M ს =ჯ/V/ განტოლების 

რეზოლვენტას წარმოადგენს. ასე რომ, ამ განტოლების ამონახსნი გვეძლევა ფორ- 

“მულით 

სძ)=60)+ | X C- 6) #60 4 (110,1თ 
L 

ამ დებულებებეს დამტკიცება შეიძლება მივიღოთ, მაგალეთად, თვით ფრედჰოლმის 

'მეერ ნაჩვენებ? მარტევ) ხერხას დახმარებით, რომლითაც განსახილველი (110,1) 

სისტემა მიიყვანება ერთ ჩეეულებრივ (სკალარულ) განტოლებაზე (ინტეგრების წი- 

რით, რომელიც შედგება # წერის ორი ეგზემპლარისაგან); ეს ხერხი კარგად ცნო- 

ბილია 99 და ჩვენ ამაზე არ შევჩერდებით. 

4. როცა V>0, ე. ი. Mდ=0 და MI =0 ერთგვაროვან განტოლებებს 

"არანულოვანი ამონახსნები აქვს, ისევე როგორც ანალოგიურ შემთხვევაში ფრედ- 

ჰოლმის ერთე განტოლებიასათვეს (შდრ. § 52 და § 101, ბ. 19, არსებობს გან- 

ზოგადებული რეზოლვენტა, რომელსაც ჩვენ ისევ + (4, ()/თი აღვნიშნავთ. +« (ი. /)-ს 
აქვს ის თვასება, რომ (110,9 ფორმულით განსაზღვრული დ (/) ექქტორი წარ- 

მოადგენს (110,2) განტოლაბ-ს ამონახსნს (უფრო სწორად ერთ-ერთ ამონახსნს) 

მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულებულია (110.7) პირობა. ეს განზოგადებული რე- 

ზოლვ-ნტა შეიძლება აიგოს ერთი განტოლების შემთხვივაში განზოგადებული რე- 

ზოლვენტის აგების ანალოგიურად (§ 52, და § 101, პ. 19. 

მართლაც, ეთქვათ 

დ“ (/)=(დჯ, დ?) ღა #%(/)=(#L, #1), 6=1,.... V (110,11) 
“წარმოადგენ M»=0 და Mმს=0 განტოლებათა ამონახსნების წრფივად დამო- 

უკიდებელ სრულ სისტემებს. ვთქვათ, 
ნ%(0=(წL. §2) და უ?ზ() =(უ?, უჯ), თ=1,2,..., V (110,12) 

ვე იხ., მაგალითად, ვ. სმირნოვი (4), ტ. IV, § 14; L. 60)758( I1I, ო?. 562.
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ვექტორთა ორი სისტემაა (/ ცელ:დის ფუნქციები) ისეთი, «ომ 

| დი 090 «=ბე, ( სა თუ) ძ(=მე, (110,183) 
I L 

სადაც მაც=1, ნიეგ=0, როცა თ5- ჩ. ვექტორთა ასეთი ორი სისტემა ყოვილთვის 

შეგვიძლია ავაგოთ. ამასთან; უამრავი ხერხით; კერძოდ შეიძლება მოვითხოვოთ, 

რომ ამ ვექტორების კომპონენტები ეკუთვნოდეს // კლასს #L-ზე 4 

შემდეგ შევადგინოთ მატრიცები 

იმ (I, /0=I9? (/ე 6? თ-| თ: (70) §L (ე. «L (4) 61 () (110,14) 

»? (#%) 6: 0; »1 (7) 5; (0 

თ=1, 2... V 

თუ დ()=(თ,, დ.) რაიმე ვექტორია, მაშინ /I%7(/ა, /)დ(/ აგრეთვე  ვექ- 
ტორია »1' (#))(§% (/) დ, (/) +- §2 (0) #ი (/)1) და »?(7ი) (§7(7) დ+(1) + 69(/) დე(1)) კომპო- 
ნენტებით, ე. ი. ვექტორი, რომელიც მიიღება უ%7/:)=(უჯ, ი?) ვექტორის §9დ (0) 
სკალარულ ფუნქციაზე გამრავლებით. ამგვარად, 

”I" (/ხ,. 1) დ (/)= |§“ (7) § ())) ო” (/'). (110,15) 
ახლა, (110,2) ინტეგრალური განტოლების ნაცვლად, განვიხილოთ შემდეგი ინ- 

ტეგრალური განტოლება: 

Mდ=დ(,)+ ( ი (ა, 0)თდ(ი ძ1=/ CV, (110,160) 
L 

რომელიც (110,2) განტოლებისაგან იმით განსხვავდება, რომ გული შეცვლილია 

ჩ 

თ), ჩ0=#M(, ი+ 2, იზი, ე (110,17) 
თ= 

გულით. წინას საფუძველზე, ადვილად ვხედავთ, რომ 

MC(,ს)=M(I)+ 1?) ძე უმ (ჩე), 
თ=I 

=( ხხიდიძ თ=1,2,..., V. 
L 

ამის შედეგად ანალოგია § 52-ში განხილულ შემთხვევასთან იმდენად მთლია- 

ნი ხდება, რომ შეიძლება დამტკიცებაზე აღარ შევჩერდეთ, რაც § 52-ში ნათქვა- 

მის სიტყვა-სიტყვით განმეორება იქნებოდა, და ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი საბო- 

ლოო შედეგები. 
3. იხილეთ წიგნის ბოლოში III დანართი, სადაც ლაპარაკია არა ვექტორებზე, არამედ სკა- 

ლარულ ფუნქციებზე, მაგრამ შედეგი ღა მსჯელობები ყოველგვარი ცვლილების გარეშე შეიძლება 
გადავიტანოთ ჩვენს შემთხვევაზე.
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(110,10) განტოლების შესაბამის //დ= 0 ერთგვაროვან განტოლებას არ. გააჩ- 

ნია ნ-ლისაგან განსხვავებული ამონახსნი; ამიტომ (110.16) განტოლება ცალსახად 

' ამოხსნადია ყოველი მარჯვენა / (/) მხარისათვის, (110,16) განტოლების ამონახსნი 

ამავე დროს წარმოადგენს (110,2) განტოლების ამონახსნს (უფრო ზუსტად, ერთ- 

ერთ ამონახსნს). თუ / (I) აკმაყოფილებს (110,2 განტოლების ამოხსნადობის 
(110,7) (აუცილებელ და საკმარის) პირობებს. 

(110,2) განტოლების ზოგად ამონახსნს მივიღებთ, თუ ზემოთ ხსენებულ ამო- 

ნახსნს დავუმატებთ (110,2) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

დბ, თ=1, 2,..., V ამონახსნების წრფივ კომბინაციას. 

(110,16) განტოლების რეზოლვენტა +V(/. /) წარმოადგენს განზოგადებულ 

რეზოლვენტას (110,2) განტოლებისათვის. 
ისევე, როგორც ერთი განტოლების შემთხვევაში, (110,16) განტოლების რე- 

ზოლვენტა აკმაყოფილებს შემდეგ თანაფარდობებს (ამ შემთხვევაში მატრიცულს), 

რომლებიც სავსებით ანალოგიურია § 101, პ. 1“-ისს (0) დღა (0) თანაფარდო- 

ბებისა: 

«CV, 0+0(, ი=– | თ (0 )10 04, 
L 

(110,18) 

+CV> 0+ი (6, ი=– | X #) «(I 0ძ6. 
L 

ჩვენს შემთხევაში ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ მდგომი თანამამრავლების რიგის 

შეცვლა არ შეიძლება. 

+” (/), (ე) მატრიცი წარმოადგენს (110,16) განტოლების მიკავშირებული გან- 

ტოლების რეზოლვენტას და (110,2) განტოლების მიკავშირებული განტოლების გან- 

ზოგადებულ რეზოლვენტას. (110.18) თანაფარდობის ანალოგიური თანაფარდობა, 

შედგენილი #'(/, 1) რეზოლვენტისათვის, ახალს არაფერს გვაძლევს: ისინი მიიღე- 

ბიან (110,18) თანაფარდობებიდან ტრანსპონირებულზე გადასვლით. 

§ 111. ფრედჰოლმის ტიპის ერთი ინტეგრალური განტოლების შესახებ. ახლა. 

განვიხილოთ შემდეგი (სკალარული) განტოლება; 

Mდ=დCდ(0ი)+ (ო (ი, 0დ(0ძ7+ ' MI: (/ე, 1) დ(I)ძი(=/ (I), (111,1) 
ჯ . 

სადაც L უბან-უბან გლუვი წირია, », (/, 0, M2(M, 0- /(%) L წირის #, 1 
წერტილის მოცემული ფუნქციებია, § (/) კი საძიებელი ფუხქციაა 33. 

ამ პარაგრაფში განსახილველი ფუნქციების მიმართ იგივე პირობებს ვიღებთ, 

რასაც წინა პარაგრაფში (პ, 25). 
(111,1) განტოლებას ჩვენ ფრედჰოლმის ტიპის განტოლებებს მივაკუთვნებთ, 

რადგანაც, როგორც ახლა ვაჩვენებთ, მისი თეორია უშუალოდ დაიყვანება ამ უკა- 

ნასკნ; ლთა თეორიაზე. 

  

შე (111.1) ფორმულაში M ოპერატორი იგივე არ არის, რაც წინა პარაგრაფში განხილული. 

V ოპერატორი.
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აქვე ამოვიხწეროთ წინას შესაბამსსე ერთგვაროვანი განტოლება. რადგანაც 

ხშირად მოგვიხდება მასზე მითითება: 

M«=დ(0)+ (> რ, ი«04+! რ. 09§04=0. (III, 

“აღვნიშნოთ, რომ წინა ფორმულის მეორე ინტეგრალში 

2ძ=9%=7MძI 
(? 

სადაც (= +; როგორც ყოველთვის, §-ით აღნიშნულია L წირეს რკალური აბს- 
§ 

ფესა 99. 

(111,1) განტოლების მიკავშირებულ განტოლებას ვუწოდებთ შემ- 

დეგ განტოლებას: 

M+=%0)+ | MC /)§04+ | „6 ()§6#=0, (1.2 
1 ; 

სადაც · დ() და დ«(/) საძიებელ: და მოცემულ» ფუვქცაებ“ა. აქვე ამოვწეროთ 

(111,2) განტოლების შესაბამისე ერთგვაროვან“ განტოლება 

M=4(0)+ | ჩ, (, )9 (0 ძ(+ | ი“. (ა)ს(0ძ97=0.  (111,2% 
L L 

M ღა M” ოპერატორებს ჩვენ მიკავშირებულს ვუწოდებთ. მიკავშირებული 

ოპერატორები“ ასეთი განმარტების მიზანშეწონილობა ცხადი ხდება შემდეგი 
ფორმულის საფუქველზე: 

9% | ს 0 MC ძუ=M4 ( დ(ეM სC ძI. (111.3) 

L V 
ნებისმიერი ორი C (I), # (/) ფუნქციისათვის ამ ტოლობის სამართლეანობის 

უშუალოდ შემოწმება ადვილია 37, ' 

90 აღნი ვენების შეცვლის საშუალებათ შეჯვიჰლია (111,1) და (111,19) ფორმულებში მეორე 
ინტეგრალი დაეწეროთ შემდეგი სახით; 

| ი. იდ 
# 

მაგრამ ტექ+ტში მაღებულ აღვიშევებს, აღებულს გ. მანჯავიჰის ნაშრომიდან (3), უფრო 
სიმეტრიულ ფო “მულებამდე მივ ,ავართ. 

27 იმ შემთხვევაში, როცა კ (/ე. /)=29, ე. ი. როდესაც საქმე გვაქვს ფრედჰოლმის ჩვეუ” 
ლებრივ განტოლებასთან, (111,3) ფორმულა ეკვივალენტურია ცნობილი ფორმულისა 

( სათMდი0 «=| დ(იეMV%(0ძ/. რ 
L » 

მართლაც, განსახილველ შემიჯვევაში M:დ=I!Mთ, ამიტომ თუ (111,2) ფორმულაში დ (/) შეეცვ- 
ლით Iდ (1) და მიღებულს შევადარებთ (111,3) ფორმულას, მივიღებთ (7) ფორმულას.
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ახლა (111.1) განტოლებას მ-ვუერთოთ შმშეუღლებულ გნიშვბელოპბებზე გადა- 

სვლით მიღებული მეორე განტოლება და ორივე განტოლებაში დ()ს მაგივრად 
დავწეროთ დ” (I). მივაღებთ ორგანტოლებიან სის ტემას 

დ ()+ წი, ი<დ() ძ(+ | I, 09" (00I=/ (ე). 
ჯL L 

(111.4) 

დ"(I)+ | (I (0 09()ძი+ | (70%. 0 დ" (0ი/ = 76). 
L L 

წინა სისტემა, ცხადია, (111,1) განტოლების ეკვ“ვა ალენტური იქნება, თე მოვ-თხოვთ 

დამატებით პირობას იმის შესახებ. დ და დ” საძი; ბელი. ფუნქციები კომპლევსუ- 

რად შეუღლებული იყენენ, ე. ი. 

ელუე (0II,5) 
მაგრამ ჯერჯერობით ჩეენ ამ პირობას არ დ:ვსვ-მო. დ« (I) ღა C"(I) განვი- 

ხილავთ როგორც ორ დამოუკიდებელ უცხოა ფენქცაას, რომლებიც აკმაყო- 

ფილებენ (111.4) განტოლებათა სისტემას, მაშინ ეს უკანასკნელი წა”რმოადგენს 

ჩვეულებრივ ფრედჰოლმის განტოლებათა სისტემას, რომელაც შეიძლება ერთი ვექ- 

ტორული განტოლების” სახეთ ჩაიწეროს (იხ. წინა პარაგრაფი) 

რVა)+( #(. ეთი ძ(=ჩყაე. (1IL.6 
L 

დ(იე=(, დ). #()=V./ 
შესაბამისად საძიებელი და მოცემული ვექტორებია, თაო 

ენი 1) 1 ”/ა (7. 1) 
ი (ს. ი- ა ს | (111.7) 

Iე((ხ-,) 1“ 7, (0. 7.) 

მოცემული მატრიცია (111,6 განტოლების გული). 
(111.4) სისტემასთან ან (111, 9 განტოლებასთან ერთად ჩვენ მ-გვიწავს გან- 

ვიხილოთ შესაბამისი ერთგვაროვანი სისფემა 

სადაც 

?()+ სტრ ი?04+ | (I, ხ- წ (0 ძ/=2, 
L 

(111.49 

დ ()+ | #LCV- 0დ04+ | #9, (6- 0 დ'(0 ძი=0 
L L 

ან განტოლება .. 
თი0)+ | „(/,. 0 დ(0) ძ(=0. (111,69 

L 
(111,1) განტოლების (ან 111,6? განტოლების) მიკავშირებული ერთგეაროვანი 

განტოლება იქნება (იხ. წინა პარაგრაფი)
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X (/) + 1 „ (/, (I) #/ (0 ი–=09, (111,ზ) 
ჯ , 

სადაც # (/) საძიებელი ვექტორია. ხოლო. 

„VI, #ე= LX 1(/: ?ი) ” (/. #4) 

1- /:(, ჩი) 0 /!1+(7- 70), 

ჯე არის 1” =4%ს მნიშვნელობა, როცა L= = 7. 
§5 

(111.9) 

XC ვექტორის კომპონენტები შესაბა მისად აღვნიშნოთ ს (0) და (2 ს“(0)-ით; 
ასე რომ, 

XV0=C0. 7745 (111,10) 
და შემოვ-ღოთ აღნიშენა · 

V (0 =(ს, «%”). (111,11) 

მაშინ. როგო5ც ადვილად ჩანს. (111,8) განტოლება დაიყვანება შემდეგ განტო- 

ლებაზე: 

V (I უ+ ( MC, ჩუ V (V) ძI=0, (111.12) 
| : 

სადაც 

ი, (I, 1) I?7% (/.- ჩა) /10 (1. /ა=) (111.13) 

I I (0 (ის IM (/, 7”) L 

(111,12) განტოლება ზუსტად ისევჯა დაკავშარებულა (111, 1) განტოლების 

მიკ,ვშირებულ (111, 2") განტოლა ჯბასთა§, როგორც. (111.69). განტოლება (111, 1 

განტოლებასთან. 

2”. დავუბრუნდეთ (111,1) განტოლებას და მეს შესაბამის (111,4), სასტემას 
და ვაჩვენოთ, .რომ (111.1) განტოლების ამონახსნებადან შე:ქლება (111,4) სასტე- 

მის. ამონახსნების უშუალოდ მეღება და, პირიქით. 

დავიწუ ოთ იქიდან. რომ აღვნაშაოთ» (111,1) განტოლებას და (111.4) სის- 
ტემის “ან, რაც იგივეა. (111.6) ვექტორული განტოლების '' (რომელზედაც მიიყვა: 

ნება აღნიშნული განტოლება) ამონახსნთა ზოგიერთე, თითქმის ცხადი, თვისება. 

სახელდობრ, ცხადია, რომ თუ დ (/) (111,1) განტოლების ამონახსნია, C (/) =(ჯ, დ) 
ვექტორი იქნება (111,6) განტოლების: ამონახსნი. შემდუ2. თუ: დ (7) =(დ, დზ) ვექ- 

ტორი არის (111,6) განტოლების · ამონახსნი,: მაშენ „დ= (5“, დ?) ვექტორიც აგ- 

რეთვე ამავე განტოლების ამონახსნი იქნება, და ასვე, ვექტორი 

ი0=+- Iდღთ+%0| = C, V), 
სადაც _ 

ი=0(0=–- (9(0 +" CI.



“8 111) 111. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები... 419 

რადგან აც §პ=(თ, თ) ვექტორ”ს“ კომბონ; ნტები კომპლექსურად შეუღლებულია, 

ამიტომ წ =თ (/) ფუნქცია (111,1) განტოლ;ბ”ს ამონახსნს წარმოადგენს. 

ვ“, ახლა განვეხილოთ (111,101) ერთგვაროვანი განტოლ-ბა და მისი შესა- 

ბამისი (11.1,49? » სისტემა ან, რაც, იგივჯა; (111.6) განტოლება. 

უპირველე! ის ყოვლისა შევნიშნოთ შემდეგი. თუ #(/) არის (111.1?) განტო- 

ლების ამონახსნი, მაშინ CC(0); საღაც C ნამდვილი მუდმივია. ასევე არის 

ამონახსნი; როცა C კომპლექსურია, ამას. საერთოდ, არა აქვს ადგილი. 

ამეტომ” შემდეგშ· (111,1) განტ ოლებ”ის ამონახსნთა. წრფივი კომბინაციის 

"ქვეშ ვ)გულ ისხმებთ წრფივ კომბინაციას ნა მღეიღი კოვგფიცი; ნტ;ბით; ამის 

შესაბამისად გავჯგებთ ამონახს5თა წრფივად დამოკიდებ 'ულებასა და დამოუკიდებ; 

ლობას. 

გაუგიბრობის თავ"დან ასაცილებლად, ამ შემთხვევაში ზოგ:-რ ლაპარაკი 

«გვექნება წრფივ კომბინაციის» და წრფ«ე:დ დამოკიდებულების ან დამოუკიდებ 
-ლობის შესახებ ვიწრო, გაგებით. 

(111, (:M) განტოლებას ამონახსნებთან დაკავშირე ებით კი “წრფივი კომბინაცია, 
წინანდებურად. ჩვეულებრივე აზრით, გვესმის (ე. #. დასაშვებია კომპლექსური 

კოეფიციენტები) და” ამეს შესაბამესად გეესმ ს წრფივად დაწო:”დღბულება ან და“ 

მოუკადებლობაც... , 
ვაჩვენოთ ახლა. რომ (111,1% განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ (ვიწ- 

რო. აზრით) ამონახსნთა რიცხვა, +(111,69) განტოლების წ“ფივად დამოუკიდებელ. 
(ჩვეულებრივი 'აზრით) „ამონახსნთა რიცხვის ტოლია. 

ვთქვათ, (111,1”) განტოლებას აქეს V წრფივად „დამოუკიდებელი · ამონახსნი 

დ9(თ =1,..., V), მაშინ (111,6) განტოლებასაც აქეს ამონახსნი C0%= (დმ, დმ): ეს 

ამონახსნები წრფივად დამოუყიდებელია ჩვეულებრივი აზრით. მართლაც, თუ 

"V 

: დი (/)=0, %, C დთ=0 
თ=I 

"სადაც C) კომპლექსური მუდმივებია, ე. ი..თუ 

?, C დი ()= ი 

Cთ=I 

მაშინ, მეორე ტოლობაშე კომპლექსურად შეუღლებულ მნიშენელობებზე გადასვლით 

და პირველთან შეკრებეთ, მივიღებთ , რომ ნამდვილი სიდიდეები Cი. + C%, დშ (ფე 

ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებლობის ძალით (ვიწრო გაგებით) ნულის ტოლია; 

ანალოგიურად მივიღებთ, რომ C-–-Cა=0, აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

ყველა C- ნულის ტოლია. მაშასადამე, თუ (111,69% განტოლების. წრფივად დამოუ- 

კიდებელ (ჩვეულებრივი აზრით) ამონახსნთა რიცხვი არის #, მაშინ X<#. 

„ვთქვათ, ახლა 

CV” დბ ()=9, 

2 
აქ
.
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დ'()=(უ%. დ"), თ=1, 2,.... (#, 

(111,6) განტოლების წრფივად დამოუკ–დებელი (ჩვიულებრივ” აზრით) ამონახსნე- 

ბია, ვაჩვენოთ. რომ ამ ამონახსნების საშუალებით შეიძლებ: შევ:დგინოთ (111,1") 

განტოლების ამდენივე წოფავად დამოუჯ-ადებელი ამონახსნი ( (იწრო გაგებით). 

მართლაც. ჩვე§ ვ-ცით, რომ 

თ9%V) = (§%, დ“). თ=1, 2...., · 
ვექტორი აგრეთვე (111,6?) განტოლების ამონახსნებია. ამიტომ ისინი წარმოადგე- 

ნენ დ? (/) უექტორ<ებეის წოფევ კომბინაციას, ე. ი. 

- 
"LC 

დ%70= 1) C.გ 0ჩ (0). თ=1, 2,..., I. ლო 

8=1 

ახლა შევნიშნოთ. რომ ვექტორები კომპლექსურად შეუღლებული კომპონენტებით 

თი (/) =#Cდ9 (/) + #29 (I) =(თ". CI), დს 

სადაც # ნებისმიერი, ნულიესაგან განსხვავებული. ზუდმივია, ხოლო 

ფ9 = (აზ (/) =/ დ?9 | # <9, თ=1, 2...., (+, 

აგრეთიე წარმოად),ნს (111.6) განტოლების ამონახსნებს. ამიტომ თ? ფუნქციები 
(111.19) განტოლების ამონახსნებია. # მუდმივი ყოველთვის შეგვიძლია შევარჩიოთ 

ისე, რომ თ? ფუნქციები იყოს წრფივად დამოუკიდებელი (ვწრო აზრით). მართ- 

ლაც, თუ თ", =1, 2..... I ფუნქციები შებმული არის ნამდვილკოეფიციენტები- 

ანი წრფივ თანაფარდობეთ, რომელთაგან ყველა არ უდრის ნულს. მაშინ ასეთიეე 

თანაფარდობით (იგივე კოეფ-ცაპენ ტებეთ) არის შებმული 'თ"(0 ' ფუნქციებიც, ასე 

"რომ, ამ შემთხვევაშე 99% ვ-ქტორებე წრფივად დამოკიდებულია. მაშინ დეტერმი- 

ნანტი წოფივა გარდაქმნისა, რომლიც აკავშირებს §)% ვიქტორებს C)% ვექტორ- 

ებთან და რომელიც (') და (2) ფორმულების ძალით ტოლია 

  

ჩC,,+ჩ MC “თ. MC, C + ნა ·-.CV 

ჩC:, M6 -#  ·-. ჩნ, _ Cა, C-:+6..-Cა , 

ჩCა, #Cაი "+. ჩCს. +# CV»: Cაა ''.C6ს.C 

სადაც 8 = +” ტოლი უნდა იყოს ნულისა, მაგრამ, ცხადია. ყოვილთვის შეგვიძ- 

ლია შევარჩიოთ # ისე, რომ ეს დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვ:ვებული იყოს. 

ჩ-ს ასეთი მნაშვნელობებასათვის თ% (7), Cთ=1, 2,..., #, ფუნქციები წრფივად და- 

მოუკიდებელია (ვეწრო აზრით), აქედან გამომდინარეობს, რომ, კერძოდ, »=V,



  

§ 11 11 1I1. სინგულარული ინტეგრალერი განტოლებები... 42! 

ეს კი ზ-მოთ “მიღებულ უტოლობასთან ეთად გვ”წვენებს, რომ (#=-V. და ჩვენი 

დ-ბულება დამტკიცბულია 35% . 

ამასთან ერთად. ჩეენ ვაჩვენეთ, რომ, თუ მოძებნილია (111.6) ფრედჰოლ- 

მის ერთგვაროვან» განტოლების წრფივად დამოუ:”დებელ ('ვიულებიივი აზრით) 

ამონახსნთა რამე სრული სისტემა (§9. დ”9), თ=1, 2..... , ჩვ-ნ მეგვ“ძლია მა- 

შინვე ავაგოთ ამავე განტოლების ამონახსნთა ისეთი სრულ ს-ს ტემა, რომელშიც 

დურ, 1=4%%, ე. ი. (9, %), «=19, 2. ...,V, სახის სისტიმ» და ვიპოვოთ (111,1“) 

ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამო უკიდებელ. (ვწრო აზო”თ) ამონახსნთა 

სრული სისტემა ჯ?, თ=1. 2,.... ". პირიქით, თუ გეაქეს M#=0 განტოლების 

წოფივად დამოუკიდებელ (ვ)წრო აზრით) ამონ:ხსნთა «+ სრული» სასტემა. „ვექ- 

ნება (111,6) განტოლების წრფივდდ დ:მოუკიდებელ (ჩეეულ.ბრივე აზრით) 

ამონახსნთა (უ%, ღი) სრული სისტემა. 

ზემონათქვამიდან გამომდანარეობს, რომ, თუ შევჰ;ლით (111,6) ფრედჰოლ- 

მის განტოლების ან. რაც იგივეა. (111, 4) სისტემს ამოხსნა, მაშნ შეგვიძლია 

(111.1) განტოლების ამობსნაც და, პირაქით, 

დავუბ“უნდეთ ერთგვაროვანი განტოლებიბის შემთხვივ:ს. თუ გამოვიყენებთ 

ზემოთ აღნიშნულ შიდეგებს (111, 15) გ” ნტოლების მიკავშირებულ– (111, ,2-) გან– 

ტოლებისათვის და მისა შისაბამის- (111,12) განტოლებისათვის და ასევე თუ გა- 

ვითვალისწანებთ ამ ბოლო განტოლების ამონახსნთა კავშირს (111.6) განტოლე- 
ბის მიკავშირებული (111.8) განტოლების ამონახსნი ებთან, “ომლებიც (111.10) 

ფორმულეთ არხის განსაზღვრული. მივდივართ შემდ-გ დასკენამდე. 

თუ 49%, თ=1. 2,..., V. (111.2) განტოლების წ“ფიედ დამოუკიდებელ 

(ვიწრო აზრით) ამონახსნთა სრული სისტემაა, მაშინ (დ, დ” ვექტორები წარ- 

მოადგენს (111.12) განტოლებას ამონ:ხსნთა წრფივად დ:მოუკ”დებელი (ჩვ-უ- 

ლებრივი აზრით) სრულ სესტემას, აოლო (459, 199% ვექტორიბი (111,6”) განტო- 

ლების მიკავშირებულე (111,8) განტოლ.:ბის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა 

სრული სღსტემაა. 

ფრედ)ოლმის განტოლები ს ცნობილი თვის; ბების თანახმად, მიკავშირე ბულ 

(111,6“) და (111.8) განტოლებებს წოფივად დამოუკიდ;ბელ ამონახსნთა ერთი და 
_ 

39 იმ შემთხვევაში, როცა იჯ(/ა. /)=0 (111,15) განტოლება „ადაიქცევა ფრედჰოღმის ჩეე- 
ულებოივ განტოლებად 

დ(/ხ)+ L / (ი, /% დ (/) ძ/=.0 
L · 

(ჩვენ #,-ის ნაცვლად დავწერეთ /). ამ შემთხვევაში ვიწრო გაგებით წრფივი კომბინაციის ცნე- 

ბის შემოღება მიზანშეწო:ილი არ არის; მიუხედავად ამისა ტექსტ“ი ნათქეამი ამ რემთხეევაLიც 

გამოსაყენებელია. თუ თ“, თ>--1, 2, ..., წ, წინა განტოლების ამონახსნთა წრთიეად დამოუკიდებე- 

ლი (ჩვეულებრივი აზრით; სრელი სისტემაა, მაში5 ვიწრო „აგებით წრლივად დამოუკიდებელ ამო- 

ნახსნთა სისტემა იქნება რ. ....რი#, 'ი1 – დ. .· ამდენივე წრი ივად დამოუკიდებელი (ჩვეულებ- 

რივი აზრით) ამონაზს5ი აქვს სისტემას, რომელიც მიიღება (111,4“) სისტემიდან, როცა /1ე (#ე./) =0: 

ამონახსნთა სრული სისტემა იქნება, მაგალითად, 

CI თს. (თ. 5, .... (დს, დხ), (Iდ1, –7დ!), +. (/დM, – 9) 
ჩვ ენ შემთხვევაში ტექსტში აღნიშნული რიცხვი V ტოლია 2.



422: . თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... ' (§ 111 

იგივუ, , რიცხვი აქვს. ამიტომ (111,1?) და (111,2%) ,მიკავშირებულ გპნტოლებებსაც 

წოფივად დამოუკიდებელ (ვ-წრო აზრეთ) ამონახსნთა ერთი და იგივე · რიცხვი აქვს. 

ეს. რიცხვი ორევ) შ)მთხვავაში აღვიშვული იყო V-თი. · 

4”. ჩვენ; დავადგინეთ (111,1) განტოლების ამონახსნის ამოცანის: სრული 

ეკვავალენტობა (111,4) ფრედჰოლმის ' განტოლებათა სისტემის ·ანუ, რაც. იგივეა, . 

ფრედჰოლმის (111.6) ვ)ქტორულე განტოლების ამოხსნის ამოცანასთან. მაგრამ 

შეიძლება (111,1) განტოლებისათვის დამახასიათებვლი ძირითადი დებულებების 

„ჩამოყალებება ისე,,რომ ამ ჩამოყალებებაში „ფრედჰოლმის განტოლებჯთა სისტემა 

არ მონაწილეობდეს. 

აი ფოედჰოლმის: თეოღრემებიას ან» ალოგიეური დებულებანი,, "რომლე ბიც ნაწი- 

ლობრივ უკვ) დავამტკიცეთ ზემოთ. 
.I1. ერთგვაროვან? (111,19 გამ ტოლების ! ' წრფივად დამოუკიდებელ ფიწრო 

აზრით) ამონახსნთა რაცხვ: სასრულია და მიკავშირებული „ერთგვაროვანი განტო- 

ლების წ ეფავად „დდამოუკადებელ (იგავე აზრით) ამონახსნთა რიცხვის ტოლია. 

II. თუ ერთგვაროვა§ (111.1). განტოლებას ან, რაც იგივეა, (111, 29: გან- 

ტოლებას ,ნულისაგან განსხვავებული. ამონახსნი არ გააჩნი»:,, მაშინ (111,1) არა- 

ერთგვაროვან განტოლება” ცალაახად. ამოზსნადაა ყოველ“ მარჯვინა მხარისათვის. 

III. თუ ერთგვაროვან (111,19: გპანტოლებას აქვს · ნ ულისაგან განსხვავებული 

ამონახსნი და. მაშასადამე.: მიკავშაირაბულ ერთგვაროვან განტოლებასაც: აქვს ნუ- 

„ლისაგან განსხვავებულ“+' ამო5ახსნი, მაშინ არაერთგვაროვანი (111,1). _განტოლება 

'ამოხსნადია მაშინ და მხოლოდ მაშან როცა დაცულია პირობები 

ი) წოდ“ ძI=0. თ=1,2,...,V, (141.14) 

სადაც თ” (I), თ=1, 2,.:., V' მიკავშარებული ერთგვაროვანი (111,2?) განტოლების 

წრფივად, დამოუჯადებელ (ვ-წ5ო აზრიეთ) ამო ნახსნთა სრული სისტემაა. 

L დებულება უჯვე დავამტკიცეთ 3? პუნქტში, IL დებულება პგრეთვ) შეიძ- 
ლება ჩაითვალოს, დამტკეცჯბულად, რადგან ' თუ ერთგეაროვან · (111,19%' განტოლე- 

ბას არ გააჩნია ნულისაგან განსხვაეუებული ამონახსნები, მაშინ. არც (111.4) სისტე- 

მის 'შესაბამის ერთგვაროვან სისტემას ექნება, ასეთი ამონახსნი, ამძტომ (114,4) 

სისტუმა ცალსახად · ამოხსნადაა ყოველ? /'(/ა) ფუნქციისათვის. თუ (§,. 9 "ს არის ამ 

სისტემის ამონახსნი, მაშინ (ი", დ)-ც აგრეთვე ამონახსნია. ამონახსნის ერთადერ-. 

თობეს ძალათ უნდა. შესრულდეს პირობა <7, =დ; მაშასადამე, ' “დ-=Cდ ი. იქნება 

Mა=/ განტოლების ამო5ახსნა ერთადერთი). 

გადავიდეთ III დებულებაზე. იმესათვის, რომ (1 11,1) განტოლება ამოხსზადი 

რტოს, ატცალებალ?ი „და საკმარისაა, რომ (111,4ტ) „სისტემა ან,“ - რაც. იგივეა, 

(1116) განტოლება: (ვექტორული) იკოს, ამო ხსნადი. ამ უკანასკნელის ამოხსნადო- 

ბის ჭირობები (აუცალებულ? ღა საკმარის) გამოისახება "წინა პარაგრაფის (110, » 

ტოლუოუბებიდან გამომდანარე ტოლობებით 

I... · : 
C MV)X%(0) ძ,=2, თ«=1, 2.... XV, L111,15)



§ 111) 1I1,. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები..; 423 

სადაც 79 (0; თ=1, 2...., V.. (111,6). განტოლების მიკავშირებული (111.8) 

ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ (ჩვეულებრივე აზრით) 

ამონახსნთა სრული სისტემაა. მაგრამ # (0 = (/, /). ხოლო წინა · პუნქტის ბოლო- 

ში ნათქვამის საფუძველზე, შეგვიძლია ავ-ღოთ V' 9=()=(49, (“ტიე ვექტორები. 

სადაც თ%=ფ4 (I). თ=1,.2,...,V. (111.2) განტოლების წრფივად ღამოუ კიდებელ 
(ვიწრო აზრით) ამონახსნი სრული სისტემაა. რადგან 

.· წთ7მ(0ე,=/(0) ტ5( 7) 65.0)” მიტომ ნთ07პ0=/09%%0+/Cთ 420 

( #0X+0#= (I0IM0«X+I /6%69-2%( /(0%0# 
L L L L 

„აქქდან კი გამომდინარეობს (111,14) და (111,15) “პირობების ეკვივალენტობა; ამ- 
რიგად, ა “თკორემა დამტკიცებულია. 

ისევე როგორც ფრედჰოლმის განტოლების შემთხვივეში, (111. 1) განტო-, 

=- ამონახსნიც შეეძლება წარმოვადგინოთ რეზოლვენტის ან განზოგადებული 

რეზოლვენტის საშუალებით, თუ შესაბამის , ერთგვაროვან განტოლებას აქვს ნული- 

საგან განსხვავებული ამონახსნი ან "განვიხილოთ ერთბაშად ზოგადი შემთხვევა, რო- 

დესაც ,ერთგვაროვან განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს ნულისაგან განსხვავებული 

ამონახსნი, ვთქვათ, დC9 (/) და დ“ (),; თ=1, 2,..., V (111,1წ) .და (111,29) მიკავში- 

რებული “ერთგვაროვანი განტოლებების: წუნია დამოუკიდებელ (ვეწრო აზრით) 

ამონახსნთა სრული სისტემე. აბია: შევადგინოთ ფუნქციათა ორი სისტემა ნ? (V/). 

შზ.(/), თ=1,. 2,...,.V, "რომლებიც ეკუთვნიან MI კლასს 4 მ, და ისეთები, რომ 

IM6 ( ღ9 (/) ღჩ თ ძ/(=წაგ, ხი / დ (() უჩ (7) ძ/ = მაგ. 

სადაც ბაა= 1, ბაგ=0, როცა თ5-ჩ, და განვახილოთ' (111.1; გან ტოლებასთა ნ 

ერთად შე2დეგი "განტოლება: 

დ(0)+ | ის (ს 0 2(04/+ ( თხ. 0 9(0(=/60)..  (L1I.16 
ჯL L 

სადაც ' 

ის (6, 0=/C6, 0. + 9, უზი ((. 
C=L| 

(111,117) 

წხ ((%, 0)=VI9 (/%. 0 + – უ" (7) §%0). 
C%- 

  

" 

4 განზოგადებული რეზოლვენტის ასაგებად აქ გამოყენებული ხერხი წია პარაგრაფის 
პ. 4“ წი, ფრჭდჰოლმის განტოლების სისტემისათვის მითითებული ' ხერხის კერმშო შემთხეევას წარ- 
მოადგენს. 

«0 განზოგადებული რეზოლვენტის ჯსაგებაღ ეხ“ პირობა აუცილებელე“არ ა5ის. მაგრამ. ის” 
გამოჯენებული იქნება შემდ;ომი მსჯელობისათვის.



424 ღავი V. სინგულარული ინჭეგვრალური განტოლებანი.., (§. 111 
  

ზუსტად «მის ანალოგიურად, ოოგორც § 52-შე გაკეთდა (შდრ. § 101, პ.19, 

ადვილად ვაჩვენებთ. რომ (111.19) განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან განტო- 

ლებას არ გააჩნია ნულისაგან განსხვავვბული ამონახსნი, მაშასადამე, (111,16) 

განტოლება. ნებისმიერი მარჯვენა / (/) მხარისათვის ცალსახად- ამოხსნადია; (111,16) 

განტოლების აძონახსნი ამავეჯდროს იქნება გამოსავალე (111,4) განტოლების ამო“ 

-ნახსნი, თუ დაცულია ამ განტოლების ამოხსნადობის (111,14) პერობა (აუცილე- 

ბელი და საკმარესე). დამტკიცებას მკითხველს მავანდობთ. 

ახლა შევადგინოთ ფრედჰოლმის განტოლებათა სისტემა, რომელიც (111;16) 

განტოლებასთა5 ისეა დაკავშერებული. როგორც (111.4) სისტემა არას დაკავში- 

რებული (111.1) განტოლებასთან, ანუ, რაც იგივეა. (111.6) განტოლების ანალო- 

გიური ფრედ!ოლმის ვექტორული განტოლება 

რდყაე+ წთ“ იდიძი=#-V), (111,18) 
L 

სადაც რ ()=(ჯ. დ”). # (0-=(/. 7) ღა. 

. (რ (0 ჩ 1771 (/ე+7) 
„I (I. 0= . ,(0I1,19 

ა (I. 0) 1”/!, (76, 1) 

ვთქვათ. ჯ (/ა. 7) = IX/(/ი. #)ს-/.ი (111,1მ) განტოლების რეზოლვენტაა, ასე 

რომ, ამ განტოლების (ერთადერთი) ამონახსნი მიიღება ფორმულით 

დია=ჩძ)+ I რ. 0 ჩ0 « 

ან სკალარული სახით 

90=/00+ | თ (%- 0/(0+ | #6, 0.76 4. 
L L 

#6)=700+ | აა” 
1“ 

რადგანაც (111,18) განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, ამიტომ, რო- 

გორც ზენოთ იყო აღნიშნული, დ” (/) =Cდ(1); ამასთ:ნ დღ (/) წარმოადგენს ამ:ვე დროს 
(111,16) განტოლების ამონახსნს, თუ შევნიშნავთ, რომ წინა ორი ტოლობის 

მარჯვენა მხარეებს ნებისმიერად არჩეული / (()-სსათვეს უნდ ჰქონდეს კომპლექსუ- 
რად შეუღლებულე მნიშვნელობები,- ადვილად დავასკვნით, რომ 

%2) (/ი· 11=+%)2 (/ი, !)!, (5 (ჩი: ი=X (7, 4) 1”. 

შემოვ“ღოთ :ღნიშვნები ' 

“ე ((ბ. /)=1ე (ჩი: /) ე (/ი: 7)=72 (7. /) 1.



§ 111) 111, სინჯ;ელარელი ინტეგოალური განტოლები ბი... · 425 
  

მაშინ (+ (/.. () მატრეცი წარმოიდგინება შემდეგია სახ“თ: 

| “(0 00 1“7:90. ' 

? (/ი. “ (111:.2ა) 

წი (/M- 0) (100) 1 

რომელსაც #!I (70, () მატრიცის ანალოგიური სახე აქვს. 

ამს შესაბამისად (111,1) განტოლების ამონახსნი (უფრო ზუსტ.დ ე“თ- 

ერთი ანონახსნი. თუ V>>0), როდესაც დაცულია (1:1.14) პირობა, გვ-ილევა 

ფორმულით 

«6)-=/00+ | თ 6.90 /04> | % ეა“. 
L 

7, (/ი· 0) და X§ (/ი, /) ფუნქციების წყვილს შეიძლება ვუწოდოთ შესაბამისად 
(111.16) განტოლების რეზოლვენ ტა და (111.1) განტოლების განზოგაღებული რე“ 

ზოლვ-ნტა. · 
თუ გამოვიყენებთ წინა შედეგებს (111,16) განტოლების მიკავშერებული 

ს()+ | (ი (090 (+ | MM, ხ)7 0 =CV). (11.22) 

განტოლებისათე-ს, და თუ მხედველობაში მივაღებთ კავშიოს. რომელიც არსებობს 

ფრედჰოლმის მიკავშირებულ განტოლებათა სისტემების ან მაკავშარებული ვ:ქტო- 

რული განტოლებების (მატრიცულ) რეზოლვინტებს შორ:ს (იხ. წანა პარაგრაფის 

ბოლო), ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (111,20) განტოლების (ერთადერთი) ამო- 

ნახსნი გვეძლზვ· ფორმულით 

ს (ა=60ა+L %, (7. ა) # (0 #+| “(. (ანრის (111,223) 

ეს ამონახსნი ამავე დროს წარმოადგენს (111,1) განტოლების მიკავშირებული გან- 

ტოლების (ერთ-ერთ) ამონახსნს, თუ დაცულია ამოხსნა ადობის შემდეგი (აუცილე- 

ბელი და საკმარისი) პირობები: 

IL#8 წვე #9 (/)ძ/ =0. (111.24) 

L 

სადაც: დ” (/). თ=1, 2,...: V წარმოადგენს '(111.1') ეოთგვაროვანი განტოლებას 

წრფივად დამოუკიდებელ (ვიწრო აზრით) ამონახსნთა სრულ სისტემას. 

MI (/ი- მ), ჩე (/7ა, /) ფუნქციებს შორის არსებობს თანაფარდობა, რომე- 

ლიც უშუალოდ გამომდინარეობს წინა პარაგრაფის (110.18) თანაფარდობიდან 

4“ (/ა, /)+/1(ა. /()=– 1 /! (/ე. /) ჯ(/. 0 ძნ. 

რ...



426, თაკი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... (§ 112 
  

+ (/ი· /1+V/! (/ი. 71=– ქ #7 (/ი- 0 MI V,, 0ძ/, 

L 

სადაც ამჯერად V (/-. 7) და /I (/-. /) აღნიშნავს მატრიცებს, რომლებიც განსაზღ. 

ვრულია, (111, (19) და (111.20) ფორმულებით. ყრვილი წანა ორი მატ”იცული 

დამოკიდებულება გვაძლაეს ოთხ სყალარულ დამოკიდებულებას. მაგრამ ამ ოთხი- 

დან მხოლოდ ორია დამოუკადებელი: დანარჩენი ორი მიიღება შეუღლებულ მნიშე“ 
ნელობებზე "გადასვლით. მათ ამოწერაზე არ შევჩერდებით. 

§ 119. სინჯულარული ინტეგრალური განტოლებანი, რომლებიც შეიცავენ 

საძიებელ ფუნქცრასთან ერთად მის კომპლექსურად შეუღლებულს მახასიათებელი 

საწილს გარეთ.  .. | 

· გადავდეთ ახლა ამ კარის შესავალში მოხსენე ბუ ლი სინგულარული ინ- 

ტეგრალური განტოლების განხილვაზე | 

M=40)“0)+ 52 |? 9(0 4 | +L ი0.09204+ 
L 

  
L-–-ჩ% 

+ ( M, (I. 0) 0) #=/V0), 7(112,1) 

L 

სადაც L უბან-უბან გლუვი წირია, 40). 8(/).. #, (%. 0, .#,(/#-- 4, / (#) L-ზე 
მოცემული 77 კლ:სის ფუნქც:ებია, ხოლო ·დ (I) საძიებელი ფუნქციაა L' წირზე. 

ასეთ განტოლებაზე დაიყვანება დრეკადობის თეორიის ზოგიერთი ამოცანა, 

რომელთაგან ორზე ქვემოთ იქნება ნათქვამი. | 

ეს განტოლება „გ. მანჯავიძის მიერ I11) (3) გამოკვლეული. «ყო ამ თავის 

1 კარში გადმოცემული (სათანადოდ სახეშეცვლილი) მეთოდის გამოყენებით. მიღე- 

ბული” შედიგები ხსენებულ განტოლებაში მიღებული · შედეგების ანალოგიურია და 
მათ განხოგადებას წარმოადგინს 3). ამიტომ იქ.” სადაც ეს გართულებებს. “არ გა“ 

მოიწვევს, დეტალურ დამტკიცებებს-არ მოვიყვანთ. 
(1121) განტოლების მიკავშირებულ განტოლებას ,ჩვენ 

ვუწოდებთ | 

I(X-5ლ=#4()9%(,)– L – | 203402 1 ( ჩხ 0-4) %(0.« + 
: # 

+ | ს I1 90 ძ=9(0ა (2,2 

განტოლებას, სადაც (« (IV) ჩ კლასის მოცემული ფუნქციაა. # და M” ოპერატო- 

41 გ. მანჯავიძემ განიხილა” მბოლოდ ის შემთხეევა, _ როცა # შედგება გლეეი შეკრული კონ- 
ტურებისაგან,, რომლებსაც არა აქვო საერთო წერტილები (ამ შემთხვევაში „კვანძებს“ წარმოადგე- 
ნენ მოცემული ფენქციის წ ეეტის წერტილები); მაგრამ შედეგები, თითქმის ყოველგვარი ცვლილე- 

ბის გარეშე, ვრცელდება ტექსტ?ი განხილულ "შემთხვევაზეც..



§ 112) 1I1. სინგულარული, ინტეგრალერი. განტოლებები... 427 

ე 
  

რებს ჩვენ ვუწოდებთ მიკავშირებულ ოპერატორებს #9, შ:მდგომში 

ჩავთვლით; რომ წარმოებული. /” =- , "სადაც § რკალური აბსცისაა, ე კუთვნის 
§ 

ჩი კლასს, ე. ი. L "შედგება ლიაპუნოვ-ს რჯალიბისაგან. 

(112, დ (112,2) განტოლეზების დ (I) და # (I). ამონახსნებს ჩვ-ნ მგოვჰებ- 

ნით M" კლასში ' 

Mა ოპერატორს, რომელიც განსახღვრულია ფორმულით 

8 აა (101 
I90დ = 1(%) 7 (7) + -––- | 4 _- (L12.8) 

– 9 
L 

  

ჩვენ ვუწოდებთ M ოპერატორის მახასიათებელ ნაწილს. I ოპირატო- 

რის მიკ: ვშირიბულ ოპერატორს წარმოადგენს” MV” ოპქრატორი (ამ შემოხვივაში 

მიკავშირებული ოპერატორების გ: ნმარტება ემთხვევა წონას), განსახღვრული წინა 

ფორმულით 

8(0)+()“ ძ! 
112,4 ი 6I2,4) იე, 1 (ML= 40)4()- -- | 5. 

· სრ  %LL, 
L 

უშუალო შემოწმებით ადვილად დ: დგინდება. , რომ თუ დღ და # #-ზე ნებისმიერი 

ფუნმციიბია 77" კლასიდან და თუ ყოვ-ლი კ კვანძის- მედამოში ერთ-;რთი მათგანი 

„ეკუთვნის //2 კლასს; მაშინ ადგილი აქვს, ტოლობას 

იდ | აMM= ი | დM„ სძI. (112.5) 

L L _ 
ეს ფორმულა, როგორც ადვილად ჩანს, დაიყვანება დ5. 10) ფორმულაზე იმ შემთ- 

ხვევაში, როცა #) (/ა, !)= =0, ე. ი., როდესაც, განსახილველი სინგულარული გან- 

ტოლება დაიყვანება L კარში“ განხალულ გან ტოლებაზე 19. . 

ჩავთვალოთ, რომ ჯCმ და. I” ოპერატორები ნორმალური “ტიპისაა, და ამის 

შესაბ:მისად ვეტყვეთ, რომ #დ =/ და MLL= წ. განტოლებებ; ან # და M#” ოპე- 

რატორები ნორმალური ტიპისაა. 

”. 2. <=0 განტოლების · ამონახსნების ნე ებისმიერი "წრფივი კომბინაცია ნამ- 

'დველი (მუდმივი) კოეფიციენტებით 'კვლავ წარმოადგენს ამონახსნს, მაგრამ” ამს, 

“საზოგადოდ, „არა აქვს ადგილი კომპლექსური , კოეფიციენტების: შემთხვევაში; ანა- 

ლოგიფრი ვათარება გვაქვს #'V=0 განტოლებისათეისაც. 

აქედან «გამომდინარე, ისევე, როგორც: წანა პარაგრაფში განხილულ ანალო- 

გიურ შ; მთხე: “ვებში, ამ პარაგრაფშრიც წრფივი კომბინაციის ქვეშ ვიგუ- 

ლისწმებთ: წრფიე კომბინაციას ნამდვილი“ (მუდმივი) კოვფიციენ.- 

ტებით (ე. ი. წრფივ. კომბინაციას ვიწრო- აზრით) და ამის შესაბამისად გავი: 

გებთ წრფივად 'დზმოკიდებულება ას; ან წრფივად. დამოუკიდებლობას. 
“ 

49 ახეთი განსაზღვრის მიზანშუწონილობასთან დაკაეშირებით იზ. წინა პარაგრაფი ნათქვამი' 
(+ იხ, სქოლიო 416 გვერდზე.- '



428 თაეC V. სისჯულიარული ინტეგრალური განტოლებანი... (§ 112 
  

3, M=/ და #”ს=/ყ/ განტოლებების ამოსახსნელად და გამოსაკვლევად 

'შ-გვეძლია მივმართოთ I კარშე (96.1) და (96,2) განტოლების ამოსახსნელად გა- 

მოყენიბული მეთოდ-ს ზუსტად ანალოგიურ მეთოდს. 

მართლაც, M#MდCდ=-/ და MI თ => განტოლებები გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

Mი=,--. (112,6) 
და შესაბამისად 

MI =“--”ჭ. (112,7 
სადაც | 

· Mდ= (| #,(/. /)დ(0 ძ/ + 1 X% I 0 <(00! (112,8) 
, L ·L 

და “ 
L8= | IM, (I, (I)დ (0) 4#(+ | M. (I, /) ს 0 რ. 012,9 

) , 

ჯერჯერობით (111.6) და (112.7) განტოლებებს მარჯვენა მხარეებ- განვიხილოთ 

როგორც ცნობილე ფუნქციიბე. 

ზუსტად ისეე, როგორც I კარში (§§ 99, 100) შეიძლება შემოვაღოთ. #%=/ 
და M” ე = ჟ განტოლებების ამონახსნთა კლასებად დაყოფა და განვმარტოთ მიკა- 

ვშირებული /(6,.... 6) და /I=/(0 4...» C„) კლასები. X% =/ განჭო- 
ლეიბის ანუ M ოპერატოლის ინ დექსს ჩვენ ვუწოდებთ Mმსმ ოპერატორის ინდექსს; 

ანალოგიურად M” ს = 7 განტოლების ანუ MX" ოპერატორის ინდექს ვუწოდებთ 

IV ოპერატორის ინდ;-ქსს. მიკ:ვშირებულე განტოლებებეს მეკავშეირებულია კლა- 

სის ინდექსები X და X” დაკავშირებულია დამოკიდებულებით 
(< =-–-%. 

M ოპერატორის ან Mდ=/ განტოლების მოცემული ML კლასის 2(/) კანონ ი- 

კურ ფუნქციას ვუწოდებთ MVმ ოპერატორის ანუ M90C=/ განტოლების ჩ კლასის 

კანონიკურ ფუნქციას. 

4“. თუ ამოვხსნით (112,6) განტოლებას § 97-ის ფორმულებით ისე. თეთ- 

ქოს მარჯვენა მხარე იყოს მოცემული“ “ფუნქცია, მივალთ § 99-ის შედეგის ანხალო- 

გიურ შედეგამდე: როცა %X >>0 (112.1) განტოლება, მოცემულ #'(C....., 6) კლას- 

ში ამონახსნების მოძებნის აზრით. ეკვ)ვალენტურია ფრედჰოლმის ტეპის განტო- 

ლიბის 

M2=<5()+ ! M, (I. 0) დ(,) ძ,+ L M, (7. 1) დ(I) ძ/=/"(),,  (112,10) 

L L 
სადაც · 

_ იცა ნჩ'ყე?ი) "ხრ. 09, 
M, (7, I)= 44” (4) ჩ, (/ა. /)–– –-– 2"... – , 
8. _ = ) 2()0,-–ჩ) 

.· · (112,111) 
–,. 370703 ' M 0, 09, M, (I), 0მ= 400 Iს) (I 1 #0 + 8 მირი | ლასე ელე. 2(0, 0 (ი) #(Cს )+ > 70ე ური, 

  

L
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/' (7) =M" ( (%)) + 8" (4) 2(/ი) #/--, (ა) (112,12) 
და სადაც, როგორც § 97-ში, 

ტი _ 40 80 __ (112.13) 
40 –-8!()' “ 4000-8170). 

· ს): 8"() 2) ( _ (09! . 
1ე) == – _ აე 1 ('/0ა=4“0ა/ძა– 22 (0-0; 024 

ჩ,. (I) აღნიშნავს კომპლექსურკოეფიციენტე ბეან პოლინომს, რომლის ხა- 

რისხი არ აღემატება X-- 1; როცა X#=0, #/.) (7) =0. 

" როცა «# <2 0 (112,1) განტოლება». ეკვიკალენტურია (იმავე აზრით) (112,10) 

განტოლებისა. რომლის მარჯვენა მხარეში უნდა ჩავთვალოთ. რომ #,,_ -1 ((001=0, და 

შემდიგი დამატებითი პირობების ერთობლიობისა 

· L'I(I)) ძ( | ი,იდ0 4+L. ცოდო #-I 0 «, 
L L L 

7 (112,15) 

ჯ=0, – _–.-_ 1, 

სადაც 
  

  0,(I)= (+ ჩ. ეს ძ,, ხ.(ი=! ე“ ილ 0 (CL ძ,.  (112.16) 

M L 

თუ ანალოგიურად მოვ-ქცივეთ (112,2) ს ანტოლების 'მეკავმირებული გან- 

ტოლებისათვის, სახელდობრ, თუ ამოვასნით (112,7) განტოლებას § 98--ს ფორ- 

მულით. ისე, თითქოს მარჯვენა მხარე იყოს მოცემული, ადღვ-ლად მ“ვ“ღებთ წინა 

შედეგების ანალოგიურსა და § 100- ში მიღ-ბული შედიგებ:ს მსგავს. (ამას მკითხ- 

ველს ვანდობთ). 
5ს, თუ პოლინონს მოცემულად ჩავთელით. (112,10) განტოლება ეკუთვნის 

ჯ 111-ში განხლულ ტიპს, მხოლოდ იმ განსხვ:ვ-ბით, რომ M, (ე. ჩი). M.(0. 

ფუნქციებს, ასევე, /” “ა ფუ უნქციას შიეუჰლია იყოს შ; „მოუსაზღვიელი ზოგიერ- 

თი კვანძის მიდამოში. მაგრამ ზუსტად იმ-ს „ნალოგიურად, როგოოც § 161-ში 

მოვიქეცით, ეს განტოლება "შეიძლება დავაყვნოთ სახეზე, სადაც. VV, (ჯი. 7), 

M. (I). 1), /"(I(უ-ის მაგივრად მონაწელ“ობს შ-მოსახღვრული ფუნქციები, ისეძე 
როგორც § 111-ის (111,1) განტოლებაში /I, (/ე. 7), /ე (/ი: 2). / (/(ი) ფუნქციები. 

(112,10) განტოლებასთან · ერთად მოგვიწევს განვიხილოთ მასთან მიკავშირე- 

ბული ერთგვაროვანი განტოლება M #=0, "სადაც M-ის მიკავშირებული M” ოპე- 

რატორი განისაზღვრება ფორმულით (ახ. § 111) 

V სლ=6V)+ | MV. Iუ1490) ძ/+ (| M.(-.Iუზთოში. (112,17 

„ამ განტოლების განხილვა აგო-თვე შეიძლება მიევ-ყვანოთ განტოლების განხილვა- 

ზე, სადაც MV, და M; მაგივრად გვექნება შემოსახღვრული ფუნქციები 7, და /1ე, 
მსგავსად იმისა, როგორც ეს გაკეთდა § 101-ში.
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„ თუ ჩავატარებთ § 101-ის მსჯელობის . ანალოგიურს და ვახარგებლებთ ამ 

შემთხევევაში § 111-ის” შედეგებით, მივალთ შემდეგ დასკვნამდე., 

. ერთგვაროვანი M»ი =0” განტოლებას წრფივად დამოუკპდებელ 11 (აასოლუ- 

ტურად ინტეგრებად) ამონახსნთა (ეს, ამონახსნები ეკუთვნის /#.კლასს და, გარდა 

ამისა. /7; კლასს განსაკუთრებული კვ:ნჰებეს მჯადამოშა) V რეცხვ2 “სასრულია და 

ტოლია მიკავშირებულე ერთგვაროვანი M-8=0 განტოლების წოფივად დამოუკი- 

დებელ . '( შემოსაზღვრულ) “ ამონახსნთა რიცხვესა (ეს ამონახსზები“ ეკუთვნის MM. 

კლასს. და ამავე დროს ეკუთვნის ·//7ე კლასს ყვალა არაგანსაკუთრებულ ა კვანძე. 

ბის მიდამოებში). · 

ვთქვათ, /” (/) აღნიშნავს # კლასის ფუნქციას, რომელიც.. გარდა ამის), „7; 
კლასს ეკუთვნის ყველა განსაკუთრებული კვანჭის: მადამოში. ს ” 

Mჯ=/" -განტოლების დბსოლუტურად ინტეგრებად. ფუნქცაათა “კლასშე) 

ამოხსნადობის პუცილე ბელე და საკმარღსა პერობა მდგომარეობს იმაშე, რომ 

6 "თაი ძ!(=0. 1=1, 2,..., V, “(112,18) 

L 

სადაც 4,(ე) M”ს=0 განტოლების წრფივად. დამოუკიდებელ. (შე მოსაზღვოულ)” ამო- 

ნახსნთა სრული- სისტემაა: 

Mჯ=/" განტოლების ყველა (აბსოლუტურად ინტეგრებადა) ამო5ახსნი. ეკუთვ- 

ნის-/ კლასს “და. გარდა ამისა, /#7გ „კლასს განსაკუთლღებული კვანძების მედამოში. 

ანალოგიური. შედეგები პდვილად მიიღება Mდ=/" განტოლების მიკავშირებუ- 
ლი MსV=(წ? განტორებისათვიეს. 

6”. § 111,:პ, 5“-ის შედეგების საფუძველზე, „ანალოგიურად იმესა, "როგორც 

§ 101-შა „გაკეთდა, ადვილად  დადგინდება' .L, ((%, 0 და IV (რ. /) ფუნქციების 
არსებობა, რომელთაც აქვთ შემდეგი თვისებები: 

L I" = MI) + L L, ((, 0./"(0 ძ/+ | I ((0 0)/"(ე)ი (112,19) 

–_” L 

ფორმულით განსაზღვრულ ოპერატორს # კლასას ყველა /” ფუნქც2:ა გადაჰყავს 

იმავე კლასის ფუნქციაში, ხოლო ' 

LI იმჩ= თ0)+ | I 0, #) დ" (0 ი/+ ( ცოი, Iაი-'ტ! (112,2თ) 

ჩ. # 

ფორმულით განსაზღვრულ L ოპერატორის მიკავშირებულ L” ობერატორს, 

კლასის (I-ის: მიკავშირებფლია) ყველა დ“ ფუნქცია გადაჰყავს იმავვ კლასას ფუზქ- 
ციაში. 

შემდეგ, თუ (112. 18) პერობა დაცულია (112,10) განტოლებას ამონახსნი 

(უფრო ზუსტად ერთ-ერთი ამოწახსნი) გვეძლევა ფორმულით 

-დ (%) =L /“ (#)- (112,21). 

4 როგორც შეთანხმებული ვიყავით, წრფივად დამოუკიდებლობა გეესმის ვიწრო აზრით.
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ანალოგიურ შედეგს აქვს ადგილი M ს =/” განტოლებისათვისაც, 
7”. ჩვენ დავ-ნახეთ, როცა X >0; (112,1) განტოლება.(ამონახსნთა /L კლას- 

ში მოქებნის აზრით) ეკვივალენტურია (112,10) განტოლებისა, რომელიც მარჯვენ» 
მხარეში შეიცავს ნებისმიერ, კომპლექსურკოეფიციენტებიან #ჩ,.. () პოლინომს. 

„ეს პოლინომი „ახლა წარმოკადგინოთ ” და III, |= 0. 1,,... X–1 ფუნქციების 

ნამდვალკოეფიციენტებიანი წრფივი კომბინაციით 

ნ.., ((I)=4, თ, LIი) +#4ე თ; (/ჩ)+.-:-+ 4: თ, (/). (112.22) 

,/„ "სადაც თ, (70), თ (%),..., C.» ((ი) აღნიშნავს გარკვეული რრ“გით აღ-ბულ 1. ((. 
I=0, 1,,.., #+--1, ფუნქციებს, ხოლო ,1,, 41),..., #1, ნებისმიერი ნამდეულე მუდ- 
მმივებია. ამის შემდეგ შემოვიყვანოთ აღნიშვნა - 

.. 1 “ ჰ 

2,=IM6 | #4, (/) LM” (V) ძ,, (=1, 2..... V. (112,23) 

სადაც M#"”/ განსაზღვრულია (112.13) ფორმულით, ხოლო #,(L),. I=I. 2..... V 

Mა=0 განტოლების წრფივად დამოუჯიდიებელი „ამონახსნთა სრული სისტემაა. 

ამ აღნ“შენებით (112.10) განტოლების ამოხსნადობის (112.1+.) პირობა წარმოიდ- 

გინება შემდეგი სახით: 
27 

1, სერლ=მშ. #=1.....V (112.24) 

მღ! 
სადაც '+ #(I) ფუნქციისაჯან დამოუკიდებელ: განსაზღვრული ნამდვილი ვ3უღმე- 

ვებია: I +,ჯ1 მატრიცის რანგს ჩვენ აღვნიშნავთ 0-თი: 
ვამსჯელებთ ისე; როგორც. § 102-ში., დავრწმუნდებეთ. ,რომ (112.24) 

სისტემის ამოხსნადობის პირობას და, მაშასადამე M#ჯ=/ განტოლების / კლასში 

ამოხსნადობის პირობას აქეს სახე 

M6 | XIს/0V)ძ=0. /=1. 9... V–# (112,25) 
L 

სადაც #,(1) გარკვეული სახის, წრფივად დამოუჯ-დებელი #” კლასის ფუნქციებია 

და რომ ერთგვაროვანი Mჯ =0 განტოლების /, კლასის ამ წრფივად. დამოუკიდებე- 

ლი ამონახსნთა |! რიცხვბ განისახღვრება ფორმულით 

I=2#X+V–ი. (112,26) 

იმ შემთხვევაშე. როცა X <0. #დ=/ განტოლების /, კლასში. ამოხსნადობის პი- 

რობა აგრეთვე დაიყვანება (112.25) სახის პირობაზე, მაგრამ ამ შემთხვევისათვის 

უნდა ავ-დოთ /=1, 2,..., V, V+1,..., V--თ, სადაც 0 =0C=<-- 2X%. 

ანალოგიურ შედეგს აქვს ადგილი Xდ=/- განტოლების მიკავშირებული 
M” ს=,> განტოლებისათვის, ' 

კერძოდ, აღვნიშნოთ, რომ „წინა მსჯელობის საფუძველზე Mდ=0 ერთგვარო- 

ვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვ» სასრულია. იგივეს 
აქვს ადგილი მიკავშირებული "ერთგვაროვანი #” ს=0 განტოლებისათვის.
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გ”. ახლა ადე“ლე დასამტკიცებელია ძირითადი თ;ორემები, რომლებიც ეხება 
M5=/ და M” ს =ყწ . განტოლებებს და რომლებიც. ჩვენს შემთხვევაში ცვლის 

ს 102-ის თ-ო“ემებს. 

თეორემა I. Mდ=/ განტოლების მოცემულ # კლასში ამოხსნა- 
დობისსცთვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ 

6 I M;(I)/ (1/)ი1=0. '... (112,27) 

სადაც ბ,, /=1. · I! მიკავშირებული ერთგვაროვანი M/9 =0 

განტოლების, ს მიკავშირებული ”' კლასის, წრფივად დამოუ- 

კიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემაა. 

თეორემა II. მიკავშირებული ერთგვაროვანი M5<=0 და M”ს%=0 

განტოლებების მიკავშირებული /# და ” კლასების წრფივად 

დამოუკიდებელი ამონახსნთა I და I რიცხვების სხვაობა Mდ=0 

განტოლების #/ კლასის გაორკეცებული Xჯ ინდექსის ტოლია: 

| M=29X. (112,28) 

«გივე დასკვნას აქვს ადგილი. თუ M#ჯ=/ და M”ფ=(წV განტოლებებს როლებს შე- 
ვუცვლით. 

ჯერ დაიამტკიცოთ 1 თეორემა. (112,27) პირობის აუცილებლობა უშუალოდ 

გამომდინარეობს (112.5) ფორმულიდან, რომლის საფუძველზეც Lდ=/ განტოლე- 

ბეს ჩ კლასის დ (1) ამონახსნსათვეს 

I- | /იფიძ= წი | 9%,(/(1)M§ (/)ძ(= 06 | დ (/) #” 4, (/) ძ/=0. 

1 L L 
დავამტკიცოთ ამ პირობის საკმარისობა. როგორც პ. 7“-ში ვაჩვენეთ, M#§5%=/ გან- 

ტოლების / კლასში ამოხსნადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა დაიყვანე- · 
ბა შ-მდეგი სახის დამოკიდ-ბულებაზე: 

”Mი | XV)/(01ძ(=0, /=1, 9..... #, ”112,29) 
L 

სადაც 2(1) M” კლასის რაიმე ფუნქციებია. (112,27) პირობის საკმარისობა დამტ- 

კიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ (112,29) პირობა: წარმოადგენს (112,27) 

პირობის შედეგს. ამ მიზნისათვის ვისარგებლებთ მრავალჯერ გამოყენებული ხერ- 

ხით. სახხლლდობრ, ვთქვათ « (I) // კლასის ნებისმიერი ფუნქციაა Mდ=MV გან- 

ოლება ამოზსნადია /I კლასში (#7 კლასშიც კი). მაშასადამე, აუცილებელია, რომ ტოლე კლ კლასშიც კი). დამე, აუცილებელ 

0= IX C +, (I) «6 (1) ძ/ == სა ' 8(I)M” (0) ძI. 

L L 

იმის გამო, რომ «(I!) ნებისმიერი ფუნქციაა. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

M” #,(/1)=0. მაშასადამე, »,(7) ფუნქციები წარმოადგენს ს/(/) ფუნქციების წრფივ 
კომბინაციას, ეს კი ამტკიცებს ჩვენს დებულებას.
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გადავიდეთ II თეორემის დამტკიცებაზე და პირველად განეიხილოთ შემთხვე- 

ვა, როცა X >>90. ამ შემთხვევაში #Mდ=/ განტოლების /# კლასში ამოხსნადობის 

აუცილებელ და სამარის პირობას აქეს (112,25) სახე, სადაც 2, (/), 2; (1),..., 

ა-ი (1) ” კლასის წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქციებია. მეორე მხრივ, / კლას- 

ში ამოხსნადობის აუცილებელ და საკმარის პირობას წარმოადგენს (112,27) პი- 

რობა. ამრიგად, თუ /#ე კლასის რაიმე /(ჰ) ფუნქცია აკმაყოფილებს (112,25) პი- 

რობებს, მაშინ ის დააკმაყოფილებს (112,27) პირობებსაც და პირიქით. აქედან 

ადვილად დავასკვნით 45, რომ #,, ჩე,..., ჩაი წარმოადგენს. «, (,..., #, ფუნქ- 
ციების წრფივ კომბინაციას (ნამდვილი კოეფიციენტებით), და პირიქით, ამრიგად, 

L=V– 06. ეს ტოლობა ადრე დამტკიცებულ (112,271 ტოლობასთან ერთად მიგ- 

ვიყვანს საჭირო (112,28) ტოლობასთან. 

იმ შემთხვევაში, როცა X<0, შეგვიძლია ჩავატაროთ ანალოგიური მსჯელო- 

ბა Xდ=0 განტოლების მიკავშირებული M” სდ =0 განტოლების მიმართ, რომლის 

ინდექსი X= – X დადებითია, რაც მიგვიყვანს საჭირო შ;დეგამდე. ამრიგად, II 

თეორემა დამტკიცებულად შეგვიძლია ჩავთვალოთ. 

შენიშვნა. კერძო შემთხვევაში, როცა #ე:(/, 1) ფუნქცია იგივურად ნუ- 

ლის ტოლია, ეს შედეგები, რა თქმა უნდა, ემთხვივა § 102-ის შედეგებს, თუმცა 

გარეგნული სახით ცოტა განსხვავდება იმათგან. გარეგნულ განსხვებას ის ქმნის, 

რომ აქ წრფივად დამოკიდებულება გაგებულია სხვაგვარად, ვიდრე § 102-ში, სა- 

ხელდობრ, ვიწრო გაგებით. 

მართლაც %%, ვთქვათ, #ე (/:. ()=0 და C,, დე,..., დ, #დ =0 განტოლების, 

# კლასის ჩვეულებრივი აზრით წოფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია. მაშინ, ამ 

კლასის ვიწრო გაგებით წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები, „ცხადია, იქნება 

დ,, დეც... და, (დ.,..., (დ,, ასე, რომ მათი რიცხვი 1= 2#. 

ანალოგიურად, თუ შე, დე..... 0, IL” თ =0 განტოლების #” კლასის ჩვეუ- 

ლებრივი აზრით წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია, მაშინ ამ კლასის, ვიწ- 

რო გაგებით, წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები იქნება V,,..., ,,, #0,,,.., (0, 

ასე, რომ მათი რიცხვი I=2#'. 

ამის შესაბამისად, (112,27) პირობა ეკვივალენტურია შემდეგის: 

( Vრ/C64-0, I-I, 2. ჩი 
L 

ხოლო (112,28) ტოლობა გადადის #--”=X ტოლობაში. 

IV. ბამოყენებანი დრეკადობის თეორიის ზობიერთ შერეულ ამოცანაში 

წინა კარში გადმოცემული შედეგების გამოყენების მაგალითად §§ 113, 114-ში 

მოგვყავს დრეკადობის თეორიის ორი მნიშვნელოვანი შერეული ამოცანის ამოხსნა, 

რისთვისაც ძირითადად გამოვიყენეთ გ. მანჯავეძის ნაშრომი (31). 

15 იხ, დანართი IV, შენიშენა 2. 

40 იხ სქოლიო 369 გვერდზე.
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გადმოცემის მთლიანობა რომ არ დაირღვეს §§ 113, 114-ში, აღარ შევჩერ- 

დებით ზოგიერთი იმ დებულების დაწვრილებით დასაბუთებაზე, რომლებიც დაკავ- 

შირებულია განსახილველი ფუნქციების ყოფაქცევასთან საზღვოის მახლობლობაში. 

§ 115-ში მოვიყვანთ შეფასებებს, რომლებიც საშუალებას მოგვცემს მკაცრად და- 

ვასაბუთოთ ყველა ეს დებულება. 

§ 118. დრეკადობის ბრტყელი თეორიის ძირითადი შერეული ამოცანის 

ამოხსნა. .1”. მკითხველს რომ საქმე გავუადვილოთ, გავიხსენოთ დრეკადობის ბრტყე- 

ლი სტატიკური თეორიის ზოგიერთი ძირითადი ფორმულა და დებულება. სიმარ- 

ტივისათვის შემოვიფარკალოთ შემთხვევით, როცა დრეკად სხეულს 2=X+IV სიბრ- 

ტყეზე"? უკავია გლუვი მარტივი შეკრული L კონტურით შემოსაზღვრული სასრუ- 

ლი არე. 

როდესაც მოცულობითი ძალები ნულის ტოლია (რასაც ჩვენ ვიგულისხმებთ) 

დრეკად ობის შმტაელი | თეორიის ძირითადი განტოლებები დაიყვანება შემდეგზე: 

ძX. მპა ძა, ე მI, ძი, _ 
მი იყ მს მყ 

X,=10+ 2) –, #,=210+2# ი (113,1) 

X,-V,-# (:-+% 
ძი , ძი 

მL ძყ 

სადაც X., 7,. Xყ,ყ=X7. ძაბვის კომპონენტებია, V, წ გადაადგილების კომპო- 
ნენტებია, #>>0, #>>0 ლამეს მუღმივებია და სადაც დაშვებულია · 

ც=9%# | 99. (113,2) 

ძირითადი (113,1) განტოლებების ზოგადი (რეგულარული) ამონახსნი შეიძლება გა- 

მოისახოს 5 არეში ორი ნებისმიერი ჰოლომორფული დ (2), დ (2) ფუნქციის სა- 

შუალებით შემდეგი სახით: 

X.+V,=41I6დ (ე. ბM,-X.+2:X,=2|2დ" (2)+VC% (2)  (113,3) 

2 V(/-+10)=%დ (2) –– 2დ”(2)–– ს (2), (113,4) 
სადაც 

„=-2+3M ვ 4–6>1; (113,4 ა) 
#+ს 

_..2 

2(0:+Vს) 

” 1 
თ-თი აღნიშნულია პუასონის კოეფიციენტი | 0<:9 < +) · 

47 იმის წესახებ თუ როგორ გაგიგოთ გამოთქმა, რომ სხეულს უკავია ბრტყელი არე და 
ა. შ., იხ., მაგალითად, ავტორის წიგნი (91. იქვე “შეიძლება ნახოთ ამ პუნქტში მოყვანილი ყეელა 

დებულებისა და ფორმულის დამტკიცება.
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გავიხსენოთ კიდევ ერთი მნიშვნელოვანი ფორმულა, რომლითაც შეიძლება 

შეიცვალოს .(113,3) ფორმულები, 

2 

დ 8)+2 დ'(2)+% (2, =! | (X-+ IV.) ძ§ + C0ი5L, (113,5) 
% 

სადაც ინტეგრალი აღებულია ნებისმიერ გლუვ რკალზე, რომელიც არ გამოდის 5 

არიდან და აერთებს 5 არის ნებისმიერ 2: ფიქსირებულ წერტილს 2 ცვლად წერ- 

ტილთან; X, და X,, აღნიშნაეს (| რკა ლზე დადებითი ნორმალის მხრიდან მოქმე- 
დი ძაბვის მდგენელებს, იგულისხმება ნორმალი, მიმართული მარჯვნივ. თუ ვიხედე- 

ბით I-ის დადებითი მიმართულების გასწვრივ (რომელსაც მივყავართ 2ე-დან 2- 

საკენ). 

როგორც ცნობილია 

X„=XX.00%5(M. X)+X005(/, V), (113.6) 
X#„=V,C05(/, X)+V, C05 (I, VI). 

მარჯვენა მხარეში მდგომი ინტეგრალი დამოკიდებული არ არის ინტეგრების გზაზე, 

რომელიც 27ა და 2 წერტილებს აერთებს. ეს ადვილად შემოწმდება უშუალოდ და 
აშკარაა მექანიკური თვალსაზრისითაც) 99. 

ზემოთ ნათქვამს დავუმატოთ კიდევ ერთი შენიშვნა, რომელიც მნი შვნელოვა- 

ნია შემდგომისათვის. 
მოცემული ძაბვებისათვის დ(2) ფუნქცია განისაზღვრება CI2+V გა- 

მოსახულების სიზუსტით, სადაც C ნამდვილი, ხოლო ჯ კომპლექსური, ნების- 

მიერი მუდმივებია; ს (2) ფუნქცია კი განისაზღვრება ნებისმიერი კომპლექსური +ჯ” 

მუდმივის სიზუსტით, ასე რომ ძაბვების შეუცვლელად შეიძლება შევცვალოთ 

, დ(2)--– დ(2)+CI2+7/-თი, (2) -- I (2)+V“ით, 
და მხოლოდ ასეთი შეცვლით არ იცელება ძაბვები. კერძოდ, თუ ძაბვები ნულის 

ტოლია, მაშინ თდ(2)=1C2+7, დV(2)=+”. ეს ბოლო ფორმულები გამოსახავს სხეულის, 

როგორც მთლიანის, ხისტ (უსასრულოდ მცირე) გაღაადგილებას, «აც ძაბვებზე გავ- 

ლენას არ ახდენს, როგორც ამას გვიჩვენებს (11მ,3) ფოოზულები. 

თუ მოცემულია გადაადგილებანი (ამ დროს მოცემულია ძაბეებიც), მაშინ 

C=0, X/-- 7” =0. 

თუ მოცემულია ძაბვები და, გარდა ამისა, (113,5) ფორმულის მაოჯვენა მხა- 

რეში შემავალი მუდმივი დავაფიქსირეთ, მაშინ ნამდვლი C ბუდმივი. დარჩება ნე- 

ბისმიერი, ხოლო + და +” დაკავშირებულია დამოკიდებულებით V + +” =0. 

დაბოლოს, თუ მოცემულია გადაადგილებანი და. აგრეთვე. (113,5)-”ს მარჯ- 

ვენა მხარეში მუდმევი დაფიქსირებულია, მაშინ C=+=+7/'=0. 

„29. დრეკადობის სტატიკური თეორიის (ჩვ-ნს შ-მთხეევაში –– ბრტყელი) ძი- 

რითადი სასაზღვრო ამოცანების ქვეშ გულისხმობენ სხ–ულეს დრეკადი 

წონასწორობის განსაზღვრის ამოცანებს შემდეგი სასაზღვრო პირობებით. 

49 ნებისმიერ შეკრულ კონტურზე აღებული ეს ინტეგრალი ნულის ტოლია იმის შეღეჯაღ, 

რომ წონასწორობაში მკოფი სხეულის კონტურზე მოდებელი გარე ძალების ნაკრები ვექტორი ნე- 

ლის ტოლია,
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პირველ ძირითად ამოცანაში გვეძლევა ძაბვები, რომლებიც მოდე- 

ბულია საზღვარზე. მეორე ძირითად ამოცანაში მოცემულია საზღვრის 

წერტილების გადაადგილებები. დაბოლოს, ძირითად შერეულ ამოცანაში საზღვრის 

ერთ ნაწილზე მოცემულია გარე ძაბვები, ხოლო მეორეზე –– გადაადგილებები. 

ყველა ამ ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობა გამომდინარეობს ცნობილი 

ფორმულიდან, რომელიც ადვილად გამოიყვანება ოსტროგრადსკი –– გრინის ფორ- 

მულის დახმარებით 

| (X„ #V+V„9) ძ5= ( IML6.„-L6კ,)?+2 L+C61 „+090, + 20)) ძიძყცე  (113,7) 

L.. ა 
სადაც 

C77. ძი 1 /ძი , მძ” 
6 ჯლ–– 6 =-–-, 6 == "ს -- _ 

–“ ძ „წ ქ შჟჟ 2 (> +) 

დეფორმაციის კომპონენტებია. 

ჩვეულებრივ ამ ფორმულის ელემენტარულად მიღებისას იგულისხმება, რომ 

გადაადგილებისა და ძაბვეს კომპონენტები უწყვეტად გაგრძელებადია 5 არის #L 

საზღვრის ყველა წერტილზე. ამ ფორმულის გამოყენების შესახებ, უფრო. ზოგადი 

პირობებეს შემთხვევაში, რომლებთანაც ჩვენ გვექნება საქმე, იხ. შენიშენა 2 ამ 

პარაგრაფის ბოლოს, 

სამივე ძირითად ამოცანამ· ორი შესაძლო ამონახსნის, სხვაობისათვის 

საზღვარზე გვექნება 
X.6+V,9=9. 

იმის გამო, რომ მარჯვენა მხარეში ორჯერადი ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ მდგომი 

0... 6-ყც 6,/ ცვლადების კვადრატული ფორმა დადებითია, ორი ამონახსნის სხვაო- 
ბისათვის უნდა გვქონდეს 6,„=6,,კ=6,კ=0, საიდანაც ადვილად გამომდინარეობს, 

რომ 

ს=-–-წყ+თ, შ=6X-+88ზ, 

აქ 6, თ. ჩ (ნამდვილი) მუდმივებია; ბოლო ფორმულები გამოხატავს სხეულის, 

როგორც მთლიანის (უსასრულოდ მცირე) ხისტ გადაადგილებას. პირველი ძირითა- 

დი ამოცანის შ-მთხვევაში ეს მუდმივები ნებისმიერი რჩება, რადგანაც ხისტი გა- 

დაადგილებით განსხვავებული ამონახსნები არ ჩაითვლება სხვადასხვა ამონახსნებად. 

მეორე და ძირითად შერეულ ამოცანებში §=Cთ=8=0; ეს ჩანს სასაზღვრო 

პირობებში უშუალოდ ჩასმით და აშკარაა მექანიკური თვალსაზრისითაც. რადგან 

თუ საზღვრის ერთ ნაწილზე მაინც გადაადგილება ნულის ტოლია, ხისტი გადაად- 

გილება გამორიცხულია. 

შენიშვნა I. თუ მხედველობაში მივაეღებთ (113,4) და (113,5) ფორმუ- 

ლებს, (113,7) ფორმულა ჩვინ შეგვეძლუა ასე დავწეროთ 

_(2)I. / (Xდ (0 –79(6– 9 61 4Iდ (0 + (0+ 9C01)= 
7
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=(2ხ)-Iთ ( (90) +179 (0+9(01ძ X7(0 –(7C0)-%(01= 
' 7 

3C 2M)61„+27 6. 6,,+(1-+2 ს) 0,,+4 ( 6,| ძXძყ. (111,8) 

§ 
(მეორე ინტეგრალი პირველე ინტეგრალ-ადან ნაწილობითი ინტიგრებიო მიიღება), 

შეგახსენებთ, რომ აქ V, 0 აღნიშნავს ნამდვილ ფუნქციებს. რომლებიც დ (2). CV (2) 

ფუნქციებთან დაკავშირებულია შემდეგი დამოკიდებულებით: 

2#(0თ-+-I0) =Xჯ (2)––2 დ” (2)–– ( (2), 
და სადაც 

ძ" მხ 1 (> +2) 
=-. 06 ,=-–) _–_–_– – 

%+ ვ; M ქ, “' 2VბიX ძყ 

იმ მსჯელობათა საფუძველზე, რომლებმაც მიგვიყვანეს ამ ფორმულამდე, ადვილი 
შესამჩნევია, რომ ფორმულა სამართლიანია 5-ში ჰოლომორფული ნებისმიერი ორი 

დ(2) და (2) ფუნქციისათვის, თუ ისინი საკმაოდ რეგულარულია საზღვრის მახ- 

ლობლობაში, ოღონდ ისე, რომ 7», ს, X მუდმივები დაკაეშირებული იყო დამო- 

კიდებულებით 
=2:5M13ს _,) კ 2ჩ, 

+. #-+ს, 

(113,8) ფორმულის სამართლიანობა ადვილად და უშუალოდ შემოწმდება დ“ეკა- 

დობის თეორიის ფორმულების გამოყენების გარეშეც. 

შემდეგ ადვილი შესამჩნევია, რომ (113,8მ)1 ფორმულა სამართლიანია შეკ- 

რული გლუვი კონტურებით შემოსაზღვრული სასრული ან უსასრულო მრავლად- 

ბმული 5 არისათვის, ოღონდაც) C (2) და დ (2) ფუნქციები ჰოლომორფული იყოს 

მასში და თუ არე უსასრულოა, უსასრულოდ დაშორებული წერტილის ჩათვ- 

ლითაც. (113,8) ფორმულის სამართლიანობა უსასრულო არისათვის ადვილი შესა- 

მოწმებელია, თუ მას ჯერ გამოვიყენებთ |2| = I წრეწირით შემოსაზღვრული სას- 

რული არისათვის საკმარისად დიდი #?-ისათვის და გადავალთ ზღვარზე, როცა 

M#- თ. როგორც ადვილი შესამჩნევია, მარცხენა მხარეში ამ წრეწირზე აღებული 

ინტეგრალი მიისწრაფვის ნულისაკენ 49. 

შევნიშნოთ კიდევ შემდეგი: კვადრატული ფორმა, რომელიც გვაქვს ორჯე- 
რადი ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ, დადებითი იქნება იმ შემთხვევაშიც, როცა # < 0, 

მხოლოდ ისე, რომ X+ (ს >> 0, სხვანაირად რომ ვთქვათ, თუ #>2>0, X>> 1. მაCრთ- 

X   

კ? რადგანაც პირობის თანახმად, დ (2) და V (2) ჰოლომორფელი არის უსასრულოდ და- 

შორებული წერტილის მიდამოში, ამიტომ ამ მიდამოში 

ხ, 
დ()=ძ-+ <4... VC=6+--+-.- 

?“ , 1 იი 1 დ” (უ=0 65) ს” (03=0 ( - I
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ლაც კვადრატული ფორმა (#+2VIIL)0:„+ 2 #6, 6,,+(2-+2 ს) 6, ამ შემთხვევაში 

დადებითია, Cადგან #+29ს 2>>0 და დისკრიმინანტი 217?--(.-+21)2= -–-4 ს (+) 

უარყოფითია. შემთხვევ X< 0 ფიზიკურად “”შეუჭლებელია. თუ 2-ს განვიხილავთ 

როგორც ლამეს მუღმივს დრეკადობის თეოლეაში. მაგრამ შემდეგ პარაგრაფში 

(113.8) ფოომულის გამოყენება მოგვიწევს სხვა შემთხვევაში. 

შენიშენა 270. (113,7) ან (113,8) ფორმულიდან გამომდინარე ერთადერ- 

თობის თეორემებზე დაყრდნობა მოგვახდება იმ შემთხვევაშიც, როცა ამ ფორმუ- 

ლებეს ელემ ენტარული მიღებისათვის საკმარისი პირობები, რომლებიც მითითებუ- 
ლია (113.7) ფორმულის შემდეგ, არ სრულდება. „მაგრამ ყველა იმ შემთხვივაში, 

რომელთანაც ჩვენ შემდეგში გვექნება საქმე, ასეთ გარემოებას შევხვდებით. აღნიშ- 

ნული პირობები შესრულებული იქნება 5” არისათვის რომელიც მიიღება 5-დან 

უსასრულოდ მცირე ნაწილების მოცილებით, რომლებიც ამოკვეთილია უსასრულოდ 

მცირე რადიუსიანი სასრული რაოდენობის წრეწერებით რომელთა ცენტრები L 

წირზე მდებარეობს. ამიტომ შეგვიძლია (113,7) ან (113,8) ფორმულა გამოვიეყე- 

ნოთ 5” არისათვის და შემდეგ გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც ზემოთ ხსენებული 

წრეწირების რადიუსები მიისწრაფვის ნულისაკენ. ამასთან, ყველა შემთხვევაში. 

რომელთანაც კი ჩვენ შეიძლება საქმე გვქონდეს, ამ ფორმულების მარცხენა მხა- 

·რეში მდგომი ინტეგრალები, გავრცელებულა წრეწირების იმ რკალებზე. რომლებიც 

მოქცეულია 5-ში, უნდა მიისწრაფვოდნენ ”ნულისაკენ %% და ჩვენი ფორმულები სა- 
მართლიანი ა ღმოჩნდება 5 არისათვის. 

3? პირველი და მეორე ამოცანის ამოხსნა კარგადაა ცნობილი; კერძოდ. ისი- 
ნი გადმოცემულია ავტორის წიგნში (9). ძირითადი შერეული ამოცანის ამოხსნა 

აღნიშნულ წიგნში გადმოცემულია მხოლოდ ზოგიერთი კერძო შემთხვევისათვის, 
როდესაც შესაქლებელეა ეფექტური ამოხსნების მიღება შედარებეთ ელემენტარული 

ხერხით. 

აქ კი მივუთითებთ ძირითად შერეულ. ამოცანის ამოხსნასს ზოგად შემთხ- 

ვევაში, თუმცა სამარტივასათვს შემოვასაზღვრებით მხოლოდ სასრულია მარტი- 

ვადბმული აზრით. 

მრავლადბმული (სასრული ან უსასრულო) არისათვის ამოხსნის გზა იგივეა, 

მაგრამ ამ შემთხვევაში მოითხოვება ზოგიერთი დამატებითი განხილვა 5! 

ამრიგად, ვთქვათ სხხულს უკავია მარტივი შეკრული კონტურით შემოსაზღე- 

რული 5 არე. ჩვენ ახლა ვუშვებთ, რომ L კონტური არა მარტო გლუვია, არამედ 

მას აქვს სიმრუდე, რომელიც აკმაყოფილებს /7 (1) პირობას, ე. ი. ლიფშიცის პი- 

რობას 57. 

«0 სახელდობრ, იმ შემთხვევაში რომელთანაც ჩვენ გვექნება საქმე, C წერტილში ცენტრის 

მქონე წრეწირის რკალებზე გავრცელებულ ინტეგრალში /ძ59 ინტეგრალქვეშა გამოსახულებისათვის 

გვექნება შეფასება |/ | < C0ი5L |/--0|-თ, თ=00051+ 1, 
ა! იხ. დ. შერმანი |31, გ. მანჯავიქე (3). 

52 ეს ნიშნავს, რომ # წირის X და V კოორდინატებს აქეს მეორე რიგის /7 (1) კლასის 

წარმოებული, მსჯელობის“ უმნიშვნელოდ გართულებით შეიძლება /7 (1) პირობის შეცელა /I/ (თ), 

1 
თ >-- პირობით, როგო5ბც ამას აკეთებს გ. მანჯავიძე.
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ვთქვათ, L-ზე აღებულია საერთო ბოლოების არმქონე LI=ძ,ხ,. /=1, 2...../0 

რკალები, რომელთა დადებითი მიმართულება თანხვდება L-ის დადებით მემართუ- 

ლებას. ოომლის დროსაც 5 არე რჩება მარცხნივ, და აღნიშნულა რკალები მიჰყვება 

ერთმანეთს ამ მიმართულებით. ხ,0/+,, 7=1, 2..... / (ი,+ჯ ქვეშ იგულისხმება ძ,) 

რკალებს აღვნიშნავთ #L;. LI-თი, რკალების ერთობლიობას აღვნიშნავთ #”-ით, ხო- 

ლო #” რკალებისას –– L”-ით. 
ძირითადი შერეული ამოცანა, რომლას ამოხსნაზედაც ახლა გა- 

დავდივართ. მდგომარეობს შემდეგში: მოათხოვება განისაზღვროს სხ ეულის დოეკა- 

ღი წონასწორობა, თუ საზღვრის #” ნაწილზე მოცემულია. გარე ძაბვები, ხოლო 

დარჩენილ #L”-ზე–– გადაადგილებები. 
(113,4) და (113,5) ფორმულების თანახმად ცხადია, რომ ეს ამოცანა მიიყ- 

ვანება 5 არეში ორი დ(2) და « (2) პოლომორფულა ფუნქციის მოძებნაზე შემდეგი 

სასაზღვრო პირობით: 

დ0+(V(0+940)=/0+00. როცა (6I (კვა, 
–Xდ()+1%“(/)+ #(!) =|(I). როცა 1CV#”. 

ამ ფორმულებში /(1) L-ზე მოცემული ფუნქციაა, სახელდობო, 

/ 

II)=–! ( (X,+:V,0)ძე, როცა 1CL/ 

ძ, (113,10) 

”I0I)=-–-2M(თფ+!წ), როცა 1CL7/, 

სადაც X„., 7, L"-ზე მოცემული გარე ძაბვების მდგენელებია; ინტეგრალები აღე- 

ბულია #V=თ0,ხ, რკალების გასწვრიე; § აღნიშნავს რკალურ აბსცისს და ბოლოს 

C(I) აღნიშნავს #”-ზე უბან-უბან მუღმივ ფუნქციას, ე. ი. C(/)=C,, როცა 1 C LI, 

სადაც C, აღნიშნავს მუდმივებს, რომლებიც წინასწარ არ გვეძლევა. 

ჩვენ ვუშვებთ, რომ (0 ეკუთვნის Mა კლასს, ხოლო. /” = «+ –/ 

კლასს. თ,, ხ, კვანძებია. 

ახლაც და შემდგომშიც იქ, სადაც გაუგებრობას არ გამოიწვეეს ჩვენ 

დ+(/), დ”“(0, ს” (0)-ის ნაცვლად დავწერთ დ, დ”, ს. 
დ. შერმანის (2). ICI) თანახმად ამონახსნს მოვქებნით შემდეგი სახით; 

  

_ 1 ი(ძ 
70 = 2X! | 1-2 ” 

„'X (თოი! -(504 _ 1 ფი(რძ 
(0 =“ 2, (54% 2.) (1-2 2XL ს95 - 01ას 

- L 

ბმ იმ მოსაზრებათა შესახებ, რომელთაც მივყავართ საძიებელ ამონახსნის ამა თუ იმ წარმო- 

დგენამდე, შდრ, ავტორის წიგნის (9) § 101-ში ნათქვამს,
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სადაც თ() საზღვრის ჯ წერტილის ფუნქციაა რომელიც «უნდა განისაზღვ- 

როს), 

თუ ჩავთვლით, რომ თ (0) უწკვეტი ფუნქციაა და აქვს ინტეგრებადი წარმო- 
ებული თ” (/), მაშინ ნაწილობითი ინტეგრების გამოყენებით ბოლო ფორმულა 

შეიძლება გადავწეროთ კიდევ ასე 

  

X თ წ) ძ 1 თ” (() # 

ხრ–-–-–ი; (50%. | “(=2. 013,11X 
L L 

ანალოგიურად ჩვენ შეგვიძლია დ”(20) წარმოებული წარმოვადგინოთ შემდეგი 

სახით: 

ი”ე= 1 ( 04 _ _1_ ( ი (0 V . (113,11ბ) 
2»: ,) (-–-12? 2 , #–2 

L L 

გამოვითვალოთ ახლა სასაზღვრო მნიშვნელობები დ“ (#), დ”+(I), ს“ (1), ვი- 

გულისხმოთ, რომ სოხოცკი –– პლემელი“ ფორმულების გამოყენება შეიძლება 

(113,11)-ის პირველი ფორმულის და (113.11ა) და (113,11ბ) ფორმულების მარჯ- 

ვანა მხარეებისათვის, მიღებული გამოსახულებები ჩავსვათ (113,9) სასაზღვრო 
პირობებში. ამ უკანასკნელში დ (/), დ” (ჰ), თ (I) ქვეშ ვგულისხმობთ “შესაბამისად 

დ“ (,). დ”” (I), თ+(/) . ამას მივყავართ თ (7)-ს მიმართ შემდეგ ინტეგრალურ გან- 

ტოლებამდე: 

Mა=4 აიი +599 | 904“ 1 I ირ იირ«+ 
03 1-7 

  

+1 0.0 20 # =10) +060). (113,12) 
L 

სადაც 

1 1 _ (1--X) #”-ზე, “ ( L-ზე, , #0)=|I> I“ 9%L-ხს გყე>)2 04909  ც:ვკვ) 
ვყაეი 0 ჩ”-ზე, 

X ძმ 7-7 1 ძ 7-7 MხიI,0ს=-“-. ი I” ე ჩხ(,0ე=>--- ბი (113,14 
ააეი მი (–% 2(,0=- > 4; #-% ' , 

და ბოლოს 

0, L-ზე, 1=1,9,...,ი 607 =) / “ზს. I= 4 , · (113,15 

  

ი 
54 მრავლადბმული არის შემთხვევაში (113,11)-ის მარჯვენა მხარეებს დაემატება გარკვეულ - 

მარტივი გამოსახულებები, იხ. დ, შერმანი (3), გ. მანჯავიძე (31, შეადარეთ აგრეთვე ნ. მუსხელი 

“შვილი (91 § 102.
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C/ მუდმიეები,· როგორც ზემოთ იყო ნათქვამი, წინასწარ არ გვეძლნვა, ისინი 

განისაზღვრებიან ამოცანის ამოხსნის დროს; ეს ქვემოთ იქნება ნაჩვენები. ჯერჯე- , 

რობით კი C (I) ფუნქციას ჩვენ განვიხილავთ როგორც მოცემულს. 

(113,14) ფორმულაში /-თე კერძო წარმოებულის ქვეშ გეესმის /-თი წარმო- 

ებული იმ დაშვებით, რომ ?ე წერტილი მუდმივია; 7 სიდიდე განიხილება როგორც; 

1-ს ფუნქცია, ასე, რომ 

სადაც § რკალური აბსცისაა. 

(113,12) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი მახასიათებელი განტოლება 

იქნება განტოლება: 

წელი” 2 ( 1902. == 0. (113,16). 
, –ი) 

ამ განტოლების შესაბამისი წრფივი შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა 

დ+·-(V)=C0()%-“(/, 
საღაც 

40 – 80). – (წ როცა 1 #”-ზე, 

4(ლ0)+8( 1, როცა ჯ #”-ზე; 

ამოიხსნება ძალიან ადვილად. სახელლდობრ. როგორც ადვილად შემოწმდება უშუა- 

ლოდ?! ან § 83-ის პ. 2წ--ის ზოგადი ფორმულების საფუქველზე, ყველა კვანძი 

ი,, ხ, არაგანსაკუთრებულია და ყველაზე ვიწრო ჩა, კლასის კანონიკურ ამო- 

ნახსნს იძლევა ფორმულა (ნულისაგან განსხვავებული მუდმივი მამრავლის სი- 

ზუსტით) 

06() = (113.17): 

1_ (8 > 
(–ხე ' (113.18). 

ი I ++ 
X9= II C–ძა 

1I=1 

სადაც 
8 = 32. (113,19. 

9; 

++ 1-7 
დ-ი? (-–ხე? =V C=2)C- წ) |   

2–ძ,Iზ 

2-ხ 

მამრავლების ქვეშ გვესმის ძ, ხ, რკალების გასწვრივ გაჭრილ სიბრტყეში ჰოლო- 

მორფული შტოები, მაგალითად, შტოები, რომელთა გაშლას უსასრულოდ დაშო- 

რებული წერტილის მახლობლობაში 2-ის კლებადი ჩარისხების მიხედვით, პირველი 

ას ჩვენ არსებითად საქმე გვაქვს შეუღლების ერთგვაროვან ამოცანასთან ნაწყვეტი სასაზღვ-. 

რო წირით, რადგან #"-ზე ჩეენ გეაქეს თ+ (/)=4-(/), ე. ი. L“ არ წარმოადგენს % (2) ფუნ- 
ქციისათვის ნახტომის წირს. ასეთი ამოცანა კერძო შემთხვეეაში X=I (8=0) განხილულია § 85-ში.



442 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... I§ 113 

წევრი აქვს 2. ყველა სხვა კლასის კანონიკური ამონახსნები მიიღება X (2)-ის გამ- 

რავლებეთ (2 –– თკ)! და (2-- ხ,) 1 სახის მამრავლზე. ჩვენ საქმე გვექნება მხო- 

ლოდ X (2) ფუნქციასთან. 
(113,18)-დან გამომდინარეობს, რომ ჩვენი შეუღლების ამოცანის MM, კლასის 

ინდექსი ტოლია (–/0), რადგან X (2) ფუნქციის რიგი უსასრულობაში ტოლია “ 

#0-სი. მაშასადამე, განსაზღვრის თანახმად, –– # არის M ოპერატორის ინდექსი. 

(113,12) განტოლების ამონახსნს C (/)-ს ჩვენ მოვქებნით ჩა: კლასში35%. 

შეიძლება ვაჩვენოთ (იხ. § 115), რომ მაშინ იX/) ეკუთვნის #/ კლასს, 

ხოლო წარმოებული თ (/) –– //" კლასს. 

რადგან # ოპერატორის ჩა, კლასის ინდექსი ტოლია ( –– /), ამიტომ § 112- 

ის II თეორემის ძალით 

V-- V = –2/ი, (113,20) 

სადაც » XV = 0 ერთგვაროვანი განტოლების ჩ,, კლასის წრფივად დამოუკიდე- 
ბელ (ვეწრო აზრით) ამონახსნთა რიცხვია, ხოლო V -- მიკაევშირებული ერთგვა- 

როვანი MI თ = 0 განტოლების /ე = Iს, კლასის წრფივად დამოუკიდებელ ამო” 

ნახსნთა რიცხვი. 

ვაჩვე-ნოთ, რომ V = 07? და, მაშასადამე, V” = 2/. მართლაც, ვთქვათ, 

თე () IV = 0 განტოლების ჩა.» კლასის რაიმე ამონახსნია, ხოლო დე (2), ფი (2) –– 

ფუნქციები, რომლებიც განისაზღვოებიან (113,11) ფორმულებით, თუ მათში თ (I) 

ნაცვლად აღებულია თი (1). 
მაშინ 

და (I) + 7 ჯი (!) + “% () =9 L”ზე, 

ვღეაგაეუეა 113,21 
–-%#%(C0) + 77 (0 + % (0) = 0 #”-ზე. ' ' 

ერთადერთობის თეორემისა (იხ. ამ პარაგრაფის პ. 29) და პ. 1? ბოლოს ნათქვა- 

მის საფუძველზე ადვილად დავასკვნით, რომ 

«ი (0 = 0. შე (2) = 0 
მთელ 5 არეში. მაშინ (113.11) ფორმულების საფუძველზე (იხ. აგრეთვე (113,11ა), 

ჩვენ უნდა გვქონდეს 
56 აქ საჭიროა გავაკეთოთ შემდეგი ზოგადი შენიშვნა. ამა თუ იმ ფიზიკური ამოცანის 

ამოხსნისას მათემატიკური დასმით გვიხდება (ისევე როგორც ყველა სხვა შემთხვევაში) საძიე- 

ბელ ფუნქციებს წინასწარ დავადოთ ზოგიერთი შეზღუდვა. ამ დროს ჩვეულებრივად გეი- 
ხდება ვიხელმძღვანელოთ როგორც ფიზიკური მოსაზრებებით, ასევე ძალაუნებურად გამო- 

საყენებელ მეთოდებთან დაკავშირებულ მოსაზრებებითაც. ამა თუ იმ შეზღუდვის მართე– 
ბულობის კრიტერიუმს (ამოცანის დასმის კორექტულობის კრიტერიუმს) წარმოადგენს იმ პი- 

რობის შესრულება, რომ ამოცანამ დაუ” ვას მიღებულ შეზღუდვებს. დაქვემდებარებული ამო- 

ნახსნი და ამასთან ერთაღერთი, თუ ამოხსნის ერთადერთობა გამომდინარეობს ფიზიკური მო- 

საზრებიდან. 
ჩვენს შემთხვევაში მითითებული პირობა, როგორც ჩვენ ენახავთ, დაცულია. ჩვენ მიერ 

თ-ლზე დადებული შეზღუდვის მიზანია უზრუნველყოს (111,111) ფორმულით განსაზღვრული 

ფუნქციების სასაზღვრო მნიშვნელობების არსებობა (გარდა კვანძებისა) და, აგრეთვე, ერთად- 

ერთობის გამოყენება დრეკადობის ბრტყელი თეორიის სასაზღერო ამოცანებში, რომლებზედაც 
მიეუთითებთ ტექსტში. 

·? დამტკიცების ხერხი ეკუთვნის დ. შერმანს (21.
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  _1_ | 4ი(0რ _ც _%. წ ი0«V  _1 წ LV; (ი) ძ! 

22 ,) 1–2 ' 2 ) 1-2 2 ) L-2 
L L 

ყველა 2C 5. 
აქედან, § 29-ში დამტკიცებული დებულების საფუჭქველზხე, დავასკვნით, რომ 

(დ"(0) = თე (0), –70%(/) =Xთე () + 70; (ჩ (113,22) 

ტოლობებით განსაზღვრული დ)(/), VV"() ფუნქციები“ წარმოადგენს სასაზღვრო 

მნიშენელობებს დM”(2) და ს”(უ) ფუნქცაებისა,ა რომლებიც ჰოლომორფულია 5” 

არეში, რომელიც 5 + L-ის დამატებაა მთელ სიბრტყემდე, ამასთან დ" (0) = 

= თ7%(C) = 0. გამოვრიცხავთ რა თე (I)-ს (113,22) ტოლობებიდან, მივიღებთ 

2დ"() –1დ"(0-- 9-0) =0 L-ზე. (113,23) 

ეს სასაზღვრო პირობა შეესაბამება მეორე ძირითად. ამოცანას (პ, 2“) სხეულისათ- 

ვის, რომელსაც უკავბა 5“ არე, როდესაც გადაადგილებები საზღეარზე ნულის 

ტოლია. აქედან “ ერთადერთობის თეორემისა დ; დ" (CC) = ს" (თი) = 0 პირობის 

საფუძველზე ვასკვნით, რომ დ” (2) = ს"(2) = 0. მაგრამ მაშინ (113.22) ფორმუ- 

ლების საფუძველზე თე (7) = 9. ამრიგად, ჩვენი დებულება იმის შესახებ. რომ 

V = 0 და. მაშასადამე, V” = 20 დამტკიცებულია. 

(113,12) განტოლების (I, კლასში) ამოხსნადობის პირობას § 112-ის 1 

თეორემის ძალით აქვს სახე 

იი ( /0+00)“040=0, |= 1,2,....2.. (11324) 
L 

სადაც 0,(). / = 1, 2....„20, -Iღ0ღC =0 განტოლების /Iა = I), კლასის წოფივად 

დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემაა. 

აღვნიშნოთ C, = XL + (V+,, ჩ = 1. 2. ...., //. სადაც. 7, ნამდვილი მუდმი- 

გებია; %V,, # = 1, 2, ...) 29 მუდმივების განსასახლვრავად მივიღებთ წრფივ გან- 

ტოლებათა შემდეგი სახის (ნამდვილ) სისტემას: , 

პი 

+». > = 8 1=1.2,..,. 2/. (113.25) 

#-I 

სადაც 4/ /(0)-საგან დამოუკიღებელი, გარკვეული მუდმ-ვებია, ხოლო „8, აგრეთვე 
მუდმივებია, რომლებიც დამოკიდებულია / (7)-ზე: 

8,= 06 | /თფ(იძ. 

L 

§ მამრავლები 1 და –-! ”შემოგეყავს იმისათვის, რომ მ”ვიღოთ (113,23) ფორმულა იმ 

"სახით. როგორითაც) ის დაწერილია,
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დავამტკიცოთ. რომ (113,25) სისტემის დეტერმინანტი ნულისგან განსხვავე- 

ბულია. მართლაც, ვთქვათ. /(I) = 0, მაშინ (113,25) სისტემაში ყვილა /8, =0 

და ის გადაიქცევა ერთგვაროვან სისტემად. თუ ამ სისტემის დეტერმინანტი ტო- 

ლია ნულის, მაშინ ის უშეებს ნულისაგან განსხვავებულ ამონახსნს, კთქვათ, 

წ» #=1,2,.... 20, ერთ-ერთი მათგანია. მაშან (113,12 განტოლება) ამოხსნადი 

იქნება (M,. კლასში), თუ / () = 0. C„=C; = XL + (++, ვთქვათ, · თ (7). მისი 
ამონახსნია, ხოლო დე (2), სე (2) –- შესაბამისი დ (2) და დ (7 ფუნქციებე. მაშინ 

და() + 7:00) +9)(ე)=C L-ზე, #=1, 2...., ი, 

–%X%() + / %(0 +%(0 =0. /#”-ზე. 
აქედან შერეული ამოცანის ერთადერთობეს თეორემის ძალით ადევ-ლად დ:ვასკვ- 

ნით, რომ დე(2) = 8. VIე (2) = X8, სადაც ზ რაიმე მუდმივია. 

ამიტომ გვექნება 

    

1 თეი ი _ _ 
2) == = 0, 

7) = ---; | 1-2 
L (113,26) 

იე (7) ძ/ 1 | 1” თი (/) ძ( – 
_ უეუვღე-–“- =%6 

_– (“2 2»/. (–2 
L 

ყველა 2C 5. შემოვვღებთ რა ხელახლა (113,22) აღნიშვნებს, § 29-ში დამტკი-. 

ცებული თეორემის საფუძველზე, მივალთ დასკვნამდე, რომ ფუნქციები დ" (I) და 

ს" (/) წარმოადგენს 5“ (უსასრულო) არეში ჰოლომორფული დ" (2), ს"(ჟ ფუნ- 
ქციების სასაზღვრო მნიშვნელობებს, ამასთან ეს სასაზღვრო მნიშვნელობები და-. 

კავშირებული არის ერთმანეთთან (113,23) დამოკიდებულებით; ამჯერად დ" (C-)= 

=-:%, ს"(ლC) =-–-7X8. მეორე ძირითადი ამოცანისათვს ერთადერთობის: 

თეორემის საფუქველზე მივდივართ დასკვნამდე, რომ დ? (2) = ლ0ი5( = –- 16, 

ს” (გ = 0005 = ––IXC. თუ ჩავსვამთ ამ გამოსახულებებს (113,23)-ში, მივი- 

ღებთ, რომ 6 =0, აქ;დან (113,22)-ის ძალით თკ (1) = 0. მაგრამ მაშინ დე (2) = 
= წი (2 =909 5-ში და, მაშასადამე, C1 = + + (V+»ი =0, ”=1,2,...,7ჩ, რაც 

ეწინააღმდეგება დაშვებას. 

ამრიგად, (113,25) სისტემის დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვავებულია, 
რაც იმას ნიშნავს, რომ ის ყოველთვის ცალსახად ამოხსნადია V/,, # = 1, 2,...., /. 

მუდმივების მიმართ. მაშასადამე, C,, / =1, 2,..., 0, სავსებით განისაზღვრება59, 

მუდმივების ამ მნიშვნელობებისათვის, განტოლება (113,12) ცალსახად ამოხსნადია 

ჩე კლასში და მის ამოხსნას მივყავართ გამოსავალი ამოცანის ამოხსნამდე. 

აი ადვილად ჩანს, რომ (113,909) ფორმულებით განსაზღვრული გამოსავალი სასაზღრო ამო- 

ცანა უშვებს ამონახსნებს, რომელშიც C7 მუდღმივებიდან ერთ-ერთი რჩება ნებისმიერი (რაც ძაბვებზე, 

და გადაადგილებებზე გაელენას არ ახდენს), ეს ნებისმიერობა აცილებულია ამონახსნის (113,11)- 
ფორმით,
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49%. იმ შემთხვივაში„ როდესაც # წრეწირია. (113,12) განტოლება მიიღებს 

ძალიან მარტივ სახეს. ამ შემთხვევაში ის, არსებითად, მახასიათებელ განტო- 

ლებაზე დაიყვანება, რომლის #4 (I), 8 (/) კოეფიციენტებ· (113,13) ფორმულითაა 
განსაზღვრული, ამას კი მივყავრთ წრფივი შეუღლების ამოცანამდე CXI) კოე- 
ფიციენტით, რომელიც განსაზღვრულია (113,17) ფორმულით, ხოლო თავისუფალი 

წევრი შეაცავს გარკვეული რაოდენობის მუდმივებს რომლებიც წინასწარ არ 

გვეძლევა და, რომლებიც ცალსახად განისაზღვრებიან ამოცანის ამოხსნის მსვლე- 

ლობაში წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემიდან. მაგრამ ჩვენს შემთხვევაში 

ამოხსნა შეიძლება უფრო მარტივად მივიღოთ წრფივი შეუღლების ამოცანაზე 

უშუალო დაყვანით ინტეგრალური განტოლების გარეშე. იხ ავტორის წიგნი I9). 

§ 114. ფირფიტის ღუნვის ერთი ძირითადი შერეული ამოცანის ამოხსნა. 

19, დრეკადობის ბრტყელ თეორიაში გამოყენებულ მეთოდები (კერძოდ, კომპ- 

ლექსური ცვლადის მეთოდი) შეიძლება წარმატებით გადატანილ იქნეს. შესაბამისი 

ცვლილებებით, ბრტყელი დრეკადი ფირფიტის ღუნე-ს (მიახლოებითი) თეორიის 

სასაზღვრო ამოცანების ამოსახსნელად, როდესაც ფირფიტა დატეირთულია ფირ- 

ფატის სიბრტყის ნორმალური ძალებით. ეს ხდება იმის გამო, რომ ორივე შემ- 

თხვევაში ჩვენ საქმე გვაქვს სასახღვრო ამოცანებთან, რომლებიც დაკავშირებულია 
ბიჰარმონიულ განტოლებასთან, 

ფირფიტის ღუნვის (მიახლოებითი) თეორიის ძირითად სასაზღვრო 

ამოცანებს წარმოადგენს ამოცანები, რომლებიც შეესაბამებიან შემთხ- 

ვევებს: როცა ფირფიტის ნაპირი ჩამაგრებულია, როცა ის დაყრდნობილია და 

როცა ის თავისუფალია. გარდა ამისა, ძირითად ამოცანად შეიძლება ჩაითვალოს, 

როცა ფირფიტის ნაპირების სხვადასხვა ნაწილები! იმყოფება სხვადასხვა პირო- 

ბებში, რომლებიც შეესაბამებიან ზემოთ ჩამოთვლილ სამ შემთხვევას. 

ჩამაგრებული ნაპირის შემთხვევას მივყავართ დრეკადობის 

ბრტყელი თეორიის პირველი ძირითადი ამოცანის (§ 113 პ. 2) ანალოგიურ ამო- 

ცანამდე%?; როგორც აჩვენეს ს. ლეხნიცკიმ (1) და ი. ვეკუამ |6), თავისუფალ- 
ნაპირიანი ამოცანა დაიყვანება დრეკადობის ბრტყელი თეორიის მეორე 

ძირითად ამოცანაზემ!. . 

ჩვენ აქ მოვიყვნთ შერეული ამოცანის ამოხსნას, როცა სასრული 

მარტივადღბმული ფირფიტის საზღვრის ერთი ნაწილი ჩამაგრებულია, ხოლო და- 

სარჩენი ნაწილი თავესუფალია; ეს ამოხსნა მოცემულია გ. მანჯავიძის (3) შრო- 

საში9ზ?., 

ამგვარად, განვხხილოთ ნორმალური დატვირთვის ქვეშ მყოფი თხელი დრე- 

კადი ფირფიტა, რომლის შუა ზედაპირს ღდატვირთვამდე უკავია 2 = X+ IV 

«0 მათემატიკური თვალსაზრისით ეს ამოცანები უბრალოდ ემთხვევა ერთმანეთს სასრული 
მარტივადბმული არისათვის. უსასრულო და მრავლადბმულ (სასრული ან უსასრულო) არისათვის 

წარმოიშვება ზოგიერთი განსხვავება. 

წ! აქაც შეიძლება იგივე გავიმეოროთ, რაც ეთქვით წინა სქოლიოში. 

#1 შემდგომში შერეული ამოცანები სასაზღერო მონაცემების სხვა კომბინაციებისათვის, მათ 
შორის შემთხვევაში როცა მონაწილეობს ყველა სამი სახის ნახსენები პირობა (საზღვრის ერთ– 

ნაწილი თავისუფალია, მეორე –– დაყრდნობილი, მესამე –– ჩამაგრებული), ამოხსნილია ა. კალანდიას 

მიერ (3), (4).
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სიბრტყის სასრული მარტივადბმული 5 არე, რომელიც შემოსაზღვრულია მარტივი, 

შეკრული L კონტურით. ჩვენ დავუშვებთ, რომ L წირის სიმრუდეს აქვს /7 (1) 

კლასის წარმოებული რკალური აბსცისითმ3. 

  

ვთქვათ. წინა პარაგრაფის აღნიშვნებისას (გვ. 439) L-ზე აღებულია რკალები 

L=0ძ,ხ, |= 1 2.....0: რკალები 0ძ,,:ხ, (ი,.1-=0,)) აღვნიშნოთ ძველებუ- 

რად L;, L; რკალების ერთობლიობა –– #”-ით. ხოლო #/ რკალების ერთობლიობა-–– 

L”-ით ჩავთვლოთ, რომ ფირფიტის საზღვრის #” ნაწილი ჩამაგრებულია, 

ხოლო L” ნაწილი –– თავისუფალი. 

აღვნიშნოთ ჩაღუნვა L(X, ყ)-ით, ხოლო (ნორმალური) დატვირთვის ინტენ- 

სივობა ––ი(X, M)-ით. ფირფიტის ღუნვის მიახლოებითი თეორიის თანახმად LI (X, 4) 

ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს განტოლებას 

4 ტის = 1 8 (114,1) 

და სასახლვრო პირობებს 

=0, 02% _ 0, როცა 1CX#”, 
მ” 

2 

–_ +905 +5! თ 205. = 0. 

  

იX მყ 

2 დ ი 

Mი=4% +(I –თ ევ 605 202 + 9020 | > 22 =0, 1CL, 
ძ§ ძX მყ 2 ძ ყI! ძX? (114,2) 

სადაც # L-ის გარე ნორმალიეა, 0 არის /L-ის მიერ X ღერძთან შედგენილი 
კუთხე, თ პუასონის კოეფიციენტია. # = ლ0ი5( >>0 (ფირფიტის „ცილინდრული 

სიხისტე“). 

(114,1) განტოლების ზოგად: ამონახსნი შეიძლება წარმოვადგინოთ 'შემდეგი 

სახით: 

სს (X, 4) = LM (X, V) + V7 (X, M). (114,3) 

სადაც სე რა”მე კერძო ამონახსნია, ხოლო V7 ბეპარმონული ფუნქციაა 5 არე- 

ში, ე. ი. ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს ბიჰარმონიულ განტოლებას 

ტი = 0; 

რაც შეეხება კერძო ამონახსნს ––- VI (X, ), ასეთი ამოხსნები შეიძლება უამრავი 

ავაგოთ. ერთ-ერთ მათგანს წარმოადგენს კარგად ცნობილი ამონახსნი 

9 ასე, რომ L წირის წერტილის /(X, ყ) კოორდინატებს აქვს მესამე რიგის დარმოებული 
რკალური აბსცის:თ, როზელ-ც ეჯუთვნის // (1) კლასს, მსჯელობის გართულების გარეშე “რმე-ძლება 

! 
IM (1) კლასი –ეეცვალოთ I/ (თ) კლასით, როცა თ > 2 როგორც ამას აკეთებს გ. მანჯავიძე,
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1 2 - 
%(00= -- | (6 ა რი/«რ. 

ა 
(114.4) 

ი= /V-C.+ V-X". 

ადვილად შეიძლება შევამოწმოთ, რომ, თუ 0 (X.ყV) შემოსაზღვრული ინტეი- 

რებადი ფუნქციაა, მაშინ VI(X. ყ) ფუნქცია. განსაზღვრული წინა ფორმულით. და 

მისი კერძო წარმოებულები მესამე რიგის ჩათვლით, უწყვეტია 5 + L-ში. საკმა- 

რისი პირობა იმისა, რომ ს), ფუნქცია აკმაყოფილებდეს (114,1) განტოლებას. 
მდგომარეობს იმაში, რომ ი (X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებდეს #/ პირობას 5 + L 

დახურულ არეში), 

ქვემოთ IM (X,ყ) ქვეშ ჩვინ ვიგულისხმებთ (114,11) განტოლების რაიმე 

კერძო ამონახსნს, რომელიც უწყვეტია მესამე რიგის წარმოებულებებთან ერთად 

5 + L არეშე და იგივურად ნულია, როცა ძ (X, V) = 0. ვგულისხმობთ, რომ ასეთი 

კერძო ამონახსნი არსებობს; ამისათვის საკმარისი პირობა ახლახანს იყო მითი- 

თებული, 

თუ V-ს ნაცვლად ჩავსვამთ (114,3) გამოსახულებას (114.2) სასახღვრო პი- 

რობებში და Lე კერძო ამონახსნზე (რომელსაც ჩვენ ვთვლით ამორჩეულად და 

ცნობილად) დამოკიდებულ წევრებს გადავიტანთ მარჯვენა მხარეებში, ჩეენს სასა- 

ზღვრო ამოცანას არაერთგვაროვანი (114,1) განტოლებისათვის ერთგვაროვანი 

(114,2) სასაზღვრო პირობებით მივიყვანთ სასაზღვრო ამოცანაზე ერთგვაროვანი 

#ტ4#4V = 0 ბიჰარმონიული განტოლებისათვის არაერთგვაროვანი სასაზღვრო პირო- 

ბებით, რომლებიც ქეემოთ (პ, 39) იქნება ამოწერილი გარდაქმნილი სახით. 

29. სანამ შემდეგზე გადავ-დოდეთ, მოვიყვანოთ ზოგიერთი ფორმულა (მათი 

უმრავლესობა კარგადაა ცნობილი) დაკავშირებული ბიჰარმონიულ ფუნქციებთან 

(იხ, მაგალითად ავტორის წიგნი |9)). 5 არეში ბიჰარმონიული ყოველი ფუნქ- 

ცია შეიძლება წარმოდგენილი იქნეს შემდეგი სახით (გურსას ფორმულა): 

1 _- _ 

VV,Vყ)= I6I29?(0 +XC)) = -2IC(ე +2C(ე+X()+7#ჯ(), (114.5 

სადაც დ(შ და X (2) ჰპოლომორფულე ფუნქციებია 5-შიზ?, წინა ფორმულა შეიძ- 

ლება შეიცვალოს ჩვენი მიზნებისათვის უფრო მოსახერხებელი ფორმულით, რომე- 

ლიც უშუალოდ გამომდინარეობს წინა ფორმულიდან (და პიოიქით) 

M ეც, 29%  ათფ+:7C6+აCღ, (114,6) 
იX მყ 

სადაც მიღებულია, რომ 

ს (0 =7 (2). (114.6) 

01 იხ, მაგალითად 0. L). XCIIილდ (5|. 

თ გავიხსენოთ, რომ ჩვენ ეთვლით 5 არეს სასრელად და მარტივადბმულად. მრავლადბმუ- 

ლი არისათვის C (2), ს 2) ფუნქყეები შძეიძლება იყოს მრავალსახა, მიუხედავად V (X. ყ) ღდანქციბს 

ცალსაზობისა,
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“(114,5)-დან ან (114,6)-დან ადვილად გამოგვყავს“ 

#V/ = 2|დ' (2) + დ' (2) | = 4 I%6C' (2). (114,7) 

თუ შემოვიტანთ აღნიშენას /#2(X, ყ) = #V7, (0 (X, ყ) ჰარმონიული ფუნქციაა), 

"ხოლო C0 (X, ყ)-ით აღვნიშნავთ /# (X, ყ) ფუნქციის შეუღლლებულ ჰარმონიულ ფუნ- 

მციას (განსახღვრულია ნებისმიერი ნამდვილი მუდმივის სიზუსტით), მაშინ 

გვექნება : 
4დ' (2) = ”(X,ყ) +!0(X,ყ)+ CI, (114,7ა) 

“სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი მუდმიეია; იგულისხმება რომ (2 (X, V)-ისათვის 

არჩეულია გარკვეული მნიშვნელობა. წინა ფორმულა გვიჩვენებს, რომ, თუ ბიჰარ- 

"მონიული ფუნქცია V (X,0) მოცემულია, მაშინ დ(2) ფუნქცია განისაზღვრება 

ნებისმიერი წმინდა წარმოსახვითი მუდმივის სიზუსტით, ხოლო აქედან გამომდინა- 
რე დ(2) ფუნქცია – CI2 + ჯ გამოსახულების სიზუსტით, სადაც C ნამდვილი, 

ხოლო + კომპლექსური ნებისმიერი მუდმივებია. 

კერძოდ, თუ V”(X, ყ) = 0. მაშინ აუცილებლად დ (2) = CL2 + + და (114.6) 

"ფორმულის საფუძველზე თ (2) =-– +. 
ბოლოს გავიხსენოთ შემდეგი ცნობილი ფორმულაზი: 

( (ტი'–ი-თ 5% 'V _ (- V ) |I#+« + 
§ 

    

ი»: ძყ? ძX ძყ | 

+ (  VMV  5% MV |რ – ი, (114,8) 
, / 
L 

იგი სამართლიანია ნებისმიერი ბიჰარმონიული VX (X. V) ფუნქციისათვის, რომელიც 

§ არის L საზღვრის მახლობლობაში აკმაყოფილებს რეგულარობის გარკვეულ 

პირობებს; M და M (114,2) ფორმულით განსაზღვრული ოპერატორებია. 

რადგანაც გამოსახულება 

ტთ'-0-თ -X წი“ C2. ძX” "ძყ? ძXმძყ/ 

რ: V 1 0; V V? ი”V ძV ძმ? V7 V? 
= __ 1 1-- ' 
> +L5X) +0+თ"თ მჯ ძყ? + ( 9 (>) 

        
/ 

ცხადია, წარმოადგენს დადებით კვადრატულ ფორმას V7(X, V) ფუნქციის მეორე 

რიგის წარმოებულების მიმართ?, ამიტომ (114,8) ფორმულიდან გამომდინარეობს, 

რომ თუ საზღვრის ერთ ნაწილზე = + =0, ხოლო დანარჩენ ნაწილზე 
/1 

% იხ, მაგალითად ლ. კანტოროვიჩი და ე, კრილოვი (11. 

1 
LI შეგახსენებთ, რომ 0<0< –- ·
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VI = MV = 0. მაშინ VI (X.ყ) ფუნქციის მეორე რიგის ყველა კერძო წარ- 

მოებული ნულის ტოლია, ეს კი ნიშნავს, რომ IVI(X,ყ) X, / კოოოდინატების 

წრფივი ფუნქციაა; მაგრამ, რაკი საზღვრის ზოგიერთ, ნაწილზე VV = 4” = 0, ამი- 
//! 

ტომ. როგორც ადეელი შესამჩნევია, V = 0 ყველგან 5-ში. ამგვარად, ჩვენ და- 

ვამტკიცეთ ერთადერთობის თეორემა !'- პუნქტში დასმული შერეული ამოცანი- 

სათვის. 

ვი, დავუბრუნდეთ ამ ამოცანის ამოხსნას როგორც უკვე იყო ნათქვამი. 

მოვახდენთ რა ჩასმას თ (X, V) = სა (X. ყ) + V (X. 9), სადაც V (X, ყ) ბიჰარმონი- 

ული თუნქციაა, ხოლო შე (X, //) –– (114,1) არაერთგვაროვანი განტოლების რაიმე 

კერძო ამონახსნი, (114,2) სასაზღვრო პირობას მივიყვანთ არაერთგვაროვან სა- 

ხემდე, სახელდობრ 

მV ძ1% 
ეღეო–დ-დ– როც. CM”, 

“” ძი მ” 8 
(114.1ა) 

MMV=-––VM9ი, M#MV = –- MVი, როცა #C#”. 

ეს პირობები კიდევ გარდავქმნ:თ იმ მიზნით, რომ ამოცანა მივიჭვანოთ დრე- 

კადობის ბრტყელი თეორიის ძირითად. შერეული ამოცანის ანალოგიურ ამოცა- 

ხნამდე. 

სახელდობრ, (114,1ა) პირობის პირველი წყვილი შევცვალოთ შემდეგით: 

0V. , , 9V. =- 99% _ ;0მ0% როცა 716CL”. 
იჯ ძყ ძX მყ 

” 2" 

ცხადია, თუ შესრულებულია ეს ბოლო პირობა, მაშინ პირობა _– =- 999 
/1 ძ!! 

L"-ზე შესრულებული იქნება ზუსტად, ხოლო პირობა IV = –- მე შესრულდება 

LL რკალზე რაიმე: მუდმივის სიზუსტით. 

  

მივმართოთ (114.1ა) პირობის მეორე წყვილს. უშუალო შემოწმებით ადვი- 
ლად დავადგენთ, რომ თუ 2 იცელება და აღწერს 5-ში მოთავსებულ რაიმე I 

რკალს და თუ § აღნიშნავს რკალურ აბსცისას I-ზე, მაშინბზ 

IMV + ჯ ( MI ძ2= (1-–-–თიძ(-დ20-2”:(0 – სა“), (114,9) 

სადაც 

  ; (114,10) 

09 ს, ლეხაიცკი III, ი. ვეკუა (6). (114,9) ფორმულა სავსებით მარტივად შემოწმდება. თუ 

მზედველობაში მივიღებთ, რომ | რკალის გასწერივ გვაქვს ძ: = #-20 ძვ =6-?0ძ2, სადაც 9 

კუთხეა, შედგენილი ! რკალის დადებითი მხების მიერ 0X ღერძთან, ხოლო მს =9% –– -–- მარჯენივ 

მიმართული ნორმალის მიერ შედგენილი კუთხეა იმავე ღერძთან, და თუ გავიხსენებთ, რომ 

მბV მ” მი წიხ რმ. 114,7 = ეა == - იზ. · 27 38 3: ფორმულა (114,7))  



45ი თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... (§ 114 

ეს მუდმივი განსხვავდება იმ მუდმივისაგანნ რომელიც წენა პარაგრაფში იმავე 

ასოთი იყო აღნიშნული; მთავარია ის, რომ ორივე შემთხვევაში X >> 1. 

მივიღებთ რა მხედველობაში (114,9%) და (114,600) ფორმულებს, ამოცანის 

სასაზღვრო პირობა შეიძლება შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ: 

    

«0 +/9(0+5C0=/(0, როცა CI”, – 

–Xდ() +(თ()+9(0=/(ე)+:I!C0+09(ი, როცა ! CL”. 
ამ ფორმულებში / (/) აღნიშნავს მოცემულ ფუნქციას 

/(ი-- (<2 +! „) · როცა #6CL”, 
ძX ძყ 

– (114.12)- 
I0= ––. ( (MM + L /ჰMV 3 ძი როცა 7CL7/, 

–თძ 4," 

ს, 
სადაც L ცვლადი წერტილია L; = ხ,0ძ,,)-ზე. §, შესაბამისი რკალური აბსცისაა, 
ათვლილი ხ, წერტილიდან. CV- -თი აღნიშნულია უბან-უბან მუდმივე ფუნქცია- 

L”-ზე. კერძოდ, C() =C, Lჯ-ზე, საღაც C, ნამდვილი მუდმივებია რომლებიც- 
წინასწრ არ გვეძლევა; %()) აგრეთვე აღნიშნავს, #L”-ხე უბან-უბან მუდმივ 

ფუნქციას, ე. ი. თ(/) = თ, L;-ზე, სადაც ამ შემთხვივაში თ, კომპლექსური მუდ- 

მივიბია, რომლებიც აგრეთვე წინასწარ არ გვეძლევა. 

ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ /#(ჰ) ფუნქცია ეკუთვნის #/” კლასს, /”(/) –- 7 

კლასს (ი,, ხ, კვანძებით). ეს საკმარისია (114,11) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნი- 

სათვის; ხოლო. რაც შეეხება ამოსავალ (114,2) ამოცანას, მისი ამოხსნა შეიძლება 

მევიღოთ (114,11) ამ..ცანის ამოხსნის საშუალებით. თუ 0 (X. /) ფუნქცია საკმაოდ. 

რეგულარულია, მაგალითად, აკმაყოფილებს პირობებს, რომლებიც მითითებულია. 

(114,4) ფორმულის შემდეგ. 

C,, თ/, ) = 1, 2, „.../ მუდმივები უნდა განვსაზღვროთ ისე. რომ VI (X, ყ) = 

= IM%6I2<(9 +XC)I + თე (XV) იყოს უწყვეტად გაგრძელებადი, პირველ წარ- 
მოებულებთან ერთად, L საზღვრის ყველა წერტილზე? და არა მხოლოდ იღებდეს 

მუდმივ მნიშვნელობებს #; რკალებზე, როგორც ამას მოითხოეს პირველი პირობა. 

(114,11) პირობებიდან, არამე ედ ნულიეც ხდებოდეს #L”-ზე. 

დთდ(უ. # (2) ფუნქციები ვექებოთ იმავე სახით. როგორც წინა პარაგრაფში, 

სახელდობრ, შემდეგი სახით: 

= თ () ძ! 

ი=-- | ' 
L 

  

L--2 
(114,13). 

» ('ათი! 1 თრი 1 (7თ()ძ 
ატ--+-I (2 ' ==) (2 2” ((–- 2? ' 

L L L 

690 ამ პირობას ჩვენ დავაკმაყოფილებთ, თუ ქვემოთ შემოყეანილ თ! (7) ფუნქციას დავუქვემ– 

დებარებთ პირობას, რომ ის ეკუთვნოდეს Mი კლასს.
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თ (/)-სათვეის მივიღებთ განტოლებას 

ხალტიძეიძა+5(0 | 509! 
ჯ! 1-#% 
  + IM ძ.0თ(0ი+ 

; 

+ ( M: (I, /)თ (0) ძი= წ() + (7CV,) + თ(I/ე, (114,14) 
L 

სადაც M ოპერატორი იგივეს), რაც წენა პარაგრაფში, ს-ხელდობრ /1(#ე), 8 (/ე)- 

#7, (70: /): ჩა (/ე, /) განისაზღერება (113.13). (113.14) ფორმულებით. 

მარჯვენა მხარე კი, ამჯერად, 

66 = 1 ია «0-1 ა _ . (114,15) 
C, L;-ზე. ს, L;-ზე., 

სადაც C, ნამდვილი, ხოლო თ, საზოგადოდ კომპლექსური მუდმივებია, რომლე- 

ბიც უნდა განისაზღვრონ. 

ჯერჯერობით · ნებისმიერად ვაფიქსირებთ მუდმივეს C,. /= 1. 2,..../; 

ვეძებოთ (114,14) განტოლების MI, კლასის ამონახსნი. 

ამოხსნადობეს პირობას აქეს ასეთ“ სახე (§ 112) 

MC | CV +VIC()+თ()1ი,(0ეძძ=0, /=1,2...,2. (114,16) 

L 

სადღაც თ,(I). / = 1, 2, ..., 20, M თ =0 განტოლების /ე = ი კლასის ამონახსნთა 

წრფივად დამოუკიდებელი სრული სისტემაა ვიწრო გაგებით. 
შემოვიტანთ რა აღნიშენებს თ, = 7, + IV, სადაც 47, “ი ნამდვილი 

მუდმივიბია, მივიღებთ წრფივ განტოლებათა (ნამდვილ) სისტემას »,(”=1. 2, „.. „ 20) 

მუდმივების მიმართ: 

20 

1)» = 8» )= 1, 2....+2/, (1I14,17) 

#=1 

–ომელშიც 4/, კოეფიციენტები არ არის დამოკიდებული არც / ()-ზე და არც 

C,-ზე, ხოლო 

2ი _ 

8, – – %| | /06604+: 31C ((«641, 1=1, 2, ..., 2ი. 

ჯ ა. 

#=I L. 

ვაჩვენოთ, რომ (114,17) სისტემის დეტერმინანტი განსხვავდება ნულისაგან. 

მართლაც, ვთქვათ, / (0) = 0 და ყველა C, ==0. მაშინ (114.17) სისტემაში ,8,=0. 

ვთქვათ, XL, # = 1, 2,...; 27 ამ სისტემის რაიმე ამონახსნია. მაშინ (114,14) გან– 

ტოლება ამოხსნადია ჩა: კლასში, როცა /(ჰ) ==0, C, =0, თ, = თ§=4 + “+;



452 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი.., |§ 114 
  

#=1.2,.... 20. ვთქვათ. თე (,) არის მისი ამონახსნი ხოლო დე (7), დია(2) შესა- 

ბამისი ფუნქციებია, განსაზღვრული (114,13) ფორმულებით. მაშინ გვექნება 

დი(9) + ( % (/) + %(0 =0, როცა 1C I, (114,18) 

––#% (0 -+ / %:(0 + "(0 = ი, როცა 1C#I, #=1,2,...)/. 
თუ ჩავთვლით დროებით 

X და (2) –– 27 (2) –– 'Mი(2) = 2M#(M,+ I), 

სადაც ს რაამე დადებითი მუდმივია? და, თუ გამოვიყენებთ წინა პარაგრაფის 

ფორმულას”!, ადვილად დავასკვნით, რომ 

მსე _ მხა _ ძი + იი _ 0 

0ძX იყ 0X ძყ 
  

მთელ 5 არეში, აქედან გამომდინარეობს, რომ? 

–-–Xდე(შ) + 2 დ; (2) + #ა( = #2 + 8, 
სადაც «§ ნამდვალიე., ხოლო 2 საზოგადოდ კომპლექსური მუდმივებია, მაშინ 
(114,18) მეორე ფორმულედან გამომდინარეობს. რომ §=0 და, რომ 

თ; = თ =-.-= თ = 6=-–-(1+%) 8; 

მომდევნო ფოომულების რამდენადმე გამარტივების მიზნით ჩვენ შემოვიყვანეთ ბ-ს 

ნაცვლად ახალა მუდმივი 8. 

(114,18) სასაზღვრო ამოცანას შეიძლება ოდნავ შევუცვალოთ სახე (გარეგ- 

ნულად). თუ #)(2) ფუნქციის ნაცვლად შემოვიყვანთ ფუნქციას რ, (2) =4%ა (7 -- მ. 
მაშინ ჩვენ მევალთ ამოცანამდე 

დ.() +19:(ე +090, 00) = –8 #-ზე, 

–-%9ზა() +1C:(ე) +9ა.(ე) =0 L”-ზე. 

ე ი. დრეკადობის ბრტველი თეორიის ძირითადი შერეული ამოცანის კერძო შემ- 

თხვევამდე (იხ. წინა პარაგრაფი) საზღვრის ერთ ნაწილზე ნულოვანი ძაბვების, 

10 ჩვენ შემოვიყვანეთ მამრავლი 2ჯ იმისათვის, რომ დრეკადობის ბრტყელი თეორიის ანა- 

ლოგიისათვის გაჯვესეა ხაზია. მაგალითად, “შეიძლება ავიღოთ 2+M= 1, როგორც ამას ფაქტიერად 

აკეთებდა გ. მანჯავიძე (31. _ 

? ამ ფორმულაში 4.-ს შე-ძლება მოვანიჭოთ ისეთი მნიშვნელობები, რომ 

7 + 3M _ 3--» 
- =%, ე.ი. #= 
+ · 

გავეხსენოთ,. რომ #«–.12>9. 

<% “შეადარეთ დრეკადობის ბრტკელი. თეორიის იმ შემთხვევასთან” როცა დეფორმაციის კომ- 

პონენტები“ (და, მაშასადამე, ძაბვებიც) ნულის ტოლია. 

    +-=1 ს,
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ხოლო მეორე ნაწილზე ნულოვანი გადაადგილების შემთხვევაში (იმას, რომ X სხვა 

სიდიდეა, არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს), ერთადერთობის თეორემისა და 

(114,18) სახის სასაზღვრო პირობების საფუძველზე ადვ-ლად დავადგენთ, რომ 

დე (2) = ჩ, %ინ(2) =–-ჩ. და, მაშასადამე, (114,13) ფორმულების საფუძველზე 

  

_ 1 ( თე (0 ძ1 

2”! (2 
L 

8-2 9047 _ ! | 79% (0 4! , 
- 2 ს 1L–-2 2!) 1-2 

L 

აქედან ზუსტად იმგვარად, როგორც ვიმსჯელეთ წინა პარაგრაფში (113,26) ფორ- 

მულების მიმართ, გამოვიყვანთ, რომ ჟ = 0, ე. ი. ყველა X# = 0. 

ამგვარად, ნაჩვენებია, რომ (114,17) სისტემის დეტერმინანტი ნულისგან 
განსხვავებულია. მაშასადამე, ყოველთვის შეიძლება თ, მუდმივების “შერჩევა. ისე, 

რომ (114,14) განტოლება ამოხსნად· იყოს ჩა), კლასშია, 

ვეპოვით რა ამ ამონახსნს თ(/)-ს, რომელაც წრფივ:დაა დამოკიდებული 

ჯერჯერობით ნებისმიერად ფიქსირებულ ნამდვილ C, მუდმივიბზე, შეეადგენთ ფუნ- 

ქციას 

თ, (X. ყ) = IMLI6I7დ(2) +X(C) | + CV), XC) = ( ს (2) ძ2, 

სადაც დ (2), V(2) ფუნქციები განისაზღვრება (114,13) ფორმულებით. ამ სახით 

აგებული VI, (X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს (114,1) განტოლებას და სასაზღვრო 

პირობებს 

Mაი, =Mს=0 #“-ზე, ძის 
ძ/ 

სადაც 0, რაღაცა ნამდვალი მუდმივებია. 

შევარჩიოთ ახლა Cს მუდმივები ისე, რომ 

01 = 0: =.'.= წი. IVIC" (2) = 0, (114,19) 

სადაც 2 5 არის ნებისმიერად ფიქსირებული წერტილია; ბოლო პირობა (114,19) 

პირობებიდან არ არის არსებითე??; ის ჩვენ იმისათვის შემოვიტანეთ, რომ თავიდან 

აგვეცილებინა ზედმეტი ნებისმაერობა მუდმივების არჩევაში. 

თუ ჩვენ შევძელით (114,19) პირობების დაკმაყოფილება, მაშინ დასმული 

ამოცანის ამონახსნი იქნება ფუნქცია V = V,--ი, სადაც 0 არის 0, მუდმივების 

საერთო მნიშვნელობა. 
, 

(114.19) პირობა დაიყვანება, როგორც ადვილად ჩანს, C, მუდმივების მი–- 

მართ შემდეგი სახის (ნამდვლ) წრფივ განტოლებათა სისტემაზე: 

ჩ 

2?) 4C => 1=1,2,..., #. (114,20) 

#=1 

  = 0, შა = 0, LL, #ჩ=1,2....:/მ, 

  

73 დ C)-ის შეცვლა დ(2) +LIC2-ით, სადაც C ნამდვილი მუდმივია, ჯა», (X, V) ფუნქციაზე 

გავლენას არ ახდენს.
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რომელშიც #4% კოეფიციენტები 0(X, #) ფუნქციისაგან დამოუკიდებელია, ხოლო 

თავისუფალი წევრი 87 დამოკიდებულია მხოლოდ ამ ფუნქციაზე და წულად იქცე- 
ვა, როცა ძ (X, ყ) = 079, 

, ვაჩვენოთ, რომ (114.20) სისტემა ყოველთვის ამოხსნადია, ე. ი. მისი დე- 

„ტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან. 
მართლაც. ე»ქვათ ძ(X, ყ) = 0. მაშენ ამ სისტემაში ყველა 8-1=0 და 

სისტემა გადაიქცევა ერთგვაროვნად. ვთქვათ, C1, # = 1, 2,..,, 0 მისი რაიმე 

«ამონახსნია და ვთქვათ, და (2), დე(2) არის ამ ამონახსნის შესაბამისი დ (2), C (2) 

ფუნქციების მნიშვნელობები. პ. 2-ში დამტკიცებულ ერთადერთობის თეორემის 

საფუქველზე. ვიღებთ რა მხედველობაშია პირობას Iი ი” (2) = 0, დავასკვნით, რომ 
Cთ9მ (27)=00ი5L, '/9 (2) = 00ი5ჭ. მეორე მხრავ, #/-ზე ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას; 

–-#დე() + 19:0) + V-() = VIC1+ თ. 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ყეელა C; = 0. მაშასადამე, (114,20) სისტემის 

შესაბამის ერთგვაროვან სისტემას არ გააჩნია ნულისაგან განსხვავებული აჭონახსნი. 

ამიტომ (114,20) სისტემა ცალსახად ამოხსნადია და მის ამოხსნას მივყავართ ამო- 

სავალი ამოცანის ამოხსნამდე. 

§ 115. ზოგიერთი შეფასება??, წინა პარაგრაფში რომ არ დაგვერღვია მსჯე- 

ლობის მთლიანობა, ჩვენ გამოვტოვეთ ზოგიერთე ფორმულის გამოსაყენებლობის 

დეტალური დასაბუთება, მაგალეთად, (113.7), (113.8), (114,8), (113.11ა), (1 13,11ბ) 

და ზოგიერთი სხვა ფორმულისა. ახლა მოვიყვანთ ზოგიერთ შეფასებას, რომლებიც 

საკმარისია ასეთი დასაბუთებისათვას; უფრო დაწვრილებით შევჩერდებით § 113-ში 

განხილულ ამოცანაზე, ხოლო § 114-ში განხიხლულ ამოცანის შესახებ მოკლე 

მითითებებს გავაკეთებთ. 

განვიხილოთ ოპერატორი 

    

” 
ი = | ი (4.0 თ(0ძი(+ | M- (I, /) თ()ძ, (115,) 

#L L 

რომელიც მონაწილეობს (113.12) და (1 14.14) განტოლებებში, სადაც 

Xჯ ძ 7-7 1 ძ 71-77 
MI (I-ი. 1) = –- MI “იიიიიიიიიეიიიი” 115,2 
1.9 – >“ (1-7 (0 = + ,-–1 0152 

ჩავთვალოთ, რომ 7, წირის ჯ წერტილის X, V კოორდინატებს აქვს წარმოე- 

ბულები 7 რიგამდე. რომლებიც აკმაყოფილებენ /7 (1) პირობას, ანუ ლიფშიცის 
პირობას (§ 113-ში > = 2, ხოლო § 114-ში 7 = 3). დროებით შემოვიტანოთ 
აღნიშენა 

'1(- 0=:=%.   
– 7 

71 ჩეენ ვთვლეთ, როგორც ვიყავთ შეთანხმებულ“, რომ კერძო ამონახსნი ე (X, ყ) შევარ- 

ჩიოთ ისე, რომ Vიე(X, V) = 0, როცა 40 (X, ყ) = 0. ასეთაა, მაგალითად (114,4). 
2? გ. მანჯავიძე |31.
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§ 7-ის შედეგების საფუძველზე. # (#/-, 7) ფუნქციას აქვს / რიგის წარმოე- 

ბულები, რომელთაც აქვთ შემდეგი სახე: 

ძ ((ი, 1) 

((–Iე2. 

სადაც » ნებისმიერი რიცხვია, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 0<7< 1, 

· ხოლო. თ (/ა, 0) ეკუთვნის /7. კლასს. · 
ახლა ვთქვათ, თ (I) I" კლასის რაიმე ფუნქციაა. დავუშვათ, რომ 

  

ძჩ (I. 1 „ი)= |“ “თაი 

თ (ი) ფუნქციას აქვს (#1 –– 1) რიგის წარმოებული 
: _ მ” LV.40. „(თ – ი ცლის ძე = | 9 ღა 904 

L 

რომელიც, როგორც ადვილად დავრწმუნდებით § 51-ეს ანალოგიური მსჯელობის 

საფუძველზე, ეკუთენის // კლასს. თუ, გარდა ამისა, თ (/) ფუნქცია უწყვეტია და 
აქვს თ” (/) წარმოებულე, რომელიც ეკუთვნის II? კლასს, მაშინ, როგორც გვაჩეე- 

ნებს ნაწილობითი ინტეგრებით მიღებული ფორმულა 

ძ”'-1 L Cი.I) 
(ი-1) (/ ) = –– ემ თ” (0) ძ/, ურასრი=- “ანიმ სტ 

L 

არსებობს წარმოებულიც უ!” ((), რომელიც აგრეთვე ეკუთენის /I კლასს. 

ნათქვამიდან უშუალოდ გამომდინარეობს. რომ თუ ფუნქცია თ (,) ეკუთვნის 

#"” კლასს, მაშინ Mთ' ფუნქციას აქვს 7-1 რიგის წარმოებული, რომელიც 

ეკუთვნის //” კლასს, ხოლო თუ ფუნქცია თ (/) უწყვეტია და აქვს თ” (/) წარმოებუ- 
ლი, რომელიც ეკუთვნის #/“ კლასს, მაშინ MVთ აქვს 72 რიგის წარმოებული, რო- 

მელიც ეკუთვნის /7 კლასს. 

ჯერ განვიხილოთ § 113-ის შემთხვევა (შეგახსენებთ, რომ ამ შემთხვევაში 

MI = 2). ვთქვათ, თ (I) (113.12) განტოლების ჩაი კლასის ამონახსნია. ე. ი. შემ- 

დეგი განტოლებისა: 

  

MVთ=2Iმ1V -L Mთ = ”(/ი) + C(ი). (115.3) 

სადაც C()= C, #L-ზე, CI) =0 #”-ზე. თ(0) ფუნქცია ამავე დროს წარმო- 
ადგენს შემდეგი განტოლების #7,» კლასის ამონახსნს: 

  «ი = 40)თიძ)ა+54 (50% =/ ყე. 015,4 
ჯL ,) 1–7%(0.. 

ჩვენ ამ განტოლების მარჯვენა მხარეს 

/ი (/ი) = / (7) + C(#ი) –– MV (1 15.5



456 თავი V. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებანი... (§ 115 

განვიხილავთ როგორც მოცემულს. ვიგულისხმოთ, რომ მოცემულია /”(ჰ) ფუ?ქცია 

ეკუთვნის #7 კლასს, ხოლო /' (/) –– MI" კლასს თძ,, 0, კვანძებათ. 

მაშინ, შესაბამისად, იმავე კლასებს მიეკუთვნება /ე:(/) და» /: (/) ფუნქციები. 

უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაშე ქრობადე ფუნქცია 

_ 1 თ ()ძ 

დრ 2» ( (“2 

შეუღლების ამოცანის 

დ?C61=0()თდ (ე)+§9C0) (115,6) 

ჩაიც კლასის ამონახსნია, სადაც 

იი - 0-#0V (7 როცა CL" (115,6ა) 
40+8( 1, როცა 16#” 

და 

– ჩ0 შოა (66, 115.6 ნიი +8დ 09, როცა (CL”. (115.% 
ამგვარად, გამოვიყენებთ რა ფორმულებს შეუღლების ამოცანის ამოხსნისათვის, 

ვექნება: 

  =245) § (0 « __ 115,7 
ი–= >, I XL Cთ0-2 ს 

სადაც წინანდებურად 
1... 1... 

ჩ 21% 9. # ი Iი » 
XC => II (2– ძ) (2–ხ) .. “2. (115,8) 

#=I 

§ 26-ის შედეგების საფუძველზე დ“ (7) და დ“ (/) სასაზღვრო მნიშვნელობები 
არსებობს L წირის ყველა ( წერტილისათვის და მიეკუთვნება /” კლასს და» 

მაშასადამე, თ (/) = დ” (/) –– დ” (/) ფუნქციაც ეკუთვნის იმავე კლასს??. 

· ახლა განსახილველად შემოვიტანოთ ფუნქცია 

დ,(ე = (2-0) დ(ე), (115,9) 

სადაც 0, (# = 1. 2,..., 20) ერთ-ერთი წერტილთაგანია თ,, ხ/-დან. ფუნქცია. დ, (I) 
უსასრულობაში შემოსაზღვრულია და წარმოადგენს სასაზღვრო ამოცანის 

დ, ()=0()თ; ()+V7–0)§(C0) (115,10) 
/სც კლასის ამონახსნს. 

238 § 26-ის შედეგებიდან, რომლებიც შეეხებიან ზოგად შემთხვევას, უშუალოდ გამოჰდინა- 
რეობს, რომ დ+ (/) და დ“ (77) მიეკუთვნება /ცე კლასს, მაგრამ ჩვენს შემთხვევაში, როცა კვან- 

ძებში თავს იყრის ორ-ორი რკალი, შეიძლება გამოკენებულ იქნეს (26,24) ფორმულები, რომლებიც 

მარტივი გამოთვლებს "შემდეგ გვიჩვენებენ რომ დ+(I/)) და დ“(/) ეკუთვნის / კლასს. 
თუმცა § 101, პ. 20--ის ბოლოს ნათქვამიდან, უფრო ადვილად დავასკვნით, რომ «I (/) მიეკუთვნება 

M კლასს
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ამიტომ 

(115.11)   _ X0 წ #–ი)60« 
V (0 – >> ( XC), უ 

აღვნიშნოთ თ, = C.,3, L წირის რაიმე რკალი, რომლიც შეიცაეს 62. წერტილს 

და არ შეიცავს სხვა კვანძებს. 

წინამდებარე გამოსახულების გაწარმოებეთ ზოგიერთი ელემენტარული გარ- 

დაქმნების შემდეგ მივიღებთ 

  

%--+ი, 
დ ფ-იი=0-იედთო 9, 

#7=1 

  

.. 1 

+ XC , ((M– >)604 - 40) (–“)ი”ი რ + 
2»! წირი )1(2=%)) 2»L | »" (I) (/ –-2) |I/=თ, 

–_– 

+ XC) _ძ_ ( (–6)§0ი“ 

2» ძ2 #0 (/– ე 
L–ძთ 

: · (| ე -+! მ! XC | > |- ჯა: 2”  -ი0+C ი,“ - (15.2. 
2. ) »1() L 7 

ძი ' 

სადაც V, = + 8 დღა ჯამის ნიშანთან შმტოიხი აღნიშნავს, რომ ”=# ნომრის შე- 

საკრები გამოტოვებულია. 
(115.12) ფორმულის მარჯვენა მხარემე პირველი ოთხი წევრი, როგორც. ეს 

ადვილი შესამჩნევია, უწყვეტად გაგრძელებადია თ,-ზე ყველგან, 6, წერტილების 

ჩათვლით, #L-დან ორივე მხარეზე; ამ წევრთა სასაზღვრო მნიშენელობები აკმაყოფი- 

ლებს /#' პირობას თძ,-ზე, ამასთან, C, წერტილში ისინი ნულის ტოლი არიან; 

§ 26-ის შედეგების საფუძველზე იგივე შეიძლება ითქვას უკანასკნელ წივრზეც. 
ამიტომ (115,121) ტოლობიდან გამომდინარეობს, «ომ დ,“ (/), დ” (/) აკმაყოფი- 

ებს #-ზე // პირობებს, და, გარდა ამისა, 

რ,“ (თ) = დ' (CC). დ (თ) = «” (თა 
ტოლობიდან 

“0 
თ'() = დ. (შ –-–დ() 

20თ 

დავასკვნით. რომ დ”” ((), დ“ (0) ეკუთენის II” კლასს თ,-ზე (წყვეტის წერტილს. 

წარმოადგენს ი). 
ვინაიდან 0,-ს ქვეშ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ ნებისმიერი ძ,, 68, წერტილე- 

ბიდან, ცხადია. რომ დ”“ (/) და დ“ (/) წარმოადგენს #I/“ კლასის ფუნქციებს L-ზე 

(ი„, ხ, კვანძებით, # = 1. 2, ,., , ი). შემდეგ, აშკარაა, რომ ფუნქცია დ” (2) თანაბ-
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რად მიისწროათვის თავისი დ“ (/) და თ” (/) ზღვრებისაკენ, როცა 2 წერტილე უახ- 

ლოვდება #-ის |! წერტილს მარცხნიდან ან მარჯვნიდან, თუ ჩ:ვთვლით, “ომ ეს 

წერტილი არ იმყოფება იმ რკალებზე, რომლებიც ამოჭრილია L-დან რაგინდ მცირე 

რადიუსიანი წრეწირებით. ცენტრით თ,, ხ, წერტილებში, ამიტომ ადეილი შესამჩ. 

ნევია, რომ ით,, ხ,-საგან განსხვავებულ წერტილებში თ”“ (I) = თ!” (ი = 97. 

7. , ძ · 7. , -ი”” (/) => დ”'(ე)= “> და. რომ დ1?7 (/) და თ“ ”(/) L-ზე ეკუთვნის /#I" კლასს 

და, მაშასადამე. თა” (/) = დ.” (ე –– დ-” () ფუნქციაც ეკუთენის L-ზე //" კლასს. 

ზემოთ თქმულიდან გამომდინარეობს, რომ (113,11)-ის მეორე ფორმულით 

განსაზღვრულ“ დ (2) ფუნქცია შეიძლება წარმოვიდგინოთ (113,11ა) სახით. აქედან, 

თავის მხრივ. გამომდენარეობს. რომ კვანძებისაგან განსხვავებული ყველა # წერტი- 

ლისათვის არსებობს დ“ (I) სასაზღვრო მნიშვნელობა და იგი ეკუთვნის #"” კლასს. 

თ () ფუნქციის ზემოთ დამტკიცებული თვისებებიდ-ნ აგრეთვე გამომდინარეობს 

'(113,11ბ) ფორმულის სამართლიანობა. 

გადავალთ რა გამოსახულებებზე 

თ()+7დ 2)+ს(ე). --ჯდ() + 2დ/(2) + ტ(7. (115,13) 

რომელთა სასაზღვრო მნიშვნელობებ. მონაწილეობს (113,9) პირობებში, ჩვენ 

შეგვიძლია დ:ვამტკიცოთ უფრო მეტიც. სახელდობრ ის, რომ ეს გამოსახულებები 

უწყვეტად გაგრძელებადია საზღვრის ყველა წერტილზე და. რომ სასაზღვრო მნიშვ- 

ნელობები ეკუთვნის // კლასს. მართლაც, უს უკვე ნაჩვენებიც იყო პირველია შესა- 

კრებისათვის რომელიც შეიცავს დ(2). ახლა განვიხილოთ ჯამი 2დ'(2) +C() 

ანუ, რაც იგივეა. მასთან შეუღლებული გამოსახულებ 7 C” (2) + დ (7). (113,11ა), 

(113,11ბ) ფორმულების საფუძველზე გვაქვს: 

თ (7) ძ/ 1 ( (7 –– 1) თ (1) # X 

7920+%ხ0=--, (49% + 2M/. 1-2 
L · L 

მარჯვენა მხარეს პირველ შესაკრებს აქვს საჭირო თვისება. თუ თ, 0, წერტი- 

ლებიდან რომელიმეს აღვნიშნავთ C-თი, გვექნება: 

  

1 ! (ჯ–- 71)თ” (()ძი ჯ–ნ ( თ” (1) ძ? 1 (ნ6-– უთ (0 

2» . (-72 2 (1-2 ! 29 (2 ' 
L L L 

რის შემდეგაც ჩვენი მტკიცებანი ცხადი ხდება. თუ გავითვალისწინებთ. რომ თ”(1) 

ეკუთვნის /I? კლასს. 

ამგვარად, თუ თ(I) წარმოადგენს (113,12) განტოლების /#ა:, კლასის ამო- 

ნახსნს C, მუდმივების სათანადოდ შერჩევისას, მაშინ (115,13) გამოსახულებანი 

უწყვეტად გაგრძელებადია საზღვრის ყველა წერტილზე და ამ გამოსახულებათა 

სასაზღვ“ო მნიშვნელობები აკმაყოფილებს (113,9) პირობებს, ამგვარად, დ (2), C (2)
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ფუნქციები, განსაზღვრული (113,11) ფორმულებით თ(I) საშუ:ლებით, გვაძლეეს 

ამოცანის ამოხსნას?. 

მაგოამ. თ(/) ამონახსნის არსებობის დამტკიცების პროცესში მუდმივების 

სათანადოდ შერჩევიესას და თვით ასეთია შერჩევის შესაჰლებლობის დამტკიცებისას 

ჩეენ ვსარგებლობდით ერთადერთობის თქეორემებით,„ რომლებიც დაფუძნებულია 

(113.8) ინტეგრალური ფორმულების გამოყენებაზე. 

ახლა საჭიროა დავამტკიცოთ ამ ფორმულების გამოსაყენებლობა ყველა იმ 

პირობისათვის, რომლებიც ჩვენ მივ-ღეთ. 

ამ მიზნისათეეს აუცილებელია: გამოვიკვლიოთ ყოფაქცივა დ” (2) ფუნქციისა 

და, აგრეთვე. გამოსახულებისა» ძ |? თ” (2) + ს (2)) სახღვრის მახლობლად, როცა 

ჩ(1) = 0. რადკანაც ჩვენ (113,8) ფორმულა გამოვიყენეთ მხოლოდ ამ დაშვები- 

სათვის. 

ამგვარად. ჩვენ ჩავთვლით, რომ / (I) = 0. მაშენ ამ პარაგრაფის დასაწყისში 

ნათქვამისა და იმის ძალით. რომ თ (/) ეკუთვნის I” კლასს, (# (/). დ” (I) და ჯ” (I) 
ფუნქციები ეკუთვნის //, კლასს. 

მაშინ (115,12) ფორმულებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 

(2 --დ(ე) | __ __ლიიგ! თ” (2)|) = _-----. |” (2)| _–C I 1-2 

თ წერტილების მიდამოში, აქედან, ცხადია, გამომდინარეობს, რომ 

იჩა! ე) < _ მია. 115.14 (“0I< ათ (015.14) 

ყველა კვანძის მიდამოში, სადაც მიღებულია 

ჩ 

I1C2) = II 2-- )(2-–წ. (115,15) 

#=I 

ახლა განვიხილოთ ფუნქცია 

> ფი I იოიდ!. (015,16) 

ზემოხსენებულის საფუქველზე, ცხადია, რომ დ, (2) წარმოადგენს 

დ; (0) = C(0)Cდ, (1!) + §, (0) (115.17) 

სასაზღვრო ამოცანის ჩა, კლასის ამონახსნს, სადაც 

თრ0= -% (იტჯრ!. (115,18) 

?? შერეული ამოცანის ამოხსნის დროს ჩვენ გარე ძაბვების X, V, მოცემა L-ზე 'შეეცვა- 
ლეთ (113,5) გამოსახულების სასაზღვრო მხიშენელობების მოცემით (მუღმივ შესაკრებამდე სი- 

ზუსტით). ეს სავსებით გამართლებულია მექანიკური მოსაზრებით.
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ამგვარად, თ, (2) წარმოადგენს ისეთივე სასახღვრო აზოცანის ამონახსნს, 

როგორიც გვქონდა ( (2)-სათვის. ისეთივე პირობებით თავისუფალი წევრის მიმართ. 

განსხვავება მხოლოდ იმაშიას, რომ თ, (2) შეიძლება უსასრულობაში პქონდეს 

20--) რიგი, მაგრამ ეს, როგორც "ადვილად დავინახავთ, არ მოქმედებს შედეგხე- 

ამიტომ, კერძოდ, ჩვენ გვექნება შეფასება 

Cსო§L 

10(C7I/. 
საიდანაც შეიძლება მივეღოთ შეფასება დ” (ჟ)-სათკის. სახელდობრ, გვიქნება 

II () თ”( =Cთ,(8– 2თი (2 II –-თ(უ II” (2. 

საიდანაც გამომღინარეობს შეფასება 

|, (2)|< – 

ლ0ი5( 

1062. 
ეს და ანალოგიური შეფასებები რომელთა გამოყვანასაც მკითხველს ვანდობთ, 

ნებას გვაძლევს მკაცრად დავადგინოთ § 113 ყველა დასკვნა. 

ანალოგიური შეფასებები შეიძლება მივიღოთ § 114-ში განხილული ამოცანი- 

სათვის. ამ შემთხვევაში წირის 1 წერტილის X, # კოორდინატებს პირობის თანა- 

ხმად აქვს /”(1) კლასის მესამე რიგის წარმოებული. წინას მსგავსი მსჯელობის 

საშუალებით შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევისათვის გვაქვს შეფასება 

LV” (2) | < 

C0ი5( 

ღა სხვა ანალოგიური შეფასებები რომლებიც საშუალებას გვაჰლევენ მკაცრად: 

დავადგინოთ ყველა დასკვნა, რასაც ჩვენ მკითხველს ვანდობთ. 

V. მოკლე ცნობები ზობიერთი სხვა “მედების ”მესახებ 

ამ კარშე ჩვენ ვიძლევით მოკლე მითითებებს რიგ მნიშვნელოვან შედეგებზე, 

რომლებიც მჭიდრო კავშირზია ამ თავში გადმოცემულ შედეგებთან. და. რომლებზე- 

დაც არ გვაქვს საშუალება უფრო დაწვრილებით შევჩერდეთ, რომ არ გამოვიდეთ 

წიგნის დასახული ჩარჩოებიდან. 

ეს შედეგები პირველ რიგში ეხება როგორც მოცემული, ასევე საძიებელი 

დასაშვები ფუნქციების კლასთა გაფართოებას (§ 116); მეორე რიგში კი, გარკვე- 

ული სახს წრფივ სინგულარულ ინტეგრო-დიფერენციალურ განტოლებებს. 

(§ 117). 
სამწუხაროდ, არ გვაქვს საშუალება თუნდაც მოკლედ შევეხოთ ისეთ მნიშვ- 

ნელოვან საკითხს როგორიცაა მიახლოებითი ამოხსნების მეთოდები და ამიტომ ამ 

მიმართულებით ”შემოვეფარგლებით ზოგიერთ შრომაზე მიათითებეთ: მ. ლავრენტიევი 

I2I, ა. კალანდია (5, 6), ვ. ივანოვე (1-5), ი. სოფრონოვე (1,2), L. 80-თ 

(1), IL. C. MმCCმთ"V 1 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლების მიახლოებითი ამოხსნების მეთო– 

დებზე შრომების მიმოხილვა მკითხველმა შეიძლება ნახოს ვ. ივანოვის სტატიაში |6|.
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§ 110. დასაშვებ ფუნქციათა კლასების გაფართოების შესახებ. 19, ამ 

წიგნში სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა ამოხსნებს ვეძებთ //” კლასში, 

შეგახსენებთ, რომ დ(/) ფუნქციას რომელიც ამ კლასს ეკუთვნის, ახასიათებს 
შემდეგი თვისებები: ა) C წერტილების '(კვანძების) სასრული სიმრავლის მედამოში 
მას აქვს სახე: დ(I) = დ.„() /-–თ',, სადღაც თ.() C წერტილის მიდამოში 

ეკუთვნის //7ე კლასს, ხოლო + = 0005, 0 <= MC < 1; ბ) L-ის ყველა ჩაკეტილ 
ნაწილზე, რომელიც არ შეიცავს კვანძებს, ის აკმაყოფილებს // პირობას. ჩეენ ამ 

კლასის ფუნქციებზე იმიტომ შევჩერდით. რომ ჯეო ერთი გამოყინებითი ხასიათის 

ამოცანების უმრავლესობაში სავსებით საკმარისია შემოვი–ფარგლოთ ამ კლასის 

ფუნქციებით, მეორეც, MI” კლასით შემოფარგვლისას ხერხდება სინგულარულ 
ინტეგრალურ განტოლებათა მთელი თეორიის აგება ლებეგის ინტიგრალის გარეშეც. 

გარკვეულ ინტერესს იწვევს განსახილველ სინგულარულ ინტეგრალურ გან- 
ტოლებათა კლასისა და განსაკუთრებით კი საძიებელ ამონახსნთა კლასის გაფარ- 

თოება. ამ მიმართულებით რიგ საინტერესო შედეგებს შეიცავს ს. მიხლინის 

შრომები (11-– (7. რომლებშიც განხილულია ნორმალური ტიპჰეს სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლებების შემდეგი. კლასი: 

#ძაიძა+500 | 70% 
#ხ 

+VCით=/(V, (116.1) 
(-–% 

სადაც თავისუფალი წევ“ი /(/) და ამონახსნი დ(!) ეკუთენის L.(L) ფუნქციონა- 

ლურ სივრცეს, V სავსებით უწყვტი ოპერატორია L.(L)-ში, L შეკრული 

კონტურია. «ომელსაც აქვს შემოსაზღვრული სიმრუდე. განსაკუთრებით უნდა აღინიშ- 

ნოს, რომ (6) 'მრომაში ს. მიხლინმა ააგო (116,1) სახის სინგულარული განტოლე- 

ბის ზოგადი თეორია იმ შემთხვევაში, როცა /#(/, 98(, კოეფიციენტებისაგან 

მოითხოვება მხოლოდ უწყვეტობა. 

ცხადია, რომ /#/% კლასი არ წარმოადგენს L.(#)-ის ქვეკლასს. რადგანაც თუ 

ფუნქცია ეკუთვნის ამ უკანასკნელ კლასს, მაშენ მას შეუძლია კვანძებში გახდეს 

უსასრულობა მხოლოდ ნახევარზე დაბალი რიგით! მაშასადამე. თუ. //" კლასს 

შეეცვლით Lია (L) კლასით, ამით არსებითად ფაროოვდება /7?" კლასის ბ) თვისება 

(იხილეთ ამ პუნქტის დასაწყისი), მაგრამ სამაგიეროდ ასევე არსებითად ვიეწოოვდება, 

გარკვული აზრით, ა) თვისება. ეს უკანასკნელი გარემოება ზოგ შემთხვევაში 

შესამჩნევად აქვეითებს ამოხსნის ზოგადობას. მაგალითად, გახსნილი კონტურების 

შემთხვევაში კვადრატით ჯამებადი ამონახსნების დაშვება გვაიძულებს განტოლების 

კოეფიციენტები შევხღუდოთ ხელოვნური პირობებით. გარდა ამისა, თუ შემოვი- 

ფარგლებით L» (L) კლასის ფუნქციებით, მაშინ რიგ გამოყენებითი ხასიათის ამო- 

ცანებშიც კი (მაგ. დრეკადობის თეორიის ამოცანებში) ზოგჯერ შეიძლება დაიკაო- 

გოს მეტად არსებითი ამონახსნები. 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს. რომ თუ ჩვენ გვსურს მივიღოთ ამ წიგნში 

გადმოცემული შედეგების ეფექტური გაფართოება დასაშვებ ამოხსნათა კლასის გა- 

ფართოების აზრით, საჭიროა ამონახსნთა ისეთი კლასი მაინც ავიღოთ. რომელიც 

8 არა ერთზე დაბალი, როპორც ეს დასაშვებია #/I% კლასის თუნქციისათვის.
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მოიცავს //V კლასს. ასეთი ტიპის საკმაოდ ზოგად კლასს წარმოადგენს, მაგალითად, 

80 ხარისხში ჯამებად ფუნქციათა კლასი, სადაც #0 >> 1, ან, რაც ჩვენს "შემთხვევაში 

უფრო მეზანშეწონილია, L„.(0. L) კლასი (იხ. § 27). ამ კლასში სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლება შესწავლილია ბ. ხვედელიძის მიერ |5|––-I7), |9)--I11), 

(15). |18I. დასახელებულ შრომებში, კერძოდ, დამტკიცებულია ნეტერის განზო- 

გადებული თეორემები ((116,1) განტოლებისათვის) საკმაოდ ზოგად დაშეებებში. 

როგორც მოცემული, ისევე საძიებელე ფუნქციების მიმართ. მოვიყვანოთ ამ შედეგის 

ფორმულერება. ვთქვათ L შეკრული ან გახსნილი ლიაპუნოვის მარტივე ურთიერთ- 

არაგადამკვეთი რკალების ერთობლიობაა. ვთქვათ #4 (1). 8(,)) ფუნქციები ყველგან 

უწყვეტია L-ზე, შესაძლებელია, წერტილების სასრული სამრავლის გარდა, რომ- 

ლებშიც ამ ფუნქციებს შეიძლება ჰქონდეთ პირველი გვარის წყვეტა. ამასთან, 

400 -–– 8'(0)% 0 ყველგან L-ზე. ვთქვათ, 
იტ- 40-8Cთ 

ტ4ი+8V» 
და ეთქვათ. C,. ....0„ L წირის ყველა ბოლო წერტილე და C(I) ფუნქციის 
წყვეტის წერტილებია. შემოვიტანოთ აღნიშვნა: 

თ, = Iს – _. გ, CC VI) (116.2) 
2X 0(CVL+0) ” 

სადაც · 

0Cთ–90 თ(ს–0) 
-  მზწ--."”“ “თ _  '  '” დადებითი სიდიდეა, 
2 ”0(ლ(-+0) CC +0 ლმე 116,3) 

1 0C–თ" თ 
_ გყ აჩ 7” 1 ნარჩენ შემთხვევებში??. + 6C-2 + დახაოიეხ ძელთხვევეი ძი 

თუ 0, L წირის ერთ-ერთი ბოლო წერტილია, მაშინ (116,2) და (116,3)-ში საწვი- 

სი წერტილის შემთხვევაში უნდა ავ-ღოთ C (0, –-0) = 1, ხოლო ბოლო წერტი- 

ლის შემთხვევაში C (C, + 0) = 1. ცხადია, რომ 0 = თ,„<. 1. დაბოლოს, ვთქვათ, 

II, = 

ი 

ი0= II I(/–ცI3%”“). (116.4) 
#=1 

ახლა განვიხილოთ (116,1) განტოლება, რომლის კოეფიციენტები #4 (ი), 8 (1. 

აკმაყოფილებს ზემოთ მითითებულ პირობებს, თავისუფალი წევრი / (I) ეკუთვნის 

L, (0: L) კლასს. სადაც 0 > 1. 0 (I) ფუნქცია განსაზღვრულია (116.4) ტოლობით, 

-V სავსებით უწყვეტი ოპერატორია L, (0; L)-ში, ხოლო დ (/) ამონახსნს მოვძებნით 
იმავე L„ (ი. L) კლასში. მაშინ ადგილი აქვს შემდე; დებულებას (იხ. ბ. ხვედელიძე 

1181): 1) (116,1) განტოლების ამოხსნადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

იმაში მდგომარეობს. რომ 

(/CVრ04#=0, /=+ 2....,ჩ 
; 

_ეაეაეაა–_ 

29 ·სიმბოლო IX»XI აღნიშნავს X რიცხვის მთელ ნაწილს.
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სადაც C,() (=1, „ე წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული: 

სისტემაა ს შეელლბელი "ერთგვაროვანი განტოლებისა% 

4C0)%(0)– ი. 0“ +V"დ (116,5) 
ჯL “” – 

Lა (0'“?; L) კლასში. სადაც 0 = / (0 ––1):1, თუ # (116,1) განტოლების შესაბა- 

მისი ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა “იცხვია 

L„,(ი: L) კლასში, ხოლო #” -– (116,1) შეუღლებული ერთგვაროვანი განტოლებას 

Lე (0'?; L) კლასის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვი, მაშინ 

” 

სნ- ფ= 1, მე. 
ლ 

სადაც I, მთელი რიცხვია. განსაზღვრული (116,3) ფორმულით. 

დასაშვებ ფუნქციათა კლასის შემდგომი გაფართოება #4 (I), 8 (/) კოეფიციენ- 

ტებისაოვის, ზემოთ მითითებული თეორემების დამტკიცება სერიოზულ წინააღმდე- 

გობებს აწყდება (იხ. მაგალითად, ი. ქარცივაძე |3|). 

ბოლოს აღვნიშნოთ კიდევ ერთი შედეგთაგანი, რომელიც ძალზე საინტერესოა 

წიგნმი განხილულ საკითხებთან დაკავშირებით. ბ. ხვედელიძემ აჩვენა. “ომ ამ 

თავში განხილულ სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებებს (ე. ი. (96.11), (96.12) 

განტოლებებს) აქვთ ერთი და იგივე ამონახსნები როგორც II" კლასში. ასევე 

Lი(ი, L) კლასში. საქმე იმაშია, რომ საძიებელი ფუნქციისათვის წინასწარ ამა თუ 

იმ პირობების დაწესებისა, დამატებითი გამოკვლევების გარეშე ვერ ჩავთვლით. 

რომ არ დავკარგეთ მოცემული საკითხისათვეს საინტერესო ამონახსნები. ამიტომ 

ყოველთვის სასურველაა, რომ პირობები საძიებელ ამონახსნებზე იყოს ნაკლებად 

შემზღუდველი. გარდა ამისა ბ. ხვედელიძის ზემოთ ნახსენები შედეგე გვეჩვენებს, 

რომ #/" კლასი წარმოადგინს ამ წიგნში განხხლლულია სინგულარულე ინტეგრალური 

განტოლებების საძიებელი ამონახსნებისათვის მიზან შეწონილ-დ შერჩეულ კლასს. 
29. ზოგადი თეორიის აგებისას ჩვენ განვიხილეთ მხოლოდ ნორმალური ტიპის 

სინგულარული განტოლებანი, ანუ ისეთები, რომ § (I) = #4 (I) + 8(I) და 9(0) = 

= 4()-–-8 (0) ფუნქციები L-ზე არსად არ იქცევა ნულად. ისეთი განტოლებების 

თვისებები, რომლებიც არ ეკუთვნიან ნორმალურ ტიპს, არსებითად განსხვავდებიან 

ნორმალური ტიპის განტოლებების თვისებებისაგან და ჯერჯერობით ჩვენ არ გაგვა- 

ჩნია ასეთი განტოლებების მეტ-ნაკლებად დასრულებულე თეორია. მაგრამ ამ 

მიმართულებით უკვე გვაქეს რიგი საინტერესო შედეგებისა. შრომებიდან, რომლე- 

ბიც შეიცავენ ასეთ შედეგებს, უნდა დავასახელოთ დ. შერმანის შრომები (6). 17), 

(9). ამ შრომებში განხილულია რეგულარიზაციი ერთი ახალი მეთოდი (როცა 

L მარტივი შეკრული გლუვი კონტურია), რომელიც გამოსადეგია ზოგიერთი დამა- 
ტებითი დაშვების შემთხვევაში, მაშინაც, როდესაც ორ 5 (I) და (I) ფუნქციისაგან 

  

50 V“- ოპერატორი შეუღლებულია V ოპერატორთან; ბ. ხვედელიძეს (18) შრომაში შე- 
უჯლებული განმარტებულია ისე, რომ ის ემთხვევა ამ წიგნში განხილულ შემთხეევებში მიკავში– 
რებულ ოპერატორს,
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მხოლოდ ერთი განსხვავდება ნულისაგან ყველგან L-ზე, ხოლო. მეორეს აქვს ნუ- 
ლები წერტილების სასრულ სიმრავლეზეზ!. 

ამასთან დაკავშირებით საინტერესოა აგრეთვე ი. გოხბერგის შრომა (3), რო- 
მელშიც ნაჩვენებია. რომ პირობა #2(/):5 (#) 5=0 L-ზე აუცილებელი და საკმარისია 

იმესათკის, რომ სინ„ულარულმა ინტეგრალურმა განტოლებამ დაუშვას რეგულარი- 

ზაცია შემოსაზღვრული წრფივე ოპერატორის საშუალებით ჰილბერტის ფუნქციო- 

ნალურ სივრცეში. 
ამას წინათ გამოქვეყნდა თ. გახოვეის ნაშრომი” (13), რომელშიც განიხილება 

შემთხვევა, როცა „4 (1) + 8 (I)=>=0. 

3. როცა # წარმოადგენს ურთიერთ არაგადამკვეთ მარტიე შეკრულ ან 

გახსნილ ლიაპუნოვის რკალთა სასრულ ერთობლიობას, ბ. ხვედელიძემ (18), |I19) 

ამ წიგნში გამოყენებული მეთოდების განვეთარების გზით აჩვენა, რომ §§9/, 

98-ში ჩამოყალიბებული შედეგების სამართლიანობა შეიძლება დასაბუთდეს იმ შემ- 

თხვევაშიც, როცა #4(/), 8 (/) ფუნქციები (97,1), (98,1) განტოლებებში უბან-უბან 

"უწყვეტია, 4 (I) + 8 (0. 4(0)--– 8(/1 განსავავდება ნულისაგან L-ზე ყველგან. ხო- 

ლო მარჯვენა მხარე და საძიებელი ამონახსნი ეკუთვნის L, (ი. L) კლასს, სადაც 

0 > 1. ხოლო (0(I!) (27,3) სახის გარკვეულე ფუნქციაა. 

ანალოგიური. მაგრამ უფრო კერძო შედეგი, სხვა მეთოდეთ აგრეთვე მიღებუ- 

ლია შრომაში L. IIIC0001 41). 

,„ შემთხვევ. როცა 4(0 + 80) ან 4(0-- 80 ფუნქციებს” #-წირზე 
აქვთ პირველ რიგზე დაბალი რიგის ნულები, განხილულია ნ. ვიკუას |8). ბ. ხვუდე- 

ლიძის (18) და ა. დრაჩინსკის (1) მიერ, ხოლო მთელი რიგის ნულებისათვის,-–- 

ლ. ჩიკინის (1) და თ. გახოვის (10) მიერ. 

§ჯ § 97, 98-ში გადმოცემული შედეგების განზოგადება არაგლუვი წირების 

საკმოდ ზოგადი კლასის შემთხვევში მოცემულია თ. გეგელიას შრომებში 

L1I, L2I. 
ბოლო დროს გამოსულ რიგ შრომებში განხილულია ზოგიერთი ისეთი გან- 

ტოლება. რომლებიც განსხვავებულია დამახასიათებელი სინგულარული განტოლე- 

ბებისაგან და, რომლებიც ამოიხსნებიან ჩაკეტილი სახით (კვადრატურებში). ეს 

შედეგები გადმოცემულია თ. გახოვის წიგნში (10), მეორე გამოცემის VII თავში. 

§ 117. ზოგიერთი სინგულარული ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლების 

შესახებ. ბავრი ამოცანა. რომელთაც აქვთ დიდი გამოყენებითი მნიშვნელობა. 

დაიყვანება შემდეგი სახის სიიგულარულ ინტეგრო-დეფერენციალურ განტოლებაზე: 

ი 

VI | თია დი 0) + -1- ( რ“ 0 დ ორ) წყა. (017) 
>.) L2. 1-–-% 

7=0 

    

"სადაც #,(/), IX.(ე.1) მოცემულე ფუნქციებია, CთI0(,) აღნიშნავს საძიებელი 

დ() ფუნქციის # რიგის წარმოებულს, ამასთან, დ!) (7) = დ (1). 

ეეეაედ-– 

ბ! ამ შედეგის განზოგადება მოცემული» ». კოსულინის (11 ღა %ზ. პრესდორფის (2) 

სტატიებში
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ამ განტოლების კერძო შემთხვევას წარმოადგენ პრანდჭ ლის ინტიგრო- 

დიფერენციალური განტოლება (თვითმფრინავის ფრთის თეორიის განტი ლება), 

რომლის გამოკვლევასა და შესწავლას მიეძღვნა მრავალი შრომა, კერძოდ ი. ეეკუას 

I9) და ლ. მაღნარაძის (1) შრომებ- რომლებიც მჭიდროდაა დაVჯავშირებული 

ამ წიგნში გადმოცემულ მეთოდებთან. (117,1) სახის განტოლება პირველად განიხი- 

ლა ლ. მაღნარაძემ |2), (31. 

იმ შემთხვევაში. როცა ძ, (I). ”(,) MX, (/06. ს ფუნქციები გარკვეულ რიგამდე 

წარმოებადია, ხოლო # მარტივი შეკრული, საკმაოდ რეგულარული კონტურია, 

ლ. მაღნარაძეს (117,1) განტოლება დაჰყავს ეკვივალენტერ სინგულარულ ან 
რეგულარულ ინტეგრალუო განტოლებამდე. 

(117,1) სახის განტოლება, როცა L შეკრული გლუეი კონტურია, ხოლო 

ძ,(I), ”(0. M,. (46. 0) – / კლასის ფუნქციები. განხილულია ი. კრიკუნოვის მიკრ 
I1), L2), 13). უსასრულობაში ქრობადი უბან-უბან პოლომორფული ფუნქციის 

შემოყ ვანით 
4 

თდუე= | <(0# 
2» .,) (L-–-2 

L 

  

(117,1) განტოლება | დაიყვანება (81,1) სახის აგოცანაზე. იმის გამო, რომ ი. კრი- 

კუნოვი ამოცანის განხილვის დროს სარგებლობს ინტეგრალური წარმოდგენებით, 

რომლებიც შეიცავენ საძიებელი ფუნქციის და მისი წარმოებულის მნიშვნელობებს 

2 = 0 წერტილში (იგულისხმება, რომ ეს წერტილი L წირის შიგნითაა), ის ეძებს 

განტოლების ისეთ ამონახსნებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს 

/ დ(/)/“" ძჯ = ს, #=0,1..., II-–-1, (117,2) 

სადაც „,„ მოცემული მუდმივებია. ავტორი გვაჩვენებს, რომ (117,1) განტოლების 

ამონახსნების მოძებნა ტოლფასია გარკვეული სინგულარული განტოლების ამოხს- 

ნისა, რომელიც მარჯვენა მხარეში შეიცავს #, მუდღმივებს. 

ნ. ვეკუამ (28) მიუთითა (117,1) განტოლების სინგულარულ განტოლებაზე 

დაყვანის ერთ მაოტივ ხერხზე. ეს ხერხი მდგომარეობს შემდეგში. 

ჯერჯერობით დავუშვათ, რომ L = იხ გლუვი გახსნილი კონტურია. შემოვე- 

ტანოთ აღნიშვნა 

დL'” (() = VI (I): 
გვექნება 

· , ფოი დროთ = | იასა რნ /ახძ)ეძი+ ი” კ... 0აჯ (1173) 
· (I-–-ჩ-–-1)! 
L 

სადაც 

თენ /))=1, თუ 7,C20IM, 

თე(, (1=0, თუ ჩხCთ, 

თ. (/, 0.) = | თე (ს ეთ, (ჩე. ჩემ, #=2.3,...,ი, 
L
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C., Cა.....C, ნებისმიერი მუდმჯვებია. 

ჩავსვამთ რა ამ მნიშვნელობებს (117,1) განტოლებაში, IL(/) მიმართ. მივე- 

ღებთ ინტეგრალურ "განტოლებას 

(ა=0,0)#00+-- ( რონი 0002,   + | #V-.0V(0ძ= 
(1-7 · 

L ი “L 

” 

= #(7)–– VI C.M.L(Iი), (117,4) 
– – 

#:--1 

ს,-–I ი–-I X 

== 5. : 1 ჩი, 2) რ, -ს-1(< 1 
(10, 1) = ?ჯ ძ.L(1ი) სთ-#-I (ი, ჰ) + ?, “ | რა (ი 5) 9» " ახვალ, 'დი ძL. 

#=0 M=0 L 

სადაც X, (#0), # = 1, 2. ...,) 71 გარკვეულა ფუნქციებია, რომელთა მნიშვნელობები 

ადვილად ამოიწერება. აქედან გამომდანარეობს შემდეგი შედეგები: 

თუ C,. #=1, 2,..., I, მუღმიევებეს რაიმე მნიშვნელობებისათვის ((1) ფუნ- 

ქცია წარმოადგენს (117,4) განტოლების ამონახსნს, მაშენ (117,3)“ ფორმულიეთ 

განსაზღვრული დ (/) ფუნქცია მოგვცემს (117,1) ამოსავალი გან ტოლების ამონახსნს. 

ცხადაია, რომ პირუკუც, თუ დ() (117,1)) განტოლების ამონახსნია, მაშინ 

დ!” (() = LL (/) იძლ-ვა (117.4) განტოლების ამონახსნს (რა თქმა უ5და C)...., Cთ 

მუდმივების გარკვეულა მნაშვნელობებესათვის), 

ზემოთ მოყვანილი შედეგების გამოყენებით ნ. ვეკუა |31) გვაძლევს (117,1) 

სახის ინტეგრო-დეფერენციაალური განტოლებესათვეს კოშიას ამოცანის ამოხსნას. 

ეს მეთოდე ცხადია, შეიძლება გამოვაყენოთ იმ შემთხვევაშ:ც. როცა შეკრუ- 

ლე გლუვ: კონტურია, მაგრამ ამ შემთხვევაშე საჭეროა ყურადღება მავაქციოთ: 

იმას, რომ დ!”) (/) (6 =0. 1....,/წ–– 1) ფუნქციებე განსაზღვოულე (117,3) ფორ- 

მულით L (1) = დ!) (I) ფუნქციის სამუალებიეთ . საზოგადოდ შეიქლება იყოს მრა“ 

ვალსახა; ამიტომ (117,4) განტოლების ამო5ახს5ის საშუალებეთ შეიძლება მივეღოთ 

(117.1) განტოლების ისეთი ამონახსნებიც, რომლებიც დაუშვებენ პიოველი გვარის 

წყვეტას, მაგრამ, როგორც ადვალი შესამჩნევ-ა. (117,4) განტოლების ამონახსნების 

დახმარებეთ, ყოველთვის შეგვიქლაა მივეღოთ (117,1) განტოლების ცალსახა და» 

უწყვეტი ამონახსნები, თუ ასეთები არსებობენ. 

ანალოგიურ შედეგს აქვს ადგილი შემდეგი სახის განტოლების მიმართ: 

”. 

–--- ა V) 

2, I ძ, (ა) დ!” (ჯა) -L ხ, (ჯა) დ!” (/ი) + _- | 500901002 ა ე L-X 
7ჯ=0 

+–- 

იქ 

1 (M. (..0 60 (02 | =. 
I –_–ა„უე_–_.–ი , (7). 

სადაც დრ) არის დრ) (0) ფუნქციის კომპლექსურად შეუღლებული.



§ 117) V. მოკლე ცნობები ზოგიერთი სხვა შეღეგის შესახებ 467 

რ. ისახანოვს (1) განხილული აქეს (117,1) განტოლება შეკრუ ული კონტურის 

შემთხვივაშიზ?, ისევე როგორც ი. კრიკუნოეს, მასაც ეს განტოლება დაჰყავს (81,1) 

სახის ამოცანაზე, მაგრამ აღნიშნული ავტორისაგან განსხვავებით იგი დამატებით 

(117,2) პირობებს არ აღებს (117,1) განტოლების ამონახსნებს. რ. ისახანოვმა 

გვიჩვენა, რომ (117,1) განტოლების ყოველი ამონახსნი შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

ფორმულით 
1 2 

დძ)= -- ( 0(–ი#04. (117,5) 
2XL. , 

სადაც 0 (#-, 7) გარკვეული ფუნქციაა, ხოლო I (/)) ამონახსნია შ-მდეგი სახის სინ- 

გულარულეი განტოლებისა: 

ML = პაწა. #0 + -- _ - | 
“1 

#.რ.0(04! 
(5( ლ + I # (ა. I)IL(I1ძ! = / (L). 

რ. ისახანოვმა (4) აგრეთვე აჩვენა, რომ თუ ფუნქციები 

ა... ო”. 

  

“ ძი. ს ძIხც!- " 

იი ჩ.(V)-–- Mი (რი: 4) | 
ეჯ L--. ი 

აკმაყოფილებს #I პერობას L-ზე, მაშინ (”17,1) განტოლებისათვის ადგილი აქვს 

ნეტერის თეორემებეს ანალოგიუთ” თეორემებს, რომლებშიც (117,1) განტოლების 

მიკავმირებულ განტოლების ო ოლში გამოდის განტოლება 

„ ბ ს + M. სისი! 
%ე(-' (2რარა#+ დ | (X 9. | =ი. 
/=0 

  

ნ. ვეკუას (34) და კ. კვანტალიანის I1) ნაშრომებში შესწავლილია მცირე 
პარამეტრზე დამოკიდებულ ინტეგრო-დიფერენციალურ განტოლებათა ზოგიერთი 

განტოლება. 

ნ. ვეკუამ (31) განიხილა აგრეთვე წრფივი შეუღლების დიფერენციალური 
სასაზღვრო ამოცანა, რომელიც შეიცავს მცირე პარამეტრს უმაღლესი «იგის წარ- 

მოებულებთან. 

8. ზოგიერთი შედეგის შესახებ იმ შემთხევევაში, როცა კოეფიციენტები წევეტილია, ანდა L 
წირი გახსნილი კონტურების ერთობლიობაა, იხ. რ. ისახაჩოვი (2), (3).



თავი მეექვსე 

სინგულარულ ინტებრალურ განტოლებათა სისტემები და 
ფეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 
  

ეს თავ“ ეძღვნება კოშის ტიპის გულიანი სინგულარული ინტეგრალური გან- 

ტოლებებისა და შეუღლების ამოცანისათვის მიღებული შედეგების განზოგადებას 

რამდენიმე უცნობე ფუნქციის შემთხვევაზე. ამასთან განვიხილავთ მხოლოდ 

შეკრული კონტურებისა და უწყვეტი კოეფიციენტების შემთხვევა, «უფრო ზო- 
გაღაძ შემთხვევების მიმართ კი შემოვიფარგლებით ლიტერატურაზე მითითებით. 

თუ დავკმაყოფილდებით სენგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის 

ინდექსის იმ განსახღვრით, რომ იგი არის მოცემული ერთგვაროვანი სისტემისა და 

მიკავშირებული სისტემის ამონახსნების რაოდენობათა შორის სხვაობა, მაშინ ერ- 

თი სინგულარულ· განტოლებისათვის ცნობილი ძირითადი თეორემები შეიძლება 

თითქმის ავტომატურად გადატანილ იქნეს სისტემაზე, თუ შემოვიღებთ საამისოდ 

მიზანშეწონილ აღნიშვნებს, რაც ფაქტიურად გაკეთებულიცაა ქვემოთ ამ თავის I 

კარში. 

საკითხი სხვაგვარად დგება, როცა საქმე ეხება იმ ფორმულის დადგენას, რო- 

მელიც იძლევა ინდექსის ცხად გამოსახულებას. ეს ფორმულა, ისევე როგორც ერ- 

თი განტოლების შემთხვევაში, დაკავშირებულია შესაბამისი შეუღლების ამოცანის 

ამოხსნასთან. 

შეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის, ერთი უცნობი 

ფუნქციის "შემთხვევის საპირისპიროდ. ცხადად არ იხსნება, თუ, რა თქმა უნდა, 

ვიგულისხმებთ ზოგად შემთხვევას. 

რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის შეუღლების ამოცანის ამოხსნას ეძღვნება 

ამ თავის II კარი. ამისათვის არსებითად გამოიყენება სინგულარულ ინტეგრალურ 

განტოლებათა სესტემესათვიას LI კარში მიღებული შედეგები ბოლოს, III კარში 

შეუღლების ამოცანისათვის მაღებულე შედეგები, თავის მხრივ, გამოიყენება სინგუ- 

ლარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის უფრო დეტალური შესწავლისა- 

თვის 1, 

1 ამ წიგნის პირველ რუსულ გამოცემ»ში გადმოცემის მეთოდი და თანმიმდევრობა სხვაგვარი 
იკო. სახელდობრ, თავდაბი რველად აპოვხსენით შეუღლების ამოცანა რამდეღიმე -უცნობი ფუნქტი- 

“ ისათვის, სიიგულარულ ინტეგრალერ განტოლებათა სისტემების თეორიისაგან დამოუკიდებლად, 

ამოცანის ფრედჰოლმის ჯანტო ლებათა სისტემებზე დაყვანის გზით, როგორც ამას აკეთებს ი. პლე- 

მელი (იხილეთ ამის შესახებ § 122), და ამის შემდეგ ისო გადმოცემული სინგულარულ ინტეგ- 
რალურ განტოლებათა სისტემების თეორია, 

II რუსულ გამოცემაში მნიშვნელოენად უფრო მარტიეი ხერხი იყო გამოყენებული, რომე- 
ლიც ყოველგვარი ცვლილების გარეშეა გადმოტანილი ამ გამოცემაში,
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I. სინბულარულ ინტებრალურ ბანტოლებათა სისტემები 

როგორც უკვე ითქვა, ერთი სინგულარული ინტეგრალური განტოლები- 
სათვის ცნობილი ძირითადი თეორემების (მხედველობაში გვაქვს II თავში დამტკი- 
ცებული თეორემები) განზოგადება ასეთ განტოლებათა სისტემების შემთხვევაზე 

შეიძლება სავსებით მარტივად განხორციელდეს. „ 

ეს განზოგადება მოცემულია §§ 119, 120 და წამოადგენს ჩ:მი სტატიის 

(7) განმეორებას. რაიმე არსებეთი შესწორების გარეშე, (8)-ის გათვალისწინებით. 

იმ ნაშრომებიდან. რომლებიც წან უსწოებდა ხსენებულ ჩ-მს სტატიას, პირ- 

ველ რიგში უნდა აღინიშნოს ნ. ვეკუას მიერ შესრულებული ნაშრომი, –ომელ- 

ზეც საუბარი იქნება ქვემოთ (§ 136), და ჟ. ჟიროს (0. CII-მსძ (2)) სტატია, 
რომელშიც ავტორი აგებს მარეგულირებელ ოპერატორს; იგი ფაქტიურად ემთხვე- 

ვა ქვემოთ, § 119-ში, მითითებულ ოპერატორს ?, მაგრამ #ამდენადმე ნაკლებად 

ზოგადია, იმავე სტატიაში დამტკიცებულია თ;ორემა, რომელიც :მთხვევა თ;ორე- 

მა I-ს § 120-დან 9. 

§ 118. ზოგიერთი აღნიშვნა და ტერმინი). 19. შ-მდგომში საქმე გვექნება 

რაიმე წირებზე ან რაიმე არეებშე მოცებულ / ფუნქციათა ერთობლიობებთან 

დ,, დ,.....,დ,. ფუნქციათა ასეთ ერთობლიობას ვუწოდებთ ვექტორს და აღენიშ- 

ნავთ ერთი ასოთა, მაგალითად, დ; დავწერთ 

თდ=(რ, C,,,.. დ,) (118,1) 

და Cდ,, თ,,,.., დ,-ს ვუწოდებთ თ ეექტორის კომპონენტებ ს. 

განვიხილოთ წრფივი ჩასმა 

V,=4, დ, +4»ი დ, #6... +4» დი. 

სVა=#4,) დ,+4,ა დ,.+ აქ +#,, დ, 

ანუ შემოკლებით 

” 

ა) #აგრგ. Cთ=1, 2..... 7, (118,2) 

9? ეს ოპერატორი, რომელიც განისახღვრება (119,20), (119,21) ფორმულებით და რომელიც 

წარმოადგენს მარეგულირებელი ოპერატორის უზოგადეს სახეს, მითითებული იყო ჩემს სტატია- 

ში (7). 
მ ჟ. ჟიროს ციტირებულ ნაშრომში არის, აგრეთვე, რიგი სხვა შედეგები, რომლებიც ერთ- 

ნაირად ეხება როგორც ერთი განტოლების, ისე სისტემის შემთხვევებს. ეს შედეგები, ძირითადად 

ეხება ამონახსნთა პარამეტრზე დამოკიდებულებას. მათ შესახებ ნათქვამი იყო § 59-ის 4? პუნქტში. 
4 ამ პარაგრაფში ნაწილობრივ ვიმეორებთ ზოგიერთ განსაზღვრებას, ოომელიც მოცემული 

იყო § 110-ში (კერძო შემთხვევისათეის #:=2, რაც, თუმცა, არაარსებითია).
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სადაც „აგ იმავე წერებზე და იმავე არეებში მოცემული ფუნქციებია. რომელშიაც 

მოცემულია დ. 

(118,2) ჩასმას შემოკლებით ჩვეულ ებრივ ასე ჩავწერთ 

ს => /4C, (118,3) 

სადაც თ=(%),, თ,,..., დ.) და M = (V), V%...., MI) აღნიშნავს ვექტორებს, ხო- 
ლო 4 –– მატრიცს 

4) რეი: · “იი 

· 45, რა... 4 ' 
4=I /#4იგI=|) . ...... (118,4) 

რი რი: : “რის 

4იგ(თ. 8=1, 2...., /) კომპონენტებით. 4 მა ტრიცის დეტერმინანტს აღვნიშნავთ 

ასე: ძ01 4=ძ0LI 4იგI. თუ ძლის4550, მაშინ 4 მატრიცს ვუწოდებთ არაგა- 

დაგვარებულს. · 
და V ორი ვექტორის ნამრავლს ვუწოდებთ შემდეგ. ჯამს · 

დ, I... +Cთ,VM/,; ამ ნამრავლს, რომელსაც ზოგჯერ ში და ნამრავლს უწოდებენ, 

აღვნიშვავთ დV ან VCთ-ით, ასე რომ 

დV-MVთ=Cდ, V. 1 დ, V, +... + დ, VI. (118,5) 

4 ღა 8 ორი მატრიცის ნამრავლს C=748, როგორც ჩვეულებრივაა 

მიღებული, ვუწოდებთ C =| Cა5გI მატრიცს, სადაც 

” 
3 ' 

C.გ= 1?) 4ი,8,გ (თ. ჩ=1, 2...., /!). 

7=) 
მატრიცს რომელაც მაიღებ: 4 მატრიცის სტრიქონების სვეტებით შეცვ- 

ლთ და, პირუკუ. ვუწოდებ» ტრანსპონირებულს და აღენიშნავთ ასე: 

4” =I 4იგ|, ასე რომ 40გ=4გა. ადვლი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი ორი 
დ და V ვექტორისათვის გვაქვს 

V4დ = დ,4/M. (118,6) 

სადაც V.4Cთ აღნიშიავს V და 4Cთ ვექტორების ნამრავლს (ანალოგიურად მარჯვენა 

მხარისათვის). 

გავეხსენოთ აგრეთვე ცნობილი თან აფარდობანი: 

(48/=8' 4, (118,7) 

(48)-1=8-Lტ-),. (4-ს/=(4ე-; (118.8) 
(118,8) ფორმულებშე იგულასხმება, რომ 4 და 8 არაგადაგვარებული მატრიცე- 

ბია, ე. ი. მათე დეტერმინანტებ. განსხვა ვდება ნულისაგან; (74) ის ნაცვლად 

ხშირად დავწერთ ,4”“1-ს, 

2. როცა ვამბობთ, რომ რომელიმე მატრიცკი უწყვეტია, ეკუთვნის /7 
კლასს, უბან-უბან პოლომორფულია, იღებს გარკვეულ სასაზღვრო მნიშვნელობებს, 

აქვს სასრული რეგი უსასრულობაშა და ა. შ., ვგულისხმობთ, ზოგჯერ განსაკუთ-
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რებული ახსნა-განმარტების გარეშე, რომ ყველა მისი კომპონენტი აკმაყოფილებს 
დასახელებულ პირობებს, ანალოგიურად ვექტორების შ-მთხვივაშიც. 

39, შემდგომში (თუ საწინააღმდეგო არ იქნება თქმული) ვიგულისხმებთ. რომ 

L არის გლუვ. შეკრულ, არათანამკვეთ კონტურთა სასრული რაოდენობის ერთობ. 

-ლიობა, რომლებზეც არჩეულია გარკვეული და:დებითი მიმართულებანი. 

§ 119. ძირითადი განსაზღერებანი და დამხმარე დებულებანი წ. 19, შემდგომ- 

ში, როცა ეიხმართ ტერმინს სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლე- 

ბათა სისტემას, ვიგულისხმებთ, რომ საქმე გვაქვს შემდეგი სახის განტოლება- 

თა სისტემასთან: 

ჩ/ ”/ 
08 (7 „(.)ძ! ს რარათრ+ ე | ბ მხყს თუე“ 11- ძა, 

თ=:1, 2...., /!, (119.1) 

“სადაც #,ს ! L-ის წერტილების აფიქსები, „4ე8(/), #8 (/ი· 7). /თ(/)–– L-ზე 

მოცემული, // კლასის ფუნქციები; დეა (I) საძიებელი ფუნქციებია და მათგან მო- 

„კითხოვთ, რომ ეკუთვნოდნენ // კლასს. 

აღვნიშნოთ დ (7) და / (/)·--თი შესაბამისად C)(/), და(!)..... დ. (I) და /, (1), 

#0 (0)... /» (7) კომპონენტებიანი ვექტორები: 
დ(,)=(დ,, და..., დ.ე), /(I)ლ=(/, ჩვ... ”ი)- (119,2) 

4() და #X (#0, 7)-თი აღვნიშნოთ, შესაბამისად. „აგ (1) და #იგ(/ე. 7) კომპონენ- 

ტებიანი მატრიცები; გარდა ამისა, განვიხილოთ მატრიცი #8 (1)= #( (7, 1); ასე, რომ 
„განსაზღვრის ძალით 

#40=L4(0ს #(0, 0=IMაი(- 0, 8(0)=| 8. (119.3, 
„ამასთან ერთად 

  

8ა: (/)=Mეც(/, /). (119,4) 

მითითებული აღნიშენებით სთ სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს ასე: 

#. 0)დ(ეძ/ · M.-4(009(%)+.– ი #( 301104 =/ 0). (119,5) 
“'ი 

ან კიდევ ასე: 
Mდ=ICI LM =/ (ჯე). (119,6) 

'სადაც 

ჯ (/) ძ! (M-40ედძე+ 5 | 90: 
(–? 

“და 

1 
M-=-- ( #(ჯ-, 1) დ(1) ძ!. (119.7) 

L 

ხ შდრ, §§ 45, 46.
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ამასთან ერთად: 

0, )= MX (რ. 0--M (ი, 7) __ # (4, 0)--8 (,) . 
  119,8 

(–1 (-X (119,9 
ადვილად შესამჩნჯვია, რომ 

ჩV> ი-იი% 0ლთ<1. (119.9) 
“- 10, 

სადაც #1%(//. /) მატრიცი # კლასს ეკუთვნის (ე. ი. ისეთი მატრიცია, რომლის 

კომპონენტები აკმაყოფილებს ,7 პირობას). 

M ოპერატორს ვუწოდებთ კოშის ტიპის გულიან სინგულა- 

რულ ოპერატოთოსან. შემოკლებით, სინგულარულ ოპერატორს. ამ 

ოპერატორს // კლასის ყოველი « (/) ვექტორი გადაჰყავს დ ვექტორში, რომე- 
ლიც აგრეთვე /7 კლასს ეკუთვნის. 

M9 ოპერატორს ვუწოდებთ L ოპერატორის მახასიათებელ ნაწილს. 
M#დ =/ განტოლებას ვუწოდებთ სინ გულარულ განტოლებას; ეს გან- 

ტოლება იმასეე გამოსახავს, რასაც (119,1) სისტემა და შემდგომში ტერმინები 
„განტოლება“ და „განტოლებათა სისტემა“ სინონიმები იქნება ჩვენთვის. 

M"დ=/ განტოლებას ვუწოდებთ Mდ=/ განტოლების შესაბამის 
მახასიათებელ განტოლებას. 

ზოგჯერ M9დ=/ განტოლებას განვიხილავთ დამოუკიდებლად და ვუწოდეათ 
მას უბრალოდ მახასიათებელ განტოლებას ან მახასიათებელ გან- 

ტოლებათა სისტემას. 

ML და #9? ოპერატორებისა და. აგრეთვე. Mდ=/ და Mმდ=,/წ განტოლებების 

ძირითად მატრიცებს ვუწოდებთ შემდეგ მატრიცებს: 

5=4+8, ა9=4-–-#M. (119.10) 

თუ ყველგან L-ზე 
ძი5=90, ძიL9 «0, (119,11) 

მაშინ ვიტყვით. რომ M ოპერატორი და MX» =/ განტოლება ნორმა ლური ტი- 

პისაა. შემდგომში განვ-ხალავთ მხოლოდ ნორმალური ტიპის ოპერატორებს. 

თუ. კერჭოდ, „8 (/)=0 და, აქედან გამომდინარე 5 =#, მაშინ Mღ =/ გა§- 

ტოლება წარმოადგენს ფრედჰოლმის (მეორე გვარის) ჩვეულებოივ (კვაზარეგუ- 

ლარულ) განტოლებათა სისტემას. ამიტომ, 5=7#L) შემთხვევაში MX ოპერატორს ვუ- 

წოდებთ ფრედჰოლმისებურს. 

2. L ოპერატორს და M? ოპერატორს, რომელიც განისაზღვრება ფორმუ- 

ლით 

  
, , 1 ”(/, I) სჯ ( 4. M”ს=4 ()ზ(ე– -“ ( # (6 ()9 (0.4 (119,19) 

ჯ. 1-7 
· L 

ვუწოდებთ მიკავშირებულებს; (119.12) ფორმულაშ. /#4”/(/() აღე 5შნავს 
4 (() მატრიცის ელემენტების ტრანსპონირებით მიღებულ მატრიცს, ხოლო 

#” (0, 1) –– მატრიცს. რომელიც მიიღება X (/ა. ()-საგან ელემენტებისა და (ე. 1 

ცვლადების ერთდროული ტრანსპოზიციით; ასე რომ, თუ მივეღებთ
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4' CV) =14:ჩ (I... MX (I, /1=LMეგ(/, (ა). 
მაშინ 

450(/)=#4გი(!) Mგ6(!- /ი)= /#8ი (/, 7). 

ისევე, როგორც § 46-ში, ადვალაღ დავ:დგენთ ზოგაღ ფორმულას 

( +M94= | «MI§4. (119.13) 

I L 

სადაც დ=დ(/) და ს=% (/) ნებისმიერი // კლასის ვექტორებია. 
3?. გადავიდეთ ორი სინგულარული ოპერატორის კომპოზიციის საკითხ- 

ზე. ვთქვათ, # , 

1. (/ა. I) დ(!)ძ 
=#4, (I / –_ ს)“ ,;, #, ი=4) ((ა) ?//ი) + -– ) · > 

L 

და (119,14) 
1 ი (/. /) ტი) «I M.4=4,0)90) + –- ( 556: 09% 4, 

“რ , –“'ი 

თუ აღვნიშნავთ #8,, 8ა:. 5,. 5. ჩ, ხა-ით მატრიცებს. რომლებიც დაკავ- 

შირებულია ML, და M, ოპერატორებთან ისევ. როგორც #8, 5. M მატრიცები – 

# ოპერატორთან, მაშინ § 45-ის ანალოგიურად ადვილად მიე-ღებთ. რომ 

L, II-IV) =Mბ§. 
სადაც „” ისეთივე ტიპეს სინგულარული ოპერატოდლია, როგორიც არის M, და 

MX: ოპერატორები; სახელდობრ _ 

MV%ს=(4, (I) 4. (I) +8, (ი) 8. (()I ზ (/) + 

1 (46) M-6- 0+# 0; 04X0) ი 0 
  

+ 2) L--1 
L 

15% ჩ#) (0. ხ) M-(/(. 0.ძ6 ს() ძიI 119.15 
+ (–) (| ( (L–1) (I(–1) | ჯე რ. “ ) 

ჭ 45-ში მოყვანილ ფორმულასთან შედარებით განსხვ:ვება მხოლოდ იმაშია. 

რომ აქ 4,. 8,. #6, #4ე, 8:, #X- აღნიშნავს, მატრ-ცებს და ამიტომ მამ”ავლთა 
თანმიმდევრობა წინა ფორმულაში არ არის უგულვებელსაყოფელი. 

L. და M,ე ოპერატორების კომპოზიციით (მითით-:ბული თანმიმდევრო- 

ბით) მიღებულ M#" ოპერატორს აღენიშნავთ M, Mა-ით: 

M79=M, M.. (119.16) 

თუ აღვნიშნავთ 5" და #0%-თი M" ოპერატორის ძირითად მატრ“იცებს, მაშინ 
ზუსტად ისევე, როგორც § 45-ში, ადვჯლად მივიღებთ. რომ 

5'=5,5., #ჩხბ=0, ჩ.. (119.17)
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ამ ფორმულებიდან გამომდენარეობს, რომ L" ოპერატორთა ნორმალური ტი- 

პისაა, თუ, როგორც ჩვენ ვგულისხმობთ, M, და #M, ნორმალური ტიპის ოპერა- 

ტორებია; M#" ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილი სავსებბთ განისაზღვრება 

M, და X) ოპერატორების მახასიათებელი ნაწილების მიხედვეთ. 

ამავე ფორმულებედან გამომდინარეობს, რომ თუ M,. Mა, #" სამი ოპერა- 

ტორიდან მოცემულია რომელიმე ორის მახასიათებელი ნაწელი. მაშინ მესამისა 
ცალსახად განისაზღვრება, მაგალითად, თუ მოცემულია M-გ და #” ოპერატოოების 

მახასიათებელი ნაწილები, მაშინ MX, ოპერატორის მატრიცებისათვის გვექნება: 

5,–5"5:), L,=Lს"L;I, (119,18) 

ხოლო შესაბამისი ,1, და 8, მატრიცები გვეძლევა ფორმულებით: 

4.= > (§“5-!+ ჩ"ჩ:. 8,=-- |§%§-! ცბი:) (01919 

კერძოდ. მოცემული IM. ოპერატორისათვის უამრავი ხერხით შეიძლება ისე- 

“თი M, ოპერატორის შერჩევა. რომ M, M:=M> იყოს ფროედჰოლმისებური. მართ. 

ლავ. ამასათვის აუცილებელე და საკმარისია, რომ 5%7%= #7“; და, მაშასადამი. 

5,=515:), ს,C=0"M; I, (119,20) 

1 
4,=> 55:14 0; I. 8,= §"9(5-)--0;-I, (119.21) 

სადაც 57 ნებისმირი მატრიცია რომელიც #-ზე # პირობას აკმაყოფილებს და 
ყველგან #-ზე ძლ! 5" + 0. სახელდობრ. შეიძლება მივ-ღოთ 5?7= #90%= 6. სადაც 
#8 ერთეულოვანი ნატოიცია და მაშინ ადვ:ლი შესამჩნევ2ა, რომ ორივე M, Mა 

და MM, ოპერაზორ» ფრედჰოლმისებური იქნება. 
სენგულარულია M ოპერატორის ან M#ჯ=/ გა ნტოლების ინდექსს ვუწო- 

დებთ შემდეგ მთელ რიცხვს: 
1 _ I ძი (4–8) 

X»X=---. |Iოძი 5-1/)),= –-- –-  “!. 119,22, 
2-1) IL= >> | ძი! ი რ2), (119,22 

ამ განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ ინდექსი M ოპერატორის მხოლოდ 

მახასიათებელ ნაწილზეა დამოკიდებული, ასე რომ მ ოპერატორის ინდექსი ამავე 

დროს M ოპერატორის ინდევსიცაა. 

()9 171 ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ თუ » და »” M, და M» 
ოპერატორების ინდივს:ბია, მაშინ MX” = M, #, ოპერატორის ინდექსი »” და X”-ის 

ჯამის ტოლია 
>«9მ=X»' +X7”. (119.23) 

ფრედჰოლმესებურ“ ოპერატორის ინდექსი. ცხადია, ნულს უდის. 

§ 1950. სინგგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის რეგულარიზა- 

„ცია. ძირითადი თეორემები. ვთქვათ. მოცემულია (119,1) სინ„გულარულ განტოლე- 

ბათა სისტემა, რომელსაც, ისევე როკორც წინა პარაგრაფში, წარმოვადგენთ ერთი 

განტოლების სახით 

#დ=/. (120,14
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წინა პარაგრაფიდან ვიცით, რომ ყოველთვის შეიძლება ისეთი სინგულარული 

M ოპერატორის შერჩევა, თანაც უამრავი სხვადასხვა წესით, რომ MM იყოს ფრედ- 

ჰოლმ.სებური ოპერატორი. ასეთი თვისების მქონე M ოპერატორს ვუწოდებთ M 

ოპერატორის მარეგულირებელს. ამ:სთან სულაც არ არის აუცილებე- 
ლი, რომ MM იყოს ფრედჰოლმ-სიბური ოპერატორი (როგორც ეს წანა პარაგ- 

რაფში იყო აღნიშნული, შეიძლება M ისე შეირჩეს, რომ ორივე ოპერატორი 

იყოს ფრედპოლმისებური: მაგრამ ქვემოთ გადმოცემული შედ-გ“ბისათვ-ს ეს არა- 

არსებითია). ' 

ვთქეათ. M რაიმე მარეგულირებელი ოპერატორია. მაშინ (120.1) გ:ნჭტოლე- 

ბის ამონახსნი ამავე დროს იქნება 

MM%დ=M% (120,2) 

ფრედჰოლმის განტოლების ამონახსნიც. 

შებრუნებული დასკვნა ყოველთვის არ არის ჭეშმარიტი და ამიტომ (120.2) 

ფრედჰოლმის განტოლება ყოველთვის რ არის ამოსავალი სინგულარული განტო- 

ლების ეკვივალენტური. თუმცა, თუ გეეცოდინება (120.2) განტოლების ამოხსნა. 

ყოველთვის შეიძლება ამოსავალი (120.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნის პოე- 

ნაც, ზუსტად ისევე, როგორც ეს ნაჩვენებია § 52-ში, 

ზემოთქმულიდან, კერძოდ, უშუალოდ გამომდ:ნარეობს. რომ #ჯ=0 ერთგ- 

ვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რ”აოდენობა სას- 

“რულია. “ 

ერთი განტოლების შემთხვევისათვის § 53-ში მოყვანილი მსჯელობის სიტყვა- 

'სიტყვით განმეორებით მივდივართ შემდეგ ძირითად თეორემებამდე”. 

თეორემა I. ”დ=/ განტოლების ამოხსნადობის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა მდგომარეობს იმაში, რომ 

,(0 ს" (0) =9, (120.3) 

L 

სადაც #%/), თ -–1, 2,..., ”. მოცემულთან მიკავშირებული, ერთ- 

გვაროვანი M”V9=0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამო- 
ნახსნთა სრული სისტემაა. 

გავიხსენოთ, რომ ჩვენს შემთხვევაში 

”/=(ჩ. ”ა..ს წს თ 71=(ი%. დ.... Vი) 

ვექტორებია და 
/სხზ=/ ს1+”%9+--.+ /, სგ. (120,4) 

თეორემა II. M#5=0 ერთგვაროვანი განტოლების წრფივადდა- 

მოუკიდებელ ამონახსნთა /# რაოდენობასა და M”V=0 მიკავშირ- 

ებული ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ 
9 ერთი სინგულარული განტოლების შემთხვევაში (§ 45), თუ MM ფრედჰოლმისებური 

ოპერატორია, მაშინ #M ოპერატორსაც ექნება ეს თვისება; ჩვენს შემთხვევაში (როცა, ფაქტიუ- 

რად, საქმე გეაქვს განტოლებათა სისტემასთან) ყოველთვის ასე არ არის; ამიტომ შეიძლება გან- 

ვასხვავოთ მოცემული ოპერატორის მარცხზზიდან და მარჯენიდან მარეგულირებელი ოპერატორები. 

? ამასთან ერთად, მხედველობაში უნდა გვქონდეს ნათქვამი § 110-ში ფრედჰოლმის განტო- 

ლებათა სისტემის შესახებ.
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ამონახსნთა #””' რაოდენობას შორის სხვაობა დამოკიდებულია 

მხოლოდ M ოპერატორის მახასიათებელ ნაწილზე. 

შემდეგ, შეაძლება დამტკიცდეს შემდიგი მნიშვნილოვანი თეორემა. 

თეორემა III. II თეორემაში ნახსენები სხვაობა უდრის M ოპე- 

რატორის ინდექსს, ე. ი. 

ჩ–-ჩ”=%. (120,5) 

გავიხსენოთ, რომ (119,22) ფორმულის მიხედვით 

          –-8)--Iი ძლი((4+8)1, = 

= |მI8 ძი((4-–– 8)–– 2-8 ძლL (4 +)),. (120,6) 
ჯ 

ამ თეორემას დავამტკიცებთ ქვემოთ, § 135-ში; დამტკიცებისას არსებითად 

გამოვიყენებთ მომდე:ნო კარში გადმოცემულ შედეგებს რამდენიმე უცნობე ფუნქცი- 

ისათვის შეუღლების ამოცანის შესახებ. 

შენიშ ვნა. ზუსტად ისევე, როგორც აღნიშნული იყო § 53- ის მე-3 შე- 

ნიშვნაში, იმ გარემოებიდან, რომ (120,1) სინგულარული განტოლების ნებისმიერი 

ამონახსნი ამავე დროს (120,2 ფრედჰოლმის განტოლების ამონახსნსაც წარმოად- 

გენს, გამომდინარეობს შემდეგი დასკვნა: თუ L წირზე ავაღებთ სასრული რაოდე- 

ნობის წერტილებს 0,, თ,.... ნ, და განვიხილავთ მათ როგორც კვანძებს და 

(120,1) განტოლების ამონახსნებს მოვძებნით # კლასში კი არა, არამედ უფრო 

ფართო /I" კლასში, ეს არ გააფართოებს ამონახსნთა კლასს: ნებისმიერი //" კლა- 

სის ამონახსნი აუცილებლად ეკუთვნის /#” კლასს. 

II. შეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქპციისათვის 

§ 191. დამხმარე დებულებანი, 1", ვთქვათ, L უწინდელივით აღნიშნავს წირს, 

რომელიც შედგება სასრული რაოდენობის არათანამკვეთი გლუვია კონტუ“ებისა- 

გან; როგორც ყოველთვის, იგულისხმება რომ #-ზე არჩეულია გარკვეული დადე- 

ბითი მიმართულება. 

ტერმინი –– უბან-უბან ჰოლომორფული ვექტორი 

დ(0=(%,, თ,..... დ.) 

L ნახტომის წირით -–– გვესმის ასე: დ (2) ვექტორის კომპონენტები 

თ.ა=Cდეა(2). თ=1, 2ს..., /I, 

წარმოადგენს უბ-ან-უბას ჰოლომორფულ ფენქციებს #L ნახტომის წირით. 

ვატყვით, რომ დ(2) ვექტორს აქვს სასრული რიგი უსასრულობაში, თუ 
ყველა ამ ფუნქციას სასრული რიგი აქვს უსასრულობაში“. ასეთი ვექტორის რიგს 

უსასრულობაში ვუწოდებთ თ, კომპონენტების რიგებიდან უდიდესს. თ=1, 2)..., /!. 

თუ უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში- ' 

დე(2)=17ა5 (21)+0 68) თ=1. 2... /
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სადაც 70 (2)=V%იე პოლინომებია, მაშინ 

7 (0 =(/ 1... წი) 
ვექტორს ვუწოდებთ რდ (2) ვექტორის მთავარ ნაწილს უსასრულობაშე. 

სოხოცკი –– პლემელის ფორმულების (§ 16) და § 31-ის შედეგების გაგრცე- 
ლება იმ შემთხვევაზე, როდესაც საქმე გვაქვს არა ჩვეულებრივ ფუნქციებთან, არა- 

მედ ვექტორებთან, თუმცა სავსებით ნათელია, მაგრამ დამოწმების გასაიოლებლად 

ზოგიერთს ამ ფორმულებიდან და შედეგებიდან მაინც მოვიყვანთ. 

2. ვთქვათ, დ() #L-ზე მოცემული ” კლასის ვექტორია და 9 (2). კი –– 

შემდეგი ფორმულით განსაზღვრული, უბან-უბან ჰოლომორფული ვექტორი: 

  

  

/) ძ დ 960# . 121,1 
ო= 2 == (77 ( ) 

L 

მაშინ სოხოცკი –– პლემელის ფოიმელეი საფუძველზე გვექნება 

დ()ძ! 
დ+()=--?ზდV – , (ა=+90)+-- | “+ - 

(L21,2) 
% 1) ძ/ თ-ძე=- 1 დ,ე+- (კ 904, #ა= - 900+:- | (+ 

L 

სადაც ამჯერად თრ და დ აღნიშნავს ვექტორებს. ამ შემთხვევაშიც (121.2) ფორმუ- 

ლებს ვუწოდებთ სოხოცკი –– პლემელის ფორმულებს. 

3“. ვთქვათ, საჭიროა განისაზღვროს უბან-უბან ჰოლომორფული, უხსასრუ- 

ლობაში სასრული რიგის ვექტორი C (2), შემდეგი პირობის მიხედვით: 

თ+()- თრ-()=დ() #-ზე, (121.3) 
სადაც C (0), L-ზე მოცემული, MI კლასის ვექტორია. 

ამონახსნი გვეძლევა შემდეგი ფორმულით: 

დ (2= ი) ი 4 _ +770. (121,4) 

სადაც + (2)= (7), V.... ი) სექტორია რომლის კომპონენტები “7, 1ი....: Vი 
ნებისმიერი პოლინომებია. + (7) ვექტორი რდ (უ ვექტორის მთავარ ნაწილს წარ- 

მოადგენს და, მაშასადამე, სრულიად გარკვეული ვექტორია, თუ ეს მთავარი ნაწი- 

ლი მოცემულია, კერქოდ, თუ პირობით Cთ(=>)=0, მაშინ + (21=0. 

4“. წინა პუნქტის შედეგი ძალაში რჩება იმ შემთხეევაშიც, როდესაც L წირი 

უბან-უბან გლუვია. ხოლო დ (I) ვექტორი ეკუთვნის #7“ კლასს; ამ შემთხეევაში, 

ცხადია, ვგულისხმობთ, რომ (121.3) პირობა დაცულია კვანძებისაგან განსხვა- 

ებულ წერტილებში. კერძოდ, ზემოთქმული იმ შემთხვივასაც ეხება, როდესაც L 

წირი გლუვი, შეკრული კონტურებისაგან შედგება. ხოლო. C (/) ვექტორი განიცდის 

წყვეტას სასრული რაოდენობის წერტილებში; ამ წერტილებს განვიხილავთ რო- 

გორც კეანძებს.
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59. ვთქვათ. (121,3) პირობაში « () ვექტორი მხოლოდ უწქვეტია და არ 

ეკუთვნის #/ კლასს. მაშინ შეიძლება ითქვას შემდეგი (შდრ. § 31, 2” პუნქტს): 
თუ არსებობს უბან-უბან ჰოლომორფული C (2) ვექტორი, რომელსაც უსასრულო- 

ბაში სასრული რიგი აქვს და რომელიც (121,3) პერობას აკმაყოფილებს, მაშინ ის 

წარმოიდგინება (121,4) ფორმულით. 

§ 1595. შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა. ვთქვათ, უწინდელივით აღ“ 

ნიშნავს წირს, რომელიც შედგება სასრულე რაოდენობის გლუვი, შეკრული, არა- 
თანამკვეთი კონტუთდებისაგან. 

წოფივი შეუღლების ერთგვ:როვან ამოცანას, ანუ, შემოკლე- 
ბით, შეუღლების ერთგვაროვან ამოცანას ჩამოვაყალებებთ ასე: 

ვიპოვოთ უბან-უბან ჰპოლომორფული, უსასრულობაში სას- 

რული რიგის 9X2) ვექტორი, ნახტომის L წირით, შემდეგი სასა- 
ზღვრო პირობის მიხედვით #-ზე: 

და (/()=0X, (I) 0; (1)+0C,ე თ; (0)+ · - ·+0ა, (0 დ; () 
(«=1, 2,..., /!) 

ანუ შემოკლებით 

დ+ (0) = 0 (I) დ” (1). (122,1) 

სადაც 

00=I0-(01 
L-ხზხე მოცემული # კლასის მატრიცა:. რომელიც ყველგან #L-ხე 

არაგანს-კუთრებულია, ე. ი. ისეთეა, რომ მესე დეტერმ-ანან42 ძ0LC 3-0, 

ყველგან. L-ზე ზ. 
შემდგომში, როცა საუბარი იქნება (122.1) ამოცანის ამონახსნებზე, ყოველთ- 

ვეს მხ-დველობაში გვექნება თ(21=0 ტრივიალურესაგან განსხვავებულია ამონახს- 

ნები. 

სანამ შევუდგებოდეთ ამ ამოცანის ამოხსნას, რამდენიმე სატყვათ შევეხებით 
უფრო ზოგად ამოცანას, როდესაც Cაკგ ფუნქცეებს შეიქლება ჰქონდეს პირველი 

გვარის წყვეტა სასრული რაოდენობის წერტილებში. 

ასეთი ამოცანის ერთ კერძო შემ»ხვჯვაზე, საიხელდობი, შემთხვევაზე როცა 

Cღიგ() უბან-უბან მუდმავე ფუნქციებია დაე:ყვანება წრფივ დეფერენცაალურ განტო- 

ლებათა ანალიზური თეორიის ერთ-ერთი ძირეთად. ამოცანა -- წანასწარ დასახე- 

ლებული მონოდრომიის ჯგუფის მეხედვათ რაციობალუ? კოეფაცაენტებ?ანა და 

რეგულარული განსაკუთრებული წერტილების მქონე წოფივ დიფერენცეალურ გან- 
ტოლებათა სისტემის აგების ამოცანა. 

შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა (როგორც ჩვენ ამას ვუწოდებთ) პირველად 

ბ. რიმანმა ჩამოაყალიბა მითითებული კერძო შემთხვევისათვის, ე. ი. როღესაც 

0იგ(ჯ) უბან-უბან მუდმივი ფუნქციებია და სწორედ წრფივ დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა სისტემების ოეორიის ნახსენებ ამოცანასთან დაკავშირებით, მაგრამ 

ამოცანის ამოხსნის რაიმე ხერხი მას არ მოუცია (ამოცანა ჩამოყალიბებულია ავ- 

ტორის გარდაცვალების შემდეგ გამოსულ ფრაგმენტში 8. III6ოგიი (2)). 

9 ძლL0 (/) % 9 პირობის დარღვევის ზოგიერთი შემთხვევა განხილულია თ, გახოვის (9), 

- ე. ზვეროვიჩისა და გ. ლიტვინჩუკის (1) ნაშრომებში,
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შემდეგ რიმანის მიერ დასმული ამოცანა (მხდველობაში გვაქვს როგორც 

შ,უღლების ერთგვაროვანი ამოცანა, ისე შესაბამისი წრფივ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა თეორიის ამოცანა) რიგი ავტორების მრავალრიცხოვან მნიშვნელოვან 

გამოკვლევათა საგანი იყო. 

მაგრამ ჩვენი მიზნებისათვის, ე. ი. სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლება- 
თა თეორიაში გამოყენებისათვის, საჭიროა ისეთნაირად ღასმული "შეუღლების ამო-. 

ცანის ამოხსნა, როგორც ეს ამ პარაგრაფის დასაწყისშია. 

არსებითად ასეთი სახითაა ამოცანა დასმული (მაგრამ მნიშვნელოვნად უფრო 

შეზღუდულ პირობებში) და ნაწილობრივ ამოხსნილიც დ. ჰილბერტის მიერ (C6L- 
ხიწ. Mმიილ ინ (ბიე, 1905; გამეორებულია წიგნში IL. IIIIსCLL (2), გე. 94–-102). 
დ. ჰილბერტის მიერ მოცემული ამოხსნა, რომელსაც ამოცანა დაჰყავს ფრედჰოლ- 

მის ინტეგრალურ განტოლებებამდე, მეტად რთულია და შეუჰლებელია ვცნოთ 
დასრულებულად. 

მალე ამის შემდეგ, დასრულებული (თუ არ ჩავთვლით ზოგიერთ ადვალად 
გამოსასწორებელ ხარვეზს) და ამავე დროს მეტად გონებამახვვლური ამოხსნა მოგვ- 

ცა ი. პლემელმა? (IL. 0IC90CI) |2|). ისევ. როგორც დ. ჰილბერტი, ეს ავტორი იყე- 

ნებს ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლებებს, მაგრამ სრულიად განსხვავებულს 

იმათგან. რომლებსაც აგებდა დ. ჰილბერტი; თავ-სი განტოლებების აგებისას ი. პლე- 

მელი არსებითად ემყარება კოშის ტიპის ინტეგრალის თვისებებს. 

ი. პლემელის ძირითადა შედეგია ამონახსნთა გარკვეული კერძო სისტემის 

აგება, რომელსაც ჩვენ კანონიკურ სისტემას ვუწოდებთ 9? და რომლეს საშუალე- 

ბითაც უშუალოდ გამოისახება ამოცანის ზოგადე ამონახსნი!! (იხ. § 126). 

ი. პლემელთან შედარებით, შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ქვემოთ მოყ- 

ვანილი ამოხსნა მნიშვნელოვნად უფრო მარტივია. გამარტივება მიღწეულია იმის 

ხარჯზე. რომ ამოცან: დაგვყავს არა ფრედს)ოლმეს განტოლებებზე. როგორც აკე- 

თებს ამას ი. პლემელი, არამედ სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სის- 

ტემაზე; ეს საშუალებას გვაჰლევს ძალიაან მარტივად დავადგინოთ ამონახსნთა ისე- 

თი ერთობლიობის არსებობა, რომელსაც ვუწოდებთ ფუნდამენტურს (იხ. §ჭ 25). 

9? ი, პლემელი ამოცანას ხსვის უფრო ზოგად წა:ამქღვრებში, ვიდრე დ. ჰილბერტი. მაგრამ 

ეს წანამძღვრები რამდენადმე ნაკლებად ზოგადია, ვიდრე ჩვეი მიერ მიღებული. 

10 ამ სისტემას ი. პლემელი ფუნდამენტურს უწოდებს; უკანასკნელ ტერმინს ჩვენ ცოტა 

სხეა აზრით ვიყენებთ (იხ. § 125). 

11 აგრეთვე უნდა აღინიშნოს ჯ. ბირკჰოფის ნაშრომები (C. L. 8IIMი0+( (1), (21 და ზო- 

გიერთი სხვა). ამ ავტორის ნაშრომები, თუმცა ისინი გამოქეეყნებულია ი. პლემელის ნაშრომზე 
გვიან (მაგრამ შესრულებულია დამოუკიდებლად) და იჭლევა ნაკლებად სრულ ამოხსნას (# წირ- 
ზე და C (/) მატრიცზე დადებული მნიშვნელოვანი შეზღუდვების გამო;, მაინ) საინტერესოა იმით, 
რომ შეიცავს რიგ შედეგს, რომელიც გადმოცემის გამარტივების საშუალებას იჭლევა. ეს ნაშრო- 
მები, განსაკუთრებით (2), რომელშიც ავტორი ამოცანას ხსნის მიმდევრობითი მიახლთების ხერ- 
ხით, საინტერესოა მეთოღის მხრივაც; ამ მეთოდმა, შესაფერისი. განხოგადებისა და სახეცვლის 

შემღეგ, შეიძლება მიგვიყვანოს საკმაოდ დასრულებულ შედეგებამდე. ასეთი განზოგადება და სა- 
ზეცელა მინიშნებულია ჩ. CმLიMICL (11 სტატიაში. 

შეუღლების ამოცანის საკმაოდ სრული ამოხსნა მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით, მაგ- 
რამ ბირკჰოფის მეთოდისაგა სრულიად განსხვჭვებულით, მოცემულია გ. მანჯავიძის (5), (61, 
გ. მანჯავიძის და 6, ხვედელიძის (1) ნაშრომებში; იხ. § 133,
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ას-ვე. პლემულთან შედარებით, უფრო მარტივია ამონახსნთა კანონიკური 

სისტემის აგებაც მას შემდეგ, რაც ნაპოვნია ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა 

(§ 120). , 
§ 158. სინგულარულ განტოლებათა სისტემაზე დაყვანა. წინა პარაგრაფში 

დასმული შეუღლების ერთგვაროვანი (122.1) ამოცანა ადვილად დაიყვანება ძალზე 

მარტივ სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემაზე შემდეგნაირად. 

ვთქვათ, 
დ+V)--დ“ (/).=C (I) L-ზე, 

მაშინ უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე საძიე- 

ბელი C(2) ვექტორი შემდეგნაირად წარმოიდგინება (§ 121,5“ მუხლი): 

1.2 
90=-- | 8301:2% «(2, (123,1) 

2XL' L(--2 
L 

სადაც 

V(2)=(). 1... Vთ) ! 
ქექტორია, რომლის კომპონენტები –– +), 1..ს “1, -- რაიმე პოლინომებია და 

წარმოადგენს C (2) ვექტორის მთავარ ნაწილს უსასრულობაში. ამრიგად, ამოცანა 

დაიყვანება დ (ჯ) და 7 (1) ვექტორების განსაზღვრაზე. 

თვით ამოცანის დასმიდან გამოდის. რომ 

დ(/0)=(დ,, დც.... დ,) 
ვექტორი უწყვეტი უნდა იყოს #L-ზე!?, ე. ი. მისი კომპონენტები –– დ, ==დ, (1), 

დ,=დCა(),..., დგ=დ, (I) უმდა იყოს I-ს უწყვეტი ფუნქციები #L-ზე. ჩვენ კი წი- 
ნასწარ ვიგულისხმებთ, რომ +»(ჰ) ეკუთვნის // კლასს; ქვემოთ ნაჩვენები იქნება 

(§ 128), რომ ჩვენი ამოცანის ყოვილი ამონახსნი აუცილებლად დააკმაჟოფილებს 

ამ პირობასაც 13. 
(123.1) ფორმულებიდან გამომდინარე, თუ გამოვთვლით C+ (7), «“ (7) სა- 

საზღვრო მნიშვნელობებს სოხოცკი –– პლემელის ფორმულების მახედვით (§ 121,2”) 

ღა შევეტანთ (122,1) თანაფარდობაში, დავწერთ რა (ე-ს 1-ს ნაცელად, ადვილად 

მივიღებთ: 

    4 (7) « (10 + ჩი ( 90% =/(I), (123,2) 
I , ბ–7 

L 

სადაც ჩაწერის შემოკლებისათვის მეღებულია აღნიშვნები: 

4 (/ი)=6ნ-+0 (#ა), #3 (7ე)= 5––Cთ(#ი), (123,3) 

/(1ი)=I0C (10)–– ნ) 7 (#9), (123.4) 

85 აღნიშნავს ერთეულოვან მატრიცს. 

  

19 ამოცანის დასმა გულისხმობს დ+(/), რ-(/) სასახლვრო მნიშვნელობების არსებობას 

#-ის ჯოველი წერტილისათვის; ამიტომ დ» (7), დ- (L) აუცილებლად უწყეეტია; იხ. § 9, 
19 იგულისხმება, როგორც შევთანხმდით, რომ C (/) მატრიცი // კლასს ეკუთვნის.
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(123,2) განტოლება წარმოადგენს უმარტივ-ს სინგულარულ ინტეგრალურ 
განტოლებათა სისტემას დ ვიქტორის დ,, დ,,.,., დ„'კომპონენტების მიმართ, სახელ”- 

დობრ, მახასიათებელ სისტემას. თუ ვიგულისხმებთ. რომ მარჯვენა მხარე მოცემუ- 
ლია, ე. ი. მოცემულია / (/ა)) ვექტორი. 

ეს სისტემ ნორმალური ტიპისა, რადგან ძირითადი მატრიცების –- 

5=4+8=2% და 9=4-8=2C60 – დეტერმინანტები L-ზე არსად არ ხდება ნუ- 
ლის ტოლი; გავიხსენოთ, რომ პირობის თანახმად ძ06( 0 (1) 9=0 #-ზე. 

” (ი) ვექტორი წინასწარ განუსაზღვრელ 1, (/). +» (/M...» (ი (7) პოლინომებს 
შეიცავს. ამ პოლინომების არჩევა შეიძლება ნებისმიერად, მხოლოდ ერთი პირო- 

ბით: (123,2) სისტემა თავსებადი უნდა იყოს. 

(123,2) სისტემის თავსებადობის პირობა კი, როგორც ვიცით (§ 120), მდგო- 

მარეობს შემდეგში: 

| IC) 6%(,) ი=0, თ=1, 2...., #. (123.5) 

L 

სადაც დ9 (,), თ=1. 2,..., ჩ”, (122,2) სისტემასთან მიკავშირებული ერთგვაროვა- 

ნი სისტემის წრფივ:დ დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრული სისტემაა. 

70 %9..ს ჯა პოლინომების ნებისმიერობის გამო, ცხადია, ეს პირობები 

შეიძლება დაკმაყოფილდეს უამრავი ხერხით, და ამიტომ ამოცანას აქვს ამონახსნთა 

უსასრულო სიმრავლე. 
§ 194. შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნთა ზოგიერთი თვისება, 

სანამ გადავ-დოჯეთ შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი ამონახსნის აგე- 

ბაზე, აღენიშნოთ ამ ამოცანის ამონახსნთა ზოგიერთი თვესება, რომელიც თითქ- 

მის უშუალოდ გამომდინარეობს თვით ამოცანის დასმიდან და წინა პარაგრაფის 

შედეგებიდან. 

17. უწინარეს ყოვლისა აღვნიშნოთ, რომ თუ ვექტორი 

დ(უ)=(2,, C....., C,) 

შეუღლების ერთგვაროვანი (123,1) ამოცანის რაიმე კმონახსნია და /#=/7(2) ნე- 

ბისმიერი პოლენომია, მაშინ ვექტორი 

დ()ნ(0=(%,?7ჩ, C,#,..., დ.) 

აგრეთვე ამონახსნი იქნება. უფრო ზოგადად. თუ Cთ1(7, C2?(2),..., დ”(2) ვექტო- 

რები რაიმე ამონახსნებია 14, ხოლო 7, (2), #ა (2),.... თ (2) – რაიმე პოლინომები, 

„მაშინ 

დ1(უ ნ, ()-+C?(უ 0,(0 +-.-+C"(ქ) ჩ, (ჟ 

ვექტორიც იქნება ამონახსნი. 

ყველაფერი ეს უშუალოდ გამომდინარეობს (122,1) სასახღვრო ამოცანის სა- 

ხიდან. 

14 ამონახსნთა (ვექტორების! ნომრებს ჩეეულებრიე აღვნიშნავთ ზედა ინდექსებით, ქვედა 

ინდექსებით კი –– მოცემული ამონახსნის კომპონენტების ნომრებს, ასე რომ, მაგალითად 

თჩ-(Cდ!, თ... ,, დ").
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2”. ვთქვათ. თ (2)=(თ,. თე...., დ.) შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის 

რომელიმი ამონახსნია და. ვთქვათ, თ (2)=0 სიბრტყის რომელიღაც, #L-ზე არამდე- 
ბარე, C წერტილში. ე. ი. 0:,(CLI= C.(01=-..=Cთ,(C)=0; მაშინ შეფარდება 

„ტ-5რ ა 9%რ, 0, ურ) (124.1) 
ჯ>- L2- წულლ 2-0 

ცხადია, აგრეთვე, ამონახსნი იქნება. 

ვთქვათ, ახლა C წერტილი მდებარეობს L-ზე. ამ შემთ"ვ-ვაში. თუ ვიტყვით, 

რომ C (2) ნული ხდება C წერტილში, ანუ დ (0 =0, ვეგულისხმებთ, რომ დ+(C)=0, 

დ-(C=0. შევნიშნოთ. რომ ერთ-ერთე ამ ტოლობიდან იწვევს მეორეს, დ+ (0)= 
=0(0 %“ (თ) თანაფარდობის გამო და ძი( C (/) 5= 0 პერობის ძალით. 

“ ვთქვათ, ახლა რდ (2) რაიმე ამონახსნია, ისეთი, რომ Cდ+ (/) და დ“ (/) // კლასს 

ეკუთვნის ს” და. ვთქვათ, L წარას რაიმ. C წერტილეისათვ ს თ(ი=0 სწორედ 

ახლახან აღვიშუული აზრეთ. ვაჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევაშეც V (2) ვექტორი ამო- 

ნახსნია და V/+ (/) და VI” (/) სასახლვრო მნიშვნელობანი #/ კლასს ეკუთვნის L-ზე. 

2 წეორტლის ჩათვლეთ. 

ჩვენი დებულება. ცხადია, დამტკიცდება, თუ მოვახერხეთ ამ უკანასკნელი 
გარემოების დას:ბუთება. 

უწინარეს ყოვლისა, § 21-შ: თქმულას საფუჰველხ). ახვალაჯ მავაღ)ბ»თ. 

რომ V (ჟ) უბან-უბან ჰოლომორფული ვექტორია (ნახტომებეს # წარით), ამასთან 

C წერტილს განვიხილავთ როგორც კვანძს, შემდეგ, § 113-ის მსგავსად, თუ მივ“« 

ღებთ, რომ Cდ+ (/)-- დ“ (/)1=დ (1). მაშინ L-ის ყველა, C-სგან განსხვავებული, წერ- 

ტილისა»ვის გვექნება 

დ() 
(--C ა(0=V+0) -V-CI= 

მაგრამ, რადგანაც თ02+(თ0ღ == დ-“(-)=0, ამიტომ «(CI=0; შემდეგ, ვანაიდან C(I): 

ფუნქცია #” კლასს ეკუთვნის, ამიტომ. ცხადია, CI) ფუნქცია ეკუთვნის /7" კლასს. 

ამის გამო. ისევე, როგორც § 123-ში (იხ. § 121, 4” პუნქტი), 

VI” (21) = _- | #04 ს, (7), 
2”; 1 _ 

L 

სადაც 7 (2) პოლინომერ კომპონენტებიანი რაიმე ვექტორია. 

აქედან გამომდინარეობს. ისევე, როგორც § 123-ში. რომ Cდ(/) აკმაყოფი- 

ლებს (123.2) განტოლებას, შესაძლებელია C წერტილის გარდა. ამიტომ (იხ. შე- 

ნიშვნა § 120-ის ბოლოს) « (() ფუნქცია /I კლასს ეკუთვნის L-ზე. თუ შესაფერის 

მნიშვნელობას მივაწერთ C წერტილში. მაგრამ, მაშინ წინა ფორმულა გვიჩვენებს, 

რომ VM (2) ვექტორი შეიძლება უწყვეტად გაგრძელდეს L წირის ყველა წერტილზე 
(CC წრრტილის ჩათვლით! მარცხნიდან თუ მარჯვნიდან და რომ მისი სასაზღვრო 

მნიშვნელობანი // კლასს ეკუთვნის, ეს კი ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. 

12 -ვემოთ (§ 128) ნაჩვენები იქნება, რომ ჯLოველ ამონახსნს აქვს აღნიშნული თვისება; 

მაგრამ ამ გარემოებით ახლა არ ვისარგებლებთ, რადგან ის ჯერ არ დაგვიმტკიცებია,



§ 125) 1I. შეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 483 
  

39. დაბოლოს, დავამტკიცოთ შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ამო- 
ნახსნის ერთი თვისება (ეგულისხმობთ ისეთ ამონახსნებს, რომელთა სასაზღვრო 

მნიშვნელობანი // კლასისაა1%): ნებისმიერი. ნულისაგან განსხვავებუ- 
ლი ამონახსნის რიგი უსასრულობაში არ არის გარკვეულ რიცხ- 

ვზე ნაკლები. 

სახელდობრ, ადვილი შესამჩნევია, რომ ჩვენი/ამოცანის ნებისმი:რი ამონახს- 

ნის რიგი შეუძლებელია უფრო ნაკლები იყოს, ვიდრე MI=--ჩ. სადაც # (123.2) 
განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ 

ამონახსნთა რაოდენობაა. 

მართლაც, % (2) ამონახსნის რიგი უსასრულობაში უფ”ო ნაჯლები რომ იყოს. 

ვიდრე (–-#), მაშინ 

დ(უ. 27რ(ჟ...., 2" თ(2) 

ვექტორები იქნებოდა შეუღლების ერთგვაროვანი (122,1) განტოლების უსასრუ- 

ლობაში ქრობადი ამონახსნები. მაგრამ. მაშინ 

დ()=Cთ+()-თ-“(), /დ(I), (წCდ(/),..., L"Cდ(/) 
ვექტორები შეადგენდა (123,2)- -ის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების #+1 

წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნებისაგან შედგენილ ერთობლიობას". ეს კი 

შეუძლებელია, რადგან ამ განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რაო–- 

დენობა #-ს უდრის. 

§ 198. ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა. 19. შემდგომში ხშირად გვექნე- 

ბა საქმე შეუღლების ერთგვაროვანი (122.1) ამოცანის # რაოდენობის ამონახსნი- 

საგან შედგენილ სისტემებთან, რომელთაც განვასხვავებთ ზედა ინდექსების საშუა- 

ლებით: 

დ? (21=(%), თ+. შილი დ), 

თ" (2)=(თ1. C1. ·.., თ1), 
– “, (125,1). 

დ” (2)= (დ?, დ;:, · 9) 

მატრიცს 

| დფ 91) ·-- 9:60) 
|დზ )=| 91 (2) 9; (2) ·.- თ? (2) (125,2) 

დი (2) დი(2) ·.· დი(2) I, 

რომლის სვეტებს წარმოადგენს Cთ1(2), Cდ?(7),,.,, თ"(2) ვექტორები (ამონახს- 

ნები), ვუწოდებთ ამონახსნთა მოცემული სისტემის მატრიცს. 

ცხადია, რომ (122,1) სასაზღვრო პირობის ძალით ადგილი აქვს შემდეგ მატ- 

რიცულ თანაფარდობას: 

10 შდრ. წივა სქოლიოს. 
17 უსასრულობაში ქრობადი C (2) ამონახსნის შესაბამისი დ (/) ფუნქცია აკმაყოფილებს იმ 

ერთგვაროვან განტოლებას, რომელიც მიიღება (123,2)-გან, როცა / (/ე)=0, რადგან C (2) ვექტო- 
რის მთავარი ნაწილი უსასრულობაში % (2)=0 და, მაშასადამე, (123,4)-ის ძალით / (/X=0,.



484 თავი VI, სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემები... (§ 125 
  

I %§ (1) I+ =C0 (#)I 98 (0)I”, (125,3) 

სადაც (+) და (“) ნიშნაკების საშუალებით აღნიშნულია | თ (| მატრიცის შესა- 

ბამისი სასაზღვრო მნიშვნელობები. 

ცხადია. რომ პიარუკუც. თუ | Cთზწ(უ მატრიცის ელემენტები CM(7). 

თ, ჩ=1, 2,..., 7. უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციებია და ეს მატრიცი აკმა- 

ყოფილებს (125,3) თანაფარდობას, მაშინ ამ მატრიცის თითოეული სვეტი, რო- 

გორც ვექტორი, წარმოადგენს შეუღლების ერთგვაროვანი (122,1) ამოცანის ამო- 

ნახსნს. 

2. ”შემდგომისათვსს დადი მნიშვნე ლობა აქვს შეუღლების ერთგვაროვანი 

ამოცანის ამონახსნთა ისეთე სისტემის შედგენას, რომლის მატრიცის -დეტერმინან- 

ტი იგივურად არ უდრის ნულს. ამონახსნთა ასეთ სისტემას ვუწოდებთ ფუნდა- 

მენტუორს, ხოლო ამ სისტემის მატრიცს –-ფ უნდამენტურ მატრიცს. 

როგორც დავინახავთ, ასეთი სისტემების უსასრულო სიმრავლე არსებობს, 

მაგრამ, როგორც ნაჩვენები იქნებ» ქვემოთ, ამოცანის ზოგადი ამონახსნის მისაღე- 

ბად საკმარისია შევადგინოთ რომელიმე ერთი მათგანი. 

ამონახსნთა ერთ-ერთი ფუნდამენტური სისტემა შეიძლება შევადგინოთ, მა- 

გალითად. შემდეგნაირად. 

ავიღოთ (123,1) ფორმულის მარჯვენა მხარეში მონაწილე + (2) ვექტორი შემ- 

დეგი სახით: 

Xჯზ(2) -(0, 0...., 18. 0,..., 0), 

უჩ()-ის კომპონენტები ზ ნომრიანის გარდა ნულებია, ხოლო ნულისაგან განსხვა- 

ვებული X8გ=+Xგ(2) კომპონენტი წარმოადგენს განუსაზღვრელ კოეფიციენტებიან 
პოლენომს. ამ კოეფიციენტებს ისე შევარჩევთ, რომ შესაბამისი (123,2) სისტემა 

თავსებადი იყოს, ე. ი. შესრულდეს (123,5) ფორმულით მოცემული პირობები: 

( (0) ს%(0 ძძ=0, თ=1, 2,..., #”, (125,4) 

L 

სადაც (123.4) ფორმულის თანახმად: 

M()=|0())-- ნ) /ჩ(0- 

(125,4)-ში Vგ-ს მაგიერ განუსაზღვრელკოეფიციენტებიანი პოლინომის ჩასმით 

ცხადია, მივეღებთ, წოფივ ალგებრულ გან ტოლებათა ერთგვაროვან სისტემას ამ გა- 

ნუსაზღვრელი კოეფეციენტების მემართ. მიღებულ სისტემას ყოველთვის აქვს არა- 

ნულოვანი ამო5ახსნებე, თუ 78(2) პოლინომი აღებულია არანაკლებ / ხარისხისა, 

რადგან მაშინ უცნობთა რიცხვ» აღნიშნულ სისტემაში არის არანაკლებ (ჩ#”+1). 

თუ ავარჩევთ ამ სისტემისს რომელიმე გარკვეულ ამონახსნს, მივიღებთ გარკვეულ 

გამოსახულებებს +ჩ (2) პოლანომესათვის და, მაშასადამე, 1ჩ(2) ვექტორისათვისაც. 

ამ მნიშვნელობების (123,2) ფორმულის მარჯვენა მხარეში ჩასმით მივიღებთ სინ- 

გულარულ ინტეგრალურ გან ტოლებათა თავსებად სისტემას. ვთქვათ, დ (1) ამ სის- 

ტემის ამო5ახს5ია (ან რომელიმე გარკვეული ამონახსნია, თუ სისტემას რამდენიმე 

ამონახსნი აქეს), მაშნ +V#(2)=+ჯზ (2) ვექტორის არჩეული მნიშვნელობისათვის 

(123,1) სისტემა მოგვც ემს შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის გარკვეულ %ჩ (2)



§ 126) II. შეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 485 
  

ამონახსნს, 8-ს თუ მივცემთ მნიშვნელობებს 1. 2,..., , მივღებთ ამონახსნთა სის- 
ტემას 

დ)(2)=(C1, C,,.... დი ),..., დ”(2)=(0X, C;,..., დი). (125,5) 
შევნიშნოთ. რომ. რადგან (123.2) განტოლ;ბის ამონახსნებად ეგუღლისხმობთ 

მხოლოდ /” კლასის ამონახსნებს, ამიტომ დჩ(7), ჩ=1. 2.... /, ანონახსნების 

სასაზღვრო მნიშვნელობები L-ზე //I კლასს ეკუთენის. 
ადვილად შევამჩნევთ, რომ ამონახსნთა ნაპოვნი სისტემის 105) მატრიცის 

დეტერმინანტი არ უდრის იგიეურად ნულს. მაCთლაც. ეს დეტერმინანტი უეჭქვე- 

ლად განსხვადება ნულისაგან უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში, 

რადგან, როცა 2–- თ. ამ დეტერმინანტის ყვილა ელემენტი, გარდა დიაგონალუ- 

რისა, მიისწრაფვის ნულისაკენ, ხოლო დიაგონალური ელემენტების მთავარი ნაწი- 
ლებია X8 (2) პოლინომებე, რომლებიც ნ ულისაგან განსხვავდება 185 

ამგვარად, ამონახსნთა (125,5) სისტემა ფუნდამენტურია. 

§ 190. ამონ,ხსნთა ნორმალური და კანონიკური სისტემები. 1“. შეუღლების 

ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნთა ნორმალური სისტემა ქუწოდოთ 

ისეთ ფუნდამენტურ V/1, VV?,,,., VI” სისტემას. რომლის მატრიცის დეტერმინანტი. 

ე. ი. ძლLI VI ჩ (2) სასრულ სიბრტყეში, L წირის წერტილების ჩათვლით. არსად 

არ უტოლდება ნულს. როცა ვამბობთ. «ომ დ.:ტჯურმინანტი L წირზე ნული არ 

ხდება, ვგულისხმობთ, რომ დეტერმინანტის სასაზღვრო მნიშვნელობანი მარცხნიდან 

და მარჯენიდან არ ხდება ნულე, ე. ი. 

ძიLI VII (/V+ «0, ძიLI VIჩ (/)I” % 0. 

ამ უტოლობებიდან ერთი იწეივს მეორეს, (125, 3)-დან გამომდინარე შემდეგი თანა- 

ფარდობის გამო 

ძი6L | V/8 (/)I/+ =ძბ( 0 (7) ძიLI VI 8 (IL. (126,1) 

ამონახსნთა ნორმალური სისტემის მატრიცს ვუწოდებთ ნორმალურ მატ- 

რიცს. 

თუ გვექნება ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა. ან. რაც იგივეა. ფუნდა- 

მენტური მატრიცი, ადვალად ”შევადგენთ ნორმალურ სისტემასაც, როგორც ამას 

ახლა ვაჩვენებთ. ამ პარაგრაფში ამონახსნი გვ; სმის როგორც «სეთი ამონახსნი, 

რომლის სასაზღვრო მნიშვნელობები /7 კლასს ეკუთვნის. 

ვთქვათ, C არის სიბრტყის რაიმე წერტილი (უსასწულოდ დაშორებული წერ- 

ტილისაგან განსხვავებული) და, ვთქვათ, ძ6(I დმ (2)| ნული ხდება ამ წერტილში; 

ჯერჯერობით ვგულისხმობთ, რომ C წერტილი არ მდებარეობს #-ზე. 

19 შევნიშნოთ, რომ ერთი რომელიმე ბმულ ნაწილრი იგივურად სულისაგან განსხვავებული 

ამონახსნი იგივურად ნულისაგან განსხვაედება სხვა ბმულ ნაწილებშიც, რომლებადაც სიბრტ.ეს 

ჰყოფს # წირი. მართლაც. თუ დ (2) ამონასსწი ნულს დრის ამ ნაწილებიდან ერთში, მაშინ 

დ (2)-ის სასაზღვრო მნიშვნელობანი, როცა 2 მიისწრათვის ამ ნაწილის საზღვრისაკენ შიგნიდან, 

უდრის ნულს. მაგრამ მაშინ, (122,1)-ის ძალით, დ (2)-ის სასაზღერო მნიშვნელობანი, როცა 2 მიისწ- 

რაფვის საზღვრისაკენ მიმდებარე ნაწილიდან, აგრეთვე ნულს უდრის, ამიტომ CX2)=0 ჯველა ბულ 

ნაწილში, რომელსაც საერთო საზღვარი აქვსს განხილულთან; აქ:დან კი გამომდინარეობს ჩვენი 

დებულება, ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ამონახსნი, რომელიც იგიეურად ნულს 
უდრის სიბრტკის რაგინდ მცირე არეში, იგივურად ნულს უდრის მთელ სიბრტ:ეში.



48C თავი VI. სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემები... (§ 126 
  

პირობის თანახმად: 

დ: (ო თ; (თ. · -თ1 (თ) 

«(0 თ1(0.-.C2(9 | = ი. (126,2) 
დ, (0 4; (თ. -თიC (თ) 

ამიტომ, ყოველთვის შეიძლება მოიძებნოს რიცხვები თ,. ძე....: რე, რომელთაგან 

ერთი მაინც ჯანსხვავდება ნულესაგან და ისეთი, რომ 

” 

1, იგთ.ჩ(00=0, რთ=1, 2...., 71, · (126,3) 

ულ) 
ანუ, რაც იგივეა, 

ი,თ!(0+ძ.%?(0+ · ·· +ძე 9 (0=90. (126,4) 

ახლა განვეხილოთ შემდეგი ამონახსნი; 

დ (21=თ, დ! (2+ძა დ? (2) +... +ძ, დ” (უ. 

(126.4)-ის ძალით დ (C)=0. ამიტომ, § 124-ის 27 პუნქტში თქმულის საფუძველ- 
ზე შეფარდება 

V,. ცფ=.212, 

2–-%ი 

(126.5) 

აგრეთვე ამონახსნი იქნება. 

ვთქვათ, 2,, Xა...., #კ აღნიშნავს “შესაბამისად C)1, Cთ2,..., თ” ამონახსნების 

რიგებს უსასრულობაში. ზოგადობეს შეუზღუდავად შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 

2 =#:ლ თ. ლ. მით აღვნიშნოთ თ,, ძე... თ, რიცხვებიდან ნულისაგან 

განსხვავებული ბოლო რიცხვი, 

ამონახსნთა ფუზდაჭი5 ტურ. დ! (2), C? (7)..... დ"(ჟ) სისტიმამი დ” (2) ამო- 

ნახსნი შეეცვალოთ (126,5) ფორმულეთ განსაზღვრული V (2) ამონახსნით; ცხადია 

მივიღებთ. ამონახსნთა ახალ ფუ5ზდამენტუ= სასტემას 19, ამასთან ერთად ძველე სის- 

ტემის ერთე ამონახსნი, სახელდობრ, თ წ (2), შეიცვლა უსასრულობაში ერთით 

ნაკლები რიგის ამონახსნით. 

§ 124-ის 2? პუნქტშე თქმულის საფუძველზე შეიძლება ანალოგიურად მო- 

ვ2ქცეთ იმ შემთხვევ:შეც, როდესაც C წერტილი. მდებარეობს # წირზე. ამასთა ნ 

ერთად (124,1)-შე დ!) (C), თ? (C),..,, თ” (0) უნდა ვიგულისხმოთ Cდ)+ (C), დ?+(ი),,.. 

... 9%"+(2C) ან დ!“ (0), თ?“ (0),..,, დ”“ (0) სასაზღვრო მნიშვნელობების ტოლად. 
ორივე შემთხვვაში, ძ,, ძე,.... მ, რიცხვების განსასაზღვრავად ვიღებთ ეკვივა- 

ლენტურ განტოლებებს, Cდთ+ (C) =0 (2) დ“ (2) თანაფარდობის გამო. 

10 ახალი სისტემის მატრიცას დეტერმინანტი, ცხადია, უდრის 

თ 34/ეს – ” ძი(I დ; (2)'ს 
C 2 

და, მაშასადამე, იგივურად არ ურის ნულს.



§ 126 II. შე ბის ამოცანა რამღენიმე ნობი თჯუნაცაისათეის 2487 ეუღლე 0 ეხიმე უც დუხეც 3 
  

ამრიგად, ყველა შემთხვევაში, როცა ფუნდამენტური მატრიცის დეტერმინან- 

ტი ნულს უტოლდება სიბოტყის რაიმე წერტილში, ამონახსნთა მოცემული ფუენ- 

დამენტური სისტემა შეიძლება შეეცვალოთ მეორეთი, ამასთან, ერთ-ერთი ამონახს- 

ნის რიგი უსასრულობაში ერთით დაიწევს. 

ასეთნაირად მიღებული მატრიცის დეტერმენანტე თუ უტოლდება ნულს 

სიბრტყის რაიმე C წერტილში, მაშენ შეიძლება გავიმეო“ოთ ზემოაღნიშნული ხერ- 

ხი და ა. შ. ყოველ ასეთ ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემის ახლით შეცვლა 

ერთით ამცირებს ცალკაულ ამონ:ხსნთა რიგების ჯამს უსასრულობაში. მაგრამ. 

ვიცით, რომ ნებისმიერი ამონახსნის რიგი უსასრულობაში შეუჰლებელია ნაჯ«ლები 

იყოს გარკვეულ რიცხვზე (§ 124.3" პუნქტი). 

მაშასად:მე, სასრული რაოდენობის ზემოთ აღნიშნული სახის ოპერაციის შემ- 

დეგ მიე-ღ:ბთ ამონახსნთა ისეთ ფუნდამენტურ სისტემას, რომლის მატრიცის დე- 

ტერმინანტი სასრულ სებრტყეზე არსად ნულე არ ხდება. 

ამრიგად, მ-ვ-ღებთ ნორმალურ სისტემას 9, რომლის მატრიცს აღენიშნავთ 

V6LCეI. 
2წ. ამონახსნთა ნორმალური სისტემის მატრიცის დეტერმინანტი, თვეთ ასე” 

„ თი სისტემის განსაზღვრის მიხედვით, განსხვავდება ნულისაგან სიბრტყის უვ:ლა 

სასრულ წერტილში და ჰოლოზორფულ ფუნქციას წარმოადგენს ყოველ სასრულ 

არეში. რომელიც L წირის წერტილებს არ შეიცავს. უსასრულოდ დაშორებულ 

წერტილში ეს დეტერმინანტი შეიძლება იყოს სასრული (მაგრამ შეიძლება გახდეს 

ნული) ან ჰქონდეს პოლუსი. ამ ორი უკანასკნელი შესაძლებლობის თავიდან აცი- 

ლება, როგორც ამას დავინახავთ შემდგომში, საზოგადოდ, არ შეიძლება: ირკვევა, 

რომ ნორმალური სისტემის მატრიცის დეტერმინანტის რიგე უსასრულობაში 

ამ სისტემის არჩევაზე არ არის დამოკიდებული. 

შესაძლებელია ნორმალურ სისტემას მივცეთ ისეთი სახე, “ომელიც მოხერხე- 

ბულია უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში ამონახსნთა ყოფაქცევის 

განხილვისათვის. 

90 ფუნდამეტურიჯსისტემის მიხედვით ნორმალური სისტემის აგების ტე:სტში გამო; ენებული 

ხერხი მითითებულია C., 0. 8IVსიიII |2) სტატიაში; შდრ. აგრეთვე მის |1) სტატიას. იმ ღაქტს, 
რომ (126,5) წარმოადგენს ამონ.ხსნს, როცა C წერტილი L-ზე მჯებარეობ». ეს ავტორი ასაბუ- 

თებს მეტად ეიწრო ”შემთხეეეაში, სახელდობრ, როცა # ანალიზერი კონტურია, ხოლო C (I) 

მატრიცის ელემენტები კი ანალიზურია L წირის მახლობლობაში, L წირზე სასრული რაოდენობის 

წერტილების გამოკლებით, რომელთა მახლობლობაში უსასრულოდ წარმოებადია. 

ანალოგიური ხერხი გამოიყენა თ. გახოვმა (5), (9, (რომელიც, ეტყობა, არ იცნობღა 
ბირკჰოდთის ნაშრომს) რამდენადმე სხვა, მაგრამ მაინც მახლობე– საკითხთან დაკავშირებით; ამას- 

თან ერთად, ის შემთხვევა. როცა C წერტალი #-ზე მდებარეობს, წინასწარ გამორიცხულია. 

ფუნდამენტური სისტემის მიხედვით ნორმალერა»ა სისტემის სხვანაირი, მნიშენელოვნად 

უფრო რთული, აგება (თან ერთბაშად მიიღებ. არა მხოღოდ ნორმალური, არამედ კანონიკური 
სისტემაც, რომლის შესახებ საუბარი იქნება მომდევნო პუნქტში) მოცემულია ი. პლემელის 

(1. XI6Cთ2I) (2)) მიერ; ჩვენ მიერ განხილული შესაბამისი შემთხვევა, როცა C წერტილი L-ზე 
მდებარეობს, ამ ავტორს არას»კმარისად აქვს გამოკვლეული. ი. პლეჭელის მეთოღის მკაცრი და- 
ფუძნება მოცემულია ნ. მუსხელიშეილისა და ნ. ვეკუას (1) სტატიაში ღა მოყვანილია წინამდება- 
რე წიგნის პირველ რუსულ გამოცემაში. იხ. აგრეთეე ნ. ვეკუა (8), (16).



488 თავი VI, სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემები... (§ 12. 

სახელდობრ, აღვნიშნოთ 

–-%, –-X%ვ.... «ით 

ნორმალური სისტემის შემადგენელ 

V1(2), MI? (2),..,, V”"(2) 

ამონახსნთა რიგები უსასრულობაში. ამ ამონახსნთა სისტემის მატრიცის დეტერ- 

მინანტი წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირად: 

” ა...) ძი(IV/ზ(2)=2 2 

ამ დეტერმინანტის ელემენტები 27 ჩVI8 (2) მიისწრათვეს გარკვეული სასრული მნიშ- 
ვნელობებისაკენ, ოოცა #.-> CC; მაშასადამე, 

#რ(9=ძიL|2 MI (2 (126,6) 
დეტერმინანტი მიისწრაფვის გარკვეული სასრული მნიშვნელობისაკენ, როცა 2–+Cთ 

და წარმოადგენს ჰოლოზორფულ ფუნქციას 72=C5- წერტილის მიდამოში. 

ამონახსნთა ნორმალურ სისტემას V/1 (7), V2(უ),..., V/" (2) ვუწოდოთ კანო- 

ნიკური, თუ (126.6) დეტერმინანტი ნულს არ უდრის, როცა 2=Cთ (და, მაშა- 

სადამე, ნულეისაგან განსხვავდება უსასრულოდ დაშორებული წერტილის რაიმე მი» 

დამოში). : 

ვაჩვენოთ. რომ ყოველი ნორმალური სისტემა შეიძლება გარდაიქმნას კანო- 

ნიკურ სისტემად ისე. რომ არ შეიცვალოს მისი მატრიცის დეტერმინანტი. 

მართლაც, თუ' #(თC)59-0, მაშინ მიზანი მიღწეულია. ვთქვათ, ახლა 

#(ლთლ)=0. როდესაც |2| საკმაოდ დედია | V/8 (21) მატრიცის ელემენტებისათვის 

გვექნება შემდეგნაირი გაშლა: 

V0()=2 “ჩ | იეზ+ ი (+) I ი0ზ=ლ0ი%L, 

ასე რომ 

. 0=/#(=)= ძი! 0. 

მაგრამ, მაშინ შეიძლება ვიპოვოთ თ,, თ.,..., ძე რიცხვები რომელთაგანაც ერთი- 
მაინც განსხვავდება ნუ ლისაგან და ისეთი, რომ 

თუ გადავანაცვლებთ საჭიროების შემთხვევაში | V/8 (2) მატრიცის სეეტებს (ეს 

დაიყვანება ამონ ახსნთა ხელახლა გადანომრვაზე და შეიძლება შეცვალოს მხოლოდ. 
დეტერმინანტის ნიშ ანი). შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ –-X, = –- «გლ ·-ლ–- %ი: 

ვთქვათ. ძ,, არის ნულისაგან განსხვავებული უკანასკნელი რიცხე. თე. ძე... მ 

რიცხვებს შორის, V'1(უ, VI? (უ),.,., V7%(2) ამონახსნთა , ნორმალურ სისტემაში 

VI ”M(2) ამონახსნი შევცვ ალოთ 0,2! “VI (2+V, 2. რიყი(ე +... +ძე VI” (2). 
ამონახსნით; მივიღებთ, ცხადია, ამონახსნთა ახაულ ნორმალურ სისტემას, ამასთან-



§ 126) IL. შეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 489 
  

ძველი სისტემის ერთ-ერთი ამონახსნი იცვლება ისეთი ამონახსნით, რომლის რიგი 

უსასრულობაში ერთით მაინც ნაკლებია (სხეა ამონახსნების რიგები უცვლელია); 

ახალი სისტეძის მატრიცის დეტერმინანტი ძველის დეტერმინანტისაგან განსხვავდე- 

ბა მხოლოდ მუდმივი, ნულისაგან განსხვავებული, მამრავლით. ეს მამრავლი შეიძ- 

ლება მივიჩნიოთ ერთის ტოლად ახალი ერთობლიობის ერთ-ერთი სეეტის არანუ- 

ლოვან მუდმივზე გამრავლების ხარჯზე. ამრიგად, შეიძლება მივიჩნიოთ, რომ ძვე- 

ლი და ახალი მატრიცების დეტერმინანტები ტოლია. : 

თუ ამონახსნთა ახალი სისტემა კანონიკური აღმოჩნდება, მაშინ მიზანი მიღ- 

წეულია; წინააღმდეგ შემთხვევაში, შეიძლება მოვახდინოთ წინას ანალოგიური გარ- 

გარდაქმნა. ასეთი გარდაქმნები არ შეიძლება გაგრძელდეს უსასრულოდ, რადგან 

ნებისმიერი არანულოვანი ამონახსნის რიგი უსასრულობაში არ არის ნაკლები გარკ- 

ვეულ რიცხვზე (§ 124,3“ პუნქტი). 
მაშასადამე, სასრული რაოდენობის ზემოთ აღნეშნული ოპერაციის შემდეგ 

მივალთ ამონახსნთა კანონიკურ სისტემამდე, რომლის მატრიცის დეტერმინანტი 

ამოსავალი ფუნდამენტური მატრიცის დეტერმინანტის ტოლია 1). 

ვზ. კანონიკური სისტემის შემადგენელ ამონახსნებს. ჩვეულებრიე, ასე აღვ- 

ნიშნავთ 

XI (271)=(Vს 7 :“''; #76) 

#? (2)=C71. 79% “ს #2» 
სავი ათსეის L126,7) 

X (2ე1=(XLLX2'“'. #ი). 

ხოლო მის მატრიცს, რომელსაც კანონიკურ მატრიცს ვუწოდებთ, აღვნიშნავთ 

X (2)-ით, ასე. რომ 

XI (2). #1 (2)-“ · /71 (2) 

X (2)1=IX1(21= (126,8) 

XM (2), Xი (2), /X8 (2) 

გავიხსენოთ, X1(2), #-”(2), .. «(0 ამონახსნთა კანონიკური სის- 

ტემის დამახასიათებელი თვისებები, სახელდობრ: 

თვისება 1. კანონიკური მატრიცი X(2), ე. ი. Xჩ(2), ზ=1, 2,..., MI, 

ამოხსნათა სისტემის მატრიცი, ნორმალურია, ე. ი. ამ მატრიცის 

# (21=ძ6L X (2)=ძ6 | X8 (2) (126,9) 

დეტერმინანტი არსად არ უდრის ნულს სიბრტყის სასრულ ნაწილში. 

თვისება 2. ვთქვათ, (--Xგ) აღნიშნავს ჯჩ ამონახსნის რიგს უსასრულობა- 

ში, მაშინ: “ 

#ტმ (0 =ძი! I 2 ჩზ ())= 2 +%+ ·.. +%, # (2) (126,1C) 

დეტერმინანტი განსხეავდება ნულისაგან, როცა 2=0C29. 

9 შდრ, 6. 0. 8I-Vიი!! (11, (21, აგრეთვე ნ. ვეკუა (8), (161. თ. გაზოვი (5), წ).
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"ცხადაია, უჯანასკნელა თვისება შეიძლება ასეც გამოვთქვათ: ძ0(I78ზI დეტერ- 
მინანტის რეგი უსასრულობაში უდრის |»8 (2) მატრიცის სვ-ტების რიგების ჯამს; 

სვეტის რეგად იგულისხმება მისი ელემენტების უმაღლესი რიგი; გავიხსენოთ. რომ 

ჩ ნომრიანი სვეტის ელემენტების ერთობლიობა, თუ მას განვიხილავთ როგორც 

ვექტორს, არის »M (2) ამონახსნი. 

4". ამონახსნთა კანონეკური სისტემის ერთ-ერთი უმთავრეს: უპირატესობა. 

ნორმალურ სისტემასთან შედარებეთ, მდგომარეობს იმაში, რომ მას აქეს ქვემოთ 

მოყვანილი თვესება. 

განვიხილო» »XL(C2) ამონახსნი, რომელიც კანონიკური სისტემის ამონახსნთა 

წრფივ? კომბანაცააა პოლანომური კოეფიციენტებით: 

X(21=#7.' (2) #, (2)+X" (2) />ა (2) + · · · +#" (2) ჩ, (2), (126,11) 

სადაც #, (2), #, (7)..... –,(7) არის შესაბამისად /I,, /?ი,..., MI, ხარისხის პოლი- 
ნომები; ცხადია, ეს ამონახსნი შეიძლება ჩაიწეროს ასეც (§ 118,19 პუნქტი): 

X(2)= X (#7) # (2). (125.12 

სადაც /#>(2) აღნიშნავს 7, (2). #X(2),.... ჩ, (2) კომპონენტებიან ვექტორს. ე. ი. 

ნ(2)=(ჩ), ჩ.,..., #,). 

(126,11)-ის მარჯვენა მხაოის ცალკეულ შესაკრებთა რიგები უსასრულობაში 

შესაბამისად II, –- 2). მი %ე.... (0, %,)-ეს ტოლია. 

იმ გარემოებედან. რომ #?(CთC)5C=0, ე. ი. კანონიკური მატრიცის მეორე 

თვისებიდან. გამოდ:ს, რომ » (2) რიგი უსასრულობაში ზუსტად უდრის #I, –-#,: 

იმმ (ა.ს ჩი 2, რიცხვებს შორის უდიდესს. სხვანაირად რომ ვთქვათ, 
(126,11)-ში უმაღლესი რიგის წევრები შეუძლებელია შეიკვეცოს. 

პირუკუ, ადვილად მევეიღებთ, რომ ამ თვისებებიდან გამოდის თვისება 2. 

§ 1957. შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ინდექსები. 19, ___ 

მთელ რიცხეებს, ე. ი. კანონიკური სისტემის ამონახსნთა რიგებს უსასრულობაში, 

აღებული მოპირდაპირე ნიზნით, ვუწოდებთ განსახხლეელი შეუღლების (რთგვარო- 

ვანი ამოცანის კერძო ინდექსებს. ხოლო მათ ჯამს -– ჯამ-ინდექსს ან, უბრა. 

ლოდ, ინდექსს. 

ქვემოთ (§ 131-შ-) ვაჩვ-ნებთ. რომ კერძო ინდექსებე არ არის კანონიკური 

სისტემის არჩევაზე დამოკიდებული (თუ უგულებელვყოფთ ამონახსნთა დანომვრით 

მიღ-ბულ თანმიმდევრობას). ე. ი. ამოცანის ინვარიანტებია. 

ჯამ-ინდექსის «ნვარიანტულობა კი. რასაც არსებითი მნიშვნელობა აქვს, გა- 

მომდინარეობს იქიდან, “ომ ის შეიძლებ. უმუალოდ გამოისახოს შეუღლების მო- 

ცემული ერთგვაროვანი ამოცანის დამახასიათებელი C (() მატრიცის საშუალებით, 

რაშიც ახლავე დავრწმუნდიბით. 

2”. ვთქვათ. უწინდებურად #(2) აღნიშნავს კანონიკური მატრიცის დეტერ- 

მინანტს. ისევე, როგორც ნებისმიერი / ამონახსნის სისტემის დეტერმინანტისათ- 

ვის, გვაქვს: 
#+ (/)=ძ610(I)-ტ“ (კ) L-ზე,
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საიდანაც გამოდის: 

IIი ## ()I, =II0 ძ%(0 (0)I,+IIი ტ“ (0I,. (127.1) 

სადაც I 1, სიმბოლო, როგორც ყოველთვის, აღნიშნავს ფრჩხილებში მოქცული 

ფუნქციის ნაზრდს L-ის ერთხელ შემოვლისას დადებით მიმართულებით. 

იმ ბმული ნაწილებით, რომლებადაც იყოფ: სიბრტყე # წირის მიერ. შევაღდ- 

გინოთ სიბოტყის ორი ნაწილი – §+ და 5“, როგორც ეს § 29-ის 1? პუნქტშია; 
და დროებით ვიგულისხმოთ. რომ დადებითი მიმართულება L წარზე ა”ჩაულია 

ისევე, როგორც ხსენებულ პარაგრაფშია აღნიშნული“. ვ-გულესხმოთ აგრეთვე, 

რომ 5“-ით აღნიშნული ნაწილი შეიცავს უსასრულოდ დაშორ,ბულ წერტილს, 

რადგან # (2) ფუნქცია ჰოლომორფულია 5+ ნაწილში და არ იქცევა ნუ- 

ლად, ამიტომ 

(IL 8+ (()I, =0. 

შემდეგ, L -ით აღვნიშნოთ იმ შეკრული კონტურების ერთობლიობა, რომლე- 

ბიც შედის #-ში და შემოსაზღვრავს §“-ის შემადგენლობაშე შემავალ და უსასრუ- 

ლოდ დაშორებული წერტილის შემცველი სიბრტყის ბმულ ნაწილს, ხოლო L”-ით-- 

დანარჩენი „კონტურების ერთობლიობა, მაშინ, წინას ანალოგიურად, 

(Iი #“ ()),„,=0. 

ახლა გამოვთვალოთ 1ი /" (/) თუნქციის ნაზრდი L წირის ნაწილის #”-ის 

შემოვლისას. ცხადია, რომ 

, წმი რ“ (/)),,= IIი M” (2)IC, 

სადაც L აღნიშნავს საკმარისად დიდი რადიუსის წრეწირს, ამასთან ერთად L"-ზე 

დადებითად მივიჩნიოთ საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულება. 

მაგრამ (126,10) ფორმულის საფუქვ-ლზე, 

_ ტრწ(შ =>) #() 

სადაც #? (7) არის უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში ჰოლომორფუ- 

ლი დუნქცია, რომელიც ამ მიდამოში ნულს არ უდრის. ამიტომ, როცა L წოეწი- 

რის რადიუსის საკმარისად დიდია. გვექნება IIი #მ (2) =0, და ამგვარად 

IIი /#“ (2)) =|--X1I 21 =--2 =IX. 

ამრიგად, (127,.1)-ის საფუძველზე 

»= 1 ყი ძიL 0 (2), = 1. I8-C ძიL თ (2), . (127.2) 2»! 2: | 
სწორედ ეს არის საჭირო ფორმულა 11. ის სამართლიანია # წირზე დადე- 

ბითი მიმართულების ნებისმიერი არჩევისას. 

92 სახელდობრ, ისე, რომ # წირის მარცხენა მიდამო §+ ნაწილს ეკუთვნის, მარჯვენა კი 

§- ნაწილს. 

29 ის მოცემულია ნ. მუსხელიშვილის (7) სტატიაში რამდენადმე უფრო კერძო შემთხვევი- 
სათვის, სახელდობრ, როცა L წირი შემოსაზღერავს სიბრტყ ის რაიმე ბმულ ნაწილს (არეს).
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მართლაც. თუ რომელიმე L, წირზე, რომელიც შეადგენს L-ის ნაწილს, და- 

დებითი მიმართულება არ ემთხვევა იმას, რომელიც იგულისხმებოდა ფორმულის 

გამოყვანისას, მაშინ შეგვიძლია ამ კონტურზე მიმართულება საწინააღმდეგოთა 

შევცვალოთ, ერთდროულად ამავე კონტურზე C() მატრიცი უდა შევცვალოთ 
(0(0))”) მატრიცით იმისათვის, რომ ამოცანის პირობები არ დაირღვეს. ამ დროს. 

შესაბამისი 'შესაკრებები 

III ძიLC(/)1I, = > IIოძიLC (I) V, 

ფორმულის მარჯვენა მხარეში არ შეიცვლება. აქედან კე გამომდენარეობს ჩვენი 

დებულება, 
§ 128. შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი ამონახსნი. 19. იმის 

შემდეგ, რაც შედგ-ნილია 
დ+ (,)1= C(I) «” (I) (128.1) 

შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნთა კანონიკური სისტემა, მისი ზოგა– 

დი ამონახსნის პოვნა არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

ვთქვათ, : 
XI =(/ზ. #78... 78). ჩ=1, 2)..., 

არის ამონახსნთა რაიმე კანონიკური სისტემა, ხოლო X (2) –– შესაბამისი კანონი- 

კური მატრიცი, 

XL(2)=IX»5(2)) (% სვიტის ნომერია, თ –– სტრიქონის ნომერი). მაშინ 

X+()=C(I) X-” (I), 
აქედან კი გამომდინარეობს 

Cთ(I)=X+ (I) .IX- (#))“1 (128,2) 

ფორმუდა, რომლითაც ჩეენ ხშირად ვისარგებლებთ. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის 

ყველა ამონახსნს (იგულისხმება უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაში 

სასრული რიგის ამონახსნები) მივიღებთ შემდეგი ფორმულით: 

დ (21=/1(2)#, (2)+X (2) M- (2)+- · · +X" (ჟ 8, (3, (128,3) 
სადაც #,(2), #.(უ),... L„(2) ნებისმიერი პოლინომებია, ანუ, რაც 

იგივეა, 

დ (2)= X (ჟუ) # (ქ), (128.4) 

სადაც #X2) აღნიშნავს ვექტორს. რომლის კომპონენტები ნებსს- 

მიერი პოლინომებია, 

#(2=(ჩ,. ჩე,..., LL). (128,5) 

მართლაც (128,1)-ში C()-ს მაგიერ (128,2) გამოსახულებას ჩასმით მივი- 

ღებთ. რომ 

(X+C)() დ+ (/)=I+X” ()) 1 დ“ (0). 
აქედან გამომდინარეობს, რომ IX (2)| “1 დ (2) ვექტორი ჰოლომორფულია 

მთელ სიბრტყეში; რადგან პირობის მიხედვით დ (7-ს სასრული რიგი აქვს უხსას-



§ 128) 11. შეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათეის 493 
  

რულობაში, ამიტომ IX (ე)! დ(შ-საც სასრული რიგი აქვს უსასრულობაში, და 

ამრიგად. 

(– (2) დ(1=#7(2), 
სადაც #(2) არის #,(2), #,(2),..., ს, (20) პოლინომურ კომპონენტებიანი ვექტორი. 

აქედან კი გამომდინარეობს (128,4) ფორმულა. ანუ, რაც იგივეა--(128,3) ფორმულა. 

ცხადია, რომ პირუკუ: (128,3) ფორმულა ანუ, რაც იგივეა, (128,4) ფორ- 

მულა გვაძლევს ამოცანის ამონახსნს როგორც არ უნდა ავარჩიოთ 70, (2). 72) (2),... 

+ ჩი (2) და ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 
29. აღვნიშნოთ, რომ ნებისმიერი ამონახსნის (128,3), ანუ (128,4) სახით 

'წარმოდგენადობის დასადგენად საკმარისია ვიგულისხმოთ, რომ X (2) მატრიცი ნორ- 

მალურია 2), 

მაგრამ კანონიკური მატრიცის გამოყენება აადვილებს 7, (2). >» (თ... ,L.(უ 
პოლინომების შერჩევას, როდესაც საჭიროა მოიძებნოს უსასრულობაში მოცემული 
რიგის ამონახსნი. 

მართლაც. § 126-ის 4? პუნქტის საფუძველზე ცხადია, რომ ყოველ C(7) 

ამონახსნს, რ#ომლის რიგი უსასრულობაში მთელ # რიცხვს არ აღემატება. მივი- 

ღებთ” შემდეგი ფორმულით: 

დ()=7.(0 M, „+/?(0 MM. +../+X" (9 M++, (128,6) 

სადაც #, ++, აღნიშნავს არაუმეტეს #-LX, ხარისხის პოლინომს, როცა #+X»,< 0, 

მაშინ #, L„.,(2)=9. 

დ (2) ამონახსნს ექნება ზუსტად #-ს ტოლი რიგი, თუ #, +, (გ პოლინო- 

მებს შორის ერთის ხარისხი მაინც აღწევს (#+X/)-ს. 

თუ ყველა #+%, < 0. მაშინ ამოცანას არა აქვს ისეთი (არატრივიალური) 

ამონახსნები, რომელთა რიგი არ აღემატება #-ს. 

ვ?. (128,3) ფორმულიდან რომელიც იძლევა შეუღლების ერთგვაროვანი 

ამოცანის ზოგად ამონახსნს, გამომდინარეობს, რომ ყოველი 4) (2) აძონახსნისათვის 

დ+ () და დ- (0) სასაზღვრო მნიშვნელობები //, კლასს ეკუთვნის. თუ, რა თქმა 
უნდა, 0 (/) მატრიცი აკმაყოფილებს ზემოთ (§ 122) მიღებულ პირობებს. 

მართლაც, ვნახეთ (§ 126), რომ ყოველთვის შეიძლება ავაგოთ ნორმალური 

მატრიცი X (2), რომლის სასახღვრო მნიშვნელობები /7 კლასს ეკუთვნის. თუ ვი- 

გულისხმებთ. რომ X (2) სწორედ ასეთი მატრიცია, მაშინ ცხადია, რომ (128,3) 

ფორმულის მარჯვენა მხარე ყოველთვის ეჯუთვნის I” კლასს. 

კერძოდ, ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი კანონიკური 

მატრიცის შემადგენელი ელემენტების სასაზღვრო მნიშვნელობებს აქვს ეს თვისება. 

9 რამდენადმე სხვაგვარადაა საქმე, როცა X (2) მხოლოდ ფუნდამენტური მატრიცია; 
ამ შემთხვევაზი, აღვილად მივიღებთ, რომ ყეელა ამონახსნის მისაღებად (128,3) ფორმულაში 
ნაგულისხმევი უნდა იჯოს, რომ #, (2), #,(2),..., ჩე (2) რაციონალური ფუნქციებია (და არა 

მხოლოდ 1ოლინომები), ამაLთანაეე ისე შერჩეული, რომ ამონახსნს არ ჰქონდეს პოლუსი სასრულ 
მანძილზე.
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§ 159. ზოგიერთი დამატებითი შენიშვნა შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცა- 

ნის ამონახსნის შესახებ. 17. ვნახეთ, რომ მას შემდეგ. რაც შედგენილია ამონახსნ- · 

თა ნორმალური სისტემა (ერთი რომელიმე) –- შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის 

ზოგადი ამონახსნი ცხადე სახით მიიღება სრულიად უბრალოდ. ასევეა, როგორც 

ვნახავთ, შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანისათვისაც; ის ამოცანა ჩამოყალი- 

ბებულია და ამოხსნილია § 132-ში. 

ამ პარაგრაფის შენიშვნებს მთელ რიგ ”შემთხვევებშ: შეუჭლეა გააადველოს 

ამონახსნთა ნორმალური (და, მაშასადამე. კანონიკური) მატრიცის აგება. 

2”. უპირველეს ყოვლისა, აღვნიშნოთ შემდეგი გარემოება: ვთქვათ, L.ILი.. 

· L„ აღნიშნავს #-ის შემადგენელ შეკრულ კონტურებს. ვაჩვენოთ. რომ შეუღ- 

ლების ამოცანის ამონახსნთა ნორმალური სესტემის შედგენა, როცა სასაზღვრო წი- 

რია #, დაიყვანიბა შეუღლების ამოცანების ' ამონახსნთა ნორმალური სისტემების 

მიმდევრობით შედგენაზე. როცა სასაზღვრო წერებია #,, IL...., #L, თითოეული 

ცალ-ცალკე აღებული. 
მართლაც, ვთქვათ X (2) აღნიშნავს 

რდ+()=0(0) Cდ-(ი L-%) (129,1) 

შეუღლების ამოცანის ნორმალურ მატრიცს. 

2 (2) ვეძებოთ ნამრავლის სახით, 

X (21= X, (2) XV (2). - 7 X, (2). (129,2) 

სადაც >, (2. #=1. 2...., 0 აღნიშნავს უბან-უბან ჰოლომორფულ, უსასრულო- 

ბაში სასრული რიგის მატრეცს, რომლის ნახტომის წარეა L,. მაშინ #,-ზე უნდა 

გვქონდეს: 
რობი ერი 0-%,თ--·X,0= 

=00)X (ე. ·-X.. I (ე)X, 0 X,4: (0 ---%, (0, 

რადგან L,-ზე გვაქვს X/; (0) =X; () =X,(ე, როცა | 9-#/. წინა ტოლობის მარ- 

ცხნიდან IX, (0---X,., (01“-ზე და მარჯვნიდან (X.+I (0 -.·X, ()1“+ზე გამრავ- 
ლებით მივიღებთ: 

=თ0X-თ0 ჩ-ზე, (129,3) 
სადაც მიღებულია აღნიშვნა 

0.()=IX, (0--75.--1 (01 10C0) IX, (ე) - --X%.-, ()) L,;-ზე, (129,4X- 

ჩ=1, 2,..., #0, 

როცა #=1 წინა ტოლობა უნდა გავიგოთ 'ასე: 

თ(00=00 . L-ხე. 
ახლა ვიგულისხმოთ, რომ X, (7),..., X, (2) შესაბამისად (129,3) ამოცანების 

ნორმალური მატრიცებია. როდესაც #=1, 2,..., 0; მაშინ ტცხადია, რომ (129,2) 

ფო“მულით განსახღვრული X (2) მატრეიცი ნორმალური მატრიცი იქნება (129,1) 

ამოცანისათვის. X, (2). XV (2),.... X„ (2) მატრიცები კი შეიძლება ავაგოთ მიმდევ- 

რობით, დავიწყებთ რა X, (2)-ით, მართლაც, . C, (I) მატრიცი L,-ზხე მოცემულია;



§ 129) 11, მეუღლების ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 495 
  

ჟიპოვით რა X, (2)-ს, შეგვიძლია L-ზე განესაზღვროთ. 6, (ი), 0; ()= LX, (01-'X 
XC (I) X, (() ფორმულას მიხედვით, და ა. შ. 

აქ აღნიშნული ხერხი წარმოადგენს § 35-ის 4? პუნქტში მოყვანილის განზო- 

გადებას; განსხვავებას ის ქმნის. რომ აქ X (2), X-(7),.... XM„(2) თანამამრავლები 

მატრიცებია და ამიტომ, საზოგადოდ, არ არის კომუტატიური, 

ეს ხერხი ცოტა უფრო რთული სახით, იმასთან შედარებით, ვიდრე აქაა. მი- 

თითებულია ნ. ვეკუას (171 სტატიაში. 

3?. ზოგჯერ მეზანშეწონილია განვეხხლოთ შეუღლების ერთგვაროვანი ამო- 

ცანის რამდენადმე უფრო ზოგადე ამონახსნები, სახელდობრ, უბან-უბან მერო- 

მორფული ამონახსნები. ამასთან, იგულესხმება, რომ ეს ამონახსნები უწყვეტად 

გაგრძელებადია #-ზე მარჯენიდან და: მარცხნიდან და ცალკეულ ბმულ არეებში, 

რომლებადაც იყოფა სებრტყე L წერით. ჰოლომორფულია სასრული რაოდინობის 

პოლუსებს გარდა (მათ შორის, შესაძლებელი პოლუსისა უსასრულოდ დაშორებულ 

წეოტილში); სხვა განსაკუთრიბულობა არ განიხელება. 

ცხადაია, რომ ნებესმეერი უბან-უბან მერომორფული ამონახსნის:გან შესაფე- 

რის პოლინომზე გამრავლებით შეიძლება მივლღოთ ჰოლომორფული. უსასრულო- 

ბაში სასრული რიგის მქონე ამონახსნი. 

უბან-უბან მერომორფული ამონახსნის ერთობლიობას, თუ მისი დეტერმი- 

ნანტი იგივურად ნულს არ უდრის, ვუწოდებთ უბან-უბან მერომორფულ 

ფუნდამენტურ სისტემას, ხოლო მის მატრიცს–-ფ უნდამენტუოთრ უბან- 

უბან მერომორფულ მატრიცს. 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ ამონახსნთა ერთი რომელიმე უბან-უბან მერო- 

მორფული ფუნდამენტური მატრიცის” პოენის შემდეგ შეიძლება მაშინვე მოვძებნოთ 

ამონახსნთა უბან-უბან პოლომორფული. უსასრულობაში სასრული რიგის მქონე 

სისტემა. ამისათვეს საკმარისია უბან-უბან მერომორფული სისტემის ამონახსნები 

შესაფერის პოლინომებზე გავამრავლოთ, რაც შესაბამისი უბან-უბან მერომორფუ- 

ლე მატრიცის სეუტების ამ პოლინომებზე გამრავლებას შეესაბამება. 

უბან-უბან პოლომორფული ფუნდამენტური მატრიცის“ აგების შემდეგ, 

§ 126-ის მსგავსად. 'შეიძლება ნორმალური და კანონიკური მატრიცების ”შედგენა. 

4. ერთ-ერთი უმარტივისი კერძო შემთხვევა როდესაც ადვილად აიგება 

ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა, არის შემდეგი 33, 

ქთქვათ, L წერი შედგება ერთი მარტივე· შეკრული კონტუ“ისაგან, ხოლო 

CC) მატრიცის უჯლემენტები რაცი“ნალური ფუნქციებია. მაშინ, ცხადეა, რომ მატ- 

რიცი 

0თ(ე. როცა 2C5+ 

L, როცა 2C5“, 

სადაც 8 ერთეულოვან“ მატრიცია, 5+ და 5“ კრის არეები, რომლებადაც იყო- 

ფა სიბრტყე # წირით (ამასთან, 5+ მდებარეობს #-ისაგან მარცხნივ), წარმოად- 

გენს უბან-უბან მერომორფულ ფუნდამენტურ მატრიცს. 

ზემოთქმული ძალაში რჩება იმ შემთხვევამიც, როდესაც L შედგება რამდე- 

ნიმე შეკოულე კო?ტურისაგან თუ ეიგულისხმებთ. რომ 5%+, 5“ იგივეა, რაც 

XC- | 

2ა შდო. ნ. ვეკუა (8).
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§ 29-ის 1? პუნქტში და დადებითი მიმართულება #-ზე არჩეულია შესაფერისად 
(ე. ი. ისევე, როგორც § 29-შიე). 

5“. ახლახან განხილულთან შედარებით რამდეზადმე უფრო ზოგადია ის შემთ- 

ხვევა. როდესაც L შედგება სასრული რაოდენობის მარტივ შეკრული L,, Lე.... 
L, კონტურებისაგან, რომლებზეც დადებითი მიმართულება არჩეულია ნების- 

მიერად, ხოლო 

C (ე =00) ( L,-ზე, #= 1, 2... ი, 

სადაც CI") () წარმოადგენს მატრიცს, რომლიას ელემენტები რაციონალური ფუენქ- 

ციებია (შესაძლებელია სხვადასხვა –– სხვადასხვა კონტურებისათვის). მაშინ, ცხადია, 

შეიძლება შევადგინოთ ფუნდამენტური X (2) მატრიცი შემდეგი გზით (შდრ. 2” 
და 4? პუნქტებში თქმულს). 

აღვნიშნოთ 5; და 5ჯ-ით სიბრტყის ის ნაწილები, რომლებადაც იყოფა 
სიბრტყე Lჯ წირით; აღნიშვნები ისე შევარჩიოთ, რომ 7» წირის დადებითი მიმარ- 

თულებით შემოვლისას 5; არე რჩებოდეს მარცხნივ და. ვთქვათ, C, (0 =C!! (0), 

როცა 1 C6#L,;: შემდეგ. იმის გათვალისწინებით, რომ C, (0-ს ელემენტები რაციო- 

ნალური ფუნქციებია, მივიღოთ 
+, 0 = 0, (ეშ, როცა 2C5;, 

#, როცა 2C5;ჯ. 

შემდეგ, მივიღოთ. C; (/) = IX, (/)|”1 015 (ი) X, (0), როცა 7 C L; ამის შემდეგ. მხედ- 
ველობაში ვიქონიებთ რა, რომ C: (/) მატრიცის ელემენტები რაციონალური ფუნქ)- 

ციებია. დავწეროთ 
- თ. (2, როცა 2C5;. 

%ა-(21= | , _ 
#, როცა 2C5;, 

და ა. შ. 

ცხადია. რომ X, (2) 2ა (2) · · -ჟX„ (2) იქნება ფუნდამენტური უბან-უბან მერო- 

მოროფული მატრიცი ამოსავალი ამოცანისათვის. 

6” ბოლოს აღვნიშნოთ, რომ შეუღლების ერთგვაროვანი (129,1) ამოცანა, 

ცხადია, ეკვივალენტურია შემდეგი ამოცანისა: C (/) მატრიცი წარმოდგენილ იქნას 

0თ=X+Cრნ- 0). 
ნამრავლის სახით, სადაც X+ (I), X“ (0) ისეთი უბან-უბან ჰოლომორფული X (2) 

მატრიცის სასაზღვრო მნიშვნელობებია, რომლისთვისაც ძი6LX (2) სასრულ მანძილ- 

ზე არსად არ ხდება ნულის ტოლი. 

მართლაც, თუ ადგილი აქვს წანა წარმოდგენას, მაშენ ცხადია, რომ X (2) 

მატრიცი იქნება (129,1) ამოცანის ნორმალური მატრიცი. 

კერძოდ??, შეუღლების (129,1) ამოცანა შეეძლება ამოხსნილად მივეჩნიოთ, თუ 
§+, §“ იგივეს აღნიშნავს, “ასაც § 129-ის 1 პუნქტში, ხოლო მიმართულება L-ზე 

არჩეულია შესაფერისად და თუ რამენაირად მოხერხდება C (#)-ს წარმოდგენა 

00=0+თ9-0 #-ზე, 

98 შდრ, თ. გახოვი (6); ავტორი განიხილავს ისეთ შემთხვევას, როდესაც # შემოსაზღვ- 

რავს სიბრტყის რაიმე ბმულ ნაწილს და როდესაც 9 (2) (იხ. ქეემოთ) უბან-უბ-ნ პოლომორფუ- 
ლი მატრიცია,
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ნამრავლის სახით, სადაც §)+ (I), §)- (/) ისეთი უბან-უბან მერომორფული რაიმე 
C (0 მატრიცის სასაზღვრო მნიშენ ელობებია, რომლისთვისაც ძიL< (2) იგივურად 

ნულს არ უდრის. მართლაც, ამ შემთხვვაში 

C(უ, როცა 2C 45%, 

»რ– (ე), როცა 265”, 
მატრიცი, ცხადია, წარმოადგენს ფუნდამენტურ უბან-უბან მერომორთულ მატი 

რიცს (129,1) ამოცანისათვის; ამ მატრიცის მიხედვით კი შეგვიძლია ავაგოთ ნორ- 

მალური და კანონიკური მატრიცები. 

§ 180. კანონიკურ სისტემებს შორის კავშერი. კერძო ინდექსების ინვარიან- 

ტულობა. ახლა, გადავდივართ რა ერთსა და იმავე შეუღლების ამოცანის ამონახსნ- 

თა ორ სხვადასხვ კანონიკურ სისტემას შორის კავშირის შესწავლაზე, ვიწყებთ 

იმის დამტკიცებით, «ომ კერძო ინდექსები, ე. ი. #,, #-,..., #, რიცხვები (§ 127, 

1” პუნქტი), ერთნაირია ყველა კანონიკური სისტემისათვის (თუ უგულვებელვყოფთ 
ამონახსნთა თანმიმდევრობას კანონიკურ სისტემაში). 

ვთქვათ, 
X'(შ, /?(შ),.... #7” (2) (130,1) 

და 

(2), LC" (შ),...· C" (ჟუ (130,2) 

ორი რაიმე კანონიკური სისტემაა და, ვთქვათ. «X,,%#,,..., X„ და 7,, Xე,..., # შმე- 

საბამისი კერძო ინდექსებია; ასე, რომ –-%,, –– %ე,... –– #ე და –“ 1, – ი... –- ჯი 
წარმოადგენს (130,1) და (130.2) ამონახსნთა რიგებს უსასრულობაში. 

ვიგულისხმოთ, რომ ეს ამონახსნები გადანომრილია ისე, რომ X,2>>#:>: · · > 

ვ=>%-ჯდა >>... >. უნდა დავამტკიცოთ, რომ X=X,, 21=%X,,.. § 
#ც=%ე: 

კანონიკური სისტემების ძირითადი თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ (130,2) 

ამონახსნები შეიძლება გამოისახოს (130,1) ამონახსნების საშუალებით შემდეგი სა- 
ხის ფორმულებით: 

==X1 ჩი, +Xბ1ჩ%.+ ···+#” ჩი, ==1, 2,... #, (130,3) 

სადაც #აგ პოლინომებია; ანალოგიური ფორმულების საშუალებით (130,1) ამო- 

ნახსნები გამოისახება (130,2) ამონახსნების მიხედვით. 

'ზოგადობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

%ე=%ა=--.=%,-> 24, #)=73=-7.=71->X1V 

და დავამტკიცოთ, რომ X,=)., და #=I, მართლაც, (130,3) ფორმულების გამო- 

ყენება (130,2)-დან პირველი ( ამონახსნისათვის თუ "შევადარებთ მარჯეენა და 

მარცხენა მხარეთა რიგებს, გვიჩვენებს, რომ -––- X, >> ––%,, რადგან (130,3)-ის მარჯ- 

ვენა მხარის «იგი უსასრულობაში შეუძლებელია ნაკლები იყოს (–– X,)-ზე. (130,1) 
და (130,2) სისტემებს როლებს თუ შევუცვლით, ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

–% 2>>--,, საიდანაც ვასკვნით, რომ X,=2, 

(130,3) ფორმულის მარჯვენა და მარცხენა მხარეების რიგების იმავე შედარების
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გამოყენება (130,2)-დან პირველი 1 ამონახსნის მიმართ გვიჩვენებს, რომ მაოჯვენა 

მხარეები შეიძლება შეიცავდეი სხოლოდ პირველ # შესაკრებს?, ე. ი. როცა 

თ=1, 2...) I! 

59=XIჩM,+X”ჩMია+ >" +X" ჩM/. (130,4) 

თუ ახლა 1>>#, მაშინ (130,4) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ ად- 
გილი აქვს შემდეგ თანაფარდობას: 

C0,+0CCფ+---+L0,=0, 
სადაც 0, პოლინომებია 28, რომლებიც ერთდროულად ნულები არ არიან. რაც 

შეუძლებელია კანონიკური სესტემას ამოვახსნებესათვეს 2, ზუსტად ასევე, (130,1)- 

ისა და (130,2)-ის როლების შეცვლით დავამტკიცებთ. რომ შეუძლებელია ადგილი 

ჰქონდას შებრუნებულ უტოლობას; მაშასადამე, /=/#. 

ამრიგად, გვაქვს X,=2.,..., X„==Xა, %ს > ია X > +). ვთქვათ, ახლა 

X,+1=..:=%გს, > %L+-+1: #Xა+)= ''=?კა >> M+ა4). ვაჩვენოთ, რომ X+:= 
= + I=8. გამოვიყენებთ რა (130,3) ფორმულებს 

ხშ+1, .., უ'+§ 

ამონახსნების მ-მართ, უწინარეს ყოვლისა, დავასკვნით, რომ ამ ფორმულე” 

ბის მარჯვენა მხარეები შეუძლებელია შეიცავდეს მხოლოდ პერველ # შესაკრებს, 

რადგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, გვექნებოდა (130,4) სახის თანაფარდობანი, როცა 

თ=1. 2..... #+§, და მაშინ ადგილე ექნებოდა 

XC, +510ე+... 4+C 0,+:'+0.+)+-..+5'+'0,4=0 (130,5) 
სახხს ერთ თანაფარდობას მაენც. სადაც 0, პოლანომებ-ა, რომლებიც ერთდოოე- 

ლად ნულები არ არიან, რაც შეუქლებელია. 

· ზემოთქმულიდან” გამომდანარეობს, რომ აუცილებლად -–– X+1 >> –– Xს+4ე- ანა- 

ლოგიურად ვასკვნით. რომ –- X,+)ე > – +) და. მაშასადამე. X,კ1=Xგ+,. ახლა 

გამოვიყენებთ რა (130.3) ფორმულებს (130,2) ამონახსნების პირველი #+-5 ამო- 

ნახსნის მიმართ, ცხადია, გვექნება შემდეგი სახის ფორმულები 2349: 

5%=%X1 89) +X" ჩია-+ .ღ ·+X "ჩი, ”.. თ=1. 2... #+§. 

თუ 5> წინა თან-ფარდობიდან გამოვა (130,5) სახისს ერთი თანაფარდო- 

ბა მაინც, რაც შეუქლებელია. ანალოგიურად ვასკვნით, რომ შეუძლებელია ადგი- 
ლი ჰქონდეს შებრუნებულ უტოლობასაც. მაშასადამე, ”=§. 

მსჯელობის შემდგომი პროცესი ნათელია და შეგვიძლია ჩვენი დებულება 

დ:მტკიცებულად მივიჩნიოთ. 

  

97 ჩვენს შემთხვევა?წი, ცხადია, #0, #ი8,..., (CL მუდმივებია, მაგრ-მ ერთნაირობი- 

სათვის (მხედველობაწი გეაქვს შემდგომი მსჯელობა) მათ განვიხილავთ როგორც პოლინომების 

კერძო შემთხეევას. 

28 შდრ. წინა სჭოლიოს, 

=9 მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში, ცხადია, გვექნებოდა ძიLII C8 |I=0. 
ვი ამ ფორმულებიდან პირველი # ემთხვევა (130,4) ფორმულებს, მაგრამ ამას არა აქეს 

26 იშვნელობა.



§ 131) II. შეუღლების ამოცანა რამღენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 499 
  

წინა მსჯელობის საფუძველზე ადვილია მივუთითოთ ყველა კანონიკური სის- 

ტემის შედგენის გზა, მას შემდეგ რაც ცნობილია ერთ-ერთი მათგანი, მაგრამ 
ჩვენ ამაზე არ შევბერდებეთ; იხ. ნ. ვეკუას წიგნი 116), § 5. 

§ 131. შეუღლების მიკავმირებული ერთგვაროვანი ამოცანები, 1”. შეუღლე- 

ბის ერთგვაროვან ამოცანებს. რომლებიც შეესაბ:მებიან შემდეგ სასაზღერო პირობებს 

დ+ (/()=C0თ(I)თ”() #L-ზე (1) 

და 

V+ (/)=|C (I) 1V“ (0) #-ზე. (I) 

ვუწოდებთ მიკავშირებულებს; როგორც ყოეელთვის, შტრიხით აღნიშნულია: 

ტრანსპონირებულ მატრიცზე გადასვლა. 

მიკავშირებული ამოცანების ამონახსნებს შორის მჭიდრო კ:ვშირი არსებობს. 

სახელდობრ, ადვილად მივიღებთ, რომ, თუ 

X (2)=L78(9)I 
არის (0) ამოცანის ნორმალური ან კანონიკური მატრიცი, 

მაშინ 

27 (2)=I =ს (01=IX”(ქ)|“) 

იქნება მიკავშირებული(L)ამოცანის შესაბამისად ნორმალური 

ან კანონიკური მატრიცი. 

მართლაც, თუ X (2) არის (I) ამოცანის ნორმ:ლური მატრიცი, მაშინ, ნორ- 

მალური მატრიცის განსაზღვრის ძალით, 

# (:)=ძ6L X (2) 

დეტერმინანტე ნულისაგან განსხვავდება ყველგან; სასრულ მანძილზე. ამიტომ 

IX” (ჟ)1)-1 მატრიცის C8 ელემენტები, რომლებიც განისაზღვრებიან 

დ _რ% (2) 

#(2) 

ფორმულით, სადაც #%(2) არის X8 ელემენტის ალგებრული დამატება ტ (2) დე- 
ტერმინანტში, წარმოადგენს ჰოლომორფულ, უსასრულობაში სასრული Cიგის ფუნ- 

ქციებს. 

შემდეგ, 

  (131,1) 

X+(I)=CV(I) X“ CI) 

თანაფარდობიდან, ცხადია, გამომდინარეობს, რომ 

(X/+ (ე):1= (C' (0) 1 (X”“ (ე|); 
ეს კი გვიჩვენებს, რომ IX” (2)1-1 მატრიცი არის (I) ამოცანის ამონახსნთა რომე- 

ლიღაც სისტემის მატრიცი. ეს სისტემ ნ ო“მად ურია, რადგან მისი დეტერმინანტი 

, 1 
ძის2(2)=ძC6სIX”- (2))|1=- (6) IX”” (2)) ი 

სასრულ მანძილზე არსად ნულად არ იქცევა. ამგვარად, ჩვენი დებულება დამტკი- 

ცებულია იმ შემთხვევისათვის, როდესაც X (2) ნორმალური მატრიცია. '
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დავუშვათ ახლ:, “ომ X (2) არის (I) ამოცანის კანონიკური მატრიცი. ვთქვათ, 

უწინდელივით (––-Xგ) აღნიშნავს »ჩ (2)=(ჯ9. 78,.... 78) ამონახსნის რიგს უსასრუ- 

ლობაში, მაშინ, კანონიკური მატრიცის განსაზღვრის ძალით, 

ტ#მ (7–)=ძCLI 2”! ჩVჩ (2) 1= ძიLI 72% (2) I 

დეტერმინანტი, სადაც აღნიშნულია ჯ2ჩ(2) =2#Xჩ(2, ნულისაგან განსხვავდება, 
როცა 2= დ. მაგრამ, მაშინ. (131,1)-ის საფუძველზე, ადვილად შივიღებთ. რომ 

წ ტი (2) X ჩ ჯ“ჩ, 131,2 ხრა > (0131,2) 

სადაც #2 (2) აღაიშნავს X% (2) ელემენტის ალგებრულ დამატებას #9მ(2) დეტერ- 
მინანტში. ამ უკანასკნელი ფორმულიდან გამოდის, რომ, ჯერ ერთი, Cჩ (2)= 

=(>8, აჩ... 5ჩ) ამონახსნის რიგი უსასრულობაში „იად Xგ-ს ტოლია და, რომ 

ძი (7 ჩ 2 |I=   
ანდ ) 

დეტერმინანტი არ ხდებ. ნული უსასრულობაში. ეს კი ამტკიცებს იმას, რომ 

2(2)=I>" (2))|”! არის (L) ამოცანის კანონიკური მატრიცი. 
ზემოთქმულიდან გამოდის აგრეთვე, რომ, თუ Xე. Xე,..., X, (1) ამოცანის 

კერძო ინდექსებია, მაშინ –%,, –-%ე,..., –-X, იქნება მიკავში- 
რებული (L) ამოცანის,კერძო ინდექსები. ამიტომ მიკავშირებული ამო- 

ფანების ჯამ-ინდექსებეც სედიდ-ათ ერ თმანეთის ტოლია და ნიშნით საპირისპირო. 

2”. კერძოდ, განვიხილოთ საკითხი (I) და (I”) მიკავშირებული ამოცანების 

უსასრულობაშე ქრობადი ამონახსნების შესაზებ. 

ვთქვათ, უწინდელივეთ, Xჯ. X#ე:,..., X,„ აღნიშნავს (1) ამოცანის კერძო. ინდექ- 
სებს და ვთქვათ, 

X.2>>% > ''>X >0 >Xა+) > L ოს ".>Xი- (131,3) 

(თუ ყველა «; არ არის უარყოფითი, მაშინ #1=7; თუ ყველა უარყოფითია, M1=0). 

შემდეგ. აღვნიშნოთ 

#»=%-+-X +... +-Xუ. – ს=%,4)-Xთ+32+“..+%,ც (131,4) 

ასე, რომ 

X--ტ=X. (131,5) 
(128,6ე, ფორმულის საფუჰველზე . (1) ამოცანის უსასრულობაში ქრობადი, 

ზოგადი ამონახსნი (ე. ი. ისეთი, რომლის რიგი უსასრულობაში არ აღემატება 
#=-–-1-ს) გვეძლევა ასეთი ფორმულით: 

დ(2)=X)(2) 0, | (2)+---+X" (98...) (2), (131,6) 

სადაც LM.) არის არაუმეტეს X,–1 ხარისხის ნებისმიერ კოეფიციენტებიანი პო- 

ლინოში (ჩ, _ 1 =0, როცა », <0), ანუ 

C (2)= X (2) § (2). (131,7)



§ 131) 11. შეუღლების ამოცანა რამღენიმე უცნობი ფუნქციისათვის 501 

სადაც /(2) არის ჩ,,_, (2). ჩ,._ | (2),..., | (2) კომპონენტებიანი ვ-ქტორი: 

მ(2=5V(., სმი.)  _. (131,8) 

თუ აღვნიშნ»ვთ C, C.... C,-თი. XI (უ. ჩ. (2)....+ L -) (C)) პო- 

ლინომების რაიმე მიმდევრობით აღებულ კოეფიციენტებს 9), მაშინ ადვილად დავინა- 

ხავთ, რომ (2) შემდეგი სახით წარმოიდგინება: 

ნ()=C,ნ1(2)+CეL” (2)+.·.+C, ს) (2, (131,9) 

სადაც ჯI(C2 აღნიშნავს გარკვეულ ვექტორს, რობლის ყვილა კომპონენტი, ერთის 

გარდა, უდრის ნულს, ხოლო არანულრვანი კომპონენტი წარმოადგენს 2-ის მთელ, 

არაუარყოფით ხარისხს. ცხადია, რომ /I(2), #2(7),..,, #” (2) წრფივ:დ დამოუკი- 

დებელი ვექტორებია. 
მაშასადამე, (131,7)-ის საფუძველზე, 

დ(2=C,1 VI (2)+Cა თწ(2)+ ·.· + C; 21 (2), (131,10) 

სადაც Cთ1(7, C2(7,,.... CM(2) ვექტორები (I) ამოცანის 

Cდ/(2)=X (7) (2), |I=1, 2... #. (131,11) 

ფორმულით განსაზღვრული, უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნები, ხოლო 

C. C..... C) –– ნებისმიერი მუდმივები. 

ადვილად დავენახავთ. რომ 00 (2), C2 (2),,.., დ#(2) წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი მექტორებია. მართლაც, თუ (131.10) ფორმულით განსაზღვრული რდ (7) ვექ- 

ტორი იგივურად ნულს უდრის, ე. ი. თუ 

თI(2)=X (2) – (2)=9, 

მაშინ აუცილებლად (2)=0, რადგან ძ6L X (2) > 0. მაგრამ. მაშინ, (131,9)-ის 

საფუჰველზე C,=C;=-.--.=C,=0, ვინაიდან /#1(2), /#-(2),..., (2 წრფივად 

დამოუკიდებელი ვექტორებია. 
ამგვარად, (I) ამოცანას აქვს ზუსტად 2 რაოდენობის წრთივად დანოუკიდე- 

ბელი, უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნი 

დ!(), თ" (7),..., დ”(2). (131,12) 

ამ ამონახსნთა ერთობლიობა გვეძლევა (131,6) ფორმულით. რომელიც იგივეა, რაც 

(131,7). 
თუ მივიღებთ მხედველობაში იმას, რომ (X”(2))”1 არის (1) ამოცანის კანთ- 

ნიკური მატრიცი და, რომ –-%#,, – #..ს –% ამავე ამოცანის კერძო ინდევსებს 

წარმოადგენს, მაშინ სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ ასეთ შედეგს: 

(1) ამოცანის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნები გვეძლევა 

V (21=1X” (2)|10 (7) (131,13) 
ფორმულით, სად:ც 

0(2=(0 „ “ს, 0 „I. 0 ,,-)): (131,14) 

3 0 _ .(2) პოლინომში (ნებისმიერი) კოეფიციენტების რაოდენობა უღრის +,-ს, როცა 

X/> 0, და უდრის ნულს, როცა +», < 0. ამიტომ (131,3) და (131,4)-ის ძალით ჯეელა ნებისმიე- 

რი კოეფიციენტის რიცხვი უდრის 

+.+%Xა-L- ·- --+-Xი =>).
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ამასთან, 0... =0 ,.) (2) აღაიშნავს არაუმეტეს --+X,––1 ხარისხის ნებისმიერ 

ბოლინომს (0 ,„ _ |=0. როცა X, >90). 

(131,9) ფორმულის ანალოგიურად გვექნება, რომ 

C(2)=#X), C1(2)+L. C" (2) + · · · +, 6" (2), (131,15) 

სადაც M,,0X.... ს, ნებისმიერი მუდმივებია, ხოლო C/ (2) აღნიშნავს გარკეეულ, 

წოფივად დამოუკიდ)ბელ–, პოლინოჭუზ კომპ ონ :ნტებიან ვექტორებს. ამ აღნიშვნებ- 

ში (131,13) ფორმულა ასე წარმოიდგინება: 

V/(21=00, VIC2)-CMაე VI (2)-- - · · + ჩე MM (2), (131.16) 

VI/ (2) = | X” (ჟ)1-1 CI (7). (131,17) 

VII (2), V/?(2),,.., VM(2) 

ქექტორებე არის (1) ამოცანის წრფივად დამოუკიდებელი, უსასრულობაზი ქრო- 

ბადი ამონახსნები. 

ამგვარად, (IL) ამოცანას აქვს ზუსტად „ რაოდენობის წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი, უსასრულობაში ქრობადია ამონახსნი. 

შევადარებთ რა წ-ნ: შედეგებს და გავითვალისწინებთ რა (131,5)-ს, ვასკვ- 

ნიო. რომ (I) და (LI) ამოცანების წრფივად! დამოუკიდებელ, უსას- 

რღულობაში ქრობად ამონახსნთა რაოდენობების სხვაობა უდრის 

(0 ამოცანის ინდექსს (ჯამ-ინდექსს). 

§ 139, შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანა 22, 1”. დეუღლების არაერთგ- 

ვაროვან ამოკანას რამდ15%მე უც?აობა ფუ2ქც?2 ისათვის ასე ჩამოვაყალიბებთ: 

მოიძებნოს უბან-უბან პოლომორფული. უსასრულობაში 

სასრული რიგის ვე1ტორა: CL(2)=(C,, C,,..., C,), რომლის ნახტო- 

მის წერია L. შემდეგი სასაზღვრო” პირობის მიხედვით #-ზე 

«+0=0()69-()+დ0. (0132,1) 
სადაც C() არის L-ზე მოცემული, /I კლასის. არაგადაგვარებული 

მატრიცი, ხოლო (4) – #-ზე მოცემ ული, / კლასის ვექტორი. 

ეს ამოცანა ადვპლად ამოახს5 ება შემდეგი გზით. 

ეთქვათ. უწანდელავათ, XL(C2) არის შეუღლების იმ ერთგვაროვანი ამოცანის 

კანონაკუ52 მატრაც., რომელიც მააღუბა (132,1)--ს-განი; როცა «(/)=0. მაშინ 
(128,2) ფორმულის მიხეღდვათ 

სადაც 

00)= X+(/) IX“ (1-1. 

ე. როკორე ადრე აღინიშნა, ამ ამოცანის სრული და ამავე დროს სრულიად ელემენტარუ- 

ლე ამოხსნა ერია უცვობი ფუნქციის შემთხვევაში აოგვცა თ. გახოვმა. ნაშრომში (2) თ. გახოეი 

განიხილავს, აგრეთვე, არაერთგვაროვან ამოცანასაც რამდენიმე უცნობი ფუნქციის შემთხვეეაში 

და უშუალო: აგებს ამ შემთხვევისათვის“ ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას. 

რომელიე ი. პლემელის (1. რ1)6იXII (21) მიერ ერთგვაროვანი ამოცანისათვის აგებული სისტემის 

ანალოგიურ). მაგრაძ ამ გზათ თ. გახოვი ვერ ახერხებს რამდენადმე სრული შედეგის მიღებას. 

ამ დროს კი, როგო 5ც ამავე პარაგრაფში ვაჩვენებთ, შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანა ადეი- 

ლად დაიქვანება შესაბამის ერთგეაროვან ამოცანაზე, თან იმ ხერხის ანალ-ოკიური ხერხით, რომ- 
ლითაც სარგებლობს თვითო? თ. განოვი ერთი უღცნობი ფუნქციის შემთხვევეაში. აქ მოყეანილი 

ამოხსნა მოცემულ“: ნ, მუსხელაშეილის» და ნ. ვეკუას (1) სტატიაში,
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ამ გამოსახულების (132.1)-ში ჩასმით მივიღებთ 

IX+ (1))”1 დ+ ()––/X” (/))-1 დ“ (/1)=(X1 (/)1“! C (I). 
საიდანაც, § 121-ის 3? პუნქტში თქმულის საფუჰეალზე. გამომდინარეობს, რომ 

განსახილველი ამოცანის ყველა ამონახსნი, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს დასმულ პირობებს, გვეძლევა შემდეგი ფოთმულით: 

და- ·ი | | 6 CI1204 4, XC) ჩც). (132.2) 

L 

სადაც /X2) ვექტორია, 
#(ე=(0/,, #».... ჩ): 

ამასთან ჩ#-ა=#ჩა(2) ნებისმიერი პოლინომებია. 

ნოცემულის შესაბამისი შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის კერქო ინდე1- 

სებს და ჯამ-ინდექს ვუწოდებთ შესაბამისად მოცემული ამოცანის კერძო ინ- 

დექსებს და ·ჯამ-ანდექსს. ამ უკანასკნელს ხანდახან უბრალოდ ინდექსს ვუწო- 

დებთ. 

, 29. შემდგომშე გამოყენების თვალსაზრისით განსაჯუთრებულ ინტერესს იწ- 

ვევს უსასრულობაში ქრობად ამონახსნთა მოძებნა. 

ვთქვათ, ისეეე, როგორც ი წი პარაგრაფის 2" პუნქტშია, 

%, 2>>%- > "22% 29->%ა+ >“ ·>%ა :132,3) 

#»=% +%Xა+'· ·+%ია სლოლბოუს რფ. ა (132.4) 

დროებით შემოვიღოთ აღნიშვნა 

IXV% (0))“1 C(I/)=M# (0) =(Mს /სს...» წი): (132,5) 

მაშინ, ცხადია, (132,2) ფორმულა შეიძლება ასე გადავწეროთ; 

(1. ( ჩ,(0ძ დრ-არ 1 ,- | #”04ც იფ! +...+ 
2»#!' 1-2 

L 

+/-ფ L-– #0რ- იფ); (132,6) 
2 XL 1-2.“ | 

L 

თუ შევნიშნავთ, რომ საკმარისად დიდი |2|-ისათვის, 

| ჩი (1) ძჯ = ფა 
7 | MI. (1) ძ, –– 27? | 1 (I) ძI––2 11 C LM (I) ძ––--· (132.7) 
–? · .. 

L L 

და თუ შევაფასებთ (132,6) ფორმულის მარჯვენა მხარის სხვადასხვა შესაკრებთა 

რიგებს უსასრულობაზი, ადვილად დავასკვნით, რომ უსასრულობაში ქრობადე ამო- 

ნახსნების არსებობისათვის აუცილებელი და საკმარისია შესრულდეს შემდეგი ყ, პი- 

რობა §(ჰ) თავისუფალი წევრის მიმართ: 

(#46 ძ=0. |=0, 1... –-Xვ-1, თ=M+1, #MI+2,..., „, ზ%132.8) 

L
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თუ ეს პი”ობები დაცულია, მაშინ საჭირო სახის ზოგადი ამონახსნი გვეძლევა 

(132.2) ფორმულით. სადაც უნდა ვიგულისხმოთ, რომ 

–-–__–-–_-_-______. XMი, 

ჩ,. |=/#, _ ; (2) აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომს, რომლის ხარისხი X-1 არ 
ი 7 

აღემატება (–,,_.1=0. თუ X«,=0). 

(132,8) პირობათა ერთობლიობა შეიძლება ერთი პირობის სახით ჩავწეროთ: 

სახელდობო, (132,8) ტოლობების ნებისმიერ მუდმივებზე გამრავლებით და შემდეგ 

მათი შეკოებით მივიღებთ: 

| 00#(0 #-ი, (032.9) 
L 

სადაც 0 (/) არის 

CX/)=(0. 0,.... 0, 0 აი 0...) 

ფორმულით განსაზღვრული ვექტორი, ამასთან. 0 „, ,=0 ,„ I(2 აღნიშნავს 

არაუმეტეს –-X,–-1 რიგის ნებისმიერ პოლინომს. 

ამის შემდეგ, ერთ–გვარობის დასაცავად, დავწერთ წანა პარაგრაფის მსგავსად 

ხთფ-(ნ, ჩა... ჩ,, (132,10) 

0(0ე=(0 ,_. 0 ,„ ს 0 „I (132,11) 

და შევთანხმდებით, რომ ს.ა=#ე (2), C=Cე) (2) ნებისმიერ პოლინომებაა არაუ- 

მეტეს » ხარისხისა, ამასთან #) =0, C0ა=0, როცა თ<0, 

მიღებული შედეგი ამ აღნიშვნებში, (132,5) ფორმულის გათვალისწინებით, 

შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

(132.1) ამოცანის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნების 

არსებობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ თავისუფა- 

ლი წევრი V«(I) აკმაყოფილებდეს შემდეგ პირობას: 

0(0IX+CთX-LწCთ0=0, (132,12) 
L 

სადაც 0() არის (132,11) სახის ნებისმიერი ვექტორი; როცა ეს 

პირობა დაცულია, მაშინ საძიებელი სახის ზოგადი ამონახსნი 

მოიცემა(132,2) ფორმულით, სადაც #X2) არის (132,10) სახის ნების- 

მიერი ეექტორი. 

ჩვენს "შემთხვევაშე (132,2) ფო“მულის მარჯვენა მხარის მეორე შესაკრები 

წარმოადგენს იმ ერთგვაროვანი ამოცანის უსასრულობაში ქრობად, ზოგად ამო- 

ნახსნს, რომელიც მიიღება (131,1)-ისაგან, როცა #(1)=0; ეს შესაკრები წარმოად- 

გენს აღნიშნული ერთგვაროვანი ამოცანის წრფივად დამოუკიდებელი. უსასრულო- 

ბაში ქრობადი 

Cდ!)(2), თ?(უ),..., დ”(2) (132.13) 

ამონახსნების წრფივ კომბინაციას ნებისმიერი მუდმივი კოეფიციენტებით.



  

§ 133) II. შეუღლების ამოცანა რამდენიმ უცნობი ფუნქციისათვის 505. 

| თი(X+თ)+20=| «VIX+თI004 
L L 

ფორმულის 1ე გათვალისწინებით (132,12) პირობა ასე შეიძლება ჩაიწეროს: 

| V+ (I) დ (1) ი7/=0, (132,141 

L 

სადაც V+ (2) აღნიშნავს (132,1) ამოცანასთან მიკავშირებელი ერთგვაროვანი ამო- 
ცანის უსასრულობაში ქრობადი, ზოგადი V” (2) ამონახსნის სასაზღვრო მნიშენელო- 

ბას (მარცხნიდან); ეს პირობა შემდეგი რაოდენობის პირობის ტოლფასია: 

| VI/+ (1) C(I) ძ/=0, )I=1, 2...., ს. (132.15) 

L 

სადაც 
VI1+ (/). VI/I+ (/),.... VM+ (#) (132.16) 

არის (132,1) ამოცანასთან მიკავშირებული ერთგვაროვანი ამოცანის უსასრულობა- 

ში ქრობადი VI1(2), VM2(2),.... VII) ამონახსნების ს-სახლერო მნიშვნელობანი 

(§ 131,2? პუნქტი). რადგან უკანასკნელი ვიქტორები წრფივ-დ დამოუკიდებელია, 
ამიტომ ადვილად მივ-ღებთ, რომ ასეთივეა (132.16)· ვექტორებიც. 

§ 1ვ3,. მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით შეუღლების ამოც:სის ამოხს- 

ნის შესახებ. როგორც ვნახეთ, შეუღლებას როგორც ერთგვაროვანი, ისე არაერთ- 

გვაროვანი ამოცანის ამოხსნა ფაქტიურად დაიყვ:ნება ამონახსნთა ფუნდამენტური 

მატრიცის აგებაზე, რომლის მიხედვითაც შეიძლება ავაგოთ ნორმალური და) კ:ნო- 

ნიკური მატრიცები. ფუნდამენტური მატრიცის ასაგებად გამოვიყენეთ სინგულაროულ 

ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიაზე დამყარებული მეთოდი. § 122-ში ვახსენეთ 

ი. პლემელის მეთოდი, რომელიც ემყარება ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლე- 

ბათა გამოყენებას. 

ახლახან გ. მ-ნჯავიძემ (5), |6) გამოიყენა მიმდევრობითი მიახლოების მეთო- 

დი? და ფრიად მარტივად ააგო ფუნდამენტური მატრიცი. აქ მოკლედ გაღმოცემუ- 
ლია ამ ხერხის შინაარსი. 

ამასთანავე მოგვიწევს დავეყრდნოთ ფუნქციონალური ანალიზის ზოგიერთ 

ელემენტარულ ცნებასა და დებულებას, რომლებიც ნაწილობრივ უკეე გადმოცემუ- 

ლია § 49-ში. : 

სანამ მეთოდის არსის გადმოცემას შევუდგებოდეთ, აღვნიშნოთ § 49-ში შე- 

მოყვანილი ნორმი“ ზოგიერთი თვისება, რომლებსაც ხშირად გამოვიყენებთ ამ 

პარაგრაფში. 

სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ L არის მარტივი, შეკრული, გლუვი კონ- 

  

მშ იხ. § 118-ის (118,6) ფორმულა. 

34 ეს მეთოდი, რომელიც ნახსენებია § 122-მი (სქოლიო! 479 ბე.), სრულიად განსხეაე- 

დება იქვე ნახსენები ბირკჰოფის მეთოდისაგან.
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ტური ?. §5+ და 5“-ით აღვნიშნოთ L-ით შემოსაზღვრული, შესაბამისად, სასრუ- 

ლი და უსასრულო არეები; მივეიჩნიხოთ რომ დაღებითი მიმართულება L-ზე 5§+ 

არეს მარცხნივ იტოვებს. 

განვიხილოთ L წიოზე მოცემულ «მ /(/) ფუნქციათა სემრავლე, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ /7(თ) პირობას, 0 < თ <1, § 49-ში ნათქვამის თანახმად ეს სიმრავ- 

ლე შეადგენს წრფივ ნორმირებულ სავსე სივრცეს, თუ ნორმას განვსაზღვრავთ 

შემდეგნაირად: 

IV I)–/7(6)I 
' I/–I7, 8 

·(,, (ს 1 CL). ამ ნორმას აღვნიშნავთ 1/ (--თი, ცხადად ვუთითებთ თ მაჩვენებელს. 

თუ M#() მატრიცია, რომლის /,, (7) ელემენტები აკმაყოფილებს /7 (თ) პირო- 
ბას, მაშინ ვიგულისხმებთ, რომ | #1, უდრის LიმXI /,, (I, ხოლო /M(”) აღნიშნავს 

LიმX I,» (1)I, 1 6L სიდიდეებს შორის უდიდესს. 

ადვილად დ-ვრწმუნდებით, რომ თუ /, (/) და /: (/) არის #7 (თ) კლასის ფუნქ- 
ციები, მ:შინ 

L/) I-1ი ლ IიმX |/5 (/)(1 721 + თმX |/; (1)| ·წ/1V (133,1) 

· ICI –1ჩ Iს 'I/2- (133,2) 

V/-ური რიგის კვადრატული ჯ#, (I). #.(/) მატრიცების ნამრავლის ნო“მისათვის 

გვექნება ანალოგიური უტოლობები: 

I5ჩ.)<M(MLნ)-ი.6+M(ჩა-16,1) (1ვვ,1 ჩ) 

|/1= 2» |/ (0)|+ასი 

დ.ა 

დ. 

1”, ”.1=701ჩე%-1/ა4- (133.2 ა) 

§ 18-ში ნათქვამის საფუძველზე, თუ მივყვებით მსჯელობის მსვლელობას, 

ადვილად დავადგენთ. რომ თუ #MI(თ) კლასის (<1) ფუნქციები დ(!) და V (7) 
"დაკავშირებულია ერთმანეთთან 

1 (10:=22(8) ს(ე)ლ–- -- ს <7 წი 
წა 221 (<1 « 

ტოლობით, მაშინ ადგილი ექნება უტოლობას: 

I" _ 
§სი 8) შს წე 5ცი 1 IC (/ა)-– ე 9(M)| , 

>>>. 7. დალ 

"სადაც C„ მუდმივი არ არის ჯ# (I) ფუნქციაზე დამოკიდებულიი. 

გარდა ამისა, ცხადია. რომ 

ILVიI<;- | ძ50 კე 19 (0) -- 7(M, 
|((-I)|1 ზი 6-7 

_ 

3 ვიცით, როზ თუ ფუნდამენტურ ეატრიცს ავაგებთ მარტივი შეკრული კონტურების 

შემთხვევისათვის, მაშინ შეიძლება ფუნდამენტური მატრიცი აიგოს ასეთი კონტურების ერთობ- 

ლიობისათვისაც (§ 129,2” პუნქტი).
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ამ უტოლობათა შეკრებით ადვილად დავასკვ5-თ, რომ 

(ს ' IM –4, 5სხ სჰ98ა- -ჰ< ტაი, (133.3) 

სადაც #4ა მუდმ:ვი არ არის დ(/)-ზე დ-მოკიდებული. 

თუკი C (/) დ» # (I) დაკავშირებულია შემდეგი ტოლობით: 

1 ,” I 1 დ I _ /” 

ეგებსებესბსებებებებეჭვებიი–”“.     - დ(/ი), 

მაშინ, ცხადია, ადგილი ექნება უტოლობას: 
(სწ Iლ8ა|<M. (133,3 ა) 

სადაც „8, მუდმივი არ არის დ (I) ფუნქციაზე დამოკიდებული. ასეთივე უტოლობანი 

გეექნება მატრიცებისათვისაც. 
(133,3 ა) უტოლობა გამოსახავს რისის ცნობილი თეორემის ანალოგს ე6. 

ახლა განეიხილოთ წინა პარაგრაფის ს-საზღვრო ამოცანა 

დ+()=606()რ-()4 CV) #-ზე; (133,4) 

აქ ეგული სხმობთ. «ომ («(I) (ისვე, “ოგორც CVI)) კვადრატული. მატრიცია, ხო- 

ლო «X2)-–საძიებელი, უბან-უბან პოლომორთული, /! რიგის კვდრატული მატრი- 

ცი (ამოცანის ასეთი გ:გება ხელსაჯრე ლია მომდ” ვნო ნსჯელობისათვის). 

' ვგულისხმობთ, რომ C(I) და 6(,) აკმაყოფილებს 7 პირობას #-ზე რაიმე 

ს<1 მაჩვენებლით. ვინარჩუნებთ წინა პარაგრაფის სხვა შეზღუდვებს. დ» აღნიშვ- 

ნებსაც. 
განვიხილოთ IX2) მატრიცი. რომლის ელემენტები რაციონალური ფუნქციე- 

ბია L წირზე არაზმდებარე პოლუსებით და. რომეღ იც ისეთია. რომ 

10 MI <9, 
სადაც 6 რაიმე დადებითი რიცხვია, ხოლო » < 77. თუ 6 რიცხვ საკმოდ მცი- 

რეა, მაშინ, ცხადია, ძC /2(/)250 L-ზე, ამასთან, (C-I--/21I, აგრეთვე რა გინდ 

მცირე სიდიდეა (C-ის რიგის), ხოლო 7?“ L. შემოსაზღვრულია: 

|6- ნ-I,ლC. |” <C.. 
სადაც C, C,კ მუდმივებია. 

90 იხ. M. I>)ლ52 (1). 

37 ცნელი არ არის იმის ჩვენება, რომ მოცემელ /(/) ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს 

M პირობას # მაჩვენებლით, შეიძლება მივუახლოვდეთ რაციონალური ფუნქციებით ”I'=" სიერცეში 

(+<ს.; საზოგადოდ, არ შეიძლება ავიღოთ ს-==V): ჯერ დამტკიცდება, რომ /(() ფუნქციას შეიძ- 

ლება მივუახლოვდეთ უბან-უბან წრფივი ფუნქციებით, ე. ი. ისეთი ფუნქციებით, რომლებსაც 

თ,ზ, რკალებზე ექნება 0,ჯ/-Lხ, სახე, 20C,28,=L, 0, და ხს მუდმივებია,; შემდეგ დამტკიცდება, 
რომ უბან-უბან წრფივ თუნქციას შეიქლება მივუახლოვდეთ ისეთი ფუნქციებით, როჰლებსადც) აქვთ 

უწყვეტი წარმოებული IL-ს მიმართ; ბოლოს ადვილად მიიღება, რომ ასეთ ფუნქციებს შეიძლება 

მივუახლოვდეთ რაციონალური ფენქციებით.
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შემოვიღებთ რა აღხიშვნებს 

დ=რთ(), როცა >C5+: დ()=/ჩ()თ (2), როცა 2C5-, 
(133.4) სასაზღვრო პირობა ასე გადაყწეროთ: 

დVVI)-– დ” (I):= Cახ(1) დ“(1)-L «(I)- (133,5). 

სადაც 
C-ა=(0C–-#)/2: 1; 

(133,2ა)-ს ძალით 

(0.1 <#10-ჩ(,.|”-'I,<#MC,. (433,5ა) 
განვეხილოთ უბან-უბან ჰოლომორფულ მატრიცთა მიმდევრობა 

იფ ( ძითაი4 1 1 ( 8012 - MI= 1, 2.,.., (133,6„ 
2»XL , 1-2 : 2XL, L--2 

L L 

სადაც თ; (/)=0. ცხადია, რომ დ,//), დო(I) აკმაყოფილებს #I(V) პირობას. 
(133,6)-დან გამოდის, რომ 

C _ _ 1. ” 0ი(0)|თო(0--და (019, 
2ო+1(2) დ,(2) 2»! | იაიეელილლლი 

L 

სოხოცკი–პლემელის ფორმულების გამოყენებით ადვილად მივიღებთ, რომ 

| Cა(/)(დ=(/)-–9» -1(9)1-– 0ი(#ი) (დ (/ი)––9» -1(70)107 

1-7 
L (133.7) 

1 
დო +)(/ი)-– დო (/ე) = –– 

2 X 
  

ამგვარად, (133.3) უტოლობის ძალით 

(#=+I--7» წს = 4ა16ი(წ=-–დი -)I <= 
ლ ჩა 0იI.·მIდ.--ჯ2>;-1I. ლ ტა დიდა: (133,8) 

სადაც #+=I1C)4ყ. 
(133,8) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

სდო+ა--თ» |, = (41%; ს. იMI=1, 2, ... . (133,9) 
ამრიგად, თუ 4, <1, მაშინ მწკრივი ' 

<ღ 

V (თი, 
“> 
/17=C 

კრებადია. 

ამგვარად, დ» (1) მიმდევრობა //” სივრცის ნოორომეთ იკრიბება დ” (() მატრიცი- 

საკენ. ანალოგიურად, დ» (/) იკრიბება დ+ (#) მატრიცისაკენ. დ“ (7) და დ“ (1) მატ- 
რიცები L წირზე აკმაკოფილებს /7(V) პირობას და წარმოადგენს უბან-უბან ჰო- 
ლომორფული, უსასრულობაში ქრობადი დ(2) მატრიცის სასა-ზღვრო მნიშვნელო- 

ბებს; ამასთან ერთად დაცულია (131,5) სას·ხღვრო პირობა.
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ახლა ავიღოთ ( (1) C(I) XI 0-ს ტოლი. მაშინ (133,5) სასაზღვრო პირობი- 

დან: 

ჯ+V0=0C0 LI (დ- (0+ჩ|. (033,10) 
ახლა, ზემოთ მოყვანილ მსჯელობაში C(/) მატრიცის 6-1(,)) მატრიცით შე- 

ცვლით (მაშინ, ცხადია, ბ? შეიძლება შეიცვალოს /?“1-ით) ავაგოთ უბან-უბან ჰო- 

ლომორფული, უსასრულობაში ქრობაღი თ (2) მატრიცი, რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ სასაზღვრო პირობას: 

ა+C=0+(0 ჩთI4-(0 +6I. (133,11) 
(133,10) და (133.11)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ძი( დ+ (1) ძი(დ+ (/1)= ძCL(C” (/)-+- 5) ძიL(დ” (/)+ წ). 

ამიტომ შემდეგი ფუნქცია 

ჯ თ–-| ძინდ(2)ძიLს (20, როცა 265, 

ძი6( (დ (2)+ 6) ძისIდ (21+8), როცა 265“, 

ჰპჰოლომორფულია მთელ სიბრტყეში: რადგან ის ერთის ტოლია უსასრულობაში, 

ამიტომ XLC2)=>1; აქედან გამომდინარეობს რომ ძიLდ(2)4-0 (5+-+7)-ში, 

ძი( (დ(2)+#1)9% 0 (5“+7#ჩ)-ში. მაშასადამე, 

იც-| 20 რთ «65+ 
II 1(7I<(2)+8), როცა 265” 

მატრიცი წარმოადგენს 
დ+ (/)=C(I) 9“ (I) 

ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნთა უბან-უბან მერომორფულ, ფუნდამენტურ მატ- 

რიცს. ამ ამოხსნიდან გამომდინარე. შეგვიძლია, როგორც ეს უკვე ვნ-ხეთ, ავა- 

გოთ ნორმალური და კანონიკური მატრიცები. მაშასადამე, ამოცანა ამოხსნილია. 

წინა მეთოდი შეიძლება გამოვიყენოთ იმ შემთხვევაშიც, როცა C(1ჯ) და წთ 

მატრიცები #7 კლასს ეკუთვნის (გ. მანჯავიძე (6)), და, მეტნაკლებად, იმ შემთხვე. 

ვაშიც, როდესაც 0(I)) მატრიცი მხოლოდ უწყვეტია, ხოლო ( (I) ეკუთვნის L- 
კლასს, როცა 0>>1 (გ. მანჯავიძე და ბ. ხვედელიძე (1)). 

შენიშვნა. ზემოთ მოყვანილი მსჯელობა გვიჩვენებს, რომ თუ C(1) და 

§ (1) აკმაყოფილებს // პირობას (L მაჩვენებლათ, მაშინ (133,4) ამოცანის ნების- 

მიერი ამონახსნის სასაზღვრო მნიშვნელობა აკმაყოფილებს //” პერობას #--»უ მაჩ- 

ვენებლით. სადაც უ რა გინდ მცირე დადებითი რიცხვია. დამატებითი მსჯელობის 

ჩატარე ბით შეიძლება, ვაჩვენოთ, რომ როცა ს < 1. ამონახსნთა სასაზღვრო მნიშვ- 

ნელობ ები აკმაყოფილებს /7 პერობას (კ მაჩვენებლით. 

მართლაც. (133,7) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

(წია .-–და წ = 4, 0-(დ,--?ო-)სა: 
X133,3 ა)-ს ძალით კი 

L0-ი(ი.--დ»- ,)I, <7 (/M (0ი) დადე; ს + /VI დ.–-დ»- ,)1 061).
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მაგრამ 

MM (Cი) <> | თი 1, < /1C) §, 

M(რ.–ჯა-) ლ!C-–-9ი-) მ = (456) დ,1,; 
ბოლო უტოლობა დაწერილია (133.9)-ის ძალით. ამგვარად, 

(ისადა ლ ს, § (9;;–9%»-, ს+L. (4. 6)”-!, (133,12) 

სადაც 
ს,=/1C) წო ს-=/ 4.1 Cთ..1V; I. 

(133,12) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ბ. M+1 M 
– ა ”-1, 

V თი.“ დი» |I% <7) + %, 1ი,-–- დრო- +I» VI (4. (3) 

#MI=1 I1=-1 #I=1 

ანუ 

M M 

(1-0, 9 ?, (იის– დი 0,651 1,+0, ?) (4: 6)5-1, 
M1=-1 M)==1 

მაშასადამე, თუ 6 საკმარისად მცირეა, სახელდობრ, თუ #2, 5 < 1, /#ა6<1, 

სხ – , - , 

მაშინ 2 (დო... I მწკრივი კრებადია. ე. ი. დ, (0) მიმდევრობა კრებადია MI 
»უM1= 1 

სივრცის ნორმით და ამიტომ ზღვრულე მატრიცი L-ზე აკმაყოფილებს MI პირობას. 

ს მაჩვენებლით. 

1II. ბამოყენება სინსულარულ ინტებრალურ განტოლებათა 

სისტემების ბამოკვლევა“შმი 

წინა კარში გადმოცემული შედეგები, რომლებიც მიღებულია I კარის შედ ე- 

გების გამოყენებით, თავის მხრივ საშუალებას გვაძლევს არსებითად შევავსოთ 

სინგულარულ განტოლებათა I კარში გადმოცემული თეორია. · 
§ 184. გამოყენება სინ„ულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა მახასიათებელი 

სისტემის გამოკვლევაში. განვიხილოთ სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა 

სისტემა, რომელსაც § 11-ში ვუწოდეთ მახასიათებელი: 

ზე 4) თ) + 9) ტი | თი“ =ჩ0), თ==1,9, ·--, #, (134,1). 
წ =! ხ =1 L 

ანუ მატრიცული ფორმით 

· 96) ი «04, _ M%ჯ= 4(%) %/) + =>. +“ =/(4%), (134,2) 
L 

  

სადაც 

4(#) = I49გ (7) ს 80%) = II 8-8(?ა) II თ, 8= 1, 2, "აჩ
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არის L-ზე მოცემული // კლასის მატრიცები, 

I(/I)=(წ/ა. /9. ·“'· ი) 

და 

დ(Mი) = (დე, %ე, ·- ·, და), 

შესაბამისად. მოცემული და საძიებელი, I7 კლასის ვექტორებია. 

ვიგულისხმებთ. რომ (134, 1) სისტემა (რომელიც იგივეა, რაც (134.2) გან- 

ტოლება) ნორმალურია; ე. ი. რომ ძირითადი მატრიცები, 

5()=4(0+8(), ხ(0)=4(ი–8(0 (134.3). 

L-ზე არსად არ არის გადაგვარებული, ე. ი. ძ6| 55-0, ძ0LI) 5- 0 ყველგან I-ზე. 

(134,1) სისტემის ამოხსნა მარტივად დაიყვანება შეუღლების ამოცანის ამო- 

ხსნაზე, რომელთანაც ის მჭიდროდ არის დაკავშირებული (ეს კავმირი საპირის- 

პირო მეზნით უკვე გამოვიყენეთ. § 123-ში). 

სახელდობრ, განვიხილოთ შემდეგი უბან-უბან ჰოლომორფული ვექტორი: 

  
უ= 1 ( «944. 134,4 

რო = 57 ( 1-2.” იშ 
L 

მაშენ სოხოცკეი--–პლემელეს ფორმულების საფუძვილზე 

დ()=რ+0)–რ-V); –- | 20% 2 და/ე+რ-ძ). (1345. 
4“! ი 

L 

ამ მნიშვნელობების (134,2)-ში შეტანით და (134.3)-ის გათვ-ლისწინებით მივი- 

ღებთ (#ე-ის ნაცვლად დავწეროთ 1): 

5(0 დ+(0=IX0%“(I) + #0 
ანუ 

დ%+(/) =C(I) თდ-(I) + «(I). (134,6) 

სადაც მიღებულია აღნიშვნები 

06=(5(01-'-CC0, #(0=|5(0I” 1 /(0. (134,7) 
ამგვარად, (134,2) განტოლება დავეყვანეთ შეუღლების არაერთგვაროვან 

(134,6) ამოცანაზე იმ აზრით, რომ (134,2) განტოლების ნებისმიერ ·ამონახსნს 
(134,4) ფორმულით შეესაბამება (134,6) ამოცანის გარკვეული უსასრულობაში 

ქრობადი ამონახსნი და, პირუკუ, (134,6) ამოცანის ასეთ ამონახსნს (134.5) ფორ- 

მულებიდან პირველის მიხედვით შეესაბამება (134,2) განტოლების გარკვეული ამო- 

ნახსნი. : 

§ 132-ის 2? პუნქტში მიღებული შედეგის საფუძველზე, (134,6) ამოცანას 

აქვს უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნები მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

როდესაც დაცულია (132,12) პირობა და ამ შემთხვევაში ამონახსნი გვეძლევა 

(132,2) ფორმულით, სადაც #X2)-ს აქვს (132,10) სახე.
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სოხოცკი--პლემელის ფორმულის საფუძველზე, (132,2) ფორმულიდან გა- 

მომდინარეობს, რომმ8 

დ“) =X+6) |-- IX+CVI-  #0)+ 

_ წ ღირ 04) _ 1. XXს ჩია, 2»! 1-7 

4-0) = X-VC) | – - IX+II-I #0) + 

LC X-რო«0«9) _ 1 X · 
+ I –-769- | “რ. X"(0) IX#), (134.8) 

"საიდანაც. დ(/ე)= დ+(/))–- დ-(/) ფორმულის თანახმად. შეიძლება მივიღოთ გამო- 
სახულება საძიებელი დ(/) ამონახსნისათვის. ამ უკანასკნელი გამოსახულების გასა- 

მარტივებლად შემოვიღოთ კიდევ შემდეგი აღნიშვნები92: 

2(,) = 5(0) X+XC) = IXI) X (I), (134,9) 

4-0) = - (5()+0-10)), 84) = – (5-I)-–-0-X()),  (134.10) 

მივიღებთ: 

· -1 

· 90)=4"0) /ტა– 50420) | 1701 70% კ გ-ია2ტა მცე. (134,11) 

როგორც აღვილად დავრწმუნდებით, ამ აღნიშენებში (132.12) აუცილებელი და 

საკმარისი პირობა ასე ჩაიწერება: 

( I(0(2 “(1-1 C(0 ძ.=ი. (034,12) 
L 

გავიხსენოთ, რომ (134,11) და (134.12) ფორმულებში 

“ს ––·_–· _ _._ (134.13) 

C(/) = (0 ს ' 0C.. “ბ 0 

სადაც ა=ჯ#ა(ი, C-=C0ა(ჰ) აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომებს არაუმაღლეს თ 
ხარისხისა, ამასთან, #.=0, C0-ა=0. როცა თლი. 

ვთქვათ, უწინღელივით 
Xე >X2 > “'' >%ა =>9 > %,+1 => ““· >%ი (134.14) 

X»=%-+%2+ “.. +% ს ს=-–-%ფ ერთ ხლ ხოთლო%ი: 

  

ს 
29 ახლა I-ს ნაცვლად ვწერთ –– – -ს, რასაც, რა თქმა უნდა, არსებითი მნიშვნელობა არა აქეს, 

30 (134,9)-ში და (134,10)-ის გამოყვანის დროს ესარგებლობთ შემდეგი თანაფარდობით: 

X+=0X-, 6=5-10.
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#XI) ვექტორი, (134,11) ფორმულის მარჯვენა მხარეში: შე-ძლება. შემდეგი 

სახით წარმოვადგინოთ (§ 131, 29 პუნქტი): 

ჩნ0)=C,9!(/)+0,ჩ6%) + -.. + C,%0. (134,15) 
სადაც C), Cე. ·“·, C,, ნებისმიერი მუდმივებია, ხოლო /#I(/), ჩ%/), «.., #X()-- 
სავსებით გარკვეული, წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორები, რომელთა კომპონენ- 

ტები პოლინომებია. 

ამის შესაბამისად (134,111) ფორმულაში 

5(M)) 2(%ა) /X/ი) =C1V'(/ი)++C5X%/) + ··· + CV"). (134,16) 

სადაც 

“7 ((/ე) = 8“(/ა) 2(Mი) C'(/(იე.·. თ = 1, 2. ··-, (134,17) 

# კლასის გარკვეული ვექტორებია; ადვილი შესამჩნევია, რომ ისინი წოფივ:დ და- 

მოუკიდებელია. მართლაც, თუ C). Cა:. ·'·. C; ., მუდმივების რომელიღაც მნიშვ- 

ნელობისათვის (134,16) ფორმულის მარჯვენა მხარე იგივურაღ უდრის ნულს, 

მაშინ 

8“) 2(0) Iა=– –– (X+VI-–-X-VIII I) = 0, 
საიდანაც გამოდის, რომ Xთ #2) ვექტორი პოლომორფულია მთელ სიბრტყეში; 

რადგან ეს უსასრულობაში ქრობადია, ამიტომ აუცილებლად (2) /X2) = 0, საე- 

დანაც #(2)=0, და, მაშასადამე. C1=C:=-.-=C;=0; ეს კი ამტკიცებს ჩვენს 

დებულებას. 
(134,12) პირობაში C(I) ვექტორი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ (§ 131, 2? 

პუნქტი); 
C(/) =I,01(1)+ L0:0%1)+ ·.· + ჩი". (134,18) 

სადაც #), IX, · · ·, IX, ნებისმიერი მუდმივებია, ხოლო C1(7), 0“7). · · -, CM(/)–– 
გარკვეული, წრფუვად დამოუკიდებელი, პოლენომურჟკომპონენტებიანი ვექტორები, 

ამიტომ (134,12) პირობა შემდეჯი ( პირობეს ტოლფასია: 

C /(ჰ) 50) ძძ=0, თ = 1, 2, ··-, (I. (134,19) 
L 

სადაც 
%%/)=(2 (0)) 1 C6%/), თ=1,2, ·--, LL, (134,20) 

ს9%(,) ვექტორები M კლასს ეკუთენის ისინი როგორც ადვილად შესამჩნევია, 

წრფივად დამოუკიდებელია. მართლაც, თუ #), L,, ·-·-, M,ყ მუდმივების რაიმე 

მნიშვნელობისათვის 

ია(0+ნა%0+ ·-- +ხ,აბდ 0, 
მაშინ |2”(1))“1 C(7)=0, სადაც C(/) (134.18) ფორმულით განისახღერება, მაგ- 

რამ მაშინ C(7)=0, რადგან, ცხადია, ძი |2”(())I 1 არ უდრის ნულს, და C4%(/) 

ვექტორების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო 

„” .-. „= 

ამრიგად, გვაქვს შემდეგი დებულება:
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(134.1) სისტემის (ანუ (134,2) განტოლების) თავსებადობისათვის 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ შესრულდეს (134,12) პირობა, 

რაც თავის მხრიე ს რაოდენობის (134))ი თანაფარდობების. 
ეკვივალენტურია. როცა ეს პირობები დაცულია, მაშინ ზოგა- 

დი ამონახსნი წარმოიდგინება (134,11) ფორმულით, რომელიც 

წრფივაღ შეიცავს » რაოდენობის ნებისმიერ მუდმიეს. 

XV Xე, ....X, და X რიცხეებს ახლა ვუწოდებთ (134.1) სისტემის (ან (134,2). 

განტოლების) კერძო ინდექსებს და ჯამ-ინდექსს. ჯამ-ინდექსს ზოგჯერ 

უბრალოდ ვუწოღებთ ინდექსს. 
აღვნიშნოთ, რომ, თუ ყველა კერძო ინდექსი არაუარყოფითია, მაშინ თავსე- 

ბადობის პირობები ყოველთვის დაცულია და ამონახსნი შეიცავს X ნებისმიერ მუდმივს. 

ახლა განვიხილოთ ის ერთგვაროვანი ამოცანა რომელიც მიიღება (134,2)- 

დან. როცა /=0. თავსებადობის (134,12) პირობა ამ შემთხვევაში დაცულია და. 

გვაქვს შემდეგი შედეგი: 
ე რთგვაროვან 

LIდ=0 
განტოლებას აქვს ზუსტად ) რაოდენობის წრფივად დამო- 

უკიდებელი ამონახსნი. კერძოდ, თუ 27.=0, ე. ი. ყველა კერძო ინდექსი 

არადადებითია, მაშინ ერთგვაროვან განტოლებას არა აქვს არანულოვანი ამონახსნი>- 

§ 135. მახასიათებელ სისტემასთან მიკავშირებული სისტემის გამოკვლევა. 

1”. ახლა განვიხილოთ (134,1) მახასიათებელ სისტემასთან ' მიკავშირებული სინ. 
გულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემა, ე. ი. სისტემა, რომელიც მატ- 

რიცულად ასე გამოისახება: 

I(Xს=#)%)– --  50040%« =,ცე, (135.1). 
“(0 წ “ 

სადაც 4”(/ა). 8 (წ) წინა პარაგრაფში განხილული (Lე), ,8(/(ე) მატრიცების. 

ტოანსპონირებით მიიღება, ხოლო #(1ე) მოცემული /! კლასის ვექტორია. C(/)-– 
საძიებელი, M/ კლასის ეექტორი. 

(135,1) განტოლება შეიძლება, რა თქმა უნდა, განვიხილოთ ცალკე, მაგრამ' 

უფრო ხელსაყრელია ის დავუკავშიროთ (134,1) სისტემას, ან. რაც იგივეა, (134,2) 

განტოლებას; ეს, რ:საკვირველია, არ არღვეეს ზოგადობას. 

(135,1) განტოლებაც ასევე მარტივად, მაგრამ ცოტა სხვა გზით, დაიყვანება· 

შეუღლების ამოცანაზე. 

ამ მიზნით შემოვიღოთ უბან-უბან პოლომორფული, უსასრულობაში ქრობა- 

დი ვექტორი: , 
V”C2) = 1. ( 8(0) სხ) ძ; (135,2) 

2»L. 1-3 
ვინაიდან 

წIრაბ (6) = -- M+V)-M-)), 
1 5'(I) ს(,) ძ! 1 –- | 2040“ _ 1 ცე +Vრ)). 

L
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დავასკვნით, რომ (135,1) განტოლება შემდეგი ამოცანის ტოლფასია: მოიძებნოს 
L-ზხე განსაზღვრული, # კლასის #() ვექტორი და უბან-უბან 

ჰოლომორფული, უსასრულობაში ქრობადი V(2) ვექტორი 

შემდეგი პირობების მიხედვით: 

24 (6) #(/)=M+() +%-V)+2%(), 
2 8' ((-) V(/ი)= V+(ჯ) -–M (ჩე). 

ეს უკანასკნელ. პირობები კი, თავის მხრივ, შემდეგი პირობების ტოლფასია (წინა 

პირობებისაგან მიიღება შეკრებითა და გამოკლებით): 

5'(7ი) V(/ი) = V+(/I)+წ(/ი), # (4) %(/ა)-- V” (/ი)+ ((#), (135,3) 
სადაც 

5'(/()=4I(/)+ 8). L(/ი)=4'(/ა)-–8 (7); 
ანუ 

სა = I (6) მMXV)+ (561166. /§ე _ (ვ§ა) 
(/ი)= III (MI)(“1 V-“ (/(ა) + I(#M(#%))”! წ(7ი) 

წინა ფორმულების მარჯვენა მხარეების შედარებით მივიღებთ შემდეგ შეღღ- 

ლების ამოცანას (ჯ-ის ნაცვლად 1-ს ვწერთ): 

V+()=(0(0)-V-(0 +((010|-'-- 8) (0, (135,5) 
სადაც C"(I), ჩვეულებისამებრ, აღნიშნავს 

00=(50)-ხთ (135,5) 
მატრიცის ტრანსპონირებით მიღებულ მატრიცს, ხოლო „#6 ერთეულოვანი მატ- 

რიცია; ამასთან საჭიროა მოიძებნოს უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნი. ძM/) გა- 

ნისაზღვრება ამ ამოცანის ამოხსნის შემდეგ, (135,4ტ ფორმულებიდან ე“თ-ერთის 

მიხედვით. 
ამგვარად, (134,1) სისტემასთან მიკავშირებული (135,1) სისტემის ამოხსნა 

დაიყვანება წინა პარაგრაფის (134,6) ამოცანასთან მიკავშირებუღლი შეუღლების 

(135,5) ამოცანის ამოხსნაზე, უსასრულობაში ყოფაქცევის ერთი და იმავე პირობებით. 

ვიცით, რომ თუ X(2) არის (134,6)-ის შესაბამისი შეუღლების ერთგვაროვა- 

ნი ამოცანის ამონახსნთა კანონიკური მატ #იცი, მაშინ IX”(2))“! იენება (135,5)-ის 

შესაბამისი შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ამონახსნთა კანონიკური მატრიცი. 

ვინაიდან შეუღლების ერთგვაროვანი ან არაერთგვაროვანი ამოცანის ამოხსნი- 

სას მთავარ სიძნელეს კანონიკური მატრიცის აგება წარმოადგენს, ამიტომ შეიძლე- 

ბა ითქვას, რომ (134,1) ღა (135,1) სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა 
მიკავშირებული სისტემების, ე. ი. 

IIდ=/, MX ”ს=ჯწ 
განტოლებების, ამოხსნა ეკვივალენტური ამოცანებია. 

კერძოდ, განვიხილოთ 

M9მ დ=0 
განტოლებასთან მიკავშირებული 

· Mი ს= 0
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ერთგვაროვანე ვანტოლება (კანტოლებათა სისტემა). 

შესაბამისი შეუღლების (135,5) ამოცანა გადაიქცევა ერთგვაროვან ამოცანად 

V+თ=(0 (0) V-Vი. 
ამ ამოცანის უსასრულობაში ქრობად ყველა ამონახსნს გვაძლევს ფორმულა 

(§ 131,2? პუნქტი): : · 

VIM(2)=IX(2)|“! C(2), (135,7) 

რომელშიც § 131-ის 2? პუნქტეს აღნიშვნების მიხედვით: 

C(2)= 0. 0, ... 0... (135,8) 

ამასთან, (0, = 0ს(2) აღნიშნავს ნებისმიერ პოლინომს არაუმაღლეს თ ხარისხისა 

(05(21=0, ოოცა თ<0). 
M”ს=0 განტოლების ზოგადია ამონახსნი კი აიგება (135,4) ფორმულებიდან 

რომელიმე მათგანის გამოყეზებ-თ; ამესათვის ამ ფორმულებში #(/ე) უნდა გავუტო- 

ლოთ ნულს. თუ ვასარგებლებთ (134,9) აღნიშვნებით, საძიებელი ზოგადი ამო- 

ნახსნი 'შემდეგი სახეთ წარმო-დგინება: · 

VI) =|2“%4))”1 C(ი) (135,9) 

ანუ, თუ გავახსენებთ, რომ (131,15) ფორმულის თანახმად 

0(/)=L)C'(/)+ 0:0C%/) + --- + 0,0'(). (135,10) 

სადაც M,. MX. ··.-, ს, ნებისმიერი მუღმივებია, ხოლო C2(/). C-%(7). ·>·-, CM(/) 

გარკვეული, წაფივად დამოუჯადებელი, პოლინომურკოეფიციენტებიანი ვექტორები, 

Lს() =, MI) + 0, #7) + ·-.· + ჩაბ"(), (135,11) 
სადაც 

ს%#)=(2?'())-:0"), თ=1, 9, ·--, #, (135,192) 
წარმოადგენს M.-”ს=0 ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამო- 

ნახსნებს. 

როგორც ვხედავთ, დ%(/), «=1, 2, ·-.-, ს, ვექტორები რომლებიც მონა- 

წილეობენ #9დ=/ განტოლების თავსებადობის (134, 19) პირობებში და, რომლე- 
ბიც (134,20) ფიორმულეთ (ეს ფორმულ. (134,12)-ს ემთხვევა) განისაზღვრებიან, 

LI9"დ =0 განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სრულ სისტემას წარ- 

მოადგენს. ეს ასეც იყო მოსალოდნელი § 120-ის ზოგადი თეორემის (თეორემა 1) 
საფუძველზე. 

38. წინა პარაგრაფში ვაჩვენით, რომ Mმდ=0 ერთგვაროვანი განტოლების 

წრფევად დამოუკედებელ ამოზახსით» რაო დენობა 7-ს უდრის; ახლახან დავრწმუნ- 

დით, რომ მიკავშერებულე L9Vს =0 ერ თგვაროვანი გ:ნტოლების წრფივად დამოუ- 

კიდებელ ამონახსნთა რაოდენობა უდრის V-ს. გავიხსენებთ რა, რომ 21-–=>»; მივ- 

დივართ შემდეგ დასკვ?ამდე: 
MIდ=0 და Mმ7თ=0 მიკავშირებული ერთგვაროვან განტო- 

ლებათა წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა “რაოდენობებს 

შორის სხვაობა უდრის Mმ9მ ოპერატორის (ჯამ) ინდექსს. 

თუ შევადარებთ ამ შედეგს § 120-ის II თეორემასთან და თუ გავიხსენებთ,
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რომ განსაზღვრის მიხედვ2თ ინდექსი M. ოპერა ტორისა რომლის მახასიათებელი 

ნაწილიც:ა Mმ?მ? ოპერატორი, ემთხვევა ამ უკანასკნელის ინდექსს, დავრწმუნდებით 

§ 120-ის III თეორემის მართებულობაში, იქ დაუმტკიცებლადაა მოყვან-ლი, 

§ 1806. შეუღლების ამოცანის ამოზსნის გამოჟენება სინგულარულ ინტეგრა- 

ლურ განტოლებათა სისტემების რეგულარიზაციისათვის. 19, სინგულარულ განტო“ 

ლებათა მახასიათებელი და მახასეათებელთან მიკავში“ებული სისტ; მების ამოხსნის 

შემდეგ, რაც მივიღეთ § 134 და § 135-ში, ადვილად ხერხდება სინგ-ლარულ გან- 

ტოლებათა რეგულარიზაცია, იგი ზუსტად ისევე განხორ ციელდება, როგორც ერთი 
განტოლების შემთხვევისათვის § 57-ში. · 

კერძოდ, ამ გზით შეიძლუბა ღამტკიცდეს § 120-ს ძირითადი თეორემები. 

სახელდობრ, ამ გზით პირველად ეს თეორემები დაამტკიცა (თუ არ ჩავთვლით I 

თეორემას, რომელიც პირველად უჟ. ჟირომ დაამტკიცა) ნ. ვეკუამ. რომელმაც 

ისარგებლა ჩემი მხოლოდ ზოგადა მითითებებით. ;ს შედიკებ” გამოქვ-ყნებულია 

ჩემი და ნ. ვეკუას (II) ერთობლივ სტატიაში, სადაც ჩ;მი შდ. გებიც არ“ს (ამათ- 

გან ყველაზე არსებითია X ინდექსის ცხადი და ეფექტური გამოსახვა); აღნიშნული 

სტატიის ნაწილი არსებითადაა გამოყენებული VI თავის II კარში. · 

§ 120-ში მითითებულთან შედარებით, რეგულარიზაციის ახლახან ნახსენები 

მეთოდი ზოგად შემთხვევაში ნაკლებად ეფექტურია. რადგან იგი დაკავშირებულია 

შეუღლების ამოცანის „ამოხსნასთან რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის, #ომელიც, 

საზოგადოდ, ერთი უცნობი ფუნქციის შემთხვევის საპირისპიროდ არ იხსნ-ბა ეფექ- 

ტურად (იხ. აგრეთვე 2” პუნქტი). 
თუმცა, პრაქტიკული თვალსაზრისით რიგ საინტერესო ცალკეულ შემთხევევა- 

ში განსახილველი სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის შესაბამისი 

შეუღლების ამოცანა შესაძლებელია ამოიხსნას ეფექტურად და მაშინ %ზ-მოხსენებუ- 

ლი რეგულარიზაციის მეთოდი მეტად სა სარგებლო იქნება პრაქტიკული თვალსაზ- 

რისითაც. 

ამას ადგილია აქვს, მაგალათად, როცა /#(1), I139() მატრიცებისა და, საშასა- 

დამე, C(/)= I(4(0+ 8(0|-I(4(0-– 8(/)) მატრიცის ელემენტები რაციონალური 
ფუნქციებია (§ 129). და ზოგიერთ სხვა შემთხვივაშიც!ბ. 

29. § 55-ში გადმოცემული, ი. ვეკუას ეკვიველენტობის თეორემაზე დამყარე- 

ბული, სინგულარული განტოლების გამოკელეკის მეთოდი შეიძლება განზოგჯდდეს 

სინგულარულ განტოლებათა სისტემისათვისაც. ეს განზოგადება მკითხეელს შეუძ- 

ლია იხილოს ნ. ვეკუას (12) საინტერესო სტატიაში. 

განსაკუთრებით უნდა აღინიშნოს ის ფაქტი, რომ სინგულარულ განტოლება- 

თა სისტემის დაყვანა ფრედჰოლმის გან ტოლებათა ეკვივ-ლენტურ სისტემაზე. ფაქ- 
ტიურად ხორციელდება შესაბამისი შეუღლების ამოცანის ამოხსნის · გარეშე, რის 

გამოც რეგულარიზაციის ეს მეთოდი მეტად ეფექტურია. 
§ 59-ის 1? პუნქტში მითითებული ი. ეეკუას შედეგის განზოგადება განტო- 

ლებათა სისტემის, შემთხვევაზე მოცემულია ნ. ვიკუას (10) სტატიაში. 

„ეაეღღდღ_ღეეღ–-პბ 
· 

«0 ნ. ვეკუა და დ. კვესელავა (11, (21, ნ. ჩებოტარიოვი და თ. გახოვი (11, C:, გახოვი (5), 

დ. შერმანი (7), გ. ჩებოტარიოვი (1), (21; იხ. აგრეთვე ამ წიგნის § 129.
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§ 187. მოკლე მითითებანი სხვა განზტოგადებებისა და გამოყენებათა შესახებ. 

1“. წინამდებარე თავში გადმოცემული შედეგების უმნიშვნელოვანეს განზოგადებათა 

შორის, რომელთაც არსებითი მნიშვნელობა აქვს მთელ რიგ საკითხებში გამოყენე- 

ბესათვის, პირველ რიგში უნდა აღვნიშნოთ შეუღლების ამოცანის ამოხსნა რამდე- 

ნიმე უცზობე ფუ5ქციაისათვის და სინგულარულ განტოლებათა სისტემების თეორია 

წყვეტილე კოეფიციენტების შემთხვევაში. 

შეუღლების ერთგვაროვანი წყვეტილკოეფიციენტებიანი ამოცანის ამოხსნა 

ერთე კერძო შემთხვევისათვის, სახელდობრ, როცა კოეფიციენტები უბან-უბან მუდ- 

მივაა (ე. ი. იმ შემთხვევში, რომელაც რიმანის ამოცანის თავდაპირველ დასმას 

მეეე მოგვეცა ი. პლემელმა მის არაერთგზის ციტირებულ ნაშრომში I. LIC- 

ჯინ!) (21). 

შეუღლების ამოცანისა და სინგულარ ულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა 77) 

კლასას კოეფიციენტების შაკმთხვევაშე მოცემულია ნ. ვეკუას (3), (41) ნაშრომებში. 

ამ ნაშრომებშ- განიხელება სისტემები, რომლებიც მიიღება (96,11), (96,121 გან- 

ტოლებებში საქეებელა დ, ს ფუაქცაებესა და /. დ მარჯვენა მხარეების ვექტორე- 

ბით, ხოლო (ჯე, ჰ)-– ფუმქციის მატრიცით შეცვლის შედეგად. ნ. ვეკუას (6) ნაშ- 
რომში წენა შედეგები გამოაყენება სინგულარული Lდ=/ განტოლების ამოსახსნე- 

ლად, სადაც M ოპერატორე განსაზღვრულია § 96-ს 1 ფორმულით, «ომელშიც 

XIL-. 1) არის /7ე კლასის ფუვქცია; ოპერ ატორისაგან უკვე აღარ მოითხოვება, რომ 
ის დაიყვანებოდეს იმავე პარაგრაფის თ) ან ხ) სახეზე. ნ. ვეკუას (7) ნაშრომში 

შესწავლილია ანალოგიური საკითხი სინგულარულ განტოლებათა სისტემებისათვის. 

აღვეშაულე საკათხებე გადმოცემულია ნ. ვეკუას (16) მონოგრაფიაში. 

შეუღლების წყვეტელკოეფიციენტებიანი ამოცანის ამოხსნის რამდენიმე განსხ- 
ვავებბულე ხერხე მათეთებულია თ. გახოვის (6, სტატიაში. ერთი განზოგადება 

მოცემულია ლ. მაღნარაძის (7) სტატიაში. ზოგიერთი “შემთხვევა, როდესაც ძი( 0C(M 

შესაძლებელია ნულს გაუტოლდეს, განხილულია თ. გახოკის (7), (8) ნაშრომებში. 

ზემოთ დასახელებულ შრომებში განიხილება ის შემთხვევა, როდესაც # შედ- 

გება გლუვი კონტურებესაგან. უბან-უბან გლუვი, მარტივი, შეკრული კონტურების 

აე უმ განხილულია ნ. ვეკუას (14) სტატიაში; იხს აგრეთვე მისი მონოგრაფია 

16). : 

§ § 110, 111-ში გადმოცემული შედ ეგების განზოგადება განტოლებათა სის- 

ტემის შემთხვევისათვის მოცემულია გ. მანჯავიძის (2) ნაშრომში. 

2”. მ. განენის |1) სტატიაშე აგებულია ისეთი თვისების სინგულარული 

ოპერატორი, რომ თავსებადობის შემთხვევაში Mდ=,/ (განტოლებათა სისტემის შე- 

მოკლებული ჩაწერა) განტოლება ფრედჰოლმის LMXდ =L/ განტოლების (განტოლე- 

ბათა სისტემის) ტოლფასეა; ამ სტატიაში გამოყენებულია ი. ვეკუას ერთი იდეა 

(7). მ. განინის (L2| სტატეაშა აგებულია იმავე თვისების მეორე ოპერატორი, რო- 

მელიც ვ. კუპრაძის (4| მიერ აგებულის განზოგადებას წარმოადგენს; ამ აგებას, 

როგორც თვათ ავტორმა შენიშნა, ის ნაკლი აქვს, რომ საჭიროებს სინგულარულ 

ინტეგრალურ განტოლებათა ორე სისტემის ყველა ამონახსნის პოვნას. 

3?. აღვვიშნოთ რეგულარიზაცაის კიდევ ერთე ახალი, დ. შერმ-ნის (7), (9) 

მიერ მეთეთებული ხერხი, რომელიც გამოდგება ზოგიერთი ისეთი სისტემისათვის, 

რომელიც ნორმალურ ტეპს არ მეეკუთ ვნება.
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4”. ბ. ხვედელიძის |17|), I18) ნაშრომებში ნაჩვენებია, რომ რამდენიმი უც- 

ნობი ფუნქციისათვის შეუღლების ამოცანის შეს:ხებ ამ თავში მიღებული შედეგე- 

ბის უმთავრესი ნაწილი ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიც, როდესაც (132,1) სა- 

საზღვრო პირობაში არაგადაგვარებული 0(,)) მატრიცი // კლასს ეკუთვნის, დ(1) 

ვექტორი–-–L. კლასს (9>>1), L ლიაპუნოვის წირია, საპიებელი Cთ(2) ვექტორი 

კი შეიძლება წარმოვადგინოთ კოძის ტიპის ინტეგრალით, რომლისთვისაც # არს 

ნახტომის წირი, ხოლო სიმკვრივე ეკუთვნის L» კლასს. შემდგომში, ეს შ;დეგები 

ა რსებითად შეივსო გ. მანჯავიძისა და ბ. ხვედელიძის (1) ნაშრომში. სახელდობრ, 

დასახელებულმა ავტორებმა) აჩვენეს, რომ არაგადაგვარებული 6(I/)) მატრიცი- 

საგან საკმარისია მხოლოდ უწყვეტობის მოთხოვნა. 

ნეტერის თეორემების სამართლიანობა სინგულარულ ინტეგრალერ გ:ნტოლე- 

ბათა სისტემისათვის დასაბუთებულია ბ. ხვედელიძის |17|), |18I) შრომებში იმ 

შემთხვევისათვის, როდესაც (119,6) ”განტოლებაში /1(/,), ,8(/)) მატრიცები მხო- 

ლოდ უწყვეტი ან უბან-უბან ღწყვეტია, ყველგან L-ზე სრულდება (19,11) პირო- 
ბა, ცნობილი და საძიებელი /(I) და თ(/) ვექტორები კი L.(6; L) კლასს ეკუთენის, 

სადაც #>1, ((I!) არის (116.4) ტიპს თფუნქცია,, ხოლო  სავსებირთ უწყვეტი 

ოპერატორია. : 

უნდა აღინიშნოს აგრეთვე, რომ ბ. ხვედელიძის (181 ნაშრომში აგებულია 

რეგულარიზატორი გახსნილი კონტურების შემთხვევაში ან იმ შემთხვევაში, როდესაც 

კოეფიციენტებს პირველი გვარეს წყვეტა აქვს “შეუღლების სასაზღვრო ამოცანის 

გამოუყენებლად, § 120-ის ანალოგიურად. : 

59. ჩვენ მიერ V ამოცანად წოდებულის განხზოგადებიძთ მიღებული ამოცანა 

“რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის ამოხსნ ილია ბ. ხვედელიძის (4) ნაშრომში (იხ. 

§§ 70, 71). 
67. 5“ პუნქტის ამოცანის ამოხსნის» წყვეტილი კოეფიციენტებისათვის მოცე- 

მულია ნ. ვეკუას |5) ნაშრომშიბ?!. 
7”. § 76-ის 3? პუნქტშე მითითებული იყო ელიფსური ტიპის განტოლები- 

სათვის პუანკარეს ამოცანისა და მისი ამოხსნის შესახებ, რომელიც მოგვცა ბ. ხვე- 

დელიძემ, 

განზოგადება ელიფსური ტიპის შე მდეგი სახის განტოლებათა სისტემისათვის 

” 
წ) · 

რი, + 4/(X, V) 9 +8,.(X. M) ი +C/(X, /)) Vგ | = 0. 
2 ძX მყ 

რომელშიც #47,+VX, V), 8/+VX, სყ), C,MXX, ყ) თავიანთი არგუმენტების მთელი 
ფუნქციებია, მოცემულია ა. ბაწაძის საკან დიდატო დისერტაციაში, რომლის შემოკ- 

ლებული ნაწილი გამოქვეყნებულია მისევე I1) სტატიაში. 

ანალოგიურა: მეთოდე გამოპყენ- ზ. ხალილოვმა (1) განზოგადებულ პოლი- 

ჰარმონიულ განტოლებათა სიესტემასათვეს (იხ. აგრეთვე ზ. ხა ლილოეი (21). 

8“. § 117-ში მითითებული "შედეგების განზოგადება რამდენიმე უცნობი 

ფუნქციის შემთხვევისათვის” მოცემულია ლ. მაღნარაძის (2), ნ. ვეკუას |28), 
რ. ისახანოვის (4) და სხვათა ნაშრომებში. 

41 შემდგომში ეს შედეგი განაზოგადა ბ. ხვედელიძემ (18),
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99. § 81-ის 4? პუნქტში ნახსენები ამოცანის. რამდენიმე უცნობი ფუნქციის 

შემთხვევაზე განზოგადებით მიღებული ამოცანის ამოხსნა და მისი გამოყენება ერთი 
განზოგადებული ტიპის სენგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემისათვის 

მოცემული: §. ვეკუ”ს (91, (11), (12), (15), (|19), (201 ნაშრომებში„: პირველი 
ოთხი ნაშრომის შანაარს) გადმოცემულია, აგრეთვე, იმავ1 ავტორის მონოგრაფია- 

ში |16). 
სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა აღნიშნული ტიპის სისტემის გა- 

მოკვლევის სხვა ხერხი მოცემულია მ. განინის (4) სტატიაში. მანვე დასვა და სინ- 
გულარულ ინტეგრალურ სისტემაზე დაიყვანა საკმაოდ ზოგადი ამოცანა, რომელიც 

აღნიშნული ამოცანებიდან ერთ-ერთის განზოგადებას წარმოადგენს (იხ. |3)). დასა- 

ხელებულ ნაშრომში ავტორს არა აქვს გამოკვლეული მიღებული სისტემა. 

108. ა. მესისის (3) სტატიაში განხიღულია შეუღლების ერთგვაროვანი ამო- 

ცანა, რომლის კოეფიციენტები გარკვეულ პირობებს დაქვემდებ:რებული ალგებრუ- 
ლი ფენქციებია. 

9. შეუღლების ამოცანის, კერძო ინდექსებს ეძღვნებ· გ. ჩებოტარიოვისა 
(3) და ი. შმულიანის (11), (2) ნაშრომები. 

შეუღლების ამოცანის კერძო ინდექსების მდგრადობის საკითხი C(I) მატრი- 

ცის მცირე შეშფოთებისას კანიხილება ბ, ბოიარსკის (3--5), ი. გოხბერგის» და 

მ. კრეინის |2), გ. მანჯავიძის (4) ნაშრომებში. ' უკანასკნელ ნაშრომში გამოთქმუ- 
ლი დებულება კერძო ინდექსების მდგრადობის შესახებ აღმოჩნდა მცდარი. 

12. სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემები ნახევ:რღერძზე 

განხილულია ი. გოხბერგისა და მ. კრეინის I2), მ. კრეინის (1) ზემოთ ხსენებულ 

წამრომებში, სადაც შეიძლება უფრო ადრინდელ ნაშრომებხე მითითებების ნახვა. 

· რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის შეუღლების ამოცანის მაახლოებითი 

ამოხსნის საკითხი განხილულია გ. მანჯავიძისა (4-6) და ვ. ივანოვის |5) ნაშრო- 
მებში. 

. ამ თავში შესწავლილი შეუღლების ამოცანის განზოგადება შემდეგი 
სსაზღრი ამოცანა: 

მოიძებნოს უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაშე სასრული რიგის 

«X2)=(C,, დ.. ·.. , დე) ვექტორი შემდეგი სას, ზღვრო პირობ-ს მიხედვით: 

დ+(V)= 4(ერ-()+8(09-0 + (ი (137,1) 
სადაც /1I(/). 80) მოცემული ”/ კლასის მატრიცების, #(/) კი მოცემული ვეტო 

რია, რომელიც აგრეთვე აკმაყოფილებს /” პირობას. 

ერთი საძიებელი ფუნქციისათვის ეს ამოცანა დასვა ა. მარკუშევიჩმა (11. 

(137.1) ამოცანა გამოეკვლია ნ. ვეკუამ (21). იგივე (137,1) ამოც:ნ» რამდე- 

ნიმე უცნობა ფუნქციის შემთხვევაშა ასევე პირველადაა გამოკვლეული ნ. ვეკუას 

(21) ნაშრომში. შემდგომშ2 ნ. ვეკუას შედეგები განავითარეს ერთი უცნობი ფუნქ- 

ციის შემთხვევისათვის ბ. ბოიარსკიმ (6) დ: ლ. მიხაილოვმა |1-–-3). 

§ 138. მოკლე ცნობები მრავალგანზომილებიან სინგულარულ ინტეგრალურ 

განტოლებათა თეორიის ზოგიერთი შედეჯის შესახებ. თუმცა წიგნში არ არის 

გადმოცემული მრავალგანხომილებიანი სინგულარული ინტეგრალის. და «ნტეგრ:-
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ლურ განტოლებათა საკითხება, მაინც მიზანშეწონილად მიგვაჩნია ზოგიერთი ცნო- 

ბის მოწოდება ამ სფეროდანაც. 

ერთგანზომილებიან სინგუღარელ ინტეგიალურ განტოლებათა ჩვენ მიერ 
გადმოცემულ თეორიაში მეტად მნიშვნელოვან როლს თ:მაშობს ანალიზურ ფუნქ- 

ციათა წრფივი შეუღლების ამოც:ნ:, თუმცა, როგორც ვიცით, ამ თეორიის ბევრი 

შედეგი შეიძლება მივიღოთ შეუღლების ამოცანის გამოყენების გარეშე, უშუალო 

რეგულარიზაციის მეთოდით. უ|)ანასკნელი მეთოდი შეიძლება განზოგადდეს მრავალ 

განზომილებიან შემთხვევაზე და ხშირად გამოიყენება ასეთ სინგულარულ ინტეგრა:- 

ლურ განტოლებათა თეორიაში, 

მრავალგანზომილებიან სიჩგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიი- 

სათვის, ბუნებრივია, მნიშვნელოვანია მოავალგანზომილებიანი სინგულარული ინ- 

ტეგრალური ოპერატორების თვისებების შესწავლა ამ მიმართულებით. პირველი 

ნაშრომი ეკუთვნის ფ. ტრიე,კომის (ნ. ICIC01 (2)), რომელმაც დ:დგინა ორგან- 

ზომილებიან სინგულარულ ინტეგრალებში გადასმის ფორმულა, რომელიც მნ გა- 

მოიყენა ერთი კლასის სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა შესასწავლად. 

„ საკმ„ოდ დაწვრილებით არის შესწავლილი მოავალგანზომილებიანი სინგუ- 

ლარული ოპერატორების თვისებები ფუნქციათა სხვადასხვ კლასებში. //9 

კლასში ისინი დაადგინა ჟ. ჟირომ (C. CIL8სძ (1)); უწყვეტ ფუნქციათა ზოგიერთ 

ქვეკლასში ჟ. ჟიროს შედეგები განაზოგადა თ. გეგელიამ (6). ” 
ს. მიხლინის ნაშრომთა ერთი ციკლი ეძღვნება მრავალ "განზომილებიანი სინ- 

გულარული ინტეგრალური ოპერატორების გამოკვლევ:ს #, სივრცეში; ეს შეღეგე- 
ბი თავმოყრილია მისსავე მონოგრაფიაში (|10|. 

უკანასკნელ დროში ბევრი ნაშრომი მიეძღვნი მრავალგანზომილები:ნი სინ- 

გულარული ოპერატორების გამოკვლევას L,(0>2>1) სივოც-ებში. ამ მ;მ»ოთუ- 

ლებით მთელი რიგი ნაშრომები აქვთ ა. კალდერონსა დ) ა. ზ-გმუ5და; ამ ავტორ- 

თა ძირითადი შედეგები გადმოცემულია მ:თ ერთობლივ ნაშრომებშ: #. ჩ. CმI- 

ძვიი გიძ #. 7Iყთსიძ (II, (2). 

მრავალგანზომილებიანი სინგულარული ოპერატორები წონიან სივოცეებში 

შესწავლილია ნაშრომებში: #. LL. CმIძიიიი მიძ #. 21ღისიძ (1), თ. გეგელია (4 
ორლიჩის სივრცეებში ––- ნაშრომში 5. 1. #0I7VIII (1), წარმოებად ფუნქციათა 

სივრცეებში –– ნაშრომებში: #. ს. CმIძლიი გიძ #. 2ყთსიძ (2), თ. გიგელია 
(31. განზოგადებულ ფუნქციათა სივრცეებში სინგულარული ოპერატორები შესწა- 

ვლილია ნაშრომებში: I. II0”VმIII (1), L. II0(Iთმიძხ (1), 8. MგIთლიყი6 (11. 

მრავალგანზომილებიან სინგულარულ ინტ-გრალურ განტოლებათა თეორიაში 

ფოიად მნიშვნელოვან როლს თამაშობს ს. მიხლინის მიედ შემოტანილი სინგულა- 

რული ოპერატორის სიმბოლოს ცნება; ერთგანზომილებიან შემთხვივაში სიმბოლო. 

შეიძლება გავაიგივოთ მატრიც-ფუნქციათა წყკილთან, სადაც 5=4+78, 8=4–--8 

(იხ. VI დანართი). ისევე, როგორც ერთგანზომილებიან განტოლებათა შემთხვივა- 

ში. ძირითადად განიხილება ისეთი განტოლებები, რომელთა სიმბოლო ნულისაგან 
განსხვავდება ყველგან.  · 

მრავაღ-განხომილებიან სინგულარულ ანტეგოაღ ურ განტოლებათა რეგულა- 

რიზაციის ამოცანა L:-შე ამოხსნილია ს. მიხლინის მიერ: იგივე ამოცანა Lა და
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"წონიან L სივრცეებში შესწაკლილია I. IL. IC0Iი I1), თ. გეგელიას (5), II. 1. 

50ლCI+-ს |2) ნაშრომებში. , 

მრავალგანზომილებიან სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიის 

ძირითადი საკითხია ინდექსის პრობლემა. ამ მიმრთულებით ერთ-ერთი პირველი 

ნაშრომი ეკუთვნის ჟ. ჟიროს (C. CIIგმსძ (|3)). 

ორგანზომილებიანი სინგულარული ოპერატორისათვისს ინდექსის ზოგადი 

ფორმულა დადგენილია ა. ვოლპერტის (1|, (2) ნაშრომებში; მისი შედეგები განზო- 

გადებულია შემდეგ ნაშრომებში: ნ. ბერიკაშვილი |1), ბ. ბოიარსკი |6), XL. 1. 

56CIV (21. 
ნაშრომებში M. L. ტ(IVმი 2გიძ I. M. 51ილ% |1), M. C, ტგIIVგი მიძ 

LX. 80LL (11 გადაწყვეტილია ინდექსის პრობლემა ფართო კლასის ოპერატორები- 

სათვის, რომღ ებიც მოიცავენ სინგუღარულ ოპერატორებს. 

ა. ბიწაძის |8--101 ნაშ“ომებში მოცემულია ერთი კლასის ორგანზომილე- 

ბიან სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემების შექცევის ფორმულები, 

შესწავლილია კოშის ტიპის ინტეგრალისა და შეუღლების სასაზლვრო ამოცანის 

მრავალგ:ნზომილებიანი ანალოგები. 

მრავალგანზომილებიან სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორეის 

სხვადასხვ- ასპექტებს ეძღვნება შემდეგი ნაშრომები: ა. ბიწაძე (1), მ. ვიშიკი და 

გ. ესკინი |1|. (2), ი. გოხბეოგი |7), ა. დინინი 11), მ. აგრანოვიჩი. ლ. ვოლევი- 

ჩი და ა. დინინი |11, L. L0C0Iი15 (1), L. M. 51610 მიძ C. VVCI55 (1), C. M. 
5101ი |2), V. I). 1I)I(7105MV (2). უფრო დაწვრილებითი მითითებები შესაბამის 

ლიტერატურაზე შეიძლება იხილოთ ს. მიხლინის |10| წიგნში, მიმოხილვით სტა- 

ტიებში: ვ. კუპრაძე (11), #. IL. Cმ1ძიიი 2), C. MI”მიძმ |1), და ა. ზიგმუნდის 

"ლექციების კუოსში –– #. 71”ოსიძ I3), (41.
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ბლუვი და უბან-უბან გლუვი წირების შესახებ 

  

19. გლუვი L ოკალისა და გლუვი L კონტურის (გახსნილის ან შეკრულეს) 

განსაზღვრება მოცემულია § 1-ში; ჩვენ დავეკრდნობით ხსენებული პარაგრაფის 

აღნიშვნებს. სახელდობრ, L რკალის პარამეტრულ წარმოდგინას ასე გამოვსახავთ: 

X=Cთ(), #=%0(). 4 <5= 5. (1) 

„გადაც § არეს რკალური აბსცისა. L რკალის სიგოძ:ს ახლა აღვნიშნავთ /-ით, ასე 

ომ 
L= 5 – §,. (2) 

ვთქვათ, 1) და I» რაიმე ორი წერტილია L-ზე. თ(I,, (ე) =C საშუალებით 

აღვნიშნოთ #L წირის იმ რკალის სიგრძე, რომელიც #1) და I) წერტილებს შო- 

რისაა მოქცეული. ამასთან, თუ L შეკრული კონტურია, მაშინ ორი შ-საძლებლიდან 

ის რკალი გვექნება მხედველობაში, რომელსაც ნაკლები სიგრძე აქვს. ამგვარად, 

ი 
შეკრული კონტურის შემთხვევაში 0ლთ<>5" ხოლო გახსნილი კონტურის შემ- 

თხვევაში 0 =თ <=/. შემდეგ, აღვნიშნოთ #(/), /:)=/ საშუალებით 1, დაჯ, წერტი- 

ლებს შორის მანძილი. ცხადია, რომ # არის /, და (ე: წერტილების §, და §, აბს- 

ცისების უწყვეტი ფუნქცია. განვიხილოთ 7, #: წერტილების ყველა ისეთი წყვილი, 
რომ 

' 
(ს, I)>» 0<X-<–-" ო 

სადაც 7 ნებისმიერი ფიქსირებული რიცხვია აღნიშნულ შუალედში და აღვნიშნოთ 

ი = C«(#) = CთIი9 ICI, 1ე), (კ 
თან ვიგულისხმოთ, რომ დაცულია ('). ეს მინიმუმი მიიღწევა წერტილების ერთი 

წყვილისათვის მაინც. ცხადია, რომ 6C(+) > 0. მართლაც. თუ 0(+)=0, მაშინ L 

რკალი თავისთავს გადაკვეთს, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 

I 
ამგვარად, ყოველ 7. რიცხვს, 0 <7. < ა შევსაბამება 0 =0(21)>>0 რიცხვი. 

"რომელსაც შემდეგი თვისება აქვს: თუ #-ის ნებისმიერი 10 წერტილიდან, როგორც 

ცენტრიდან, შემოეწერთ #0ა< 0 რადიუსიან წრეწირს, მაშინ L კონტურის ყეელა 
ის წერტილი, რომლისთვისაც C(ჯე, ?) >>#, ამ წღეწირის გარეთ აღმოჩნდება. 

ჯ 
20, ვთქვათ; თე არის ნებისმიერად მოცემული მახვილი კუთხე –– 0< თე: < 2' 

L კონტურის მხების მიმართულების „ცვლილების უწყვეტობიდან გამომდინარეობს, 

რომ არსებობს მხოლოდ თე-ზე დამოკიდებული რიცხვი თე = 0:(თ)>>0 ისეთი,



524 დანართი 1I 
  

რომ თუ თ(/,, 1) < ძე, მაშინ 1, და /; წერტილებში L კონტურის მხებთა შორის 

I 
კუთხე არ აღემატება თ--ს, შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ 9<-“ 

განვიხილოთ # კონტულის ?,/, რკალი, რომლის სიგრძე არ აღემატება თე-ს. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს. რომ 1,7 რკალის ნებისმიერი ორი «,, «; წერ- 

ტილის შემაერთებელ ქორდასა და /, (ან ჯ:)) წერტილში გავლებულ მხებს შორის 

მახვილი კუთხე არ აღემატება თა-ს; მართლაც, +«ჯL; რკალზე ყოველთვის მოაძებნ ე- 
ბა ისეთი წერტილი, რომელზეც გავლებულე მხები განსახილველი ქორდეს პარა- 

ლელურია. 

ვ0. ვთქვათ, (ე არის რაიმე ფექსირებულა წერტილი L-ზე. განვიხილოთ Lი 

რკალი, რომელიც L კონტურის ნაწილია და, რომელიც შედგება ისეთი ჯ წერტი- 

ლებისაგან, რომ თ(/ა, 1) < თე, სადაც თე იმავეს აღაიშნავს, რასაც ზემოთ აღნიშ- 
ნავდა. ზოგადობის შეუზღუდავად შეიძლება ე-აგულასხმოთ. რომ იმ შემთხვევაში, 

როცა L შეკრული კონტურია. პარამეტრის §=29ე ან 5=5, მნიშვნელობის შესა- 

ბამისი წერტილი არ ეკუთვნის Lე რკალს. (ე წერტილია ჩე რკალს ჰყოფს ორ – 

5>> 5) და 5<-5ი შესაბამის ნაწილად; გამონაკლისი იმ შემთხვევაში გვაქვს. როცა 

L გახსნილი რკალია, 1ე კი მის ერთ-ერთ ბოლოს ემთხვევა. განეეხილოთ ”=IV(/ი. !) 

მანძილის ცვლილება 1 წერტილის #-ზე მოძრაობის დოოს. 

ძ, · 
ადვილად მივიღებთ. რომ 7: წ + 005 თ, სადაც თ (ე ქორდითა და 1 წერ- 

ტილში გავლებული მხებით შედგენილი მახვილი კუთხეა; ზედა ნიშანი უნდა ავი- 

ღოთ §2>>5ე ნაწილისათვ-ს, ქვედა კი §<§ე ნაწილისათვის. ამრიგად, ვხედავთ, 

რომ # §ის მონოტონური ფუნქციაა თათო- 

ეულ ნაწილში, ვინაიდან C05 თ >> 605 თე >> ჩი. 

“ი 0 < #ა- < 1. ორივე ნაწილში გვექნება: 

0<Mჩა|5§-–- 5-0) < ”(/ი- 7) ლ|5§–- 51. ("') 

ახლა, /ე წერტილიდან, როგორც ცე5ტ- 

რიდან, შემოვწეროთ /? < /%ე რადეუსის L წოე- 

წირი, სადაც რ, აღნიშნავს (თ) და ჩაძე რი- 
ნახ. 22 ცხვებს შორის უმცირეს, ვგულესხმობთ, რომ 

0(თე) იგივეა, რაც 0(7.) 19 პუნქტში, როცა 7-=9ა. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ L წრეწირი #-ს ჰკვეთს ზუსტად ორ წერტილში, 

იმ შემთხვევის გამოკლებით. როცა L გახსნილი რკალია და (ე წერტილედან უახ- 
ლოეს ბოლომდე მანძილი /#2?-ზე ნაკლებია; მაშინ L წერე L წრეწირს ჰკვეთს. ზუს- 

ტად ერთ წერტილში. : 
მართლაც ჯერ დავუშვათ, რომ L შეკრული კონტურია. §ის ზრდისას % 

მნიშვნელობიდან 5 + თე მნიშვნელობამდე ”(/, /) მანძილი იზრდება ნულოვანი 

მნიშვნელობიდან I, >> ყა >>/წე მნიშვნელობამდე; მაშასადამსკ. / წერტილი I წრე- 

წი“ს მხოლოდ ერთხელ შეხვდება, ანალოგიურად მოხდება §-ის §:-დან შემცირე- 

ბისას (5: -- ძე)-მდე. 1?- პუნქტში ნათქვამის საფუძველზე. L-ისა და L-ს გადაკვეთის 

სხვა წერტილი არ არსებობს. 

სრულიად ანალოგიურად განიხილება გახსნილი კონტურის შემთხ;ვევა. , 

    

  

_ 766)
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აღვნიშნოთ, რომ (""') უტოლობიდან, რომელსაც ადგილი აქვს საკმარისად 

მცირე თ(ი, 7)-სათვის, გამომდინარეობს უტოლობა 

#ეშ (I,, 1:) ლ” (ჩ), 1) <9 (/,, 7), 9<7ჩი<1, (3) 

რომელსაც ადგილი აქვს L კონტურის წერტილთა ნებისმიერი წყვილი- 

სათვის; /”ე-ით აღნიშნულია მუდმივი, რომელიც დამოუკიდებელია 1, და ?. წერ- 

ტილების მდებარეობისაგან L-ზე. 

40, ახლა განვიხილოთ მარტივი, უბან-უბან გლუვი რკალი § 1-ის 49 პუნქტ- 

ში მოცემული განსაზღვრის მიხედეით. 
ცხადია, მარტივი უბან-უბან გლუვე რკალიც შეიძლება წარმოვიდგინოთ (1) 

სახით, მაგრამ დ”(§9) და დ'(5) წარმოებულებს ექნება პირველი გვარის წყვეტა ცალ- 

კეულ გლუვ რკალთა შეერთების წერტილებში, ე. ი. კუთხურ წერტილებში. 
თუ კუთხურ წერტილზე გადასვლისას მხების მიმართულება იცვლება საპირისპირო- 

თი, მაშინ ეს წერტილი უკუქცევის წერტილია. 
შევნიშნოთ, რომ (3) უტოლობა ძალაში რჩება უკუქცევის წერტილე- 

ბისაგან განსხვავებული კუთხური წერტილის მიდამოშიც. მა”თლაც, საკ- 

მარისია შევამოწმოთ მისი სამართლიანობა მხოლოდ იმ შემთხევევაში, როდესაც 1, 

და ჯე იმყოფება კუთხური C წერტილის მიდამოში, C-გან სხვადასხვ მხარეს. 

C/,წე სამკუთხედის განხილვა (ნახ. 22) გვიჩვენებს, რომ თუ /, ღა #, არის მანძილი 

C წერტილიდან შესაბამისად /, და /კ, წერტილებამდე, მაშინ 

.- ჯ 
-(0 +7ე) 51ი > ლ=VIC,,, (ეე) ლჩხ +, 

სადაც ჯ არის კუთხე C წვეროსთან. C წერტილის მახლობელი (,/, წერტილები- 

სათვის გვექნება: 

-_ I , 
§10 “> =%ი 

სადაც #: დადებითი მუდმივია. 

გარდა ამისა, 6/, და (ე გლუვი რკალებისათვის (3) უტოლობის გამოყენებით 

მივიღებთ, რომ # (თ, -L თ:) <=”, + Mე <:0, + ძე, სადაც C) და თე არის 01, და C13 
რკალების სიგრძე, ასე რომ თ(I,. 7ე) = თ, -+L ძე, ხოლო #: ისეთი მუდმივია, რომ 

0 < #0 < 1. აქედან კი გამომდინარეობს ჩვენი დებულება.
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კოფის ტიპის ინბეგრალის ქოფაქცევის შესახებ კუთხური 

წერტილების მახლობლობაში 

  

ამ დანართში განვეხილავთ კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევას მარტივი, 

უბან-უბან გლუვი ინტეგრების წირის კუთხურ» წერტილების მახლობლობაში. ეს 

საკითხი § 26-ში განხხლლულის კერქო შემთხვევაა, მაგრამ აქ მას განვხილავთ 

უშუალოდ ისე. რომ არ დავიყრდნობეთ § 26-ში მიღებულ შედეგებს. ამასთან, მი- 
ვიღებთ ზოგიერთ საინტერესო ფორმულას, რომლაბიც წიგნის ძირათად ტექსტშია 

არ მიგვიღია. მოხერხებულობისათვის გავიმეორებთ წიგნის ტექსტში მოყვანილ ზო- 

გიერთ მსჯელობას, ოღონდ ცოტა განსხვავებული სახით. 

11. ვთქვათ, L მარტივი, უბან-უბან გლუვ რკალია, შეკრული ან გახსნილი 

და, ვთქვათ, დ(,) არის ჯ წერტილის ფუნქცია, 7 C L. დი) ფუნქცია, ამავე დროს, 

არის კონტურზე § რკალური აბსცისის ფუნქცია. 

როცა ვამბობთ, რომ დ(/) ფუნქცია აკმაყოფილებს ”MI(CV) პირობას წირის რაი- 

მე ნაწილზე, უნდა განვასხვავოთ: დ(/)-ს განვეხილავთ როგორც #-ს ფუნქციას, თუ 

როგორც §-ის ფუნქციას. 

პირველ შემთხვევაში #/(ს) პირობა გამოისახება უტოლობით: 

| (70) –– დ(/,) | ლ C0051-/I = 0005L- | 7, –– 7, IM, (1) 

მეორე შემთხვევაში კი შემდეგი უტოლობით;: 

|თ(#2) –– დ(#)) | <> C0ი5L თL,; (2 
ამ ფორმულებში ს დადებითი მუდმივია, 0 < LL <1; 1,, 7 არის ორი ნებისმიერი. 

წერტილი განსახილველი ნაწილიდან, კა = | ე –– 7, |, ხოლო თ.ე იმ რკალის სიგრ- 
ძეა, რომელიც 7, და 1; წერტილებს 'მორისაა მოქცეული და განსახილველ ნაწილს 

ეკუთვნის. 
ვიცით, რომ ჯL წირის ნებისმიერ გლუვ ნაწილზე განლაგებული 1,, ჯა: წერ- · 

ტილებისათვის (1) და (2) პირობები ეკვევალენტურია. ასევეა უკუქცევის წერტი- 

ლისაკან განსხვავებული კუთხური წერტილის მიდამოშიც, ეს გამომდინარეობს წინა. 

დანართის 490 პუნქტში ნათქვამიდან. 

I 
უკუქცევს წერტილის მიდამოში 2“ შეფარდება შეიძლება იყოს ნებისმიე- 

13 
რად მცირე და ამიტომ (2)-დან არ გამომდინარეობს (1). პირუკუ, ცხადია, რომ 
(1)-დან გამოდის (2). 

წინა მსჯელობის შესაბამისად ვიტყვით, რომ დ(/) აკმაკოფილებს #I/(I) პი- 

რობა“ ძლიერი ფორმით, თუ ადგილი აქვს (1) უტოლობას და დ(I) აკმაყო- 

ფილებს M(ს) პირობას სუსტი ფორმით, თუ ადგილი აქვს (2) უტოლობას. იმ 

ფუნქციათა კლასი, რომლებიც აკმაყოფილებენ 77(I) პირობას სუსტი ფორმით, ის
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კლასია, რომელსაც წიგნის ტექსტში ჩვენ ვუწოდეთ // კლასი. შემდგომში, თუ 

საწინ ააღმდეგოს არ აღვნიშნავთ, ვიგულისხმებთ. რომ // პირობა აღნიშნავს /7 
პირობას სუსტი ფორმით, ე. ი. (2) უტოლობის აზრით. 

2მ. § 13-ში გამოყვანილია (13,4) ფორმულა 

1 (90%- _1 (ი) 2 ითა 1 (%0-. <(7ი) 
%#%) = 2, )1–7% %(/ი) + “2; 2XI ბი, 2-1.) (–L 

L L 

  ძ( (3). 

იმ შემთხვევისათვის, როდესაც #ხ=ძს გლუვ რკალია. ეს ფორმულა, ცხადია. 

ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიც, როდესაც L უბან-უბან გლუვი რკალია და (კ, 

წერტილი განსხვავდება კუთხური წერტილებისაგან (ბოლოებისაგანაც). თუ ვიმ- 

სჯელებთ ისევე, როგორც § 13-ში. ადვილად დავასკვნით, რომ. როცა ჯე კუთხური. 

წერტილია, მაშინ (3)-ის ნაცვლად გვექნება: 

1 (ძ / თ 

აეე 
251. 

  დ(/ე), _ ხ–/ _1_ | დ(/) –– C(#) ძI, (4). 

21 2-7 1 2-7 (–1% 
L 

' სადაც თ აღნიშნავს იმ არაუარქოფით კუთხეს, 0 <- თ <: 2», რომელსაც შემო- 

წერს უსასრულოდ მცირე #,/ ვექტორი იმ დროს, როდესაც ჯ წერტილი (Lე წერ-. 

ტილის გარშემო ბრუნვით ჯახ ნაწილიდან გადადის თ/), ნაწილში, ამასთან, ( წერ- 

ტილი რჩება L წირის მარცხნივ (ნახ. 23). ჩვეულებრივი წერტილის შემთხვევაში. 

თ = ჯ და ისევ ვიღებთ (3) ფორმულას. / 

ვი, § 15-ში გამოყვანილია (15.5) ფორმულები 

იმ შემთხვ«ვისათვის, როდესაც L=ძხ გლუვი რკალია. 

ცხადია, რომ ეს ფორმულები ძალაში რჩება იმ შემ- 

თხვევაშიც. როდესაც L არის მარტივი, უბან-უბან 

გლ უვი რკალი და /ე წერტილი არ ემთხვევა კუთხურ 
წერტილს. ადვილად დავ”რწმუნდებით, რომ ეს ფორ- 

მულები და აგრეთვე დასკენა იმის შესახებ, რომ 7ე 

წ-რტილზე C(2) ფუნქცია მარჯენიდან და მარცხნიდან 

უწყვეტად გაგრძელებადია, ძალაში რჩება იმ შემთხ- 

ვევისათვისაც, როდესაც #ა კუთხური წერტილია, კერ. 
ძოდ, როცა #7: არის "შუკუქცევს წერტილი. ისევე. 

როგორც § 15-ში ((15,4) ფორმულა), გვაქვს: 

დი = => | დ(7) –– C(%) დრი ?7–ხ. 

  

ნახ. 23 

ძი+  -–“–- I» 
1-2 2»! 7ჯ--ძ' 

L 

ინტეგრალი ამ ტოლობის მარჯვენა” მხარეში მიისწრაფვის გარკვეული ზღვრისა-. 

კენ, როცა 2-+ 6 წირის მარჯვნიდან თუ მარცხნიდან; ამაში ადვილად დავრწმუნდე-.
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ბით. თუ ინტეგრალს დავშლით ორად, ერთი ინტეგრალი აღებულია ძC რკალზე, 

მეორე 'კი– Cხ რკალზე და შევნიშნავთ, რომ დ(1) –– დ(C) სიმკვრივე ნულს უდი:ის, 

როცა 1=0. ისევე, როგორც § 15-ში ზღვარზე გადასვლით მევიღებთ საჭირო 

ფორმულებს. 

4მ, წენა ორი პუნქტის შედეგების საფუძველზე ადვილად დავრწმუნდებეთ, 

რომ სოხოცკი –– პლემელის ფორმულებს კუთხური ჯე წერტილისათვის აქვს შემდეგი 

სახე: 

  

1 ჯ)ძ! რ+#) = (L- :=) 9ძ) + 2; | LI 8 
ჯ 0 

1 (/)ძ/ 
თა 90042: | LL (6 

L 

სადაც # არის ნებისმიერი, მარტივი, უბან-უბან გლუვ წირი, ხოლო თ -- კუთხე, 

რომელიც ისევე განისაზღვრება, როგორც ზემოთ (290 პუნქტი). 

5მ, § 18-ში დამტკიცებულია პლემელი –– პრივალოვის თეორემა გლუვი L წი- 

რისათვის. ადვილი შესამჩნევია, რომ უკუქცევს წერტილესაგან განსხვავებული 

კუთხური წერტილის მიდამო გამონაკლისს არ წარმოადგენს არც აღნიშნული თეო- 

რემისათვის და არც § 18-ში მოყვანილე დამტკიცებისათვიეს4?, 
განსახილველი გვრჩება უკუქცევის წერტილების მიდამოები. ვაჩვენებთ. რომ 

თეორემა სამართლიანია ნებისმიერი მარტივი, უბან-უბან გლუე? L წირის შემთხეე- 

ვაში (შესაძლოა წირს ჰქონდეს უკუქცევის წერტილებიც), ამასთან /I(CL) პირობაში 
შეიძლება ვიგულისხმოთ მისი როგორც ძლიერი, ისე სუსტი ფორმა. 

ერთდროულად § 21-ის თეორემასაც გავავრცელებთ უბან-უბან გლუვი წერით 

შემოსაზღვრული არეების მიმართაც. 
ამ უკანასკნელ თეორემასთან დაკავშირებით შევნიშნოთ შემდეგი: ეთქვათ, თხ 

არის გლუვი, გახსნილი რკალი და, ვთქვათ, თ(/) აკმაყოფილებს (IV), |I<- 1. პი- 

რობას ძხ რკალზე, ამასთან დ(თ)=0. გავაგრძელოთ» თხ რკალი ძი ბილოს იქით 

ძ წერტილზე გავლებული მხების თი” მონაკვეთით და ვიგულისხმოთ, რომ დ()=0 

ძი მონაკვეთზე; განვეხილოთ ფუნქცია: 

_1 ( დ(MI 1 თ(,)თ! 

თ(2) = I; 1-2 2» ) 1-2” 
ახ ი'ხ 

§ 21-ში ნათქვამის საფუჰველზე (შენიშვნა 2) თხ რკალის მიდამოში (შესა- 

ძლებელია, 9 წერტილის მიდამოს გარდა), თ”ხ რკალეს მარცხნივ (მარჯვნივ) %«X2) 
ფენქცია აკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობას: 

    (7) 

  

«2 აქაც მივალთ შემდეგი ინტეგრალის გამოკვლევამდე: 

1 )– თ = ე | “ბ, 
251 (“ლ 

რაშიც ადვილად დავრწმუნდებით (15,5) ფორმულებით. VM”(/ე) ინტეგრალის გამოკვლევა კი შეიძ- 
ლება § 18-ის ანალოგიურად.
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| CL2,) -– თ(2)| ლC|)2 – 2, I". (8) 

ამ უტოლობას ადგილი აქვს ი”ნ რკალზე მდებარე წერტილებისათვის (შესაძლოა, 

ხ წერტილის მიდამოს გარდა), თუ 9X2) ფუნქციად ი”ხ რკალზე მივიღებთ მარჯვენა 
ან მარცხენა სასაზღვრო მნიშვნელობებს, 

ახლა, ვთქვათ, L ნებისმიერი, მარტივი, უბან-უბან გლუვი კონტურია. რადგან 

ცხადია, რომ საკითხი დაიყვანება 

_1_ | «(IMI 

2»: ,) (<2? 
L 

ფუნქციის ყოფაქცევის შესწავლაზე კუთხური წერტილების საკმარისად მცირე მიდა- 
მოებში, ამიტომ, ზოგადობის შეუზღუდ:ვად, შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ /, არის 
მარტივი, შეკრული კონტური ერთადერთი კუე- 
თხური თ წერტილით. გარდა ამისა. ისევ ზოგა- 

დობის შეუზღუდავად. შეიძლება ვიგულისხმოთ, 

რომ ი წერტილში გვაქ>ვს შემავალი კუთხე, 

ე· ი. ისეთი კუთხე, რომელიც X-ს აღემატება 

(ნახ. 24); როცა თ=27, მაშინ გეაქვს უკუქცე- 

ვის წერტილი. 
ვთქვათ, L კონტურზე დ(,) აკმაყოფილებს 

MC.) პირობას სუსტი ფორმით. ზოგაღობის და- 

ურღვევლად, შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 
«%(თV=0; წინააღმდეგ შემთხვევაში CX2) ინტეგ- 

თX2) =   (9) 

  

რალის განხილვა შეიძლება შევცვალოთ შემდეგი ნახ. 24 
ინტეგრალის განხილვით: 

1 /ჯ”თ(/)--დ(იი თუე-–დთ §5%-ში, 31“ დ), _ (2) -–– დ(თ) “ (თ 
29%. L(-2 Cდ(2) §“-ში. 

L 

ახლა, თ წერტილითა და რაიმე ხ წერტილით L კონტური დავკოთ ორ გლუვ 

L” და L” რკალად; შესაბამისად, თX2) ინტეგრალე წარმოიდგინება ორი შესაკრების 

ჯამის სახით 

%(2) = C,(2) + C;(ჟ), (11) 

ეს შესაკრებები, შესაბამისად, L” და L” რკალებზე აღებული ინტეგრალებია. 

თუ გამოვიყენებთ (7) ინტეგრალის ყოფაქცევის შესახებ ზემოთქმულს, ადვი- 
ლად დავასკვნით, რომ (8) შეფასებას ადგილი აქვს §5“-ში, თ წერტილის მახლობ- 

ლობაში და. მაშასადამე, მთლიანად 5“-შიც; ეს რომ ცხადი გახდეს. საკმარისია თ 

წერტილში შემავალი გლუვი რკალები გავაგრძელოთ ძ0” და 00” მხებების მონა- 

კვეთებით (უკუქცევის წერტილის შემთხვევაში ეს მონაკვეთები ერთმანეთს ემთხვევა) 

და შევნიშნოთ. რომ თ წერტილის მიმდებარე §“-ის მიდამო მდებარეობს როგორც 

ხთი' რკალის, ისე ი”თხ რკალის ცალ მხარეს. 

სახელდობრ, თუ (8) ფორმულის 27, და 2ე წერტილებს მივუახლოებთ საზღვ- 

რის #,, (გ წერტილებს, დავრწმუნდებით. რომ <X(/) სასახღვრო მნიშვნელობა, ე. ი.



539 დანართი I: 
  

სასაზღვრო მნიშვნელობა „ღრმულიდან“, აკმაყოფილებს #/MCს) პირობას ძლეერი 

ფორმით, თუნდაც C(ჯ) აკმაყოფილებდეს /7(,) პირობას სუსტი ფორმით??. 

განსახილველი დაგვრჩა CთX2)-ის ყოფაქცევა 5+ არეში, ე. ი. „შვერილის“ მხრი- 

დან. გვაქვს: 

დ+(7) = «' CI) + «(I). 
რადგან დ(/) და თდ“(,) აკმაყოფილებს /#(IM) პირობას, იგივეს ექნება ადგილი 

დ+(/) ფუნქციისათვის. 

ამგვარად, პლემელი –– პრივალოვის თეორემა ვრცელდება ნებისმიერი უბან-უბან. 

გლუვი წირისათვის, გამონაკლისს არ წარმოადგენს უკუქცევის წერტილებიც. 

'შევნიშნოთ, რომ თუ დ(I) აკმაყოფილებს /7(ს) პირობას ძლიერი ფორმით 

მაშინ იმავეს ექნება ადგილი დ+(/)-სათვის, რადგან, ზემოთქმულის საფუძველზე, 

დ-() აკმაყოფილებს /7(ს) პირობას ძლიერი ფორმით. 

60 წინა პუნქტში, გზადაგზა, § 21-ის თეორემა გავავრცელეთ იმ შემთხეევა- 

ზე, როდესაც 2). 2; წერტილები იმყოფება საზღვრის კუთხური თ წერტილის მიდა- 
მოში „ღრმულის“ მხარეს. განსახილველი გვრჩება ის შემთხვევა, როდესაც 2,, 72, 

წერტილები იმყოფება „შვერილის“ მხარეს, ე. ი. 5+ არეში, თუ ვისარგებლებთ 

50 პუნქტის აღნიშვნით. 

ადვილად შესამჩნევია, რომ ამ შემთხვევაში არ არის საკმარისი დ(/)-ს მიერ 

M(ს) პირობის სუსტი ფორმით დაკმაყოფილება. ამიტომ ვიგულისხმებთ, რომ 

დ(1) აკმაყოფილებს 77() პირობას ძლიერი ფორმით. მაშინ, · როგორც ზემოთ 

ვაჩვენეთ, თ+(/) სასაზღვრო მნიშვნელობა იმავე პირობას აკმაყოფილებს. ამის შემ- 

დეგ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ § 21-ში მოყვანილი მსჯელობა შეიძლება გა- 
მოვიყენოთ ჩვინს შემთხვევაშიც რაიმე არსებითი (ვლილების გარეშე მხოლოდ 

(21,6) შეფარდების განხილვისას მხედველობაში უნდა ვაქონიოთ შემდეგი: ჯერ ერთი 

5+ არეში თ წერტილის მახლობელი ნებისმიერი წერტილი შეიძლება სწორხაზოვა- 

ნი მონაკვეთით შევაერთოთ ან თ წერტილთან, ან თ წერტილის მახლობელ, L-ზე. 

მდებარე წერტილთან ისე, რომ ამ მონაკვეთმა არ გადაკვეთოს L. ორივე შემთხვე- 
ვაში აღნიშნულ მონაკვეთზე მღებარე ნებისმიერი 2 წერტილისათვის ადგილი აქეს 

შემდეგ შეფასებას: | 02) –– დ(2ე) | <: C |2–- 2. ეს გამომდინარეობს CX7)-ის 

(11) წარმოდგენიდან და (8) ფორმულიდან. 

  

4 გავიხსენოთ, რომ //(V) პირობის სუსტი და ძლიერი ფორმები განსხვავდება მხოლოდ 

უკუქცევის წერტილის მიდამოში.



დანართი 111! 

მოცემული ნახტომის მიხედვით უბან-უბან პოლომორფული 

ფუნქციის განსაზღვრის ამოცანის შესახებ 

  

დასამტკიცებელი დაგვრჩა § 31-ის 29 პუნქტში გამოთქმული დებულება, რაც 

შემდეგში. მდგომარეობს. 

ვთქვათ, § 31-ის აღნიშენებში, უბან- უბან ჰოლომოოფული, უსასრულობაში 

სასრული რიგის Cთ(2) ფუნქცია აკმაყოფილებს L წირზე, საკვანძო წერტილების 

გამოკლებით, შემდეგ პირობას 

დ+() –– თ“) = CV), (1) 
სადაც დ(/) მოცემული ფუნქციაა #L-ზე; ვიგულისხმებთ, რომ ეს ფუნქცია უწკვე- 
ტია! #-ზე, შესაძლებელია კვანძების გამოკლებით და, რომ #-ზე ეს ფუნქცია აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებადია. 
მაშინ (1) ტოლობის ორივე მხარეს თუ გავამრავლებთ 

ძ 

1-2? 
გამოსახულებაზე, სადაც 2 სიბრტყის ნებისმიერი წერტილია, რომელიც ჯL-ზე არ 

მდებარეობს და ვაინტეგრებთ #ჯ-ზე, მივიღებთ 

1 ( დ(/0! 
2M L--2 

  

Cთ(2) =   + 7Xშ, (23 

სადაც #2) პოლინომია, რომელიც C(2) ფუნქციის უსასრულობაში პოლუსის მთა- 

ვარი ნაწილია. 
ამ დებულების სამართლიანობის დამტკიცებისათვის, ცხადია. საკმარისია შემ- 

დეგი ტოლობის. დამტკიცება: 

1 ( დ+0) –- დ-() 
27: 1. 1; “ი9=%() – 2, (3) 

L 

სადაც 2 ნებისმიერი, წერტილია, რომელიც #L-ზე არ მდებარეობს. 

ეს ტოლობა თითქმის ცხადია, მაგალითად, იმ შემთხვევისათვის, როდესაც. 

მარტივი, შეკრული, გლუვი ან უბან-უბან გლუვი კონტურია. მართლაც, ვთქვათ, 

ჩვენს ჩვეულ აღნიშვნებში 5+ და 5“ ის არეებია, რომლებადაც სიბრტყე იყოფა #L 

წირით. ზოგადობის შეუზღუდავად შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 5+ აღნიშნავს 

სასრულ არეს, ხოლო 5“-–– უსასრულოს. 

44 უწყეეტობის (კვანძების გამოკლებით) მოთხოვნა აუცილებელია, რადგან C+(/), დ-(/) 

სასაზღერო მნიშვნელობანი უწყვეტია, შესაძლუბელია საკვანძო წერტილების გამოკლებით (იხ, 

§ 9-ის 29 პუნქტი).
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მაშინ ()ხადია (იხ. § 29-ის 42 პუნქტი), რომ 

  

  

1 ყმი« დეც), როცა 2C5+, 
27” ) (–2 = LC" როცა 2C 5“, 

_1_ დ-ძი)ძ! #X2), როცა 2C 51, 

28 LL ღუ L Cდ(7) -L (), როცა 2C5“, 

და მივიღებთ (3) ფორმულას. 

სავსებით ანალოგიურად განიხილება ის შემთხვევა, როდესაც წირი შედგება 
რამდენიმე მარტივი, შეკრულე კონტურისაგან, რომლებსაც საერთო წერტილები 

არა აქვთ. 

ასივე მარტივად მტკიცდება (3) ფორმულის სამართლიანობა იმ შემთხვევაში, 

როდესაც L=ძხ მარტივი. გახსნილი, უბან-უბან გლუვი რკალია (ნახ. 25). მაშინ 

ცხადია, რომ 
1 ”რდ+.ე-4-ი , 

2ჯXL! L(-2 
L 

  

1 Cდ(ჯ) ძ1 

–= 2» L--2 
ნახ. 25 # 

სადაც /# აღნაიშაავს) შეკრულ კონტურს, რომელიც შიგნით მოიცავს # წირს, რო- 
გორც ეს ნაჩვენებია 25-ე ნახაზზე. და, რომელიც იმდენად ახლოსაა L წირთან, 

რომ 2 წერტილა ამ კონტურის გარეთ მდებარეობს. უფრო მარტივია L წარმოვიდ- 

გინოთ როგორც სიბრტყის ჭრილე და ვიგულისხმოთ, რომ /ს შედგება ჭრილის 

ორი მხარისაგან, რომლებიც შემოიწერება საპირისპირო მიმართულებებით ისე, რომ 
ჭრილის გარემომცველი არე რჩება მარცხნივ. 

  

ცხადია, რომ 

1 Cდ(7) ძ! 

I 4. =90- ჩი 
#/ 

და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
სავსებით ანალოგიურად განიხილება რამდენიმე, ცალ-ცალკე განლაგებული, 

უბან-უბან გლუვ: რკალების შემთხვევა. 

გადავიდეთ ზოგად “შემთხვევაზე (ნახ. 26), ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ # ნე- 
ბისმიერი, უბან-უბან გლუვია წირია, ე. ი. სასრული რაოდენობის მარტივი, გახსნი- 

ლე რკალებისგან შედგენილი წირია, ამ რკალებს შეიძლება საერთო ჰქონდეს მხო- 

ლოდ ბოლოები, როგორც ეს მითითებულია § 1-ში. 

ცხადია, რომ 

1 (იტოლეი ქ“ ( დ) ძი! 

2XL , L(--2 (2 
#/
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სადაც /V აღნიშნავს წირს, რომელიც L წირზე საპირისპირო მიმართუ- 

ლებით ორჯერ შემოვლით შემოიწერება, ხოლო C%(I) აღნიშნავს 0X2) 
ფუნქციის სასაზღვრო მნიშვნელობას მარცხნიდან, ინტეგრების წირის 
მიმართულების მიმართ. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ინ - 

ტეგრების /Vს წერი შეიძლება წარმო - 

ვიდგინოთ როგორც სებრტყიას ბმუ- 

ლი 5, 5), ... ზს ნაწილებეს ჩ,, 

#9... # ი საზღვრების ერთობლიო - 

ბა; ამ ბმულ ნაწილებად სიბრტყე 

იყოფა L წირის მიერ; ერთ-ერთი ამ 

ნაწილებიდან, ვთქვათ 5,, შეიცავს 
უსასრულოდ დაშორებულ წერტილა. 

დადებითი მიმართულებ.დ /ა-ზე 
(8=1, 2, ...,II) შეირჩევა ისე, რომ 

5, არე რჩება მარცხნივ. ამასთანავი, ნახ, 26 

ის რკალები, რომლებიც 5/ არეებე- 

დან რომელიმე ორის საერთო საზღვრ ის ნაწილს არ წარმოადგენს (მაგ.: იხ და 

თხ” რკალები ნახ. 26) უნდა განვიხლოთ როგორც ჭრილები, რომელთა მოპირ- 

დაპირე მხარეები (ნაპირები) შემოიწერება საპირისპირო მიმართულებებით და ისე, 

რომ ჭრილის გარემომცველი სიბრტყის ნაწილი რჩება მარცხნივ. 

ახლა, ვთქვათ, 2 წერტილი მდებარეობს ერთ-ერთში 5,, 5:.....9,-, სასრუ- 

ლი არეებიდან, ვთქვათ 6,-ში, მაშინ ცხადია, 

  

  

წ 904 1 (9404 _.. 
22 | (–272 “თ” 2» 1=2 თ --IX2) 

M ს. ” 

სხვა #/ წირებზე ინტეგრალები კი ნულს უდრის. 

თუ 2 წერტილი მდებარეობს უსასრულო 5, ნაწილში, მაშინ ცხადია, 

1 დ”) ძ! 

2 ) 1-2 
#ჩ 

სხვა /V7/ წირებზე კი ინტეგრალები ნულს უდრის. 
მაშასადამე, ყველა შემთხვევაში 

_1. ( რ"ი« _ 1. 1 ( 404 
2»; 1-2. 2 2»7. L–2 

MM M# 

ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

  =CX1) -– IX2), 

= #(7) –– –(უ.



დანართი IV 

ერთი ელემენტარული დებულება ფუნქციათა ბიორთოგონალური 

სისტემების შესახებ 

  

ვთქვათ, L უბან-უბან გლუვი წირია 2= X+ IV კომპლექსური 

ცვლადის სიბრტყეში და, ვთქვათ, 

დ,(/), Cთ.(), ..., V,() 

7=X+I/ წერტილის უწყვეტ ფუნქციათა რაიმე წრფივად დამო- 

უკიდებელი სისტემაა #-ზე. . 

მაშინ ყოველთვის შეეძლება / რაოდენობის ფუნქციისგან შედგენილი CII(I), 

თე(), ..., თ ,(/) სისტემის შერჩევა ·(უამრავი ხერხით) ისე, რომ ეს ფუნქციები L-ზე 

# კლასს ეკუთვნოდეს და დ;(!), დ.(I), .... დე(/) სისტემასთან ბიორთოგონალური 

იყოს შემდეგი აზრით, 

"რი ი)= | დი ი/0#=ბ, ი) 
L 

სადაც მ2,კ=1. როცა L=|), 6,ც=0, როცა (L 3 /. 

ჯერ დავამტკიცოთ, რომ არსებობს დ, ფუნქციების ისეთი წრფივი კომბინა- 

ციებე დ,(/=1, 2, ...,/1), რომლებისთვისაც შეიძლება შეირჩეს /” კლასის X, ფუნქ- 
ციები ისუ), რომ ადგილი ჰქონდეს (ძ,. X)=მ,, ტოლობებს!?. 

ვიგულისხმებთ, რომ ქვემოთ თ,, X,, // სიმბოლოებით აღნიშნული ფუნქციე- 
ბი /7 კლასს ეკუთვნის. 

დ, აღვვიშნო–” V,-ით და ავეღოთ ნებისმიერი ისეთი X, ფუნქცია რომ 
(ს,, >,)5- 015. ცხადია, არსებობს უამრავი ასეთი ფუნქცია. გავამრავლებთ რა X-ს 

შესაფერის მუჯმივხე. “შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ (თ,, X,))=1. დეა ფუნქცია 

შევცვალოთ სგა =დე –– 2ს, ფუნქცი:თ, C ისე შევარჩიოთ, რომ (თე, X1) =(თ;, X)-–– 

4) თუ არ მოვითხოვთ, რომ 7,/ ეჯუთვნოდეს // კლასს, მაშინ დ, და », სისტემები შეიძ- 
ლება ასე ავაგოთ: ჩვეულებრივი გზით ვაქცეფთ ორთოგონალურ სისტემად დ; ფუნქციებს § რკა- 

ლური აბსცისის მიმართ, ე. ი, შევადგენთ მათ წრფივ «/ კომბინაციებს ისე, რომ 

ჯ 4+,%,ძ§ = ზე; 

ძ! 
მაშინ ს, და X/=%,: 7 აკმაყოფილებს (V,, #,)=ზე, პირობებს. 

შევნიშნოთ, რომ მითითებელი ხერხი ჩვენი მიზნისათვის გამ ოდგება იმ შემთხეევაში, როცა 
ჯL წირის შემადგენელ: გლუვი რკალები აკმაყოფილებს ლიაპუნოვის პირობას, მართლაც, ამ შემ- 
თხვევაში #/, ფუნქციები MI კლასს ეკუთვნის. 

% V, = დ, ფუნქცია უწკვეტია და იგივურად ნულს არ უდრის, რადგან დ,, დე, ..., დი 
წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქციებია.



დანართი IV 535 
  

–6(ს, X))=(9ი, X))-–- 6=0. გვექნება: (%,, 7))=1, (ჯა. X,)>0. ვთქვათ. X; 
ნებისმიერი ისეთი ფუნქციაა, რომ (წ, XI)=– 1", შევცვალოთ X, ფუნქცია 7, = 

=X:.-–C) ფუნქციით, C მუდმივ- ისე შევარჩიოთ, რომ (V,. #ე) = (5), #7) – 

“ის, X.)=(ს, XI) –– 2=0. ახლა გვექნებ” #,. თა, X,, /ე ისეთი ფუნქციები, 
რომ (ს,, X,)=წ/ (I. /=1, 2), ამასთან, თ), ა, დვ, ... და ფუნქციები წოფივად 
დამოუკიდებელია. 

შემდეგ დე ფუნქცია შევცვალოთ დვ = დე-––0,, –- C,სე ფუნქციით, C,, 6, ისე 
შევარჩიოთ, რომ (დე, 7,))=0, (#ვ, X,)=0, ე. ი. ის, რომ (დე, X,)–-6,=0. 

(დვ, X2)––2ა=0. #7ე ფუნქცია ისე შევარჩიოთ. რომ (დვ, /7§)= 1 და ჯე შევცვალოთ 

Xე==X5 –– 0IX1 –– 0:X2 ფუნქციით ისე, რომ (4. Xე) = 0, (V:, 7ვ)=0. 
ახლა გვაქვს თ. თ, 'წე. XI; X2. 7ვ ისეთი ფუნქციები. რომ (თ, /,)=9/. 

ს, ჯ1=1, 2, 3. პროცესის გაგრძელების გზა ნათელია. 

თუ ასე გავაგრძელებთ, მივიღებთ /: რაოდენობის წოფივად დამოუკიდებელ 

ა»; ფუნქციებს რ#ომლებიც <, ფუნქციები წრ“რფივი კომბინაციებია. და ისეთ V/7 

ფუნქციებს, რომ 

. (დ, XI) = მყ. (2) 

ვინაიდან დ, –- დ, ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებელი კომბ-ნაციებია, ამი- 

ტომ პირუკუც 
” 

დ, = ს 0», 
#=1 

სადაც იც ისეთი მუდმივებია, რომ 4 =Iი0,ც) მატრიცის დეტერმინანტი ნულისგან 

განსხვავდება. 

ახლა ხ,; მუდმივები შევარჩიოთ ისე. რომ 

MI 

ი; = ჯ ხ,, #.! 
(=1 

ფუნქცია აკმაყოფილებდეს (1) პირობას. ამ პირობის გამოსახვეთ მივიღებთ: 

მ,=(თ, თ,) = 1? 1?) იგ ხე (ს, X)= » 1, ძი, ნ,, ნკ, =: ?, ძან. 
/ ! # 1 წ 

ანუ. რაც იგივეა, 

48 = L, 

სადაც ერთეულოვანი მატრიცია, ხოლო 8= 0,1, ამგვარად, საჭირო ჩხ, სიდი- 

დეები არსებობს, სახელდობრ, ,8 = 74“ 1. ამრიგად, ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

აღვნიშნოთ ახლა დამტკიცებული დებულების ერთი უშუალო შედეგი: ვთქვათ, 

დ,(/), და(/), .... დი) მოცემული, წრფივად დამოუკიდებელი. 7-ს, 
უწყვეტი ფუნქციებია და. ვთქვათ, ცნობილია, რომ ნების- 

მიერი თ(0) ფუნქციისათვის, რომელიც L-ზე I კლასს ეკუთვნის, 

<7 რადგან VI, სე, დვ, ..., დე სისტემის ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია, ამიტომ ე 
არ უდრის იგივურად ნულს.
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(დე თ)=0, (=1, 2,.... /1. 

თანაფარდობებიდან გამოდის (თე, C)=0 "თანაფარდობა. სადაც 

რთე=Vდეი() L-ზე განსაზღვრული რაიმე უწყვეტი ფუნქციაა. მაშინ 

ლიე ფუნქცია თ, ფუნქციების წრფივი კომბინაციაა. 

მართლაც, დე ფუნქცია თ,, დ,,.... თ, ფუნქციებისაგან წრფივად დამოუკი- 
დებელი როშ იყოს, მაშინ იარსებებდა თე, C,,..., თ, ისეთი ფუნქციები, რომ 

(თი თ,)=ნკ (I, 1=0, 1, 2,... MM), კერძოდ, გვექნებოდა 
(თ, თე)=0. (დ,, თ-)=0,..., (თ,, რსე)=0, (დე, თე)=1, 

რაც დებულების პარობას ეწინააღმდეგება. 

შენიშვნა I. ამ დანართეს დასაწყისში გამოთქმულა დებულება შეიძლება 

მნიშვნელოვნად განზოგადდეს, თუ გავაფართოებთ დ, ფუნქციების კლასს და, პირუ- 

კუ, შევავიწროვებთ თ, ფუნქციების კლასს. 
მაგალეთად, ცხადია, დებულება ძალაშე რჩება მაშენაც კი, როდესაც დ, ფუ5- 

ქციებს აქვს სასრულე რაოდენობის წყვეტა და აბსსოლუტურად ინტეჯრებადია; ამას- 

თან, ის ფუნქციები, "რომლებიც მხოლოდ წყვეტის წერტილებში განსხვავდებიან 

ერთმანეთისაგან, იდენტურად უნდა ჩავთვალოთ!8, 

გარდა ამესა ადვილად დამტკიცდება, რო3 0, ფუნქცეებად შეიქლება ავაღო», 

მაგალითად, რაციონალური ფუნქციები; თუ L წერი გახსნილე რკალებისაგან შედ- 

გება, მაშინ შეიძლება ავიღოთ პოლეინომებიც კი!ზ. ამაზე ჩვენ არ შევჩერდებით, 

რადგან ამ ფაქტით არ ვისარგებლებთ. 

შენიშვნა 2. თუ ვიგულისხმებთ, რომ წრფევ· კომბენაცეუებ· (მუჯმევი) 

ნამდვილი კოეფიციენტებეთ განიხილება და, შესაბამისად, გავჯგებთ L-ზე მოე- 

მული ფუნქციების წოფივად დამოუკიდებლობას და დამოკიდებულებას, სხვანაერად 

რომ ვთქვათ, თუ აღნიშნულ ტერმინებს „ვ წრო აზოეთ“ ვიხმართ, როგორც ამას 

ვაკეთებდით ზოგჯერ წიგნის ძირითად ტექსტში, მაშინ ზემოთ მოყვანილი შედეგები 

აღარ დარჩება ძალაში, თუმცა ადგილი ექნება ანალოგიურ შედეგებს, რომლებსაც 

ახლა მოვიყვანთ. 

ვთქვათ, დ,(/), C;(/)...., თ„(7) არის L-ზე მოცემულ» უწყვეტი, წრფივად 
დამოუკიდებელი (ვიწრო აზრით) ფუნქციები. მაშინ ყოველთვის შე2:ჭლება შევარ- 

ჩიოთ (უამრავი ხერხით) თ,(/), თე), „... თე(1) ფუნქციები ისე, რომ 

Iბ6 (დ,, თა,) = IM6 | დ,() თ,(0) ძმ =8,, ჩხ ჯ=1, 2...ა ჩ 
L 

დამტკიცება ზემოთ მოყვანილის ანალოგიური იქნება: საკმარესეა (დ, თ) 
სახის ინტეგრალების ნაცვლად ყველგან ჩავსვათ I20(დ, დ) ნამდვილი ნაწილები, 

ხოლო განსახილველ წრფივ კომბინაციებში-–-ნამდვილი კოეფიციენტები. 

9 ეს ბოლო პირობა არსებითია წრფივად დამოუკიდებლობის ცნების განსაზღვრისას; ამ 

პირობის ძალით დ,, დე, ..., დგ ფუნქციები წრფივად დამოკიდებულად ითვლება, თუ არსებობს 
ისეთი C;, თე, .-., 6ც მუდმივები (რომელთა შორის ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან), რომ 

ყველგან L-ზე C,თ-+-Cედე+ ·-.+I-იიდე=0, შესაძლებელია, წყვეტის წერტილების გარდა. 
<- ცხადია, რომ შეკრული კონტურების შემთხვევაში მხოლოდ პოლინომები არ კმარა; თუ, 

მაგალითად, თვით დ; ფუნქციები პოლინომებია, მაშინ, როგორიც არ უნდა იყოს თ, პოლინომები 

(თ; «ა;)=0; კერძოდ, (დ,, თ=,)=0 და არ უდრის მოთხოვნისამებრ 1-ს.
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წინას ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი დებულებაც: ვთქვათ, დ,(!), 
დე(7),..., დი) L-ზე მოცემული, უწყვეტი. წოფივად დამოუკიდებელი (ვ-წრო 
აზრით) ფუნქციებია და, ვთქვათ, (ცნობილია, რომ #-ზე M კლასის ნებისმეერი 

თ(/) ფუნქციისათვის, IX6 (თ,, თ)=0, (=1, 2,..., /1+ თანაფ:რდობებიდან გამოდის 

IM0 (დე, თ)=0 დამოკიდებულება, სადაც რდა=დე(/) რაიმე გარკვული უწყვეტი 
ფუნქციაა #-ზე. მაშინ დე(/) არის დ), დე(!!,..., დის) ფუნქციების წრფივი 
(ვიწრო აზრით) კომბინაცია. 

1 შენიშვნაში ნათქვამი: მთლიანად ეხება აქ განხილოლ შემთხვევასაც.
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ამ დანართში მოკლედ გადმოცემულია თეორია ერთი სახის შეუღლების ამო- 

ცანებისა, რომლებიც ამ წიგნში განხილული ამოცანების განზოგადებას წარმოად- 

გენს და რომლებსაც მე ვუწოდე შაუღლების გადაადგილებიანი ამოცა- 
ნები, რადგან ამ ამოცანებში სასაზღვრო მნიშვნელობები ერთმანეთის მიმართ გა- 

დაადგილებულ წერტილებში უღლდება. საკმაოდ დაწვრილებით (დამტკიცებები- 

თურთ) განვიხილავთ მხოლოდ ერთ ტიპურ ამოცანას რომელიც 19 პუნქტშია 

ჩამოყალიბებული. სხვათა შესახებ მხოლოდ მოკლედ მივუთითებთ. 
19. ვთქვათ, 5+ არის მარტივი, შეკრული, ლიაპუნოვის კონტურით შემოსა- 

ზღვრული არე, ხოლო 5--- უსასრულო. არე, რომელიც (5+ + #L)-ს ავსებს სრულ 

სიბრტყემდე. როგორც ყოველთვის, ვიგულისხმებთ, რომ #-ზე დადებითი მიმართუ- 

-ლება 5+-ს ტოვებს მარცხნივ. 

ვთქვათ, თ(/) აღნიშნავს #-ზე მოცემულ რაიმე უწყვეტ ფუნქციას. როდესაც 

-7 წერტილი #-ს შემოწერს, მაშინ + = თ(,) წერტილი შემოწერს რომელიღაც # 

წირს; ამის შესაბამისად ვიტყვით. რომ თ(I) ფუნქცია გარდაქმნის წირს M წირ- 

ში, ან კიდევ, რომ თ(/) ფუნქციას L წირი გადაჰყავს /# წირში. 

ახლა ვიგულისხმებთ, რომ თ(/) აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ძთ · 
ი) თ”(!)= ჯ# წარმოებული განსხვავდება ნულისგან ყველგან, # წირზე, და 

ეკუთვნის /7 კლასს. 

ხ) თ()-ს ურთიერთცალსახად გადაჰყავს კონტური თავის თავში შემოვ- 

ლის მიმართულების შენარჩუნებით. 

შეუღლების გადაადგილებიან სასაზღვრო ამოცანას ჩვენ ვუწო- 

დებთ შემდეგ ამოცანას: 

ვიპოვოთ უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაში სას- 

რ ული რიგის მქონე თ(უ) ფუნქცია, რომლის ნახტომის წირია X#, 

"შემდეგი სასაზღვრო პირობის მიხედეით: 

დ+ (თ(I)) = 0(,) თ-(V) + თ) #-ზე, (1) 

სადაც CV) და ჟ#«() L-ხე მოცემული, ”/ კლასის ფუნქციებია და 

06.0 559 ყველგან L-ზხე. 
ეს ამოცანა ბუნებრივე განზოგადებაა ჩვენ მერ II თავში განხილული შეუღ- 

ლების ამოცანისა, რომელიც შეესაბამება შემთხვევას თ(()=1. 

(1) სახის ერთგვაროვანი ამოცანა, რომელიც მიიღება, როცა #(71)=0, პირვე- 

ლად განიხილა კ. ჰაზემანმა (C. ILIმაითგი |1)), მაგრამ ვერ შეძლო რამდენადმე 

დასრულებული ამოხსნის მიღება.
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(1) ამოცანის დასოულებული ამოხსნა პირველად მოგვცა დ. კეესელავამ I3), 
(6), კ. ჰაზემანის მეთოდისაგან სრულიად განსხვავებული მეთოდით. აქ მოგვყავს ეს 

ამოხსნა. 
29, (1) სასაზღვრო ამოცანის ამოსახსნელად არსებითია შემდეგი 
ლემა. თუ უბან-უბან ჰოლომორფუელი, უსასრულობაში ქრო- 

ბადი X2 ფუნქცია #L-ზე აკმაყოფილებს 

დ+|V(0|) = რ-() თ 
სასაზღვრო პირობას, მაშინ ის იგივურად ნულს უდრის. 

დავუშვ:თ, CX7) აკმაყოფილებს (2) სასაზღვრო პირობას და, ვთქვათ, თ(02)=0; 

მაშინ შემდეგი ფუნქციები: 

დ(), (თ), 97)... ფ' 
აგრეთვე აკმაყოფილებს (2) პირობას და უსასრულობაში ქრობადა არის. ცხადია. 

(%) ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებილია. თუ (2) ფუნქცია იგივურად ნულს არ 

მაშასადამე, თუ კი არსებობს არ:ნულოვანი ერთი ფუნქცია მაინც. “რომელიც 

აკმაყოფილებს ლემის პირობებს, მაშინ არსებობს ასეთი წრფივად დამოუკიდებელი 

ფუნქციებისაგან შედგენილი თვლადი სისტემა. ამიტომ საკმარისია ვაჩვენოთ. რომ 

(2) სასაზღვრო პირობას შეიძლება აკმაყოფილებდეს მჭზოლოდ სასრული რაოდენო- 

ბის, წრფივად დამოუკიდებელი, უბან-უბან პოლომორფული, უსასრულობაში ქრო- 

ბადი ფუნქცია. 
დავუშვათ, CX2) ფუნქცია აკმაყოფილებს ლემის პირობებს, მაშინ თვით ჩვინ 

მიერ მიღებული სასაზღვრო მნიშენელობების ცნების განსაზღვრიდან გამომდინარე- 
ობს, “რომ თ+(/) და თ-(I/) ფუნქციები უწყვეტი არის L-ზე. გარდა ამისა, ისინი 

რომ /7 პი“ობას აკმაყოფილებდნენ, მაშინ კოშის ფორმულისა და სოზოცკი –– პლემე- 

ლა ფორმულების საფუძველზე გვექნებოდა: 

1 დ+()ძ/ _ 1 (/დ-()ძ 

2>L > | (1-0 0 დ ი+ 2; ) I-V 
L 

  

= (5   -- დ()- 

ყველა M#ე-ისათვის #L-ზე. 
მაგრამ შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ზემოთ მოყვანილი ფორმულები განსახილ- 

ველი შემთხვევის პირობებშიც ძალაში რჩებაბ?მ. 

თუ ვისარგებლებთ (2) თანაფარდობით და მხედველობაში მივიღებთ, რომ 

თ()-ს ს კონტური თავისთავში გადაჰყავს მიმართულების შენარჩუნებით”?!, ადვი- 

ლად მივიღებთ, რომ ("') ფორმულებიდან პირველი შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

1... 1 7 რითი. 
2 MI“ 2; ) თ(ი) – თ(/,) > მ. 

ტ0 სოხოცკი–--პლემელის ფორმულების შესახებს როცა სიმკვრივე მხოლოდ უწუვეტია (და 
უღრო ზოგად შემთხვევებისათვისაც), იხილეთ ი, პრივალოვი L2). 

ნ1 მიმართულება საპირისპიროთი რომ იცვლებოდეს, მაშინ მოყვანილ ფორმულაში ინტეგრა- 

ლის წინ ნიშანი შეიცვლებოდა მოპირდაპირე ნიშნით და ჩეენი დასკვნები აღარ იქნებოდა სამარ- 
თლიანი.
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ამ ტოლობისა და ("') ტოლობებიდან მეორის შეკრებით მივიღებთ, რომ 

1 I · 

თ-V)+ > | MI, 0 დ-0)ი= 0, 8 
L 

სადაც 

  
| თ“ 

IV, 1) = (70 თ) თი)“ 
თ()-სა და L კონტურისათვ-ას შემოღებულა პირობების ძალათ ადვალად შე- 

მოწმდება, რომ 

(4 

ი(/:. 1) 
XLIV, 1) = I 7» 0=Xჯ#<21, (4ა) 

სადაც #-06(/,, () რაიმე ფუნქციაა, რომელიც L-ზე M პირობას აკმაყოფილებს. 

«ამგვარად, ნებისმიერი უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაში ქრობადი 

დ(შ) ფუნქციის დ“(/) სასაზღვრო მნიშვნელობა არის ფრედჰოლმის (3) განტოლე- 

ბის ამონახსნი, თუკი 9X2) ფუნქცია აკმაყოფილებს (2) პირობას. მაშასადამე, შე2ჰ- 

ლება არსებობდეს მხოლოდ სასრული რაოდენობის ასეთე წრფივად დამოუკიდებელი. 

ფუნქცია. აქედან კი გამომდინარეობს ჩვენი დებულება. 

36, (1) სასVღვრო ამოცანის ამოხსნა დავიწყოთ იმ შემთხვევიდან, როცა 

CVI)= 1. გვაქვს შემდეგი სასაზღვრო პირობა: 

დ+ Iთ(ე) = დ“(ს + §() L-ზე. (59). 
მეძებოთ ამ ამოცანის დთ(2) ამონახსნი უსასრულობაშ: მოცემულია მთავარი 

ნაწილით, ე. ი. ამონახსნი. რომელსაც უსასრულოდ დაშორებულე· წერტილის მ2- 

დამოში აქვს ასეთი სახე 
1 დფ ჩო +0(--), 

სადაც #C2) მოცემული პოლინომია („მთავარი ნაწალერ). 

ზემოთქმულის საფუძველზე ადვილი მისახვედრია, რომ ამოცაზას შეუჰლებე- 

ლია ჰქონდეს ორი განსხვავებული ამონახსნი ერთე და იმავ მთავარე ნაწილით, 

ვინაიდან ასეთი ამონახსნების სხვაობა, ცხადია, შესაბამისი ერთგვაროვანი ამოცა- 

ნის უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნია, ასეთი ამონახსნი კი. დამტკიცებული 

ლემის ძალით, ნულოვანია. 

ახლა (5) ამოცანის ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

1 დI6(0) ძ! 
9X2) = 5-; | –-; + როცა 2659, 

L (6 
თ 1 ” დ(ეძV _ 

20 =2> ) ,-; +XCთ, როცა 265”, 
L 

სადაც დ(0) არის საძიებელი ფუნქცია MI კლასისა. ჩ() –– თრ-ს შექცეული ფუნ- 
ქციაზ?. ხოლო 

სბ ცხადია, ჩე) ფუნქციას L კონტური თავისთავში გადაჰყავს მიმართულების შენარჩუნებით 
და აქვს ნულისაგან განსხვავებული წარმოებული, რომელიც /I კლასს ეკუთვნის.
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#C) =Cი+C?+-..+ C,2 

ნებისმიერი მოცემული პოლინომია, 
სოხოცკი –– პლემელის ფორმულებით (6) ფორმულებიდან ადვილად მივიღებთ, 

რომ 

, 1 _1. “თ 'იჩი(იძ! 
დ (Cთ(?ი)) = 2 დ(/ი) + 2»! ! თ() _– თ(,) 1 

1 1 1) ძ! 
დ”(V)= –ი %(/ა) + 2ღ/ ( 947 + MV). 

L 

ამ გამოსახულებების (5) სასაზღვრო პირობაში ჩასმით მივეღებთ. რომ 

1 · Mდ=64) – >> | #0» 0 904 = #6) + ჩ(ი. თ 
# 

სადაც X(#ა, 1) განისაზღვრება (4) ფორმულით. 
წინა პუნქტში ნათქვამის საფუჭველზე, (7) განტოლება წარმოადგენს ფრედ- 

ჰოლმის (4ა) სახის გულიან ინტეგრალურ განტოლებას. ამ განტოლების ყოველი 

ინტეგრებადი შემოსაზღვრული ამონახსნი “აკმაყოფილებს /7 პირობას (იხ. § 51) 

და ყოველ ასეთ ამონახსნს (6) ფორმულა შეუთანადებს უბან-უბან ჰოლომორფულ 

დ() ფუნქციას, რომელიც (5) სასაზყვრო ამოცანის რომელიღაც ამონახსნია. 

#დ=0 ერთგვაროვან განტოლებას არა აქვს ნულისაგან განსხვავებული ამო- 

ნახსნები. მართლაც, ვთქვათ, დ(I/) ამ განტოლების რაიმე ამონახსნეა, მაშინ 

1 იI4.., · 
დ(უ = 2ჯL | 9M01%, როცა 2C651+, 

1 (დოი 
თ8 – 2. | /--,; ბოცა 265- 

უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქცია აკმაჟოფილებს ზემოთ დამტკიცებული ლემის 

პირობებს. მაშასადამე, 

8 | თM0Iძ7_ როცა 2C51+, 

2» (–-2 

1. (' დ()ძ/. 
22 . ჯ1- > =9, როცა 2C45”-. 

# 

ამ ორი ტოლობიდან გამოდის, რომ დ(/) = VI+(/). დ (8(/)| = V/-(/), სადაც 

%V(7) არის უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრულობაში ქრობადი რაიმე ფუნქცია. 

VI(2) ფუნქცია. ცხადია, L-ზე აკმაყოფილებს 

VI+ I8#0)) = V-“თ 
სასაზღვრო პირობას,
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ამიტომ. ისევ იმავე ლემის ძალით, V/(21=0. ამგვარად თ(7) = VI +(V/1=0 და 

ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
წინა მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ (7) განტოლება ცალსახად 

ამოხსნადია Cდ()-ს მიმართ. 

ყველა ზემოთ ნათქვამის შეპირისპერებით მივეღებთ შემდეგ შედეგს: 

(5) სასაზღვრო ამოცანის უბან-უბან ჰოლომორფული, უსა- 

სრულობაში სასრული რიგის, ნებისმიერი ამონახსნი გვეძლევა 

(6 ფორმულით, სადაც #XI) ნებისმიერი პოლინომია, ხოლოდთ()-– 

(7) ინტეგრალური განტოლების ამონახსნი... 

შევნიშნოთ, რომ (5) სასაზღვრო ამოცანას აქვ უსასრულობაში ქრობადი 

ერთადერთი ამონახსნი; ეს ამონახსნი გვეძლევა (60 ფორმულიეთ, რომელშიც უნდა 

ვიგულისხმოთ, რომ #(7) =0 და Cდ(/) არის (7) განტოლების ამონახსნი როდესაც 

LVი) =0. 
ბ. ახლა განვიხილოთ ამოცანა: 

დ+ (C(0)) = 60) დ“) L-ზე (8) 

ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობით. 

ვთქვათ, როგორც ”ეელებრივ. აღვნიშნავდით, 

X== ს“ (ად (I()17 

არის C6(/) ფუნქციის ინდექსი. დავუშვათ, რომ 2=0 წერტილია 5+ არეში მდებარე- 
ობს. მაშინ შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ 

9") =1ი ((-+ 0(01 
სავსებით გარკვეული, ცალსახა, #, კლასის ფუნქციაა L-ზე. უშუალო შემოწმებით 

ცხადი ხდება, რომ 

  

1 1) ძ 
X(2=68Xნ (+ ( 2701- , როცა 2C51%+, 

1 /('? V(,0! 
X(2)= 2 %. თი 2 1 2002), როცა 265”, 

L 

ფუნქცია, სადაც X(0) არის MX = #" ინტეგრალური განტოლების ამონახსნი, წარ- 
მოადგენს (8) სასაზღვრო ამოცანის (კერძო) ამონახსნს. ამ ფუნქციას ჩვენ ვუწო- 

დებთ (8) ერთგვაროვანი ამოცანის კანონიკურ ამონახსნს კანონიკური ამონახსნი 

არსად სასრულ სიბრტყეში ნულს არ უდრის, ხოლო მისი რიგი უსასრულობაში 

(– X-ს ტოლია. 

გადავწერთ რა (8) სასახღვრო პირობას L-ზე შემდეგი სახით 

Lდ+Iთ0) _ CC) 
X>C0) XC 

და გამოვიყენებთ წინა პუნქტის შედეგებს. ადვილად დავასკვნით:
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(8 ერთგვაროვანი სასაზღვრო ამოცანის უბან-უბან ჰოლო- 

მორფული, უსასრულობაში სასრული რიგის, ნებისმიერი ამო- 

ნახსნი გვეძლევა ფორმულით: 

XC. , 2001, 
დ(2) = 21 | “1-=- ოოცა 26571, 

L 

X(თ )ძ/ (2 (ო02ა დ(2) = <>: ) 1 XC) ხე, როც: 2C5”, 

L 

"სადაც #2) ნებისმიერი პოლინომია, X(2) კანონიკური ამონახს- 

ნია და ი) არის M2=#X) ინტეგრალური განტოლების ამონახსნი. 
როცა X < 0, მაშინ (8) ერთგვაროვან სასახღვრო ამოცანას არა აქვს (არა- 

ტრივეალური) უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნი; როცა X >> 0, მაშინ მას ა ქვს- 

ზუსტად X რაოდენობის წრფივად დამოუ კიდებელი, უსასრულობაში ქრობადი ამო- 

ნახსნი. 

5-, ახლა ამოვხსნათ (1) არაერთგვაროვანი ამოცანა. ვთქვათ, X(2) არის ამ 

ერთგვაროვანი ამოცანის კანონიკური ამონახსნი რომელიც მიიღება (2) -ისგან, 

როცა §#(0)=0. მაშინ (1) სასაზღვრო პირობა ასე შეიძლება ჩაიწეროს 

Cდ+Iთ()) «დ-ი «() 
X9CVI)  X-თ 1 XXICCI' 

საიდანაც. 39 პუნქტში ნათქვამის საფუძველზე ადვილად დავასკვნით: 

(1) არაერთგვაროვანი სასაზღვრო ამოცანის უბან-უბან ჰოლომორფული, უსა- 

სრულობაში სასრული რიგის, ნებისმიერი ამონახსნი გვეძლევა ფორმულით: 

XV ( თ(Iძ! 

  

დ(2) = ი: ) 1-2 როცა 2657, 

L (9). 

XC) ( ი(ძ! «თ=-- | 20-ე ჯფ ჩვ, როცა 2C5“, 

რომელშიც #(7) ნებესმეერი პოლევომია, XL(2) –– შესაბამისი ერთგვაროვანი ამოცა- 

ნის კანონიკური ამონახსნი და Cდ(/) არის 

( (9 = 0 + ჯუ) აუ (10. 

ინტეგრალური განტოლების ამონახსნი. 

უსასრულობაში ქრობაღი ამონახსნებისათვის ადვილად მივიღებთ ”შემდეგ 

შედეგს: 
როცა X > 0, მაშინ (1) არაერთგეაროვანი ამოცანის უსასრულობაში ქრო- 

ბადი ამონახსნები გვეძლევა (9) ფორმულით, რომელშიც უნდა ვიგულისხმოთ, რომ? 

#XLC2) =ს, 1() ნებისმიერი პოლინომია არაუმეტეს X-– 1 ხარისხისა (#,, ,(2 =0. 

როცა X=>20).
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როცა » < 0, მაშინ უსასრულობაში ქრობად (ერთადერთ) ამონახსნს მივი 

ღებთ იმავე (901 ფორმულით, თუ დავუშვებთ, რომ #X2) = 0, ამასთან, დაცული უნდა 

იყოს უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნის არსებობის აუცილებელი და საკმარისი 

„პირობები: 

( "(0 C0)ძიძ=0, #=1, 2,..., ––X, (11) 
L 

სადღაც /IV) გარკვეული, წრფივად დამოუკიდებელი ფუნქციებია, ყ#(/)-გან და- 
მოუკიდებელი. 

ავღნიშნოთ, რომ, როცა X=0, მაშინ ყოველთვის არსებობს ერთი და მხო- 

“ლოდ ერთი, უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნი. როცა X>>0, მაშინ ზოგადი 

ამონახსნი შეიცავს X რაოდენობის ნებისმიერ კომპლექსურ მუდმივს. 

(9)-იდან გამომდინარეობს, რომ (1) ამოცანის ნებისმიერი უბან-უბან ჰოლო- 

მორფული უსასრულობაში ქრობადი ამონახსნის თდ+() და დ“(/) სასაზღვრო მნიშ- 

ვნელობები /7/ პირობას აკმაყოფილებს; “ეს, რა თქმა უნდა, იმის შედეგია, რომ 

C() და «() ფუნქციები # პირობას დავუმორჩილეთ. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ბ. ხვედელიძის (20), ი. სიმონენკოს |3) და 

ა. დრაჩინსკის (2) ნაშრომებში (1) ამოცანა შესწავლილია კომის ტიპის ინტეგრა- 

ლით წარმოდგენად ფუნქციათა კლასში. 

61%. აქამდე ვგულესხმობდით, რომ Cთ(/) ინარჩუნებს L-ზე შემოვლის მიმართუ- 
ლებას. ის შემთხვევა. როდესაც «(,) ცვლის შემოვლის მიმართულებას საპირისპი- 

როთი, მნიშვნელოენად განსხვავდება განხილულისაგან?9. 

ამის საპირისპიროდ, აღნიშნულ შემთხვევაშია საკმაოდ სრულადაა გამოკვლე- 

ულია ზემოთ განხხ-ლულის ანალოგიური ამოცანა, სახელდობრ. ამოცანა შემდეგი 

სასაზღვრო პირობით: 

დ+I=(0) = 00) დ“(0 + ჯ(0. (12) 
სადაც %“V) აღნიშნავს დ-“(/)-ს კომპლექსურად შეუღლებულს. 

ეს სასახღვრო ამოცანა პირველად დასვა და გამოიკვლია დ. კვესელავამ (41, 

|I6), CV) და C(/) ფუნქციებისათვის (1) ამოცანის ჩამოყალიბების დროს აღნიშნულ 

პირობებში. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც «(I) ცვლის ს-ხე შემოვლის მიმართულებას საპი- 

რისპიროთი და სრულდება დამატებითი პირობა 

თ Iთ(0)) = L, (13) 
ტ. კარლემანმა (1, CმII8თომგი (21) განიხილა შემდეგი სასახლვრო ამოცანის შესა- 
ბამისი ერთგვაროვანი ამოცანა: 

მოიძებნოს 5+ არეში ჰოლომორფული CდX2) ფუნქცია, შესაძლო პოლუსებით 

ამავე არეში, უწყვეტად გაგრძელებადი I-ზე, 
დ+ II)) = CV) თდ+V) + «C) (14) 

55 კერძოდ, როგორც ეს ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ მარტივი მაგალითებით, ამ შემთხვე- 
ვაში ერთჯვაროვან ამოცანას შეიძლება ჰქონდეს უსასრულოდ ბევრი უსასრულობაში ქრობადი 

ამონახსნი.



დანართი V 545 
  

სასაზღვრო პირობის მიხედვით, სადაც C(I) და §(1) აკმაყოფილებს /7 პი#ობას და 

C(/) = 0 ყველგან L-ზე. 
ტ.' კარლემანმა შეადგინა, მაგრამ არ გამოუკვლევია. ფრედჰოლმის ინტეგრა- 

ლური განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს Cთდ”(/), იგივე პირობებში დ. კვე- 

სელავამ (5), |6) მიიღო აღნიშნული სასაზღვრო ამოცანის დასრულებული ამოხსნა, 

ტ. კარლემანისაგან რამდენადმე განსხვავებული მეთოდით. 

79მ. შეუღლების გადაადგილებიანი სასაზღვრო ამოცანები შეიძლება განვიხი- 

ლოთ რამდენადმე უფრო ზოგად პირობებში თ(ჰ)) ფუნქციის მიმართ, სახელდობრ. 

შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ თ(I/)-ს კონტური გადაჰყავს იმავე თვისებების მქონე 

სხვა კონტურში. #ოგორც აჩვენეს ლ. ჩიბრიკოვამ და ვ. როგოჟინმა (11), ზე- 

მოთ მოყვანილი დ. კვესელავას მეთოდი ამ შემთხვევაშიც გამოდგება. გარდა ამისა, 

კონფორმული ასახვის საწუალებით ეს შემთხვევა ადვილად დაიყვანება იმ შემთხვე- 

ვაზე, როდესაც თ(/)-ს # კონტური თავისთავში გადაჰყავს. 

ზემოთ ნახსენები ამოცანის ამოხსნა გახსნილი კონტურის შემთხვევაში მოცე- 

მულია ლ. ჩიბრიკოვას |1) ნაშრომში. მასვე ეკუთვნის ამავე ამოცანის გამოკვლევა 

იმ შემთხვევაში, როდესაც C(/) და «(1) ფუნქციები გარკვეული სახით ნულისა და 

უსასრულობის ტოლ მნიშვნელობებს იღებს და, აგრეთვე. შეიძლება ჰქონდეს პირ- 

ველი გვარის წყვეტა კონტურის სასრული რაოდენობის წერტილებზე. 

80 შეუღლების გადაადგილებიანი სასახღლვრო ამოცანა რამდენიმე უცნობი 

ფუნქციისათვის შეიძლება ასე ჩამოყალიბდეს: 
მოიძებნოს უბან-უბან ჰოლომორფული, უსასრელობაში სასრული რიგის 

მქონე %(2)=(C,, C,,..., C,). ვექტორი 
დ+1ი() = 00 9-0 +490 059 

პირობის მიხედვით #L-ზე, სადაც CC)=)0,კს #, /=1, 2... 70 მოცემული მატ- 

რიცია, რომელიც აკმაყოფილებს /7 პირობას და არსად არ არის გადაგვარებული, 

6(/)=(წა და... ნ„) ეექტორი აგრეთვე აკმაყოფილებს #7 პირობას, ხოლო Cთ(I) 

ფუნქციას აქვს 1?- პუნქტის თვისებები. 
ამ ამოცანის დასრულებული ამოხსნა პირველად მიიღო ნ. ვეკუამპ1. (9), (12), 

იხ. აგრეთვე ნ. ვეკუას I16) წიგნი, IV თავი. 

ნ. ვეკუას აღნიშნულ წიგნში ამოხსნილია უფრო ზოგადი ამოცანაც, რომელიც 

შემდეგ სასაზღვრო პირობებს შეესაბამება: 

ი 

რ; ი)= ზე თ/ე9-თ+ჯ0, #=1 2...» ” 
71=1 

სადაც თ)(). თ;:(),.... თ) ფუნქციები მოცემულია XL-ზე და აქვს 1% პუნქტის 
ძ), ხ) თვესებები. ' 

(15) სასაზღვრო ამოცანა იმ შემთხვივაში, როდესაც C(I) მატრიცის .ელემენ- 

ტებს აქვს პირველი გვარის წყვეტა # კონტურის სასრული რაოდენობის წერტი- 

ლებზე, განხილულია ლ. ჩიბრიკოვას (1) ზემოთ აღნიშნულ ნაშრომში. 
"გ. მანჯავიძისა და ბ. ხვედელიძის |1) ნაშრომში ნაჩეენებია, რომ (15) სასა- 

ზღვროს ამოცანის დაყვანა შეიძლება შეუღლების ჩვეულებრივ ამოცანაზე. 

4 ამ ამოცანას ნ. ვეკუა უწოდებს ჰილბერტის განზოგადებულ ამოცანას რამდენიჭე უცნობი 
ფუნქციისათვის,
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99. ნ. ვეკუას |22). (24) ნაშრომებში დასმულია და ამოხსნილი § 137-ში 

ნახსენები (137,1) ტიპის განზოგადებული, გადაადგილებიანი სასაზღვრო ამოცანე- 

ბი რამდენიმე უცნობი ფუნქციის შემთხვევაში. (24) ნაზრომში ამოხსნილია ასეთი- 

სახის უზოგადესი ამოცანა 

” ჩ 

9; I=)I= ე 4ი(ი 9-0) + 1) მიძა 9»-0ი + თ), 
#=1 #:=1 

1= 1, 2, ...)ჩ 

სასახლვრო პირობით, სადაც 4.0), 8,,.(0. ჩ #=1, 2, ..., ” მოცემული #I კლა- 

სის ფუნქციებია, თ,(!), /=1, 2,.... M. ფუნქციები აკმაყოფილებს 1%7მ პუნქტის 

ი), ხ) პირობებს, დ,(4). და(შ)...., დ,(შ საძიებელი უბან-უბან ჰოლომორფული 

დ(2) ვექტორის კომპონენტებია. 

ნ. ვეკუა აგებს განსახილველი ამოცანების ეკვივალენტურ ინტეგრალურ გან-- 

ტოლებებს და მათი გამოკვლევის საფუძველზე იძლევა მათ ამოხსნას. 

კარლემანის სასაზღვრო ამოცანა რამდენიმე უცნობი ფუნქციისათვის და: 

აგრეთვე ზოგიერთი სხვ ამოცანა განხხ-ლულია ნ. ვეკუას (19), I2CI, I23), 

(25 –– 27| ნაშრომებში. ამ ნაშრომებიდან განსაკუთრებით უნდა აღინიშნოს (23), 
ნაშრომი, სადაც მოცემულია კარლემანის ამოცანის ამოხსნა იმ შემთხვევისათვის, 

როდესაც (13) პირობა შეცვლილია უფრო ზოგადი 

თ”(1) = 1 

პირობით, სადაც ”I არის ნებისმიერი ლუწი, დადებითი რიცხვე%ზ5. 

შ-უღლების გადაადგილებიანი ამოცანის ზოგიერთი სხვა განზოგადება განხი- 

ლულიეა გ. ალექსანდრიას (|1|, '(21; ს. ჩაკვეტაძის I1I.. ე. ხასაბოვის |11. მ. ბედო- 

ევას |2) ნაშრომებში, ხოლო ზოგიერთი უფრო ზოგადი ანალოგიური ამოცანა -– 

ი. მელნიკის (41, გ. ლიტვინჩუკის (1-– 3), გ. ლიტვინჩუკისა და ე. ხასაბოვას I1--3), 

ლ. მიხაილოვის |31, ე. ზვეროვიჩის (21, გ. მანჯავიძის L8) „ნაშრომებში. 

10ჰ. (81,1) ტიპის, მაგრამ გადაადგილებიანი ამოცანა რამდენიმე უცნობი 

ფუნქციისათვის მრავლადბმულ არეში განიხილება მ. განინის (3) ნაშრომში. 

ნ. ვეკუამ (28 –– 30) განიხილა ისეთი გადაადგილებიანი ამოცანები, რომელთა. 

სასაზღვრო პირობები საძიებელ ფუნქციასთან ერთად შეიცავს მათ. წარმოებულებს 

და აგრეთვე შეუღლებულ მნიშვნელობებს, იყენებს რა გარკვეულ ინტეგრალურ წარ- 
მოდგენებს ამონახსნებისათვის, ნ. ვეკუას ეს ამოცანები დაჰყავს სინგულარულ ინტე- 

გრო-დიფერენციალურ განტოლებებზე რომლებიც მასვე აქვს შესწავლილი (28) 

სტატიაში. 

(81,1) ტიპის, მაგრამ გადაადგილებიანი ამოცანა "განიხილება რ. ისახანოვის. 

(2) ნაშრომშიც. 

110. მეტად საინტერესოა ეგრეთ წოდებული სინგულარული ინტეგრალური 

გადაადგილებიანი განტოლებების შესწავლა. ასეთი განტოლებებისათვის მიძღვნილ 

შრომებს შორის უნდა აღინიშნოს ნ. ვეკუას 112), რ. ისახანოვის (4), რ. კორძა- 
ძის (1-3); გ. ლიტვინჩუკის (2). ტ. კერიმოვის |2) ნაშრომები. 

= „აქ მიღებულია 
თჩM(/) == თ(თ/-1(/)), #=2,..., MI, 

აღნიშვნა, თM/) == თ(0.



დანართი VI 

ბ. ბოიარსკი 

პირდაპირი მიდბომა სინბულარულ ინტებრალურ 

განტოლებათა სისტემების თეორიისადვი"! 

ამ უკანასკნელ ხანებში სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორია 

მნიშვნელოვნად განვითარდა, განსაკუთრებით მრავალგანზომილებიანი ამოცანები- 

სადმი მიძღვნილ ნაწილში. ეს პროგრესი დაკავშირებულია ახალ თვალსაზრისთან. 

ასეთ განტოლებათა თეორიის საკითხებზე მიზანშეწონილი აღმოჩნდა ყურადგვეღო 

ზოგიერთი ჰომოტოპიურე მოსაზრება, რომლებმაც კლასიკურ თეორიაშიც მიიპყ- 

რო ყურადღება სინგულარულ განტოლებათა სისტემის ინდექსის ფორმულასთან 

დაკავშირებით. აღმოჩნდა, რომ ჰომოტოპიური საკითხებე აგრეთვე მნიშვნელოვა- 

ნია შეუღლების ამოცანის კერძო ინდექსების თეორიაში რამდენიმე უცნობი 

ფუნქციის შემთხვევაში (იხ. ბ. ბოიარსკი (41). 

ჩვენი აზრით ჰომოტოპიური მიდგომა საშუალებას იძლევა უკეთ გავიგოთ 

სინგულარულ განტოლებათა სისტემებისა და შეუღლების ამოცანათა თეორიების 

ცალკეულ ნაწილთა ხვედრითი წონა და აგრეთვე ამ თეორიათა ურთიერთდამო- 

კიდებულება. 
ქვემოთ, კერძოდ, ნაჩვენებია, თუ როგორ შეიმლება მივიღოთ სინგულარულ 

განტოლებათა ინდექსის ფორმულა ისე, რომ არ გამოვიყენოთ შეუღლების ამო. 

ცანის ბოლომდე გამოკვლევა. ამასთან, განსაკუთრებული ყურადღება ექცივა III 

თეორემის დამტკიცებას (იხ. § 53 და § 120). 1, IL თეორემების III თეორემისაგან 
გამოყოფის მიზანშეწონილობა ნათლად ჩანს განტოლებათა სისტემების თეორია- 

ში, რაც გამოკვეთილადაა ნაჩვენები წინამდებარე მონოგრაფიაში (§ 53). ამ და–- 

ნართში გადმოცემული ფაქტები ახალი არ არის, ყველაფერი ეს ცნობილია ალ- 

ბათ ყველასათვის, ვისაც კი უფიქრია ინდექსის პრობლემაზე ჰომოტოპიურ ტერ- 

მინებში. უნდა აღინიშნოს, რომ ქვემოთ წარმოდგენილ მიდგომას დიდი მნიშვნე- 

ლობა აქვს ძრავალგანხომილებიანი ამოცანისათვის (იხ. ა. ვოლპერტი (11, 

ბ. ბოიარსკი |6), I. I. 56616V' (2)). 

ეს დანართი შეძლებისამებრ ისეა გადმოცემული, რომ მჭიდროდ უახლოვ- 

დება წინამდებარე მონოგრაფიაში შემუშავებულ მეთოდებსა და ცნებებს. სახელ- 

66 წინამდებარე დანართი წარმოადგენს პროფ. ბ. ბოიარსკის მოხსენების ტექსტს, რომე- 
ლიც მან წაიკითხა 1966 წლის მაისში' მათემატიკური ინსტიტუტის მოწვევით თბილისში ყოფნისას, 
ჩემი თხოვნით, ეს ტექსტი მაშინვე გადმომცა 'ავტორმა ამ წიგნის III რუსული გამოცემის დამატე- 
ბის სახით გამოსაქვეყნებლად (მაშინ ვფიქრობდი, რომ გამოცემის მომზადებას მოვახერზებდი გა- 
ცილებით ადრე). ცოტა ხნის შემდეგ გამოქვეყნდა ს. მიხლინის (11) სტატია, რომელიც შეიცავდა 

ავტორის მიერ დამოუკიდებლად მიღებულ ანალოგიურ შედეგებს.
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დობრ, როგორც წესი, თავს ვარიდებთ ისეთი, ცნებების გამოყენებას, რომლებიც) 

ძირითად ტექსტში არ გვხვდება, იქნება ეს თეორიულ-ფუნქციონალური თუ ალ- 

გებრულეი და ტოპოლოგიური ცნებები. 

ამეტომ მოვიყვანეთ, შეძლებისამებრ, ელემენტარული დამტკიცება ატკინ- 

სონის თეორემისა?? სინგულარულ ოპერატორთა კომპოზიციის ინდექსის შესახებ; 

გარდა ამისა, იმისათვეს, რომ თავიდან აგვეცილებინა სხვა ლიტერატურაზე მითი- 

თება არაგადაგვარებულე კომპლექსური მატრიცების ჯგუფის ჰომოტოპიური თვი- 

სებების შესახებ, აქვე გადმოვეც-ტთ საჭქარო ფაქტები 4, 55 6 ელემენტარული 

ლემების სახით. 
შევნიშნავთ რომ თეორიულ-ფუნქციონალურ ნაწილში "თავს ვარიდებთ 

შეუღლებული სივრცეებისა და ოპერატორების შემოყვანას და ამ მონოგრაფიის 

სტილში ვიყენებთ მხოლოდ მეკავშირებულ განტოლებათა სისტემის ცნებას. უნდა 

ითქვას, რომ მონოგრაფიაშე წარმოდგენილ მიდგომას გარკვევული უპირატესობა 

აქვს იმასთან შედარებათ, რაც ჩვეულებრივ მიღებულუა ფუნქციონალური ანა- 

-ლიზის სახელმძღვანელოებში; ასე განთავისუფლებული ვართ შეუღლებულ სივრ- 

ცეთა სტრუქტურის შესწავლის აუცილებლობისაგან, რაც ზოგჯერ არც თუ ისე 

ადველ ამოცანას წარმოადგენს, განსაკუთრებით არარეფლექსურ სივრცეთა შემ- 

თხვევაშე. ყველა მსჯელობა მიმდენარეობს ”'” კლასისათვის. თუმცა, რაიმე არსე- 

ბითი ცვლელების გარეშე, უფრო მარტივადაც კი. შე:ძლება განვიხილოთ სისტე- 

მები უწყვეტი მახასიათებელი ნაწილით #L., სივრცეში (მანჯავიძე---ხვედელიძის 

შრომები). ეს მიდგომა წკვეტილე კოეფიციენტების შემთხვევაშიც გამოდგება. მა- 

შინ ამ მონოგრაფიაში შემოყვანილი /I(0,. Cა, .... 06„) კლასები ბუნებრივად ჩნდე- 

ბა როგორც (7) სახის ოპერატოლების სავსებით უწყვეტობის კლასები. 

გადმოცემის“ გასამარტივებლად ვიგულისხმებთ, რომ ინტეგრების #L წირი 
შედგება სასრული რაოღენობის, მარტივი, შეკრული ლიაპუნოვის კონტურებისა- 

საგან, რომელთაც საერთო წერტილები არა აქვთ და შემოსაზღვრავენ სიბრტყის 
რაიმე ბმულ ნაწილს (ნახ. 17 § 29-ში). 

შემდგომში გამოვიყენებთ MM კლასის ვექტორულ“ დ = («,, დ;, ... და) 
ფუნქცაათა წრფივ ნორმერებულ სივრცეს (იხ. § 49 და § 133). 

სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემას ასე გამოვსახავთ: 

Mდ = 40) დ(/) +540 ( _90% კ «.= /Vა (0) 
ჯL M. L-–-X% | 

(იხ. § 119), ხოლო M”დ-=0 აღნიშნა შესაბამის მიკავშირებ რთგვაროვან ლო LL დ აღ ვ ე კავძიოებულ ეოთგვაროვა 
განტოლებას. · 

მოსახერხებელია (1) სისტემის მარცხენა მხარის ასეთი გამოსახვა: 

M=4წდ+8Iდ-+VMდ, (2? 
სადაც 

1 Cდ(0) ძ 
დ = Iდ= -- -“”.. 0?2097-7 | 1-7 (3 

L 

ს"? ფ. ატკინსონი 11.
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გავეხსენოთ, რომ, სოხოცკი ––პლემელისა (§ 16) და შექცევის (§ 32) ფორ- 

მულებეს ძალით, /Iდ ოპერატორი აკმაყოფილებს შემდეგ თანაფარდობას: 

I?დ = ნდ. (4) 

(2) ოპერატორის მახასიათებელი ნაწილი MI? განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

M#მსდ= 4Cდ-8Iდ. (5) 

§ § 45 და 119-ში ჩატარებული მსჯელობის საღუძველზე M#M, და MX. სინგუ- 

ლარული ოპერატორების კომპოზიციის მახასიათებელი ნაწილი მთლიანად განისა–- 

ზღვრება MI და Mე მახასიათებელე ნაწილებით, მოსახე“ ხებელია, § § 45 და 119-ის 

შედეგები ასე გამოვსახოთ: 

მატრიცულ ფუნქციათა (5(), IX#)) წყვილს. სადაც 
5(ს)=4() + 80 ღა XX)=4(0-–8C0), (0 

ვუწოდოთ (2) ოპერატორის თ სიმბოლო: თ=(#X)=(5, #); (5, 09 და (5”, 8”) 

სემბოლოების ნამრავლი ვუწოდოთ (5”5”, 0”) სიმბოლოს. მაშინ (119, 17) 

ფორმულა იმას ნიშნავს, რომ სამართლიანია შემდეგი 

ლემა 1. სინგულარულ ოპერა ტორთა ნამრავლის (კომპოზი- 

ციის) სიმბოლო უდრისამ ოპერატორთა სიმბოლოების ნამ- 

რავლს. 

ლემის სხვაგვარი დამტკიცება შეიძლება მივიღოთ, თუ შევნიშნავთ, რომ 

· 4Iდ–-I4C (7) 

სახის ოპერატორეს მახასიათებელი ნაწილი ნულოვანია ნებისმიერი 74 C MM მატრი- 

ცისათვის (სხვანაირად რომ ვთქვათ, (7) სახის ოპერატორი სავსებით უწყვეტია, 

შდრ. § § 49, 119) და გამოვიყენებთ (4) ფორმულას. 

ნორმალურობის პირობა 

ძC( 5 ()92-0, ძ0L#)(/) «#0 (8) 

ნიშნავს, რომ (6) სიმბოლოს აქვს მისი შებრუნებული /#/ML კლასის” მატრიცულ 

ფუნქციებში. : 
ცხადია, რომ ნორმალური ტიპი” განტოლებათა (1) სისტემა ყოველთვის 

ეკვივალენტურია განტოლებათა ისეთი სისტემისა, რომლისთვისაც 

5(00=#%, (9) 

სადაც აღუნიშნავს ერთეულოვან მატრიცს. 

მაშინ სიმბოლო რედუცირდება #) მატრიცზე. თუ, აგრეთვე, IX) = #, 

მაშინ გეექნება 

დ+Mიდ=/ (10I). 
განტოლებათა სისტემა; ეს კი ფრედჰოლმის მეორე გვარის განტოლებათა სისტემაა. 

#· კლასის მატრიცულ XXI), 1CLს ფუნქციათა სიმრავლე, რომლებიც (8) 
პირობას აკმაყოფილებენ, აღვნიშნოთ §ჩ+M(C/-; #ჩ)-ეით. 

ცხადია, რომ 

ა _ M.(0) = =12:40) თქ) + 5 - MC / დტ ი, 
XL ; L-%
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ოპერატორი ნორმალურე ტიპისაა და 

თ(0%50(L)) = (§, L)- (12) 

ამგვარად, §აM(ს; /) კლასის ნებისმიერი ელემენტი განსაზღვრავს რომელი- 
ღაც სინგულარულ ოპერატორს. ამ ოპერატორთა კლასში რომლებისთვისაც 

5(0=#, MაI(0) ოპერატორია ცალსახად განისაზღვრება სავსებით უწყვეტი ოპერა- 

ტორის სიზუსტით. 

ამ შენიშვნიდან და 1 ლემიდან გამომდინარეობს, რომ (8) პირობა საკმარი- 

სია იმისათვის. რომ შე-ძლებოდეს (1) განტოლებათა სისტემის რეგულარიზაცია. 

§ § 45, 120-ის მსჯელობეს შესაბამისად, (1) განტოლებათა სისტემი რეგულარი- 

ზატორია ნებისმიერი ოპერატორი, რომლის სიმბოლო არის (5“%X) #10). 

გთქვათ. თ და ზ აღ5იშაავს, შესაბამისად, Mდ=0 და M”დ=0 განტოლებათა 

სისტემებეს წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რიცხვებს. ესენი სასრული რიცხ- 

ვებია (იხ. § § 45, 50, 120). 

X(M) = თ–ჩ სხვაობს ვუწოდოთ (1) სისტემის ანალიზური ინ- 

დექსი. გავიხსენოთ, რომ ძირეთადი ტექსტის აღნიშვნების მიხედვით თ = # და 

ჩ=V'; შემდგომში თ და 8-ს ნაცვლად ზოგჯერ დავწერთ თ(M) და ჩ(10-ს, რაც 

აშკარად მიუთითებს ამ რიცხეების კავშირზე M ოპერატორთან. 

მოსახერხებელია სასრული რანგის ოპერატორის ცნების შემოყვანა. II ოპე- 

რატორს ეწოდება სასრული რანგის ოპერატორი. თუ ი-ს მთელი //" სივრცე გა- 

დაჰყავს სასრულგანზომილებიან ქვესივრცეში. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ნებისმიერი 

სასრული რანგის ოპერატორი შეიძლება წარმოვადგინოთ ასეთი სახით: 

M · 

თა ბე იო 
სადაც Iი,დ რაიმე ფუნქცეონალებია I. სივრცეში, ხოლო /, C//ა. ცხადია, რომ 
§ 120-ის 11 თეორემა შეიცავს შემდეგ თეორემასაც: 

თეორემა 1. ნებისმიერი სასრული რანგის Iს ოპერატორისათ. 

ვის MX დაM+ო ოპერატორები ერთდროულადაა ნორმალურიტი- 

პის ოპერატორები და 

XC) =X(M + ი). (13) 
შევნიშნოთ, აგრეთვე, რომ 8 რაცხვ· არაერთგვაროვანი (1) სისტემის ამო- 

ხსნადობეს წრფევად დამოუკადებელ პერობათა რიცხვია. ვინაიდან (ICI) ”=M%, ამი- 

ტომ § 120-ის 1 თეორემას თან ეროად ეს იმას ნიშნავს, რომ MX და M” ოპერა- 

ტორების ანალაზუ ნე ინდ)ქსებ· ერთმანეთთან დაკავშირე ბულია შემდეგი ფორმუ:- 

ლით. 

X(M”) = –XC%). 

ხელსაყრელაა შემდეგი ლემის გამოყენება: 
ლემა 9. თუ XXMX)>29, მაშინ არსებობს სასრული რანგის ისეთი 

ი ოპერატორი, რომ ჩ(L-- II) =0 და. მაშასადამე, თ(X-LVიI) =X(MX). 

თუ XM)<0, მაშინ არსებობს სასრული რანგის ისეთი 
ოპერატორი, რომ თM+70)=0 და, შესაბამისად, X(MX)=–-ჩ(I%+-+ ი).
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დამტკიცება (შდრ. § 52): 

ნებისმიერი MM კლასის (ვექტორული) ფუნქციებისათვის მივღღოთ (როგორც 

ეს წიგნის ტექსტშია) შემდეგი აღნიშვნა: 

(I, დ) = / I(/) თ(I) ძI. 

L 

ვთქვათ, თ» 1=1. 2, ,.., თ არის ”/I#M კლასის ისეთი (ვექტორული) ფუნქციე- 

ბი, რომ (დ. #,)=8,/ სადაც დ,, (=1, 2, ..., თ არის Mდ=0 განტოლების 
წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა ს რული სისტემა (შდრ. IV დანართს, აგრეთ- 
ვე § 110-ს). 

_ მივიღოთ, აგრეთვე შემდეგი აღნიშვნა"; 

Iი, 9) = წე –– 
, ძე 
L 

M”დ=0 სისტემის ამონახსნთა სივრცეში შევარჩიოთ დ), წა, ..ს 68 ბაზი- 

სი, I§„ წ))-ის მიმართ ორთონორმირებული, ე. ი. ისეთი, რომ 

L§, 6§))= (0! წ) =8;- 

დავუშვათ, რომ 

ჩ 

გვექნება 
ჯი/ = წ)! = ს. 

განტოლებათა სისტემა : 

Mდ + «დ =/ 

ამოხსნადეა ნებესმეერ» მარ/ჯვე5ა მტარასა თვის; მართლაც, თუ 

ჩ 

1=1– 1, თ თას» 
#=! 

მაშინ 

_ ზ ვ 
რ 9) =(, თია თ თარ, თ) = CV, და თ დანკ=90 

და _ 

Mდ =/ 

სისტემას აქვს ამონახსნი დე. ეს ამონახს52 ისე შეეძლება შე:რჩეს, რომ 

ი1ჯეა = 0, 

  

ხ8 დ-ი» აღნიშნულია ვექტორი, რომლის კომპონენტები დ ეექტორის კომპონენტებთან 

კომპლექსურად შეუღლებულია.
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რადგან ის განსახღვრულია 
ძ 

ხზ > თ >წ ჯ. 79, => 
“ლ 

წრფივი კომბინაციის სიზუსტით. დავუშვათ 

I, =(/, წ), 1(=1, 2, ... ჩ 

და განვიხილოთ ასეთი ვექტორი: 

მაშენ 

ზ ჩ 

M#დ + იდ = Mდე + იIდე + M (> იი) + VI სოდ, = 
(=1 (=1 

ჩზ 

=/– V V, თ) ს,+ სა სის, = ,. 
– 4 

ანალოგიურად განვიხილაეთ უარყოფითი · ინდექსისს შემთხვევას. 2 ლემიდან 

გამომდენარეობს შემდეგი მნიშვნელოვანი თეორემა: 

თეორემა 9. 

X(CM,#,)7= XCMI) + X(L-). (14 

დამტკიცება. თუ თ(L,) = X(M.) და თ(M,) = X(M.), მაშინ, ცხადია, 

ჩICM ე) =0, რადგან M#,M:დ =/ განტოლებათა სისტემა' ყოველთვის ამოხსნადია. 

მართლაც, ჯერ შეიძლება ამოვხსნათ M, დ=/ განტოლება. შემდეგ კი #ად = დ 

განტოლება. ამის შემდეგ ადვილად მივიღებთ, რომ თ(M,M,)= C(%,) + თ(%-). აქე- 

დან და მე-2 ლემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ (14) ფორმულა სამართ- 

ლიანია ნებისმიერი M. და Mა ოპერატორებისათვის. #ომლებისთვიესაც XC«) >>0. 

=– მართლაც, მაშინ მე-2 ლემის ძალით არსებობს ისეთი /1, და ე ოპერატო- 

რები, რომ 

ჩ(M,+ თე = 0. 1 = 1, 2; 
მაშინ 

X((L,- IIე)(L2+IXი,)) = XXX, + იი) -+XCIC, + ი1:) = X(%)) -+X(I,) 
და 

მC+V)(%+ 0) =M,M: + ი1,M2+ #,იII + ი1,ი1=M%)Mე ++ ის 

სადაც I ოპერატორი არის სასრული რანგისა. 

ანალოგიურად განიხილება XV) <0 შშემთხეევ.ა თუმცა, ეს უკანასკნელი 

წინა შემთხვევაზე დაიყვანება მიკავშირებულ განტოლებებზე გადასვლით. 

დაგვრჩა შემთხვევა, როცა X(X,) >>0 და X(M-ე) <- 0. მე-2 ლემის ძალით შე- 

გვიძლია მხოლოდ ის შემთხვევა განვვხილოთ, როდესაც 3(%+%)) = 0 და თ(ML,) = 0. 

უნდა გამოვითვალოთ თ(M,M,) და ჩ(«)M,) რიცხვები. MI.M:-დ=0 განტოლების 
ამონახსნები არის ამავე ღროს ამონახსნები შემდეგი განტოლებისა:
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9; 

M-ჯ = ?) ჯი, (ლ =თ(L). 2, მუდმივებია), (15) 
(--I 

სადაც (დ,, წარმოადგენ M.დ =0 განტოლების ამონახსნთა სრულ სისტემას. 

(15) სისტემა ამოხსნადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

თ, 

ჯე თ 6ა=0. #=1, 2, „.„% (მ=ჩ0%,); 06 
(=I 

(თ) არის X)C=0 განტოლების ამონახსნთა სრული სისტემა. ვთქვათ, |II(დ,. დ»)!I 

მატრიცის რანგია /. მაშინ (15) სისტემის წრფივდ დამოუკიდებელ ამონახსნთა. 
რაოდენობა იქნება 

თ(MXIM-,) = C(M,)-–ჯ. 

განვიხილოთ M:MI1დ =0 ერთგვაროვანი სისტემა, რომელიც M,Mედ = / სის- 

ტემის მიკავშირებულია , მისი ამონახსნები ამონახსნებია შემდეგი განტოლებისა: 

სშ 
, სწ 

M.თ = ა საწ 

#=! 

ს ადაც (Iს მუდმივებია; მაგრამ ეს განტოლება ამოხსნადია მხოლოდ მაშინ, როცა. 

დაცულია შემდეგი თ, რაოდენობის პირობა: 

ა 
, =0, /ლ=1, 2, ა.ა რ. (17 1?) " (6». დ/) I! 1 ა 

# =I 

ეს გვაძლევს IMXIდ =0 სისტემის ჩ.-- ე რაოდენობის ამონახსნს, აქედან 

ჩ(%1M-) = მ:––ი. 
საბოლოოდ 

X0CM = თ(M,M) – (MM) = თ,-–– წ; =X(MX)) -+ 2(M-), 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 
შემდეგი თეორემა, უშუალოდაა დაკავმირებული § 133-ის მსჯელობასთან. 

კერძოდ, ვისარგებლებთ იქ შემოყვანილი აღნიშენით მატრიცული ფუნქციის ნორ–- 

მისათვის | 

10. = IიმXIძც.ს.· 

თეორემა 8. ვთქვათ, M, არის ნორმალური ტიპის სინგულარე- 
ლი ოპერატორი (#, 0)) სიმბოლოთი და MXე სხვა სინგულარული 

ოპერატორია, ისეთი, რომ C(M=(C#, 1); ამასთან: 

(10, –– 01, <6. (18) 

მაშინ საკმაოდ მცირე 6-ისათვის IM, ოპერატორი ნორმალური. 

ტიპისაა და X(CL,)=X(M,).



554 დანართი VI 
  

დამტკიცება. Mა-ის ნორმალურობა საკმაოდ მცირე 6-ისათვის უშუა- 

ლოდ გამომდინარეობს (18)-დან. განვიხილოთ Mვ ოპერატორი (#, XML 1) სიმბო- 

ლოთი. (18)-ის ძალით 

(ხენ-I–5L, = I(M, –ჩა 0-!1, ლ M6, II: 

ამიტომ Mვ ოპერატორს აქვს შემდეგი სახე: 

1 1 ა 
Mედ = -– (6+L00დ+ – – (6-ხაLX I) Iდ+Iი = ნთდ+ #ტდ+VMდ, 

სადაც სესებით უწყვეტი  პერატორია და ” კი ისეთი ოპერატორია, რომ 

I„MII< 1 საკმაოდ მცირე 6-ისათვის. 

ამიტომ არსებობს ისეთი Iს ოპერატორი, რომ 

(C+#) Iდ= ILCC+ #) დ=Vდ. 
სახელდობრ, შეიძლება ავიღოთ: 

_, _ 1ატუდ; 
IMი= ჰე )'#"დ 

#=0 

MC-ის განმსახღვრელი მწკრივი კრებადია #/M ნორმირებულ სივრცეში. 

განტოლება 

M:ჯ=ნდ+#»+M=/ 
ეკვივალენტურია 

დ+Mდ=II 
განტოლებისა, რომელიც წარმოადგენს ფრედჰოლმის მეორე გვარის განტოლებას. 

ამიტომ 

X(CMვ) =0. 

შემდეგ გვაქვს 
თ(M3ვM%,)=(წ, სუ) ანუ MეM)=M-+-V, 

სადაც V სავსებით უწყვეტი ოპერატორია. 

1 და 2 თეორემების ძალით 

XVIC.) =X(%იM-LV) ==X(M%3M,) ==XCMე) +%XCIL.)=%(M.), 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ახლა აუცილებელია §MM(L, #) სიმრავლის ზოგიერთი თვისები” შესწავლა. 

ამ მიზნით შემოვეღოთ შემდეგი განსაზღერა: · 
§MM(CL, ი) სიმრავლის ს, და ე ორ ელემენტს ვუწოდოთ ჰომოტოპიური: 

MM, ხე, თუ არსებობს (LXI)-ზე განსზღვრული მატრიცული 7XI,ო, ») ფუნქცია 

(I აღნიშნავს მონაკვეთს, 0 <2. = 1), რომელიც ეკუთვნის #· კლასს 71 და X-ს 

"მიმართ, ძ6L#XV7, )#)560 და 

სV: 0) ლ L),)C),, XX, 1)==MX(). 

ჰომოტოპიის მიმართება არის ეკვივალენტობის მიმართება. სახელდობრ, ჰო- 

“იმოტოპიის არსებითი თვისებაა მისი რიგრიგობით გამოყენების შესაძლებლობა.
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ლემა ვ. ვთქვათ, L არის მარტივი შეკრული წირი, მაშინ 

ყოველი ფუნქცია §X(L; 1)-დან I” ფუნქციის ჰომოტოპიურია, 
სადაც X მთელი რიცხვია (სიმარტივეისათვისს ვგულისხმობთ, რომ კოორდი- 

- ნატთა სათავე მდებარეობს L წირით შემოსაზღვრული სასრული არის შიგნით). 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ(I) C §+I(L; 1) და. ვთქვათ, 

1 
%X = ––- Iმ2I6თ(I)I,. 

2X 

მაშინ #L-ზე არსებობს თ(/) |“# ფუნქციის ლოგარითმის ცალაახა შტო. თ(/) /“#= 
=("(0, M(/) აკმაყოფილებს M/ პირობას L-ზე; ამიტომ 

ძი, X)=1X6M(0ი, 0ლ2:=<=1, 1CL#, 

ფუნქცია ახორციელებს საჭირო ჰომოტოპიას. 

თუკი L წირი შედგება რამდენიმე მარტივ Lი, L,, .... L„ კონტურები- 

საგან, რომლებიც ერთად შემოსაზღვრავენ სიბრტყის ბმულ C ნაწილს, ამასთან, 

L., ”->>1 კონტურები განლაგებულია Lე კონტურის შიგნით, მაშინ, ცხადია, სა- 

მართლიანია 
ლემა 4. ნებისმიერი თი() ფუნქცია §#MX/; 1)დან ჰომოტოპიე- 

რია შემდეგი ფუნქციისა: 

(I-–– ე)რი“ #მა"-%თ (/--/,)რ1 ,.. ((–!უც)რო. 

სადაც 

# = –- I%6401), L=0, 1, >” 

ამასთან /(C0, ხოლო /,:'>1. წერტილები არჩეულია L„-ის 

შიგნით. . 

%აICL; /)-ის ელემენტების ჰომოტოპიური კლასიფიკაცია უშუალოდ დაიყვა- 

ნება #=1 შემთხვევაზე. სახლლდობრ, ადგილი აქვს შემდეგ ლემას: 

ლემა 5. ნებისმიერი მატრიცული MX) ფუნქცია ჰომოტოპიუ- 

რია შემდეგი მატრიცული ფენქციისა: 

Mე=Iძ,/(0I. 

სადაც 
ძე=0, (5-) ძ,=1, როცა (>2. ძე C§აM(L; 1). 

დამტკიცება. ქვემოთ აღწერილია #X/) მატრიცის საჭირო ჰომოტოპიური 
დეფორმაციის რამდენიმე საფეხური. თუ პირველი სტრიქონის რომელიმე ელემენ- 
ტი, მაგალითად, ძ,ე:(0)5-0 #-ზე, მაშინ, ცხადია, რომ მატრიცული ფუნქცია 

ძა ძ M 
ძე თ.) ფ- ძე რე-#- ძე... მი)“ «ი. 

11 11 11 

ჩV, X) = 

ძ ძ რა ძა- მ მი რა რამ 9 4ა არიი ძ. 
1 11 11 
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ახორციელებს #M-ს ჰომოტოპიას შემდეგი სახის მატრიცულ ფუნქციაში 

თე) 0 .. 0 

ძე ძლი .. რ, 

შა) ძი: ... ძ,, 

შემდეგ ჰომოტოპია ხორციელდება 

ძი ბ .. 0 

(1--) ძი, შა ს... რა (I, 1) = 

1-–X» ში) ძი ... ში, 

ფორმულით. 

თუ ძ,.,(0 (და აგრეთვე. არც ერთი სხვა ელემენტი პირველი სტრიქონისა) არ 

აკმაყოფილებს ძ,, (()550 პირობას L-ზე, მაშინ მას შეიძლება მიუახლოვდეთ თა- 

ნაბრად რძ,,(I)) ფუნქციით, 

Iმაი–მა0|<5 

და ძე(/) შევცვალოთ ამ ფუნქციით, რომელიც უკვე აკმაყოვილებს სასურველ 
პირობას. საკმაოდ მცირე 6-სათვის, ცხადაა, რომ ჩ= Iძ.II ძ,,=ძ,,, (1. #)55 

55(1, 1), მატრიცი ეკუთვნის §#M(L; #) სიმრავლეს და, აგრეთვ, #IX#7. X) = 

=0(0)+XCC(0)-–0(1) C 9ML; #). 
სასრული რაოდენობის აღწერილი სახის ოპერაციის ჩატარების შემდეგ მივი- 

ღებთ მოცემულის ჰომოტოპიურ დიაგონალურ მატრიცს. 

ახლა ვაჩვენოთ. რომ მეორე რიგის ნებესმუერა დააგონალური მატრიცი 

  

  

    

    

              

X= | რ , ჰომოტოპიურია შემდეგი სახის მატრიცისა: | რ. MI 

2პ 
თავდაპირველად ვიგულისხმოთ, რომ ძ,1=ძეე. Iძ, | =1; მაშინ მატრიცი 

CV, X) = | _. 11 9 0ლ=»X<1, 
IM (1–-)) ძ» –9 1--7. (I, 

· 1 ძი| (I, | =I1–-2)1+25"> – >, 

1 0 ეკუთვნის CM(L; 2)-ს და XV, 0) = 9; 0(/, 1) = ( ი ) 

ზოგად შემთხვევაში 

(4 0 | _ იე. 0 I I|ძა 0! _ | ძირი 0 ით 
ი ძ» 0 ძი, 0 ძ. 0 1.     

რადგან მე-3 ლემის ძალით შეიძლება მივიღოთ. რომ | ძი, = 1.
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თუ გამოვიყენებთ მატრიცულ ფუნქციათა ჰომოტოპიური გარდაქმნის ამ 

მეთოდს, (ცხადია, სასრული რაოდენობის საფეხურის გავლის შემდეგ მივიღებთ 

ისეთ მატრიცს, რომელშიც ძ/= 8,, როცა (I, /)9“(1, 1), რასაც მოითხოვდა 

მე-5 ლემა. 

4 და 5 ლემებიდან მიიღება შემდეგი ლემა: 
ლემა 6. §XM/; (/)-ის ნებისმიერი ელემენტი ჰომოტოპიურია 

შემდეგი სახის ელემენტისა; 

(1––/ე)“ი რ Xე-ა-%თ(ჯ-- /,)%I ... ((––უ)რრ. 0 ... 0 

0 1 ,..0 დო 

0 0 ...1 

ცხადია, რომ, თუ ძ(7) არის (20) სახის მატრიცის ჰომოტოპიური, მაშინ 

# = გ (8-ყ ძი (0), (=0, 1, 9, ...M. ლ 

დავუშვათ: 
ჩ” 

VCIXCI)) = - (2 ძიL 0(0)1,, – –- ?, (მ-ძ ძიL 0XI)I,, = 
(=1I 

= %:--(X + % + ··. + Xი) (22) 
ნათელია, რომ, თუ ს, – IX, მაშინ 

X0,) = V0ა. თვ) 
შებრუნებული დასკვნა სამართლიანია მხოლოდ /I=0 შემთხვევისათვის, ე. ი. 

ერთი კონტურისათვის. თუმცა ამ ფაქტით არ ვისარგებლებთ. 

ცხადია, რომ 
V(0,MX) = V(L)) + XV»). (24) 

აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ ნებისმიერი ნატურალური # რიცხვ“სათვის არსე- 

ბობს ისეთი , მატრიცი, რომ 

V(0,) = ი; (25) 
შეიძლება ავიღოთ 

ი, = ჩხ”. (26) 
საკმარისია მივიღოთ, რომ 

10 ..9 

01 ..0 ი,= 6 =0). დ» 
0 0 ,.. 0 

განვიხილოთ, აგრეთვე, პომოტოპიის კლასების შემდეგი ასახვა მთელ რიცზვ- 

თა ჯგუფში:
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I(0)=%(ი), (28) 

სადაც M-ე ნებისმიერი ოპერატორია, ოღონდ 

C(IV-) = (#. LL). 

ეს განსაზხღერა კორექტულია. 

ცხადია, რომ (28) არის ჰომოტოპიის კლასების ასახვა მთელ რეცხვებში; 

თუ MX, - ე, მაშინ /(0,)=/(ა); ეს გამომდინარეობს მე-3 თეორემიდან. 

მე-2 თეორემა გვაძლევს, რომ 

/(9,წ») = /(L)) + I(ნა). (29) 
ახლა დავამტკიცოთ ძირითადი ლემა: 

ლემა 7. თუ V(0)=0, მაშინ /(I) =0. 

დამტკიცება. განტოლებათა სისტემას, რომლეს სიმბოლო: (#6, #), 

აქვს იგივე ანალიზური /(M) ინდექსი, რაც იმ სისტემას, რომლას მახასეათებელი 

ნაწილიც განისაზღვრება შემდეგი მატრიცით: 

ძ,,= ((-ჩ)”I(/--/ა)რ ... ((--/ფ)”თ.I(MC), ძ,,=მ,ყს (ხ. #) 5C (1. 1). 

მაშინ შესაბამის არაერთგვაროვან სისტემას, ცხადია, აქვს შემდეგი სახე: 

1+ძ 1-ძ 
114), დ,+ –-- Iდ,= /), (30. 

დ,=/,, L=2, 3, ... /. 

ეს სისტემა ცალსახად ამოხსნადია, როგორიც არ უნდა იყოს მისი მარჯვენა 

მხარე. შეიძლებოდა მისი ამონახსნი ამოგვეწერა ცხადად, მაგრამ საკმარისია შევ- 

ნიშნოთ, რომ (30) სისტემა შეესაბამება შემდეგ. წრფივ შეუღლების ამოცანას: 

დ; =9თV; + /, !:2>2. 
რომელიც ჩასმით 

«,ფ = ილ 2C0+, |,90=«%/), 260- (ზ4,ფ=1, (>2; X=თ) (32). 
” 

"დაიყვანება ეკვივალენტურ თჯ =V; +/,ც (=1, 2, .,., /# ამოცანაზე), რომელიც 

ყოველთვის ამოხსნადია და აქვს ერთადერთი ამონახსნი; მაშასადამე, %=/(L)=90. 

ახლა დავუშვათ 

  

“თ = ხა, (33). 
სადაც #), მატრიცი განისაზღვრება (27) ფორმულით; C მთელი რიცხვია. 

(24) და (26)-ის ძალით, ნებისმიერი # C 9VM(L; თ) მატრიცისათვის გვექნება: 

V(IXII1)-1(5)) = V(0)––»(0) V(CX,)=0. 

ლემა 7-ის თანახმად 

/(950; V<)) = 9, 
ანუ, (29)-ის ძალით, 

I(0)=I(0))V(0)=0იV(#).
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ახლა გამოვითვალოთ C მუდმივი. ამისათვის საკმარისია ვიპოვოთ თ--ჩ სხვა- 

ობა (30) სისტემისათვის. ეს სისტემა ეთანადება (31) შეუღლების ამოცანას, სადაც 

ძ,)(I)=1('––7)რ ..· ((--/უ)რთ. 

(32) ჩასმით ვიღებთ შემდეგ შეუღლების ამოცანას: 

ს; = Iს; + /, 

ს, = ს, + I. §2>2. 

რომლის ინდექსი, ცხადია, უდრის + 1-ს, ამიტომ C=- +1. 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ ნ. მუსხელიშვილის ფორმულა: სინგულარულ: 

ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემისათვის 

_ 1 ძ%(4-–8) 
X#) = <> (რ (2-8. 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ ზემოთ აღწერილი მეთოდი შეიძლებ; გამოვიყე- 

ნოთ უფრო ზოგად შემთხვევებშიც, რომელნიც წიგნშია განხილული, და აგრეთვე- 

წყვეტილ ამოცანებშიც.
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(7) 3ვეუესგ Cიიი7/2ი0ყMIM ცს 0XM0M MXმ2Cლ0ლ0C 0606IILCIIIIIX (ი)/IIIILIIII, VCI0XI M20710ჩC. 

#2XM, 1. 20, იხIი. 5, 1905, C+ი. 246-–250. 
(8) # ითიIII0 CMლLIმIIIIX 3მMმყ #9 Vი0მ90IICIIIII 8 V2CIII6IX 000M3807#MVMხIX, ,IIIდ- 

ძილილI92MIხMI0 Vიმ8IICIII9, +. 1, #M 5, 1965, C,ი. 647--662.



ციტირებული ლიტერატურა 579 

სII60I#0988 VI II. (1) 00066 ლVVყიI ლ0606IILCIIIICII 32/LმMII IXIIMმIIმ, ჯVVყ. 3გი. 

ILმ38IICM. VII-+მ, 1. 112, XI. 10, 1954, CI9. I29--I54, 
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ვეუმსM ლიი. CVIIIIIIIII M0CMიჩპლრ-Iილი ილ”იCMაII0”ი (Cნი0დIIIM), IIIიქმI)ს, 1902, ლი. 

§9--72, 
(8) 06 021M0M 00ლ060M CVMVMმC 3მმ"III 0IIM2IIმ 21# 2მ010M0ც0IხX ძიVIIMIIIII, ბ”. 3გი. 

MX 2838IICM. VII-X2, 1. 122, #3, 1962, CIი. 81--94, ' 

(9) I იმIIMMM2# 301მM2 –იMმI 2 I2 რIIMმM0ც0M M0ხლლXII0CII 6 Mი02ლ0M, IM. ვეი, 

IX გვეIICV. VII-7მ, +. 123, # 9, 1904, C«ი. 3-–14,. 

LV I6იMC0ცმე 4). II, ს 80600#VM 8. C. (1) 0 იილელI IIC#010ჩს» #იელ8აX 
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CI გძV06CI1 C. M. L. III 5იი6 IIX6ძ ხისიძი”IV V2Iსთ იIლხ!Iლი15 Iი 150'((00IC 1ჩIი 

ხ128L6 (ჩ0ი%V, (პს8VL. I. MCCII. გიძ #იი!. Mმ21ჩ., V0I. XI, #M 2, 1958, ი. 159-– I7I. 
I2) 50=ოC IIXCძ ხისიძმLV VმIIIC ი:0ჩხICი15 0! მლიI!0L-0ნIC 1MII) იI21(C (MC0LV, CV2+L. I. MCC. 

გიძ #დნII. MგLჩ., V0I. XII M#9ი 1, 1959, ი. 72-–8I1. 
ც0ს.7§21 IL. (1) C0იVC§ ძ'მ)!21#5C IIმ1ხლი1მ10Vი0, L. III, 4, გძIL., ჩ2115, 1997. ნხVC- 

CMIIM ილილსჩ0; 3. I V 0C გ, LVიC Mმ1CMმXIIVCCX0L0 მIIმ4II3მ, 1. III, M.-VIL., 19ვვ. 

I გLძV 6- M#M.(I) 100 CICილისმ”V/ (ილ0”V 0! CმსCჩV”§ იIIიCI1 9021 VმI00§, MI0C. L0იძიი 

M2გLჩ. 500ძ., V0I. 34, # I, 1901, ი. 16--40. 
(9) 76 1ხლ0წV 0! CმსCხV%§5 დიIIიCIნ0მI V2Iს05 (50ლ0იძ ჩგეილ(: I ხდ ს5ლ ი! ნ. ოCIიმ! Vმ1I0C§5 

ჯი §0ი%X% 60! (ჩ6 ძისხ!ი IIMIII ი-იხI1ტიი§ 0! 1ხ6 1ი1ლლ(ეI CმICსIVI5), Iხ1ძ., ი. §5-9I. 
(3) 16 (1)C0IV 0! CგსCიხV”§ იIIიCI08მI V2I005 (1 იIIძ ჩგიიL: ნIII(ლი!18110M გიძ 1ი1ი6-მLI0ი 

იI იIIიC10მI VმIს05), 1ხIძ., V0I. 35, # 1, 1902, ი. 81-––107. 
(4) «ით 1ხიიLV 0! CმსCჩხV'§ ნCIიC1ნმ! 'V81005 (ჩიყს”(ნ ჩგილო Iხი 1ი!იყ”მ110ი 0 დხIიCIიგ! 

V21005 –– C0M((ისCძ –- VILხ იიიIIC2(I0ი§ (0 106 10V6-510ი 0! ძიIIIIIC 101690215), IხIძ., §0+.. 

2, V0I. 7, # 2, 1908, ი. 181--208. 
LI28Lძ»0.II. მიძLILL1C0CV00ძ/. წ. (LI) 5ითი თი(C 1ილი”ლი§ C0ილლი!ილ წის. 

XICC §0-105 მიძ (იV-ICC ი0V0+ 501105, 0IM6 MმLჩ. ჰ., VიI. 2, #, 2, 1936, ი. 354-–382. 
I გი მ8CXL #. II) 8CI(-მლლ7ს” ”Mლ0IIC ძ05 CესCMV ახლი IიIით-მI§, 86. ძ. M. 5მაი§. 

ფი§. ძ. V/I55., Mგ1ჩ.-ჩჩა§. XI25§0, 8ძ. 37, 1885, 5. 379--398. I1იიიილსე+მII0 ც MმLი. ტიი.,“ 

8ძ. 35, 1899, 5. 1–– 18. 

Iგმ56თმგი C-. II) ტიVიიძსიდ ძიL 1ჩC0IIC ძი, Iი(იწ-მ!ფCლICჩნიილლი მს! დIიIყი წმიძ- 

Vი6LLგIწთყგხლი, C6LLიყლი, 1907. 

1I9ი1)1ი 66» L. სიძ I106ი11L72 0. (II IიI0“-მ1წ1ლCისიყლი სიძ CICCხსიდლი ი)! 
სოლიძI!CMVICI6ი Lიხნსმიი!ბი, 50იძლ”მსალგხი მV95 ძლ; CიCVMI- ძ. M21M. VVI55. (II C I3), 1928. 

9011ხ0+L§ 0. II) 0ხ%( 6/ი6 #იVიიძხინ ძი 1ი!ცლ”მ)010Cხსიყლი ეს! CIი ჩიიხ1!ით ძი 
სსიLხII0ილიL)00LI0, VCIIმიძL. ძლ§ 1II. 1ოლIოგL. M2Lჩ. IIიიდ.., 1I01ძი!ხი(დ, 1904. 

(91 C”სიძ70დ6 C(ი6L გIIდლინ!ინი 060LI6 ძი IIოლე(0) 1Iი!Cი”მ!ლICICხსიყლი, LCI0216 –- 

ციIი, 1912 (2 #ს!I1., 1924). 

Lგომიძი(L L. II) ნ5(სოგI!ძა ICC (”მი51მLI0ი (იVმIIგიL 0ი0”2107§ 1ი L” 500085, 
#ი1Lგ ი1მ1ჩ., V0I. 104, # 1--2, 1960, ი. 93-–-I40. 10VჯCC#XIII ონილმიი: VI. X60MმMX0Vი, 
0I0I6MMI (IM 0ი6იმ+70008, IMM920M29X7MMIX 01#M0CII16MსII0 CM8#ILმ, M., III 1962. 

II0LIV21ხ VI. (LI) 51იწს12L 1იIტდ-მ1 006CL2გ10(§ მიძ 500601021 ჩმLიი0IIIC§5, II2305. ტი16L. 

Mგსხ. 50C., V0I. 62, # 1, 1956, ი. 52-–63. 

IსIVILL2 V. #-.- LI) 0ი 1ხ# ივისძი-:050IVC0L 10 106 I0CLიCI 0: მი 1ი1ილმI ლძყმ- 

იი, 1”გი§. #ო6.. Mვ'ჩ. 50C., V0I. 13, 1912, ი. 405--413. 

#გ0Cლ0ხ C. (|1) 59 16 იჯიხIნიე6 ძი 18 ძიIIV6 იხI!IძსC ძლ ჩი!ილ2C6 C( §2 C0იIVXXI0ი 
მV0C 1C იIი0ხ1ბიიC ძნ IIIIხCIL, სII. თგIი. 50C. Iისმ1იC §C)., 1. 42, # 2, 1941, ი. 9-47. 

(9) 1Iი(I0იძსისიი ო18,ხ6თგ81I006 გ 18 IირCმი!ძსილ ძია IIს1ძლ5, 8სC2+05! –– 02+15, 1959.
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(3) 5სL 18 ძიIლ/თო)იგ0ი ძძვ |0იCI10ი§ ჩიგჯი)0ი1ძსლ§ C0ი)სლს605 დიმL 00 L81ი05 C0იძ!LI0ი§ 
გსX IIლ01წლ, სეILI5, 1935. 

(4) CიიძI!10I15 ძ'სი!!იLი1116 ის ძი თსIIII0LVI1LC ძმი§ 16 იჯიხI!6ნC იგი ძგ ნ0IIICხIი,, Mგ- 

ჭიელი2IIC2, L. XV, 1939, ი. 12--24. 
15) 5VL IC ხ/იხ1ნიიც ძი LI”IXIIICL ძგმი§ ყი ძიი121იC ჩIეი თოIს)იIითოლი! C0იილ0Xლ C1 505 მიჯII- 

CეVIC0II5§ მ I” LIVძI0ძVი2II0V0C, I. იეგ1იჩ. ჩს0C§ CL მიჩდI., L. XVIII, I85C. IV, 1939, ი. 363-– 383. 
I იაI10Cწ 0. IL. (LI) Vი51C(1ლMCI(ბი 1ი ძიL 1)იტმ(ცი 1იLიწმ)ი61ICჩსიყბი, M21ხ. #ტიი. 

სძ. 58, 1904, 5, 441-––456. 

(2) IეIთი0ი!C წ(სიCL)0ი5 3Iძ CIლლი'5 1M10წ2I, LII2ი03, #ი)6L. M21ი. 50«., V0I. 13,.1912, დ. 
109––132. 

(3) წისძ2110ი5 0! ი0!0ი11მ1 1000IV, 8CIIი, 1929. 
#0იჩი I. /1I. III 5სიწსI2L IიIილ-მ1 იისმ1)0ი5 I0L ძI!IIიილისმ1 I0Iიი§ იი LILIლი1გიიგმი ი12- 

»XI”01ძ§, CI0C. M21. #ტCმძ. 5CI. LI. 5. #., V0I. 42, M 9, 1956, ი. 650-–653. 
#იიიი1 ომი V. (II 0ი 1ხ6 §იიიLგ) (0ლ0IV 0! 5)ილსI2L 1ი1იყ”/მI 000081015, XI0C. 

M2გ1. #Cგძ. 5CI. LI. 5. #., V0I. 44, # 12, 1958, ი. 1252-–1254. 
(29) 1ხ8 წს)ითგიი –- 9IIIხ-I ი“0ხ!ით IX წჩი!(ი MIითგიი §VC”3Cლ§, Cი,ინი. ჩნყ16 მძ #იხ!. 

M2გL!ხ., V0I. XII, M 1, 1959, ი. 13-–- 35. 

(3) 5ილCILგI IისI(I011CIIV 1MI00+V წ0L გ C1255 0! 51Iითს!მL (ი100-მ1 0ილ-გ1ია, IIმი§. ტ6C. 

Mგ1ხ. 50C., V0I. 113, # I, 1964, ი. 87–-–-100. 
#0სნიი) იმი V. მიძ ნ1ი00ს5 I). 0. II) 5ილი!-2) L6ი-C56ი1მMI0იჯ Iწ0იL წლი! 

ILIIIხიII 1((8ი§IიომI)0ი§, Mგ21ხ. 7., 8ძ. 7!1, LI. 4, 1959, 5. 399-–407. 
L2სMVC6II6L II. #. (I) 1ხ6III1ხიLL ი+იხ1იი! I0C წლიც”მ1120ძ IსიCI10ი5, #ICს. I მII0ო. 

Mილთჩ. გიძ #ი2IV515, V0I. 13, # 2, 1963, ი. 157–-166. 
Lლიიხი»XV ს. III 1LMC IIIIხიIL ხჯიხ1ხო L0L გი მILLI011 1ი სი§168ძV IIიV, ჰ. Mგ'ჩ. გიძ 

M9ძინ., V0I. 6, M# 4, 1957, ი. 427--453. _ 

L16იგ2Lძ #. |1) L”იხIნი1C იIმიC ძი Iგ ძიIIV6C იხ1!ისC ძვი5 Iმ (ი60IIC ძა ყ0106ი!10), 
I. ძი 1'LC0IC ი0IVICCMი!ის6, III §6-., # 5-–7, 1938, ი. 35–-158, 177 -–-226. 

L00ი115 L- (I) ტ იი!C0ი IIIIხიLL5 I„გიჯIიი, 8სI1. #ი ოი. M2გLხ. 5%C-., VიI. 52, #12, 
1946, ი. 1082-1086. 

L0VC ს. II) Mტიილე1ლძ 1იIC9”მI5 I0V0IVI0C Cმ9CMV ი”I0CI021 VმI005, I. Lიიძიი M8მ1ჩ. 
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CმყCსV, 560108116 5CMMმII2, 56C-6(8IIგL Iიგ1იწომ1I10სC, 4-ბი166 მიი6C 1959/1960, IვII5, 
1900, 6CX09050§ 1--10. ჩMVCCXMI ილხლმი/: ს. Mმიჩსხ.იმMM, CIMIIIVII0IIMIC MIIIC #90 2IხMხ16 
0ოლიე10ლ0სხ! # 6C7IIIC18CM1I0C1ხ 38MმMM ICIIII, M2მ+CM2+MM#მ, 6:5, 1962, C+ი. 87--129. 

MIILგიძი C. (I) CII 1I11C6-8I1 იIIიCI02გ11 ილII2 IC0L12 ძCI ილ0!ლი7Iმ2I0, IM0IIძ. 50M1- 
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II, VიI. XXII, I889, იხ. 191-–20ე. 

MI10CM06I X. II) Lმახიფ ლIილა §062!0I0ი MIიIოთსოთიLიხIლი5, Mმ1ჩ.2., 8ძ. 53, LM. 1, 
1950. 5. 21––-52. 

I29) Lმ5სიდ 0Iილ5 Iი!ილ”მ10101Cჩსილ55V5I00) მV5 ძლL IV”მლIIსთლ!!ი00Lლ, M2გ1ს. 2., 3ძ. 54, 
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82, LI. I-–2, 1920. 5. 42–-63. 
05ლ000ძ V. IL. (LI) LCხ;ხყიი ძი, LსიMხI)0ილი1ი001, 8ძ. I, LC1021– –– 8%IIი, 1912.
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1C28Lძ XL. II) Lლლიი5 5სL 0სიI0ს05 LVი0C5 510190105 ძ'რიVსმ(00ი§5 80X 06IIV 605 იმILICIIC§, 
'02გII5, 1927- 

იI0-ხ0C-MI V. მიძ 2015VM1 LI. (1) LCLII0CI25IIC ი(ი0ნICი) 0” მ Vი0ძლი, სცსII. 

-#იგძ. 0010ი. 5C1., 56L. 5C1. 1CCჩე., VCI. VII, M 10, 1959, ი. 555-–565. 
ი1ი0ლს§ 41. 0. (11 0ი 100 5ი0CLLგI Lხლი(/ 0| §(იწVIმC 1ი1ლრ–”მI 0ილ”გLიL§, II8გ9§. „#06. 

IM21%. 500., V0I. 113, M#M 1, 1964, ი. 101–-128. 

ი16ი6I) )1.II) CIი სწი-მი?სილამ!2 2სL Cგსლიხ)#'5CI0ი 1ო!ლლ-მ!ძმI510IIსიდ მიმIVII- 

-§ლ00L I სიMII0ილი, I მიძVილCLიC ხლ(Cლ0IICიძ, M0იიოგმ15ი. წს” Mგ:ჩ. იძ ჩხიხ”V5., XIX, ჰ23ჩI”წგიდ, 
1908, 5. 205--210. 

(2) ILI6იგიი§5C10 IIIIM0ილიაCიმIდი #MIL ლლლლხლი M0ი0ძ(;ითიდსიჩ6C, 1ხI!ძ., 5. 211-–– 
:245. 

(3) ჩი1ლი(!მ11ჩლი(15Cხ6 VI I0-5სCჩსიდლი, LCIნ7Iლ, 1911. 
ნ0CწC0L76C15M1 VV. (I!) მხი: ძIი IL მი§!ი(ი1გ(!0ოლი CIი10ლL 1(CIლ('ლი სI01ლლიLIICჩლი 

მიწილმIC Vყიძ 1ხ(C ტიVიიძსიდ2სL იიIილმLC'5ლ8ჩ01 სმიძVლ-გსწყგხლ, Mე1ჩ. 7., 8ძ. 44, II. 
:3, 1939, §. 427-––444. 

(2) 5სL 1'6ისმLI0ი 1ი16C-გI0 §10(CLII6IC ი0ი-I(იCმ1L6 CL §VL I05 იI0ი0II1C105 ძ'სი6 1იLრლჯე!C 
-81ინხსI10>6 ჩ0VI I0§ 2108 იმი I6ო05 ჰ. Mგ1ხ. მიძ M6Cჩხ., VCიI. 7, # 4, 1958, ი. 515-––532. 

(3) –-იხ1ბოძ დ«ბილე!156 ძი IIIIხლL იისL |Iლ§ მIC§ ო0ი Iნიოძ6§ ტიი. §C10იL. IMC0IC იი”თ. 

-§სჩ6., L. LXXV, I. 3, 1958, ი. 201-–292. 

(4) 5VყIC CლLL81005 CI25505 ძირ I0MCI10ი§ C0M010ICX05 ძი6წIი!ლ§ 5სL 105 მIC§ იძი (ლითლ, ცხII. 

„ბ”მძ. იიIიი. 5C1., 56. 5CI. Iიმ1ი., მვ+L. , CL იხV§., V0I. VII, #ი 2, 1959, ი. 57-–62. 

(5) ჯიხIბიიძ5 მსX I1ICოIL0§ ძ(ალ0ი!ის5 ძმი§ 12 Lიგ0IIC ძლ§5 წიიCII0ი5 მიმIVIIთVყ05, 8LსII. 
„#იგძ. ი010ი. 5C1., 56L. §CI. ჩIმ(M., მ§1L. CL ი0V§., V0I. VII, # 0, 1959, ი. 311––317. 

(6) 5სL სი6 ხ+0ნI1C616 ხILIიCIიი1)6 ძ'0იფ C1255C ძი IიიCL0ი5 ძI5ლიი!იVძი05 იის IC 5V510MIC ძილ§5 
-მ105, 8სII. #C2ძ. იიI0ი· 5C1., 5CL. §CI. IმმLი., მაLL. 6L ი91IV§., V0I. VIII, #6, 1900, ი. 359–-304. 

(7) --იხ1ბიოლ§ 2სX 1(ი01ILC§ ძ15Cლ0იLის5 ძეი5 18 (060IIC ძი§5 I0იCLI0ი5 მომIVII0Vყ05, ჰ. M2გ1ჩ. 
--შიძ MძCჩ., V0I. 9, MI 4, 1960, ი. 583-–606. 

00100C3X+6 LI. (II) L6C005 ძლ MCC2I109C C6I05LC, L. III, ი2LI5, 1910, Cჩგი. X. 

0ნL26V0L5M838-IL010V1C7 0. (LI) 5ყL 16§ იხ6LგMI0ი5 §28(I5წმ2)5მიL მ სიტ 1ძიიLI(C 

უ00IVი0თ0ო1810, 5(0ძ18 ო18:ხ., 22, # 1, 1962, ი. 43–-58. 

(9) #ის2გVI0ი§ მVCC 0ი6-გ8LI0ი§ მIთ6ხII0ს05, 5Lსძ12 «იგიჩ., VCI. 22, # 3, 1963, ი. 337-–367. 
(3) 5სL I6§ 6ისი!(I0ი5 მV0C 006-8110ი5 0(050V6 მ1ლრხI090§, 51ყძIე იმLჩ., V0I. 25, M# 2, 

1965, ი. 163-–-–180. 
ის(ხიგოიო C. ი. II) Cიო ოხ)სმ!ი(§ა, მხ§იIს1CIV C0ისისიV5 §ი0ლCI-2, მიძ §51ილთსI2L 1II- 

“(იყი 000”გ1015, #ი06L. I. M21ჩ., V01. 86, # 2, 19064, ი. 310-–310. 

”გძიი /. (II ცხი ძლ წგიძVიმსIლმხლი ხით |0ლეI1ხI5Cჩიი Mი01ლი11მ!, 51 #სი- 

„ყახიL. #MILLმძ. VVI5§. )ი VVCIი, Mი1ხ.-იმ1VIICMI55 XI. #ხს. IIგ, 8ძ. 128, LL. 7, 1919, 5. 1123-––1167. 
ნიIოვმიი 8. (II C”სიძIმყიი IსL იIი6 მIIლიიი)სი “1 0C0LIC ძლ ნსი#1II0ილი 01ილL 

V6C80ძიწლხლი იილოიიXბი CII055C, CCLIII CI, I851, V6”MC, LCIი2Iწ8, 1876, 5. 3--4ვ3. ჩწ»ი- 

«MMI იხიგციე: ნ. ი MM მ20I, CC0სIIIICIIM#V, M., 1948, C„ი. 49--87. 
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მესამე გამოცემის წინასიტყვაობა .. 
მეორე გამოცემის წინასიტყვაობა · 
პირველი გამოცემის წინასიტყვაობიდან 
შესავალი , · 

თავი. პირველი 

კოშის ტიპის ინტებრალების ძირითადი თვისებები 

I. ზოგიერთი განსაზღლვრა და' დამხმარე დებულება 

· გლუვი და უბან-უბან გლუეი წირები · 
· გლუვ წირთა ზოგიერთი თვისება _ . . ა. 
- # პირობა (პოლდერის პირობა-“” . · 

MI კლასის ფუნქციები გლუვ წირზე . .. .. · · 

· გლუე წირზე მოცემული ფუნქციების # კლასისადღმი მიკცთვნების მარტივესი 
ნიშნები · .· · · · 

- გაგრძელება 8 · · · · · · · · · · , 

გაგრძელება · · , 
„ უბან-უბან გლუვ წირებზე მოცემული ჩ, M, ”", M, კლასის ფენყციები 
· უწყვეტი ფუნქციების სასაზღვრო მნიშვნელობების შესახებ 

„ უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციები · · 

11. კოშის ტიპის ინტეგრალები 

კოშის ტიპის ინტეგრალის განსაზღერა · · 
ლოგარითმულ პოტენციალთან კავშირი · 

კოშის ტიპის ინტეგრალის მნიშვნელობა ინტეგრების წირზე. · 
მარტივი ფენის პოტენციალის მხებით წარმოებული · 

კოშის ტიპის ინტეგრალის სასაზღვრო მნიშენელობანი , · · · · 
სოზოცკი–პლემელის ფორმულები · .. · 

სასაზღვრო მნიშვნელობათა სხვაობის ფორმულის "განზოგადება · . 
სასაზღდერო მნიშვნელობების უწყვეტობის ხასიათი 8 · · · 

კოშის ტიპის ინტეგრალის წარმოებულის ყოფაქცევა საინტეგრაციო წირის “მახ- 
ლობლად · · · 

კოშის ტიპის ინტეგრალის. ყოფაქცევა საინტეგრაციო წირის მახლობლად · 
კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევა საინტეგრაციო წირის 'ზოლოების მიდამოში 

გაგრძელება. ზოგიერთი დამხმარე შეფასება · 

გაგრძელება. II დებულების დამტკიცება · · 

გაგრძელება. IV და VL დებულებების დამტკიცება . · 

კოშის ტიპის ინტეგრალის ყოფაქცევის შესახებ უბან-უბან გლუვი საინტეგრაციო. 

წირის კვანძების მახლობლად 

მოკლე ცნობები ზოგიეროი განზოგადების შესახებ · .· · · · 

III, ზოგიერთი უშუალო. გამოყენება 

„ პუანკარე––ბერტრანის გადასმის ფორმულა  . .· 

„ შეკრულ კონტურთა ერთობლიობაზე მოცემული ფუნქციის. ანალიზურად გავგ– 

რცელებადობის პირობა · 

„ პარნაკის განზოგადებული თეორემა · 
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588 შინაარსი 
  

თავი მეორე 

ფეუღლების ამოცანა და სინბულარული ინტეგრალური განტოლებები ბგლუვი 

1, შეუღლების ამოცანა გლუვი შეკრული კონტურებისა და უწყვეტი კოეფიციენტის. 
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42. 

43. 

„ ნამდვილი განტოლების შემთხვევა · 

„ ი. ვეკუას ეკვივალენტურობის თეორემა და ძირითად. თეორემათა ახალი დამტკიცება 
„ ფრედჰოლმისა და სინგულარულ განტოლებათა შედარება. კეაზიფრედპოლმური 

მეკრული კჰონტურებისა და უწყვეტი კოეფიციენტების შემთხვევაში 

შემთხვევაში 

· შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა · . - 

„ შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანის ამოხსნა - · · · 
· შეუღლების ერთგვაროვანი მიკავშირებული ამოცანები · 
· შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანა · 
· წრფივი შეუღლების ამოცანა იმ შემთხვევაში, როცა სასაზღვრო წირი წრფეა · 

II, რიმან–-პილბერტის ამოცანა 

· წრეზე ან ნახევარსიბრტყეზე განსაზღვრულ ანალიზურ ფუნქციათა მთელ | სიბ- 
რტყეზე გავრცელების შესახებ · - · 

რიმან-––ჰილბერტის ამოცანა · · · · 
რიმან––ჰილბერტის ამოცანის ამოხსნა წრისათვის 
რიმან––ჰილბერტის ამოცანა ნახევარსიბრტყისათვის · · · 

ზოგადი შემთხვევის დაყვანა წრიული არის შემთხეევაზე .. . · 

III, სინგულარული ინტეგრალური განტოლებები გლუვი შეკრული კონტურებისა 

და უწყვეტი კოეფიციენტების შემთხვევაში 

· სინგულარული ოპერატორები და სინგულარული განტოლებები 
„ სინგულარულ ოპერატორთა ძირითადი თვისებები . - · 
„ მიკავშირებული ოპერატორები და მიკავშირებული განტოლებები, · 
„· მახასიათებელი განტოლების ამოხსნა·. ა. . · · 

„ მახასიათებელი განტოლების მიკავშირებული განტოლების ამოხსნა 
„ ზოგაღი ხასიათის რამდენიმე შენიშვნა · 

„ სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რეგულარიზაციის შესახებ 

· ფრედჰოლმის განტოლების ამონახსნის უწყვეტობის ხასიათის შესახებ 

„ ფრედჰოლმის განტოლების რეზოლეენტის შესახებ · · · 
.· ძირითადი თეორემები 8 · 

სინგულარული განტოლება, კანონიკურ სახეზე მიყვანა . 

„ რეგულარიზაციის ტ. კარლემან –- ი. ვეკუას მეთოდი · · 

· » პარამეტრის შემოღება · · · · 
„ მოკლე მითითებანი ზოგიერთ სხვა შედეგზე · 

თავი მესამე 

გამოყენებანი ზოგიერთ სასაზღვრო · ამოცანაში 

LI, დირიხლეს ამოცანა 

. დირიხლეს ამოცანის დასმა და დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანა, ერთადერთო– 
ბის თეორემები 

· დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნა ორმაგი. ფენის პოტენციალის საშუა- 

ლებით · · · 

„ ზოგიერთი შედეგი · · · · · · - · 
„ დირიხლეს ამოცანის ამოხსნა 

· დირიზლეს სახეცვლილი ამოცანი" ამოხსნა ა მანტივი ფენის სახეცვლილი პოტენ- 

ციალის საშუალებით · · 
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§ 90. 

შინაარსი 

ძირითადი ამოცანა 

ზოგადი შენიშვნები 
„ ნამდვილ ან წმინდა წარმოსახვით სიმკვრივიანი კოშის ტიპის. ინტეგრალით ფრ-. 

მოდგენა 

· (+ (ხ)ს სახის. სიმკვრივიანი. კოშის ტიპის «ნტეგრალით წარმოდგენა 
.- ი. ვეკუასეული ინტეგრალური წარმოდგენები . 

III. რიმან–--პილბერტ––პუანკარენხ განზოგადებული ამოცანის ამოხსნა 

.· წინასწარი შენიშვნები 

- რიმან––ჰილბერტ–– პუანკარეს განზოგადებული. ამოცანა. ხმოცანა. ი. 
ლურ განტოლებაზე დაყვანა 

.· V ამოცანის ამოხსნადობის საკითხის გამოკვლევა. 
· V ამოცანის ამოხსნადობის ნიშნები 
· პუანკარეს ამოცანა (7 ამოცანა 

„ მაგალითები 

. ზოგიერთი განზოგადება და გამოყენება. · 

I. შეუღლების ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 

· ტერმინები და აღნიშვნები 

„ შეუღლების ერთგვაროვანი ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 

თავი მეოთხე 

ფეუღლების ამოცანა ბობად ფემთხვევაში. ზოგიერთი გამოქენება 

ინტეგრა- 

პოლომორფულ ფუნქციათა სხვადასხვა წარმოდგენები კოშის ტიპიხა და მიხი 

ანალოგიური ინტეგრალებით 

, შეუღლების ერთგვაროვანი მიკავშირებული ამოცანები. მიკავშირებული. კლაები: 

· შეუღლების არაერთგვაროვანი ამოცანა ზოგად შემთხვევაში . · · 

.· შეუღლების ამოცანასთან დაკავშირებული ზოგიერთი ნაშრომის შესახებ 

· L-ზე მოცემულ ფუნქციათა ” კლასის ცნება. ზოგიერთი განზოგადება . 

„ უმნიშენელოვანესი კერძო შემთხვეეები. 
შემთხეევა 

· ერთი ხერხი, რომელიც ამარტივებს. კანონიკური ფუნქციის აგებას 

უსასრულო სწორხაზოვანი 

II. კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნების ამოცანა ზოგად შემთხვევაში 

„ %+1-დ-= წ ამოცანის ამოხსნა ნაწყვეტი გლუვი სასაზღვრო წირის შემთხვევაში 

· კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნება ინტეგრების ნაწყეეტი გლუვი წირის შემე- 

თხვევაში 
„ შებრუნების ამოცანის ზოგიერთი სახეცვლილება ინტეგრების გლუვი "ნაწავეტი: 

წირის შემთხევევაში 

გაგრძელება · 

11II, ჰარმონიულ ფუნქციათა თეორიის ძირითადი ხასაზღვრო ამოცანების ეფექტური 

ამოხსნა ზოგიერთი არისათვის 

დ+-+დ-=წ ამოცანის ამოხსნა. ზოგად შემთხვევაში 

კოშის ტიპის ინტეგრალის შებრუნება ზოგაღ შემთხეევაში . 

§ 91. დირიხლეს ამოცანა და მისი ანალოგიური ამოცანები სიბრტყისათვის წრფის გას- 
წვრიე განლაგებული ჭრილებით 

საზღვრის 

-§ 92. დირიხლეს ამოცანა და ანალოგიური ამოცანები. სიბრტკისათეის წიიწირის გას. 

წვრივ განლაგებული ჭრილები 
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§ 93, რიმან––ჰილბერტის ამოცანა წყვეტილი კოუფიციენტებით 
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§ 95. შერეული ამოცანა ნახევარსიზრტყისათვის. მ, კელდიშის დღა ლ. სედოვის ფორ- 
მულები · · .· · · · · · 
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