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I თავი 

ზოგადი ცნებები 

§ 1. შესავალი 

ბუნებისმეტყველებისა და ტექნიკის მრავალი ამოცანის მათემატი– 

კურ გამოკვლევას ხშირად მივყავართ განტოლებამდე, რომელიც დამო- 

კიდებულებას ამყარებს დამოუკიდებელ ცვლადსა, ამ ცვლადის უცნობ 

ფუნქციასა და ფუნქციის სხვადასხვა რიგის წარმოებულებს ან .დიფე– 

რენციალებს შორის. ასეთ განტოლება ჩვეულებრივი დი იფ ე– 

რენციალური განტოლება ეწოდება. 

განსაზღვრა 1. განტოლებას, რომელიც დამოკიდე- 
ბულებას ამყარებს დამოუკიდებელ X ცვლადსა, 

ამ ცვლადის უცნობ Vყ() ფუნქციასა და ფუნქ- 
ციის წარმოებულებს ან დიფერენციალებს შო- 

რის Mურ რიგამდე ჩათვლით, ეწოდება #ჩ#-ური 

რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან- 

ტოლება. 

ამგვარად, ”-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტო- 

ლების ზოგადი სახეა! 

LX, ყ, ყ”, ყი, ... 7VIM)) =20, (1.1) 

სადაც V წარმოადგენს X-ის უცნობ ფუნქციას, ხოლო # თავისი არგუ- 
მენტების ცნობილი უწყვეტი ფუნქციაა, რომელიც მოცემულია M+2- 

განზომილებიანი სივრცის რომელიღაც #) არეში; მასთან, იგულისხმება, 

რომ (1.1) განტოლება აუცილებლად შეიცავს კ” (X)-ს, ე. ი. _ = 0, 
ყ 

ხოლო დანარჩენი არგუმენტებიდან ზოგიერთი შეიძლება ცხადად არ 

მონაწილეობდეს მასში. 

  

  

1 აქ ვიგულისხმებთ რომ, თუ #/-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან– 
ტოლება ჩაწერილია დამოკიდებულების სახით ჯ არგუმენტსა, საძიებელ V(X) ფუნქცი- 

ასა ღა Vყ(#) ფუნქციბსს: ბიფერენციალებს შორის, მაშინ ეს დამოკიდებულება აუცილებ– 

ლად უნდა იყოს“ ისეთი, რომ ტს დპიყვანებოდეს (1.1) სახის განტოლებაზე, 
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მათემატიკურ ანალიზში ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლე- 
ბებთან ერთად შეისწავლება კერძოწარმოებულებიანი დიფერენცია- 
ლური განტოლებები. 

განსაზღვრა 9. განტოლებას, რომელიც აკავშირებს 
რამდენიმე დამოუკიდებელ V», V, 2, ..,! ცვლადს, 

ამ ცვლადების უცნობ თ ფუნქციასა და X, ყ, 2, --, # 

ცვლადების მიმართ თ ფუნქციის კერძო წარმო- 

ებულებს ჩი-ურ რიგამდე ჩათვლით, ეწოდება 

იური რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფე- 

რენციალური განტოლება. 

მაგალითად, პირველი რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენცია- 
ლური განტოლების ზოგადი სახეა 

მ» მა მი» , მთ. 
2(» ყ, 2,1, 'ეუსეაბებეას–__ =0, 

მX მყ ”? მ2 ” მ. 

სადაც თ თავისი არგუმენტების ცნობილი ფუნქციაა, თ არის X, V, 2,...,ჯ 

ცვლადების უცნობი ფუნქცია, ხოლო 4ა 9ა. , 9ი , -, მრ გას 
მჯ მყ მ? ” 0L 

კერძო წარმოებულები. მაგალითად, 

ით მჯ 
-–_ --–– =0 
მX 14 მყ 

წარმოადგენს პირველი რიგის კერძო წარმოებულებიან დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას. აქ X და ყ დამოუკიდებელი („ვლადებია ხოლო 

4) –– ამ ცვლადების უცნობი ფუნქცია. განტოლება 

მხ , მს _ 
––აე,= 

მჯ მV 
  

მეორე რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებაა. 

შემდეგში შევისწავლით ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტო- 
ლებებს. 

თუ (1.1) დიფერენციალურ განტოლებაში #=1, მაშინ მივიღებთ 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას ზოგადი სახით: 

ჯ#L(X, ყ, ყ7)=0, (1.2) 

სადაც X დამოუკიდებელი (ცვლადია, M(X) –– ამ ცვლადის უცნობი 

ფუნქცია, Vყ”(X) –– მისი პირველი რიგის წარმოებული, ხოლო # –– თა- 

ვისი არგუმენტების მოცემული უწყვეტი ფუნქცია განსახღვრული 
(X, ყ. 2) სივრცის რომელიღაც # არეში. 
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მაგალითად, 

99 , აე 0-0 
ძX 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებაა, ასევე განტოლება 

(1-Lყ")ძX-+-XV ძყ=0 
არის პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება, რადგან იგი შე– 
გვიძლია დავიყვანოთ (1.1) სახის განტოლებამდე. ' 

თუ (1.1) განტოლებაში #=2, მაშინ მივიღებთ მეორე რიგის, დიფე- 

რენციალურ განტოლებას ზოგადი სახით: 

LV, ყ, ყ”, ყ”წ)=0, (1.3) 

რადგან (1.3) განტოლებაში შემავალი უცნობი ფუნქციის წარმოებუ- 
ლის მაქსიმალური რიგი ეტოლება 2-ს (#=2). ამასთან, ვიგულისხმებთ, 
რომ # თავის არგუმენტების უწყვეტი ფუნქციაა, “განსახღვრული 

(X, ყ, ყ”, ყჩ?”) სივრცის რომელიღაც #) არეში და ა. შ. 

მაგალითად, 

ყ'ნ6-2ყ--3ყ=0 
მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლებაა. 

-თუ (1.2) განტოლებაში შემავალი ” (X, ყ, ყი) ფუნქცია უწყვეტაღ 
დიფერენცირებადია X, Vყ, ყ” ცვლადების მიმართ, აკმაყოფილებს არა- 
ცხადი ფუნქციის არსებობის თეორემის ყველა პირობას, მაშინ X0ყ 
სიბრტყის რომელიღაც # არეში ის განსაზღვრავს სყ” ცვლადს, რო- 

გორც X ღა # დამოუკიდებელი ცვლადების ცალსახა არაცხად ფუნქ- 
ციას. ამ შემთხვევაში ' 

ჯL (X, ყ, ყ7)=0 

დიფერენციალური განტოლება ეკვივალენტურია (ტოლფასია) 

, ძ #-=Iთ9) (+X-I/CთV) (0.4 
ძX 

განტოლებისა!, სადაც I (X, ყ) მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა X0ყ 
სიბრტყის რომელიღაც #) არეში. . 

(1,4) სახის განტოლებას ეწოდება წარმოებულის მიმართ 

ამოხსნილი პირველი რიგის დიფერენციალური 

განტოლება. 

1 ანდა ვიგულისხმებთ, რომ Xჯ0ყ სიბრტყის რომელიღაც # არეში (1.2) განტო- 

ლება შეიძლება ცალსახად ამოვხსნათ V' მიმართ (თუ ეს ამოხსნა შესაძლებელია), ე. ი. 

შეგეიძლია ის ჩავწეროთ (1.4) სახით. 
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ანალოგიურად, თუ (1.3) განტოლებაში შემავალი 7” (X, ყ, ყ”, ყ”?) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს არაცხადი ფუნქციის არსებობის თეორემის 

ყველა პირობას, მაშინ იგი განსაზღვრავს Vყ”. ცვლადს, როგორც 

X, ·ყ, ყ, დამოუკიდებელი ცვლადების ცალსახა არაცხად ფუნქციას. 

ამ შემთხვევაში 

#VC, ყ, ყ', ყ/ე)=0 

დიფერენციალური განტოლება ეკვივალენტურია 

V„” , ძყ ”-/თ #V) (3+-=/C #90). 0.5 

განტოლებისა, სადაც | (X, V, ყი) არის X, ყ და ყ” ცვლადების მოცე– 

მული უწყვეტი ფუნქცია (, ყ, 2) სივრცის რომელიღაც #) არეში 

და ა. შ 

(1.5) სახის განტოლებას ეწოდება წარმოებულის მიმართ 

ამოხსნილი მეორე რიგის დიფერენციალური 

განტოლება. 

მაგალითად, 

ყე+2ყ–-–3ყ=0 

არის მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება. 

განსაზღვრა 3. 'თუ (1.1) დიფერენციალური განტო- 

ლების მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს მრავალ- 

წევრს უცნობი ფუნქციის უმაღლესი რიგის წარ- 

მოებულის მიმართ, მაშინ ამ მრავალწევრის ხა- 

რისხს დიფერე ნციალური განტოლების ხარისხი 

ეწო დება. ასე, მაგალითად, 

9ძყ. 
ძX 

პირველი რიგის პირველი ხარისხის, ჩვეულებრივი დიფერენციალური 
განტოლებაა, ხოლო 

=ყV-+X 

  

? ყ მ. _ · ძყ. 

(5) =1+/+ 7 

არის მეორე რიგისა და მეორე ხარისხის ჩვეულებრივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება, რადგან იგი შეიცას უცნობი ფუნქციის მეორე 

ჟძ 

რიგის წარმოებულს 73) კვადრატში. 
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შენიშვნა. საზოგადოდ, დიფერენციალური განტოლების რიგი 

და ხარისხი განისაზღვრება განტოლებაში შემავალი უცნობი ფუნქციის 

უმაღლესი რიგის წარმოებულით, იმის შემდეგ რაც განტოლება რაცი-. 
ონალიზებულია და განთავისუფლებულია წილადებიდან. 

მაგალითად, 

ძი. __ 59. 3 #/.» #ჯI/ 44% LXმ V=-0 

განტოლება წარმოადგენს მესამე რგისა და მეორე ხარისხის დიფერენ– 
ციალურ განტოლებას, რადგან რაციონალიზაციის შემდეგ იგი შეიცავს 

92) წევრს. 

განსაზღვრა 4. დიფერენციალური განტოლების 
ამონახსნი ეწოდება ყოველ ყ=Vყ(ლ() დიფერენცი- 
რებად ფეუეუნქციას, რომელიც ჩასმული ამ განტო- 
ლებაში მას გადააქცევს იგივეობად. ასე, მაგალი– 

თად, თუ V=დ (X) არის (1.2) დიფერენციალური განტოლების ამო–- 

ნახსნი, მაშინ 

ჯ#IX, Cდ (X), დ” (X)1==0. 

საზოგადოდ, თუ V#V=% (X) ფუნქცია არის (1.1) განტოლების ამო– 

ნახსნი, მაშინ 

#IX, 9(X), ს” (X), ..., აX(/M)(X)1=0 

მაგალითი 11 განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

ძშყ 

C6 4 

ყ=0X და ყ=6 + ფუნქციები წარმოადგენს მოცემული ღდიფერენ- 
ციალური განტოლების ამონახსნებს. ამაში ადვილად დაგრწმუნდებით, 

თუ აღნიშნულ ფუნქციებს ჩავსვამთ განტოლებაში. 

მაგალითი 9. განვიხილოთ. დიფერენციალური განტოლება: 

ყ”-+Vყ=0. 
ყ=510X, ყ=005X და, სახოგადოდ, ფუნქციები CI§10X, C52C05X, 

C)5IიX+ C:005X, სადაც C) და C2 ნებისმიერი მუდმივებია, წარმოად- 

გენს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებს, რაშიც 

ადვილად დავრწმუნდებით, თუ ამ ფუნქციებს ჩავსვამთ განტოლებაში. 

ამგვარად, ამოვხსნათ (1.1) დიფერენციალური განტოლება ნიშნავს, 

ვიპოვოთ X ცვლადზე დამოკიდებული ყველა. ის დიფერენცირებადი 

ყ=ყ (X) ფუნმცია, რომელიც იგივურად აკმაყოფილებს მოცემულ (1.1) 
7 
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განტოლებას. თუ ასეთი V#=ყVყ (X) ფუნქცია მოძებნილია, მაშინ ვიტყ- 
ვით რომ მოძებნილია ამ განტოლების ამონახსნი. 

დიფერენციალური განტოლების ამოხსნის მოძებნის პროცესს დი- 
ფერენციალური განტოლების ინტეგრება ეწო- 
დება. 

განსაზღვრა წ. ჩვეულებრივი დიფერენციალური 

განტოლების ამონახსნის "გრაფიკს ამ განტოლე- 

ბის ინტეგრალური წირი ეწოდება. 

როცა მოძებნილია წირი, რომლის ყ ორდინატები აკმაყოფილებს 
ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებას, მაშინ ამბობენ, რომ 

მოძებნილია მოცემული დიფერენციალური განტოლების ინტეგრა– 
ლური წირი. 

ამგვარად, გეომეტრიული თვალსაზრისით დიფერენციალური გან- 

ტოლების ინტეგრება ნიშნავს ყველა იმ წირის #მოძებნას, რომელთა 

ორდინატები, განხილული როგორც დამოუკიდებელი Xჯ ცვლადის ფუნ- 

ქცია, აკმაყოფილებს მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას. 

ანალიზური თვალსაზრისით, მოცემული დიფერენციალური განტო– 

ლების ამონახსნის მოძებნის ამოცანა იმ შემთხვევაში ჩაითვლება გადა– 

წყვეტილად, თუ ეს ამონახსნი წარმოდგენილია მოცემული ფუნქცი- 

ებიდან აღებული ინტეგრალებით. ზოგად შემთხვევაში დიფერენცია- 

ლური განტოლების ამონახსნის მოძებნის პრობლემა წარმოადგენს საკ– 

მარისად რთულ და ძნელ ამოცანას; მისი სიძნელე იმაში მდგომარეობს, 

რომ დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი ყოველთვის არ გამოი– 

სახება ელემენტარულ ფუნქციებში. 

განვიხილოთ უმარტივესი დიფერენციალური განტოლება: 

«- , (X), 

სადაც | (X) უწყვეტი ფუნქცია რაიმე შუალედში. ამ განტოლების 

ამონახსნია 

#= II/დო%+C 
სადღაც C ნებისმიერი მუდმივია; მაგრამ ეს ამონახსნი ყოველთვის არ 

წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. 
ინტეგრალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რომ ზოგიერთი შედარე– 

ბით მარტივი ელემენტარული ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქცია არ 

გამოისახება ელემენტარულ ფუნქციებში. ასე, მაგალითად, თუ მოცე– 
მულია დიფერენციალური განტოლება 

#9ყ _ C08X 
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მაშინ 

  

Xჯ 

/= | >“ ძ» +IC 

არ წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. ასევე, განტოლებას ყ7/= 
=X?+ყ? არა აქვს ამონახსნი, რომელიც შესაძლოა გამოისახოს ელე– 
მენტარულ ფუნქციებში. ასეთ შემთხვევაში უნდა დავკმაყოფილდეთ 
მოცემული დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის მიახლოებითი 

მოძებნით, გამოვიყენებთ რა ამ მიზნით მიახლოებითი ინტეგრების მე– 

თოდს. ამიტომ შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ მოცემული დიფერენ– 
ციალური განტოლების ამონახსნი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქ- 
ციას, ანდა წარმოგვიდგება მოცემული ფუნქციებიდან აღებული ინტეგ– 
რალებით, რომელიც არ გამოისახება ელემენტარულ ფუნქციებში. 

§ 9. პირველი რიბის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 

და კერძო ამონასსნი 

როგორც ვიცით, პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას 

აქვს სახე: 

#(X, ყ, ყ7)= 0 (2.1) 
ან. 

Vყ'=/ (X, Vყ), (2.2) 
სადაც # და 7 თავისი არგუმენტების მოცემული უწყვეტი ფუნქციებია. 

(2.2) პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას “შეიძლება 

ჰქონდეს უამრავი ამონახსნი. მაგალითად, 

ძყ 
–--= ჯ. 2.3 7 (2.3) 

დიფერენციალური განტოლების ამონახსნია 

ჯ 
=> #0, ყ 2 + 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ამგვარად, (2,3) განტოლებას აქვს უამ– 

რავი ამონახსნი. თუმცა არსებობს (2.3) განტოლების მხოლოდ ერთი 

ამონახსნი, რომელიც გაივლის X0/ სიბრტყის მოცემულ (1, --) წერტილ– 

ზე., სახელდობრ, ყ=-- ჯ (C=0). 

1. კოშის ამოცანა, საზოგადოდ, რომ გვქონდეს საშუალება ვილაპა–- 
რაკოთ (2.2) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის ერთადერთო-– 

9



ბის შესახებ, საჭიროა განვიხილოთ ეგრეთწოდებული კოშის ამოცანა,. 

რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: 

22 განტოლების ყველა ამონახსნს შორის 

ვიპოვოთ ისეთი V=((ა) ამონახსნი, რომელიც LX 
არგუმენტის მოცემული Xჯ- მნიშვენელობისათვის 

ღებულობს მოცემულ Vია მნიშვნელობას, ე. ი. 

დ” (X) =/7IX, დ(X)) ღა C (X)) = ყი. 

პირობას, რომ არგუმენტის X=Xი მნიშენელობისათვის ყ=06 (X) 

ამონახსნის მნიშვნელობა უნდა იყოს მოცემული ყი რიცხვის ტოლი, 

ეწოდება (2.2) განტოლების საწყისი პირობა. მას ხშირად ასე 

ჩაწერენ: V =ყ, როცა X=Xა, ანდა VI,» = ყი. 
კოშის ამოცანა გეომეტრიულად შეგვიძლია ასე გამოვთქვათ: (2.2) 

განტოლების ყველა ინტეგრალურ წირს შორის 

გიპოვოთ ის წირი, რომელიც გაივლის მოცემულ 

(0, ყი წერტილზე: 
9. კოშის ამოცანის დაჟვანა ინტეგრალურ განტოლებამდე. ვაჩვე– 

ნოთ, რომ კოშის ამოცანის ამოხსნა (2.2) დიფერენციალური განტო- 

ლებისათვის 

ყ'=| (X, V), 

საწყისი პირობით 

VI, ყი (#0 =M(X)), (2.4) 

ეკვივალენტურია რომელიღაც ინტეგრალური განტოლების ამოხსნისა!. 

მართლაც, ვთქვათ, V=დ (X) ფუნქცია (2.2) დიფერენციალური განტო- 
ლების ამონახსნია X=X, წერტილის შემცველ რომელიღაც (თ, ჩ) მუალედ–- 

ში, და როცა X=Xა, გადაიქცევა ყა-ად; == (X-). მაშინ, როცა X C (თ, ხ) 

ადგილი ექნება იგივეობას: 
ი (ი =/(ი% დი). 

ამ უკანასკნელი იგივეობის ინტეგრებით Xა-დან X-მდე (0 <- Xე <- X<- 
<-ხ) და (2.4) ტოლობის გათვალისწინებით, მივიღებთ: 

ჯ 

თ=#%+ | IC იძი XCC9 
% 

'! განტოლებას, რომელიც ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ შეიცავს უცნობ ფუნქციას, 
ინტეგრალურ განტოლებას უწოდებენ. 
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მაშასადამე, #==< (X) ფუნქცია, < (X))=V/I, საწყისი პირობით აკმაყოფი- 
ლებს უმარტივეს ინტეგრალურ განტოლებას: 

ყ=ყა+ | IC, V)ძX. (2.5) 
Xა 

ცხადია, პირიქით, თუ (0, ხ) შუალედში მოცემული უწყვეტი ყ= C (X) 
ფუნქცია აკმაყოფილებს (2.5) ინტეგრალურ განტოლებას; 

ჯ 

«(9=ყს+ | /X «(91ძX, (2-6) 
Xა 

მაშინ /(X, დ(X)) ფუნქციის უწყვეტობის გამო, (2.6) ტოლობის გაწარმო- 

ებით, მივიღებთ: 

დ (X)=/ IX, დ (X) I, დ (X,) ==. 
ე. ი. დ (X) არის (2.2) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი. მოკ- 

ლედ, (2.5) ინტეგრალური განტოლება ტოლფასია (2.2) დიფერენცია– 

ლური განტოლებისა. 

შევნიშნავთ, რომ კოშის ამოცანის აზონახსნი შეიძლება არ იყოს 

ერთადერთი, ე. ი. შესაძლოა არსებობდეს რამდენიმე ამონახსნი, რო- 

მელიც განტოლების მოცემულ საწყის პირობას აკმაყოფილებს: V=ყი, 

როცა X=X0ი, ანუ, გეომეტრიულად რომ ვთქვათ, (Xი, ყი) წერტილზე 

გაივლის რამდენიმე ინტეგრალური წირი. 

ქვემოთ (თავი III, § 1), ზოგიერთი შეზღუდვით, რომელსაც უნდა 

აკმაყოფილებდეს (2.2) განტოლების მარჯვენა ნაწილში შემავალი 

|! (X.ყ) ფუნქცია, დავამტკიცებთ კოშის ამოცანის როგორც არსებო- 

ბას, ისე ერთადერთობას. 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებისათვის მართებუ- 

ლია შემდეგი. 

თეორემა. ღუ 

ყწ=/(X, ყ) 

დიფერენციალურ განტოლებაში /”(, ყ) ფუნქცია 

უწყვეტია XჯXCV სიბრტყის რაიმე 8 არეში, აქვს 
შემოსაზღვრული კერძო წარმოებული IV"”V,VM) 

0M-ში და (X, ყისი # არის ნებისმიერი შიგა წერტი- 

ლია, მაშინ არსებობს მოცემული დიფერენცია- 
ლური განტოლების ერთადერთი ამონახსნი 

ყ=დ იფ), რომელიც უწყვეტია და დიფერენცირე- 
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ბადი X=X წერტილის შემცველ რაიმე ILC->–6ი, 
X+0) ინტერვალში და აკმაყოფილებს პირობას 
დ (Xი) = ყი. ამ თეორემის დამტკიცებას მოვიყვანთ უფრო ზოგადი პი– 
რობებით მესამე თავში. 

არსებობის თეორემიდან გამომდინარე შედეგის გეომეტრიული "შინაარსი 
იმაშე მდგომარეობს, რომ არსებობს ერთი და მხოლოდ ერთი ინტეგრალუ- 
რი წირი (მრუდი), რომელიც გაივლის #; არის ნებისმიერ შიგა (Xა, ყა) C # 
წერტილში და, რომ #) არის ყოველი (Xა, Mა) საწყისი მნიშვნელობისათვის, 
მიიღება თავისი ინტეგრალური წირი (მრუდი), რომელიც მთლიანად ძევს 
IXX-ზი. 

ამგვარად, (2.2) პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას # 

არეში აქვს სხვადასხვა ამონახსნის უსასრულო სიმრავლე. 

მართლაც, ფორმულირებული თეორემის პირობებში /(X, ყ) ფუნქცია 

უწყვეტია და აქვს + შემოსაზღვრული კერძო წარმოებული I0-ში, ამი- 

ტომ ყოველთვის შეგვიძლია /) არის ყოველი. (Xჯ, V-) C 1). წერტილისათვის 
ავაგოთ X == Xა წერტილის შემცველი მაქსიმალური შუალედი IX. --თ, 
X-+0თCს თ >0, რომელზედაც განსაზღვრულია ორ X%ი» 9% პარამეტრზე დამო- 

კიდებული ამონახსნი 

ყ.= C (X; Xი, ყი) 
საწყისი მნიშვნელობით 

ყა=Cდ (Xა; Xი; #0)» 

რომელიც, როგორც ქვემოთ იქნება "ნაჩვენები (თავი III, § 3), შეიძშ- 

ლება გაგრძელდეს ორივე მხრით #) არის საზღვრამდე („საზღვრი- 

დან –– სახღვრამდე“) და, მაშასადამე, მთლიანად ძევს 70-ში, 

ახლა, თუ საწყის პირობაში: 

MI, =Mი (9(X)-= Mი) 
ჯე პარამეტრს განვიხილავთ როგორც მოცემულ რიცხვს (მივანიშნებთ ფიქ- 

სირებულ მნიშვნელობას), ხოლო ყ-ის საწყის ყე მნიშვნელობას განვიხი– 
ლავთ, როგორც პარამეტრს (ნებისმიერად მივცემთ სხვადასხვა რიცხვით 
მნიშვნელობას, მაგრამ ისე, რომ (Xა, ყა) CI), მაშინ V-ის ცვლილებას–- 

თან ერთად შეიცვლება (2.2) Iან (2.11) დიფერენციალური განტოლების 
ამონახსნიც, და ჩვენ მივიღებთ (2.2) Iან (2,1)) პირველი რიგის დი- 

ფერენციალური განტოლების ამონახსნების უსასრულო 
სიმრავლეს, ანუ გეომეტრიულ ინტერპრეტაციაში ერთი ყე: ნებისმიერი 

მუდმივისაგან დამოკიდებულ ინტეგრალფრ წირთა (მრუდთა) ოჯახს: 
ყ=%(X, ყა) VMი == < (XV, ყი) (2.7) 

რომელიც ძევს #-ში. 
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ამგვარად, (2.2) პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების (2.7) 
ამონახსნი იქნება არა მხოლოდ X არგუმენტის ფუენქცია, არამედ X-ისა და 

ყა პარამეტრის ფუნქცია. ეს ფუნქცია განსაზღვრულია რომელიღაც. (4, ,8) 
შმშუალედზე, რომელიც #) არეს შეესაბამება: 

(4, 8) = ((X; Xა, ყი) (Xი, ყი)C#M, X C IX-––ძ. Xე + 0)|. 

ზემომოყვანილი მსჯელობის საფუძველზე შეგვიძლია დავასკვნათ: 

(2.2) პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი იქნე– 

ბა სრულიად განსაზღვრული, მხოლოდ მას შემდეგ, რაც დავადგენთ, 
თუ X=Xი წრფის რომელ წერტილში გაივლის ეს ამონახსნი!; რადგან 
ეს წერტილი სავსებით განისაზღვრება თავისი ყი მანძილით ჯ ღერძი– 

დან (Xა, ყა) C ს), ამიტომ, აქედან გამომდინარეობს, რომ ამონახსნის ზუსტი 

ფორმა ღამოკიდებულია ამ ყა მუდმივის მნიშვნელობაზე; რადგანაც X = X- 

წრფის (ამ წრფის ნაწილის, რომელიც გვაქვს #-ში) ყოველ წერტილს შე- 
ესაბამება ყMა-ის გარკვეული მნიშვნელობა და, პირიქით, ამიტომ (2.7) თანა- 
ფარდიბა გვაძლევს (2.2) (ან (2.1)) დიფერენციალური გან- 
ტოკლების ყველა შესაძლო ამონახსნს“ 

ამგვარად, არსებობის თეორემიდან გამომდინარე შედეგის 
გეომეტრიული |მნიშვნელობა (|(შინაარს) იმაში მდგომარე- 
ობს, რომ #) არის ნებისმიერ შიგა (X, #M.)CI წერტილში 

(სადაც Xე ნებისმიერი მოცემული ფიქსირებული რიცხვია, Xე C (4, #8), ხო- 

ლო წე –– ნებისმიერი წმუდმივი') გაივლის (2.2) (ან (2.1)) განტოლე- 
ბის ერთი და მხოლოდ ერთი ინტეგრალური წირი (მრუ- 
დი), ყ=C(X, ყე) ინტეგრალურ წირთა (მრუდთა) ოჯახიდან, 

რომელიც ძევს #) არეში. 
ამ შემთხვევაში მთელი #) არე დაიფარება ერთმანეთთან არაგადამ– 

კვეთი და არაშემხები გლუვი ინტეგრალური წირებით. 

კოშის თეორემას, (2.2) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის 

არსებობისა და ერთადერთობის შესახებ, აქვს მრავალი თეორიული და 

პრაქტიკული გამოყენება. 

იგი პირველ რიგში გამოიყენება მთელი დიფერენციალური განტო– 
ლებისათვის მნიშვნელოვანი ცნების –– ზოგადი ამონახსნის (კერძო 

ამონახსნის) ცნების, მკაცრი განსაზღვრისათვის. 
1. ზოგადი ამონახსნი. კოშის თეორემიდან გამომდინარე შედეგე- 

ბის გამოყენებით როგორც ეს ზემომოყვანილი მსჯელობებიდანაც 

  

1! აქ იგულისხმება X=Xჯა წრფის მონაკვეთი, რომელიც მთლიანად ძევს #0-ში და ყ 

ღერძის პარალელურია. 

2 ყე ნებისმიერი მუღმიეი ინტეგრალური მრუდის V = დ (X, ყა) ამონახსნის ჯX = Xი 

ფრფესთან გადაკვეთის ცვლადი წერტილის ორდინატია. 
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ჩანს, ვაჩვენეთ, რომ (2.2) პირველი რიგის დიფერენციალურ განტო- 

ლებას აქვს ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, რომელიც მიიღება 

ყ = < CV, Mი) 
ფორმულით, სადაც ყე აღნიშნავს პარამეტრს, ე. ი. ნებისმიერი მუდმივია, 

ხოლო დ (X, Mაე) ფუნქცია განსაზღვრულია რომელიღაც. (4, ,8) 'მუალედზე, 
რომელიც # არეს შეესაბამება.. 

ყე =,(X,ყ) განტოლების (2.27) სახის ამონახსნს, რომე- 

ლიც ერთ ყე ნებისმიერ მუდმივს შეიცავს, ამ განტოლე- 
ბის ზოგადი ამონახსნი ეწოდება. 

მაგრამ, როგორც ეს ადრე განხილულ მაგალითებში ვნახეთ პირვე– 

ლი რიგი დიფერენციალურ განტოლებათა ინტეგრირებისას, ჩეე6ნ, 

ჩვეულებრივ, ვღებულობთ სახვა ნებისმიერ მუდმივს. 

ასე მაგალითად, უმარტივესი სახის პირველი რიგის დიფერენცია- 

ლურ 
ძყ. _ 
ძია (> 

განტოლებას, ანუ 

ძყ = | (XV) ძX, 
სადაც | (X) უწყვეტი ფუნქციაა, რომელიღაც (თ, ხ) ინტერვალში, აქვს 

ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, რომელიც გამოისახება 

#= |/თ«+0 
ფორმულით, ანუ 

#=<9(0+0, (2.8) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. მივცემთ რა C პარამეტრს სხვადასხვა რიცხ- 
ვით მნიშვნელობას (–– ი <<.C < + Cთ), მივიღებთ (2.7) განტოლების სხვა– 

დასხვა ამონახსნის უსასრულო სიმრავლეს. 

ამგვარად, ნებისმიერი მუდმივი შეიძლება შედიოდეს (2.8) ზოგაღ 

ამონახსნში არა როგორც ყ-ის საწყისი მნიშვნელობა, არამედ ზოგადი 

ყ=%V, C) 

ფორმითაც, ე. ი. შეიცავს C ნებისმიერ მუდმივს, ამასთან, C მუდმივი 

შეიძლება არ წარმოადგენდეს აუცილებლად ყ-ის საწყის მნიშვნელო- 

ბას, როგორც ეს გეჭქონდა არსებობის თეორემის შედეგად. 

ამრიგად, ზოგად შემთხვევაში, როცა პირველი რიგის დიფერენ- 

ციალურ განტოლებას აქვს სახე _ 

9ძყ _ ქე I%9·V, 
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სადაც | (ს ყ) აკმაყოფილებს ზემოთ ოყვანილ არსებობის თეორემის 
პირობებს #) არეში, (2.2) განტოლებას აქვს ამონახსნების უსასრულო 

სიმრავლე, მაგრამ, როგორც ვნახეთ, C ნებისმიერ მუდმივზე ამ ამო– 

ნახსნების დამოკიდებულების სახე საზოგადოდ, უფრო რთულია, ეიდ- 

რე ეს (2.89) ფორმულითაა მოცემული, სახელდობრ, (2.2) სან (2.1)1 

განტოლების ამონახსნების ზოგადი სახე წარმოიდგინება 

ყ = C(X, C) 

ფორმულით, სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

განსაზღვრა 1, (2.2) პირველი რიგის დიფერენცია- 

ლური განტოლების ზოგადი ამონახსნი /#/ არე- 
ში ეწოდება ერთი C ნებისმიერი მუდმივის 

შემცველ 
ყ= CV, C) (2.V 

სახის ფუნქციას!, თუ იგი აკმაყოფილებს (2.2) დი- 

_ფერენციალურ განტოლებას C პარამეტრის ყო- 

ველი მნიშვნელობისათვის და C-ს კერძო მნიშევ- 

ნელობის სათანადოდ ამორჩევით. დ(C(,C) ფუნქ 

ცია გვაძლევს ამ განტოლების ნებისმიერ ამო- 

ნახსნს # არეში. 

(2.9) ზოგადი ამონახსნის ფორმულა საშუალებას გვაძლევს, C ნე– 

ბისმიერი მუდმივის კერძო მნიშვნელობის სათანადოდ ამორჩევით. 

ამოვხსნათ კოშის ნებისმიერი ამოცანა, ე. ი. ვიპოვოთ (2.2) განტო- 

ლების ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის პირო- 

ბებს: ყ= ყე, როცა X= Xი. 

ამ განსახღვრიდან გამომდინარეობს, რომ (2.2) პირველი რიგის 
დიფერენციალური განტოლების ამონახსნების ერთობლიობა #) არეში. 

(რომელიც მიიღება V=% (X,C) განტოლებიდან C ნებისმიერი მუდმი– 
ვის სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის) წარმოადგენს (2.2) დიფერენცია- 

ლური განტოლების ზოგად ამონახსნს. 

2. ზოგადი ინტეგრალი. მაგრამ (2.2) დიფერენციალური განტოლე- 

ბის ამონახსნი ყოველთვის არ მიიღება (2.9), ცხადი სახით. მრავალ–- 

შემთხვევაში (2.2) განტოლების ინტეგრების შედეგი გამოისახება 

"ფორმულით: 

დ (X, ყ,C)=0 |ან MI (X,ყ)=C), (2.10) 

1 როგორც ქვემოთ ვნახავთ (თავი III, § 2), ზემოთ ფორმულირებული არსებობის 
თლეორემის მტკიცებიდან გამომდინარეობს, რომ ყ=C9(X, C) ფუნქცია უწყვეტად დი- 

ფპერენცირებადია ჯ ცვლადით და უწყვეტია C პარამეტრის მიმართ, (-–-59< C <-LCთ). 
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რომელიც არაცხადი სახით განსაზღვრავს (2.2) განტოლების ზოგად 

ამონახსნს. 

თუ (2.10) განტოლებიდან ამოვხსნით ყ-ს, მივიღებთ ზოგად ამო– 

ნახსნს ცხადი სახით; მაგრამ (2.10) განტოლებიდან ყ-ის გამოსახვა 
ელემენტარულ ფენქციებში ყოველთვის არ არის შესაძლებელი. ასეთ 

შემთხვევაში ზოგად ამონახსნს ვტოვებთ არაცხადი სახით. 

განსაზღვრა 8. 

« (X, ყ, C) == 0 

სახის ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას, რო- 
მელიც ერთ C ნებისმიერ მუდმივს შეიცავს, 

ეწოდება (22) პირველი რიგის დიფერენციალუ- 

რი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი! # არეში, 

თუ (210) თანაფარდობა განსაზღვრავს (2.2 _გან- 

ტოლების ყ=დ (, C) ზოგად ამონახსნს #2 არეში 
არაცხადი სახით. 

განსაზღვრა 8. (2.2) განტოლების კერძო ამონახსნი ეწოდე- 
ბა ისეთ ამონახსნს, რომელიც მიიღება ზოგადი V=C(X,C) 
ამონახსნიდან ნებისმიერი C მუდმივის კერძო C=C 
მნიშვნელობისათვის; თ(X ყ,C.ე)=0 დამოკიდებულებას, 

რომელიც მიიღება დთ(ჯ,ყ,C)=0 ზოგადი ინტეგრალიდან 
ნებისმიერი C მუდმივის კერძო C=C მნიშვნელობისა- 

თვის, ეწოდება კერძო ინტეგრალი. 

ზოგადი ინტეგრალის ფორმულა საშუალებას გვაძლევს C ნების- 
მიერი მუდმივის კერძო მნიშენელობების სათანადო ამორჩევით მივი- 

ღოთ ჩვენი დიფერენციალური განტოლების ნებისმიერი ინტეგრალუ- 
რი წირი (მრუდი), რომელიც #) არეში გაივლის. | 

ინტეგრალურ წირს, რომელიც შეესაბამება C 

ნებისმიერი მუდმივის რომელიღაც კერძო მნიშ- 

გნელობას, (22) ღიფერენციალური განტოლების 

კერძო ამონახსნი ეწოდება. 
მაგალითად 1. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური 

განტოლებისა: 

ძყ _ ძX 

V1-–ყ უგ ვ5იყ X (0.11) 

ამოხსნა. რადგან 

ძყ 
V1-–-V 

ანუ ზოგადი ამონახსნი არაცხადი სახით. 

.16 

= ძმX63)72 V,



ამიტომ, (2.11)მიიყვანება შემდეგ სახეზე: 

ძე:ბ5Iყ _ ძX. რ.I2) 

2გIC §1ი ყ ჯ 

ამ შემთხვევაში, ზოგადი ინტეგრალი მოიძებნება (2.12) ტოლობის 

ორივე ნაწილის უშუალო ინტეგრებით. მივიღებთ: 

1ი მXC5I1 ყ=10X+Iი!ICI,, (2.13) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

(2.13) განტოლება წარმოადგენს მოცემული დიფერენციალური განტო– 
ლების ზოგად ინტეგრალს; თუ (2-13)-ს ამოვტსნით ყ-ის მიმართ. მაშინ მი–- 
ვიღებთ (2.11) განტოლების ზოგად ამონახსნს სახით: ყ = §10 C X. 

(2.2) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ყ = C (ჯ, C) ამონახსნი- 
დან რომ გამოვყოთ რომელიმე ჯკერძო ამონახსნი, საჭიროა მოცემულ იქნეს 

საწყისი პირობა ყ = ყა, როცა X = Xე, (Xი; Vი) C L>. 

მართლაც, თუ Xა: და ყა მოცემულია, მაშინ ჩავსვმთ რა მათ მნიშვნე- 

ლობებს (2.2) განტოლების V/, = C (X, C) ზოგად ამონახსნში, მივიღებთ 

ყა == დ(Xა, C) 

ერთ განტოლებას ერთი C უცნობის განსასაზღვრავად; გეომეტრიული მოსა- 

ზრებანი გვაძლევს საფუძველს, რომ ამ განტოლებას C-ს მიმართ აქვს ამო- 

ნახსნი, ე. ი. დი” (Xი C,) # 0 და X და C ცვლაღების ცვლილების 2 არის, 
#ტCM, (Xს, ყა) წერტილის მიდამოში, რომლისათვის დე” (Xა, Cი) 0, (2.9)· 
დან შეგვიძლია განვსაზღვროთ C როგორც X-ისა და ყ-ის ფუნქცია: 

C=MVV, (2.14: 
მასთან ეს ამონახსნი იქნება ერთადერთი. (2.14) ფორმულაში V" (, V) 
ფუნქციას აქვს თვისება, რომ ნებისმიერი კერძო ამონახსნის გასწვრივ 
ის იგივურად მუდმივია: 

V IX, C(X, C))==C. 

ასეთ ფუნქციას (2.2) დიფერენციალური განტოლების ინტეგრ:- 

ლი ეწოდება. 

ახლა ვიპოვოთ (2.9) ზოგადი ამონახსნის ფორმულის მეშვეობით 

(2.2) დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი საწყისი 

მნიშვნელობებით: Xა, Vი; (Xი; Vი) C #>. 

თუ (2.14) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ჩავსვამთ X=Xა, #V=ყVე მნიშვ- 

ნელობებს, მაშინ C-თვის მივიღებთ გარკვეულ Cე მნიშვნელობას: 

Cი = M (%ა, ყ#M):



თუ ჩავსვამთ Cა მნიშვნელობას (2.9) ფორმულაში, გვექნება: 

ყ=დVX, Cა); 

მიგიღეთ (2.2) განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც მოცემულ 

საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 

გეომეტრიული თვალსაზრისით ზოგადი ინტეგრალი CI (Xჯ, V, C)=0 

წარმოადგენს XCV სიბრტყეზე ერთ C პარამეტრზხე დამოკიდებულ წირ- 
თა ოჯახს. ამ წირებს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ინ–- 

ტეგრალური წირები ეწოდება. ცხადია, კერძო ინტეგრალს შეესაბამე– 

ბა ამ ინტეგრალურ წირთა ოჯახის ერთი წირი, რომელიც გაივლის 

X0ყ სიბრტყის მოცემულ წერტილზე. 

მაგალითი 95, მოცემულია განტოლება: 

9V 
ძX 

= 3 X19. 

ვიპოვოთ ამ განტოლების ის V=დ(X) ამონახსნი, რომელიც არგუ- 

მენტის X=1 მნიშვნელობისათვის ღებულობს Vყ=2 მნიშვნელობას. 

ამოხსნა. ინტეგრალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რომ მოცე– 
მული განტოლების ამონახსნია 

ყ=VX1+C 

ფუნქცია, სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ეს ამონახსნი იქნება ზოცე- 

მული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ახლა ვისარგებლოთ საწყისი პირობით და მიღებული ზოგადი ამო– 

ნახსნიდან გამოვყოთ ის ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს მოცე–- 

მულ საწყის პირობებს: X=1, ყ=2. საწყისი მნიშვნელობების ჩასმა 

ყ=X1+C განტოლებაში გვაძლევს: 
== 1 + C. 

აქედან 

C =1. 

მაშასადამე, საძიებელ კერძო აზონახსნს ექნება სახე: 

ყ=X.+1. 

მაგალითი მ, ვიპოვოთ 

3ვ»XძX=-6 ჩწძყ (2.15) 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 
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ამოხსნა. 

განტოლების ინტეგრება. გვაძლევს: 

ჯმ L წ #ძი/'= C, (2.16) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

შევნიშნავთ, რომ ინტეგრალი 

IC. # ძყ 

არ გამოისახება ელემენტარულ ფუნქციებში სასრული სახით, მაგრამ 

მიუხედავად ამისა, (2.16) წარმოადგენს (2.15) განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს, რადგან (2.15) განტოლების ინტეგრება, დაყვანილია გა– 

ნუსახღვრელი ინტეგრალის მოძებნის ამოცანაზე –– კვადრატურაზე. 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ -9/ _ ყ" დიფერენციალური განტოლების ზო- 
(#64 

გადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. განტოლების ორივე ნაწილი გავამრავლოთ ძX-ზე და გავყოთ 

ყ?–ზე .(ყ % 0), მივიღებთ: 

ძX = + (2.17) 

სადაც ყ=V (X) არის X ცვლადის საძიებელი ფუნქცია. რადგანაც დი- 

ფერენციალები იგივურად ტოლია, ამიტომ მათი განუსახღვრელი 

ინტეგრალები შეიძლება განსხვავდებოდნენ მხოლოდ მუდმივი შესაკ- 

რებით; შეგვიძლია (2.17) განტოლების მარცხენა ნაწილის ინტეგრება 

Xჯ-ით, ხოლო მარჯვენა ნაწილისა Vყ-ით. მივიღებთ: 

(«- (4%+C 
V 

საიდანაც 

X= _ 4 C, 
ყ 

ანუ 

ყლ-- 1. (2.18) 
X+C 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. (2.18) წარმოადგენს მოცემული გან- 

ტოლების ზოგად ამონახსნს. 
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მართლაც, მივცემთ რა C პარამეტრს ამა თუ იმ რიცხვით მნიშვნე- 
ლობას, ––<C<+0Cდ, ყოველთვის მივიღებთ ახალ ფუნქციას, რო–- 

მელიც ჩასმული მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში მას იგი–- 

ვეობად გადააქცევს. 
მაშასადამე, 

მყ _ , 
ძა V 

განტოლებას აქვს ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, რომელიც გა- 

მოისახება ფორმულით: 

1 

X+C ' 

ამ ოჯახის ყოველი წირი იქნება (2.17) განტოლების ინტეგრალუ- 

რი წირი (მრუდი). 

მაგრამ, როგორიც ეს უშუალოდ ჩანს, არსებობს (2.17) განტოლე– 

ბის კერძო ამონახსნი #=0, რომელიც არ მიიღება (2.18) ზოგადი ამო– 

ნახსნიდან C პარამეტრის არავითარი მნიშვნელობისათვის. 
ამონახსნს, რომელიც არ მიიღება ზოგადი ამო- 

ნახსნიდან C პარამეტრის არც ერთი მნიშვნე- 

ლობისათვის, ეწოდება განსაკუთრებული ამო- 

ნახსნი (იხ. თავი IV, § 5). 

ყ=– 
  

§ მ. ერთ პარამებრზე ღამოკიდებული ბრტყელ წირთა ოჯასის 

დიფერენციალური განტოლება 

განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება ზო– 

გადი სახით 

6(C, ყ, ყე = 0. (3.1) 

როგორც ვნახეთ, ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 

დ(ი ყ,C)=0 

გეომეტრიულად წარმოადგენს ბრტყელ წირთა ოჯახს XC0CV სიბრტყის “ 
რაიმე #) არეში. (3.1) განტოლება გამოსახავს ამ ინტეგრალური წირე- 

ბისათვის დამახასიათებელ რომელიღაც ზოგად დიფერენციალურ თვი- 

სებას. 

ახლა განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლების ინტეგრების 

შებრუნებული ამოცანა, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: მოცემუ- 

ლია ერთ C პარამეტრზე დამოკიღებული ბრტყელ წირთა ოჯახი 

9 (X, ყ, C) =0. 
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უნდა შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება, რომლისათვის მო- 
ცემული ოჯახი წარმოადგენს ზოგად ინტეგრალს. ამ მიზნით დავამტკი- 

ცოთ 

თეორემა ვთქვათ, მოცემულია ერთ C პარამეტ- 
რზე დამოკიდებული წირთა ოჯახი 

დთდ(X, ყ,C)=0, (3.2 

სადაც თV, ყ, C) უწყვეტია ყველა არგუმენტის 
მიმართ და დიფერენცირებადია Xისა და X-ის 

ლ 
  მიმართ, ამასთანავე «0; მაშინ ამ ოჯახიდან 

ნებისმიერი წირის ე დინატი ყ განხილული 
როგორც X აბსცისის ფუნქცია, აკმავოფილებს 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას, 

რომელიც დამოუკიდებელია C მუდმივისაგან, 

ამასთან (32) წარმოადგენს ამ განტოლების ზო- 

გად ინტეგრალს!. 
დამტკიცება. ვიპოვოთ (3.2) წირთა ოჯახის დიფერენცია- 

ლური განტოლება. ამისათვის (3.2) განტოლება გავადიფერენციროთ 

ჯ-ით, მივიღებთ: 

ათ , ეი ძყ 
მX მძი (ი 

თუ (3.3) განტოლება არ შეიცავს C მუდმივს, მაშინ ის იქნება მოცე– 
მული წირთა ოჯახის საძიებელი დიფერენციალური განტოლება, ხო– 

ლო თუ (3.3) ტოლობა შეიცავს C” მუდმივს, მაშინ C უნდა გამოვ- 
რიცხოთ (3.2) და (3.3) განტოლებებიდან: 

დV, ყ, C) =0, 

მრ _ მთ ძ რ _ მთ ძე. 
'მX მყ -ძX 

=0. (3.3) 

(8.4) 
=0, 

მივიღებთ გარკვეულ დამოკიდებულებას X, V, + შორის, ე. ი. პირველი 
: X 

რიგის დიფერენციალურ განტოლებას: 

ჩ(» V, 49) =0. (3.5) 
ძX , 

ეს არის წირთა მოცემული ოჯახს დიფერენციალური განტოლება. 

,! ანალოგიურ თეორემას ადგილი აქვს იმ შემთხვევაში, როცა ბრტყელ წირთა 
ოჯახი მოცემულია სახით: 

ყ = (CV. C). 
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ (3.2) განტოლება განსაზღვრავს (3.5) დიფე– 

რენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. მართლაც, (3.2) და 

(3.3) განტოლებები გადაიქცევა იგივეობებად, თუ მათში ყ-ის ნაცვ- 
ლად ჩავსვამთ (3.2) დამოკიდებულებიდან განსახღვრულ ყ=დ V, C) 
ფუნქციას: 

დ IX, დ(X,C) C) =C0, 

3.6 მთIX დ(X C, C| _ მდ I+„დ(-C,CI „, ფ=ი0. (3.6) 
მX მყ 
  

აქედან გამომდინარეობს, რომ (3.5) განტოლება, რომელიც არის (3. 4) 

განტოლებათა შედეგი, გადაიქცეეა იგივეობად, თუ მასში ყ-ის ნაცვ- 

ლად ჩავსვამთ დ (X, C) გამოსახულებას (3.2)-დან, ე. ი. 

ნIXV დ(ი C), «(ი CI | =0. 
მაგრამ ეს იმას ნიშნავს, რომ ყ=დ (X, C) ფუნქცია, რომელიც განისა– 

ზღვრება (3.2)-დან, არის (3.5) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. მაშა- 

სადამე, (3.2) წარმოადგენს (3.5) დიფერენციალური განტოლების ზო– 

გად ინტეგრალს. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1, განვიხილოთ იმ პარაბოლების ოჯახის განტოლება 

ყმ-- 2CX=0, (3.7) 

რომლებსაც სიმეტრიის ღერძად აქვთ 0Xჯ ღერძი, შევადგინოთ ამ ოჯა- 
ხის დიფერენციალური განტოლება. 

ამოხსნა. ცხადია, X0V სიბრტყის ყოველ V (X, ყ) წერტილზე 

გაივლის ამ ოჯახის ერთ-ერთი პარაბოლა, რადგან C პარამეტრი ყო- 

ველთვის შეიძლება ისე განგესახღვროთ, რომ მოცემული განტოლება 

დაკმაყოფილდეს XC0Vყ სიბრტყის ნებისმიერი წერტილის კოორდინა- 
ტებით. მოცემული განტოლების გაწარმოება X-ით გვაძლევს: 

ძყ 2ყ-=თ--–-2C =0, 3.8 #M--. (3-8) 

უკანასკნელი განსახღვრავს ოჯახის ნებისმიერი პარაბოლის მხების 

კუთხურ კოეფიციენტს #M (X, ყ) წერტილში. 

(3.7) და (3.8) განტოლებებიდან C პარამეტრის გამორიცხვა გვაძ–- 

ლევს 
ძყ 

ზ. ის)-=.- 0, 

# “ ძX 
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ანუ . 

ძყ 2X-> –-ყ=0, 
ძX ჟ 

ე.ი 

მყ _ _V_ 
ძX 2Xჯ 

მიღებული განტოლება წარმოადგენ განსახილავ პარაბოლათა 

ოჯახის დიფერენციალურ განტოლებას, კერძოდ, იგი განსაზღვრავს 
X0ყ სიბრტყის M წერტილში გამავალი პარაბოლის მხების კუთხურ 

კოეფიციენტს. 

მაგალითი 8. მოცემულია წრეწირთა ოჯახი 

ჯმ + ყზ= C), (3.თ 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. შევადგინოთ ამ წირთა ოჯახის დიფე- 
რენციალური განტოლება. 

ამოხსნა. (3.9) განტოლება გავაწარმოოთ X-ით, გვექნება: 

  

  

ძყ 
2 2ყ-––– =0, X + 2ყ 7: , 

ანუ 
X+ყ,=0 (3.10) 

ეს განტოლება არის (3.9) განტო- / ა 

ლებით მოცემული კონცენტრულ 8. « 
წრეწირთა ოჯახის დიფერენცია- 

ლური განტოლება (ნახ. 1). - 

(3.10) განტოლება გამოსახავს 
მიღებული 'წირთა ოჯახის შემდეგ 

დიფერენციალურ. თვისებას: წრე- თს 
წირთა ყოველ (Xა, #0) წერტილში , იი 
გავლებული მხები მართობულია შესაბამისი რადიუს-ვექტორებისა. 

მაგალითი 8. მოცემულია წრფეთა ოჯახი 

ყ=0ძX + 0), (3.11) 

სადაც თ ნებისმიერი მუდმივია. შევადგინოთ ამ წრფეთა ოჯახის დი–- 
ფერენციალური განტოლება. 

ამოხსნა. (3.11) განტოლება გავაწარმოოთ X-ით, გვექნება: 

ყ” => ძ. (32.12) 
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ახლა (3.11) და (3.12) განტოლებიდან გამოვრიცხოთ თ პარამეტრი, 

მივიღებთ: 

ყ=XV' + ყ”. (3.13) 

(3.13) არის მოცემული წრფეთა ოჯახის დიფერენციალური განტო- 
ლება. 

მაგალითი 4. მოცემულია წირთა შემდეგი ოჯახი 

(XV. + ყბ! = ი! (21 -- ყ"), (3.14) 
სადაც 0 ნებისმიერი მუდმივია. შევადგინოთ ამ წირთა ოჯახის დიფე- 
რენციალური განტოლება. 

ამოხსნა (23.14) განტოლება გავაწარმოოთ X-ით, გვექნება: 

2 (»' -L ყ") (2X + 2ყყ”) = 01(2X –– 2Vყ”), 
ანუ 

2 (X. + ყ”) (X + ყყ') = 0?(X-–– ყყ'). (3.15) 

ახლა (3.14) და (3.15) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ თ. მივიღებთ: 

2X+V - X-9M. (8.16) 
ჯბ + ყ? ჯბ--ყ? 

ეს უკანასკნელი არის მოცემული წირთა ოჯახის დიფერენციალური 

განტოლება. 

§ 4. ზოგიერთი ამოცანა, რომელიც ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 

განტოლებაზე დაიყვანება 
/ 

ფიზიკურ და ტექნიკურ "მეცნიერებებში მათემატიკის გამოყენები– 

სას ყოვე ლთვის გვხვდება დიფერენციალური განტოლებანი, რადგან 

ფიზიკური კანონები ყველაზე მარტივად გამოისახება დიფერენცია- 

ლურ განტოლებათა მეშვეობით. საილუსტრაციოდ, ბუნებისმეტყვე- 

ლების სხვადასხვა დარგიდან განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა, რომ– 
ლებსაც მათი ამოხსნის პროცესში მივყავართ ჩვეულებრივ დიფერენ- 

ციალურ განტოლებამდე. 

განვიხილოთ ამოცანა გაომეტრიიდან. 

ამოცანა 1. მოვძებნოთ წირები, რომელთაც ყო- 

ველ MVCVVყ9ყ) წერტილებში აქვს ის თვისება, რომ 

მათი ნორმალის სიგრძე მოცემული მუდმივი 
ძი რიცხვის ტოლია. 
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ვთქვათ, /VI (X, ყ) არის წერტილი იმ საძიებელი L წირისა, რომელსაც 
აღნიშნული თვისება აქვს: /MM =ძ (ნახ. 2). ცხადია, თ=90ე + 3, ანუ 

ზ = თ–– 909, სადაც « არის /( წერტილზე IL წირისადმი გავლებული მხების 
მიერ 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან შედგენილი კ.უეთხე ხოლო. 
ზ MM ნორმალის მიედ შედგენილი 
კუთხე იმავე ღერძის დადებით მიმარ–- 

თულებასთან. #MV/VIII-დან გვაქვს: 
M,»=ყ იხწ (C--90)=-–-ყსწთ=--ყყ”, 

| MMI =0 = VM+M,, 

“ 

ანუ 

  

+-VI+ 72, 
ე. ი. ნახ, 2. 

ყV1+Vყბ=თ (4.1) : 
ეს უკანასკნელი წარმოადგენს საძიებელი წირთა, ოჯახის პირველი რი– 

გის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებას. მიღებული დიფე- 
რენციალური განტოლება რომ ამოვხსნათ, „გადავწეროთ იგი ასეთ–- 

ნაირად: 

ტბ -- ყ2 + 2 72 
ყბლ“-”., ანუ ყ” = 2+V0–-ყ 

ყ ყ 
აქედან: 

ყძყ 
VII -- ე 42 

განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

1 /( ძ(ი“-- 
_–_– _აე-–“––< = XX C, 4.3 

2 |) V>I--„ · რ 
საიდანაც 

–-V01--ყზ=X+C. 

მაშასადამე, საბოლოოდ გვაქვს: 

(X + C) + ყ! = 0". (4.4) 
(4.4) დამოკიდებულება წარმოადგენს საძიებელი წირთა ოჯახის გან–- 

ტოლებას, რომელიც შეიცავს ერთ ნებისმიერ C მუდმივს. 

ამგვარად, (4.1) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრა- 
ლი, როგორც, ეს გეომეტრიული მოსაზრებიდანაც გამომდინარეობს, 

წარმოადგენს ძ-რადიუსიანი იმ წრეწირების ოჯახს, რომელთა ცენტ- 

რები ძევს 0X ღერძის ნებისმიერ წერტილში. 
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ამოცანა 9. ვერტიკალურ წრფეზე სიმძიმის ძალის მოქმედებით 
მოძრაობს მატერიალური წერტილი /#; ამასთანავე ცნობილია, რომ 

დროის რომელიმე (ი მომენტში მისი სიჩქარეა 90 და საწყისი მდება- 

რეობა Vი. ვიპოვოთ წერტილის მოძრაობის განტოლება. 
ამოხსნა. ვერტიკალურ წრფედ, რომელზეც მოძრაობს მატე- 

რიალური წერტილი M, ავირჩიოთ 0Vწ ღერძი. კოორდინატთა სათავე 
მოვათავსოთ დედამიწის ზედაპირზე და 0V ღერძი მივმართოთ ზევით. 

მატერიალური წერტილის მდებარეობა დროის /ე მომენტში აღვნიშ- 

ნოთ, შესაბამისად, ყი-ით. ყი, Vი, და /0ი=0 რიცხვებს ამოცანის საწყი- 

სი პირობები ეწოდება რომ ვიპოვოთ #M წერტილის მდებარეობა 

მოძრაობის დაწყების შემდეგ დროის ნებისმიერ 1 მომენტში, ამისა- 

თვის უნდა ვიცოდეთ M წერტილის ერთადერთი V კოორდინატის გა- 

მოსახულება L-ს ფუნქციის სახით. ამგვარად, ყ/ წარმოადგენს /( დამო– 

უკიდებელი ცვლადის საძიებელ ფუნქციას, V=| (ი). ამ ფუნქციის 
საპოვნელად შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება. ამისათვის 

დიფერენციალური აღრიცხვიდან გავიხსენოთ მეორე რიგის წარმოე- 
ბულის მექანიკური მნიშვნელობა როგორც ცნობილია, Vყ=/ (I). 

ძ'/ 
ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული ე. სეპანიკურად წარმოადგენს მო– 

ძრავი /M წერტილის აჩქარებას, მეორე მხრივ, სიმძიმის ძალის აჩქარება თ 

მუდმივი სიდიდეა და იგი მიმართულია ქვევით (§=94! ==. ცხადია, 
უკ 

ჩვენ მიერ შერჩეულ კოორდინატთა სისტემაში მას ექნება უარყოფითი ნიშა– 

ნი. ახლა, თუ გავუტოლებთ ერთმანეთს მოძრავი /M წერტილის აჩქარების 
2 

ორ აღნიშნულ 4L და –- C მნიშვნელობას, მივიღებთ /# წერტილის მოძ- 

რაობის დიფერენციალურ განტოლებას, რომელშიაც უცნობ ფუნქციას წარ- 
მოადგენს. ყ 

  

ძ1ყ -=–-წ (4.5) 

(4.5) განტოლება წარმოადგენს მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენ- 

ციალურ განტოლებას უმარტივესი სახით. მოვძებნოთ (4.5) განტო- 

ლების ამონახსნი, რომელიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფი– 

ძ 
ლებს: როცა (=1ე =0, მაშინ (V = წე და + ,/-ი ხე. (4.5) განტოლება 

გადავწეროთ შემდეგი სახით: 
  

– (+)– –წ. (4.6) 
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(4.6) განტოლების ორჯერ მიმდევრობითი ინტეგრება გვაძლევს: 

ძყ ძ|-”)=-- , 
| (+) | «++0, 

ძ · 
+ =-?".+C,; (4.7) 

საიდანაც 

უკანასკნელიდან კი 

| ძყ--- | 4 + C, I4« + C), 

8 

ყ=-#-+6/+6. (4.8) 
ანუ 

(4.8) განტოლება წარმოადგენს (4.5) განტოლების ზოგად ამონახსნს, 

სადაც CI) და C: ნებისმიერი მუდმივებია ახლა გამოვყოთ ზოგადი 
ამონახსნიდან ამონახსნი, რომელიც საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 

ამისათვის (4.7) და (4.8) განტოლებაში მივიღებთ 1=0, მაშინ გვექ- 

ნება: 

%=-> _ = C, (M წერტილის საწყისი სიჩქარე) (4.9) 

და 

ყ I,=ი == Mი = C; (M წერტილის საწყისი მდებარეობა) (4.10) 
ახლა, თუ (4.8) განტოლებაში C, და Cკ-ს შევცვლით მათი მნიშვნელობე– 
ბით, (4.9) ღა (4.10) ფორმულების მიხედვით, გვექნება: 

2 

ყ=C- წ + ყე! + ყე (4.11)   

(4.11) წარმოადგენს M წერტილის მოძრაობის განტოლებას. 

ამოცანა 3. მასის მოქმედების კანონი ცნობილია. 

რომ ქიმიური რეაქცია არ ხდება ერთბაშად მას შემდეგ, რაც რეაგენ- 
ტები მოყვანილია თანაშეხებაში. შენაერთის რაღაც რაოდენობა წარ- 
მოიქმნება (შეიქმნება) პირველ მეათედ ფწამში, კიდევ რაღაც რაოდე- 

ნობა –– წამის შემდეგ მეათედ ნაწილში ჯდა ა. შ. თუმცა შენაერთის 
წარმოქმნის სიჩქარე არ არის მუდმივი, ის იცვლება იმ ნივთიერების 

რაოდენობასთან ერთად, რომელსაც აქვს უნარი შევიდეს შენაერთშე. 
მრავალ მარტივ პროცესში რეაქციის სიჩქარე ექვემდებარება კანონს, 
რომელიც ცნობილია „მასის მოქმედების კანონის“ სახელწოდებით. ამ 

კანონის თანახმად, მარტივი ნივთიერებების შენაერთად გარდაქმნის 
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სიჩქარე პროპორციულია იმ ნივთიერებების რაოდენობათა ნამრავ–- 

ლისა, რომლებიც ჯერ კიდევ არ შეერთებულან. განვიხილოთ შემდეგი 

მაგალითი. ვთქვათ, ორი # და 8 ნივთიერება, რომლებიც იმყო- 
ფება ხსნარში, შედის არაშექცევად ქიმიურ რეაქციაში. უნდა მოვძებ- 

ნოთ წესი, რომლის მიხედვით შეიძლება გამოვთვალოთ დროის ნების- 
მიერ ( მომენტში რეაქციაში უკვე შესული ნივთიერების რაოდენობა. 

აღვნიშნოთ / და M-ით ამ ნივთიერებათა რაოდენობა (გრამ-მო- 

ლეკულებში მოცულობის ერთეულზე) რეაქციის დასაწყისში, უე. ი. 
როცა (=0. ვთქვათ, გარკვეულობისათვის M#M<VM,; X-ით აღვნიშნოთ 

როგორც ერთი, ისე მეორე ნივთიერების ტოლი რაოდენობა, რომლე- 
ბიც უკვე შევიდნენ რეაქციაში დროის ! მომენტში დროის ამ მო– 
მენტში # ნივთიერების მოცულობის ერთეულში იმყოფება M-- 

გრამ-მოლეკულა, ხოლო 8 ნივთიერების მოცულობის ერთეულში 

M--X გრამ -მოლეკულა. მასის მოქმედების კანონის თანახმად, ქიმიუ- 

რი რეაქციის სიჩქარე, ე. ი. X-ის გადიდების სიჩქარე «+ პროპორციულია 

M-–-X და M--X სიდიდეთა ნამრავლისა, ე. ი. 

+ -ჩ(M-» (M––X), (4.12) 

სადაც ” არის პროპორციულობის კოეფიციენტი. 

(4.12) განტოლება წარმოადგენს პირველი რიგის დიფერენცია–- 
ლურ განტოლებას, სადაც X (I) არის უცნობი ფუნქცია მოვძებნოთ 

(4.12) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი. ამისათვის ის გა- 
დავწეროთ ასეთნაირად 

  

ძX , · 
ივე = #ძ. 4.13 M-XVCV–-» 4.12 

უკანასკნელი განტოლება გადავწეროთ ამ სახით: 

1 1 1 
– ძX =4ძ!. 4.14 ფლუ! M-. M->» ) ” (4.14) 

(4.14) განტოლების ინტეგრება 'გვაძლევს: 
1 , ი ძX _ =900) ი – | უ<-)=6 | V+C 

საიდანაც 

  

1 

M–-–#M 

1 

M–VM 

|– ს (M–X)+10(M––X)| =M+C, 

    

(II (M–– 0 –1ი(M-–-– X)| =#+C, 
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ანუ 

_ს ე M-X. ”I +C, 

MVM–– M M–Xჯ 

კეერ-% . (M- MM+C(4-M, 
M–Xჯ 

M–-–-X  (M- M)ს/ 6(M–M) უ–--=4 გ (ტ.15) 

(4.15) ტოლობის მეორე მუდზივი მამრავლი აღვნიშნოთ C(-ით, 

C =:”CM- M) 

და ამოვხსნათ (4.15) განტოლება X (/)-ს მიმართ 

#MI – M) ” _ M--MC,0! 

(4.16) განტოლება, სადაც C) ნებისმიერი მუდმივი სიდიდეა, წარმო- 

ადგენს (4.12) დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს. 

ახლა გამოვყოთ ზოგადი ამონახსნიდან ის ამონახსნი, რომელიც მო- 

ცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს: როცა -/=0, მაშინ X=0. 

(4.16) განტოლებაში მივიღოთ 1=0, რის შედეგად გვექნება: 

_ M-–MC, 

1-–CL 
0 

საიდანაც 

C=-- : (4.17) 

ახლა, თუ (4.16) განტოლებაში CV-ს შევცვლით მისი მნიშვნელობით 

(4.17) ფორმულის მიხედეით, მივიღებთ: 

M#M--M. 4 ეM -M)ჩ/ 

X = X()= , 
1 MI- MM 

M 

ანუ 

(M –– M) M/ 
X=XC() = #Vს .“ MI (4.18) M#M- ირ MI» 
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(4.18) განტოლება წარმოადგენს (4.12) დიფერენციალური განტო- 

ლების კერძო ამონახსნს. იგი გვაძლევს ნივთიერების იმ რაოდენობას, 

რომელიც 1 მომენტში შევიდა რეაქციაში. 

ამოცანა 4. C% ტემპერატურის მქონე სხეული მოთავსებულია 0”- 
იანი ტემპერატურის გარემოში, სხეული იწყებს გაცივებას. უნდა მოე- 
ძებნოთ კანონი, რომლის მიხედვით შეიძლება განისახღვროს სხეულის 

ტემპერატურა დროის ნებისმიერ მომენტში. 

ამოხსნა. სხეულის გაცივების პროცესის მათემატიკური აღწე– 

რისათვის დამოუკიდებელ ცვლად სიდიდედ ავირჩიოთ დრო. ეს დრო 

გადავთვალოთ იმ მომენტიდან, როცა სხეული მოათავსეს 0? ტემპერა- 

ტურის გარემოში და სხეულმა დაიწყო გაცივება. ამ.ამოცანაში საძიე- 

ბელ ფუნქციას წარმოადგენს სხეულის დროის მიხედვით ცვლადი 
ტემპერატურა. ეს ფუნქცია აღვნიშნოთ 68=06 (/). ამ შემთხვევაში 
ამოცანის საწყისი პირობებია: (=0, 0 (0) = 6ი. ფიზიკიდან ცნობილია 
შემდეგი კანონი: სხეულის გაცივების სიჩქარე პროპორციულია თვით 

ამ სხეულის ტემპერატურისა. მაგრამ გაცივების სიჩქარე არის სხეუ- 

ლის ტემპერატური ცვლილების სიჩქარე, ე. ი. 0 (/) ფუნქციის 
ცვლილების სიჩქარე. დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილია, 
რომ რაიმე ფუნქციის ცვლილების სიჩქარე არის ამ ფუნქციის წარმო- 

ებული დამოუკიდებელი ცვლადის მიმართ. ამგვარად, ზემოთ, მოყვა–- 

ნილი ემპირიული კანონი მათემატიკურად შეიძლება ჩავწეროთ ასე 

209 __ „0, (4.19) 
ძ! 

სადაც # პროპორციულობის კოეფიციენტია (ნიშანი „მინუსი“ დასმუ- 

ლია იმიტომ, რომ ტემპერატურა 6 (I) კლებულობს, ხოლო კლებადი 
ფუნქციის წარმოებული უარყოფითია). 

(4.19) განტოლება წარმოადგენს პირველი რიგის დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას, რომ მოვძებნოთ (4.19) განტოლების ამონახსნი, 

იგი გადავწეროთ ასე: 

ძმ __ // (4.2) 
0 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

ძ0 

L% 
საიდანაც 

ი 0 =-–-7/ + C, 
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ანუ 

ც=(“- ”+C. (4.21) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივი სიდიდეა. (4.21) განტოლება წარმოად–- 

გენს. (4.19) განტოლების ზოგად ამოხსნას. რომ გამოვყოთ (4.21) ზო- 

გადი ამონახსნიდან კერძო ამონახსნი რომელიც მოცემულ საწყის 

პირობებს აკმაყოფილებს: ჯ(=0, 0 (0)=0ფი, (4.21) განტოლებაში მივი– 

ღოთ 1=0, მაშინ 

0, -- M0+06 

საიდანაც 

C =L 0აე. 

ამგვარად, C მუდმივს აქვს სრულიად გარკვეული მნიშვნელობა. 

თუ C-ს ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (4.21) ფორმულაში, მივიღებთ: 

__-_......... 

(4.22) განტოლება წარმოადგენს (4.19) დიფერენციალური განტოლე- 

ბის კერძო. ამონახსნს. 

§ ნ. წარმოებულის მიმართ ამოსსნილი პირველი რიბის დიფერენციალური 

განტოლების ბეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

ვთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის დიფერენციალური განტო- 

ლება 

944 _ 
თ” =/ V, V), (5.1) 

სადაც. / (X%, ყ) არის X და ყ. ცვლადების უწყვეტი ფუნქცია X0Vყ სიბრტყის 
რაიმე #) არეში. 

განვიხხილოთ Xჯ და ყ როგორც წერტილის მართკუთხა კოორდინატე- 

ბი X0ყ სიბრტყეზე. მაშინ (5.1) დამოკიდებულების საფუძველზე /2 

არის ყოველ /Mა (Xა, ყი) წერტილს ეთანადება ჟყ” = 4 ის გარკვეული 
რიცხვითი მნიშვნელობა ყი” =| (Xი, ყი), რომელიც შეგვიძლია განვიხი– 

ლოთ, როგორც „გარკვეული Mი7ი მიმართულების კუთხური კოეფი- 

ციენტი 7M#ა წერტილში. ამგვარად, (5.1) განტოლება #) არის ყოველ 

M CV, ყ) წერტილში განსაზღვრავს გარკვეულ MI მიმართულებას, 
რომლის კუთხური კოეფიციენტი ეტოლება / (X, ყ)-ს. თუ ყოველ 
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ასეთ მიმართულებას აღვნიშნავთ პატარა ისრით, რომელიც გამოდის 
შესაბამისი MV (X, #) წერტილიდან, მივიღებთ (5.1) განტოლების მი- 

მართულებათა ველს (ნახ. 3). 

  

ნახ. 3 

ამგვარად, (5.1) სახის ყოველ განტოლებას ეთანადება გარკვეული 

მიმართულებათა ველი. მეორე მხრივ, (5.1) განტოლების ყოველი 
ყ=! (0) ამონახსნი გეომეტრიულად წარმოადგენს ინტეგრალუო 
წირს, რომელიც ძევს #) არეში, ხოლო მისი წარმოებული Vყ”=/)1” (X) 

ამ წირის MV (X, დ (X)) წერტილზე გამავალი მხების კუთხური კოეფი- 
ციენტია. მაშასადამე, (5.1) განტოლება განსაზღვრავს # არის ყოველ 
MI («, ყ) წერტილშძ გამავალი საძიებელი ინტეგრალური წირის მხე– 

ბის კუთხურ კოეფიციენტს. 

ამრიგად, (5.1) განტოლეზა გეომეტრიულად წარმოადგენს მიმარ– 

თულებათა რაიმე ველს და გეომეტრიული თვალსაზრისით (5.1) დი- 
ფერენციალური განტოლების ინტეგრების ამოცანას მდგომარეობს 

ისეთ წირთა ოჯახის პოვნაში, რომ ოჯახის ნებისმიერი წირის ნების- 
მიერ M (CX, ყ) წერტილში გავლებული მხების მიმართულება ემთხვე- 

როდეს ველის მიმართულებას ამ წერტილში!. 

განვიხილოთ ზოგიერთი კერძო სახის პირველი რიგის დიფერენ- 

ციალური განტოლების საშუალებით განსახღვრული მიმართულებათა 

ეელი. 

! თუ მოცემული დიფერენციალური განტოლებისათვის ავაგებთ მიმართულე– 

ბათა ველს, მაშინ ადვილად ავაგებთ მისი ინტეგრალური წირების მიახლოებით გა– 

მოსახულებას და, ამგვარად, ზოგადი წარმოდგენა გვექნება ასეთ ინტეგრალურ 

წირებზე. 
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მაგალითი 1. ავაგოთ მიმართულებათა ველი და ვიპოვოთ ინტეგ- 

რალური წირები დიფერენციალური განტოლებისა: 

_. (5.2) 
ძX ჯ 

ეს განტოლება სიბრტყის (0,0) წერტილისაგან განსხვავებულ ყოველ 

(Xი, ყი) წერტილში განსახღვრავს რაიმე მიმართულებას, ე, ი. გან- 

საზღვრავს ველს ყველგან, გარდა (0,0) წერტილისა.'აქ (0,0) წერტილ- 

ში ველი არ არის განსახღლვრული. ცხადია ყოველ (CV, V) # (0,0) 
წერტილში ველის მიმართულება ემთხვევა ამ წერტილმი და კოორდინატთა 

სათავეში გამავალი წრფისჭმიმარ-– 

თულებას. ამიტომ აქ ინტეგრა- 

ლურ წირებს წარმოადგენს ნა– 

ხევარწრფები წყ = CX(X # 0) 

#1) 

სადაც, C ნებისმიერი მუდმივია 

(სახ. 4) (0,0) წერტილში არ > 

გადის არც ერთი ინტეგრალური _ /–“ 

„2 # 

წირი. ინტეგრალური წირები რომ 
  

ვიპოვოთ, მოცემული განტოლება “ყუ « 
ასე გადავწეროთ: ” –_ 

მყ _ 9X. 
ყე X#” / 

საიდანაც ინტეგრებით გვექნება: 

10 I#)==10IXI +19ICI. 

აქედან პოტენცირებით მივიღებთ: ნახ, 4 

VI =|CXL ანე #=6X, X+0. 
მაგალითი 9. ავაგოთ მიმართულებათა ველი და ვიპოვოთ ინტეგ- 

რალური წირები შემდეგი „დიფერენციალური განტოლებისა: 

ძყ X „თ --- ==. 5.3 მ ––-4 (5.3) 

  

შევნიშნავთ, რომ (5.2) და (5.3) განტოლებებით განსახღვრულაი 

საძიებელი ინტეგრალური წირების მხებთა კუთხური კოეფიციენტები, 

_# და _ > ,„ აკმაყოფილებს მართობულობის პირობას: წ” ლე. 
V X · X 

=-–-1. მაშასადამე, (5.3) განტოლებით განსაზღვრული მიმართულებათა 

ველი ორთოგონალურია + = -/. განტოლებით განსაზღვრული ველისა. 
XX X · 
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ცხადია, ინტეგრალური წირები ამ შემთხეევაში იქნება წრეწირები, 

რომელთა ცენტრები კოორდინატთა სათავეშია: Xჯ2-+ყ?= 2 (ნახ. 5). 

(5.3) განტოლება განსახღვრავს ველს ყველგან, გარდა (0,0) წერტი- 

ლისა. (0,0) წერტილში ველი არ არის განსახღვრული. ამ წერტილში 

არ გადის არც ერთი ინტეგრალური წირი, ხოლო ინტეგრალური წი- 

რების 0X ღერძთან გადაკვე- 

ყ თის წერტილებში მხებები 0ყ 

ღერძის პარალელურია, რაც 
ემთხვევა ველის მიმართულე– 

ბას ამ წერტილში, თუ მხედ- 

ველობაში მივიღებთ განტო- 
ლებას: 

  

  

9X  _ MV 
ძყ ჯX 

(5.3) განტოლების ინტეგ- 

რალური წირების მისაღებად ეს 
განტოლება გადავწეროთ ასე: 

2ყყ ”ლ–-2Xჯ ' 

საიდანაც ინტეგრებით მივი- 
ნან. 5 ღებთ:. 

X + ყმ=C, C >9. 

თუ C=#M7?, მაშინ მივიღებთ (5.3) განტოლების ინტეგრალურ წირთა 

ოჯახს: 

ჯ? + /' = I22პ. 

შენიშვნა თუ დიფერენციალური განტოლება მოცემულია სახით: 

MC, ყ, V”) =0, (5.4) 

მაშინ მას ამოვხსნით (”-ის მიმართ: 

ყ' =/CV, V). (5.5) 

მაგრამ / (X, ყ) შეიძლება აღმოჩნდეს მრავალსახა ფუნქციაც. ვთქვათ, 
გვაჭვს თ სხვადასხვა მნიშვნელობა Vყ”-ისა; ასე რომ, X-ისა და ყ-ის 
მოცემულ მნიშვნელობებს შეესაბამება # სხვადასხვა მიმართულება 
და მაშინ მოცემულ წერტილს ეთანადება არა ერთი, არამედ # სხვა–- 
ღასხვა მიმართულება. 

ამგვარად, X0ყ სიბრტყეზე გვექნება არა ერთი, არამედ /#L სხვადა– 

სხვა მიმართულებათა ველი. თითოეული ამ ველისათვის ყოველ მო–- 

ცემულ წერტილზე გაივლის ერთი ინტეგრალური წირი; ასე რომ, 
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საბოლოოდ ყოველ მოცემულ წერტილზე გაივლის (5.4) განტოლების 

” ინტეგრალური წირი, თუმცა ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 
შეიცავს ერთ ნებისმიერ მუდმიეს, ე. ი. მას ექნება სახე: 

ს (X, ყ, C) =0, (5.6) 

მაგრამ ასეთ შემთხვევაში (5.6) განტოლება C-სათვის უნდა გვაძლევ–- 

დეს, საზოგადოდ, არა ერთ, არამედ M# სხვადასხვა მნიშვნელობას. 

§ 90. პირველი რიბის დიფერენციალური განტოლების გრაფიკული ამოხსნა 

ტექნიკური ამოცანის მათემატიკურ ფორმულირებას ხშირად მიევ– 

ყავართ დიფერენციალური განტოლების ისეთი ამონახსნის მოძებ- 
ნამდე, რომელიც ამა თუ იმ საწყის პირობას აკმაყოფილებს. გეომეტ- 

რიულად ამოცანა დაიყვანება დიფერენციალური განტოლების იძ 

ინტეგრალური წირის აგებაზე, რომელიც მოცემულ წერტილზე 

გაივლის. 

რადგან ინტეგრება დიფერენციალური განტოლებისა, რომელიც 
დამახასიათებელია ტექნიკური ამოცანებისათვის, არ ხდება სასრული 

სახით, ამიტომ გვიხდება ვისარგებლოთ დიფერენციალური განტოლე- 

ბის მიახლოებითი ამოხსნის მეთოდით. არსებობს დიფერენციალური 

განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის მრავალი სხვადასხვა მეთოდი. 

ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ორს –– ეილერის გრაფიკულ მეთოდსა და 

რიცხვითი ინტეგრების მეთოდს. 

1 ეილერის გრაფიკული წესი. განვიხილოთ პირვე– 

ლი რიგის დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალური წირის 
მიახლოებითი “აგების შემდეგი წესი. 

ვთქვათ, მოცემულია დიფერენციალური განტოლება: 

მყ _ 
ძX IV, Vყ), (6.1) 

სადაც ”#(X, V) უწყვეტი ფუნქციაა X0ყ სიბრტყის რაიმე I) არეში და ამ 
არეში აქვს ყ-ის მიმართ შემოსაზღვრული კერძო წარმოებული /„” (X, V)- 
ვიპოვოთ (6.1) განტ':ილების კერძო ამონახსნი ყ =- თ(X), რომელიც გან– 
საზღვრულია·ა IX, XI შუალედში და აკმაყოფილებს საწყის პირობებს; 
ყ = ყე, როცა X = Xე- 

გეომეტრიული თვალსაზრისით ჩვენ უნდა ვიპოვოთ M = დ(X) ინტეგ- 
რალური წირი, რომელიც #) არის /VI (Xა, ყ)) წერტილზე გაივლის. აქ 

განვიხილავთ დასმული ამოცანის მიახლოებით ამოხსნას ეილერის გრაფი- 

კული მეთოდით. 
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ეილერის გრაფიკული მეთოდი დაიყვანება რაიმე ტეხილის აგებაზე, რო- 

მელიც შეიძლება განვიხილოთ როგორც 7MV% (Xა, Vი) წერტილზე გამავალი 
ყ = დ(X) საძიებელი ინტეგრალური წირის მიახლოებითი გრაფიკული გამო- 
სახვა. ამ ტეხილლს ეილერის ტეხილი ეწოდება. მის ასაგებად ვისარ- 
გებლოთ (6.1) დიფერენციალური განტოლების გეომეტრიული ინტერპრეტა- 
ციით. ზემოთ ვნახეთ (§ 5), რომ (6.1) განტოლება > არეში განსაზღვრავს 

» მიმართულებათა ველს. მაშა- 

/“”/. სადამე, საძიებელი #/ = დ'(X) 
09. ინტეგრალური წირის  /M/7) 

მხების კუთხური კოეფიციენტი 

ს არის ყოველ /Mი (Xი; I) 

წერტილში უკვე ცნობილია და 
მისი მნიშვნელობა განისაზღვ- 

რება ყა? = / (X,, ყი) ტოლო– 
ბით (ნახ. 6). ახლა IXე, XI 

შუალედი დავყოთ # მცი- 

რე შუალედად წერტილებით: 
Xც; Xჯ X;, ·-., X-ს) X და და- 

C. ყოფის სწერტილებზე გავავ- 
ახ. 6. ლოთ 0Vყ ღერძის პარალელუ- 

რი წრფეები: X == X,, #=0, 
1, 2,..., M-–-– 1, თუ ამ Mე)7ა მხებზე გადავზომავთ მცირე სიგრძის მო- 

ნაკვეთს X=X, წრფის გადაკვეთამდე, მაშინ მივიღებთ //, წერტილს X,, VI, 
კოორდინატებით, რომელიც მიახლოებით შეგვიძლია ძივილღოთ როგორიც /Mა 

წერტილთან ახლო მდებარე საძიებელი ყ1= დ (X) წირის წერტილი; მაგრამ 
ეს ნიშნავს IX, X,) ინტერვალში წირის რკალის შეცვლას /M-ი1%ი მხების 

Mა M, მონაკვეთით. ცხადია, რომ 

  

  

  

ყა. “– ძი -! (%ა, V9)' (X, –– X)); Xგ = X- X,, 

სადაც წი = / (X-: ყი), ხოლო ჟ; აღნიშნავს საძიებელი წირის წერტილის 
ორდინატს, რომელიც შეესაბამება X-ის X, მნიშვნელობას: 

Vყ, = დ (X). 

M, (X, V,) წერტილში საძიებელი წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი 
ყყ მოცემული იქნება (6.1) განტოლებით: 

ყყ =7(XIყVყ,) (6.2) 

და, მაშასადამე, /M, (X,, V,)) წერტილზე შეიძლება გავავლოთ მხები /V/, 7). 

ახლა, თუ #M, 11 მხებზე /#, წერტილიდან გადავზომავთ მონაკვეთს X => X#კე 

წრფის გადაკვეთამდე, მაშინ მივიღებთ. /Vე (X,, V)) წერტილს, რომელიც 
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ა 

მიახლოებით "შეგვიძლია მივიღოთ, როგორც /#, წერტილის ახლო. მდებარე 

საძიებელი ყ = Cთ (X) წირის წერტილი. ცხადია, 

ყე–– ყ,ლ–I(X,, ყ,)(Xა––- X,, X, = X< X, 

სადაც Vყ)”=|! (X, ყ)) ხოლო V-; არის საძიებელი წირის წერტილის ორ- 

დინატი, რომელიც შეესაბამება X-ის Xე: მნიშვნელობას, Vყ2=დ (Xი). 

MM (XX, ყი) წერტილში საძიებელი წირის მხრების კუთხური კოეფი- 

ციენტი ყი” შეიძლება ვიპოვოთ ყი” =/ (X, ყი) ღამოკიდებულებიდან. 
მაშასადამე, საძიებელი წირის M2 (X, ყი) წერტილში შესაძლებელია 

გავავლოთ /VMა 7; მხები წრფე. თუ ამ მხებზე VI; წერტილიდან გადავ– 

ზომავთ მონაკვეთს X=Xვ წრფის გადაკვეთამდე, მივიღებთ წერტილს 

Mვ (ვ, ყე), რომელიც მიახლოებით შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 

M: წერტილთან ახლოს მდებარე საძიებელი წირის წერტილი. ცხადია, 

ყვკ–– ყე=/ (MX, ყ.)(Xვ––- X,) XI <<X << Xვ, 

სადაც ყა --/ (X;, ყე), ხოლო. ყვ არის V=დC (X) საძიებელი წირის /Mვ (Xვ, Vვ) 
წერტილის ორდინატი. /Vკ (Xკ, ყვ) წერტილში საძიებელი წირის მხების 

კუთხური კოეფიციენტი შეიძლება ვიპოვოთ ყა” = წ (X), ყვ) დამოკიდებუ– 
ლებიდან. მაშასადამე, შესაძლებელია /Vკვ წერტილში გავავლოთ მხები წრფე 
/Mვ 1ვ და ა. შ. ვთქვათ, ამასთან Xე <> X, <- X;<- თუ პროცესს გა- 
ვაგრძელებთ მანამ, ვიდრე არ მივაღწევთ დანიშნულ /VI, (X, 7) წერტილს, 
მაშინ ჩვენ ამ გზით ავაგებთ /M-ე MM, /M, /VI(3.../Mგ-, M,ც ტეხილს, რომელსაც 

ეილერის ტეხილი ეწოდება იგი "წარმოადგენს Mი (Xი, ყე) 

წერტილში გამავალი საძიებელი ინტეგრალური წირის მიახლოებით 

წირს IXი, XI შუალედში. 

თუ ყ”=/ (CX, V) განტოლების მარჯვენა ნაწილში შემავალი / (X, ყ) 
ფუნქცია აკმაყოფილებს ზემოთ მითითებულ პირობებს, მაშინ შეიძ- 

ლება დავამტკიცოთ, რომ არსებობს /Mი (Xი, ყი) წერტილზე გამავალი 

(6. 1) განტოლების მხოლოდ ერთი V=დ (X) ამონახსნი და /Vი0 (X0ი, V/0) 

წერტილზე გამავალი “ეილერის ტეხილების ყოველი (IM /M; #4,..-/M_; /Mი| 
მიმდევრობა იქნება თანაბრად კრებადი IX), X) ინტერვალში ამ ერთადერთი 

ყ = დ(») ინტეგრალური წირისაკენ, როცა ტეხილის გვერდების რიცხვი 
M უსაზღვროდ იზრდება ისე, რომ ტეხილის გვერდი VVI, /VI,,, მიისწრაფვის 

ნულისაკენ; ამასთან ტეხილის წერტილის ყ,, ორდინატი 

ყე = ყა-1+/ (Xგ-,, ყი- I) (X ––“Xი-)) 

მიისწრაფვის საძიებელი ინტეგრალური წირის ზუსტი ყ ორდინატისა- 

კენ, რომელიც აკმაყოფილებს (6.1) დიფერენციალურ განტოლებას!, 

'" იგულისხმება, რომ ასეთი ინტეგრალური წირი არსებობს.



მაშასადამე, საკმარისად დიდი /I-სათვის ეილერის ტეხილი 7Mე /#M, /M, 
Mევ ·.- Mე-, M “შეიძლება მიახლოებით განვიხილოთ, როგორც (6.1) გან- 
ტოლების ინტეგრალური წირი, რომელიც V/M-0 (Xი, ყი) წერტილზე 

გაივლის. ამგვარად, ვიპოვეთ წესი (6.1) განტოლების ინტეგრალური 

წირის მიახლოებითი აგებისა. ცხადია, ის საშუალებას გვაძლევს ნე- 
ბისმიერი სიხუსტით მივუახლოგდეთ საძიებელ ზუსტ ყ=CდC(CV) 
ამონახსნს. 

თუ აღნიშნული პროცესის დაწყებისას გამოვალთ #) არის არა 
M+(X, ყი) წერტილიდან, არამედ სხვა წერტილიდან, მაშინ მივიღებთ 
სხვა მიახლოებით ინტეგრალურ წირს. ამ ახალი წირის კოორდინატე- 
ბი და დახრილობა მის ყოველ წერტილში დააკმაყოფილებს (6.1) დი- 

ფერენციალურ განტოლებას. მაშასადამე, არსებობს (6.1) განტოლე– 
ბის ერთზე მეტი ამონახსნი. 

იმაში დასარწმუნებლად, რომ (6.1) განტოლების ინტეგრალურ 

წირთა ზოგადი განტოლება შეიცავს ნებისმიერ მუდმივს, საკმარისია 

ვიგულისხმოთ, რომ 0Vყ ღერძი 

კვეთს L არეს, რომელშიაც ძევს 
ინტეგრალური წირები (ნახ. 7). 

მართლაც, ზეძოთ დამტკიცებუ- 
ლის თანახმად, 0ყ ღერძზე აღე- 

ბულ #(0, ყა) წერტილზე გაივ- 
ლის (6.1) განტოლების ერთი 
მიახლოებითი ინტეგრალური, წი- 

რი. ცხადია, ეს წირი შეიცვლის 
თავის ფორმასა და მდებარეო– 

ბას, როცა /M-(0. ყა) წერტი- 
ნახ, 7. ლი გადაინაცვლებს 0ყ ღერძზე, 

Mა (0, Vა) C #2. ამიტომ მისი გან– 
ტთლება შეიცავს ერთ ნებისმიერ ყე მუდმივს. მაშასადამე, ამონახსნი ზოგადი 
სახით შეიძლება ჩაიწეროს ასე: - 

თ/(, ყ, ყა) = 0, (6.3) 

რადგან 0ყ ღერძის ყოველ Vი (0, ყი) წერტილს ეთანადება ყი-ის გარ– 

კვეული მნიშვნელობა და, პირიქით; ამიტომ (6.3) დამოკიდებულება 

შეიცავს (6.1) დიფერენციალური განტოლების 'ყველა შესაძლო ამო- 

ნახსნს, მაშასადამე, (6.3” წარმოადგენს მოცემული (6.1) დიფერენცია- 
ლური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

(6.1) დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითი ამონახსნის 

მოძებნის ეილერის გრაფიკული წესიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 

ამ განტოლების რიცხვითი ინტეგრების მეთოდი. 
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26 რიცხვითი ინტეგრების მეთოდი გრაფიკული 

მეთოდის გამოყენების დროს ფაქტიურად აგებენ ეილერის ტეხილს, 

ხოლო რიცხვითი მეთოდის გამოყენებისას (6.1) დიფერენციალური 

განტოლების მიახლოებითი ინტეგრების ეილერის წესი გადაჰყავთ 

ანალიზურ ენაზე. 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, ეილერის ტეხილის პირველი /V/ე MM, გვერდის 

ბოლო /V, (X, ყ,)) წერტილის კოორდინატები აკმაყოფილებს /V?ე (Xა, VV) 

წერტილზე გამავალი წრფის განტოლებას /(Xა, Mი) = ყა, კუთხური კოე- 
ფიციენტით: V)-- ე = / (Xა; //ი) (X, –– Xა), საიდანაც 

ყ => ყი -L / (Xი; MM) (X, –– X)- (6.4) 

ვიცით რა +X,; და VI, იმავე წესით ვიპოვით ყჯ-ს. 

ყა: = V, +” (X, 9) (X-–– X)), (6.5) 

ანუ 

ყე = ყი -LM / (Xი, VMი) (X; –– Xე) + / (XI. VI) (Xგ -– X,) 

და ა. შ. 

ყ–ყიე-, == / (Xე-კ, ყი-)) (X ––“Xი-)) (6.6) 

თუ გავითვალისწინებთ უკანასკნელ ტოლობებს, გვექნება: 

ყ =ყი -L / (Xი,; Vი) (MX, –– Xე) + / (X,, M) (ე ––X,) -L · · · + 

+770. ყი-კ)(X-–-Xიე-;). (6.7) 

(6.4), (6.5), (6.6) და (6.7) ფორმულები საშუალებას გვაძლევს თანდა- 
თანობით გამოვთვალოთ უცნობი ფუნქციის V (1=1, 2,...) მნიშვნე- 
ლობები წXი, X) ინტერვალის დაყოფის წერტილებში მართლაც, 

(X0, ყი)-ისა და ამორჩეული X-ის მიხედვით მოვძებნით ყ)-ს; შემდეგ, 

ცნობილი (X), VI) წერტილისა და ამორჩეული X-ის “მიხედვით გამოე– 

თვლით Vყე-ს და ა. შ. ცხადია, რამდენადაც მცირე იქნება X,--X,., (( = 
= 1, 2,..-,IM), ე. ი. რამდენადაც დიდი იქნება 7, იმდენად ზუსტი იქნება 

შედეგი. როცა / > 0, უკანასკნელი (6.7) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

ყ= ყა + IIC ძი, (6.8) 

#Mი M 

სადაც წირითი ინტეგრალი აღებულია V#Mი MM ინტეგრალურ წირზე. 

თეორიულად ზუსტი (6.8) ფორმულა არ იძლევა ყ-ის გამოთვლის 

პრაქტიკულ ·საშუალებას,ს გარდა იმ კერძო შემთხვევის, როცა 
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1 C, ყ)=I (X). ამ უკანასკნელ შემთხვევაში ზუსტი ამონახსნი წარმო- 

გვიდგება ფორმულით: 

ყ=ყა+ I. ძი». 

ამგვარად, V ამონახსნის მიახლოებითი მნიშვნელობა ფაქტიურად 

უნდა გამოვთვალოთ (6,4), (6,5), (6,6) (6,7) რეკურენტული ფორმუ- 

ლების მეშვეობით. ეს წესი წარმოადგენ რიცხვითი ინტეგრების 
ერთ-ერთ მეთოდს!. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, მოცემულია დიფერენციალური განტოლება: 

ილ წყ. (6.9) 

მოვძებნოთ ამ განტოლების ინტეგრალური წირი გრაფიკული წესით. 

ავიღოთ C0Vყ ღერძხე (/>0) ნებისმიერი M#Mი წერტილი, რომლის 

კოორდინატია V0 და „ამ წერტილიდან გავავლოთ მიახლოებითი ინტეგ- 

რალური წირი. Mი წერტილში წირის #0 70 მხების კუთხური კოეფი- 
ციენტი ყი” დადებითია და Vი =Vი. თუ ამ მხებზე ავიღებთ /Mი M) 
მცირე სიგრძის მონაკვეთს დადებითი X-ებისათვის, მაშინ V, წერტი- 

ლის ყ, ორდინატი მეტი იქნება /ი-ზე. წირის #, წერტილში MI 1, 
მხების კუთხური კოეფიციენტი ყ, განისაზღერება დამოკიდებულე- 
ბით: MI) =V/I). მაშასადამე, ეს მხები ქმნის CX ღერძთან კუთხეს, რო- 

მელიც აღემატება M,71) მხების ზიერ შედგენილ კუთხეს. თუ 
M, 1, მხებზე გადავზომავთ მცირე სიგრძის /M, M5 მონაკვეთს, მაშინ 

M; წერტილის ყე ორდღინატი იქნება მეტი, ვიდრე V, ორდინატი. მა- 

შასადამე, წირის M» წერტილში მხების კუთხური კოეფიციენტი VM”, 

ყა”=ყი, აღემატება Vყ)”-ს დღა M2 7: ძევს M,7) მხების ზემოთ. თუ 

ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ ტეხილს, რომლის ორდინატე- 
ბი თანდათანობით იზრდება ღა ტეხილის გვერდები მიისწრაფვის ვერ- 
ტიკალური მდებარეობისაკენ.. მაშასადამე, ორდინატები ინტეგრალური 
წირისა, რომელიც) წარმოადგენს ამ ტეხილი წირის ზღვარს, ყოველთვის 

იზრდება და მათი სიდიდე მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ. 0ყ ღერ- 
ძის მარჯვნივ წირი წარმოადგენს უსასრულო შტოს, რომლის “მხები 

მიისწრაფვის 0ყ ღერძის პარალელური მდებარეობისაკენ, როცა V 

1 ამბობენ „რიცხვითი“ ინტეგრება, რადგან მას მივყავართ კერძო ამონახსნის 

რიცხვითი მნიშვნელობის გამოთვლამდე და არა თვით კერძო ამონახსნის გამომ- 

სახველი ფუნქციის მოძებნამდე. 
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უსაზღვროდ იზრდება. ახლა ვნახოთ, აქვს თუ არა წირს ქერტიკალუ– 

·რი ასიმპტოტი. ამ მიზნით, (6.9) განტოლება გადავწეროთ ასე: 

__-.. (6.10) 
ყ 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება წირის #ი წერტილიდან #M-მდე, 

როცა V იცვლება ყი-დან ყ-მდე, X კი 0-დან X-მდე, გვაძლევს: 
X ყ 
I« = |“# 

ყ 
0 ყა 

საიდანაც 

ყ = ყარ”. (6.11) 
როცა ყ#--თ, მაშინ X-+>9თ0 და, მაშასადამე, წირის ცვალებადობის ხა–- 

სიათი პარაბოლურია. ანალოგიურად შეიძლება ავაგოთ მიახლოებითი 

ინტეგრალური წირი 0X ღერძის ქვემოთ. 
(6.11) წარმოადგენს „მოცემული დიფერენციალური განტოლების 

ზოგად ამონახსნს, რომელიც შეიცავს ნებისმიერ ყი მუდმივს. 

მაგალითი 9. მოცემულია დიფერენციალური განტოლება: 

9V _ XV. 
ძX 2. 

ვიპოვოთ V-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა, როცა X=0,9, დიფერენ- 

ციალური განტოლების იმ ამონახსნისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს 
საწყის პირობას: 

ყა=1, როცა X: =0. 

ამოხსნა. დავყოთ |0. 0,9) მონაკვეთი 9 ტოლ ნაწილად წერტილე- 

ბით: X, = 0,1; X= 0,2; Xკ =:0,3;...; Xვ = 0,8. გამოთვლის “შედეგები 

მოვათავსოთ ცხრილში. ცხრილის პირველი სვეტი შეიცავს X,-ს მნი შვნელო– 

ბებს, მეორე სვეტი //-ს შესაბამის მნიშვნელობებს, მესამე /(X ყა 

მნიშვნელობებს, მეოთხე –– საძიბელი ფუნქციის” +V;= V/ყე –- #, = 
= -. 7) 0,1 და, ბოლოს, მეხუთე სვეტი შეიცავს შედარებისათვის მოყვა– 

2 

ნილი ზუსტი ყ = C% ამონახსნის მნიშვნელობებს. 

41



  

X;ყ/ XIყ; –- 

  

  

ჯX, | ყ, –-- ბ ყ,= “ი 1 კ 4 

Xი==0,0 1,000 0,000 0,000 1,0000 

X,) =0,1 1,000 0,005 0,005 1,0025 

X:=0,2 1,0ე5 0,0005 0,0101 1,0100 

Xვ=0,3 1.0151 0,1523 0,0152 1,.0227 

X,=0,4 1,0303 0,2061 0,0206 1,0408 

X:=0,5 1,0509 0,2627 0,0263 1.0645 

Xკ=0,6 1,0772 0,3232 0,0323 ი) „0942 

X;=0,7 1,1095 0,3883 0,0388 1, 1303 

Xვ=0,8 1,1483 0,4593 0,0459 1,1735 

X-=0,9 1) 1942 0,5374 0,0537 1,2244         
გამოთვლა ხდება ასე: გამოვთვლით VI--Vყი-ს. თუ ამ სახეობას 

მივუმატებთ Vყი-ს, მივიღებთ V/)-ს. შემდეგ ვიპოვოთ V»--Vყ, სხვაობა 

და იგი მივუმატოთ VI-ს, მივიღებთ V--ს და ა. შ. 

ცხრილიდან ჩანს, რომ, როცა X=90,9, მაშინ ყ=1,1942. უშუალო 
შემოწმებით შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ მოცემულ საწყის პირო- 

#9 

ბებში განსახილველი განტოლების ამონახსნს წარმოადგენს ყ= “9. მაშა– 

სადამე, ამ ფუნქციის ზუსტი მნიშვნელობა, როცა X = 0,9, იქნება 

(0,9X» 

ყ =6 რ =1,2244. 
ა 

მაშასადამე, მიახლოებით ამონახსნში „დაშვებული“ ცდომილება ნაკ- 

ლებია 0,031-ზე, რაც შეადგენს 2,5 %-ს.



II თავი 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებები, 

რომლებიც ამოიხსნება კვადრატურებში 

§ 1. წარმოებულის მიმართ ამოსსნწილი პირველი რიბის 

დიფერენციალური განტოლეგები 

განვიხილოთ პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური 
განტოლება: 

LV, ყ, ყ7)=90, (1.1) 

სადაც # არის X, ყ, ”, ცვლადების მოცემული უწყვეტი ფუნქცია. თუ 

(1.1) განტოლება განსაზღვრავს 44), როგორც დანარჩენი X და ყ ცვლა- 
X 

დების არაცხა-დ ფუნქციას (შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ 

ეს პირობა შესრულებულია), მაშინ იგი ს|შეიძლება წარმოვადგინოთ 5-ს 
X 

მიმართ ამოხსნილი სახით: 
” 

-%-=ICV. (1.2) 
ძX 

აქ ჩ X და / ცვლადების მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა. 
თუ რომელიმე წერტილზე, / (X, V) ფუნქცია უსასრულოდ დიდია, 

მაშინ (1.2) განტოლება, როგორც ქვემოთ დავინახავთ, არ კარგავს 

აზრს. მივიღებთ რა V-ს დამოუკიდებელ ცვლადად, ხოლო X-ს მის 

ფუნქციად, (1.2) განტოლება შეიძლება წარმოვიდგინოთ სახით!;: 

თ _1_. (1.3) 
ძი /(%M) 

1 რომ არსებობდეს # CX, ყ, ყ')=0 განტოლებით განსაზღვრული V'=/ (X, ყ) არა–- 

ცხადი ფუნქცია; რომელიც (Xი, Vი) წერტილზე ღებულობს Vყი'=(Xა, წყა) მნიშვნელობას, 

საკმარისია, რომ ML(Xი, ყთ V0)=0, არსებობდეს ”VI (X, V, V) და #' (X, Vყ, #') კერძო 

წარმოებულები და რომ ”V' (X, Mი, ყი )9§0. მაშინ (1.1) განტოლება (Xა, ყა) წერტილის 
მიდამოში განსაზღვრავს #=/ (X, ყ) უწყვეტ ფუნქციას, ამასთან, ყა'=/ (Xა) #ი). 
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(1.2) და (1.3) განტოლება სრულიად იდენტურია და უკანასკნელს გა- 

მოვიყენებთ იმ წერტილების მიდამოში, რომლებშიც | (XV, ყ) ფუნქ- 

ცია უსასრულოდ დიდია.' აღნიშნულის გამო, ხშირად ხელსაყრელია 

(1.2) განტოლებას მივცეთ ისეთი სახე, რომელშიც წინასწარ არ იქნე- 

ბა დადგენილი, X და ყ ცვლადებიდან რომელი მივიღოთ დამოუკიდე-' 
ბელ ცვლადად და რომელი -– ფუნქციად; ამ მიზნით (1.2) განტოლე- 

ბა გადავწეროთ ასეთნაირად: 

რმყ–-/(X, ყ)ძX =0. (1.4) 

უკანასკნელი განტოლება შეიძლება განვიხილოთ, როგორც (1.2) 
და (1.3) განტოლებებს ტოლფასი დიფერენციალური განტოლება, 

რომელშიაც X, ყ ცვლადებიდან ნებისმიერი შეგვიძლია მივიღოთ «და- 
მოუკიდებელ ცვლადად. (1.4) განტოლებას შეიძლება მივცეთ უფრო 
სიმეტრიული სახე. ვთქვათ, 

#ჯ(X, ყ) = _ MX%V , 

MM (X, Vყ) 

მაშინ (1.4) განტოლება ჩაიწერება ასეთი სახით: 

#(X, ყ)ძX -L M (X ყ)ძყ = 0. (1.5) 

სადაც X და V ცვლადები შედიან სრულიად ტოლუფლებიანად. 

§ 5, დიფერენციალური ბანტოლებანი განცალებული ცვლადებით 

1. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ნებისმიერი პირეელი რიგისა და 

პირველი ხარისხის დიფერენციალური განტოლება შეიძლება დაყვა–- 

ნილ იქნეს სახეზე: 

/(X, ყ)ძX + M (, V)ძყ -=0, (2.1) 

სადაც ვიგულისხმოთ, რომ /M(X, ყ) და VV(X, #) დამოკიდებული X და V 
ცვლადების უწყვეტი ფუნქციებია X0V სიბრტყის რაიმე #) არეში. თუ (2.1) 

განტოლება შეიძლება დაყვანილ იქნეს სახეზე: 

#M#, (X) ძX -–L M, (ყ)ძყ =0, (2.2) 

სადაც M,; (X) და IM, (ყV) უწყვეტი ფუნქციებია შესაბამისად (ძ, ხ) და 

(0, ძე) ინტერვალებში, მაშინ უკანასკნელ განტოლებას ეწოდება დი- 

ფერენციალური განტოლება განცალებული ცვლადებით. 
ვიპოვოთ ახლა (2.2) განტოლების ზოგადი, ინტეგრალი. 

ვთქვათ, მოვძებნეთ (2.2) განტოლების რაიმე V#=Vყ (X) ამონახსნი. 
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როცა V=ყ (X), ამონახსნს ჩავსვამთ (2.2)-ში, (2.2) დიფერენციალური 

განტოლება გადაიქცევა იგივეობად, რომლის ინტეგრებით მივიღებთ: 

|| M, )ძ/+ I" ტ)ძ/ =C, (2.3) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

ამრიგად, (2.2) განტოლების ყოველი ამონახსნი აკმაყოფილებს (2.3) 

განტოლებას. ასევე, (2.3) განტოლების ყოველი ამონახსნი წარმოად- 

გენს (2.2) განტოლების ამონახსნსაც, ვინაიდან, თუ რომელიმე V (X) 

ფუნქცია იგივეობად აქცევს (2.3) განტოლებას, მაშინ ამ უკანასკნელი 

იგივეობის გაწარმოებით მივიღებთ, რომ ყ (X) იგივეობად აქცევს (2.2) 

განტოლებასაც. მაშასადამე, (2.3) განტოლება წარმოადგენს (2.2) გან– 

ტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

XძX -L ყძყ = 0. 

ცვლადები აქ განცალებულია, ე. ი. დიფერენციალებთან მდგომი კოე- 

ფიციენტები წარმოადგენს შესაბამისად მხოლოდ X-ისა და მხოლოდ 

ყ-ის ფუნქციებს მაშასადამე განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 

იქნება: ' 

| XძX –- |, ყძყ = C.. 

აქედან: 

ჯ? ყ! 

–-- 4+“>-=C), 
2 % 2 1 

'ანუ 
ჯმ + ყ? = C2. 

ამგვარად, ინტეგრალური წირები წარმოადგენს იმ წრეწირთა ოჯახს, 
რომელთა ცენტრია (0, 0) წერტილი. 

მაგალითი 8. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

იX” ძX = _9V. 
1XI ყ 

განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

ლ25ძ- | “, LC, (2.4) 
ჰიყ 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 
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ინტეგრალები: |“« და 39% არ გამოისახება ელემენტარულ 
; ი“ 

ფუნქციებში, მაგრამ მიუხედავად ამისა, (2.4) წარმოადგენს მოცემუ- 

ლი განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

2. ახლა, ვთქვათ, (2.1) განტოლებაში # (X, ყ) და M (X, ყ) შესა- 

ბამისად წარმოადგენს ორი ფუნქციის ნამრავლს, რომელთაგან ერთი 

დამოკიდებულია ჯ-ზე, ხოლო მეორე ყ-ზე: 

M (X, ყ) = /M, (X) · M, (V), 

M (X, ყ) = #M (X) · M, (9), 

  

მაშინ მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას 

#M, (9 · M, (4) ძX» + MM, (X) · M, (ყ) ძყ = 0, (2.5) 

რომელიც შეიძლება დაყვანილ იქნეს დიფერენციალურ განტოლება- 
ზე განცალებული ცვლადებით. ცვლადების განცალებისათვის (2.5) 

განტოლების ორივე ნაწილი გავყოთ /V:ე (X) IM) (ყ) ნამრავლზე, მივი- 

ღებთ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებული ცვლადებით!· 

M, (ი IM, (V) როკ. MIM კ, = 0, 0.6 
V,-თ M,,(V) 

თუ უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებას შევასრულებთ, მივიღებთ 
(2.6) განტოლების ზოგად ინტეგრალს 

M, (X) Mა:(V) ,, _ 

ეი +I წა 4-C რი 
სადაც C ნებისმიერი მუღმივია.' ამავე (2.7) ფორმულით გამოისახება 

(2.5) განტოლების ზოგადი ინტეგრალიც0, რადგან (2.6) განტოლების 

ყოველი ამონახსნი დააკმაყოფილებს (2.5) განტოლებასაც. თუ (2.7) 

განტოლებაში შევასრულებთ კვადრატურებს და მას ამოვხსნით ყ-ის 
მიმართ (თუ ეს ამოხსნა შესაძლებელია), მაშინ მივიღებთ «დიფერენ- 

ციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს: 

ყ=დV, C). (2.8). 

რომ გამოვყოთ ზოგადი (2.7) ინტეგრალიდან კერძო ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებსს მოცემულ საწყის პირობას: V=ყი, როცა 

  

1 Mე(X) M,(Vყ)-ზე გაყოფისას შეიძლება დავკარგოთ ცალკე ამონახსნი, რომელიც 

ამ ნამრავლს გადააქცევს ნულად, 
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X=Xი, ამისათვის, ზოგადი წესის თანახმად, უნდა განვსახღვროთ ნე– 

ბისმიერი მუდმივი C, მივიღებთ რა ზოგად (2.7) ინტეგრალში V=ყა, 
როცა X=Xი. ()ხადია, ასეთ კერძო ამონახსნს ექნება სახე: 

M.ოკ,, წM0თ, 
| MC რი თერ- ბ 

შენიშვნა. რ9 განტოლებაში ცვლადთა განცალებისას გან– 

ტოლების ორივე ნაწილი გავყავით 7: (X) V) (ყ) ფუნქციაზე; ამასთან 
დაკავშირებით ჩეენ შეგვეძლო დაგვეკარგა ამონახსნები, რომლებიც 
განისაზღვრებიან ტოლობებით: /2(X)=0 და M, (ყ)=0. მართლა0ც, 

თუ ყ=ჩ არის V, (ყ/)=0 განტოლების ფესვი, V; (8)=0, მაშინ (2.5) 

განტოლებაში ყ=ჩ-ს შეტანა მოგვცემს 

/V, (%) · M, (8) ძX -L IM, (%) · M, (8) ძ8 ==0, 

რადგან Mა (81=0 და ძ8=0. მაშასადამე, #=ჩ იქნება (2.5) განტო– 

ლების ამონახსნი. 

ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ თუ Xჯ=0 არის /V-ი (+)=:0 

განტოლების ფესვი, მაშინ X=ძთ აგრეთვე იქნება (2.5) განტოლების 

ამონახსნი. თუ ეს ამონახსნები არ მიიღება (2.7)- დან C-ს არც ერთი 

კერძო რიცხვითი მნიშვნელობისათვის, მაშინ ისინი "წარმოადგენენ 

(2.5) განტოლების“ განსაკუთრებულ ამონახსნებს. 

მაგალითი 8. მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი განტოლებისა: 

XV1I+ყ"ძX + ყVI+X>ძყ=0. 

თუ მოვახდენთ ცვლადების განცალებას, მიგიღებთ: 

XძX + ყძიყ 
(1:+ »X2)1/2 (1 -+L ყ?)1/? 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

1 (1 -L X9)!/? + | (1 -L ყვ)!/? = 
  

ანუ 
(1 -L ჯ9)1/2 -L (1 -L ყ2)1/? = C, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

ლ02.9) წარმოადგენს მოცემული დიფერენციალური გაწტოლების 

ზოგად ინტეგრალს. 
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მაგალითი 4, ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი შემდეგი განტოლებისა: 

XყთX –– (X? “++ 1) ძყ = 0. 

გავყოთ ამ განტოლების ორივე ნაწილი ყ (X2+1)-ზე, მივიღებთ: 

XX მყ _ 

»X+1! ყ 

ამ უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

  

1 
ლ» 02 + 1)“ –I1იI#ყ1I =1იICI, 

VX?-1 = 
ყ ვ 

ანუ 

1 _ 
ყ = -C VX+ 1. 

უკანასკნელი წარმოადგენს მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგ- 
რალს. 

ვ, ზოგიერთ შემთხვევაში დიფერენციალური განტოლებები შეიძ- 

ლება დაყვანილ იქნეს განტოლებებბზე განცალებული ცვლადებით. 
ცვლადთა გარდაქმნის წესის გამოყენებით. 

დიფერენციალურ განტოლებაზე განცალებული ცვლადებით მიიყ- 
ვანება აგრეთვე შემდეგი სახის დიფერენციალური განტოლება: 

ძყ _-= ჯ , 2.10 : 7» I(X9დ(4) (2.10) 

სადაც I (X) და დ(ყ) უწყვეტი ფუნქციებია (ძ, ხ) და (0, ძ) შუალე– 
დებში შესაბამისად, ამასთან, მოცემულ შუალედში. დ (ყ)5-0. ამ პი–- 
რობებში (2. 10) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი გამოისახება. ფორ- 

მულით: 

ძX-L C. 
(+C დით = |/თ #+ 

მართლაც, (2.10) განტოლების ორივე ნაწილი. გავყოთ დ (ყ) ფუნქცია- 

ზე და გავამრავლოთ თძX-ზე, მაშინ მივიღებთ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას განცალებული ცვლადებით: 

"მ _/აძ (2.11) 
დ(/) 
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ახლა, ვთქვათ, არსებობს V=დ,ე (MX) ფუნქცია, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს (2.10) განტოლებას, მაშინ (2.11) განტოლების ორივე ნაწილ- 

ში გვექნება ერთმანეთს შორის იგივურად ტოლი დიფერენციალები; 

თუ დიფერენციალები ტოლია, მაშინ მათი განუსაზღვრელი ინტეგრა- 

ლები ერთმანეთისაგან მხოლოდ მუდმივი შესაკრებით განსხვავდება. 

(2.11) იგივეობის ინტეგრებით მივიღებთ: 

(+ -თ = (/0«%+C. რ.12) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, ამიტომ, თუ %, (#)-ით აღვნიშნავთ ლლ 
(დ (/ 

რაიმე პირველყოფილ ფენქციას, ხოლო თ, (X)-ით / (X)-ის რომელიმე პირ- 

ველჟოფილ ფუნქციას, (2.12) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

დ, (ყ) = დ,კ (X) + C, (2.13) 

სადაც (CC ნებისმიერი მუდმივია. (2.12) ან (2.13) წარმოადგენს (2.10) გან– 
ტოლების ზოგად ინტეგრალს. თუ “შესაძლებელია მისი ამოხსნა V-ის მი– 
მართ, მაშინ მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ამონახსნს. ვთქვათ, 
(X-, ყი) არის #? |Cთ, ხ; C, ძ| მართკუთხედის ნებისმიერი წერტილი. ენახოთ, 

რა პირობებში განსაზღვრავს (2.12) ფორმულა X-ს, როგორც X-ის ფუნქციას 

(Xა, ყი) წერტილის მიდამოში. ინტეგრალი ასე დავწეროთ: 

(5( 6 – |/თ«=VC წ: X, MI), 
დ(“) " 

ცხადია, VI (Xა, #ი; Xი; Vი)= 0· შემდეგ: 

მV 1 ა-ა X=X მყ ყ=ყს დ (Mი) 

და მას აზრი აქვს. რადგან დ (ყა) 550. თუ V-ის რომელიღაც ყე მნიშვნე– 

ლობისათვის დ (Vე) = 0, მაშინ (2.10) განტოლებას, გარდა (2.12) ფორმუ- 

ლით მოცემული ამონახსნებისა, აგრეთვე, ექნება #V = ყა ამონახსნი!. 

მაგალითი 6. განვიხილოთ განტოლება: 

-9/ _ ყM--29 (2.14) 
ძX 2X 

1 თუ განტოლებას აქვს V=ყა სახის ნამდეილი ამონახსნები, მაშინ ყ-=ყსა წრფეები 

იქნება (2.10) განტოლების ამონახსნები, ეს ამონახსნები, ყეელა ან ზოგიერთი, შეიძლება 

აღმოჩნდეს განსაკუთრებული. 

4. გრ. ხაჟალია კი



მოვახდინოთ ცვლადთა განცალება, მივიღებთ: 

ძყ _ ძი. 

ყყლ2ვ 7 
უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

L--“ => 4 'იIC,I, 
ყ(ყ–-2) 2 X 

სადაც C) აღნიშნავს ნებისმიერ მუდმიეს. აქედან 

10|Iყ/–-–2|)-–10I/I =1იIXI+19იC, C->0, 

  

    

  

  

საიდანაც 

ყ–2 = C, 

Xყ 

ანუ 

#--2- + C, 

Xყ 

ყ–2 
=C (C #9) 

Xხ 

აქედან ვღებულობთ ზოგად ამონახსნს: 

2 აა. – 
= 2 (+ძ, (9.15) V- „გ. C#709 

სადაც C აღნიშნავს ნებისმიერ მუდმიეს. 

რადგანაც დ (#) =ყ/'-–-2V ნულია, როცა ყ = 0 და ყ = 2, დამატებით 
გვექნება კიდევ ორი ამონახსნი, რომლებიც არ მიიღება (2.15) ზოგადი 

ამონახსნიდან. მეორე V= 2 ამონახსნი კი შეიძლება შევიტანოთ ზოგად 
ამონახსნში, თუ C პარამეტრს მივცემთ ნულის მნიშვნელობასაც. 

ამგვარად, მივიღებთ. ზოგად ამონახსნს შემდეგი სახით: 

2 
წ“–-–» (–ო<C<თ) 

და ამონახსნს 

„·ყ =0, 

რომელიც არ მიიღება ზოგადი ამონახსნიდან დღა წარმოადგენს გა ნ- 
საკუთრებულ ამონახსნს, თუ მოცემულ. დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას დავწერთ სიმეტრიული სახით: 

(ყ–– 2ყ) ძჯ-–– 2XMყ = 0, 
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მაშინ, ცხადია, მიღებულ ამონახსნებს უნდა დავუმატოთ კიდევ ერთი 

ამონახსნი X=0. 

მაგალითი 6. ამოვხსნათ განტოლება: 

ძყ 
–– 30X=ყIიყ. ძა 1 ყI!იეყ 

ამოხსნა. მოცემული განტოლებიდან გვაქვს: 

810 Xძყ =VI1ი ყძX, 
საიდანაც: 

ძX ძყ 

910 X ყ)1იყ 

უკანასკნელი წარმოადგენს განტოლებას განცალებული ცვლადებით. 

მისი ინტეგრება გვაძლევს:. 

| 312 X –| +--0თ 

Iი(§-- ––10(00გ) =1იC, სადაც C, =1იC. 

  

  

  

თუ მოვახდენთ პოტენცირებას, მივიღებთ განტოლების ზოგად ინტეგ– 
რალს სახით: 

=C)ი9 V. 

მაგალითი 7. ამოვხსნათ განტოლება: 

  

ყ” = 10%+7. 

ამოხსნა მოცემული განტოლება ასე გადავწეროთ: 

-9# = 107 107, 
ძX 

აქედან 
44 _ )0Xძ». 
107 

უკანასკნელის ინტეგრებით მივიღებთ: 

| 10 >#+C= | 10XძX, 

10“ 7 10+ 

)1ს)10 I010” 
  

1 
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საიდანაც განტოლების ზოგად ინტეგრალს მივიღებთ სახით: 

10X + 10-X=C, სადაც C =C)10 10. 

მაგალითი 8. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი განტოლებისა: 

(XV? -++ ყ) ძX –– Xძყ = 0. 

მოვახდინოთ ცვლადების გარდაქმნა: 

XV = 7, 
მაშინ 

ძ2? = Xძყ -L ყძX. 

თუ ამ აღნიშვნებს შევიტანთ მოცემულ განტოლებაში, გვექნება: 

2 
(=+-+)« +-“ ძხ”ი--ძ. = 0. 
.. ჯ 

აქედან მივიღებთ: 

ძიძ_ ძი” _ი 
ჯ 2(2+2) 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

  

  

2 
IIX+ + + =C), 

საიდანაც 

1/3 » C + 3 – იC, 

2 

X CI გ, 

Xყ 
ანუ ” 

C + 3) = C, 

Xყ 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

უკანასკნელი დამოკიდებულება გვაძლევს მოცემული განტოლების 
ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

MI +XM)V/=1 +. 
ამოხსნა. მოცემული დიფერენციალური განტოლება გადავწე- 

როთ შემდეგნაირად: 

Xყ (1 + X?) ძყ = (1 + ყ?) ძX. 
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უკანასკნელიდან გვაქვს: 

ძ» _ Vყიყ 

XC») 1+V#7. 
ეს არის განტოლება განცალებული ცვლადებით, მისი ინტეგრებით 
მივიღებთ: 

ძX ყძყ 

(I რ | 1 + V? 
მაგრამ 

|L->%>-“ | + – | _XM% კე 1 ინ 4+X), 
X(1+Xჯ) X 1+»ჯ" 2 

ე· იტ. 

–- 0 + +--1ი( +X)–-IიX=0, 
ანუ 

/1 -L მბ /1 –L #83. აXC+ო0+5 „ი, 
სადაც 

C, =1ი C. 

თუ მოვახდენთ პოტენცირებას, მივიღებთ მოცემული განტოლების 

ზოგად ინტეგრალს: 

(1 + ყ') (1 +'»') = C:1X', 
ანუ 

(1 + ყ')(1 + X) =CX), 
სადაც 

C = C,'. 
! მაგალითი 10. ამოვხსნათ "განტოლება: 

ყ+ იე: IL 9#9- ვი --9,     

ამოხსნა. მოცემული განტოლება გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

  ყ =89ი071--V ეთ 1# , 
2 2 

საიდანაც 

ძყ. = - 280 5 · ი0§ -“., 
ძX 2 2 
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_ ძყ _ =-–--208 _%X ძჯ. 

290”. 2 
2 

უკანასკნელის ინტეგრებით მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს: 

L-“»+ | ლ0§ -X- ძჯ =C, 

2319 „. 2 
2 

ე.ი 

ყ . X 
10!) LC ->- 2510,––.=C. § I+ 2 

  

§ 8. ერთგვაროვანი ბანტოლებები 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებები მრავალ შემ- 

თხვევაში ცვლადების სათანადო გარდაქმნით შეიძლება დაყვანილ 

იქნეს დიფერენციალურ განტოლებაზხე განცალებადი ცვლადებით. 

განვიხილოთ პირველი ·რიგის დიფერენციალური განტოლება: 

“+ =I/CV), (3.1) 

რომელშიაც / (X, ყ) არის უწყვეტი ფუნქცია Xყ სიბრტყის რომელიღაც 
L) არეში. 

განსაზღვრა. წ(3.1) Iს ა ხის "დიფერენციალურ განტოლებას 
ეწოდება წერთგვაროვანი, თუ ამ განტოლების მარჯვე ა 
ნაწილში შემავალი /(X,ყ) ფუნქცია არის ნულოვანი ხა- 
რისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია Xჯ და Vყ ცვლადების მი” 
მართ, ე. ი. თუ /(X,ყ) ფუნქცია წარმოგვიდგება, როგორი 

M#. ფარდობის ფუნქცია: 
Xჯ 

IC # =9(+). 
როგორც ცნობილია, ორი ცვლადის / (X, ყ) ფუნქციას ეწოდება „I ხარისხის ერთ– 

გვაროვანი ფუნქცია X და ყ ცვლადების მიმართ, თუ ნებისმიერი ჯ-სათვის შესრულდება 

შემდეგი იგივეობა: 

I((წ», (V) = LM / C>, ყ): 
კერძოდ, როცა #I == 0, მაშინ 

I (V. ((7) = CV, V). 
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1 
თუ ( მამრაელს ავიღებთ –ღ-ის ტოლს, ე. ი, (=--, მივიღებთ ნულოვანი ხარისხის 

ერთგვაროვან ფუნქციას; 

I(I,+-)=9(+-)=/C ყ). 

მაგალითად, ”(X, ყ) = (02 -= არის ნულოვანი ხარისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია 
V 

ჯ-ისა და ყ-ის მიმართ, მართლაც, 

(ჯ ჯ 
I (IX, (ყ) = 10წ ––- =.I? 10წ ––- , 

(ყ ყ 

ცხადია, თუ (| (X, ყ) არის ი ხარისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია X და ყ (ეელადების 

მიმართ, მაშინ ,-I 2! მ) 
ჯ” 
  = /,(X, ყ) იქნება ნულოვანი ხარისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია 

ჯ და ყ-ის მიმართ, მართლაც, /( (/X, ?1ყ) = 1 7 (X, ყ) თუ ამ ტოლობაში მივიღებთ 

/( = 1», მაშინ '( |, +) =9(+-)=-- /CX, V). მაშასადამე, -/-(ი მ) _ ივნება 
ჯ” :: X ჯ ჯი ჯ” 

ნულოვანი ხარისხის ურთგვაროვანი ფუნქცია, ცხადია, 

,“ I> ი=>7%(+). 

უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს თ ზარისხის ერთგვაროვანი ფუნქციის ზოგად წარმო- 

დგენას, 

განვიხილოთ პირველი რიგის ერთგვაროვანი დიფერენციალური ჩგან- 

ტოლება: 

2. =დ (+) , 'ც.2) 

სადაც (+) ნულოვანი ხარისხს უწყვეტი ერთგვაროვანი ფუნქციაა 

X0ყ სიბრტყის რაიმე )) არეში, რომელიც განსაზღვრულია უტოლობებით: 

ძ< +-<ხ (ცხადია, #) წარმოადგენს ორი ვერტიკალური კუთხის შიგა 

ნაწილს, რომელიც შემოსაზღვრულია V =0X, #/=6ხX წრფეებით და X =+ 0). 
(3.2) განტოლება წ = VIX ჩასმით, სადაც # = V (X) არის X ცვლადის ახალი 

საძიებელი ფუნქცია, დაიყვანება განტოლებაზე განცალებული ცვლადებით. 
აღოთლაც, 

გ... 

ძყ= XთV -- VთX, 

ძყ «V“ 
== · 3.3 

ძX ძX +4 ძ.» 
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ცხადია, (3.2) განტოლებაში თუ შევიტანთ (3.3) გამოსახულებას, მი- 

ვიღებთ: 

ძი 
-- +)ს=C (), 
ძX 

ანუ 
Xძს = |დ (V)-– VI ძ». (3.4) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ დ (V)--95-0 და X=-0, მაშინ (3.4) ტოლო– 
ბიდან გვაქვს: 

V/71 _ ძX 

დი–ხ X»ჯ” 
საიდანაც ინტეგრებით ვღებულობთ: 

ძ“ 
–აეუ'უ'რ=7Iჯ + C. 

I დ(ი)–ძ II 

თუ %(V) არის > ფუნქციის რომელიღაც პირველყოფილი, ე.ი. 
დ()–სი 

ძი“ 
–-––--–-=CV(), 

| დ(ი)–V 
მაშინ 

დ(ს)=10IXI+C, (3.5) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. თუ V-ს შევცვლით ----ით, წმაშინ დამოკი- 
Xჯ 

დებულება (3.5) გვაძლევს (3.2) განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 
_ (3.5) ზოგადი ინტეგრალიდან შეიძლება გამოვყოთ (3.2) განტოლების 

კერძო ამონახსნი, რომელიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს: 

ყ1)== ყა, როცა X == Xე.. მართლაც, საკმარისია C-ს შესაბამისი მნიშვნელობა 
განვსაზღვროთ (3.5) ფორმულიდან, მივიღებთ: 

თდ(%) =1იI%I #0. 
X- 

C=0C (4 )–იI%I. 
%6 

ამგვარად, (3.5) განტოლების კერძო ამონახსნი, საწყისი პირობებით: 
ჯ = XV) ყ =VV) იქნება: 

=-C 

საიდანაც 

  

  

Xჯ 

X%ი 
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ანუ 

  

ყ=X6+4 (+) +» I, 

სადაც თ“! აღნიშნავს რ ფუნქციის შექცეულ ფუნქციას. ამგვარად, 
მართებულია შემდეგი 

  

%5 

თეორემა, თუ ერთგვაროვან 

დ 
განტოლებაში დ.() ფუნქცია უწყვეტია თ<V9<ხ ინტერ- 
ვალში და ამ ინტერვალში 96046(#4= +), მაშინ მო– 

ჯ 

ცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი გამოისახება 

კვადრატურებში: 

L+-2–- =IსIXI+C, 
დ(ი) ი 

ამასთან M არის ყოველ (X,, ყი) წერტილზე გაივლის ერთაღ- 
ერთი ინტეგრალური წირი. 

შენიშვნა 1. ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ დ (CV) ––  % 0. მაგრამ, თუ . 
დ(ი)-––- V =0, მაშინ განტოლებას ექნება სახე: 

2 =9(+) > (3.6) 

და ამ შემთხვევაში არ არის საჭირო არავითარი გარდაქმნა, რადგანაც თვით 

განტოლება იქნება განტოლება განცალებადი ცვლადებით. 
განტოლების ინტეგრებ- ხდება ცვლადთა განცალების წესის გამოყენებით 

და მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება V =|CX, სადაც LC ნებისმიერი მუდმივია. 

თუ დ(.)-- ი =10, ყ-ს რაიმე «ე |მნიშვნელობისათვის, მაშინ, გარდა ამ 

ამონახსნებისა, რომლებიც მოცემულია (3.5) ფორმულით, განტოლებას ექნება 

ამონახსნი I = თა რომლებიც წარმოადგენ კოორდინატთა სათავეზე გამა- 
ვალ წრფეს. ეს ამონახსნი არ მიიღება (3.5) „ზოგადი წამონახსნიდან C-ს არც 
რთი მნიშვნელობისათვის და, მაშასადამე, წარმოადგენს განტოლების განსა- 

კუთრებულ ამონახსნს!. 
შენიშვნა 2. (3.5) ფორმულიდან ჩანს, რომ ერთგვაროვანი დი- 

ფერენციალური განტოლების ყველა ინტეგრალური წირი მსგავსია ერთმანე– 

! (3.6) განტოლებისათვის, ისე როგორიც, საზოგადოდ, (3.2) განტოლებისათვის, 

(0.00) კორდინატთა სათავე წარმოადგენს განსაკუთრებულ წერტილს. 
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თისა, მსგავსების ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. მართლაც, C,) მუდმივის 

სათანადო შერჩევით, X და ყ-ის შეცვლა C,წX-ით და C. ყ-ით შესაბამისად 

წირს 10 | XI = «(-#) გადაიყვანს (3.5) ოჯახის ნებისმიერ წირში. 
X 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი ერთგვაროვანი გან- 

ტოლებისა: 

ყ? ძM -L (X? -– Xყ) ძყ = 0. 

ეს განტოლება შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 

ძყ _ _ ”” 
თX Xყ- | 

მოვახდინოთ გარდაქმნა #ყ=VX, სადაც # ახალი საძიებელი ფუნქციაა 
X-ისა; მაშინ განტოლება მიიღებს სახეს: 

ძV« ყ? ძV“ “ 
X-_– ს“ == კ ან X- = · 
#1 #9–-1 უ ძი #-1 

  
  

აქედან გვაქვს: 
,6-–1ც – 
  

ძX 

« ჯ. 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებით ვღებულობთ: 

რ–)1ი2IC|=10|IXI“–)1Iი2(C, 

ანუ 

IიIXI + LI + -+- ICI, 
X Xჯ 

საიდანაც: 

1 I#I = IსICI+ #. 

მაშასადამე, 

ყ 
= XI0I -=-I. #- XV > 

  

მიღებული დამოკიდებულება გვაძლევს მოცემული განტოლების %ზო– 

გად ინტეგრალს. ამას გარდა, ამონახსნი იქნება ყ=0, X=0, რომლე– 
ბიც არ მიიღება ზოგადი ამონახსნიდან C-ს არც ერთი მნიშვნელობი– 
სათვის. 
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მაგალითი 9. მოცემულია ერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 

ტოლება: 

ქიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი. 

თუ მოვახდენთ ყ=VIX გარდაქმნას, მივიღებთ: 

«+ ==-+>VM, 2-3 2? – 

უკანასკნელ განტოლებაში მოვახდინოთ „ცვლადთა განცალება, გვექ- 

ნება: 

3იძი _ ძX 

1--ვყმ+2V1--3ი X-” 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

ვყძი 
6? 5"ჩ5ჩ5"5'"წ 5".  - –I)IXI––I1ი|CI!, 
L-–--> 95 8IXI-–IიICI 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივი სიდიდეა. უკანასკნელი ტოლობის მარ– 
ცხენა ნაწილის ინტეგრალის გამოსათვლელად შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

1–-3/ზ = 27, 

  

აქედან: 

–3იძი = 2ძ”. 

ამრიგად, მივიღებთ: 

2ძ2 ძ2  _ _'=·-· 
| –>52:=- | 2+ 2 =–-1ი(ლ+2 =–10(V1 –-3ყ? +2). 

„ მაშასადამე, , 

–-I1ი(V1–– 30? -L 2 =1იIXI|––1იICI, 
საიდანაც: 

X(V-=5თ + 7 = 
აქედან: 

VX ––- 3ყ? -L 2ჯX=C 
ანუ 

3 («91 + ყ9) –“– 4CX -L C3 = 0. 

' უკანასკნელი დამოკიდებულება გვაძლევს მოცემული ერთგვაროვანი 
დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. ინტეგრალური 
წირები წარმოადგენს წრეწირებს. 
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მაგალითი 8. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი ერთგვაროვანი დიფე– 

რენციალური განტოლებისა: 

შემოვიღოთ აღნიშვნა ყ=VX, მაშინ მივიღებთ: 

C/7! 
ი+CX-- =“-VIხ-1, 

ანუ 

ძV 
ხა-=--VIხ-- 1. 

აქედან გვაქვს: 
ძV _ ძX 

– VIV?2-1 –ჯ. 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

ძV ძX 

|2=-=| <-–იI0I 

    

საიდანაც: 

–)1იIC++.V 9-1) =10I XII“–»ICI, 
ანუ 

ყ+Vყზ--X –)» “== =)1იIXI-“–1IიICI, 

ე. ი 

1I | #/ + V ყ'-– XI =)1)იC. 

აქედან: 

#+VV-X-0 
და, მაშასადამე, 

V# == >2=C6-V, 
მ: ტი. 

–=C!'-2CV, 
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ანუ 

, X–- 2Cყ + C) == 0. 

უკანასკნელი არის მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

მაგალითი 4, ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური 
განტოლებისა: 

(––- ყაძX + (X + ყ) ძყ = 0, X56C0. 

მოვახდინოთ გარდაქმნა #V=XV, მივიღებთ: 

(1 + ი?) ძX + (1 + V) XM =0, 

საიდანაც: 

ძX 1 9ძ%X ს 1+4 „ა„'--–-–”ძწ = 0. 

X 1+V3 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

10 IXI + გIიხთCV +--1ი0 -+ V?) = I0 C, 

გაწ 7 + _- 10 (Xმ? -L ყ?) =10C. 

აქედან: 

ყ 
– გიას V2 I I2=C602 > 

სადაც C>0 ნებისმიერი მუდმივია. უკანასკნელი გამოსახულება წარ-” 

მოადგენს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგ–- 

რალს. / 

§ 4, ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალურ 

წირთა ბგეომეტრიული თვისება 

ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალურ წი- 

რებს აქვს ერთი მნიშვნელოვანი გეომეტრიული თვისება, რომელიც 

მდგომარეობს შემდეგში:ი ინტეგრალური წირები, რომ- 

ლებიც გამოისახება 2 -თ(+-) ერთგვაროვანი ფი- 
ჯ 

ფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეჯ- 
რალით, ერთმანეთის მსგავსია კოორდინატთა 
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სათავის მიმართ. შევნიშნავთ, რომ ერთგვარო- 
ვანი განტოლების ინტეგრალური წირები (90 

წერტილიდან გამომავალ ნებისმიერ წრფეს გა- 
დაკვეთს ერთი და იმავე (ამ წრფისათვის მუდ- 

მივი) თ კუთხით. 

მართლაც, ვთქვათ, 48 წი– 

რი აკმაყოფილებს ერთგვარო- 

ვან დიფერენციალურ განტო- 
ლებას: 

ძ 
99. =Cდ (+) (4.1) 

ს ძX X 

და, ვთქვათ, /VI (X,ზ/) არის ამ 
წირის ნებისმიერი წერტილი 

აღოლფია> (ნახ. 8). ავაგოთ /, 8, "წირი, 

, რომელიც მსგავსია 48 წირი- 
(5-%I სა კოორდინატთა სათავის მი- 

მართ. ეს დაიყვანება #48 წი- 

რის ნებისმიერი IM (X, ყ) წერტილის რადიუს-ვექტორის; სიგრძის გამრავლე- 
ბაზე რაიმე # რიცხვზე, #->9. ამიტომ ახალი წირის იმ /V/, (X,, V,) წერტი- 
ლის კოორდინატები, წრომელიც /M !წერტილს შეესაბამება, განისაზღვრება 

განტოლებით: 

  

  

0M, = ჩ0 --
 

X, = XX, ყ, = MVყ, (4.2) 

სადაც # მუდმივი მამრავლია. ცხადია, 

ძX,= IძX, ძV, = #ჩძყ. 
აქედან: 

ძყ9 მყ # _ V#. (ტ.3) 
ძი ძი XL X 

რადგან #8 ინტეგრალური წირი აკმაყოფილებს (4.1) განტოლებას, 
ამიტომ (4.3) ტოლობების თანახმად გვექნება: 

შსაღწი ძX, X, 

ე. ი. ახალი 4) 8) ინტეგრალური წირი დააკმაყოფილებს იმავე გან- 
ტოლებას ნებისმიერი #-სათვის. ამგვარად, აღნიშნული თვისება “დამ- 

ტკიცებულია. 
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ახლა განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

სიმეტრიული სახით: 

/#MC, ყ)ძX + M (X, ყ) ძყ = 0, (4.4) 

სადაც #(, ყ) და M(X, ყ) ერთი და იმავე #1 ხარისხის ერთგვაროვანი 
ფუნქციებია, ე. ი, 

/VI (X, ყ) = XI M,(+-) , M (ი ყ)=»” M, (+) 

ამ გამოსახულებებს თუ შევიტანთ (4.4) განტოლებაში, მივიღებთ: 

M, (“4 + I, (+) ძყ=0. ტ.5) 
XჩXჯ X 

შემოვიღოთ ჩასმა: 

ი =-%.. 
X 

გვაქვს: 
ძყ == XV + VძX 

ამ გამოსახულებებს თუ შევიტანთ (4.5) განტოლებაში, გვექნება: 

#VI, (თ) ძX -L M, (CV) (X9ძი -+- VთX) = 0. 
აქედან: 

IM, (C)1+–1V M, (0) ძX + X M, (თ) ძთ = 0. (4.6) 

თუ 

#M, (თ) -L- C M, (9) = 9, 
მაშინ 

ძის = 0, 

საიდანაც: 

X#=C, ეი Vყ#=CX#X. 
X 

თუ VM,:(9V) + V M, (C) 250, მაშინ (4.60) განტოლების ორივე ნაწილის 

გამრავლებით . 

1 

X (VM, (9) + ი M, (CV) | 

გამოსახულებაზე, მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას განცა- 

ლებული ცვლადებით: 
ძX M, (თ) ძი 

XX M.თ0-+ითM 0) 
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უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

M, (თ) ძი9 _ 

აIXI+ | ივ ათე ა9 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ეს დამოკიდებულება გვაძლევს (4.6) 

განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება: 

-ძყ ს # 

ძჯ. ჯ 

ამო ხსნ ა: მოვახდინოთ გარდაქმნა V=VMVX, გვექნება: 

C/7! 
2-:X+0C=VC6; 

აქედან: 

წI/7: ძX 

ი-–VV. ი” =0 ს6-V#550, X5-Cთ 

ანუ 
ძი ძX 

ყსჰ“ჰMძ9ძMძწირ0რ0ოთძ»ძძძ” ==0,. 

VCCVC-I) ' » 
ამ უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

21ს(Vი–-1)+1იIXI= 2)ს|C), (VVMხ-–1)VX=C, 
VVX-– V X= C. 

საიდანაც მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

Vყ-–VX=C. 
მაგალითი 9. მოვძებნოთ 

(ყ--– 3X?)ძX + 2Xყძყ =0 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

ამოხსნა. მოვახდინოთ გარდაქმნა ყ=VX, სადაც # ახალი სა- 
ძიებელი ფუნქციაა X-ისა, მივიღებთ: 

ძყ = Xძხ -L VძX, 

(40? X1-–-– 3X2) ძჯ + 2X1V (Xძი -L «ძX) =ბ, 

3(ყ1--1)ძX -+- 2VXძი = 0, 
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საიდანაც ცვლადთა განცალებით ვღებულობთ: 

ვი9 , 20ძ%_ _ ი, 
Xჯ (#41 ––-1 

რადგან X5650 და #2--15-0, შესაძლო ამონახსნების დაკარგვას არ 

ექნება ადგილი. უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრება გვაძლევს: 

10 | X9| +1ი (09-––-1) =14IC I, 

XI CL--1) = C. 

თუ M-ს შევცვლით ” ით, მივიღებთ: 
X 

Xყ/= C. 

უკანასკნელი «დამოკიდებულება წარმოადგენ“ მოცემული დიფე- 
რენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

3 
, VწV __ 
ყ=-> 2. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა ყ=VX, მაშინ 

ყწჩ=V X+V 

და მოცემული განტოლება მიიღებს სახეს: 

0 X-+- =Vც9ზ-–-2, 

ანუ 

ძი X=ლ=ყზ–Vწ--2, 
ძX 

საიდანაც: 

ძი _ ძX 

ყზ--Mს--2 2 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება მოგვცემს: 

: C/7 ძX .: 
_  .---- |/-–---+-)იIC), 

| ყზ–ს–-2 ჯ +IICI 

აქედან: 

1 ხ–2 
–- 
ვ " -+ 1 

5. გრ, ხაჟალია 65 

  |=1აIXI+XICI, 
 



ანუ 

  

  

  

1 #–2 
_ –1.ICXI, 3 18 + 1) 0 |CX) 

ე: ი 

3 6-2 

VI 231-2 
საიდანაც: 

„9-2 _ ცე, 
ყV+X 

ანუ 

ყ--2X=CX(ყ+ X. 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლეზა: 

' ყ = 2XV   
ჯ"-- ყ , 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ჩასმა V=IX, მაშინ ყ”=L X+1 და მო- 

ცემული განტოლება მიიღებს სახეს: 

2 
L Xჯ ხლ=–=-–-- 

+ 1--ჯ? 

აქედან: 

ვ 

(XC 11797, 
1--ჯ2 

ძ!. _ ჯ-L (9. 

ძი 1 –-/პ 

აქედან ცვლადების განცალებით მივიღებთ: 

ძX (1-1 
+ –+-- 4ძ4=0 

X ML 

მაგრამ 

.__ 2 __ 
+ --4- "I-1 კ= |) 2 _ (4 სცე )--ი/,. 

. LL 100+ 1) ბ -L 1 7 

მაშასადამე, 

12 IXI| +10 (+ 1)––1იI/)= C,. 
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თუ მოვახდენთ პოტენცირებას, გვექნება: 

?2-C 1 
2=C1+9.-C, სადაც C)ე =10|CI. 

თუ ამ უკანასკნელ გამოსახულებაში I-ს შევცვლით მისი მნიშვნელობით 

1= 2 , მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

X? -L ყ? =-Cყ. 

მაგალითი §. ამოვხსნათ განტოლება: 

(3X? -++ 6XV + 3ყ?) ძX -L (2X1? -L 3XV) ძყ = 0. 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ჩასმა / =7/X. აქედან ძ// =წ/ძX -L Xძ/ და 
მაშასადამე, გვექნება: 

(3X? -L 6X?/ -L 3X" 1?) ძX -L (2X1? ++ 3X? 7) (/ძX -L XI) = 0, 

ანუ 

(3+ 61 ++ 3/-L 2(+ 3/ი ძი + (2+340 X9/ =0. 
ცვლადების განცალებით მივიღებთ: 

ძა _ _ (2+30%_ _ 
X " 6)1+87.+3 

უკანასკნელი გშბოლიი ინტეგრება გვაძლევს: 

(12! -L 8) ძ( IიIXI + -L I 26-21 > 26-ე ჯე 1016. 

აქედან 

IIIXI+ --1LI 6” + 9 +3)=IიICI, 
ანუ 

1ს IXI V 6!წ + 87 + 3 =Iი.ICI. 

თუ მოვახდენთ პოტენცირებას, მივიღებთ: 

XV6II+381+3=C. 

თუ ამ გამოსახულებაში L-ს შეეცვლით მისი მნიშვნელობით, მივი– 

ღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

. ნვ ვუევვე> „ეეინი3+6:+2% 
ჯ?. 

ანუ 

6X" ყ? –- 8X92 ყ ++ 3X! => C. 
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§ 6. ბანტოლებანი, რომლებიც პირველი რიბის ერთგვაროვან 

დიშერენციალურ განტოლებაზე დაიჟვანებიან 

განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება: 

6 /(61+9#+5) 
ძ» ძ:X + ხ,ყ +C /” 

სადაც #,, ხ,, C,, ძ,, ხ,, დ მუდმივი სიდიდეებია როცა C, = 0, = 0, 
მაშინ (5.1) განტოლების მარჯვენა ნაწილი იქნება მხოლოდ -”-ის ფუნქცია, 

ჯ 

მართლაც, 

(5.1) 

ყ ხ, –- 

« _/|(6++04)-, ი.ი%+ -ი(/.). «2 
ძX ძაყ+ხყ ი, + ხ, -- ჯ 

უკანასკნელი არის ერთგვაროვანი დიფერენციალური , განტოლება. 
ახლა, ვთქვათ, C, და C რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავდება ნუ-· 

ლისაგან. ამ შემთხვევაშიც მოცემული დიფერენციალური განტოლება 

შეიძლება დავიყვანოთ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებაზე 

შემდეგი წესის გამოყენებით: 

ვთქვათ, # = ძ, სხ,–-ძი,ხ,550 და ვიპოვოთ შემდეგი ორი წრფის გა- 

დაკვეთის წერტილი: 

ააქ #19 501 “ლ 

0.X + ხ,ყ + C, = 0. 

თუ ამ ორი წრფის გადაკვეთის წერტილის კოორდინატებს აღვნიშნავთ 

Xა და ყი-ით, გვექნება: 

        

–-0, ხ, ძ, –-ი, 

–Cხ ძე ––C 51-29, გ -1%ვ-9ს, 
ახლა მოვახდინოთ ცვლადთა წრფივი გარდაქმნა: 

X=ნ+X, Mყ9=M|+4#ი 

რფ) არის L-ს ახალი საძიებელი ფუნქცია) თუ ამ გამოსახულებებს 
ჩავსვამთ (5.1) განტოლებაში, მივიღებთ: 

(1:)



ძუ _ (+-+909+9095+VX++) – (2109) 
ძი - ძე § + ხეთ + 0; Xი + ხი ყი + თ ძ;§ + ხა» 

0.+ხ 

=VI ------ =ჩ(+ · (5.3) 
ი, + ხ, + 

ამგვარად, მოცემული (5.1) დიფერენციალური განტოლება დაყვანი- 

ლია ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებაზე. როგორც ვიცით, 
ამ განტოლების ინტეგრება შეიძლება ცელადთა გარდაქმნის წესის 

გამოყენებით. 

«თ = წV, 

სადაც # ახალი საძიებელი ფუნქციაა, დამოკიდებულია L-ზე. საბო- 
ლოოდ (5.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი რომ ვიპოვოთ, უნდა 

მოვძებნოთ' (5.3) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი და მასში § და 
· შევცვალოთ შესაბამისად X-––-X-ი-ითა და ყ--/ი-ით. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 

ძ, ხ, 

თე ხ, 
რტ = = 0; ხე –– ძე ხ, =0, (5.4) 

    

ე. ი. როცა (") წრფეები პარალელურია. ცხადია, (5.4) დამოკიდებუ– 

ლების თანახმად, გვაქვს: 

2 XV ., (5.5) 
რ თ“ 

სადაც 0 აღნიშნავს მუდმივ სიდიდეს. (5.5)-დან 

ძე = თძე), ხ. = რთ ხ,. 

თუ ამ გამოსახულებებს ჩავსვამთ (5.1) განტოლებაში, მივიღებთ: 

ძყ _ ( ი.X+ხყ+C, 

ძX თ(თ,X +ხ1V) +თ 
თუ ხ)>0, მაშინ ცვლადთა გარდაქმნით: 

)=6რX#+ხ9, 

2=ძ)X+ხყ | =! C--,, მყ _ 1 ძე _ თ. 
ხ, ძX ხ. ძჯX ხ, 
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მოცებული განტოლება დაიყვანება განტოლებაზე განცალებადი 

ცვლადებით: 

1 ძე _ თ _ I(–-+)= ჩდ; (5.6) 
ხ,. ძX ხ, ძ2 -L C, 

აქედან ცვლადთა განცალებით მივიღებთ: 

ძ2 _ 

ი, + ხ, ”, (2) 

(5.7) განტოლების ინტეგრება „გვაძლევს (5.60) განტოლების ზოგაღ 

ინტეგრალს: 

_“ # „IC (5.8) 
0, + ხ, I, (ქ) 

თუ (5.8) ტოლობაში მოვახდენთ კვადრატურას და დავუბრუნდე- 
ბით X და ყ .ცვლადებს, მაშინ მივიღებთ მოცემული (5.1) განტოლე- 

ბის ზოგად ინტეგრალს. 

"მაგალითი 1. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი შემდეგი დიფერენცია- 

ლური განტოლებისა: 

(5.7) 

ძყ = 2++3V+1.. (5.9 
ძX მX L 4/ +1 

თანახმად ზოგადი თეორიისა, ვიპოვოთ Xა და ყი განტოლებათა 

შემდეგი სისტემიდან: 
2Xე + 3ყე +- 1 =0, 

მჯ, + 4ყ, + 1. = 0. | 
გვაქვს: 

Xა=1, Vყა=+--1. 

ახლა შევასრულოთ ცვლადთა გარდაქმნა: 

X=6+1, ყ=უ–-1, 

სადაც უ არის §-ს ფუნქცია. მაშინ მოცემული (5.9) განტოლება მიი- 
ღებს სახეს: 

· 2+3-1+ 
ძუ 243 __(§.. (5.10 
4 3 + 4» 3,421 

6 

უკანასკნელი განტოლება არის ერთგვაროვანი დიფერენციალურე 

70



განტოლება. ის შეიძლება მიყვანილ იქნეს დიფერენციალურ განტო- 

ლებამდე განცალებული ცვლადებით, თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 

ფუ = 25, 

სადაც 2 ახალი საძიებელი ფუნქციაა დამოკიდებული §-ზე, მაშინ 
მივიღებთ: 

2+:-0 - 21%. (5.11) 

აქედან ცვლადების განცალებით გვექნება: 

ძ2 _–2-322-3--4? _ 421+62+2 (45 = 
ძნ 3 + 42 42 + 3 
  

საიდანაც 

ძ« => 42 +3 ძ?, 

ნ 221 -L 32 -L 1 

ანუ 

„4 __ ძრე2+3+I) 
ხ 22? -L ე2 -L 1... 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

10 §1 =––-10 | 22? + ვ2 +111 +IიICI, 

აქედან: 

6? (22? -L 32 -+L 1) =C. 

უკანასკნელი დამოკიდებულება გვაძლევს (5.11) დიფერენციალუ- 
რი განტოლების ზოგად ინტეგრალს. თუ დავუბრუნდებით ჯერ §, » 

ცვლადებს, გვექნება: 
2,” +33პიუ+ა-=C; (5.12) 

(5.12) დამოკიდებულება წარმოადგენს (5.10) განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს. საბოლოოდ, თუ დავუბრუნდებით X და ყ ცვლადებს 

ხ=X–-1, უ,=V-+1 ფორმულების მეშვეობით, მაშინ მივიღებთ (5.9) 

დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს შემდეგი სახით: 

Xჯ? -L 3Xყ -L 2ყ? -L X + ყ = C. 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

(ხ –-ყ--2)ძX +C–ყ + 4)ძყ =0. 
71



ამოხსნა. გამოვთვალოთ დეტერმინანტი: 

ტ =!! 1 =–250 
1 –-1   

# 5-0, ამიტომ შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი Xა და ყე, რომ ჩასმა X=ნ6-LX) 

და #/= უ + ყა მოცემულ განტოლებას გადააქცევს ერთგვაროვან განტოლე- 
ბად. Xე-ისა და ყე-ის განსაზღვრისათვის ამოვხსნათ სისტემა: 

X+ყ–--–2=0, 

X= ყ + 4= 0, I 

საიდანაც Xა = –– 1, ყე = 3, ე. ი. გვაქვს: X=სწნწნ–1 და ყ=»უ+3, 
მაშინ ძX = ძნ, ძყ = ძუ. თუ ჩასმას შევასრულებთ, გვექნება: 

6-1 +უა+3-2ძი+(6-1- უ-3+4)ძუ=0, 
აქედან: 

(§ + თ) რ + (§–– ო) ძუ = 0. 

უკანასკნელი განტოლება არის ერთგვაროვანი. მისი ამოხსნისათვის გამო–- 

ვიყენოთ ჩასმა წ = ჯუ. აქედან ძნ = 1ძუ + უძ! და, მაშასადამე, გვექნება: 

(1+ი0ძძუოუ+»სუოძს+(-1ძუოუ=0, 
საიდანაც: 

(1 + 2?–1)ძი +V(1+-M9/ =0. 
ცვლადების განცალების შედეგად გვექნება: 

ძო 7+1 
ი #1+2-–1 

მოვახდინოთ ინტეგრება, მივიღებთ: 

10 1»|I +” იI/+ 2-–-–1|=10ICI. 

აქედან: 

»VI-+2–1=C. 

მაგრამ ( = – , ამიტომ 
2 27 ––. უჯ? ინი # 

9 2ხუ-უ=C0, 
ანუ 
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სადაც 6=X+1 და «=Vყ-–-3. მაშასადამე, 

(+ 1)1+2(+1)V-– 3) (Vყ--3)/= 
ამგვარად, საბოლოოდ მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს: 

X? + 2Xყ ––- ყ–– 4X + 8ყ.= C. 

მაგალითი 8, ამოვხსნათ განტოლება: 

ძყ _ 2( ყ+2 | 
ით LVX +ყ–1 

ამოხსნა. აქ , | =-- 15960, ამიტომ შეგვიძლია ვიჰპოვთთ X- 

და ყა ისეთი, რომ ჩასმა X = § + Xე და ყ = ფ + ყე მოცემულ. განტოლე- 
ბას გადააქცევს ერთგვაროვან განტოლებად. Xა, ყე-ის განსაზღვრისათვის 
ამოვხსნათ სისტემა: 

X+ჰ+ყ–-1=0, 

საიდანაც) Xე = 3, ყე ==-–-2, ე. ი. X=6+23 და /V=»უ–-2; ძX = ძნ, 
ძყ = ძუ. 

თუ აღნიშნულ ჩასმებს გავითვალისწინებთ მოცემულ განტოლება– 

ში, მივიღებთ: 

#25 +თ»თ 

2უ1ძნ-– (+ ო»)ძუ =0. 

ამ განტოლების ინტეგრებისათვის გამოვიყენოთ ჩასმა: § =17ჟ, ძ6 = 1ძუ -L 

+ უძ!, მაშინ 

აქედან: 

2 (ძუ -L უძ!) –– (1 + ,)11ძუ =0. 

2უძ,––-–(/2 + 1)ძუ =0, 

საიდანა/): 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრება მოგვცემს: 

10| ი|)––283X0ს–/ -+1ი IC II=ლ-0 
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ანუ 
  Cთთ+2) =2ა5X0-- = 201006 > 

19 | (ყ+ ) | = მ1 5უ · წ. 2” 

აქედან: 
ჯ-–-3 

20%» 2 

C(/+2)=6 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლება: 

(X+V+ 1)ძX+ (2X + 2ყ -–– 1) ძყ = 0. 
ამოხსნა. ამ- შემთხევევაში გამოვიყენოთ ჩასმა X + ყ = 2, საიდანაც 

ძყ = ძვ–-ძX, ამიტომ: 

(2-- 1)ძX + (22–– 11(ძ2––ძX) =0. 

2-+1-22+1)ძX+(22––1)ძ2=0, 

(2-––2)ძX -+ (22-–– 1) ძ7 -= 0. წ 

ცვლადების განცალებით მივიღებთ: 

ძX 1 კ =0. 
+->-- 2–-2 

უკანასკნელის ინტეგრება გვაძლევს: 

2-1 
ჯ = C, 

+ |53–- 2-2 

2ძ2 ძ?2 –-2 =C, 
” | -–,+ = 

X--22-–-41)(2-–-–21+)ი(2-–-–21=C 

#--2X-- 2ყ-– 310(+ #ყ--2) = 

X12ყ+31(L+V--2) = 
უკანასკნელი დამოკიდებულება გვაძლევს მოცემული განტოლების 

ზოგად ინტეგრალს. 

    

§ ც. პირპელი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლებები 

განსაზღვრა პირველი რიგის წრფივი დიფერენ- 

ციალური განტოლება ეწოდება ისეთ განტო- 

ლებას, რომელიც წრფივია უცნობი Vყ(X) ფუნქ- 
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ციისა და #” (ი) წარმოებულის მიმართ, ე. ი. მას 
აქვს სახე: 

ტო “+80ყ+6თღ =0, (6.1) 

სადღაც 4(X, 8(X) დღა C:(X) წარმოადგენს X ცვლადის მოცემულ უწყვეტ 
ფუნქციებს რაიმე (ი, ს) შუალედში. 

ვიგულისხმოთ, რომ (იძ, ხ) შუალედში 7 (X) 5 0. თუ (6.1) განტოლე- 

ბაში ყველა წევრს გავყოფთ 7#(X) კოეფიციენტზე და შემოვიღებთ აღ- 
ნიშვნებს: 

8ო _ სც, –_9თ 
40 40ი% 

მაშინ (6.1) განტოლება შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

= ი“,     

«9 +ჩო«=0თ, (6.2) 

სადაც ჩ (09) და 0 (X) X ცვლადის მოცემული უწყვეტი ფუნქციებია მოცე- 
მულ შუალედში. კერძოდ, თუ 0 (X) ==0, მაშინ განტოლებას აქვს სახე: 

4# +ჩ(ყ =90. (6.3) 
ძX 

(63) განტოლებას წრფივი ერთგვაროვანი განტოლება 

ეწოდება თუ (6.2) განტოლებამი CIL(X) 2520, მაშინ მას არაერთ- 
გვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლება ეწოდება. 

(6.3) განტოლებას, აგრეთვე, უწოდებენ (6.2) განტოლების შესაბამის 

ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას. 

თეორემა 1. თუ #ნ() და 0() უწყვეტი ფუნქციე- 

ბია (მს,სხ) შუალედში, მაშინ წრფივ დიფერენცი- 

ალურ განტოლებას 

ყლ-ჩიყ+ით 
აქვს ზოგადი ამონახსნი, რომელიც გამოისახე- 

ბა კვადრატურებში; მასთან, X=0ი და ყ=ხ წრფე- 
ებით შემოსაზღვრული ზოლის ყოველ Vი, Vი) 

წერტილზე გაივლის ამ განტოლების ერთი და 

მხოლოდ ერთი ინტეგრალური წირი. 

დამტკიცება. წინასწარ დავამტკიცოთ, რომ პირველი რიგის 

წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 
ინტეგრალი არის არაერთგვაროვანი განტოლების ნებისმიერი კერძო 
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ამონახსნისა და მისი შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი 

ამონახსნის ჯამი. ამ მიზნით განვიხილოთ (6.2) განტოლების შესაბა- 

მისი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

4 +ჩ()ყ:-=0. (6.4) 

მოვახდინოთ ცვლადთა განცალება, მივიღებთ: 

-9ყ. =--0მფძ». 
V 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს (6.4) განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს 

10 Iყ) = – | ნ(X)ძX+)I»ICI, 

ანუ 
C –I8თთ (6.5) 

ყ=C6 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია!. 

ცვლადთა განცალების შედეგად შესაძლოა დაგვეკარგა მხოლოდ 

ერთი უშუალოდ ცხადი ნულოვანი ამონახსნი #=0, მაგრამ ამ უკა- 

ნასკნელ ამონახსნსაც შეიცავს (6.5) ზოგადი ამონახსნი, როცა C=0. 

ახლა, რომ ვიპოვოთ (6.2) არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი 

ინტეგრალი, ვისარგებლოთ ე. წ. მუდმივის ვარიაციის მეთოდით. შე- 

ვეცადოთ არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების კერძო 

ამონახსნი ვეძებოთ (6.5) სახით, მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ უკა-' 
ნასკნელში C-ს განვიხილავთ არა როგორც ინტეგრების მუდმიეს, არა- 
მედ, როგორც ცვლადის ჯერჯერობით უცნობ წარმოებად C (X) ფუნქ- 
ციას. C (X) ფუნქცია განესაზღვროთ ისე, რომ (6.5) ამონახსნი აკმა–- 

ყოფილებდე არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას. ამ 

განტოლების გაწარმოება Xჯ-ით გვაძლევს: 

– (თი –|ს8თრი 
ყ” (X) = C” (X) 6 –Cთ:ჩ(იე§ნ (6.6) 

1! ამონახსნი, რომელიც დააკმაყოფილებს ყე, ყკ საწყის მნიშენელობებს, სადაც 

(თა, ყა) ზოლის ნებისმიერი წერტილია, შეიძლება დავწეროთ სახით: 

თ 

– ითი 

ყ=ყა6 “ა 
ასეთი ამონახსნი არის ერთადერთი, 
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(6.5) და (6.6) გამოსახულებები შევიტანოთ (6.2) არაერთგვაროვან 
დიფერენციალურ განტოლებაში, მივიღებთ; აამშშებბ 

=წ-7ეწ/2 –)-VC)ძ2 – ჯ თ 170“ იგიც! ი% იფ, 17რ-_ აც, 
საიდანაც: 

– |ს·C)ძთ 

თთ”) =0(X, 
ანუ 

, |» თ% 
C (X =0(X4 

მაშასადამე, 

ით- ითი ს რ«+C 

თუ C(X) ფუნქციის მნიშვნელობას შევიტანთ (6.5) ფორმულაში, 

მივიღებთ (6.2) არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტო- 

ლების ზოგად ინტეგრალს: 

„თ _, |70%) | ს ეღეღ. 

–I87თ ძი I7თ ძი – |# თ) ძთ 
= 6 I(– 0()ძXL+C6 (6.7) 

ამ ფორმულის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები წარმოადგენს 

(6.2) არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლების კერ- 

ძო ინტეგრალს, რომელიც მიიღება (6.7) ფორმულიდან, როცა C=0; 

ხოლო მეორე შესაკრები შესაბამისი ერთგვაროვანი წრფივი დიფე- 

რენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალია. 

შემდეგ, რადგანაც 

ყლ=–--მ0)ყ+0V» 

განტოლების მარჯვენა ნაწილმი შემავაელი ფუნქცი. უწყვეტია 

((<X<ხ; – << ყ< + თ) ზოლში და აქვს შემოსაზღვრული კერძო 
წარმოებული ყ-ით, ამიტომ არსებობისა და ერთადერთობის თეორე- 
მის თანახმად, ზოლის ნებისმიერ (Xი, Vი) წერტილზე გაივლის ერთად- 

ერთი ინტეგრალური წირი. თეორემა დამტკიცებულია. 
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ზოგადი ამონახსნის (6.7) ფორმულაში განუსაზღვრელი ინტეგრა- 

ლები შეიძლება შევცვალოთ განსახღვრული ინტეგრალებით, მაშინ 

მივიღებთ (6.2) განტოლების ზოგად ამონახსნს ასეთი სახით: 

– I» (2) ი თ I სი)ძი 

ყი =6 5 (C+ | იო“ «|, 
?) 

სადაც Xი ნებისმიერი, .მაგრამ გარკვეული რიცხვია. თუ მოცემულია 

საწყისი პირობა: #=ყი, როცა X=Xი, მაშინ შეიძლება განვსაზღვროთ 
C-ს მნიშვნელობა. რადგან განსაზღვრული ინტეგრალები ერთნაირი 

საზღვრებით ნულის ტოლია, ამიტომ C=ყVი, და ჩვენ მივიღებთ წრფი- 

ვი განტოლების კერძო ამონახსნს: 

2? I 

– I ჯო) ი. დ I # (ჯ) იდ 

ყ(X =46 9 IV + |9თ ტდ”ა ძა | , (6.8) 
" 2, 

რომელიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 

შენიშვნა. (6.6) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ პირველი რიგის 
წრფივ არაერთგვაროვან დიფერენციალურ (6.2) განტოლებას არა 

აქვს განსაკუთრებული ამონახსნები, ე. ი. ისეთები, რომლებიც არ 

მიიღება ზოგადი ინტეგრალიდან0, თუ ჩL(X) და CV(X) ფუნქციები 

უწყვეტია ––<X<CთC შუალედში. მართლაც, (6.2) განტოლება გა- 

დავწეროთ ასეთი სახით: 

/=-ინფ/+0ღ. (6.9) 
ამ შემთხვევაში (6.8) განტოლების მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს 

ორი X და ყ დამოკიდებული ცვლადის უწყვეტ ფუნქციებს მთელს 
X0ყ სიბრტყეზე. (6.8) განტოლების მარჯვენა ნაწილის წარმოებული 
ყ-ით, ტოლი--/ («)-ისა,ა მუდმივია ყ-ის მიმართ და, მაშასადამე, 

აგრეთვე, უწყვეტია როგორც ორი ცვლადის ფუნქცია. ამგვარად, (6.8) 

განტოლების მარჯვენა ნაწილი აკმაყოფილებს არსებობისა და ერთად- 
ერთობის თეორემის ყველა პირობას (თავი I, § 2) ნებისმიერ საწყის 
პირობებში, რომელთათვის Xი ეკუთვნის #(V) და C (X) ფუნქციების 
განსაზღვრის არეს. ამიტომ წრფივ არაერთგვაროვან (6.2) დიფერენ- 

ციალურ განტოლებას არა აქვს განსაკუთრებული ამონახსნები, ე. ი. 

ისეთი ამონახსნები, რომლებიც არ მიიღება მისი ზოგადი ინტეგრა- 

ლიდან. 
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ახლა აღვნიშნოთ წრფივი განტოლების ზოგიერთი თვისება. 

თეორემა 9. თუ ყ, (ე წარმოადგენს წრფივი ერთ- 

გვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამო- 

ნახსნს, მაშინ ყ=CVყ, (64) ფუნქცია, სადაც C ნე- 

ბისმიერი მუდმივია, აგრეთვე, იქნება მისი ამო- 

ნახსნი. 

მართლაც, თუ 

40 | ნფყ, =0. 
ძX 

მაშინ 

«VI + ნთ 6, =6| ++ | =9. 
ძX 

თეორემა 8. თუ V2 (0) წარმოადგენს წრფივი არა- 
ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების 
კერძო ამონახსნს, ხოლო V/(X) შესაბამისი ერთ- 

გვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნია, მა- 

შინ ყ=V)(X)+V9(0) ფუნქცია იქნება, აგრეთვე, არა- 
ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნი. 

  

მართლაც, თუ 

ძ 49) კ ნიყ,=0 და -9%. | 0, = 0(9, 
ძX ძყ 

მაშინ 

ძ · რი1 M) +ჩთ –. –+ჩოითი+ 24: + ” თ) #.=0 (- 

ამ თვისებით შეიძლება კხარვბლოთ წრფივ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა ინტეგრებისას. 

თეორემა 4. თუ ცნობილია (62) განტოლების V, (X) 
კერძო ამონახსნი, მაშინ მისი ზოგადი ამონახს- 

ნი მოიძებნება ერთი კვადრატურით. 

მართლაც, „გვაქვს: 

ძ" : “+ +ჩო#V=0(. (6.1თფ 
X 

თუ (6.2) განტოლებიდან გამოვაკლებთ (6.9) განტოლებას, მივიღებთ: 

ძ 
ჟ:I#-- 9) + ნ(ი (V–Vყ)= 90 
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ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება: 

– | (ჩე) ძთ 

ყ-Vყ.=C6 

ანუ 

– თ ით 
ყ=ყ.+C9 

სადაც C ნებისმიერი მუღმივია. 

შენიშვნა. არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური (6.2) 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიძლება აგრეთვე ვიპოვოთ შემ- 

დეგი მეთოდის გამოყენებით: (6.2) განტოლების ზოგადი ამონახსნი 

ვეძებრთ ორი დიფერენცირებადი #=V (X) და ს=ს (X) ფუნქციის 

ნამრავლის სახით: 

ყ=V(X):0V(X). (6.11) 

ვიპოვოთ წარმოებული: 

ყ” = M შ + ს V. (6.12) 

(6.10) და (6.11) გამოსახულებები ჩავსვათ (6.2) განტოლებაში, მივი- 

ღებთ: 

ის” 0-0" I + –(0ე) 0 == 0(X, 
ანუ 

4 + (<> + ჩთი თ) ს X = 0(ი. 

ახლა M#=V (X) ი ემე ისე განვსაზღვროთ, რომ ს (X)-ის კოეფი– 

ციენტი გახდეს ნული 

4 1 ჩფსხთ =0, 
ძ» 

საიდანაც: 

=2-L 
#(X = 6 (6.13) 

ჩვენთვის საკმარისია გვქონდეს მხოლოდ ერთი ამონახსნი (6.12), 

ამიტომ უკანასკნელი ფორმულის მარჯვენა ნაწილში მივიღეთ C=!1. 

მოვძებნოთ V=წV (X) ფუნქცია. 9 (X) ფუნქცია ისე უნდა განვსა- 

ზღვროთ, რომ V=Vხ წარმოადგენდეს (6.2) განტოლების ამონახსნს, 
ცხადია, ასეთი V=წ% (X) ფუნქცია განისაზღვრება 

– I დეძ 

#% =0ღ0, ანუ. 4 I?თ "4%-=0თ 
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განტოლებიდან; მივიღებთ: 

: ჩ#ჯთი 
ით- | ა” რორი, + C. (6.14) 

თუ (5.12) და (5.13) ფორმულებს ჩავსვამთ (6.1001 ფორმულაში, 

მაშინ მივიღებთ (6.2) წრფივი განტოლების ზოგად ამონახსნს: 

„=. (ჯთ ( | იცო” თ ს + ძ. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი დიფერენციალური! გან- 
ტოლებისა: 

'Vყ –– ყ = 6ყX, (6.15) 

ცხადია, შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას აქეს ამონახსნი IV,=C 6X. 
ახლა ვიპოვოთ (6.15) განტოლების კერძო აგონახსნი.შემდეგი სახით: 

ყ = 46%, (6.16) 

სადაც 4 ჯერჯერობით განუსაზღვრელი მუდმივია. (6.14) განტოლე– 
ბაში (6.15) გამოსახულების ჩასმა გვაძლევს: 

5 46X- ,4ე0ს+X = 65პ%X. 

1 – 

საიდანაც 4 4 =1, 4 = წებ ამრიგად, 

1 
„ლ=- ტბ-X. 

V. 4 

მაშასადამე, მე-2 და მე-3 თეორემების თანახმად, 

ყ=C6X+L თ» 

იქნება (6.14) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ „განტოლება: 

+ 1 9ყ=X+-5X+3. 
ჯ 

ამოხსნა ვისარგებლოთ ზოგადი ფორმულით ამ მაგალითში 

6, გრ. ჰაკალია ა1



1 
LI(X) = 1 , 001)=X-1+5X-L 3 განტოლების შესაბამის ყ/” -L -– ყ=0 

X 

ერთგვაროვან განტოლებას აქვს ზოგადი ამონახსნი: 

_ (0 

ყე =C6 “ 

ანუ 

X 

არაერთგვაროვანი. დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი 

შესაძლოა მოვძებნოთ ფორმულით: 

– თით |7თ% 
ყა = 60 I. C()თძX, 

ე. ი. გვაქვს: 

-(რ. (4 
ყVა= 6 9 L+ # (C +L5X+213)ძX = 

=- | თ+5:+230%=3%+ 3. #++5-#. 
ჯ 4 ვ 2 

მაშასადამე, 

Xჰ 5Xჯ? 3ჯ C 
ააეჯეაეაუაა0ააღ%ღ 

არის განხილული არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების 
ზოგადი ინტეგრალი. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ' + 0ყ = 6MX. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ წრფივი არაერთგვაროვანი განტოლე– 

ბის ზოგადი ამონახსნის ფორმულით, გვექნება: 

– |ით ? | 
ყ=06 (C+ I. იოXV ) . 

–_. 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 
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თუ MM55--ძ, მაშინ მივიღებთ ზოგად ამონახსნს შემდეგი სახით: 

ყლ=6ლ-0X LC _. 
თი++/ 

ხოლო, თუ #M?= –“-ძ, მაშინ ზოგად ამონახსნს ექნება სახე: 

V=(C-+ X)0/X. 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლება: 

(1 -L Xმ) ყ'–--2XVყ = (1 -L X2. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლება გადავწეროთ ასე: 

2 ' 
,'–--–- /=1-+#, ყ 1: 2 V + 

ამ უკანასკნელის ინტეგრება გვაძლევს: 

| 2დ22 =) 2თძ2 

ყ=6 'I=6C+I +: 'ირ/I, 

1ი (1-L 21) 
6 (+ | 0 +“ ო0+2 4 | . 

აქედან მივიღებთ ზოგად ამონახსნს: 

#/=0+XMVVC+». 

§ 7. ბანტოლებანი რომლებიც წრფივ განტოლებაზე დაიყვანებიან. 

ბერნულის განტოლება 

ზოგიერთი განტოლება, რომელიც არ არის წრფივი, ცვლადთა სა–- 

თანადო გარდაქმნით შეიძლება დაყვანილ იქნეს წრფივ განტოლებამ- 

დე. ამ განტოლებებიდან ყველაზე მნიშვნელოვანია ბერნულის გან- 

ტოლება. განტოლებას 

MV+00ყ=0(V”, (7.1) 

სადაც /# ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, ბერნულის განტოლება 
ეწოდება. თუ #=0, ან #=1, (7.1) განტოლება გადაიქცევა პირველი 

რიგის წრფივ დიფერენციალურ განტოლებად. ამიტომ ვიგულისხმებთ, რომ 

8#59-0 და #5-1. ისე როგორც წინათ, #(X) და 0 (X) არის X-ის უწყვე- 

ტი ფუნქციები რაიმე (თ, ხ) შუალედში. 
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ბერნულის განტოლება. სათანადო გარდაქმნით ყოველთვის დაიყვა- 

ნება პირველი რიგის წრფივ არაერთგვაროვან დიფერენციალურ გან- 

ტოლებაზე. (7.1) განტოლების ორივე ნაწილი გავყოთ ყ”-ზე, მივიღებთ: 

++ #0 _ ით. დ.3 
ყ”! 

ახლა შემოვიღოთ ახალი – ფუნქცია, დაკავშირებული Vყ ფუნქცი- 

ასთან ტოლობით: 

  

M (X) = ყ!“”, 
მაშინ 

(1–– უსაყ-ჩყ! = V (%9), 
ანუ 

ყVყი=-“ .. (7.3) 
1–#M 

თუ (7.3) გამოსახულებას შევიტანთ (7.2) განტოლებაში, მაშინ გამარ– 

ტივების შემდეგ, მივიღებთ პირველი რიგის წრფივ არაერთგვაროვან 

დიფერენციალურ ჯგანტოლებას M (X) ფუნქციის “მიმართ: 

თ” (X) + (1–– ი) 8 (XV) ი (X) = (1 –– 7) C(X. 
ამ უკანასკნელი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, როგორც ცნობი- 

ლია, გამოითვლება ფორმულით: 

„თ == –ი|9თ “C++ > , 

ახლა, თუ დავუბრუნდებით ყ ცვლადს, მივიღებთ ბერნულის განტო- 
ლების ზოგად ინტეგრალს სახით: 

1 ,- ა > . .   

(7.4) 
შენიშვნა. თუ MM >0, მაშინ ზოგადი ინტეგრალი უნდა შეიცავდეს 

კიდევ ერთ ყ =0 ამონახსნს, რომელსაც. მივიღებთ. ყ” განტოლებიდან 
და რომელიც არ მიიღება ზოგადი ამონახსნიდან. ეს ამონახსნი არ მიიღება 

ზოგადიდან იმიტომ, რომ ზოგადი ამონახსნის მისაღებად განტოლებას ვყოფთ 
ყ-ზე და, თუ #” > 0, ვგულისხმობთ, რომ Vყ564 0. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 
8 

, I 
ყ +--V= 2XV"



ამ შემთხვევაში 7=2. ვისარგებლოთ (7.40) ზოგადი ფორმულით, 
მივიღებთ: 

ყ -(I+> (C+ | (206. >“ = 

= « |6–2 |X--%) L =IX(C –– 2X)|“1 = 

1 
=(CX-2X)1= 

CX –- 2X? 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

მაგალითი 95. ამოვხსნათ განტოლება: 

Xყ + ყ= ყ?II)X. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლება გადავწეროთ ასე:. 

IX „„ 
ყ. 

ჯ 
  

1 
ყ/M+--ყ= 

X 

უკანასკნელი წარმოადგენს ბერნულის დიფერენციალურ განტოლებას, რომე- 

ლიც სპეციალური აღნიშვნით“ დაიყვანება პირველი რიგის წრფივ არაერთ- 
გვაროვან დიფერენციალურ განტოლებაზე. მართლაც, გამოვიყენოთ ჩასმა 
ყ-1= 2. უკანასკნელი გავაწარმოოთ X-ით, გვექნება: 27= –- ყ“? ყ”, ამიტომ 

  

  

_ 7 L 1 7-= 10X ' 
Xჯ X»X 

ანუ 

, 1 10Xჯ 
2? 2= · 

X X 

უკანასკნელის ინტეგრება გვაძლევს: 

ძი ძ> 

„-1C(C- (MX, I), 
X 

” –) 
2-6 (0C-| 10 X .C6 'ძ), 

Xჯ 

:-»(C- | 10 X «) , 
X? 

7=CX+1იIXI+1, 

    

L5



მაგრამ, რადგანაც V-1 = 2, ამიტომ მოცემული განტოლების ზოგადი ამო- 

ნახსნი იქნება: 

ყ (CX + IსIXI +1) -= 1. 

მაგალითი 3. მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი შემდეგი განტოლე– 

ბისა: 

ძყ + (Xყ –– Xყშ) ძX = 0. 
ამოხსნა. მოცემული განტოლება გადავწეროთ ასე: 

ყ' + Xყ == Xყ9, 
საიდანაც 

ყყა +Xყ-2 =7X. (7.5) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა ყ-? = 2; მაშინ –– 2 ყ-3 ყ” = 2”, ანუ 

1 
“მეე. 2”. ყVყ 'ყ 2 

მაშასადამე, (7.5) განტოლება მიიღებს სახეს: 

' – _1. 2, + X2 = X, 
2 

აქედან 
2 –- 2X2 = –“- 2X. 

უკანასკნელის ინტეგრება გვაძლევს: 

„ _ „ 242 
C–2 | »-” « ) => (C + ულები. · 

შ=C26” +1. 

მაგრამ ყ-? = 2, ამიტომ მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 
იქნება: 

ყ?(1+C46”) =1. 

§ 8. რიპატის ბანტოლება 

განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება, რომლის მარჯვენა 

ნაწილი წარმოადგენს მეორე ხარისხისს პოლინომს საძიებელი V (X) 
ფუნქციის მიმართ, ე. ი. 

ძყ ა 
4. =ჩმ(იყ+C0V0)V + I თ), (8.1) 
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ასეთ განტოლებას ეწოდება რიკატის ზოგადი განტოლება. 

აქ ვიგულისხმებთ, რომ # (X), 0 (X) და /?(X). უწყვეტი ფუნქციებია (0, ხ) 
შუალედში (ძი > –– თ, ხ < თ); კერძოდ, თუ #(X) =0, მამიხ მივიღებთ 
პირველი რიგის წრფივ დიფერენციალურ განტოლებას. თუ /2?(X) = 0, მაშინ 
ვღებულობთ ზემოთ განხილულ ბერნულის განტოლებას. ამიტომ შემდეგში 
ვიგულისხმებთ, რომ #(») # 0 და 0(X) #0. თუ, კერძოდ, # (X), C (XV) 

და #2 (X) მუდმივი სიდიდეებია (თ, ხ) შუალედში, მაშინ რიკატის განტოლება 
წარმოადგენს განტოლებას განცალებადი ცვლადებით და მისი ზოგადი ინტეგ- 
რალი მოიძებნება კვადრატურებში. შევნიმნავთ, რომ იმ შემთხვევაში, როცა 

ჩი, CC) ღა იყ) X-ის ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქციებია (ი, ხ) შუა- 
ლედში, მაშინ რიკატის განტოლების კვადრატურებში ინტეგრება შეგვიძლია 
მოვახდინოთ მხოლოდ გამონაკლის შემთხვევაში!. 

ერთ-ერთი ასეთი გამონაკლისი შემთხვევა გეექნება, როცა (8.1) გან- 

ტოლების მარჯვენა ნაწილი · წარმოადგენს -%. ფარდობის კვადრატულ ფუნ- 
ჯ 

ქციას, რადგან ამ შემთხვევაში რიკატის განტოლება იქნება ერთგვა- 

როვანი განტოლება. 

ინტეგრება რიკატის გატოლეია 

/ =40/+- #+->, (8.2) 

სადაც 4, 8 და C მუდმივი რიცხვებია. აგრეთვე, დაიყვანება კვადრატუ- 
2 

რებზე. მართლაც, (8.2) განტოლება, V/ = -–- გარდაქმნით, ადვილად დაიყვა– 

ნება განტოლებაზე განცალებადი ცვლადებით, სადაც 2 ახალი საძიებელი 
ფუნქციაა; გარდაქმნის შედეგად გვექნება: 

X2” = #2? + (8 +–-1)2+C, 

ანუ 

» + =42+C8+1)2 +C 

ძ2 ძX 
  

საიდანაც 

I /#4212 + (8+ 1)2+C ჯ 

მივიღეთ განტოლება განცალებადი ცვლადებით, რომლის ზოგადი ინ- 

ტეგრალი გამოისახება კვადრატურებში. 

1 “ოგად შემთხვევაში კი, როგორც ეს ლიუვილმა უჩვენა, რიკატის განტოლე– 

ბის ინტეგრება არ დაიყვანება კვადრატურაზე. 
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რიკატის განტოლების ინტეგრება ადვილად შეგვიძლია მოვახდი- 

ნოთ, აგრეთვე, იმ შემთხვევაში, როცა ცნობილია მისი ერთი კერძო 

ამონახსნი ყყ. 

თეორემა. თუ ცნობილია რიკატის (მ.1) განტოლე- 
ბის ერთი კერძო ამონახსნი V=V,(X) მაშინ რი- 

კატის განტოლება დაიყვანება ბერნულის. გან- 
ტოლებაზე. 

დამტკიცება. მართლაც, რიკატის განტოლებაში მოვახდინოთ 

გარდაქმნა V=VI) +2, სადაც 2 ახალი საძიებელი ფუნქციაა, მივიღებთ: 

27+I|ყ/ -–-ჩოყ!.-–-იოი-/0) ჩი 7- 

–-2M0(%X) ყ.2 –– C (XV) 2 =0 

და რადგანაც V) არის კერძო ამონახსნი, გვექნება: 

7 +2|260#V+0(0| = ჩ0) 2. (6.3 
(8.3) არის ბერნულის განტოლება, რომელიც ადვილად დაიყვანება 

· 1 
წრფივ დიფერენციალურ განტოლებაზე 2 = --– გარდაქმნით: 

“+ |26090 , +0(90|იძ= – ჩდ. 
ამრიგად, თუ ცნობილია, რიკატის განტოლების ერთი კერძო ამო- 

ნახსნი VI), მაშინ მოცემულ განტოლებას ადვილად დავიყვანთ წრფივ 
დიფერენციალურ განტოლებაზე გარდაქმნით!: 

L 

ყლ=V+-. 
2 

რიკატის ზოგადი განტოლების კერძო შემთხვევასს წარმოადგენს 
განტოლება 

ყ' + იყ! = ხX”, (8.4) 

სადაც თ, ხ და #1 მუდმივი რიცხვებია. ამ .გატოლებას რიკატის სპე- 
ციალური განტოლება ეწოდება. აქ მივუთითებთ მხოლოდ ორ კერქო 
შემთხვევას, როცა (8.4) განტოლების ზოგადი ამონახსნი გამოისახება ელე- 

მენტარულ ფუნქციებში: 

L შევნიშნავთ, რომ რიკატის ზოგადი განტოლების შემთხევევაში არ არსებობს სა- 

ერთო წესი ყ, კერძო ამონახსნის აგებისა, 
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1) MI = 0; მაშინ (8.4) განტოლებას აქვს სახე: 

ს” + იყ" = ხ. 

ეს არის განტოლება განცალებადი ცვლადებით. 

2) MI = –– 2; ამ შემთხვევაში (8.4) განტოლებას აქვს სახე: 

ყ' + იყ” = LL 
ჯ? 

ეს განტოლება წარმოადგენს (8.2) განტოლების კერძო შემთხვევას 
და, მაშასადამე, მისი ზოგადი ამონახსნი გამოისახება ელემენტარულ 
ფუნქციებში. ამგვარად, რიკატის სპეციალური განტოლების ინტეგრე- 

გ 
ბა ხდება ელემენტარულ ფუნქციებში როცა #M1=0 და #/=--2. 
მაგრამ, არსებობს M-ის მნიშვნელობათა უსასრულო სიმრავლე, რო- 

მელთათვის რიკატის სპეციალური განტოლების ინტეგრება ხდება 

აგრეთვე ელემენტარულ ფუნქციებში. 

§ 9. განტოლებანი სრულ დიფერენციალებში 

განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება: 

M(X, ყ)ძX + MX, V)ძყ =0, (9.1) 

სადღაც #(X, ყ) და M(X, ყ) მოცემული უწყვეტი ფუნქციებია და აქვთ 
უწყვეტი კერძო წარმოებულები X-ისა და ყ-ის „მიმართ X0ყ სიბრტყის 
რაიმე მარტივადბმულ #2 არეში. 

განსაზღვრა (9.1) დიფერენციალურ განტოლებას, 

რომლის მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს. რაი- 

მე V (Xყ) ფუნქციის სრულ დიფერენციალს, ეწო- 
დება განტოლება სრულ დიფერენციალებში. 

მაშასადამე, განტოლება სრულ დიფერენციალებში შეიძლება წარ- 

მოდგენილ იქნეს სახით: 

ძ" (X, ყ) = 0. 

თუ ყ = V(X) არის (9.1) განტოლების ამონახსნი, მაშინ 

ძიIX, ყ (X) | ==20. 

აქედან თ IX, ყ(X)) =C, სადაც C მნებისპმიერი მუდმივია და, პირიქით. 

რ IX, V (X) |==C ტოლობით განსაზღვრული ყოველი V = V(X) ფუნქციისა- 
თვის გვაქვს ძV IX, #(X) | ==0. მაშასადამე, 

" (X, ყ) = C. 
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სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, წარმოადგენს სრულ დიფერენცია- 
ლებში (9.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება სრულ 
დიფერენციალებში: 

X?ძX + ყ?ზძყ = 0. 

ამ განტოლების მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს " (X, ყ) = 2 + + ფუნ- 

ქციის სრულ დიფერენციალს. ამიტომ განსახილველი დიფერენცია- 

ლური განტოლების ზოგად ინტეგრალს ექნება სახე: 

++%= ,. ანუ X9-+ყბ = C 

ამგვარად, თუ (9.1) დიფერენციალური განტოლება არის განტოლება 
სრულ დიფერენციალებში, მაშინ ზოგადი ამონახსნის მისაღებად საკმარისია, 

წინასწარ ვიპოვოთ ის C(X, ყ) ფუნქცია, რომლის სრულ დიფერენციალს 
წარმოადგენს /VM:(X, ყ) ძX + M (X. ყეძყ დიფერენციალური გამოსახულება 
და შემდეგ იგი გავუტოლოთ C ნებისმიერ მუდმივს. 

მოყვანილ კერძო მაგალითმი ადვილად ვიპოვეთ V(X, ყ) ფუნქცია. 

ზოგად შემთხვევაში V(X, ყ) ფუხქციის. მოძებნა ხდება კვადრატურების 
საშუალებით, რაც ქვემოთ ივნება შესრულებული. წინასწარ მოვძებნოთ 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ (9.1) განტოლების მარცხენა 

ნაწილი /M (X, V) ძX + V (X, ყ)ძყ წარმოადგენს რაიმე V(X, ყ) ფუნქციის 
სრულ დიფერენციალს. ამ მიზნით დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 1. თუუ /(, V) და M(X,ყ) ფუნქციები და მათი 
მM მM 
–_- და 2 2» კერძო წარმოებულები უწყვეტი ფუნქციე- 

ბია! #0, ხ; C, ძ| ვმართკ უთხედში, მაშინ იმისათვის, რომ 

დიფერენციალური გამოსახულება /(X,ყ)ძX+ M(X, V)ძყ 

წარმოადგენდეს რომელიმე V(,ყ) ფუნქციის სრულ დი- 
ფერენციალეს, აუცილებელი და საკმარისია ჯადგილი ჰქონ-– 

დეს პირობას 

  

94 _ 04% (9.2) 

თგივურად მთელ # მართკუთხედში. 
დამტკიცება. დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, დი- 

ფერენციალლური გამოსახულება /VI(X, ყ).ძX –- V (X, ყყძყ წარმოადგენს 

« (X, ყ) ფუნქციის სრულ დიფერენციალს, ე. ი. 

M (X, ყ) ძX + M თ, 9) ძყ = ძი (X. V), (9.3) 
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მაგრამ, რადგანაც 

ძი («, /) = -% ძა | -% ყე, დ.4) 
მყ მყ 

ამიტომ (9.3) და (9.4) ფორმულების შედარება გვაძლევს: 

მ« მ“ 
„უ„ეა'ს– = V , ჯ - --- = M X, ყ). .5 2; (X, V) > (X, V) (9.5) 

გავაწარმოოთ (9.5) სისტემის პირველი ტოლობა ყVყ-ით, ხოლო მეორე 

X-ით; მივიღებთ იგივეობებს: 

მს _ მM მ'ს _ მM , 

მჯმ,ყ მყ ”' მყმს 0X 
  (5.6) 

რა მ“ მ?ყ მ““ 
დგანაც თეორემის პირობის თანახმად, VI (X, #5 ' 27 ' 3: მ»2წ მემ» 

უწყვეტი ფუნქციებია /#-ში, ამიტომ « (X, ყ) ფენ ქცია ამ არეში აკმაყოფი– 
ლებს შვარცის თეორემის ყველა პირობას. მაშასადამე, გვექნება: 

  

მს _ მში დ.7) 

მჯმყ მყმX ' 

(9.6) და რ.7) დამოკიდებულებზებიდან გამომდინარეობს ტოლობა!: 

მ _ მM 

მყ მჯ. 

ამით (9.2) პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. გთქვათ, (9.2) პირობა 

შესრულებულია მთელს I არეში. 

ვუჩვენოთ, რომ არსებობს ისეთი (XV) ფუნქცია, რომლის სრუ- 
ლი დიფერენციალი გამოისახება' ფორმულით: 

/#M (X, ყ) ძX -+ IV (X, ყ) ძყ = ძი" (X, ყ)» 

ანუ, რაც იგივეა, 

ე“ _ MC, V), %=VC,#. (9.8) 
მყ 

1 პირველად ეს პირობა მიიღო 1739 წელს პეტერბურგის მეცნიერებათა აკადე- 

მიის ნამდვილმა წეერმა ლეონარდო ეილერმა (1707-–-1783). 
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გამოვიდეთ (9.8)-ის პირველი ტოლობიდან; ამ უკანასკნელის ინტეგ- 

რებით Xე--დან X-მდე, მივიღებთ: 

I ჯ 

«რ#9- | #Cი«+9C, რდ.9 
წ? 

სადაც დ (/) არის ყ-ის ნებისმიერი წარმოებადი ფუნქცია. ამ ფუნქ- 

ციის ნებისმიერად ამორჩევის შემთხვევაში (9.9ეუ1 ფორმულიდან გვექ- 

ნება: 

მი (X, VM) 
2 - #M#M(, V) 

ყოველი (X, ყV) წერტილისათვის # მართკუთხედის შიგნით. მაშასადამე. 
(9.8) პირობებიდან პირველი დაკმაყოფილებულია. ახლა შევეცადოთ 
დ(V) ფუნქცია ისე შევარჩიოთ, რომ დაკმაყოფილებულ იქნეს (9.8)- 

დან მეორე პირობაც. ასეთი დ (ყ) ფუნქციის განსაზღვრისათვის გავა- 

წარმოოთ (9.9) ტოლობის ორივე ნაწილი ყ-ით, მივიღებთ: 

  

თ 
მ მ · 
5-=5-) | MV, 90ძX+%C0/ | , 
მყ მყIL 

2? 

რადგანაც. 

მM _ მM 

VMყ მX 
| 

ამიტომ, თუ შევასრულებთ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ გაწარმოებას 

ყ-ით, გვექნება: 

ჯ დ 

მყ მM მM == | –““ ძX-Cდ” (ყ)= | =“ ძX-Lდ” (0) =V(X, ყ) –– , ”(V). 27 I ე +” (9) I. +დ“ (ყ)=VM(X, ყ) –– M (Xა, ყ)-++CთI (V) 

- დ 

აქედან ჩანს, რომ პირობა 

მ“ –“  =VVC, მყ (X, Vყ) 

შესრულდება ყოველთვის, თუ 

დ” (ი) =V (Xი ”, 
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"საიდანაც დ (ყ)-ის ერთ-ერთი მნიშვნელობა იქნება: 

ყ 

90)= | M (%ი, 9) ძყ. 
ყა ) 

ახლა, თუ დ(V)ის ამ გამოსახულებას ჩავსვამთ (9.9) ფორმულაში, საბო– 

ლოოდ მივიღებთ საძიებელ. V (X, ყ) ფუნქციას 
(2 ყ 

«თ, #= | MC + | MC, ი, 
ძმ) ჭა 

რაც ამტკიცებს პირობის საკმარისობას. 

ამგვარად, არა მარტო დამტკიცდა პირობის -9- 2 
ყ X 

იმისათვის რომ განტოლება /M (X, ყ) ძX -L M (X, #) ძყ == 0 წარმოადგენ- 

დეს 'განტოლებას სრულ დიფერენციალებში, არამედ მასთან ერთად აიგო. 
#(X,ყ) ფუნქცი, რომლის სრული დიფერენციალის /M(X, ყ)ძX-L 
+ M (XC, ყ)ძყ. თუ 0.X, V) ფუნქციას გავუტოლებთ ნებისმიერ C მუდმივს, 
მაშინ მივიღებთ მოცემული (9.1) დიფერენციალური განტოლების ზოგად 
ინტეგრალს: 

  საკმარისობა 

ჯ? ჟ” 

| M(X. ყ)ძ» + | M (Xა-, ყ) ძყ = C, (9:10) 

% ჭა 

რომელიც გამოისახება კვადრატურებში. აქ /ძX -+ Mძყ სრული დიფერენ- 

ციალის პირველყოფილ ფუნქციად აღებულია ისეთი M#(X, წყ) ფუნქცია, 
რომელიც (Xი: ყი) წერტილში ისპობა თვით წერტილი (Xა, ყი) შეიძლება 
ამოვირჩიოთ ნებისმიერად მხოლოდ იმ პირობით, რომ იგი ეკუთვნოდეს 12 

არეს, კერძოდ, შეიძლება მივიღოთ Xე = 0, ყი =0. 

თუ V(X, ყ) ფუნქციის აგებისათვის გამოვალთ (9.5)-ის მეორე ტოლო–- 
ბიდან, მაშინ (9.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალისათვის (9.10) ფორმუ- 
ლის ნაცვლად მივიღებთ სიმეტრიულ გამოსახულებას: 

თ ყ ჯ 

|#თყა«+ | #C #ძყ = C. 6.11) 
ჯ?%) წ 
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დასასრულ, ისმის კითხვა –– დიფერენციალურ განტოლებას სრულ 

დიფერენციალებში: 

/ (X, ყ) ძX -L M (X, ყ) ძყ. = 0 ("' 

ერება თუ არა მოცემულ საწყის პირობებში ყ = ყე, როცა X = Xი, ზო- 

გადი ინტეგრალით განსაზღვრული ერთადერთი ამონახსნი? 
ამ კითხვაზე პასუხს გვაძლევს 'შემდეგი 

თეორემა ?. ვთქვათ, #M(, ყ), M(X, ყ) და მათი კერძო 

მ/# მM მM 
  რმოებ ბ ი, --, საონქტციებია წარმოებულები –= მX ” მ” უწყვტი ფუნქციე 

M = I|0, ხ; -C, ძ მართკუთხედში. თუ მM _ მM. და VMV(X, წ) 
” მყ მX 

ფუნქცია არ ისპობა I არეში, მაშინ (“) განტოლების 

ზოგადი ინტეგრალით განსაზღვრული ამონახსნი მოცე- 

მულ საწყის პირობებში (#/=ყ, როცა X=X, სადაც. 
(ი. წ) მართკუთხედის ნებისმიერი წერტილია) არსებობს 
ღა არის ერთადერთი. 

მართლაც, ეს თეორემა გამომდინარეობს I თავში მოყვანილი 

არსებობისა და ერთადერთობის თეორემიდან, რადგან 

ძყ ლ. # (X, #4) 

ძ MVVCI9) 
განტოლების მარჯვენა ნაწილი აკმაყოფილებს აღნიშნული თეორემის 
ყველა პირობას. 

მაგალითი 42. 

სც + ყე 5# | 3,7, =0. 
ძX 

ა, 

“ M(, 9)= 3Xყ, MV(X, #) =+X9 + ყ!. 
განტოლების მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს რომელიმე V« (X, ყ#) ფუნქციის 

სრულ დიფერენციალს, რადგან 4» = 3X= 4-. მაშასადამე, მოცე- 

მული განტოლება წარმოადგენს განტოლებას სრულ დიფერენციალებში. 
ზოგადი ინტეგრალის განსაზღვრისათვის ვისარგებლოთ (9.10) ფორმუ– 

ლით, სადაც მივიღოთ Xე = 0, ყე = 0. გვაქვს: 

ჯ წ 

V(X, ყ) = | ვMყ0X+ | #4 0, 

C 0 0 
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აქედან მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

Xყ-+L -- = C. 

მაგალითი ქ, მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი განტოლებისა: 

  

ე თაგი 
ყ -L §1ი X- ი0§? (XV) ძ» ჯ ძყ + 810 ყძყ = 0. 

005? (XV) C08? (XV) 

ამოხსნა. თუ შევაქოწმებთ, ვნახავთ, რომ 5%- _9M .· მაშასა-- 
"M მX 

დამე, 

” V + 9)0 X· C05” (XV) # X ჭ 
მოღნარსინაირაბირ მს 21007 – 2 ძ II ყძყ = C, 

I ა05” (XV) + | 005” (Xი. 9) + | “ო” · 
მ 

აქ მივიღეთ, რომ Xა = ყე =0, საიდანაც 

LC (XV) –– C05 X–– «08 ყ = C. 

უკანასკნელი წარმოადგენს მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგ- 

რალს. 

§ 10. მაინტეგრებელი მამრავლი 

წინა პარაგრაფში დავამტკიცეთ, რომ, თუ დიფერენციალური გან- 

ტოლება 

/VI (X, ყ) ძX + M (X, ყ)ძყ = 0 (10.1) 

არის განტოლება სრულ დიფერენციალებში, მაშინ ამ განტოლების ინ- 

ტეგრება ყოველთვის შეგვიძლია მოვახდინოთ კვადრატურებში. თუ 

(10.1) განტოლების მარცხენა ნაწილი არ წარმოადგენს სრულ დიფე- 

რენციალს, ე. ი. თუ 9 > _ , მაშინ ისმის კითხვა: შეიძლება თუ 

„არა მოიძებნოს ისეთი ს = V#(X, ყ) ფუნქცია, რომ (10.1) განტოლების ამ 

ფუნქციაზე გამრავლებით მიღებული განტოლება- 
სL/V (X, ყ) ძX + ს. M (X, ყ) ძყ = 0 (10.2) 

წარმოადგენდეს განტოლებას სრულ დიფერენციალებში? ასეთ ს =V(C, 9) 
ფუნქციას, თუ ის არსებობს, ეწოდება (10.1) განტოლე- 
ბის მაინტეგრებელი მამრავლი. 
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ახლა ვნახოთ, რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს მაინტეგრებელი 
მამრავლი. 

ვთქვათ, ხ. = +(X, V) ფუნქცია არის (10.1) განტოლების მაინტეგრებელი 
მამრავლი, ე. ი.) (10.2) განტოლება არის განტოლება სრულ დიფერენცია- 
ლებში. ცხადია, თუ #(X, ყM), MV(X, ყ) და ს(X, ყს) ფუნქციებს” აქეს 
უწყვეტი კერძო წარმთებულები, მაშინ V(X, ყ) მაინტეგრებელი მამრავლი 
უნდა აკმაკოფილებდეს კერძოწარმოებულებიან- დიფერენციალურ განტო- 

          

ლებას 

_9 (IM)_ _ _ძ(VM)_ (10.3) 
მყ მ» ” 

ე. ი. 

მს მ/M/ _ მს. · “" M#V, | XV ი -+%Vც, უ (, ყ) + სC, 9) მ მ; (X, + 

ანუ 
მს მს მ/# შV -–-/VM(X, ყ)-- –-MV, = - -- _– !. , ყ), (10.4 2» (, V) 2» (X, 4) მყ 2» #»(X, V), (10.4) 

ამგვარად, M (X, ყ) მაინტეგრებელი მამრავლის განსაზღვრისათვის მი- 
ვიღებთ პირველი რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 
განტოლება. ! 

ყოველი IM (X, ყ) ფუნქცია, რომელიც (10:4) განტოლებას აკმაყო- 
ფილებს, ცხადია, წარმოადგენს (10.1 განტოლების მაინტეგრებელ 
მამრავლს. საზოგადოდ, (10.4) განტოლებას შეუძლია ჰქონდეს უსას- 
რულო სიმრავლე ასეთი ამონახსნებისა და, მაშასადამე, (10.1) განტო- 
ლებასაც შეუძლია ჰქონდეს უსასრულო სიმრავლე მაინტეგრებელი 
მამრავლებისა. მაგრამ ზოგად შემთხვევაში (10.4) განტოლების ინტეგ- 
რების ამოცანა გაცილებით რთულია, ვიდრე (10.1) განტოლების 
ინტეგრების ამოცანა; მხოლოდ ზოგიერთ კერძო შემთხვევაში (10.4) 
განტოლების მეშვეობით (! (», ყ) მაინტეგრებელი მამრაგლი ადვილად 
მოიძებნება. განვიხილოთ შემდეგი ორი შემთხვევა: 

1) ვთქვათ, (10.1) განტოლებას აქვს მხოლოდ X-ზე დამოკიდებული 
მ 

მაინტეგრებელი მამრავლი ს = M(X). ამ შემთხვევაში 2» =0 და (10.4) 

განტოლება მიიღებს სახეს: 

MC, წ «+ -(5---+%)" L(X, 

ანუ 
მM მM 

ძა _ მყ _მX ს. 
ს” VMVCVი (10.5) 
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აქედან გამომდინარეობს, რომ M= IM (X) სახის მაინტეგრებელი მამ- 
რავლის არსებობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ (10.5) გან- 

ტოლების მარჯვენა საწილში ძX-ის კოეფიციენტი წარმოადგენს მხოლოდ 
მM 

მყ მ» 
X-ის ფუნქციას: “სი” = დ (X). ასეთ შემთხვევაში, IL მამრავლის 

განსაზღვრისათვის ვღებულობთ (10.5) ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 
განტოლებას, რომლის ინტეგრება გვაძლევს:' 

მM მM 

I#.თ– | 9  %- | თთოძი 

IC ძი 

საიდანაც 

#(CX) = 6 (10.6) 

უკანასკნელი ტოლობით განსახღვრული V(X) ფუნქცია წარმოადგენს (10.1) 
განტოლების მაინტეგრებელ მამრავლს. 

2) განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როცა არსებობს (10.1) განტოლების 

მაინტეგრებელი მამრავლი, დამოკიდებული მხოლოდ ყ-ზე: I = ს. (V). 
ამ. შემთხვევაში + =0 და (10.4) განტოლება მიიღებს სახეს: 

X 

ძა (5; >) ' –M-= “ა, 

ანუ 

ძ 

აქედან, ცხადია, X-ისაგან დამოუკიდებელი მაინტეგრებელი მამრავლის 

არსებობისათვის აუცილებელია და საკმარისია, რომ (10.7) განტოლე– 

ბის მარჯვენა ნაწილში თძყ-ის კოეფიციენტი წარმოადგენ მხოლოდ 

ყ-ის ფუნქციას: 
მM მ 

მჯ. მყ -–“ -%# =ადფ. 
თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ მაინტეგრებელი მამრავლის 
განსაზღვრისათვის მივიღებთ: 

ძ. 

ა. (10.8) 
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მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

(ყ + Xყ9) ძნ –– 2Xძმყ = 0. 

ამ განტოლებაში: : 

M(X, ყ) = ყ '“C Xყბ, M(ს, ყ)C–2X, 

, 
_09M. = 1 + 3XV?, -0M. = –- 2. 

მყ 0X . 

მაშასადამე, მოცემული დიფერენციალური განტოლების მარცხენა ნა–. 

წილი არ წარმოადგენს: რაიმე « (X, ყ) ფუნქციის სრულ დიფერენ- 

ციალს. შევამოწმოთ, აქვს თუ არა მოცემულ განტოლებას მაინტეგრე- 
ბელი მამრავლი –– დამოკიდებული მხოლოდ V-ზე. ამ მიზნით შევნიშ- 
ნავთ, რომ " 

მM მ/M# 
მჯ - მყ –2-1--3ვჯე? ვ 

MV = ყV + XV! =–-ა =%V: 

მაშასადამე; მაინტეგრებელი მამრავლი მოიძებნება (10.8) ფორმულით: 

  

(+ – ი“ 

წ =გ'–-პიყ _ 1 
#+LC/) =6 ყვ 

მოცემული განტოლების ს .(/) =- 8 მაინტეგრებელ ·მამრავლზე გამ- 
ყ 

რავლების შედეგად მივიღებთ განტოლებას: – 

1 

' - +X)თ-“ ი -ძ / 5 
სრულ დიფერენციალებში, რადგანჭც: დაკმაყოფილებულია პირობა: 

მM _ მM __ 2. 
მყ მჯ ყ? ” 

ამოვხსნით რა უკანასკნელ დიფერენციალურ განტოლებას, მივიღებთ 
მის ზოგად ინტეგრალს: 

2 

ანუ 
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მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 
!' 

(V? + ყ) ძX -– Xძყ = 0. 

ამოხსნა. აქ 

მM _, მM_ , მ მV 0M _ 0M_ 
მყ '” ძX' ” მყ “ მX” მყ მჯ 

რადგანაც 

მ” _ მMV 

მყ მს. 2 _ 

––_8ი 
ამიტომ მაინტეგრებელი მამრავლი მხოლოდ ჯ-ის ფუნქციაა: 

(“+ ! 
–?!' > 1 LC) =46 რ=ი 7905=->, 

ახლა გავამრავლოთ მოცემული განტოლების ორივე ნაწილი (ს. (X) = -“ ზე, 
ჯ? 

მიეიღებთ: 

( + “-)თ+-–> ძი =0. 
ჯ“ Xჯ 

უკანასკნელი არის განტოლება სრულ დიფერენციალებში. ზოგადი ინ- 
ტეგრალის მისაღებად ვისარგებლოთ (9.2) ფორმულით, მივიღებთ: 

  

    

თ ჯ 

| (+--)თ«– –“–-ძყ=C 
ჯ X 

ჯა ჭს 

აქედან: 

თ თ წ 
ჯI|- |). .-#.I-C 

: Xჯ Xი 
წა თ, % 

ე.ი 

–კ–__–_______ 
+0 %ი6 + 

ვთქვათ, Xი = ყი = 1, მაშინ 
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ანუ 

X--ყ=CXჯ 

არის მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

(2Xყ1–– ყ) ძX + (ყ1? -L X + ყ) ძყ = 0. 

  

ამოხსნა. აქ 

MV, ყ)=2X–-ყ M0,ყ)=)ს+X+V. 

მM „1, მV _, მM _ ,მM _ 2ც _ .2»/); 

მყ მჯ. ?“? მX მყ 

ე. ი 

ბX _ ბM 
მX' მყ _ 2(1–2XV) . 2. _ 

წVI - 2Xყ–Vყ “-. ყ = LV (V), 

მაშასადამე, 

– (+ | 

“2 1. 1 L(ყ) = 6 #7 = + 

მოცემული განტოლება გავამრავლოთ I (ყ) მამრავლზე, მივიღებთ გან- 

ტოლებას სრულ დიფერენციალებში: I 

(2- -)თ«-() 2 2 --)“ =0. 
ყ ხი ყ (1 

ზოგადი ინტეგრალის მისაღებად ვისარგებლოთ (9.9) ფორმულით, 

გვექნება: 

CC” 
თ 2 წ წ წ 

+954 + =C. 

მა #7 ჭი ჭს ჰა 

თუ X=ყ- =1, მაშინ 

#I 

    

  

თ +V+II#= C, 
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ანუ 

ყXზ–- X + ყ? + ყ10 ყ = CV. 

უკანასკნელი დამოკიდებულება გვაძლევს მოცემული განტოლების 
ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლება: 

(1––-X? ყ) ძX -L X1 (ყ –– X) ძყ = 0. 

  

ამოხსნა. აქ 

მM „ მM მM.  მM 
–-= კ –-–- =2Xყ--1X ა –-–-=2 –V), 

მყ 0მX “ მყ მჯ #C--V) 

9M _ მ» 
მყ მX = 2XX-VM) აე 2 უე 2თ--ი ” დ (ი, 

ე· 

აეეგსეაესბ–”––_ 

X 

თუ მოცემულ განტოლებას გავამრავლებთ I! (X)-ზე, მივიღებთ გან- 
ტოლებას სრულ დიფერენციალებში: 

C –#) ძი+ V-–»Xძყ =0. 

ზოგადი ინტეგრალის, მისაღებად გისარგებლოთ (9.9) ფორმულით, 

გვექნება: 

  

  

  

  

ჯ# „V თ ჯ2 „” " 
8! 1 ყ? 
კს V ძX -L (ყ–– Xა) ძყ = C, +“ძCI –ყX რ –XV =C, 

% წა 9 % “ყა ჭი 

, 1 1 _ 
ია“ -#M+9V96+9- 2 –:X-Vყ + X6 ყი = C.' 

კერძოდ, თუ მივიღებთ Xა = 1, ყე =0, მაშინ , + # 

– Vყ < , 

ანუ 

XM _ _ 1+C 
2 X?ყ X 

უკანასკნელი არის მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 
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§ 11. მაინტებრებელი მამრავლი და დიფერენციალური 
განტოლების ამონასსნები, რომლებიც არ გამომდინარეობენ 

ზოგადი ამონასსნიდან 

განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

#V C, ყ) ძX -L V (X, Vყ) ძყ = 0. .. . (11.1) 

თუ ცნობილია (11.1) განტოლების I! (X, V) მაინტეგრებელი მამრავლი, 

მაშინ შეგვიძლია მოვძებნოთ მოცემული განტოლების არა მარტო ზო- 

გადი ინტეგრალი, არამედ ყველა ამონახსნი, რომლებიც არ მიიღება 

ზოგადი, ამონახსნიდან, როცა ისინი არსებობენ. მართლაც, ამ განტო- 

ლების (|! (X, V) მამრავლზე გამრავლებით, გადავაქცევთ მას განტოლე– 

ბად სრულ დიფერენციალებში: 

LM (X, ყ) ძX -L ს. M (X, V) ძყ := 0, (11.2) 
ამასთან, (11.2) განტოლების მარცხენა წაწილი იქნება რაიმე V" (X, Vყ) 

ფუნქციის. სრული დიფერენციალი, ე. ი. 

MM (X, ყ) ძX ++ LM (X, Vყ) ძI/ = ძV (X, ყ). (11.3) 
მაშასადამე, (11.2) განტოლების ინტეგრება შეიძლება მოვახდინოთ 

(9.90) ფორმულის მიხედვით; მისი ზოგადი ინტეგრალი იქნება: 

9V(X, ყ)= C, (14.4) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია: 

(11.2) განტოლების ყველა ამონახსნი (11.4) დააკმაყოფილებს 

აგრეთვე (11.1) განტოლებასაც, გარდა შესაძლებელია იმ ამონახსნე- 

ბისა, რომლებსაც შეიცავს განტოლება. I (V, Vყ)=0 და რომლებშიც შე- 
დის (11.4) ზოგადი ინტეგრალის შემადგენლობაში. ასე რომ, თუ 

ს ყ)ლ–0 განტოლება განსახღვრავს რაიმე ყ =დ(X) ფუნქციას. (ან 
X = C,(V)), მაშინ ეს ამონახსნი, შევა რა (11.2) განტოლების ზოგადი 
ამონახსნის გამოსახულებაში, შეიძლებ აღმოჩნდეს გარეშე ამონახსნი მოცე–- 

მული (11.1) დიფერენციალური განტოლებისათვის. 
ცხადია, (11.3) დამოკიდებულებიდან გვაქვს: 

M(X, ყეძ»X+ MC, ყ)ძყ = –- ძი CV, VI; 
CL 

ამიტომ მოცემული (11.1) განტოლება შეიძლება გადავწეროთ ასე: 

- ” – ძი(X,ყ) =0. 
ს (X, M) 

ეს განტოლება დაიშლება ორ განტოლებად: 

1 
ძი (X, ყს)=0, ––-–-–--= 

»(X, V) 

0. (11.5) 
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(1.1.5)-დან პირველის · ინტეგრება: გვათლევს ზოგად ინტეგრალს: 

V (X, ყ) = 

ცხადია, გამოსახულება VVI (X, წ) ძX + M (X, V) ძყ შეიძლება გახდეს ნულის 
ტოლი არა მარტო მაშინ, როცა ძV(X, ყ) = 0, არამედ მაშინაც, როცა 

1 1 
–_-–--–-=0. ამიტომ. თუ განტოლება –----. _.==0 განსაზღვრავს V-ს, ლ +C- 7 ტ უგ ტოლე CC 7 განსაზღვ ვს V 

როგორც X-ის ფუნქციას '/=4% (X) |ან პირიქით, X=%, (V) |, მაშინ ეს ფუნგ- 
ცია იქნება (11.1) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, რომე- 

ლიც არ გამომდინარეობს ზოგადიდან. აქედან დავასკვნით, რომ (11.1) 
განტოლების ყოველი კერძო ინტეგრალი დააკმაყოფილებს აგრეთვე 

(11.2) განტოლებასაც, გარდა შესაძლოა იმ ამონახსნებისა, რომლებ- 

საც შეიცავს განტოლება ლლ და რომლებიც არ გამომდინარეობს · 
IX, ყ 

ზოგადი ინტეგრალიდან (11.4). 
ამგვარად, თუ (11.1) დიფერენციალური განტოლება ამოხსნილია 

მაინტეგრებელი მამრავლის მეშვეობით, მაშინ (11.4) ფორმულა გვაძ–- 

ლევს ამ განტოლების ყველა ამონახსნს; ამ ამონახსნებს შესაძლოა დაე- 

მატოს ამონახსნები, რომლებსაც შეიცავს განტოლება გ-მ, და გა- 
VIX, ყ 

მოვრიცხოთ ამონახსნები, რომლებსაც გვაძლევს განტოლება Vს.(X, //) = 0. 
(111) დიფერენციალური განტოლების ამო- 

ნახსნებს, რომლებიც არ მიიღება ზოგადი ამო- 

ნახსნიდან ეწოდება განსაკუთრებული ამო- 
ნახსწნები. 

ამგვარად, –-» =0 განტოლებამ შეიძლება მიგვიყვანოს (11.1) 
ს (X. ყ, 

განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნებამდე. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

2XყძიX + (–3X)ძყ =0, 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში 

M(0M ყ)=2Xყ  M(X, ყე=ყ1--3X9, 
მ/M# ·მM 

–--– =2X, –-- =--6X, 

მყ 7 0X 

მM. . მV_ 
მძი  მ2X 
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მოცემულ განტოლებას აქვს მაინტეგრებელი მამრავლი, რომელიც 

დამოკიდებულია ყ-ზე. მართლაც, 

  

მMV __ მM. 
_ მ» მყ 6-2 _ _ 4, 

ი I'აი 2... ყ 

– I-V _ გ 4)იყ 
L(CV) = , 

1 
(CV) = –––. 

ყ 

' ! 1 
თუ მოცემულ განტოლებას გავამრავლებთ. ს (V) =-X მამრავლზე, მივი– 

ღებთ განტოლებას სრულ შფმვილი ი: 

> ++             
I 

ზოგადი ნტეგრალს მრალებად კსარებლოთ წინა (9.9) ფორმუ- 

ლით, ამასთან მივიღოთ Xე =0, ყე = 1, მაშინ: | 

# 1 3X,? 

+| (+ – -)4=C ; ყ 

  

ანუ 

არის მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. რადგანაც –--- 9 0, 
თ 

ამიტომ არ გვექნება განსაკუთრებული ამონახსნი. 

მაგალითი 9. ამოვხსწათ განტოლება: 

ყI(X– 3ყ)ძX + (1<–-3Xყ9 ძყ =0. 

1 
აქ  მაინტეგრებელი მამრავლია (7) = 72! დიფერენციალური გან- 

ტოლება 

(X-–-3ყ)ძX+ (=-–92»)4= 0. , წ 
1ი4



წარმოადგენს განტოლებას სრულ დიფერენციალებში. ზოგადი ინტეგ- 
რალის მისაღებად ვისარგებლოთ (9.9) ფორმულით, მასთან მივიღოთ 

X- =0, Vყა ==1, მაშინ 

თ ყ 
| C-20#4+ | (+ –-2% )4/=C, 

ყ 
9 1 

საიდანაც 

ჯ? · 1 – ვ3ყწ9---+1=C, 
2 ყ 

ანუ 

2 

+. - 1 ვჯყყ= C, 
2 ყ 

რომელიც მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალია, გამოსახულებას 

+=0 აზრი არა აქვს. პირიქით, 1- ყზ= 0 გვაძლევს მოცემული გან- 
V 

ტოლების ამონახსნს ყ = 0, რომელიც არ მიიღება ზოგადიდან. 

§ 19. პირველი რიბის ღიფერენციალური განტოლების 

მაინტებრებელი მამრავლის არსებობა დღა განსაზღვრის წესი 

არსებობს მთელი რიგი წესებისა რომლებიც საშუალებას გვაძ- 

ლევს ვიპოვოთ მაინტეგრებელი მამრავლი "სხვადასხვა შემთხვევაშე. 

ცხადია, თუ IL არის 

/M (X, ყ) ძX -L M (X, ყს)ძყ =0 (12.1) 

განტოლების მაინტეგრებელი მამრავლი, მაშინ CI, სადაც C ნების- 
მიერ მუდმივს აღნიშნავს, იქნება აგრეთვე (12.1) განტოლების მაი§- 

ტეგრებელი მამრავლი. ვუჩვენოთ, რომ ყოველ (12.1) სახის დიფერენ– 

ციალურ განტოლებას აქვს უსასრულო სიმრავლე ერთიმეორისაგა5 

არსებითად განსხვავებული მაინტეგრებელი მამრავლისა., მართებულია 

შემდეგი 

თეორემა 1. თუ 8=სV, V) ფუნქცია (12.1) განტოლე– 

ბის მაინტეგრებელი მამრავლია, ე. ი. ·ს/MძX + Mძყ = 

== ძV (X, ყ), მაშინ სL/ IC (X,I9)), სადაც /() არის თ” ცვლადის 
ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქცია, იქნება აგრე- 

თვე (12.1) განტოლების მაინტეგრებელი მამრავლი. 
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დამტკიცება: ვთქვათ, ( = C(X, ყ) არის (12.1) განტოლების 
რომელიმე მაინტეგრებელი მამრავლი. ხოლო V (X, ყ) = C –– ამ, განტო– 
ლების ზოგადი ინტეგრალი. პირობის თანახმად: 

ს (X, M) IV (X, ყ) ძX -L M (X, Vყ) ძყ| = ძი (X, V) 
და, მაშასადამე, 

LI (V) |M (», ყ) ძX + M (X, ყ) ძყ| = | (9) ძი = ძI (4). 

სადაც M#(C) არის /(.) ფუნქციის ერთი რომელილაც პირველყოფილი? 
ფუნქცია: 

LC) = | / (იძი. 

მაშასადამე, #, = წ (X, V) -/ IC (X, V) | წარმოადგენს (12.1) განტოლების 
მაინტეგრებელ მამრავლს. თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ ზოგიერთი თეორემა, რომლებსაც ერთგვარი 
პრაქტიკული მნიშენელობა აქვს ზოგადი ინტეგრალის განსაზღვრისა- 

თვის. 

თეორემა 2. თუ (12.1) განტოლებაში შემავალი ფუნქცი-– 
ები M და V უწყვეტია # არეში და ამ არეში MV(»X, 9) 5-0, 

ამას გარდა, L(X, ყ) და ს,(X, #9) (12.1) დიფერენციალური 
განტოლების ერთმანეთისაგან არსებითად განსხვავებუ- 
ლი ორი მაინტეგრებელი მამრავლია, რომლებიც არ 

ს (X, ს 
სXM ი. V,)= 

ILუ (X, ყ 
წარმოადგენს (12.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

დამტკიცება. რადგან I! (12.1) განტოლების მაინტეგრებელი 
მამრავლია, ამიტომ ! 

- 0მM#., M მს მM მს. = M-9%. 
მყ "“' მყ "9 + მჯ 

ისპობა #M-ში, მაშინ დამოკიდებულება 

  (12.2) 

ახლა, თუ (12.2) განტოლებაში შევიტანთ VII =(LL9, მივიღებთ ახალ დი– 

ფერენციალურ განტოლებას: 

LIIII მს მი მM მს, მი 9 | ჟ//ენთეს 00 ს კე9% | V/ე. 28 ე სმი. M შე“ + (C 2 +L9-)= M ე: +. (C, ლ ++ 

(12.3) განტოლებას გამოვაკლოთ (12.2) განტოლება, გამრავლებული 
ი-ზე, მივიღებთ: 

· (12.3) 
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საიდანაც: 

-%. , მი. M#:V. 02.4) 
მ. მყ. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 06(X, V) = C არის (12.1) გან- 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალი. მართლაც, თუ 0 (X, ყ)= C გავაწარმოებთ, 

  

მი მი 
– ძძ6+--–“-ძყ=0, მX I" მყ 

საიდანაც: 

მი 
4#ყ _ 09%. (12.5) 
«  V - 

მყ 
თუ შევადარებთ (12.4) და (12.5) დამოკიდებულებებს, გვექნება: 

0მყ _ M 
ძX -M” 

ე. ი. “ აკმაყოფილებს (12.1) განტოლებას. 
X 

თეორემა მ. თუ (121) განტოლებას აქვს ზოგადი 
ინტეგრალი 

V (XV, ყ) =C 
რაიმე #9 არეში და ამ არის შიგნით M (XV) და 
M (X, ყ) ერთდროულად არ ისპობა, ამასთან, V CV, ყ) 

ფუნქციას X-ისა და ყ-ის მიმართ აქვს კერძო 
წარმოებულები, მაშინ ამ განტოლებას ექნება 
მაინტეგრებელი მამრავლი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, V(X, ს)=C არის (12.1) განტოლების 
ზოგადი ინტეგრალი, მაშინ 

მX 

ანუ 
_0C. 

ძყ. _ მX (12.6) 
ძX (27! ” 
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9V „ს მნიშვნელობა უნდა აკმაყოფილებდეს (12.1) განტოლებას, ე. ი- 
ძა: 

(12.6) და 012.7) თანაფარდობათა შედარება გვაძლევს: 

7 მი 
მX ' 

ა - V- -სC%V, 
საიდანაც 

სა 94 სM % ა 
X მყ 

ამიტომ _ 

ს(MძX -L Mძი) =ს MძX -L ს Mძყ = «+ % ძყ =ძი Cთ, V), . ყ ს 

„ე. ი. (12.1) განტოლების მარცხენა ნაწილი IL (X, ყ) ფუნქციაზე გამ- 
რავლების შემდეგ წარმოადგენს სრულ დიფერენციალს. მაშასადამე. 
ს (X ყ) ფუნქცია არის (12.1) განტოლების მაინტეგრებელი მამრავლი, 

თეორემა დამტკიცებულია.



111 თავი 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის 
თეორემა 

§ 1. ლიფფვიცის პირობა 

განვიხილოთ წარმოებულის მიმართ ამოხსნილი პირველი, რიგის 

დიფერენციალური განტოლება: 

9მ, ს, ქ = /V, ყჟ), (1.1) 

სადაც /(X, #) არის X ღა ყ ლვლადების ფუნქცია, განსახღვრული, X0V 
სიბრტყის რომელიღაც > არეში. 

(1.1) დიფერენციალური განტოლებისათვის, რომლის ინტეგრება 

ხდება კვადრატურებში, ცხადია, საკითხი ამონახსნის არსებობის შესა–- 

ხებ არ წარმოიშობა. მაგრამ, თუ (1.1) განტოლება ისეთია, რომ ჩვენ 

არ გვაქვს მისი ინტეგრების წესი, მაშინ დაისმის კითხვა განტოლების 

ამონახსნის არსებობის შესახებ. 

იმისათვის, რომ დავამტკიცოთ მოცემულ საწყის პირობებში (1.1) 

განტოლების ამონახსნის არსებობა და ერთადერთობა, აუცილებელია 
(1.1) განტოლების მარჯვენა ნაწილში შემავალი I (X ყ) ფუნქცია შეე- 

ზღუდოთ გარკვეული პირობებით. ერთ-ერთ ასეთ პირობას წარმოად- 

გენს ლიფშიცის პირობა. 

ვთქვათ, /(X,ყ) არის X და ყ ცვლადების ფუნკცია, 
განსაზღვრული »ჯიყ .სიბრტყის რომელიღაც #2 არეში. 

ამბობენ, რომ /(X ყ), ფუნქცია V#ყ ცვლადის მიმართ 
აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას #) არეში, თუ არსე- 

ბობს ისეთი #M დადებითი მუდმივი რიცხვი, რომ #) არეს 

ყოველი ორი CV, V,)), (X, ყ.) წერტილისათვის ადგილი აქვს 
დამოკიდებულებას: 

|/ (, ყე) ––/ (X, ყე) | < MI ყე –– ყი I · 
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უს პირობა, კერძოდ, შესრულდება ყოველთვის, თუ /(X, ყ) ფუნქციას 
#) არეში აქვს ყ-ის მიმართ შემოსაზღვრული კერძო წარმოებული /„' (X, Vყ); 

ამასთან # არე ისეთია, რომ CV ღერძის პარალელური ყოველი წრფე 

კვეთს #) არის საზღვარს მხოლოდ ორ წერტილში. 

მართლაც. ავიღოთ #) არეში ორი ნებისმიერი წერტილი (X, ყ) და 

(X, ყ.). ლაგრანჟის ფორმულის თანახმად, გვაქვს: 

I/ (0 ყა)ა––/ (XV, ყ,) | = |(ყ-–– ყე) /»“ (X, ყ, + 0 (ყა –– ყ,)| </M | ყე– 9). 

სადაც. # წარმოადგენს. I/”C, #0 | ფუნქციის. ზუსტ. ზედა საზღვარს 0 
არეში 

ანალოგიურად, მიიღება ლიფშიცის პირობა, როცა მოცემული გვაქვს 

((+1) დამოუკიდებელი ცვლაღის თ =/(X, 4), ..., #ე) ფუნქცია, განსა- 
ზღერული ეეკლიდეს (1 +1) განზომილებიანი სივრცს რომელიღაც 
არეში. 

იმ შემთხვევაში, თუ 4, (X, M., MM, ·--, ყე) და. /M5 (X, V, წი, --· გ) 
აღნიშნავს, ე+; არის ორ ნებისმიერ წერტილს, მაშინ ამ ფუნქციისათვის 
ლიფშიცის პირობა ასე ჩაიწერება: 

I/ (X, ყ., ყ:, ·--; Mი)– წ (XV ყMთ ს, ყი) | < 

< M(| ს –VI+ძა“–-#%I +. · + IVყი– ყი). 

სადაც VM# გარკვეული რიცხვია. 

§ 9. პირპელი რიბის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის 

არსებობისა და ერთადერთობის თეორემა 

წინა თავებში გავეცანით კვადრატურებში ინტეგრებად სხვადასხვა 
ტიპის პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას; ვნახეთ, რომ 

ამ განტოლებათა ზოგადი ინტეგრალები წარმოადგენს ერთპარამეტ- 
რიან წირთა ოჯახს: დ (X, ყ)= C და, მასთან; ისეთს, რომ #) არის ყო– 
ველ (X, Mყ) წერტილზე (X0ყ სიბრტყის ზოგიერთი განსაკუთრებული- 

წერტილების გარდა) გაივლის ოჯახის ერთი და მხოლოდ ერთი ინტეგ- 
რალური წირი. ზოგად შემთხვევაში, შესაძლოა დიფერენციალური 
განტოლების ამონახსნი ყოველთვის არ გამოისახოს კვადრატურებში, 

თუმცა მას ამონახსნი აქვს, მაგრამ ის თავისი ბუნებით გაცილებით 

რთულია, ვიდრე ინტეგრალები ელემენტარული ფუნქციებიდან. ასეთ 

შემთხვევაში, ჩვეულებრივ, მიმართავენ ინტეგრების მიახლოებითს 

მეთოდს და ეძებენ დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითს 

ამონახსნს, რომლებიც მოცემულ „საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 
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მაგრამ, სანამ შევუდგებოდეთ ამონახსნების მიახლოებით მოძებნას, 

წინასწარ უნდა ვიყოთ დარწმუნებული, რომ არსებობს განსახილველი 

დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, რომელიც მოცემულ სა- 
წკის პირობებს აკმაყოფილებს, რის შემდგომ ამონახსნის მიახლოე– 
ბითი გამოთვლისათვი გამოვიყენებთ განტოლების მიახლოებითი 

ინტეგრების მეთოდებს. ამ საკითხს პასუხობს შემდეგი 

თეორემა. თუ დიფერენციალურ 

ძ! 
“_? IV V (2.1) 
ძX 

განტოლებაში შემავალი /(Xყ) ფუნქცია უწყვეტია # 
არეში, ამავე დროს აკმაყოფილებს პირობებს: 

1!) I”, 0I <VM 

2 I!”(X ყე)––წ/(C 9.)| < MI ყ-––V, I. 

და (X, ყი) ამ არის ნებისმიერი შიგა წერტილია, მაშინ 
X=X წერტილის მიდამოში, ჯ–-–--"<=X<-X +ძ, არსებობს 
(2.1) დიფერენციალური განტოლების ერთადერთი ამზო- 

ნახსნი #=დCდ(X, რომელიც უწყვეტი და დიფერენცირე- 
ბადია და ამ მიდამოში იგივურად აკმაყოფილებს (2.1) 
განტოლებას 

დ” (X = / IX, დ(%) | 

და საწყის პირობებს: ყ9ყ= წყ, როცა X= X-ა. 

დამტკიცება. X-ის ცვალებადობის ინტერვალი ამოვირჩიოთ 

შემდეგნაირად: 

ავაგოთ შესაძლო უდიდესი მართკუთხედი #, რომლის გვერდები კო–- 

“ორდინატთა ღერძების პარალელურია, ხოლო ცენტრი კოორდინატთა სათა- 
ვეშია. 

'.| | X-–-– XI <0, 
IX C= #. 

"სIყ–VიI < ხ; 

(MI, ყის წერტილზე გავავლოთ წრფეები: 

9-“# == MV(X--X), | 0.7 , ყ-–– ყი=->-MV (X-XI). | 
' , 

რადგან, თეორემის პირობის თანახმად, საძიებელი ინტეგრალური წი- 
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რის დახრილობის კუთხის ტანგენსის აბსოლუტური სიდიდე შემოსა- 

ზღვრულია M რიცხვით, : 

(+=Iღ 9)I=|Iს-|<V, (2.3) 
I 

ამიტომ, როცა --->M, ინტეგრალური წირი, რომელიც წარმოადგენს 
ძ 

საძიებელი ამონახსნის გრაფიკს, გაივლის რა (Xა, ყი) წერტილზე, დარჩება 

მართკუთხედის იმ # ნაწილის ფარგლებში, რომელსაც შემოსაზღვრავს წრფე- 

ები: X=X-ა–– 0”, X=Xგ+-0”, ყ-–- ყე = M (X-- Xი), ყ –– ყე=-- V (X –– XV)). 
რ შედგენილია ორი სამკუთხედისაგან რომლის საერთო წვერო (Xა, წი) 
წერტილია და იგი მთლიანად ძევს #) არეში (ნახ, 9). 

# | - 6-ს 

  

    

  

  

  
ნახ, 9 | 

თუ ხს >M უტოლობა არ არის შესრულებული, მაშინ არ, შეგვიძლია 
ი · ' 

დარწმუნებული ვიყოთ იმაში, რომ, როცა X იცვლება | X--X-I < 0” “შუა- 
ლედში. ინტეგრალური წირი დარჩება 7 მართკუთხედის შიგნით. ამიტომ 

განვიხილავთ (2.1) დიფერენციალურ. განტოლებას მცირე შუალედში: 
X-ი<X<X+0, 0<0/, 

სადაც 6 არის უმცირესი ი” და -- რიცხვებს შორის: 

ძ= X19'| 0” _ხ. – , ”) 
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ამგვარად, როცა X იცვლება |X--X-I <- თ შუალედში, ინტეგრალური 
წირი, რომელიც გაივლის (X-:, ყი) წერტილში, ეერ გამოვა I? მართკუთხე- 

დიდან. ამოვირჩევთ რა ამნაირად X-ის ცვალებადობის შუალედს, გადავალთ 
ამონახსნის არსებობის დამტკიცებაზე. 

როგორც ვნახეთ, დიფერენციალური (2.1) განტოლება საწყისი პირობითჯ 
V (Xი) =Vი მეიქლება წარმოდგენილ იქნეს სახით: 

ჯ 

იო =#%4 | /I=<#C0I« C 
“ა 

(2.1) დიფერენციალური განტოლების საძიებელი ამონახსნი წ = თ (X) 
საწყისი მნიშვნელობებით Xეა, ყე აკმაყოფილებს აგრეთვე (2.4) ინტეგრა- 

ლურ განტოლებას და, პირიქით, (2.4) ინტეგრალური განტოლების ამო- 

ნახსნი #= დ (X) იქნება (2.1) განტოლების ამონახსნი საწყისი მნიშვნელო- 
ბებით Xი. ყი. 

ვისარგებლოთ (2.1) დიფერენციალური განტოლების წარმოდგენის (2.4) 
სახით და დავამტკიცოთ Vყ= დ (X) ამონახსნის არსებობა და ერთადერთობა 
პიკარის მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით. ამ მიზნით IX-–- ი, X-+0| 
სეგმენტზე, სადაც თ არჩეულია ზემოაღნიშნული წესით, შევადგინოთ ფუნ–- 

ქციათა მიმდევრობა: 

ყი (X) = ყი 
ჯ 

ყ, (9 =Vს + | ჯC, V)ძX, 
დაე 

CL” 

Vი (X) = Vს + ( IC, ყ,)ძ», 
ჯა 

(2.5) 

დ 

ყა (X =Vყ-+ | ”(X, ძი-,) ძX 
#%ა   

ამგვარად, გვექნება ფუნქციათა მიმდევრობა 

ყი (X), VI (X), ·-·; ყი (X), ·-·, (2.6) 

სადაც, როგორც ნულოვანი მიახლოება საძიებელი Vყ (X) ამონახსნისა, ამორ– 
ჩეულია ნებისმიერი ფუნქ;ჯია (ი (X), რომელიც იმავე Xეა, ყე საწყის პირო- 
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ბებს აკმაყოფილებს. ახლა ვუჩვენოთ, რომ. ამ მიმდევრობის ყოველი ყ/ 
წევრი (I = 1, 2,..) არ გამოდის /2 მართკუთხედიდან (ე. ი. ვუჩვენოთ, 

რომ წერტილი (X, ყV;(X)), |X-Xს)|<-0, არ გამოვა #, მართკუთხედი- 

დან), რომელშიაც /(X, ყ) ფუნქცია განსახღვრული და უწყვეტია, და, 
მაშასადამე, ინტეგრებადია. „2 5) ფორმულებიდან მეორე. გვაძლევს: 

IV 0 –– #1 = > | რ #ა% < 
    

<1 I(C ძი) | ძ» 

< MI ი) CCM <ხ. (2.7) 
ცხადია, (2.5) ფორმულებიდან მეორე განსაზღვრავს პირველ მიახ- 

ლოებას V, (ე-ს, რადგან ინტეგრალის ქვეშ მყოფი ფუნქცია ცნობილია, 
ამიტომ V, (X) გამოითვლება კვადრატურით. (2.7)-დან”ნ გამომდინარეობს, 
რომ V= V, (X) წირი რჩება I მართკუთხედის შიგნით. ამიტომ / IX, ყ, (X)| 

ფუნქცია უწყვეტი და შემოსაზღვრულია, ე. ი. 
I” Iი # (0ი|| დ M, |–-X <0. (2.8) 

ანალოგიურად, (2.5) ფორმულებიდან მესამე განსაზღვრავს მეორე . M (X) 
მიახლოებას, რადგან წყ, (X) უკვე განსაზდლვრულია და, მაშასადამე, მესამე 

ფორმულის ინტეგრალის ქვეშ. დგას / IX, V, (9) ცნობილი ფუნქცია და 
ა. შ. ამგვარად, თუ გავითვალისწინებთ (2.8მ) უტოლობას, მაშინ (2.5) 
ფორმულებიდან მესამე გვაძლევს: 

დ 

< | IIIX. V, (X9I | ძ| < 
თ 

MI%X–-XI<:0M <:ხ, (2.9) 

ე. ი. ყ =ყ.(X) წირიც დარჩება #7 მართკუთხედის შიგნით. ამიტომ ფუნ- 

ქცია. / IX, Vი- (X)) უწყვეტი და შემოსაზღვრულია, ე. ი. 
I/ IX, ყი (X) | | «. M. (2.10)- 

სრულიად ანალოგიური მსჯელობით ვაჩვენებთ, რომ, თუ ყ = ყ,-) (X) 
წირი გაივლის (Xა, წე) წერტილზე და მოთავსებულია # მართკუთხედის 

შიგნით, მაშინ ყ = ყე (X) წირიც, აგრეთვე, მოთავსებული იქნება # მართ– 
კუთხედის შიგნით, რადგანაც, ისე როგორც ზემოთ, 

I/IX, ყი-1(X)) < M (2.11) 

IV. 0 – | = | III» V, (91 ძ» 

  

და 
დჯ? ჯ 

IMი თ–I=| II ყე-1(+)1ძXI <: I I” IX, ყ„-: (X) 1 «X | <: 

ჯა) და 

ლMსX-–-XI)<0CM<ხ, როცა |X--Xე| <ძ. (2.12) 
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ამგვარად, (2.6) მიმდევრობა შედგება IX--- თ, Xა + 9) სეგმენტზე 

უწყვეტი და დიფერენცირებადი ფუნქციებისაგან„ როგორიც არ უნდა იყოს 

M, დღა არც ერთი მიახლოებითი ფუნქცია V,„(»X) არ გამოდის /? არედან. 

მასთან, ეს ფუნქციები აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის პირობას: V,(Xე)= Vი, 

მაგრამ, ცხადია, არ წარმოადგენს (2.4) განტოლების ამონახსნებს, რადგან 

ძე (X) - = / IX, ყია (ი) (+=1, 2,..) 

და არ ეტოლება / IX, ყ,, (X) 1-ს. როგორც ეს უნდა ყოფილიყო; თუ ყი (X) 
იქნებოდა (2.4) განტოლების ამონახსნი. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ფუნქციათა (2.6) მიმდევრობა თანაბრად 

კრებადია (Xა--ძ, Xე + ძ) სეგმენტზე და ზღვრული ფუნქცია აკმაყოფი- 
ლებს (2.1) განტოლებას და საწყის პირობებს. ამ მიზნით განვიხილოთ 

მწკრივი: 

წი (X) -L IV, (X) –– ყი (X) ) + IV; (0 – ყ,(X1 +. ·+ 

+ IVე (9) –– ყი-1(X)) + · (2.13) 

რომლის · პირველი # წევრის ჯამი §ე (X) = (ე (X). დავამტკიცოთ, რომ ეს 
მწკრივი თანაბრად კრებადია IXე–-ძ, Xე + 0) სეგმენტზე!. 

ცხადია, (2.13) .მწკრივის თანაბრად კრებადობა ამავე დროს ნიშ- 
ნავს (2.6) მიმდევრობის თანაბრად კრებადობასაც. ამ მიზნით შევაფა- 

სოთ (2.13) მწკრივის წევრთა აბსოლუტური მნიშვნელობანი, დაწყე- 

ბული მეორე წევრიდან. (2.5) ფორმულებიდან გამომდინარეობს: 

- თ 

LV (9) –– 4 (2) | < MIX–– XიI დ MV ––-, 

– 
<. 

  

ჯ7 

(ყი 00ე– #VC00I = | (/IX, # (91– /IX, Vი (XI) ძX 
«ა 

  

LI 

< | IV V (90 1––- /IX, M (XI | ძ» 
(2) 

! „ზადია, (2.13) მწკრივის ყოეელი წევრი არის X-ის უწყვეტი ფუნქცია, რად- 

გან ინტეგრალები, რომლითაც ეს ფუნქციები გამოისახებიან წარმოადგენენ ზედა 

საზღვრის უწყეეტ ფუნქციებს, 
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ახლა, თუ მხედველობაში მივიღებთ თეორემის პირობას (ლიფშიცის 

პირობას), გვექნება: 

29 

IV 0 -–– 9, (9| <MI Iირ–ით)რ< 

<ა/თღარ- MM X-XI! « MV-9-. (2.14) 

სრულიად ანალოგიურად, თუ ვისარგებლებთ თეორემის მეორე 

პირობით და | წე (X) –– /, (X)) სხვაობის (2.14) შეფასებით, გვექნება: 

ჯ 

IV, (9 – #9 I = | IIIX, ყი (9) 1-–/ IX, V, (2) |4X < 
ჯა 

ჯ 

<| IV ყ-(X))–– 7 IX, ყ,(X) )| ძX1| < 

ა. 

 სახოგადოდ, აღნიშნული წესით ვაჩვენებთ, რომ 

    

2 

MI | (ით -იოI« 
შთ 

ცპ 
– მა) ლ MMIV--; (2.15 2 %I < MI ->, (2.15) 

  

(ყე ყია 0) < MMი- 1%--%I" კ. M //M-! ცი 

12-ე ა ლეეეეა– 

უტოლობა (2.16) მართებულია ნებისმიერი #-ისათვის!. 

ამგვარად, (2.13) ფუნქციონალური მწკრივის წევრთა აბსსოლუტუ- 

რი მნიშვნელობანი, დაწყებული მეორე წევრიდან, შესაბამად ნაკლე–- 

ბია ან ტოლი შემდეგი დადებითი რიცხვითი მწკრივის წევრების 

(2.16) 

2 შ 

M#-95 1 MM-“ ს. M/1?-5“  L. .-L M/ი-1-5“ L..., 
11 2! ვ! 1! 

ანუ 
M ი“ M! ე! Mიიი 

1 := .». .. _–_ · · + + M0ი+ ანიი ბვ ) 1I.. (2.17) 

  

      

1 ამში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ გამოვიყენებთ სრული ინდუქციის 

მეთოდს. 
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მაგრამ მრგვალ ფრჩხილებში მოთავსებული მწკრივი კრებადია და მისი 

ჯამია გMძ9. მაშასადამე, (2.19) მწკრივი კრებადია და მას ჯამად აქვს რიცხვი 

2 ,ტრ– 1). ამგვარად, (2.13) ფუნქციონალური მწკრივი თანაბრად და 

აბსოლუტურად კრებადია X.-–- ი <X<X+0 სეგმენტზე. მისი ჯამი 
აღვნიშნოთ C (X)-ით. 

მაშასადამე, ფუნქციათა (6.1) მიმდევრობა თანაბრად კრებადი” დ (X) 

ფუნქციისაკენ IXი–- ძ, Xკ + 0) სეგმენტზე. რადგანაც V = ყე (X) წირი არ 
გამოდის #7 მართკუთხედიდან, ამიტომ არც ყ = დ (X) წირი გამოვა 
მართკუთხედიდან. 

დავამტკიცოთ, რომ 

# 
110. | /”(X, ყ,:-) (MX) ძX = (IV დ(X) 1 ძX. (2.18) 

რ“ ?ა თა 

ამისათვის ავიღოთ რაგინდ მცირე დადებითი 6 რიცხვი. რადგან IV, (X)) 
მიმდევრობა თანაბრად კრებადია (X-–- თ, Xე -L თI სეგმენტზე დ (X) ფუნქცი- 
ისაკენ, ამიტომ მოიძებნება ისეთი მთელი დაღებითი რიცხვი MV, დამოკიდე– 

ბული მხოლოდ C-ზე, რომ ადგილი აქვს უტოლობას: 

(ყი (0-–-დთ(0|<-“--, როცა ”>V, 
/VIღც ს 

ყოველი X-ისათვის IXე–-0თ, Xე + 01) სეგმენტიდან. 
შემდეგ, რადგან / (X, /) ფუნქცია უწყვეტია /? მართკუთხედზე და ჟ-ის 

მიმართ აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას, ამიტომ გვექნება: 

| წ –– II, დიეძ»| < 

წა 

  

  

დ 

|IIC. ყი (09) /IX, დ(X9)|ძXI < 
  

<M-- 'IX--X6|I <5 
ძი   

<M წ“ ფ–-დოIი 
2 

როცა # > VM, მაშასადამე, მართებულია (2.18). ტოლობა. ა



ახლა, ·თუ მხედველობაში მივიღებთ (2.18) ტოლობას და გადავალთ 
ზღვარზე ტოლობაში: 

დ 

ყე(X = 9, + | IIX, ყა-1(X)1ძX, 

თ 
როცა #-> 052, გვექნება: ' 

თ 

დ(X) =ყ-+ | MIX, «(1 ძX. 

LI) 

ამ ტოლობის თანახმად, დ (X) ფუნქცია აკმაყოფილებს (2.4) ინტეგრალურ 
განტოლებას. ამასთან დ(X ფუნქცია წარმოებადია და ადგილი აქვს ტო- 
ლობას: 

დ” (X) =/ IX, დ (X)1), დ (Xა) = ყი, 

ე. ი. დ(X) ფუნქცია აკმაყოფილებს (2.1) განტოლებას. ამგვარად, (2.1) 
განტოლების ამონახსნის არსებობა დამტკიცებულია, 

ახლა დავამტკიცოთ მოძებნილი ამონახსნის ერთადერთობა, ე. ი. რომ 

MC 0 არის მოცემულ (X;, წა) წერტილზე გაივლის ერთი და მხოლოდ 
ერთი ამონახსნი (2.1) დიფერენციალური განტოლებისა დავუშვათ საწინა- 
აღმდეგო. ვთქვათ. დ (X) და თ (X) არის (X-–- იძ, Xე + თ) სეგმენტზე განსა- 

ზღვრული ორი სხვადასხვა ამონახსნი, დ (X) => «0 (X), რომლებიც აკმაყო- 

ფილებს მოცემელ (2.1) დიფერენციალურ განტოლებას, ანუ (2.4) ინტეგრა- 
ლურ განტოლებას, და იმავე საწყის პირობებს: 

დ (Xა) = %) (Xა) == Vი- 

ამ სეგმენტში. დ (X) = დ (X9) –– დ (9) ფუნქცია უწყვეტი და დიფერენცირე- 
ბადია, ამასთან ს (X-) = 90 (Xა) -–– დ (Xა) = 0. ამოვირჩიოთ უმცირესი ინტერვა– 

ლი |X-–- X-)ლ5< 0 ისე, რომ შესრულდეს უტოლობა: /M :<-- .· ვთქვათ, 

ს = იმXI დ (ი ––დ (XI; ცხადია, · | ი (XV) –– დ (| უწყვეტი ფუნქცია 
უდიდეს C>>0 მნიშვნელობას მიაღწევს IXი-- 5, Xე + 5) სეგმენტის რომე– 
ლიღაც § წერტილში. მაშინ გვექნება: 

|ს (0 |= (დ (ე –– თ (ი | = I/IX. დ 0ე)––/IX, თი1I; 
ანუ, თუ თეორემის მე-2 პირობას მივიღებთ მხედველობაში, გვექნება: 

IV (9| < MIდ(0–ი(0|= MI) <Mს, 
ე. ი. , 

IV (X | C LM. 
მეორე მხრიე, საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად: 

I§თI=|იფ–დ9თფ=|X- I-IV დI<IX-–-%IM+<#ი<+%- 
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მაშასადამე, I = იიმX | 5 (X) | -<: +. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ს. == 0. 
ანუ 

V (X)= ი (0 ––დ (I) =9, 
ე. ი. 

რდ =დ(ი. 
ამგვარად, როცა შესრულებულია 1-ლი და მე-2 პირობები, არსე– 

ბობს (2.1) დიფერენციალური განტოლების ერთადერთი ამონახსნი, 

რომელიც მოცემულ საწყის პირობას აკმაყოფილებს: V=Vი, როცა 

Xჯ=Xჯი. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8, ამონასსნის ანალიზური გაბრძელება 

ჩვენ დავამტკიცეთ (2.1) განტოლების ყ = დ (X) ამონახსნის არსებობა 
და ერთადღერთობა მხოლოდ IXა-–-ძ, XX + ის) შეუალედისათვის, სადაც 

ძ= III (+, +) ეს შუალედი წარმოადგენს მხოლოდ ნაწილს X-ის ცვა–- 

ლებადობის წXა–- 4, Xე + #4) შუალედისა, რომელიც #) არეს ეთანადება. 
მაგრამ, აქედან არ გამომდინარეობს, რომ ეს ამონახსნი არსებობს მხოლოდ 

IXL-- მ, XX L ძე) მონაკვეთზე. იგი შეიძლება არსებობდეს ამ მონაკვეთის 

გარეთაც, მაგრამ მიიღება იქ მიმდევრობითი მიახლოებათა ახალი მწკრივის 

მეშვეობით, ე. ი. ინტეგრალური წირი, რომელიც გაივლის L) არის შიგა 

(Xი, ყი) წერტილში, შეიძლება გაგრძელებულ იქნეს ორივე მხარეს I არის 

საზღვრამდე (ნახ. 10). 
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ვთქვათ, თ <<. 4: მაშინ ავიღოთ ამ ინტეგრალურ წირზე უკიდურესი 

მარჯვენა წერტილი (X,=+Xე: + ძ, (, =თ (Xე + 0) და მივიღოთ იგი როგორც 
ცენტრი ახალი 1) მართკუთხედისა, რომელიც გამოდის #-ის გარეთ და 

მთლიანად ძევს #2-ში, /2, CM 

0. :)X-- XI < ძე |ყ– VI < ხს 

სადაც ი<-%, ძე <0), ძ.=თI!0 C +), და რომელშიაც / (X, V) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის ყველა 
პირობას. საწყის მნიშვნელობად X, და V, მივიღოთ, მაშინ. არსებობის თეო- 

რემის თანახმად, (2.1) დეფერენციალურ განტოლებას აქვს ერთადერთი 

ყ=დC, (ჯ) ამონახსნი, რომელიც განსახღვრული და უწყვეტად დიფერენცი- 
რებადია X.-0 <X<X+0ძ, შუალედმი და აკმაჟოფილებს საწყის 
პირობას: ყ = V/, = დ) (X,)),კ როცა X = X,; ამასთან, X +->X, წერტილში 
ყ = დ(+) და ყ =დ, (X) ამონახსნებს აქვთ ერთი და იგივე მნიშვნელობა: 

დ(X + 0) = «, (,) = ყე. 

მაშასადამე, ერთადერთობის თეორემის თანახმად, ყ => დ, (X) ამონახსნი 

ეთავსება ძველ Vყ = დ (X) ამონახსნს IXა–-– ძ, Xე + 0) და IX –– მ,, X.-+ძ,) 
შუალედების საერთო ნაწილში, ე. ი. დ (X)= დ, (X) IXI+ 0 ––ი,, X- +0| 

შუალეჯში და, მეორე მხრივ, იგი განსახღვრულია IX + 0, Xე + 0 + თ.| 
შუალედში, რომელშიც ძველი / =- დ (X) ამონახსნი არ იყო განსაზღვრული. 
ეს გვაძლევს საშუალებას განვვჰხილოთ ახალი V == დ, (X) ამონახსნი 
X <X <X + 0, შუალედში, როგორც ყ=დ(X „ ვლი ამონახსნის 

უშუალო გაგრძელება |X--X.| < თ შუალედიდან X, < X < X, + 0, შუა- 
ლედში: 

ყ=დლრო X--C<X<X-+ძ=X,, 

ყლ=დე (I), X.<X<X1+თ).. 

ახალ ყ =:“დ, (X) ამონახსნს ეწოდება ძველი წ = დღ (X) ამონახსნის ან ა- 
ლიზური გაგრძელება. 

თუ ახალი ყ = დ, (X) ამონახსნი ვერ აღწევს #) არის საზღვარს, ე. ი. 

ძ, <- #4, და ყ = დ, (X) ამონახსნის ბოლო წერტილი (X: =X, +თ,, ყა: = 
= დ, (X, + 0,)) ძევს X-ს შიგნით, მაშინ ანალოგიური წესით ავაგებთ #M 

მართკუთხედს: 

სადაც 
# |X-- X| «ძე, |ყ– ყა) < ხე, 

ხ, · ხ, 

ძი.<-–-, 0. <0, 0ძა= 1010 | ძა”, –“– |, 
M M 
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რომელიც გამოდის /#)ის გარეთ და მთლიანად ძევს #7-ს შიგნით. მაშა- 
სადამე, I?ა-ში / (X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს არსებობისა და ერთადერთო- 
ბის თეორემის ყველა პირობას. ამიტომ (2.1) დიფერენციალურ განტოლებას 
აქვს ერთადერთი V --= დე (X) ამონახსნი, რომელიც განსაზღვრული და უწყვე– 

ტად დიფერენცირებადია "შუალედში: 
Xე –– ძე <- X =: X; +- 0: 

და აკმაყოფილებს საწყის პირობას: V = წე = და (X,), ამასთან; X = X: 

წერტილში ყ == დ, (X) ღა ყა: = და (X) ამონახსნებს აქვთ ერთი და იგივე 
მნიშვნელობა: 

დ; (X:) == დე (X:) -= ყი- 

მაშასადამე, ერთადერთობის თეორემის თანახმად, / => თე (X) ამონახLნი 
ეთავსება ძეელ ყ=დ, (X) ამონახსნს IX, –– ი,, X,+0,) და XI ––- ძი, Xგ-LთაI 
შუალედების საერთო ნაწილში, ე. ი. (X, + 0) ––ძე, X, + 0)) შუალედში 

თ, (X)=Cდ, (X) და, მეორე მხრივ, იგი განსახღლვრულია IX,+ძ,, X,+ძ;:-+0ე1) 

შუალედში, რომელშიც ძველი ყ=დ, (X) ამონახსნი არ იყო განსახღვრული. 

ახალ V = და(X) ამონახსნს ეწოდება ძეელი V/ == დ, (X) ამონახსნის ანა– 

ლიზური გაგრძელება და ა. შ. ანალოგიური წესით განვიხილავთ Vყ=- დ (X)-ის 

ანალიზურ გაგრძელებას მარცხნივ X-ის კლებადი მნი შვნელობებისათვის. 

ი, მონაკვეთები, რომლებიც განსაზღვრავენ 0X ღერძის გასწვრივ გადა- 

ადგილების ნაბიჯს, ყოველი ახალი გაგრძელებისას აკმაყოფილებს პირობებს: 

ხ, , : , ხ, 
9 <> ოს ი, <.0/, თ,=)01ს) ი. V. · 
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გავიმეორებთ რა მიმდევრობით ანალიზური გაგრჰელების პროცესს, 

ნაბიჯების სასრული რიცხვის შემდეგ, მივიღებთ (2.1) დიფერენციალური 
განტოლების კერძო ამონახსნს ყ == დ (X), რომელიც აკმაყოფილებს საწყის 
პირობას ყ = Vე = CV (X)) და რომლის არსებობის არეს წარმოადგენს ან 

მთელი მონაკვეთი (4, 8) ან მისი ნაწილი, ე. ი. მივიღებთ V = Cდ(X) 

კერძო ამონახსნის ანალიზურ გავრძელებას #) არის საზღვრამდე (ნახ. 11). 

შევნიშნავთ, რომ ეს ამონახსნი „ცალსახად განისაზღვრება (2.1) დიფერენცია- 
ლური განტოლებით და საწყისი” პირობით. 

§ 4. პირვმელი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

ზოგადი ამონახსნის აბება 

გთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის დიფერენციალური განტო- 

ლება: 

V = / (X, V), (4.1) 

სადაც / უწკვეტია, შემოსახღვრულია და აქვს შემოსაზღვრული კერძო' 
წარმოებული ყ-ის მიმართ X0ყ სიბრტყის რომელიღაც შემოსაზღვრულ # 
არეში. 

როგორც ზემოთ ენახეთ, კოშის თეორემა ამტკიცებს (4.1) განტოლების 

იმ კერძო ამოჩახსნის არსებობასა და ერთადერთობას, რომელიც მოცემულ 

საწყის პირობას აკმაყოფილებს: წყ = ყი, როცა X = Xეი. (Xე, ყი) C I” = ხ. 

გეომეტრიულად ეს ნიშნავს, რომ არსებობს ერთი და მხოლოდ ერთი 

ინტეგრალური წირი, რომელიც #) არეს შიგა (Xა, #ი) წერტილზე გაივლის 
და ყოველი ინტეგრალური წირი განისაზღვრება (Xა, #0) წერტილის ამორ- 
ჩევით #2-ს შიგნით. 

ცხადია, (4.1) განტოლების ეს ამონახსნი X-ის „კალებადობის LX: –– თ, 

X- + 0) შუალედში, რომელიც L»” ლ L არეს ეთანადება, შეიძლება განვი- 

ხილოთ არა მარტო როგორც X-ის ფუნქცია, არამედ,, აგრეთვე, როგორც 
ფუნქცია იმ (X:, წე) წერტილის კოორდინატებისა, რომელზეც ეს ამონახსნი 

გადის, სახელდობრ, წ, = C (X, Xა, II), IM == C (Xი; Xი, ყი). 

მაგალითად, პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას:, 

ძყ 
ქმ. ყ (4.2 

აქვს ამონახსნი ყ = დ (X) == ყი6+“Xი, რომელიც (Xა, Mი) წერტილზე.გადის. 
ეს პირობა განსაზღვრავს X, X, წი (ცვლადების ფუნქციას, რომელსაც. 
აგრეთვე აღვნიშნავთ დთ-თი, სახელდობრ, ' 

ყ = დ CV, Xი, Vი) => ყი 6X-%ა (4.3 
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ამგვარად, (4.2) განტოლების ყველა ინტეგრალური წირის ერთობ- 

ლიობა წარმოადგენს ორ Xი, ყი პარამეტრზე დამოკიდებულ .ისეთ 
ოჯახს (4.3), რომლის ყოველ წირს ეთანადება ამ პარამეტრების ერთი 

წყვილი მნიშვნელობა, ე. ი. (4.23) დამოკიდებულება გეაძლევს (4.2) 

განტოლების ზოგად ამონახსნს, თუმცა, როგორც ამას ქვე- 

მოთ ეუჩვენებთ, (4.3) ფორმულაში Xი, ყი პარამეტრებიდან (4.2) გან- 

ტოლების სხვადასხვა კერძო ამონახსნების მისაღებად, არსებითი 

მნიშვნელობა აქვს .მხოლოდ ერთ ყი პარამეტრს – საძიებელი ფუნქ- 
ციის საწყის მნიშვნელობას, რადგან Xი პარამეტრს თავიდანვე შეგვიძ- 
ლია მივანიჭოთ ფიქსირებული რიცხვითი მნიშენელობა. 

ზოგად შემთხვევაში, კოშის თეორემიდან ადვილად შეგვიძლია მი- 

ვიღოთ (4.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნის აგება. 

გუჩვენოთ, რომ, თუ მოცემულ ს არეში შესრულებე- 

ლია კოშის თეორემის პირობები, მაში'სნ არსე- 

ბობს (41) განტოლების ზოგადი ამონახსნი, რო- 

მელიც განსაზღვრულია რომელიღაც #0 არეში, 

L” ლჩხ. 
მართლაც, განვიხილოთ Xჯე არგუმენტის საწყისი მნიშვნელობა, 

როგორც მოცემული მუდმივი რიცხვი, ხოლო. საძიებელი ფუნქციის 

საწყისი მნიშვნელობა ყე––როგორც პარამეტრი, რომელსაც შეუძლია 

მიიღოს სხვადასხვა რიცხვითი მნიშვნელობა ისეთი, რომ Xი, Vი) წერ– 

„ტილი არ გამოვიდეს #) არიდან, მაშინ, როცა X იცვლება (#4, 8) შუა- 

ლედში, საწყის მნიშვნელობათა ყოველი ასეთი (Xი, Vი) სისტემისა. 

თვის, Xე C (4, 8), ' იარსებებს (4.1) განტოლების ერთი და მხოლოდ 

ერთი ამონახსნი. ამგვარად, მივიღებთ ერთ პარამეტრზე დამოკიდე- 

ბულ ამონახსნს: 

ყ=დV, ყი), (4.4) 

სადაც დ(X, ყი) ფუნქცია (4, 8) შუალედში უწყვეტად დიფერენცირებადი 
ფუნქციაა, ხოლო საწყისი მნიშვნელობა ყე წარმოადგენს პარამეტრს, ე. ი. 
ნებისმიერ მუდმივს, V/ == C. 

განტოლება (4.4) წარმოადგენს (4.1) განტოლების ზოგად ამო- 

ნახსნს. 

ამგვარად, (4.1) განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს სახე: 

ყ=დ (X , C), 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

(25) ფორმულები, რომლებიც გვაძლევს V,, Vყ.,.-., წე, მიმდევ- 
რობითს მიახლოებებს, გვიჩვენებს, რომ ყე მიახლოებანი წარმთადგენენ 
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საძიებელი ამონახსნის წყ, საწყისი მნიშვნელობის უწყვეტ ფუნქციებს, 

მაშასადამე, (4.1) განტოლების (4.4) ზოგადი ამონახსნი, როგორც უწყვეტ 

ფუნქციათა თანაბრად კრებადი მიმდევრობის ზღვარი, წარმოადგენს აგრეთვე 

C = ყი პარამეტრის უწყვეტ ფენქციას. 
ახლა განვიხილოთ საწყისი მნიშვნელობანი Xკ და წე, როგორც ცვლადია 

პარამეტრები. მაშინ #) არის ყოველ შიგა (X-. წე) წერტილზე, (X,, Vა) C 
CI =X#, გაივლის (4.1) განტოლების ერთი და მხოლოდ ერთი ინტეგრა- 
ლური წირი და ყოველი წირი განისაზღვრება (Xა, Vს) წერტილის ამორჩე- 

ვით, ამასთან ეს წირები ერთმანეთს არ კვეთს. 
ვთქვათ, ეს ამონახსნი არის 

ყ=CდV, Xა, ყი). (4.5) 

სადაც დ არის Xა, ა პარამეტრების უწყვეტი ფუნქცია. 
განვიხილოთ #) არეში. (X-, Vა) წერტილი და (X, #) წერტილი, რომე- 

ლიც ძევს (X-, /ი) წერტილში გამავალ ინტეგრალურ წირზე. ცხადია, 
Xი, ყი მნიშვნელობანი ერთი მხრივ და X, ყ მნიშენელობანი მეორე მხრივ, 

დაკავშირებულია ერთმანეთთან (4.5) დამოკიდებულებით. თუ ახლა (X, ყ) 

წერტილს მივიღებთ საწყის წერტილად, მაშინ ერთადერთობის თანახმად, 
ამ საწყისი მნიშვნელობებით განსახღლვრული ინტეგრალური წირი გაივლის 

(X-ს, ს) წერტილზე, ამასთან, ცხადია, ადგილი ექნება დამოკიდებულებას: 

ყი =%, (Xა; X, V). 

ანდა, თუ ამ განტოლებაში X, პარამეტრს განვიხილავთ ხელახლა როგორც 

მუდმივს, ხოლო ყა-ს როგორც პარამეტრს, ე. ი. ნებისმიერ მუდმივს 

ყა= C, მივიღებთ შემდეგი სახის განტოლებას: 

ს (X, ყ) = C, 

რომელიც აკავშირებს ინტეგრალური წირის ცვლადი (X, ყ) წერტილის 
კოორდინატებს და C მუდმიეს. (4.6) განტოლება წარმოადგენს (4.1) 
განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

შენიშვნა 1. დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიაში ძირი- 

თადი მნიშვნელობა აქვს დამტკიცებულ თეორემას, რადგან იგი საშუა–- 
ლებას გვაძლევს მოცემული პირველი რიგის დიფერენციალური გან- 
ტოლების სახის მიხედვით თავიდანვე დავადგინოთ, არსებობს თუ არა 

მოცემულ საწყის პირობებში განტოლების ერთადერთი ამონახსნი. ამ 

გარემოებას კი, როგორც იყო აღნიშნული, დიდი მნიშვნელობა აქვს 

მაშინ, როცა ჩვენ არ გვაქვს საშუალება მივუთითოთ ზუსტ ფორმუ- 
ლაზე, რომელიც გვაძლევს (4.1) განტოლების ამონახსნს. ასეთ შემ- 

თხვევაში აუცილებელია განსახილველი დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ამონახსნის არსებობის წინასწარ გარკვევა, რის შემდგომ ამონა–- 
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ხსნის მიახლოებითი პოვნისათვის გამოვიყენებთ განტოლების სხვადა– 

სხვა მიახლოებით ინტეგრების მეთოდს. 

შენიშვნა 2. (2.5) ფორმულები 

ყი (62) = 90 + | IIX, ყი-1 (X) 10ძX, Vი (64) = ყი (ი = 1, 2, ·..), 

წ 

რომლებიც გვაძლევს პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების –– 

= | (CV, V) 

საძიებელი V = დ(X), ყე = დ (%X) ამონახსნის მიმდევრობით მიახლოებას, 
გვიჩვენებს, რომ ყ,, («) მიახლოებანი წარმოადგენს საწყისი ჟე მნიშვნელობის 
უწყვეტ ფუნქციებს: მაშასადამე), ყ = CV (X, წი) ამონახსნიც, როგორც 

ზღვარი უწყვეტ ფუნქციათა თანაბრად კრებადი: (V,, (X)) მიმდევრობისა, 
აგრეთვე, წარმოადგენს Vა პარამეტრის უწყვეტ ფუნქციას. 

შენიშვნა 3. არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის დამტკიცე- 
ბისას, საძიებელი V(X) ფუნქციისადმი როგორც პირველი მიახლოება, 

აღებული იყო წ (X) ფუნქცია, რომელიც იგივურად უდრიდა წყ: საწყის 
მნიშვნელობას: „ჯე (X) ==Vყე, განსახილველ Xა–– ი <<. X- <<. Xე + ი შუალედში. 
ახლა ვუჩვენოთ, რომ, (4.1) დიფერენციალურე განტოლების ამონახსნი 

V#=V(X) არ არის დამოკიდებული პირველი მიახლოების გამომსახველი 
ფუნქციის შერჩევაზე. ასე რომ, პირველ მიახლოებად შეგვიძლია მივიღოთ 

არა ყ., არამედ X დამოუკიდებელი ცვლადის ნებისმიერი ფუნქცია V =>%/ე (X), 
რომელიც "უწყვეტია X--–-თ<X<X + ი სეგმენტზე და აკმაყოფილებს 

დიფერენციალური განტოლების საწყის პირობებს, I”ე (X) = ყი; მასთან 

X= Vა(X) წირი არ გამოდის MI მართკუთხედიდან,V | Vე (X) –– ყე | <- 6, 
X C (წXნ--––-ძ, Xე + 0I. ამგვარად, თუ პირველ მიახლოებად ავირჩევთ X”ე (X) 
ფუნქციას, მაშინ, ისე როგორც ზემოთ, ავაგებთ უწყვეტ ფუნქციათა მიმ- 
დევრობას: 

29 

X; (CV) = ყი + II IX, Vა(XI19X, 

?ა 

XV; (X) = ყა + | IX, 2 (X)) ძX, 

მწ) 

Xი (X = ყი + I IX, Vგ-,1 (ე) ) იძ». 

თ, 
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ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ I(X/, (V)) ფუნქციათა მიმდევრობა 
თანაბრად კრებადია X (X) ფუნქციისაკენ IX:–-ძ, Xა + 01 სეგმენტზე: 

10 V ე (X) = X (X). 
»”-–-% 

ეს ზღვრული ფუნქცია უწყვეტად დიფერენცირებადია და წარმოაღ- 
გენს (4.11) დიფერენციალური განტოლების საძიებელ ამონახსნს: 

ძV «თ =>» V#CI). 
ძX 

ახლა ვუჩვენოთ, რომ 

#7 (ი=დთ(ფ) = 
მართლაც, IV ი ე) მიმდევრობაში შემავალი ფუნქციები აკმაყოფილებს 
საწყის პირობებს: 

X»(X) =ყე (1 =1, 2....), 
საიდანაც 

II ი (Xა) = V (Xა) = ყი- 
"–% 

მაშასადამე, V (X, და დ (X) ფუნქციები აკმაყოფილებს (4.1) დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას საწყისი პირობებით: 

V (Xი) == C (X,) = ყი: 
აქედან არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის საფუძველხე და- 
ვასკვნით, რომ 

! V (ი=დV). 
"ამით დამტკიცებულია V=დCდ (X) ამონახსნის დამოუკიდებლობა საწყი– 

სი მიახლოების გამომსახველი ფუნქციის შერჩევისაგან. 

ამგვარად (4.1) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი 

ყ=დ (X), რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობას ყი=დ (Xი), შე- 

გვიძლია მივიღოთ როგორც ზღვარი უწყვეტ ფუნქციათა სხვადასხვა 

მიმდევრობებისა: 

(ყი'თოი ს I”. თ... (4.7) 
რომლებიც, "თანახმად მათი აგებისა, დამოკიდებულია მხოლოდ საწყი– 

სი მიახლოების გამომსახველი ფუნქციის შერჩევაზე. 

ცხადია, (4.7) მიმდევრობათა კრებადობის ხასიათი იქნება სხვადა- 

სხვა; ზოგიერთი მათგანი იქნება სწრაფად კრებადი (4.1 განტოლების 

საძიებელი ამონახსნისაკენ, როგორც ზღვრისაკენ, ზოგიერთი კი –– ნე–- 
ლად კრებადი იმავე ზღვრისაკენ. 

თუ რაიმე წესით შევძლებთ საწყისი მიახლოების გამომსახველი 

ფუნქციის შერჩევას ისე, რომ იგი უახლოვღებოდეს საძიებელ ამო- 
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ნახსნს, მაშინ, ცხადია, შესაბამის ფუნქციათა მიმდევრობა (Vყ/ (X)) იქ- 

ნება სწრაფად კრებადი საძიებელი ამონახსნისაკენ, როგორც ზღვრი- 

საკენ. საზოგადოდ, პრაქტიკული თვალსახრისით, საწყისი მიახლოების 

გამომსახველი ფუნქციის შერჩევა უნდა აკმაყკოფილებდეს ერთ ძირი- 

თად პირობას, სახელდობრ, ის უნდა იყოს უწყვეტი |X -–--X-) <0 სეგ- 
მენტზე და, მასთან, მისი შესაბამისი ფუნქციათა. მიმდევრობა უნდა იყოს. 

სწრაფად კრებადი საძიებელი ამონახსნისაკენ, როგორც ზღვრისაკენ. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

უოირი– (4.8) 

გამოვარკვიოთ, აქვს თუ არა მოცემულ დიფერენციალურ განტო- 
ლებას ამონახსნი და X0ყ სიბრტყის რა ნაწილში იქნება ერთადერთი 
ეს ამონახსნი. 

ამოხსნა. ცხადია, (4.8) განტოლება არ ეკუთვნის არც ერთ ზე- 

მოთ განხილულ კვადრატურებში ინტეგრებად განტოლებას. მისი 

მარჯვენა ნაწილი / (X, ყ)=X1-Vყ? უწყვეტი ფუნქციაა მთელს X0Vყ 
სიბრტყეში, ამას გარდა, ამ ფუნქციის წარმოებული ყ-ის მიმართ 

I, =--2ყ იქნება შემოსაზღვრული VV სიბრტყის ნებისმიერ შემოსა- 

ზღვრულ ჩაწილში. მაშასადამე, ამონახსნის არსებობისა და ერთადერ- 
თობის თეორე?ის თანახ?ად, XCV სიბრტყის ნებისნიერ (X0ი, ყი) წერ- 
ტილზე გაივლის (4.8) განტოლების ერთი და მხოლოდ ერთი ამო- 

ნახსნი. ჩვენ არ გვაქვს საშუალება მოვძებნოთ ამ ამონახსნის ზუსტი 

ფორმულა. ამიტომ ვისარგებლოთ არსებობის თეორემის მტკიცებისას 
გამოყენებული მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით და ვიპოვოთ 

მოცემული განტოლების პირველი ამონახსნის სამი მიახლოებითი გა–- 
მოსახულება საწყისი პირობებით (0,0). 

დიფერენციალური განტოლება: 

ძყ => =#ჩ(X, წუ /(X, V) 

წარმოვადგინოთ ინტეგრალური განტოლების საშუალებით 

თ 

#=#%+ | / დ 04% 
CI) 

სადაც Xი, V0ი საწყისი მნიშვნელობებია. მაშინ (4.8) განტოლება შე- 

გვიძლია შევცვალოთ ინტეგრალური განტოლებით (X-0=0, ყ0=0): 

ჯ 

ყ(ი0 = | CI--ყშეძ». I 
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თუ Vი (X)=V0=0 პირობას მივიღებთ, როგორც ნულოვან მიახლოე- 

ბას, მაშინ გვექნება: 

2 

  

გ 

#0 = | 24- --, 
0 

% ჯვ 4 9 
X X» 

= ზვ უ_»_„”„„ ძX=-–- – 

# ი IC >) 7 144 ” 

      

0 

· 8 18 18 ა 9 ჯ ჯ Xჯ X X 
X) = ქ _– ძძლ=--.–- + 

# 9 IL 16 ს 288 2) 4 144 
0 

ჯ! #19 

14.288 19-1442 
მაგალითი 9. განვიხილოთ პირველი რიგის წრფივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება: 

+ 

ძX 

მოვძებნოთ განტოლების ამონახსნის მესამე მიახლოება საწყისი პი- 

რობებით: X-=0, ყ0=1. 

ამოხსნა. ამ განტოლებას აქვს ზოგადი ინტეგრალი, რომელიც 
გამოითვლება ფორმულით: : 

– I 5C- « მ(X)ძX 
ყ =6 I (C+ |. 0C0MI. 

განსახილველი მაგალითის შემთხვევაში: # (X) = –- ხ, C(X =0X, ამიტომ 

ყ(X) = „1 “(4 (I.“ თა ) , 

  

ანუ 
ყ (X) = ტხX (C +L I გ-ხX-ცX 3 · (4.10 

ახლა გამოვთვალოთ ინტეგრალი: 

I= (ფა იX ძX. 

გვექნება: 
ტ-ხX ი 

I = | –Xთძ+= იხ-- – “ ტ-ხX (4.11) 
ხ? 
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თუ (4.11) გამოსახულებას შევიტანთ (4.10) ფორმულაში, მივიღებთ: 

დ–-ხX 
  ყ (X) = 60X (-– 9-4 CM) · (4.12) 

ნებისმიერი C მუდმივის განსაზღვრისათვის ვისარგებლოთ საწყისი 
პირობებით: X-=0, ყ0=1, გვექნება: 

  

ხ.0 
Vყ (XI) = ყე = 1 =09%(C- “ :6-0-- ----ხა) , 

1-=0C06- 1.0. 9. ა 

ხ? ხ? 
საიდანაც 

თ 

თუ ნებისმიერი C მუდმივის მნიშვნელობას შევიტანთ (4.12) ზოგად 

ამონახსნში, მივიღებთ კერძო ინტეგრალს: 

-ხX 6 
-ძხ– 2-6-%)= 5, = 

ხ 
  “'(06+9ი-   „თ -2%(1+--- 

–-იხXტ-სX. ცკ ცგ-ხX) = -- ((2 + ხ?) გხX-  ეხX––- თ) = 

  
  

  

=> I6+ხ5 (1 +++640 1473 + )–ის+--ი), 

ანუ 
ხხ , (2+ხზ „: (+ხშს (ი + ხზ ხ? 

253509595.” ი .ოეი- იი 

უკანასკნელი ფორმულა გვაძლევს (4.9) ,დიფერენციალური განტოლე– 
ბის კერძო ამონახსნს მოცემულ საწყის პირობებში. 

ახლა მოვძებნოთ (4.9) განტოლების მესამე მიახლოება საწყის პი- 

რობებში: .Xი-=0, ყი=1 მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით და იგი 

შევადაროთ (4. 13) ზუსტ ამონახსნს. ამ მიზნით, ისე როგორც ზემოთ, 

პირველი რიგის „დიფერენციალური განტოლება წარმოვადგინოთ ინ- 

ტეგრალური განტოლების საშუალებით: 

ყ(0 =ყ-+ 'წეი, ყ) ძ». 
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გვექნება: 

ყო =1+ | თ+ხ/4ი 

თ X? 
ყ.(0 =1 + | «+904%=1+%+ >,   

ჩრ-მ+ | (თ+0+9+4 4 )I#თ-1++- + 

თ 2 +C+0ე --+ 

  

ჯ 
· 

= ხ .  C+ხ) »,.9% = –_” 1 X+ 2 X?2-L ვებ) 

0 

=1+ 95»;+ თ + ხ? XL (ძი + ხ“) ხ იხ? 
ჯზ- ს –-- ჯ,, (4.14 

ი! . 2 ვ! +“. (0.14) 

(4 .14) ფორმულა გვაძლევს (4.9) დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნის მესამე მიახლოებითს გამოსახულებას, რომელიც ა აკმაყო– 

ფილებს მოცემულ საწყის პირობას: ყვ (0) =1. 

ამგვარად, (4.13) ზუსტი ამონახსნის მესამე მიახლოებითი გამოსა- 

ხულება წარმოადგენს ამ ამონახსნის ხარისხოვან მწკრივად დაშლის 

პირველი ხუთი წევრის ჯამს. ' 

ვხედავთ, რომ მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდის გამოყენება 

საშუალებას გვაძლევს მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნი რაგინდ მაღალი ხარძსხის სიზუსტით, თუ გამოთვლებს გან- 

ვაგრძობთ სათანადო მე-”M მიახლოების გამოთვლამდე, სადაც M საკ- 

მაოდ დიდი რიცხვია. 

მაგალითი მ. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

1 
4V =–-, 0960; / > წ 

მოვძებნოთ ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 
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0X ღერძის ნებისმიერ (Xა, 00 წერტილში დარღვეულია არსებობის 

თეორემის პირობები, განტოლების მარჯვენა ნაწილი / (X, ყ) = _1. და 
თყ 

“მისი კერძო წარმოებული ყ-ის მიმართ #7,” = 1. შემოუსაზღვრელია, 
მყ 

მიუხედავად ამისა, წერტილი (X, 0) არ წარმოადგენს განსაკუთრე–- 
ბულ წერტილს, ე. ი. ამ წერტილზე გაივლის განსახილველი განტო- 

ლების ერთი ინტეგრალური წირი, რომელიც მოცემულ საწყის პირო- 

ბებს აკმაყოფილებს მართლაც, დიფერენციალური განტოლების 

ინტეგრება გვაძლევს: 

ყ? = 2» + C. 
თ 

უკანასკნელი დამოკიდებულება წარმოადგენს მოცემული დიფერენ- 
ციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. ახლა მოვძებნოთ კერძო 

ინტეგრალი, რომელიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. ამ 

მიზნით საწყისი პირობები შევიტანოთ ზოგად ინტეგრალში, მივი- 

ღებთ: 

0=-2 »LC, 
C 

საიდანაც ნებისმიერი C მუდმივისათვის ვღებულობთ მნიშვნელობას-–– 

C=6=--> 
ძ 

თუ უკანასკნელს გავითვალისწინებთ ზოგად ინტეგრალში, მივიღებთ: 

2-2 (ჯე. (4.15) 
ძ 

(4.15) დამოკიდებულება წარმოადგენს მოცემული განტოლების ერ- 

თადღერთ ინტეგრალურ წირს (ერთადერთ კერძო ამონახსნს), რომე- 
ლიც გაივლის (Xი, 0) წერტილში. მაშასადამე, (Xი, 0) წერტილი არ 

იქნება. განსაკუთრებული წერტილი. _ 

მოყვანილი მაგალითი გვიჩვენებს, რომ არსებობისა და ერთადერ- 

თობის თეორემის პირობები წარმოადგენს კერძო ამონახსნის არსებო– 

ბისა და ერთადერთობის საკმარის პირობას, მაგრამ არა აუცილებელს. 

წერტილები, რომლებშიც დარღვეულია თეორემის პირობები, შეიძ- 
ლება იყოს ჩვეულებრივი ან განსაკუთრებული წერტილები. 

131



§ ნ. ზოგიერთი მნიშვნელოვანი თეორემა, რომელიც 

დაკავშირებულია ამონახსნის არსებოგისა ლდა 

ერთადერთობის თეორემასთან 

მოვიყვანოთ ზოგიერთი თეორემა რომლებიც: დაკავშირებულია 

არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის გამოყენებასთან. განვი- 
ხილოთ დიფერენციალური განტოლება: ! 

–“ =7V, ყ), (5.1) 

სადაც / (X, ყ) არის X და ყ ცვლადების უწყვეტი ფუნქცია რომელიღაც 
M არეში და ამ არეში აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას. ვთქვათ, (Xა, ყი) 
8 არის რაიმე შიგა წერტილია. მაშინ, არსებობისა და ერთადერთობის 
თეთრემის თანახმად, არსებობს (5.1) დიფერენციალური განტოლების ერთად- 
ერთი ამონახსნი ყ =- V(X), რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის 
პირობებს: ყ = ყა, როცა X = ჯე, მასთან ეს ამონახსნი არ გამოვა #2 მართ–- 

კუთხედიდან : 
X: (I 5<% 

Iყ–ყა-|<ხ, 

| თ(« V-) 

ძლMიიშ!ძ, –“-I. 
M სა) 

ისმის კითხვა: რა გავლეხას მოახდენს (5.1) განტოლების V/ = + (X) 
ამოხსნახე დიფერენციალური განტოლების მარჯვენა მხარეში "შემავალი 

7 (X, ყ) ფუნქციის შეცვლა / (X, 9) + თ (X, ყ) ფუნქციით, რომელიც მცი- 
წაბ განსხვავდება #(X, ყ) ფუნქციისაგან? ამ კითხვაზე პასუხს გვაძლევს 

ეძდეგი 
თეორემა 1. ვთქვათ, მოცემულია ორი დიფერენ- 

ციალური განტოლება: 

IX _5§ L, 

„ ძ» =/V, 9) 

– ძ 3-=IC9+9იC%9, (5.2 
სადაც /(X,ყ) ფუნქცია “აკმაყოფილებს ზემოთ აღნიშნულ 
პირობებს, ხოლო თ'(X„ყ) არის ჯX და ყ ცვლადების უწყვე- 
ტი ფუნქცია, რომლის აბსოლუტური მნიშვნელობა ნაკ- 

ლებია მცირე 5>0 რიცხვზე, |თ(», ყV)|<--, (», ყ) C 2. 
თუ ყ(X) და #/(ი) არის შესაბამისად მოცემული გან- 

-"ტოლებების ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებს 
ერთსა და «იმავე საწყის პირობას 

ყ (Xა) = I” (Xა) => ყი, 
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მაშინ I”(X) ამონახსნის გადახრა V(X) ამონახსწიდან იქ- 
ნება საკმარისად მცირე, თუ § საკმარისად მცირე დადე- 
ბითი რიცხვია, ”ე. ი. 

|Iყლ-VI თოდ უ, როცა |X-Xა|<ბ<20, 
სადაც უი =უ(9 მცირე დადებითი რიცხვია, თ–თ<-ხ, და IIთ უ =90. 

6530 

დამტკიცება. განვიხილოთ (5.1) დიფერენციალური განტოლება და 
ვიპოვოთ მისი ამონახსნი მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით. წინასწარ 
შევნიშნავთ, რომ არ არის აუცილებელი ნულოვან მიახლოებად ავიღთთ 
საძიებელი ამონახსნის საწყისი მნიშვნელობა ყე, არამედ შეგვიძლია ავიღთთ 
ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქცია X (X), რომელიც არ გამოდის /#) მართკუთხე– 
დიდან, როცა |X–--X-| <0, რადგან, როგორც ვიცით, საძიებელი ამთ– 

ნახხნი არ არის დამოკიდებული გამოსავალი ფუნქციის შერჩევაზე. ახლა 
(5.1) დიფერენციალური განტოლების საძიებელი ამონახსნის ნულოვან მიახ- 
ლოებად ამოვარჩიოთ ზუსტად ის უწყვეტი ფუნქცია X (X), რომელიც არ 
გამოდის #7 მართკუთხედიდან, როცა |X-X- <0, 'და მასთან წარმთ- 

ადგენს (5.2) განტოლების ამონახსნს. 
(5.1) დიფერენციალური განტოლება გადავწეროთ ინტეგრალური 

სახით: 

ყ=V#/Vთ0+ | /თ, M)ძ, (5.3) 

სადაც Xი, XV (Xიე) არის იმ წერტილის კოორდინატები, რომელშიც გაივ– 
ლის საძიებელი ინტეგრალური წირი, ახლა ვისარგებლოთ (5.3) გამო– 
სახულებით და ვიპოვოთ (5.1) განტოლების ამონახსნი V=ყ (X) მიმ–- 

დევრობითი მიახლოების მეთოდით. ამ მიზნით შევადგინოთ უწყვეტ 
ფუნქციათა მიმდევრობა: 

#-=VCI+ | 7C Vთ1%, 
X0ი 

V: = V (+) + | თ, #)ძ», 
Xი 

(5.4) 

I 

ყე = V (X) +| 7(X, ყი–)) ძX, წ   
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კოშის თეორემის დამტკიცებიდან ცნობილია, რომ I(ყე(X)) ფუნქციათა 

მიმდევრობა აბსსოლუტურად და თანაბრად კრებადია |X–-– XI <0 სეგ– 
მენტზე და ზღერად აქვს (5.1). განტოლების ამონახსნი: 

სთ. ყე(X) == ყ(M). 

ახლა განვიხილოთ (5.20) დიფერენციალური განტოლება და იგი 

წარმოვიდგინოთ „ასეთი სახით: 

/ 

7 0) =V თ) + | VX # 0 1+%(X, V 601 | ძ». (5-5) 

(5.1) განტოლების ამრნახსნის მიახლოებანი, ე. ი. (ყე(X)) ფუნქციათა 

მიმდევრობის წევრები, თანდათანობით შევადაროთ (5.2) დიფერენცია- 

ლური განტოლების IV (X) ამონახსნს, რომელიც (5.5) ინტეგრალურ 
განტოლებას აკმაყოფილებს. ამ მიზნით (5.5) განტოლებას მიმდევრო– 

ბით გამოვაკლოთ (5.4) განტოლებებიდან თითოეული ცალ-ცალკე: 

მაშინ მივიღებთ: 

< 6IX-–-XI, 1ლ2X I. V)Iძ» |< 
  

V-–- VI < <(რი- CV) + («თია4 
  

  

IV-V I< «(+ ი–-IC VI 
    

+ წი V)IძXI , 

თუ გამოვიყენებთ ლიფშიცის პირობას, მივიღებთ: 

Xჯ 

IL-#I< | MIV--VI4: + CIX- XI, 
  

|X-–-XიI” 
IV –– ყა| < M6 2! + 6)X-––Xე | 
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ასევე, ჯ 

+| | «« 

X 
  

<. /M%5 IX-X |) + 

  

  ვ! 

აენებიბი ს 

_I- % IL. აყქიაX=-X/) == 

+6 სახრნ აიი ს, 

წინა უტოლობა გადავწეროთ შემდეგნაირად: 
//1 | X––- +, 

2! + 
/#M ნ X-XI” | 

! 

IV–#იI<--| #IX-%I+ 

/VI3 | X –– Xე |) 

ყვ. 1ეთო+ 
ცხადია, ამ უტოლობის მარჯვენა ნაწილის ფრჩხილებში მოთავსებული 

გამოსახულება წარმოადგენს. დ (#) = 6” 1#“ XI 1 ფუნქციის ხარისხო- 
ვან მწკრივად დაშლის პირველი # წევრის ჯამს; ამიტომ ეს უტოლობა 
უფრო გაძლიერდება, თუ ამ ჯამს შევცვლით C;(%) ფუნქციის ხარისხოვან. 

მწკრივად დაშლით, გვექნება: 
/VI? | X–– Xე | V- -5_ = (2 IX” '2ი| ე II- I<--I4IX-5I+-“ ი.ი 4 

/M) | X–- X6I' –_. 
3! I + 

ანუ 

II- იI<-ე- (2-7 %I--1); (5.6) 

ამ უტოლობას ადგილი აქვს ყოველი M-ისათვის, როცა X>Xე ან X<Xი. 
ამიტომ, თუ (5.6) ფორმულაში გადავალთ ზღვარზე, როცა M# უსაზღვ- 

როდ იზრდება, მივიღებთ: 

IV ი – ყ(0ი| < <57(04I%-%I- 1), როცა (X-X)<ზ<0. 
#) 
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თეორემა დამტკიცებულია დამტკიცებულ თეორემას აქვს არა 
მარტო თეორიული, არამედ პრაქტიკული მნიშვნელობაც. 

შენიშვნა 1-ლი თეორემა დადგენილია მხოლოდ IX---ბ, X0+8), 

6<თ, (ნახ. 12) შუალედისათვის, თუმცა ის მართებული რჩება, საზო- 
გადოდ, ვიდრე ინტეგრალური წირები V=ყ (X) და V=V (X) არ მიუ- 

ახლოვდება # არის საზღვარს. 

ახლა, ვთქვათ, (5.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ=დV, ყი), (5.7) 
რომელიც მხოლოდ ყი პარამეტრზეა დამოკიდებული. დავსვათ კითხვა: 
როგორ შეიცვლება მოცემული განტოლების ამონახსნი 

ყ=დ (ჯ, ყი), თუ მის საწყის ყი მნიშვნელობას შევცვლით მცირეთი, 

და საწყისი ყი მნიშვნელობის მცირეთი შეცვლა გამოიწვევს თუ არა 

#4: 4(/2/ 9: V/ჯ/ 

    
ნ 

  

  
ნახ. 12 

(5.1) განტოლების ამონახსნის მცირეთი შეცვლას? ეს საკითხი მნიშვ–- 

ნელოვანია არა მარტო დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიისა- 
თვის, არამედ მისი გამოყენებისთვისაც, რადგან საწყისი მონაცემები 
XC, ყი მოიძებნება გაზომვით, მაგრამ არ შეიძლება დარწმუნებული 
ვიყოთ ამ გაზომვათა აბსოლუტურ სიზუსტეში. ამიტომ აუცილებელია 

დავრწმუნდეთ, რომ მცირე ცდომილებანი გაზომვებში.,არ გამოიწვევს 
ამონახსნის დიდ შეცელას. ჩვენ ვუჩვენებთ, რომ, თუ (5.1) განტოლე– 
ბის მარჯვენა მხარეში შემავალი | (X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს“ კო- 

შის თეორემის ყველა პირობას, მაშინ (5.1) განტოლების ამონახსნი 

უწყვეტად იქნება დამოკიდებული საწყის პირობებზე. ამ მიზნით და- 

ვამტკიცოთ შემდეგი 
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თეორემა 2. თუ ·დიფერენციალური 

–- =/V,V9) 

, 
განტოლების მარჯვენა ნაწილში შემავალი /(C,/) 
ფუნქცია აკმაყოფილებს არსებობის თეორემის 
ყველა პირობას / მართკუთხედში 

კ IIსC-=7, ძ 

ხ ძ=Mიო!ი (“, –-) , 
· M 

მაშინ (5.1) განტოლების ყ=დ(X.ყე)ე ამონახსნი წარმო- 
ადგენს მისი საწყისი ყე მნი,ცშვნელობის უწყვეტ ფუნ- 

ქციას, მასთან, შესაბამისი ნაზრდების ფარდობა _ # 
. VM0ი 

შემოსაზღვრული რჩება, როცა ტყე მიისწრაფვის ნუ- 
ლისაკენ. 

დამტკიცება. მართლაც, მივცეთ ყეა-ს ნაზრდი #ყე ისე, რომ 

ახალი მნიშვნელობა არ გამოვიდეს I2-დან, |4რყე| < + ; მივიღებთ ახალ 

საწყის მნიშვნელობას ყე -L #4 ყი; მაგრამ, მაშინ შეიცვლება (5.1) განტო- 

ლების ამონახსნი (5.7) და მის ნაცვლად გვექნება ამონახსნი: 

V” (იძ =დV, ყ#-+ ბ Vყი),._ 

რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

4+-=Iთ, V), 

საწყისი პირობით: X” (Xა) = ყი + # ყე. ცხადია, 1/)(X)--ტ ყე წარის X-ის 
უწყვეტი ფუნქცია, რომელსაც აქვს საწყისი მნიშვნელობა ყა: და აკმაყოფი– 
ლებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას. 

ძI(IM/–- იყე) 

ძX 

| X–- XI <. 
MX:I), < 

| ყ–Mი | ' 

  

=/(0 /--ირყ) +თ(X, V-–-ბყ), +5.8) 

სადაც 
| თ (X, VI –-რყი) = ”(X, I) – 7 თ, ყ-–-ტწყე). 

ახლა მოვახდინოთ ჩასმა: 

X თ) –– ბ(/I1= უო (ი, 

X (X))= »I(იI+ #ტ ყა. 
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ცხადია, როცა X=Xი, მაშინ 

X (Xი) = ყი + #4 ყი = (X) +ბ ყი, 

თ (Xი) = ყი, 

და (5.8) განტოლება მიიღებს სახეს: 

=> = /(X, ი) + თ(, თ), (5.9) 

სადაც ' 

თ (X, უო) =,” (X, ო+ #4 ყი) –– / (X, »). 

რადგანაც, ლიფშიცის პირობის თანახმად, 

| (X, =)| = |/(X, +490) ––/ (X, ს) |< MI4ტყი|, 

ამიტომ, როცა #Vი არის საკმაოდ მცირე, მაშინ |თ (, თძ)) ფუნქციაც 

იქნება საკმაოდ მცირე, ე. ი. 

IითV, თ))<-8, სადაც 6=/V)ბყი!. 

ამგვარად, (5.9001 დიფერენციალური განტოლების მარჯვენა ნაწილში 

შენავალი ფუნქციები / (X, თ) და თ (X, თუ) აკმაყოფილებს წინა პარაგრაფში 
დამტკიცებული თეორემის ყველა პირობას. აღნიშნული თეორემის თანახმად, 

ოო > XV (I) – ბ ყე და, მაშასადამე, XV (-X) იქნება საკმაოდ ახლოს V (X)– 
თან. ამიტომ გვექნება: 

|ს–MI< ე (04I%-%I -- 1), 

ანუ, თუ 6C-ის ნაცვლად შევიტანთ 6 = /MI რყე|, მაშინ 

|ს––#|<|ტყიI:(0“IX- %I--1). 
უკანასკნელ უტოლობაში ჩავსვათ »უ =V -- ტ ყი, მივიღებთ: 

IV –- ყ– აყ <| ბყი|:(0MIX-- XI. 1). 

რადგანაც 

IV – ყ|-–|ბყი|CII--ყ-–-64%I, 
ამიტომ გვექნება: 

IV –ყ| <|ბყი|0MIX-“%I, (5.10 
აქედან ცხადია, რომ, როცა #ყა->0, მაშინ / (X) -> თ (X, ყი -L ბყM) 

ამონახსნიც მიისწრაფვის V = დ (X, Vე) ამონახსნისაკენ. 
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ტ 
ახლა ვუჩვენოთ, რომ > შემოსაზღვრული რჩება, როცა ბ ყე ->0.   

მართლაც, შევნიშნოთ. რომ. 

XV (9 =დ(X, ყი + ბყიეი=ყ+24ს; 

აქე დან: 

მაშასადამე, (5.10) უტოლობის თანახმად, გვექნება: 

|ბყI<|ბყა|ირIX- %I , 

საიდანაც ვღებულობთ: 

ტ# 
2 VMი 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8. თუ (541) დიფერენციალური განტო- 
ლების მარჯვენა ნაწილში შემავალი /წ”(,ყ) ფუნ- 

ქცია უწყვეტია X და ყ ცვლადების მიმართ #7 
მართკუთხედში , 

<< 6MI X-XI 

    

(I-ი <7 (Xი, MM) 6 19, 

|Iყ–ყი|<ხ, ICI, ' 

და ამ არეში აქვს უწყვეტი კერძო წარმოებული +, 
ყ 

მაშინ X-, ყე საწყისი მნიშვნელობით განსაზღვრული (5.1) 

განტოლების ყ=Cდ(X, ყი) ამონახსნისათვის არსებობს ყე 
საწყისი მნიშვნელ'ობის "მიმართ უწყვეტი წარმოებული 

მდ 340 და იგი გამოისახება ფორმულით: 
მMი ' · 

ჯ 

II” (X, დ (X, ყი) | ძX 

მყ _ ,% 

დამტკიცება. ვთქვათ, ყ = დ (X, ყ) ფორმულაში ყე არის მოცე- 

მული ფიქსირებული რიცხვი. შემდეგ ყ ჩავსვათ (5.1) განტოლებაში, 

გვექნება; 

–>- =/(, 9). (5.11) 
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ახლა ყ = დ (X, ყ,) დამოკიდებულებაში ყე საწყის მნიშვნელობას მივცეთ 
ნაზრდი # ყე ისე, რომ ახალი საწყისი მნიშვნელობა MVე + #ყე არ გამო– 

ვიდეს” #ჯ#-იდან. აღვნიშნოთ შესაბამისი ზოგადი ამონახსნი X-ით: 

XX =დ(მ,ყ+ტბყ)- 

ეს ამონახსნი დააკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლე- 

ბას: 

=V/, V)- (5.12) 

ცხადია, 

წ7-> დ(X, ყა +ტყ)ა=Vყ+ბყ; 

ამიტომ (5.12) განტოლება შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 

ძ ძა ' 45 + –“-X- =”/CV+ბ/. (5.13) 
' 

ახლა (5.13) ტოლობას ს ფერწერა: გამოვაკლოთ (5.11) ტოლობა, 

მივიღებთ: 

, ძტყ 

ძX 

რადგანაც #ყი არძს X-ისაგან დამოუკიდებელი ფიქსირებული რიცხვი, 

ამიტომ (5.14) განტოლება შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 
' 

+L+ -)- '/CფV9+469)–-ICთM). 
44 26M 

=/7(, #ყ+ბი)–-7/(, 9). (5.14) 

ანუ 

_ძ / ბყ Iდთი9ი+ბი–Iთი ბ“დლ (5)5 
2)“ ბყ ტ4ი –. 

ახლა (5.15) ფორმულის მარჯვენა ნაწილის სხვაობის მიმართ გა–- 

მოვიყენოთ ლაგრანჟის ფორმულა სასრული ნაზრდის შესახებ, მა- 
შინ მივიღებთ : 

წთყ+ტბი)–წ> ყ)=ბყ-.ჩ (ი ყ+ 04ბV; 

მაგრამ, რადგანაც /” (% ყ) ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ 

MIრყ+ბყა-/(, V) = ბყ.// (ი, #9) +549, (5.16) 
სადაც C უსასრულოდ მცირეა # ყ-თან ერთად. 
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თუ ში ფოთელი შევიტანთ (5.15) განტოლებაში, მივიღებთ: 

--)= ბყ-./„0V, ე)+5ბყ სბყ. 
=» 
    

   

  

  

ბყ ი Mი | 
ანუ 

ტ აი)=ჩთდ9ი ლ +9CგეC 
# 

მოვახდინოთ ჩასმა 

ბყ == 7(X). 
რში 

მაშინ, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას თ = 6 -V ; გვექნება: 
Mი 

თ2 
ქ I (X, ყ)2(X) +ი, (5.17) 

სადაც, ცხადია, | თ | ნებისმიერად მცირეა, როცა |რV) არის საკმარისად 

მცირე. მართლაც, ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად, 

I <= 6MIX –- X | 

რMი   
მაშასადამე, 

IთI <<.6MIX-–- %I , 

ე. ი. |IთI->0, როცა |რყI-–>0, მაშასადამე, # ყე-იც იქნება საკმარისად 

მცირე აღნიშნული თეორემის თანახმად. 

ამგვარად, ახალი 2(X) საძიებელი ფუნქციისათვის მივიღეთ (5.17) 
განტოლება, სადაც. |C | ნებისმიერად მცირეა. ახლა (5.17) განტოლება 

“შევადაროთ დიფერენციალურ განტოლებას: 

ძ2 
7. „V (X, ” 2(X), (5.18) 

აშკარაა, (5.17) და (5.18): განტოლებების მარჯვენა ნაწილები აკმაყო- 

ფილებს ზემოთ დამტკიცებული თეორემის ყველა პირობას. და ისინი 

ერთმანეთისაგან ნებისმიერად მცირე თ სიდიდით განსხვავდებიან, მას– 

თან, ახალი საძიებელი. 2 (X) ფუნქცია (5.18) განტოლებაში აკმაყო- 

ფილებს საწყის პირობას: 

2 = 2(Xა) = უი, 

04% 1, 
იM 

20 =



ამავე საწყის „პირობას აკმაქჟოფილებს (6.17) განტოლების ამონახსნი 

2=72 (X). ამიტომ აღნიშნული თეორემის თანახმად გვექნება: 

სი 20 =2თ Iთ _ბყ _ _მ/ (5.19) 
ტყლი ბყი–0 ტრ ყი მყ 
თა– 

ახლა ვიპოვოთ . ს გამოსახულება. ამ მიზნით ვიპოვოთ (5.18) გან- 
ყ 9 

ტოლების ამონახსნი, გვექნება: 

-% _ // თ ძი, 
2 

თI2I= | ჩ/C #)ძხ+C, 

როცა X = Xა, 10 | 2(M) | = C, 2(Xი) = 1, C =0. 
მაშასადამე, 

ჯ 

II. (X, ყ) ძXჯ 

2(0 = - (5.20) 

თუ (5.20) დამოკიდებულებას შევადარებთ (5.19)-ს, მივიღებთ: 

  

  

I ”V' (X, ყ) ძX 

== « 
ანუ ? 

I (X, დ (X, ყა) (| ძX» 
მდ – ი 

მVი 

ამგვარად, იქნება X ღა ყ ცვლადების უწყვეტი ფუნქცია მთელს 
0 

M არეში და წ 0. თეორემა დამტკიცებულია.   

0 
დამტკიცებული თეორემის გამოყენებით ადვილად დამტკიცდება 

პირველი რიგის „დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრა- 

ლის არსებობა. | 

| ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. 
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თეორემა 4. თუ (51) დიფერენციალური განტოლე- 

ბის მარჯვენა მხარეში შემავალი IC #) ფუნქ- 
ცია #7 არეში 

§:(1/--%I<C %XCი 
Iყ–-ყი| <- ხ. 

უწყვეტია. და აქვს ყ-ის მიმართ უწყვეტი კერძო 

წარმოებული 9, მაშინ არსებობს (5.1) განტოლების 
M 

ზოგადი ინტეგრალი 

: თ(, ყ)= C, 

სადაც C ნებისმიე რი მუდმივია, რომელიც უწ- 

ყვეტად დიფერენცირებადია Xჯ და ყ ცვლადების 
მიმართ # არეში. 

დამტკიცება. ზემოთ ვნახეთ, რომ (5.1) განტოლებას ჩამოყა– 
ლიბებული თეორემის პირობებში აქვს ერთ ყი პარამეტრზე დამოკი- 

დებული ზოგადი ამონახსნი. 

ყ=CდV, ყი), IV) LI 

სადაც დ წარმოადგენს ყა პარა- 
მეტრის უწყვეტ ფუნქციას. 

მეორე მხრივ, წინა პარაგ- 

რაფში დამტკიცებული თეორე- 
მის თანახმად, V => დ (X,. ყი) ზო- 
გადი ამონახსნი ყე პარამეტ- 

  

  

  

  

  

რის უწყვეტი ფუნქციაა და აქვს _ ' – 
ყე პარამეტრის მიმართ უწყვე- 0! C + 

2“ მ 
ტი კერიო წარმოებული მე, , დხ. 13 

რომელიც X-ის ჯლცვალებადობის 

X-XI <0 შუალედში განსხვავებულია ნულისაგან, 2 5-0. ამიტომ 
ჯ" ყი 

განსახილვეელ X-, ყე მნიშვნელობათა მახლობლობაში 9V = 
მყი I=-% 

  

  
=დკ'ი (0; Vი) >- 0. (') განტოლებიდან ჩვენ შეგვიძლია განვსაზღვროთ ყი, 
როგორც X-ისა და ყ-ის ფუნქცია 

ყა = წ V, VM), (5.21) 

სადაც « (X, ყ) არის ერთადერთი უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქცია X 
და ყ ცვლადების მიმართ Iბ არეში, I C 1). 
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თუ (5.21) ფორმულაში ყი ცვლად პარამეტრს განვიხილავთ რო- 
გორც ნებისმიერ მუდმივს, ე. ი. ყი-ს შევცვლით C ნებისმიერი მუდ: 
მივით, მივიღებთ განტოლებას: 

ს Vთ, 7), =C 

რომელიც აკავშირებს ინტეგრალური წირის ცვლადი წერტილის (LC, V) 

კოორდინატებს, ე. ი. C ნებისმიერი მუდმივის მიმართ ამოხსნილი (5.1) 

განტოლების ზოგად ინტეგრალს. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნავთ, რომ V (X, ყ) წარმოადგენს X დამოკბდებული ცვლა– 
დისა და საძიებელი Vყ (X) ამონახსნის ფუნქციას. როგორც ამ ფორმუ- 

ლის აგებიდანაც ჩანს, % (X, ყ) ფუნქცია იგივურად გახდება რომელი- 

ღაც მუდმივის ტოლი, თუ მასში ყ-ის 'ნაცვლად ჩავსვამთ (5.1) გან- 

ტოლების ნებისმიერ ამონახსნს | 

ყ=დVC, C), 

სIX, დ(», C))=C. 

ასე რომ, დს (X, ყ) ინარჩუნებს გარკვეულ მუდმივ მნიშვნელობას ნე– 

ბისმიერი კერძო ამონახსნის გასწვრივ; მასთან, ეს მუდმივი მნიშვნე– 
ლობა სხვადასხვა ამონახსნისათვის, საზოგადოდ, სხვადასხვაა. 

ასეთი თვისების X(CX, ყ) ფუნქციას (5.1) დიფერენციალური გა” 

ტოლების ინტეგრალი ეწოდება. ამგვარად, გვაქვს 

განსაზღვრა 1. ორი ჯდაყ ცვლადის 2=X(CX,ყ) ფუნქ- 

ციას, რომელიც იგივურად გადაიქცევა მუდმი-ი- 

ვად მაშინ, როცს მასში ყ-ის ნაცვლად ჩასმუ- 

ლია (51) განტოლების რომელიმე კერძო ამო- 
ნახსნი ყ=დVX, C), ე. ი- 

7 

ს (IX, დ(X,C))1=C 

ეწოდება მოცემული დიფერენციალური განტო- 
ლების ინტეგრალი. 

თეორემა §. თუ ს(CX, ყ) არის მოცემული (5.1) განტოლე- 
ბის ინტეგრალი, მაშინ ფუნქცია 

დ(X,თV,V9)), 

სადაც თ თავისი არგუმენტის ნებისმიერი დი- 

ფერენცირებაღი ფუნქციაა წარმოადგენს, აგ- 

რეთვე, (5.1) განტოლების ინტეგრალს. 
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მართლაც, თუ დ ფუნქციაში ყ-ის ნაცვლად ჩავსვამთ (5.1) განტო–- 
ლების ნებისმიერ კერძო ამონახსნს ყ= დ (», C), მაშინ «დ IX, თ (X, C)) > C 

და, მაშასადამე, ძი IV (X, ყ#)) ფუნქცია გახდება მუდმივი 

დIს (X, ყ))= დ(ს XV, დ(X, C))1)= Cდ()= 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ არსებობს (5.1) დიფერენ- 

ციალური განტოლების ინტეგრალთა უსასრულო სიმრავლე. ახლა 
ვიპოვოთ ანალიზური ნიშანი იმისა, რომ 2=% (X, ყ) ფუნქცია წარმო- 
ადგენდეს (5.1) დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალს. გამოვი- 
დეთ ზემოთ მიღებული განმარტებიდან. ამ განმარტების თანახმად, 

(5.1) განტოლების ინტეგრალი არის X და ყ ცვლადების ისეთი ფუნქ- 

ცია, რომლის სრული წარმოებული Xჯ-ით იგივურად ნულის ტოლია. 

მართლაც, 

ს(», ყ)=C, (5.22) 

სადაც ყ-ის ნაცვლად ჩასმულია (5.1) განტოლების რომელიმე კერძო 
ამონახსნი; მაშინ (5.22)-ის მარცხენა ნაწილი გახდება მხოლოდ X-ის 

ფუნქცია. თუ ამ უკანასკნელ იგივეობას გავაწარმოებთ X-ით, გვექნება: 

მს V, 9) _ მსVV9) 4/ _0 5.23 
მX + მყ ძX | რ 

რადგან. ყ არის (5.1) განტოლების ამონახსნი, ამიტომ (5.22) ტოლობა- 
ში ყ” შეგვიძლია შევცვალოთ (5.1) განტოლების მარჯვენა მხარეში 

მდგომი / (X, ყ) ფუნქციით: “ = /(X, ყ); მაშინ მივიღებთ: 
X 

მს (X, M) _9CV (XV, M).. #C, ყ) =0. (5.24) 
მჯ. მყ | 

სადაც V არის X-ის ფუნქცია, რომელიც წარმოადგენს (5.1) განტოლე- 

ბის რომელიმე ამონახსნს. ამ ტოლობაში X და ყ მნიშვნელობები წარ–- 
მოადგენს M არის წერტილის კოორდინატებს, რომელშიაც გაივლის 

განსახილველი ამონახსნი. რადგანაც (5.22) ტოლობის დიფერენცირე- 

ბის შედეგი არ არის დამოკიდებული C-ზე, ამიტომ (5.23) იგივეობა 

დაკმაყოფილებული იქნება ყოველი (, ს) წერტილისათვის, რომელიც 

ძევს ნებისმიერ ინტეგრალურ წირზე #) არეში. 

რადგან არსებობის თეორემის თანახმად, ამ არის ყოველ (Xი, ყი). 

წერტილზე გაივლის ერთი და მხოლოდ ' ერთი ინტეგრალური წირი, 

ამიტომ (5.23) იგივეობას ადგილი ექნება ყოველი (ჯ, ყ) წერტილისა– 
თვის #) არეში. ამგვარად, % (X, ყ) ფუნქცია იგივურად უნდა აკმაყო- 

ფილებდეს (5.24) განტოლებას. მაშასადამე, (5.24) დამოკიდებულება 
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არის აუცილებელი პირობა იმისა, რომ + (X, ყ) ფუნქცია წარმოად- 

გენდეს (5.1) განტოლების ინტეგრალს. 

ახლა დავამტკიცოთ პირიქით, თუ რომელიმე 2=1+ (X, ყ) ფუნქცია 

იგივურად აკმაყოფილებს, (5.24) განტოლებას, მაშინ ეს ფუნქცია არის 
'(5.1) განტოლების ინტეგრალი. 

მართლაც, ვთქვათ, რომელიმე 2=ჯ% (X, ყ) ფუნქცია იგივეობად გა- 

დააქცევს (5.24) განტოლებას; მაშინ (5.1) განტოლების ნებისმიერი 

ინტეგრალური წირის გასწვრივ ადგილი ექნება (5.23) ტოლობას და, 
მაშასადამე, (5.22) ტოლობასაც. მართლაც, (5.1) განტოლების ნების- 
მიერი ინტეგრალური წირის გასწვრივ გვექნება: 

მსიC,#9) _ მსC,4) ,_ 0, 
მX მყ 

საიდანაც 

მა (წ. V9/_0 მა (X, V) =0 

მჯ ” მყ , 
ე..ი ' 

ს (X, ყ) = C. 

ამგვარად, (5.1) განტოლების ნებისმიერი ინტეგრალური წირის 

გასწვრივ ჯ (X, ყ) ფუნქცია ღებულობს მუდმივ მნიშვნელობას. მაშა- 

სადამე, 2=ჯ% (X, ყ) ფუნქცია არის (5.1) განტოლების ინტეგრალი.” 
ამგვარად, (5.24) ტოლობა არის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

იმისათვის, რომ 2=% (X, ყ) ფუნქცია წარმოადგენდეს (5.1) დიფერენ- 

ციალური განტოლების ინტეგრალს. 

ცხადია, თუ ცნობილია (5.1) განტოლების ჯV ყ) ინტეგრალი, 

მაშინ მისი ზოგადი ინტეგრალის მისაღებად, საკმარისია ჯ (X, ყ) 

ფუნქცია გავუტოლოთ C-ს: 

ა (62 ყ) =C, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

მაშასადამე, (5.1) „განტოლების ჯ (ჯ, ყ) ინტეგრალის ცოდნა ტოლ- 
ფასია ამ განტოლების ინტეგრებისა. 

მაგალითი, განვიხილოთ განტოლება: 

ძყ ჯ 
ალ. 5. >: 7 (5.25) 

ცხადია, 

2=ს(X, ყ)= ჯ8 + ყ? 
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ფუნქცია იქნება (5.25) განტოლების ინტეგრალი. მართლაც, 

მX მყ 

(5.24) განტოლების თანახმად, ამ განტოლების ინტეგრალი იქნება 
აგრეთვე Cთ (X2+Vყ2)=C, სადაც თ ნებისმიერი დიფერენცირებადი 
ფუნქციაა. 

(5.25) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება: 

ჯ_–- – 

მს(X, ყ) + მს (X, V) -”(X, ყ) = 2X-–- 2ყ.-–>- 0, 
ყ



II თავი 

წარმოებულის მიმართ ამოუხსნელი პირველი 

რიბის დიფერენციალური განტოლებანი 

§ 1, ”(X, ყ, /V)-=>20 ზოგადი სასის პირველი რიგბის 
დიფერენციალური განტოლებანი 

წინა თავებში განვიხილავდით წარმოებულის მიმართ ამოხსნილი 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებებს; ახლა განვიხილოთ 
პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლება ზოგა- 

დი სახით: 

#(X, ყ, ყ?) =0. (1.1) 

ამ განტოლების ინტეგრება მრავალ შემთხვევაში გაცილებით რთუ- 

ლია, ვიდრე ზემოთ განხილული სხვადასხვა ტიპის დიფერენციალურ 

განტოლებათა ინტეგრება და ზოგად შემთხვევაში „არ შეიძლება და–- 

გიყვანოთ კეადრატურებზე. თუმცა, ზოგიერთ კერძო შემთხვევაში, 

შესაძლებელია ასეთი სახის განტოლების ინტეგრება. 

რომ. ვიპოვოთ (1.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, უნდა შევე– 
ცადოთ ეს განტოლება ამოვხსნათ Vყ”-ის მიმართ და იგი· წარმოვადგი- 
ნოთ სახით: 

ყ'=/MC, V), (1.2) 

ხოლო შემდეგ მისი ინტეგრება მოვახდინოთ ზემოთ შესწავლილი 

ერთ-ერთი წესის მიხედვით. 

თუ L (X, V, ყ/) აკმაყოფილებს არაცხადი ფუნქციის არსებობის თე– 

ორემის პირობებს, მაშინ არაცხადი ფუნქციის არსებობის თეორემის 
თანახმად, (Xი, ყი წერტილის რომელიღაც მიდამოში იარსებებს 

ერთი და მხოლოდ ერთი უწყვეტი ფუნქცია #”/=/I (X, V), რომელიც 
(Xი; ყი) წერტილში ღებულობს ყი”-ის მნიშვნელობას Vყი/”=/ (X0, V%0), 

და ამ წერტილის მიდამოში იგივურად აკმაყოფილებს (1.1) განტო- 
ლეზას. 

მაშასადამე, აღნიშნულ მიდამოში (1.1) განტოლება ტოლფასია ყ“– 

ის მიმართ ამოხსნილი ·(1.2) დიფერენციალური განტოლებისა. არსე– 
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ბობისა და ერთადერთობის თეორემის თანახმად, ამ განტოლებას 

ექნება! ზოგადი ინტეგრალი დ (X, ყ)=C, რომელიც აგრეთვე დააკმა- 
ყოფილებს (1.1) განტოლებასაც. საზოგადოდ, შეიძლება მოხდეს, რომ 
(Xი, ყი) წყვილ მნიშვნელობას შეესაბამებოდეს ყ-ის არა ერთი, არა–- 

მედ რამდენიმე მნიშვნელობა 

ყ, (L= 1, 2, ..., MI) 
ისეთი, რომ 

#(X0 ყი ყIს)=თ0 (#§=1, 2,..., 7) 

და 

მI (Xი; წი, II) 

მყ/ 

მაგრამ, მაშინ არაცხად -ფუნქციათა შესახებ თეორემის თანახმად, V/”-ის 
ყოველ ასეთ მნიშვნელობას (X:, ყე) წერტილის რომელიღაც მიდამოში 

შეესაბამება დიფერენციალური განტოლება 
ყ/” = II (X, ყს) ((=1,2...,/), 

რომელთაც ექნება ზოგადი ინტეგრალი 

550 (=1,2,...,M9, 

დ,(X, ყ)=C ((=1, 2,...,#7) 

და რომლებიც დააკმაყოფილებენ (1.1) განტოლებას. ამ შემთხვევაში 

ზოგადი ინტეგრალი შეიძლება ჩავწეროთ სახით: 

7 

ს” #2 ყ)––C) =დ%9 62 ყ, Cთ = 0. 

(== 

ცხადია, ამ შემთხვევაში ყოველ (Xი, Vი) წერტილზე გაივლის (1.1) 

განტოლების რამდენიმე ინტეგრალური წირი. 

კერძოდ, თუ (1.1) არის კვადრატული განტოლება ყ” წარმოებუ- 

ლის მიმართ 

XX, ყ, ყ') = 4 (X, ყ)ყ”ბ + 28V, ყ) ყ' + C (X, ყ) =0, (1.3) 

სადაც 4(X, 4)5-9, 8(X, M) და C(, ყ) X ღა ყ ცვლადების მოცემული 
ფენქციებია X0ყ სიბრტყის რომელიღაც #) არეში, მაშინ, ამოვხსნით რა 

(1.3) განტოლებას #”-ის მიმართ, მივიღებთ: 

, “–-8 9) + V8'-–-46 . 

4 (XV, (7) - 4 (X, ყ) 

“ „––-- 

1თუ!(,V9) ფუნქცია შემოსაზღვრულია დღა აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას, 
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#2) არის იმ (X, ყ) წერტილებში, რომელთათვის „81 -–- 4C > 0, ყ, წარმო- 
ებულს ექნება ორი სხვადასხვა მნიშვნელობა. ()ხადია, ყოველ ასეთ (X»X, ყ) 
წერტილზე გაივლის (1.3) განტოლების ორი ინტეგრალური წირი. #) არის 

იმ წერტილებში, რომელთათვის #8? (X, #9)-– 4 ი, V) ·C (X, ყ) <0, Vყ” 
წარმოებულს არ ექნება ნამდვილი მნიშვნელობა და ასეთ წერტილებზე არ 
გაივლის არც ერთი ინტეგრალური წირი. 

მაგალითი. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება 

ყი (X+ 9) ყყ' + ჯე" = 0. (1.4 
ეს წარმოადგენს ყ”-ის მიმართ კვადრატულ განტოლებას. ვიპოვოთ 

მისი ფესეები, მივიღებთ ყ/-ის ორ- მნიშვნელობას, რომლებიც (1.4) 

განტოლებას აკმაყოფილებს: 

ყ =XVყ და ყ' =წVყ”. (1.5) 
(1.5) დიფერენციალური განტოლებების ზოგადი ამონახსნებია შე–- 

საბამისად: 
# 

ყ=C6“ და X#/+CV+1=0, 
ამიტომ (1.4) განტოლების ზოგად ინტეგრალს ექნება სახე: 

ჯ 

ლ >) (ფXყ +CVყ+ 1) = 9. 
ახლა გადავიდეთ იმ ზოგიერთი კერძო შემთხვევის განხილვაზე, 

როცა # (X, ყ, ყM/)=0 სახის დიფერენციალური განტოლების ინტეგ- 

რება ადვილად დაიყვანება კვადრატურებზე. 

§ 9. ზობიერთი #C, ყ, ყე) =0 სახის ინტებრებადი 
დიფერენციალური განტოლება, რომელიც არ 

ფეიცავს ერთ-ერთ ცვლადს X-ს ან V-ს 

1. განტოლება MC ყ,ყ/)=0 ცხადად არ შეიცავს 

ყ (X ფუნქციას. ამ შემთხევევაში განტოლებას აქვს სახე: 

წ(V,-ყ) =0. (2.1) 
ინტეგრება ხდება უშუალოდ კვადრატურებში, თუ განტოლებას ამოვ- 

ხსნით ყ”-ის მიმართ. : 

მართლაც, ამოვხსნით რა (2.1) განტოლებას ყ7/-ის მიმართ, მივი– 
ღებთ განტოლებას განცალებადი ცვლადებით: 

“ი =Iთ,ი9=/თფ4 
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აქედან: 

– |/ფ4%+0C, 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივი სიდიდეა. ამით (2.1) განტოლების ზო– 
გადი ინტეგრალი უკვე მოძებნილია. მაგრამ, ხშირად ხდება, რომ (2.1) 

განტოლება უფრო ადვილად ამოიხსნება X-ის მიმართ, ვიდრე ყ”-ის 
“მიმართ, მაშინ გვექნება: 

#= ჩე. რ.2 
ამ შემთხვევაში განტოლების ზოგადი ინტეგრალი შეიძლება მოი- 

ძებნოს პარამეტრული სახით. მართლაც, (2.2) განტოლებაში ყ” გან- 

ვიხილოთ როგორც პარამეტრი, მივიღოთ ++- მ. ასე რომ, განტოლება 
X 

მიიღებს სახეს: 

X=/I(/), (2.3) 
სადაც ი ახალი დამოუკიდებელი ცვლადია. 

ახლა ვიპოვოთ Vყ (X), როგორც #0 პარამეტრის ფუნქცია; გვაქვს: 

ძყ = იძX. 

აქედან მივიღებთ: 

#= | +. (0.4 

მაგრამ, (2.3) ტოლობიდან გვაქვს: 

ძX = /) (0) ძი; (2.5) 
ამიტომ (2.4) და (2.5) ტოლობებიდან გვექნება: 

თX , 
ყ= | #7 #%+0= | ჩ0I (0) ძი + C. 

ამგვარად, განსახილველ შემთხვევაში განტოლებათა სისტემა: 

ჩჯ = /) (0), 

#= | იჩ'თ4+C (2.0 

  

გვაძლევს (2.3) განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული სახით. 

თუ შესაძლებელია (2.6)-დან 0-ს გამორიცხვა მიიღება ზოგადი 

ინტეგრალი ჩვეულებრივი სახით: 

დV, ყ, C) = 0. 
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მაგალითი 1: ამოვხსნათ განტოლება: 

91ი ყ” +– ყ” = X. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლება, ფაქტიურად, არ შეიძლება 

ამოხსნილ იქნეს ყ-ის მიმართ ელემენტარულ ფუნქციებში, მაგრამ ის 
უკვე ამოხსნილია ჯ-ის მიმართ: 

· , ძ 
X=300+/ი, 9=ყV =+%., 

ძX 

გვაქვს: 
ძყ = 0ძX = ი (005 ი + 1)ძი, 

საიდანაც 

ყ = | ი (505 0 ++1)ძი = | 8იი§ი4 + | #6 – 

გ 
= ისი + 080 + /- + C. 

ამიტომ განტოლებათა სისტემა: 

X=30ი0 +027, 
2 

ყ=ი9ი0+00%ი + +-+6 

გვაძლევს მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული 
სახით. აქედან ი პარამეტრის გამორიცხვა არ შეიძლება. 

ბ. ჩ (;, ყ, ყე)=0 განტოლება ცხადად არ შეიცავს 
X დამოკიდებულ ცვლადს. ამ შემთხვევაში განტოლებას 
აქვს. სახე: 

L (ყ, ყ) =9, (2.7) 
თუ ეს განტოლება ამოიხსნება ყ”-ის მიმართ, მაშინ მივიღებთ გან– 

ტოლებას განცალებადი ცვლადებით: 

ძყ _ 
ძX ი(V), 

ანუ 

_მყ_ = ძX. 

15 (9) 

საიდანაც 

X= ძყ +C   

#5 (4) 
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უკანასკნელი დამოკიდებულება გვაძლევს (2.7) განტოლების ზოგად 
ინტეგრალს. 

თუ (2.7) განტოლების ამოხსნა Vყ”-ის მიმართ უფრო ძნელია, ვიდ- 

რე ყ-ის მიმართ, მაშინ პირველი შემთხვევის ანალოგიურად გვექნება: 

ყ = /ა(ი), 
სადაც 

0 = Vყ". (2.8) 

ახლა ვიპოვოთ X, როგორც ი პარამეტრის ფუნქცია. 

ძ»=-! ძე 
წ/) 

განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

X= | 1 ყ/+C. 
ი 

მაგრამ (2.8) ტოლობიდან გვაქვს: 

ძყ=/ვ” (0) ძი. 
მაშასადამე, 

1 1 ძე 1 ,4=|+-%+0- |+ ·4%«+0- | –//თ4+0. 
ჩ . ჩ 

ამრიგად, განტოლებათა სისტემა: 

=> ს ხ5| -#M04+6 | 
ყ = /§(0) ! 

გვაძლევს (2.7) განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული სახით. 

თუ ამ სისტემიდან შეიძლება ი-ს გამორიცხვა, მაშინ ზოგად ინტეგ- 

რალს წარმოვადგენთ ჩვეულებრივი სახით: 

დ (X, ყ, C) = 0. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

ყ = ყ? + 2ყ). 

მოვძებნოთ ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი პარამეტრული სა- 

ხით. შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

ყ =/, 
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მაშინ 

ყ = 0? + 2/ჯ1. 
მაშასადამე, 

ი ი ძი ი 

= | 02+60ძი+6=2ი+37+C. 

ამრიგად, განტოლებათა სისტემა 

X=20+30+C, | 

ყ= + 2/' 

გვაძლევს მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული 
სახით. 

§ 8, ჯ-ისა და ყ-ის მიმართ ერთბვაროვანი დიფერენციალური 

განტოლებანი 

ვთქვათ, : 
ჯ#(X, ყ, ყ)=0 (3.1) 

არის 7? რიგის ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება X, ყ-ის 
მიმართ, ე. ი. 

LV, ყ, /)= #5 ჩ(), %, /,)=9, 
Xჯ 

სადაც M. ერთგვაროვნების მაჩვენებელია. ამ შემთხვევაში (3.1) გან–- 
ტოლება ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

დ (+ , ”) =0. (3.2) 

თუ უკანასკნელი განტოლების ამოხსნა შეიძლება ყ”-ის მიმართ. მივი– 
ღებთ: 

ყ' = I(+) , ' ჯ 

ე. ი. ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას, თუ <(+, #)=9 
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განტოლების ამოხსნა -# ის მიმართ უფრო მოსახერხებელია, მაშინ მი– 
X 

ვიღებთ; 

# =/ფ/. 
X 

ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი შეიძლება ვიპოვოთ პარამეტრის 

შემოტანის მეთოდით, თუ აღვნიშნავთ V” = /#, #%=7, სადაც 2 ახალი 
Xჯ 

საძიებელი ფუნქცია. მართლაც, ყ= 2X იგივეობა გავაწარმოოთ, მი–- 

ვიღებთ: 
ძი ძ2 ძე ძი , ძი 

=-%=- “ .X+2=ჯ-- . -“- +2=XII(0).–“-– , ნ=9C-=9:-X+25+45-.40+2=#თ:2>-+/0თV 

ანუ 

+ "0 =ი–Iთ 

უკანასკნელ განტოლებაში ცვლადთა განცალება გვაძლევს: 

_ი თ _ #%. 
“| იე #X#X 

ამ განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ ზოგად ინტეგრალს: 

_ “თ  IC6|I=VIXI, (–- 6 +M6-VIXI 
საიდანაც გვექნება: 

Xჯ=C ”) (0) 

ამრიგად, 

#ჯ=C6C'9%) 

ყ = XIC) 

წარმოადგენს (3.2) განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული სა– 
ხით. ამგვარად, ზოგადი ინტეგრალი მოძებნილია #0 პარამეტრის ფუნქ- 

ციის სახით. 

მაგალითი. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

Xყყბ-- (XX -–-–- ყა ყ,-- Xყ=0, X560. 
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მოცემული განტოლება ერთგვაროვანია X-ისა და V-ის მიმართ. თუ 
მას გავყოფთ X?-ზე და ამოვხსნით V”-ის მიმართ, გვექნება: 

, 1-=-2? + (1 -L 22) 
#.– 22 , 

სადაც 

2= 9. , 

»ჯ 

ანუ 

, 1 
MI => 

და ! 
ყვ =-–-2. 

უკანასკნელი განტოლებანი წარმოადგენს დიფერენციალურ გან- 

ტოლებებს განცალებადი ცვლადებით. 

§ 4. ლაბრანჟისა და კლეროს განტბოლებანი 

1. განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება), 

რომელიც წრფივია X და ყ (ვლადების მიმართ: 

დე (V') ყ + დ, (9) X + «,(V') = 9, (4.1). 
სადაც თა(ყმ) დღა დ, (V”), და (9) წ” ცვლადის მოცემული დიფერენცირე- 
ბადი ფუნქციებია, რომელთაგან და (/”) 5- 0. თუ (4.1) განტოლებას ამო- 
ვხსნით ყ-ის მიმართ, მივიღებთ: 

#9=%0)X+%(0/, ტ.3 
სადაც %) (#0) და % (V?) მოცემული დიფერენცირებადი ფუნქციებია. 
(4.1) ან (4.2) სახის განტოლებას ლაგრანჟის დიფერენცია-._ 
ლური განტოლება ეწოდება. ახლა ვიპოვოთ (4.2) განტოლების ზო- 
გადი ინტეგრალი. ამ მიზნით გამოვიყენოთ პარამეტრის შემოტანის 
მეთოდი. 

ვთქვათ, 

ძყ _ 
ძა. ?, 

მივიღებთ 

ყ=%V1(0ი)X-L დ: (ი) (4.3) 
დამოკიდებულებას, რომელიც აკავშირებს X და ყ ცვლადებს და ი პა– 

რამეტრს. აქ ვიგულისხმებთ, რომ +X; (0)%/0. ახლა მოვძებნოთ X, რო– 
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გორც #2 პარამეტრის ფუნქცია. ამისათვის გავაწარმოოთ (4.3) ტოლო–- 

ბის ორივე ნაწილი X-ით, მივიღებთ: 

4 _ „ცე 4, ა. 9. ქ» = წყ) (0) + X ჭკ” (0) ძ. + % (0) ქ ' 

0ძX = ს, (0) ძX + IX ს,” (ი) -L სა” (0)1 ძი, 
ანუ 

ძი , , / 

ჩ-VV0)= –-VV, (0) + ს; (9) 1 (4.4) 

ან, თუ. უკანასკნელი განტოლების ორივე მხარეს გავყოფთ (0-––ჯ; (0))- 
ზე (ამასთან, შეიძლება დავკარგოთ ზოგიერთი ამონახსნი), მივიღებთ: 

0ძX _ _ % (9) X+ დ; (ი) 
„„·:L:ას-ლთ“იი ჩ–LV() 

ეს განტოლება წარმოადგენს X-ის მიმართ წრფივ არაერთგვაროვან 
დიფერენციალურ განტოლებას, სადღაც X განიხილება, როგორც ?/ პა- 
რამეტრის უცნობი ფუნქცია. როგორც ცნობილია, წრფივი განტოლე- 

ბის ზოგადი ამონახსნი არის წრფივი C ნებისმიერი მუდმივის მიმართ: 

»+= M (0 +0/,(. ტ.5 
ამგვარად, მივიღეთ მეორე დამოკიდებულება, რომელიც აკავშირებს 

X-ს, ჩ-სა და ნებისმიერ C მუდმივს. 

თუ (0.3) ტოლობაში X-ის ნაცვლად ჩავსვამთ მიღებულ გამოსახუ- 

ლებას, მივიღებთ 

  

ყ = 0, (0) + C Cი (წ). (4.6) 

მაშასადამე, (4.5) და (4.6) განტოლებათა სისტემა წარმოადგენს ლაგ- 

რანჟის განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული სახით, სადაც 
პარამეტრი არის /#. (4.5) და (4.6) განტოლებებიდან /#/ პარამეტრის გა- 
მორიცხვა მოგვცემს ლაგრანჟის განტოლების ზოგად ინტეგრალს ჩვე- 
ულებრივი სახით #” (X, ყ, C)=0. (4.4) განტოლების (0––+; (0))-ხზე გა– 
ყოფისას შეიძლება დაგვეკარგა ლაგრანჟის განტოლების ზოგიერთი 

ამონახსნი, სახელდობრ ისინი, რომელთათვისაც: 

ნ– V() =0. 
თუ ამ განტოლებას აქვს ნამდვილი ფესვები: თე, ძე...., ძე, 

| ე. 9. | 

თ) (9) =.0, ( = 1, 2, ... წწ) , 
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მაშინ ი-ს გამორიცხვა სისტემიდან: 

0 =- CI, | 

ყ = ზ) (9) X -L სა (ი) 

მოგვცემს ამონახსნებს, ე. ი. წრფეებს: 

ყ=V%()X+ სხ) ((=1,2,... „ა, (4.7) 

რომლებიც იქნება ლაგრანჟის განტოლების ამონახსნები. ცხადია, ეს 
ამონახსნები არ გამომდინარეობს ზოგადი ინტეგრალიდან და, მაშასა– 
დამე, წარმოადგენს (4.3) განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნებს. 

მართლაც, 

მ , , 
ფშ. = 0 = X ს)” (0) + %V (9) · 

ი 

მაშასადამე, (4.4) განტოლების თანახმად, კვლავ გვექნება: 

ი–%, (0) =0. 
ამგვარად, ლაგრანჟის განტოლების განსაკუთრებული ამონახსნები 

შეიძლება იყოს მხოლოდ (4.7) წრფეები, სადაც თ არის, (0––ჯ; (0)=0 

განტოლების ფესვი. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ = 2XM + 1 + 9” (4.8) 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ზემოთ მოყვანილი წესი და ვიპოვოთ 

მოცემული განტოლების ამონახსნი. მივიღოთ ყ”/=/ი, მაშინ (5.8) გან–- 
ტოლების პარამეტრული სახე იქნება: 

ყ = 20X+%V 1 + ი? (4.9) 

ამ განტოლებაში ყ და 0 განვიხილოთ, როგორც X-ის ფუნქციები, და 
გავაწარმოოთ X-ით, მივიღებთ: 

  

ძ 2 ი X 
=2 2 ––. ? მ -+L მ 2 V 3 + # 

ანუ 

ძი იძ» = 20ძX + 2Xძი + -–--+L-., 
V1+/! 

საიდანაც / 

ძX 2 1 
_–_ _“–ჯ-..- --–-, 

ძ ი V1+/?: 
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ეს განტოლება X უცნობი ფუნქციის მიმართ წარმოადგენს წრფივ 

არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას. თუ ამ განტოლებას 
ამოვხსნით, მივიღებთ: 

2 2 

–L+« 1 L+ 4 
X=6 C-– =–===== 6 ძი ჯ 

V1+”/ 
ანუ 

· მძ. 0?X =C – 71-> · (4.10) 

ამრიგად, (4.9) და (4.10) განტოლებათა სისტემა მოგვცემს ლაგ– 

რანჟის (4.8) განტოლების ზოგად ამონახსნს პარამეტრული სახით, 

სადაც 0 პარამეტრია. თუ ამ განტოლებებიდან გამოვრიცხავთ #7 პარა- 
მეტრს, მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ამონახსნს ჩვეუ- 

ლებრივი სახით. 

9. ახლა განვიხილოთ ეგრეთწოდებული კლეროს განტოლება, რო- 
მელიც წარმოადგენს ლაგრანჟის განტოლების კერძო შემთხეევას. 

ლაგრანჟის განტოლების ინტეგრებიას ვგულისხ- 

მობდით, რომ 9 -–- 4, (0) 950, როცა #; (0) = #0, 0 = ყ”, ამ შემთხვევაში 
ლაგრანჟის განტოლებას აქეს სახე:. 

=VყX+%(/), (4.11) 

სადაც + (ყ”) არის ყ”-ის მიმართ არაწრფივი, მოცემული დიფერენცი– 
რებადი ფუნქცია. (4.12) განტოლებას კლეროს განტოლება 

ეწოდება. 
ისევე როგორც ლაგრანჟის განტოლების შემთხვევაში, კლეროს. 

განტოლების ინტეგრებისათვის გამოვიყენოთ 0 პარამეტრის შემოტა- 
ნის მეთოდი. (4.11) განტოლებაში ჩავსვათ ყ#7=/0, მივიღებთ დამოკი- 
დებულებას X», ყ და 0-ს შორის: 

ყ=#MX+59%(0. ტ.123 
მეორე დამოკიდებულების მისაღებად, რომელიც აკავშირებს #0 პარა- 

მეტრს, X»-სა და <9-ს, გავაწარმოოთ (4.12) განტოლება ჯ-ით, მივიღებთ: 
X 

ძ –. ჩ=ი+“სX+V(9I, 
ძX 

ანუ 

ძი , 
–-IსX+V%()I =0. 
ძი 
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უკანასკნელი დაიმლება ორ განტოლებად: 

40-0 და X+V/()=0, ტ.13) 
ძX 

რომელთაგან პირველი 0-სათვი”ს გვაძლევს მუდმივ მნიშვნელობას 
0=C. თუ სისტემიდან 

0= C, | 

ყ = 0X + ს (0) 

გამოვრიცხავთ 0 პარამეტრს, მივიღებთ: 

ყ=CX+Vს(C). (4.14) 

უკანასკნელი წარმოადგენს კლეროს განტოლების ზოგად ამონახსნს. 

ამგვარად, კლეროს განტოლების ზოგადი ამონახსნი გეომეტრიუ- 
ლად წარმოადგენს წრფეთა ოჯახს #ჯ0V სიბრტყეზე. (4.14) განტოლე– 

ბიდან ჩანს, რომ ოჯახის C პარამეტრი არის ამ წრფეთა კუთხური 

კოეფიციენტი; ამასთან, კლეროს განტოლების ზოგადი ამონახსნი 

მიიღება კვადრატურების გარეშე, თვით ამ განტოლებიდან, თუ მასში 

ყ” წარმოებულს შევცვლით ნებისმიერი C მუდმივით. 

(4.13) ტოლობებიდან მეორე განტოლება: 

X + ს (0) =0 

(4.12) განტოლებასთან ერთად გვაძლევს კლეროს განტოლების კიდევ 

ერთ ამონახსნს 

+-სთ, | (4.15) 
ყ=–/ის()+%(0) 

პარამეტრული სახით, რომელიც არ გამომდინარეობს ზოგადი ამო–- 

ნახსნიდან. ეს იქნება მისი განსაკუთრებული ამონახსნი, რადგან 

მL , 
–=“- =Xჯ+%ს”(0) =0, 
მი 

(4.15) ამონახსნი გეომეტრიულად წარმოადგენს რომელიღაც წირს 

X0ყ სიბრტყეზე, რომელიც იქნება წრფეთა (1.14) ოჯახის მომვგლები. 
მართლაც, (4.15) სისტემას მივიღებთ, თუ კლეროს განტოლების ზო- 
გად ინტეგრალს გავაწარმოებთ C პარამეტრით: 

მს 'მ 
_--=--- –CჯL- C)1 =5Xჯ '(C)=90 20 6 9 C#X-VC))1)=X+V C) 
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და შემდეგ გამოვრიცხავთ C პარამეტრს შემდეგი სისტემიდან: 

ყ=CX+24(0, 

0=#+ V” (C), | 

ანუ 

94 „1 ტ” (C) =0. 

L (XV, ყ, C6)=ყ-–CX-–-ს (C) =0, 

: | 
უკანასკნელი სისტემა, როგორც ცნობილია, გვაძლევს (4.14) ინტეგრა– 

ლურ წირთა მომვლებს. მაგრამ, ინტეგრალურ წირთა მომვლები წარ- 

მოადგენს .,დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

ამგვარად, კლეროს განტოლების ზოგადი, ამონახსნი (4.14) წარმო– 

ადგენს წრფეთა ოჯახ,ს ხოლო მისი ' განსაკუთრებული ამონახსნი 

(4.15) –– ამ ოჯახის მომვლებს; კლეროს განტოლების ინტეგრალური 
წირები შედგება რომელიღაც 'წირისაგან და“ მისი ყველა შემხები 

წრფეებისაგან. ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ # (ყე 5=-ყ, ე.ი. %(V,) 

არ წარმოადგენს ყ-ის წრფივ ფუნქციას, თუ“ % (ყე) არის ყ-ის წრფივი 
ფუნქცია, მაშინ, როგორც ზემოთ ვნახეთ, ინტეგრალური წირები წარმო- 

ადგენს წრფეთა კონას. ამ შემთხვევაში მომვლები და, მაშასადამე, განსა- 

კუთრებული ამონახსნები არ გვექნება. 

შენიშვნა. პრაქტიკულად კლეროს განტოლების ზოგადი ამონახს- 
ნის მოსაძებნად საკმარისია ამ განტოლებაში ყ” წარმოებული შევცვა- 
ლოთ ნებისმიერი C მუდმივით: 

ყ=CX + ა5(C).. 

განსაკუთრებული ამონახსნის მოძებნისათვის ზოგადი ამონახსნი 

ყ=CX+%(C) 
უნდა გავაწარმოოთ C-ს მიმართ და C გამოვრიცხოთ სისტემიდან: 

ყ=CX+%CC), | 
·0=X+Vს“(C), 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ = XV + ყ”. 

ამოხსნა მოცემული განტოლება წარმოადგენს კლეროს გან- 
ტოლებას. მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

#4 = CX.--+. C1?. 
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განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს ვიპოვით შემდეგი სისტე- 
მიდან: 

ყ =CX -+LC”, 
X+2C =0, | 

C-ს გამორიცხვით. 

ამიტომ 

ჯე 

4 

რებული ამონახსნი. ის X0Vყ სიბრტყეზე გეომეტრიულად წარმოადგენს პარა– 

ბოლას, რომელიც ყოველ თავისს წერტილში ეხება ერთ-ერთ წრფეს 
ყ=CX-+C? ოჯახიდან. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

  ყლ=-- იქნება მოცემული დიფერენციალური განტოლების განსაკუთ- 

ყ=XM-–-0იV1+V” 
ამოხ ს ნა. ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყ=CX-–-0V1-+C7?. 

რომ მოვძებნოთ განსაკუთრებული ამონახსნი, გამოვრიცხოთ C მუდ- 

მივი სისტემიდან: 

ჯ CC _ 
V1+C1? 

ყ=CX-–-თV1 + C? 

თუ ჯ-ის მნიშვნელობას პირველი განტოლებიდან ჩავსვამთ მეორეში, 

გვექნება: 

  

იC? _ თ 

„35-26 2VI+C--–- <= 
ამიტომ 

2/"-2 2 
X2? -L ყ? = ი C + 9 = ც?, 

11C22 1-+C? 

ე· ი. X? + ყ?ზ => 07 განსაკუთრებული ამონახსნია. 
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მაგალითი 4. ვიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი შემდეგი გა5- 
ტოლებისა: 

X=-#-+->. 
ყ ყ” 

ამოხსნა. ეს განტოლება ასე გადავწეროთ: 

X=VყX +X”, 
სადაც 

. 1 , 

_ == XX , 

ყ 

მაშინ განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

X=Cყ -+ C1?. 

განსაკუთრებულ ამონახსნს ვიპოვით სისტემიდან: 

X=Cყ+C7, ' 

C პარამეტრის გამორიცხვით 

6C= –-% 2 , 

მაშინ 

–= ყ ს)” _ VM. 
» 2 + 4' 

ე. ი. 

4XჯX=–-ყ 

განსაკუთრებული ამონახსნია. 

მაგალითი წ. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება: 

4) – ფთ? == ყ” 

ძა ყ? 

ცხადია, ამ განტოლების „მარჯვენა ნაწილი განსაზღვრულია ზოლში: 

| ყIლ თი. თუ ამ განტოლების ორივე მხრიდან ამოვიღებთ კვადრატულ 

ფესვს, მიგიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებადი ცვლა- 

დებით: · 
  

მყ._ VI? –- ყ? 

  

7; 34 7 (4.16) 

(4.16) განტოლება ასე გადავწეროთ: 

ყძყ ე 
V-მ == ცნ. = + ძ». (4.17) 
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ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

აქედან მივიღებთ: 

(X-–– C)” -L ყ? = 09, (4.18) 

ე. ი. წრეწირთა ოჯახს, რომელთა ცენტრები ძევს 0X ღერძზე და რადიუსი 
თს ტოლია. ყველა ეს წრე მოთავსებულია ზოლში, რომელიც შემო- 

საზღვრულია წრფეებით: # =9, ყ=-–ი; ამასთან ამ ზოლის "მიგნით 

ყოველ (X, ყე წერტილზე გაივლის (4.18) ოჯახის ორი წრეწირი. (4.16) 
განტოლებიდან (4.17) განტოლებაზე გადასვლისათვის, (4.16) განტოლების 

ორივე მხარე გავყავით V 0?-- ყ-ზე, რის შედეგად შეიძლება დაგვეკარგა 
ყ= + თ ამონახსნებ.ი უშუალოდ ჩასმით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

ყ == + თ ნამდვილად არის მოცემული განტოლების ამონახსნები. გეომეტ- 
რიულად "ეს ამონახსნები გამოისახება ყ = თ და #ყ= ––ი წრფეებით, ისინი 

არ შევლენ (4.18) ზოგადი ამონახსნის ოჯახში და წარმოადგენენ ე- წ.· 
განსაკუთრებულ ამონახსნებს (იხ. თავი IV, § 7). 

ყ=ძ #V=–ი ზოლის შიგნით გვაქვს ორი დიფერენციალური გან- 

ტოლება, რომელთაგან ერთი ეთანადება (+) ნიშანს, ხოლო მეო- 

რე CC) ნიშანს. 

(4.18) წრეწირები მიიღება აღნიშნული ზოლის შიგნით არსებობისა 
ღა ერთადერთობის თეორემის თანახმად. ამ თეორემის გამოყენება 

უკვე არ შეიძლება ყ#= +ძთ წრფის წერტილებში, რადგან ამ წერტი- 

ლებში დარღვეული” არსებობის თეორემის პირობა /, (X, ყ) ფუნქ- 

ციის შემოსაზღვრულობის შესახებ. ამიტომ ეს წრფეები წარმოადგენს 
(4.16) განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნებს. ყ= +ძთ წრფეების 
ყოველ წერტილში გაივლის (4.16) განტოლების ორი ამონახსნი, რო- 

მელთაგან ერთი მიიღება ზოგადი ინტეგრალიდან C-ს მოცემული 
მნიშვნელობისათვის ხოლო მეორე იქნება განსაკუთრებული ამო- 

ნახსნი, რომელიც 0X# ღერძის პარალელურია: V=ძ ან X=-–ძ. 

§ 6. პირველი რიგის 'დიფერენციალური განტოლების 

განსაკუთრებული წერტილები 

ვთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება: 

მყ _ M 5.1 7; ჯ(, VI, (5.1) 
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სადაც #(X, ყ) ფუნქცია განსახღვრულია X0ყ სიბრტყის რომელიღაც #7 
არეში. ამ არეში ავიღოთ გარკვეული /V-ი (X-. წი) წერტილი. თუ /(X, V) 

1 ო 
ან +1C ». ფუნქცია უწყვეტია X და ყ ცვლადების მიმართ და აქვს შე– 

მოსაზღვრული კერძო წარმოებული /' (X, V) #Mა (X, ყი) წერტილის რაიმე 
რ მიდამოში, რ ლ 8, მაშინ ამონახსნის არსებობის თეორემის თანახმად, 

ამ 4 მიდამოს ყოველ წერტილზე გაივლის (6.1) განტოლების ერთი და 
მხოლოდ ერთი ინტეგრალური წირი; ასეთ /VMე (Xე, ყი) წერტილს (5.1) გან– 

ტოლების ჩვეულებრივი წერტილი ეწოდება თუ /Mე (Xა, Vი) 
წერტილის ასეთი # მიდამო არ არსებობს, მაშინ /V-ე (Xა, ყი) წერტილს 
(5.1) დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული წერტილი 
ჰქვია, 

ცხადია, თუ ”VMი (Xი, ყი) არის (5.1) განტოლების განსაკუთრებული 

წერტილი, მაშინ ამ წერტილზე გაივლის ამ განტოლების რამდენიმე 

აზონახსნი ან არ გაივლის მისი არც ერთი ამონახსნი. 

მაგალითად, დიფერენციალური განტოლების: 

#M (X, ყ) ძX + MV (I, ყ) ძყ =: 0 
განსაკუთრებული წერტილები იქნება კერძოდ, # (X, ყ)=0 და 

V (X, ყ)=0 წირების გადაკვეთის წერტილები. 

პირველი რიგის (5.1) დიფერენციალური განტოლების განსაკუთ- 

რებულ წერტილებს შორის დიდი მნიშვნელობა აქვს ე. წ. განმხოლო– 

ებულ განსაკუთრებულ წერტილებს. 
განსაზღვრა. # არის #M0ი(X, ყი0ე წერტილს ეწოდება 

5.) განტოლების განმხოლოებელი განსაკუთ- 

რებული წერტილი, თუ მის საკმარისად მცირე 

მიდამოში არ არსებობს სხვა განსაკუთრებული 

წერტილი. 

მაგალითად, თუ (5.1) განტოლებას აქვს სახე: 

09V _.0X+ ხV 
ძის CX+ძყ 

რომლისთვისაც #=0ძ–ხ609-50, მაშინ შეიძლება ვუჩვენოთ, რომ 
#Iი (0, 0) წერტილი იქნება (5.2) განტოლების განმხოლოებული განსა- 

კუთრებული წერტილი; ამისათვის საკმარისია გამოვიკვლიოთ (5.2) 

განტოლების ინტეგრალურ წირთა ყოფაქცევა (0,0) წერტილის მიდა- 

მოში!. 

(5.2) 

'" განსაკუთრებული წერტილების შესახებ უფრო ვრიელადღდ იხილეთ ვ. სტეპანო- 

ეის წიგნი: „MXVC0C #IდდილელიIII20ხMCIX VინემთნMIII“, თავი II, §. 6. 
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მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

9მV  V 0, ==+0. (5.3) 
ძX ჯ 

განტოლება გადავწეროთ ასე: 

+ V . »-+-0. (5.4) 
“ძX Xჯ 

უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრება გვაძლევს: 

ყ=CX, X=>90, (5.5) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. (5.5) წარმოადგენს (5.3) განტოლების 

ზოგად ამონახსნს. , 

0X ღერძის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილები: #=0, X5-0 აგრეთვე 
წარმოადგენს (5.4) განტოლების ინტეგრალურ წირებს, რომლებიც არ 

შედის (5.5) ინტეგრალურ წირთა ოჯახში. აქ X0Vყ სიბრტყის ყველა 
წერტილი, რომელიც არ ძევს 0ყ ღერძზე, წარმოადგენს ჩვეულებრივ 

წერტილს. : 

ყ X=0, ყ 560 წერტილებისა- 
· თვის განვიხილავთ განტოლებას: 

4%..% 6-0. (5.6 
ძი ყ ? 

"ამ განტოლების განხილვიდან 

გამომდინარეობს, რომ 0V ღერ- 
ძის ზედა და ქვედა ნაწილები: 

X=0, ყ560; აგრეთვე წარმო- 

ადგენს (5.4) განტოლების ინტე- 
გრალურ წირებს, რომლებიც არ 

შედის (5.5) ინტეგრალურ წირთა 
· ოჯახში. ყველა წერტილი, რომ- 

ნას. 14 ლებიც არ ძევს 0» ღერძზე აგრე- 
თვე, წარმოადგენს ჩვეულებრივ 

წერტილებს. მაშასადამე, წერტილი (0, 0) წარმოადგენს (5.4) დიფერენცია- 

ლური განტოლების განსაკუთრებულ წერტილს, რადგან (0, 0) წერტილში 
დარღვეულია / (X, ყ) და /ა (X, ყ) ფუნქციების უწყვეტობის პირობა, ამ- 
გვარად, (6.40) განტოლების ინტეგრაულური წირები წარმოადგენს არა 

კოორდინატთა სათავეზე გამავალ ყ = C X წრფეებს, არამედ ნახევარწრფეთა 

ოჯახს: #= CX, X560, რომლებიც ეკვრის თავისი მიმართულებებით კო–- 

ორდინატთა სათავეს. ამ წერტილში ველის ინტეგრალური წირების მიმარ- 
თულება განუსაზღვრელია (ნახ. 14). 
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მაგალითი 95. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ » “+ ყ =0. (5.7) 

ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება ტოლფერდა ჰიპერბო- 
ლების ოჯახი: 

C 
ყ ==) 

ჯ 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. მართლაც, 

ძყ _ _ 4 
# »" 

ანუ 

ძყ _ ძXჯ ააა , 

რომლის ინტეგრება გვაძლევს: 

10 | /) =––1IXI +I0I ICI, 

ანუ 

C 
ყ= –, 

Xჯ 

“სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. აქ (0,0) წერტილი (5.7) განტოლების 

განსაკუთრებტლი წერტილია, რადგან ამ წერტილში არ გადის მოცე- 
მული განტოლების არც ერთი კერძო ამონახსნი, ე. ი. განტოლებას 

არა აქვს ამონახსნი რომელიც აკმაკოფილებს საწყის პირობებს: 
X=0, ყ=90. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

94 _ 2VV9. (5.8) 
ძX 

ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალია 

V= (CC + X»), 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივი სიდიდეა. 

ზემონახევარი სიბრტყის #ყ>0 წერტილები იქნება (5.8) განტოლე- 

ბის ჩვეულებრივი წერტილები. გამონაკლისს წარმოადგენს წერტილე- 
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ბი, რომლებიც ძევს 0X ღერძზე. 0X ღერძის ყოველი წერტილი (5.8) 
განტოლების განსაკუთრებული წერტილია, რადგანაც ამ წერტილებში 

ლიი ფუნქციის. კერძო წარმოებული Vყ-ით შემოუსაზღვრელია 

# ! == –– CC 

მყყ=ლ– VVM IV=0 . 

ამ შემთხვევაში განსაკუთრებული წერტილები არაგანმხოლოებული 

წერტილებია. ასეთ წირს (0X ღერძს), რომლის ყოველი წერტილი (5.8) 
განტოლების განსაკუთრებული წერტილია, ამ განტოლების განსა- 

კუთრებული წირი ეწოდება. 

ამგვარად, პრაქტიკულად რომ ვიპოვოთ (5.1) დიფერენციალური 

განტოლების განსაკუთრებული წერტილები ან განსაკუთრებული წი- 

რები, ამისათვის უნდა ვიპოვოთ #) არის იმ (Xი, VXი) წერტილთა სიმ- 

რავლე, რომლებშიც დარღვეულია ამონახსნის არსებობისა და ერთად- 
ერთობის კოშის ფეორემის პირობები I(Xყ) ფუნქციის უწყვეტობი- 

სა და მისი ყ-ის მიმართ –– კერძო წარმოებულის შემოსაზღვრუ- 
ყ 

ლობის შესახებ (ლიფშიცის პირობა), რადგან მხოლოდ ასეთ წერტი- 

ლებს შორის შეიძლება ვეძიოთ განსაკუთრებული წერტილები. 

ამასთან, ცხადია, ყოველი ასეთი წერტილი არ არის განსაკუთრებული 
წერტილი, რადგან კოშის თეორემის პირობები წარმოადგენს საკმარის, 
მაგრამ არა აუცილებელ პირობებს (6.1) დიფერენციალური განტოლე- 

ბის ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობისათვის. 

1. არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის 

პირველი პირობის დარღვევა. განსაკუთრებით ხშირად 

გვხვდება (5.1) სახის დიფერენციალური განტოლებები, რომლებშიც 
X და ყ ცვლადები შედის სრულიად ტოლუფლებიანად. ამ შემთხვევა- 

ში განსაკუთრებული წერტილები უნდა ვეძიოთ იმ წერტილებს შო- 

1 
რის, რომლებშიც ერთდროულად ”M(X, ყ) და IC > ფუნქციები წყვეტი- 

ლია, ე. ი. დარღვეულია კოშის თეორემის პირველი „პირობა. ასე, მაგა– 

ლითად, თუ (5.1) დიფერენციალურ განტოლებას აქვს სახე: 

  

M (X, ყ)ძX + M (X. ყ)ძყ =9, (5.9) 

ანუ 

ძყ/ _ _ #MCთ #4). (5.9 
ძX MVMV,ყ) . 
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//(ი) ს. Mთი 
M(CX,V) VI (X, 9) 

ს არის, მხოლოდ იმ (ჯი, ყი) წერტილებში, რომლებშიც ერთდროულად 

/VI (Xი, ყი) = 0, M (Xა, ყი) = 0 (5.10) 

და თანაც არ არსებობს ზღვრები: 

ყი რილი ა ყე MC. 
X-–Xი IM (X, Vყ) X-X VI (X, ყ) 
ყ–Vყის ყ-ყ 

ამ შემთხვევაში (Xი, Vი) წერტილები წარმოადგენს (5.9) ან (5.9”) გან– 

ტოლების განსაკუთრებულ წერტილებს. ამგვარად, (5.9) ან (5.9”) გან. 

ტოლების განსაკუთრებული წერტილების კოორდინატები მოიძებნება 

განტოლებათა სისტემიდან: 

ფუნქციები იქნება ერთდროულად წყვეტილი 

I) 
/# (X, ყე) = 0 MC =0. (5.11) 

ასე, მაგალითად, ზემოთ განხილულ მეორე მაგალითში მოცემული 

(5.7) განტოლებისა და 

9ძX _ X 
ძყ Vყ 

განტოლების მარჯვენა ნაწილები: / (X, ყ) = –- V და 1 =--.7. 

დ | X /თ, V) ყ 
წყეეტილი ფუნქციებია (X=0, ყ=0) წერტილში. აქ (0, 0) წერტი- 

ლი -––– კოორდინატთა სათავე (5.7) განტოლების განმხოლოებული გან- 

საკუთრებული წერტილია. ამ წერტილში არ გაღის მოცემული გან- 
ტოლების არც ერთი ინტეგრალური წირი: 

ყ=-C., C 5-0, 

X 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივი, ტოლფერდა ჰიპერბოლების ოჯახიდან. 
როცა C= 0, ოთხი ინტეგრალური წირი: 0X ღერძის ორი ნახევარი წრფე 
ყ =0, X<0, და #=0, X>0, და 0ყ ღერქის ორი ნახევარი წრფე: 

X=0, #/<0, X=0, ყ.- > 0, რაგინდ ახლოს იქნებიან (0, 0) განსაკუთ– 
რებულ წერტილებთან., როცა C56-60, მაშინ ყოველი სხვა ინტეგრალური 
წირი –– ტოლფერდა ჰიპერბოლები საკმაოდ უახლოვდება (0, 0) განსაკუთ- 
რებულ წერტილს, შემდეგ მისგან იწყებს დაშორებას, რადგან, როცა C 560, 

11თ Iყ)=Cთ 
X-–50 
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და ამ შემთხვევაში არც ერთი ინტეგრალური წირი არ გაივლის კოორდი.-. 

ნატთა სათავეში (ნახ. 15). 

მაგალითი 4. განვსახღვროთ 

9ძ#/ _ 27 5.12 
ძ+; X ( ) 

განტოლების განსაკუთრებული წერტილის ხასიათი და ინტეგრალურ 
წირთა ყოფაქცევა. 

ამოხსნა. ისე, როგორც წინა მაგალითებში, (5.12) განტოლება 

ეკუთვნის (5.9) განტოლების ტიპს, რომელშიც X და Vყ ცვლადები შე- 

   
ნ:ხ. 15 ნახ, 16 / 

“ 

დის სრულიად ტოლუფლებიანად, თანაც მოცემული (6.12) განტო- 

ლების და 

  

ძX _ _»_ (5.13) 
ძე 2ყ 

2 1 
განტოლების მარჯვენა ნაწილები: / (X, ყ) = 2M და –----= –“ ფუნქციე- 

კ I(X, V) 2 
"ბი წყვეტილია X = 0, ყ= 0 წერტილში, ამასთან, როცა X->0, #->0, 

მაშინ / (X, #). და #2 ფუნქციებს არა აქვს ზღვარი. ამიტომ, ისე 

როგორც წინა მაგალითში, (0, 0) წერტილი (5.12) განტოლების განსაკუთ- 
რებული წერტილია. (5.12) განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ ყ = C X?, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია; ინტეგრალური წირები პარაბოლებია, რო–- 

მელთა წვეროები კოორდინატთა სათავეშია, ამასთან, ყველა ინტეგრალური 

წირი ერთმანეთს ეხება კოორდინატთა სათავეში .(ნახ. 16). 
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ცხადია, 0X და 0V ღერძები წარმოადგენს ინტეგრალურ წირებს ყველ- 
გან, გარდა (0, 0) წერტილისა, სადაც (5.12) განტოლება არ განსაზღვრავს 

არავითარ მიმართულებას; ამაში ადვილად დავრწმუნდებით (5.12) და (5.13) 
განტოლებებში X = 0 და ყ =0 უშუალო ჩასმით. 

  

ნახ. 17 

მაგალითი §. განვსაზღვროთ განტოლების: 

მყ. _ 1. (5.14) 

განსაკუთრებული წერტილები, 

ამოხსნა. (5.14) განტოლების მარჯვენა ნაწილი / (X, V) == 1. წყვე– 
ყ 

ტილი ფუნქციაა ყ=0 წრფის (ღერძის) წერტილებში. ამ შემთხვევაში 

კოორდინატთა სათავე –– (0, 0) წერტილი განტოლების განსაკუთრე- 

ბული წერტილია. ახლა, თუ X-ს განვიხილავთ როგორც V დამოუკი- 
დებელი ცვლადის ფუნქციას და (5.14) განტოლებას გადავწერთ სახით: 

–“ =V, 5.15 ძი ყ (5.15) 
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მაშინ (0, 9) წერტილი ამ განტოლებისათვის არ იქნება განსაკუთრე- 

ბული წერტილი, რადგან ამ წერტილში უკანასკნელი განტოლების 

მარჯვენა ნაწილი =ყ დააკმაყოფილებს არსებობის თეორემის პირ-   

-/ (V, 4) 
ქელ პირობას, X=0, ყ=0 საწყისი პირობებით მართლაც, (5.15) 
განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ: | 

2 
ყ 9#% -. C 
2 X+ 

პარაბოლათა ოჯახს; მოცემულ საწყის პირობებში X =0, ყ =0, (5.15) 
9 

განტოლების კერძო ამონახსნია X-= + პარაბოლა. რადგან” როცა 

X-=0, V =0, მაშინ C = 0. 

ამგვარად, მოცემულ საწყის პირობებში: X=0, ყ=0, (0, 0) წერ- 

ტილში გაივლის (5.15) განტოლების ერთი ინტეგრალური მრუდი და 

ამიტომ არ აქვს აზრი, ეს წერტილი ჩავთვალოთ განსაკუთრებულ 

წერტილად. 
2. არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის 

მეორე პირობის (ლიფშიცის პირობა) დარღვევა. 

  კოშის თეორემის მეორე––ლიფშიცის პირობა, ანუ პირობა 2 კერძო 
Vყ 

წარმოებულის შემოსაზღვრულობის შესახებ, ხშირად ირღვევა იმ 

(Xი, ყი) წერტილებში, რომლებშიც 

11 9 =» ა. III “1-0 “12 0 V. 
X->X 0V ჯა, 0 მ 

  განტოლება 21 = 0, საზოგადოდ, განსაზღვრავს რომელიღაც წირს X0ყ 

, მყ 
სიბრტყეზე, რომლის წერტილებში შეიძლება დარღვეული იყოს ამო- 

ნახსნი”ს ერთადერთობა. თუ ამ წირის წერტილებში დარღვეულია 

ერთადერთობა, მაშინ ეს წირი იქნება განსაკუთრებული წირი, და თუე 
ამას გარდა, ეს წირი (5.1) განტოლებისათვის აღმოჩნდება ინტეგრა- 

ლური, მაშინ მივიღებთ განსაკუთრებულ ინტეგრალურ წირს. 

შესაძლებელია, რომ“ 2-=9 წირს გააჩნდეს რამდენიმე შტო, მაშინ 

'მX 
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ყოველი შტოსათვის უნდა გადავწყვიტოთ საკითხი იმის შესახებ, იქ- 

ნება თუ არა ეს მტო განსაკუთრებული წირი, და იქნება თუ არა ის 

განსაკუთრებული ინტეგრალური წირი. 

მაგალითი 6. განვსახღვროთ 

9V 1, 5.16 
ძX VM (5.10) 

განტოლებისათვის განსაკუთრებული წერტილის ხასიათი და ინტეგრა- 

ლური წირების ყოფაქცევა. 

ამოხსნა. (მოცემული განტოლების მარჯვენა ნაწილი / (X, ყ) =V ყ? 
განსაზღვრული და უწყვეტია მთელს X0ყ სიბრტყეზე, მაგრამ მისი კერძო 

' მ 
წარმოებული 2, უწყვეტია ყველგან, გარდა ყ=0 წრფის წერტილე- 

ბის, რომელიც /,” (X,'V) =-3/> ფუნქციისათვისს წარმოადგენს 
/ , 

მეორე გვარის წყვეტის წირს. ეს წერტილები (5.16) განტოლების გან– 
საკუთრებული წერტილებია. 

(5.16) განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ: 

ყლ–- 2 (X+C)" სადაც C –- ნებისმიერი მედმივია. ამგვარად, ინტეგ- 

რალური წირები კუბური პპრაბოლებია; #V=0 წრფე (5.16) განტოლე–- 

ბისათვის განსაკუთრებული ინტეგრალური წირია, რადგან ყ=0 ამო- 

ნახსნი აკმაყოფილებს მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას; 
ამასთან, (5.16) განტოლების ყოველ (X, 0) განსაკუთრებულ წერ- 

ტილში დარღეეულია ამონახსნის ერთადერთობა, რადგანაც ამ წერ- 

ტილში გაივლის ორი მაინც ინტეგრალური წირი: ყ = 0 წრფე და კუბური 

პარაბბოლ· 'ყ = –- (X + C»! (ნახ. 17), სადაც Cა =.-–-Xე-. ამ შემთხვე- 

ვაში მოცემული განტოლების განსაკუთრებული წერტილების გეომეტრი- 

წი აღგილი V = 0 წრფე წარმოადგენს განსაკუთრებულ ინტეგრალურ 
ირს. 

მაგალითი. 7. აქვს თუ არა 

49 =Vთ-=X?+1 (5.17) 
განტოლებას განსაკუთრებული წერტილები. 

ამოხსნა. როგორც წინა მაგალითში, მოცემული განტოლების 

მარჯვენა ნაწილი / (X, ყ) = V(V – XX? -C1 უწყვეტია მთელს X0ყ სიბრ- 
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, მ 2 _ I 
ტყეზე, მაგრამ მისი კერძო წარმოებული 9 = 3 (/--» 3 უწყვეტია 
ყველგან, გარდა ყ = X წრფის წერტილებისა, რომელიც /, (X, ყ) ფუნქცი- 
ისათვის წარმოადგენს მეორე გვარის წყვეტის წირს. 

წირის ·· უ- =0, ანუ ყ= X წრფის წერტილები (5.17) განტოლების 

მწ. 
განსაკუთრებული წერტილებია. 

მაგრამ, ამ შემთხვევაში ფუნქცია #/=X აკმაყოფილებს (5.17) მო- 

ცემულ განტოლებას. დაგვრჩენია გამოვიკვლიოთ, დარღვეულია თუ 

არა ამ წრფის წერტილებში ამონახსნის ერთადერთობა. 

ცვლადების შეცვლით: 2=V–--X, სადაც 2 არის ახალი საძიებელი 

ფუნქცია, მოცემული დიფერენციალური განტოლება დაიყვანება გან- 

ტოლებაზე განცალებადი ცვლადებით: 

ძ2 –> 02 _ )/% 
ძ» V 

ისე, როგორც წინა მაგალითში, ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

_ ჯ=-1. ვ ყ X=5-(X+ C). 

ამ ოჯახის წირები გადის #V=X ამონახსნის გრაფიკის წერტილებში. 

მაშასადამე, ყ=X წრფის ყოველ წერტილში დარღვეულია ამო- 
ნახსნის “ერთადერთობის პირობა და V=X ფუნქცია წარმოადგენს 
(5.17) განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

ეს მაგალითიც გვიჩვენებს, რომ “ =I”(0X, ყს განტოლების მარჯვენა 
X 

ნაწილის მარტო უწყვეტობა არაა საკმარისი ამონახსნის ერთადერთო- 

ბისათვის; თუმცა, შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ ამონახსნის არსებობა 

ამასთან უზრუნველყოფილია. 

მაგალითი 8. განესაზღვროთ, აქვს თუ არა 

22-12 V ყ>0 
ძX 0 ყ =0 

განტოლებას განსაკუთრე ბული წერტილები. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლების მარჯვენა ნაწილი / (X, ყ)= V19 4, 
ყ >9, 'უწკეეტია მთელს ჯიყ სიბრტყეზე, მაგრამ მისი კერძო წარმოებუ- 
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ლი /» (X, ყ) =1სყ + 1, ყ:->0, არის წყვეტილი ფუნქცია ყ := 0 წრფის 
წერტილებში. რადგანაც, როცა V-–0, ყ2>0, მაშინ 

1IIი /,” (X, ყ) =-–- თ. 
ყ–>0 

მიუხედავად ამისა, მოცემულ განტოლებას არ აქვს განსაკუთრებული 

წერტილებისაგან შედგენილი ამონახსნი, რადგან მისი განსაკუთრებული 

წერტილებისაგან შედგენილი. წირები, ე. ი. 6“, სადაც C ნებისმიერი 
მუდმივია, არ კვეთს ყ=0 წრფეს. თუმცა #=0 წრფის წერტილებშე 
დარღვეულია ლიფშიცის პირობა, მაგრამ ჯCV სიბრტყის ყველა წერ- 

ტილი მოცემული განტოლების ჩვეულებრივი წერტილია. ეს გამოწვე– 
ულია იმით, რომ არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის პირობე- 

ბი წარმოადგენ მხოლოდ საკმარის, მაგრამ არა აუცილებელ პი- 

რობებს. 

§ 0. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული 

ამონახსნები 

ზემოთ ვნახეთ, რომ არსებობს ისეთი პირველი რიგის დიფერენ- 

ციალური განტოლება, რომელსაც აქვს ამონახსნი, რომელიც არ მი- 
იღება ზოგადი ამონახსნიდან, ე. წ. განსაკუთრებული ამონახსნები. 

ასე, მაგალითად, კლეროს განტოლებას აქვს ამონახსნი, რომელიც არ 

მიიღება მისი ზოგადი ამონახსნიდან და სხვ. 

ამ პარაგრაფში დაწვრილებით გამოვიკვლევთ პირველი რიგის დი– 

ფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული“ამონახსნების არსებო- 
ბის საკითხს და მათ კავშირს ზოგად ინტეგრალთან. 

გთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის დიფერენციალური განტო- 

ლება: 

მყ ჯ 4-=ICV. (6.1) 

თუ /#(C, ყ) ფუნქცია უწყვეტია რომელიღაც #) არეში და ამ არეში აქვს 
შემოსაზღვრული კერძო წარმოებული + , მაშინ. კოშის თეორემის თა- 

V 
ნახმად, L) არის ყოველ /Mე (Xი, ყია წერტილში გაივლის ერთადერთი 

ინტეგრალური წირი; ეს წირი, როგორც კერძო ამონახსნი, შედის (6.1) 
განტოლების ზოგადი ინტეგრალით განსახღვრულ ერთპარამეტრიან 

წირთა ოჯახში: 

დ(, ყ, C) =0. (6.2) 
ცხადია, (6.2) ოჯახის ყოველი ინტეგრალური წირი წარმოადგენს 

(61) განტოლების კერძო ამონახსნს და, ერთადერთობის თეორემის 
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თანახმად, არავითარი სხვა ამონახსნი, კერძოდ, ამონახსნი, რომელიც 

არ მიიღება (6.2) განტოლებიდან, ამ შემთხვევაში არ წარმოგვიდგება: 

მაგრამ (6.1) განტოლებას, გარდა იმ ამონახსნებისა, რომლებსაც შეი- 

ცავს მისი ზოგადი ინტეგრალი (6.2), შეიძლება გააჩნდეს ამონახსნები, 

რომლებიც არ მიიღება ზოგადიდან C პარამეტრის არც ერთი კერძო 
მნიშვნელობისათვის. 

განსაზღვრა 1. პირველი რიგის დიფერენციალური 
განტოლების 

“+4=/0%V 
ამონახსნს, რომე ლიც ატ მიიღება მისი (62) ზო- 

გადი ინტეგრალიდან C ნებისმიერი მუდმივის 
არც ერთი მნიშვნელობისათვის, ამ განტოლების 
განსაკუთრებული ამონახსნი ეწოდება. 

გეომეტრიულად, (6.1) განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს 

ეთანადება ინტეგრალური წირი, რომელიც არ შედის ამ განტოლების 

(C.2) ზოგადი ამონახსნით განსაზღდვრულ ინტეგრალურ წირთა ოჯახში, 

ე. ი: განსაკუთრებული ამონახსნი არ წარმოადგენს კერძო ამონახსნს. 

ცხადია, განსაკუთრებული ამონახსნები უნდა ვეძიოთ #) არის იქ 

(ლ, ყ/) წერტილებში, რომლებშიც. დარღვეულია კოშის თეორემის არსე: 

ბობისა და ერთადერთობის პირობები ან, კერძოდ, პირობა / (X, Vყ) 

ფუნქციის 2 კერძო წარმოებულის შემოსაზღვრულობის შესახებ; # არის 
V 

ასეთ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი შეიძლება წარმოადგენდეს 
განსაკუთრებული ამონახსნის გრაფიკს, ე. ი. განსაკუთრებულ ინტეგ- 
რალურ წირს რომლის ყოველ VI (X, ყ) წერტილში დარღვეულია 

ერთადერთობის პირობა. 

ამგვარად განსაკუთრებული ინტეგრალური წირის ყოველი 
M (X, ყ/) წერტილისათვის შეიძლება ვიპოვოთ კიდევ ერთი მაინც ისე- 
თი ინტეგრალური წირი (6.2) ოჯახიდან, რომელიც გადის ამ წერტილ– 

ში და განსაკუთრებული ამონახსნის გრაფიკთან აქვს საერთო მხები. 
აქედან გამომდინარეობს განსაკუთრებული ამონახსნის მეორე განსა- 

ზღვრაცტ. 

განსაზღვრა 9. პირველი რიგის დიფერენციალუ- 
რი განტოლების 

ძყ _ 
ი ლI%MV 
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განსაკუთრებული ამონახსნი ეწოდება ისეთ 

ამონახსნს, რომლის ყოველ წერტილში დარღ- 

ვეულია ამონახსნის. ერთადერთობის პირობა. 

ცხადია, განსაკუთრებული ამონახსნის ზემოთ მოყვანილი 1-ლი და 

მე-2 განსაზღვრები ეკვივალენტურია. 

შემდეგ, თუ V#=დ (X) არის (6.1) განტოლების რომელიმე ამონახს- 

ნი და, ამასთან, მისი ყოველი წერტილი არის (6.1) განტოლების გან– 

საკუთრებული წერტილი, მაშინ ყ=0C (X) იქნება (6.1) განტოლების 

განსაკუთრებული ამონახსნი. 

შენიშვნა. კოშის თეორემიდან ამონახსნის არსებობისა და ერთად- 
ერთობის შესახებ შეიძლება გამოვიყვანოთ მხოლოდ აუცილებელი 

პირობები განსაკუთრებული ამონახსნის არსებობისათვის. იმ წერტილ- 

თა გეომეტრიული ადგილი, სადაც არ სრულდება ლიფშიცის პირობა, 

თუ ის არის წირი, შეიძლება წარმოადგენდეს განსაკუთრებულ ამო- 

ნახსნს. მაგრამ, შეიძლება არც წარმოადგენდეს «მას, რადგან ეს წირი 

არ არის განტოლების ამონახსნი. ასე, მაგალითად, 

ძყ 
ძX 

დიფერენციალური განტოლებისათვის ყ=0 წარმოადგენს წერტილთა 

გეომეტრიულ ადგილს, სადაც არ სრულდება ლიფშიცის პირობა, მაგ- 

რამ ეს წრფე არ არის ამ განტოლების ამონახსნი. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

94 /4-- /#. (6.3) 
ძX 

ვიპოვოთ ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

განტოლების მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენ“ უწყვეტ ფუნქციას 

“–1<#9#<1 შუალედში. 
(6.3) განტოლება გადავწეროთ ასე: 

„__9/ _ 
V 1 –– ყ? 

უკანასკნელი ტოლობის. ინტეგრება გვაძლევს მოცემული განტოლების 

ზოგად ინტეგრალს სახით: 

2XC317 // == X + C, 

1 

ანუ 

ყ= 810 (X +-C), (6.4) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 
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“6.3) განტოლებას აქვს განსაკუთრებული ამონახსნები. #=1 და 

ყ=--), რომლებიც არ მიიღება (6.4) ტოლობიდან ნებისმიერი /” 

მუდმივის არც ერთი მნიშვნელობისათვის, ამასთან, ცხადია, განსაკუთ–- 

რებული ამონახსნების ყოველ წერტილში დარღვეულია ერთადერთო- 

ბის პირობა (ლიფშიცის პირობა); მართლაც, 

_9/. =-.. V __ 

მყ |ყ=-L) V 1 – ყზ I=+I 

მაგალითი 9. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

= CC. 

-» = 2VV. ყ>0. (6.5) 
| ძX 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის: 

ყ =(X+ C1, (6.6) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. (6.5) ტოლობიდან გვაქვს: 

X+C >9, 

ანუ 

X>-–C. 

მაშასადამე, ყ = (X-L C1: ფუნქციები, X>-–-C, წარმოადგენს 

(6.5) განტოლების ზოგად ინტეგრალს ი ზედა ნახევარსიბრტყეში 

–ლილი<X< +C, 0ლყ< დ. 

ამგვარად, (6:5) განტოლების ინ– 

ტეგრალურ წირთა ოჯახი იქნება 

პარაბოლათა (6.6) ოჯახის მარჯ- 

ვენა შტოები, რადგან მხოლოდ 

«+ მათ გასწვრივ “#> 0. ცხადია, 

ნახ. 18 (6.5) განტოლების ამონახსნი იქ- 
ნება, აგრეთვე, ყ==0 (0X ღერძი). 

ყ=0 წარმოადგენს (6.59) განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს, 

რადგანაც ის არ მიიღება (6.6) ზოგადი ინტეგრალიდან ' ნებისმიერი C 
მუდმივის არც ერთი მნიშვნელობისათვის (ნახ. 18), ამასთან ცხადია, V = 0 

განსაკუთრებული ამონახსნის ყოველ წერტილში დარღვეული იქნება ერთად- 
ერთობის (ლიფშიცის) პირობა, მართლაც, 

მ! 1 
_." =2- 

მყ I/=0 2V V I#=9 

  

  
=> CC. 
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§ :. წირთა ოჯასის მომვლები 

განსაკუთრებული ამონახსნის ცნებასთან მჭიდროდ არის დაკავში- 

რებული ერთ პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახის მომვლების 

ცნება. 

ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი სახის განტოლება; 

დ, ყ, C))=90, (7.1) 

სადაც X და ყ დეკარტის ცვლადი კოორდინატებია, ხოლო C პარა- 
მეტრი რომელსაც შეუძლია მიიღოს სხვადასხვა მნიშვნელობა 

-ი<C<თ შუალედში. პარამეტრის ყოველი მოცემული მნიშვნე- 
ლობისათვის (7.1) განტოლება X0ყ სიბრტყეზე განსაზღვრავს რომე- 
ლიღაც წირს. ამგვარად, (7.1) განტოლება წარმოადგენს ერთ პარა- 
მეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახს. შეიძლება არსებობდეს ისეთი 
წირი, რომელსაც ის თვისება აქვს, რომ იგი მხებია ოჯახის ყოველე 
წირისა მის ყოველ წერტილში. 

#7 
  >“ ო – 

    
ნახ, 19 

განსაზღვრა. ერთპარამეტრიანი წირთა (71) ოჯა- 
ხის მომვლები ეწოდება ისეთ #L წირს, რომე- 

ლიც ყოველ თავის წერტილში ეხება (71) ოჯა- 
ხის ერთერთ წირს და მთლიანად შედგენილია 

შეხების ამ წერტილებისაგან, ამასთან, L წირის 

სხვადასხვა წერტილში მას ეხება მოცემული 

ოჯახის სხვადასხვა წირი, ე. ი. ყოველ თავის 

წერტილში აქვს (71) ოჯახის წირთან საერთო 

მხები, რომელიც ამავე წერტილში გადის (ნახ. 19). 
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ასე მაგალითად, განვიხილოთ «მ წრეწირთა ოჯახი, რომელთა ცეხ- 
ტრი ფიქსირებულია, ხოლო ცენტრები 0X ღერძზეა: 

(X–-C)? + ყ' = II. 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, ამ ოჯახის მომვლები 0+ ღერძის პარალე- 
ლური V= –-/' წრფეებია (ნახ. 20), რომლებიც მთლიანად შედგენი–- 

ლია (7 1) ოჯახის წრეწირებთან შეხების წერტილებით. მაშასადამე, 

განმარტების თანახმად, ეს ორი წრფე წარმოადგენს მოცემულ წრე- 
წირთა ოჯახის მომვლებს. 

მსგავსად ზემოთ განხილული მაგალითისა, განსაკუთრებული ამო– 

ნახსნხები:ი ყ=1 და ყ=-1 წარმოადგენს #V = §0(+I+C) სინუ- 

სოიდების ოჯახის მომვლებს, რომელთა ყოველ წერტილში დარღვე- 

ულია ერთადერთობის პირობა, ასე, მაგალითად, #=1 მომვლების ყო- 

ველ წერტილში გაივლის ორი ინტეგრალური წირი, თვით ყ=1 მომვ- 

ლები და მისი შემხები ყ=51ი (X+ C) სინუსოიდის ოჯახიდან. 

  

  

ნახ, 20 

მეორე მაგალითში განსაკუთრებული ამონახსნი #=0 წარმოადგენს 
=(X+ C), X>--C, პარაბოლათა ოჯახის მომვლებს. 

ირთა ოჯახის მომ ბის ანტო ბა, ვგთქვათ. ჯ ვლე გახტოლე ვთქვ 
მოცემულია ერთ C პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალურ 

წირთა ოჯახის თ (X, ყ, C)=0, რომლებიც ფარავენ X0ყ სიბრ-! 

ტყის რომელიღაც #) არეს ისე, რომ #-ს ყოველ წერტილზე გაივლის 

"ერთი წირი მაინც ამ ოჯახიდან. უნდა ვიპოვოთ მოცემულ წირთა ოჯა- 

ხის მომვლების განტოლება. ვთქვათ, 

დ.V, V, C) =0 (7.2) 
ინტეგრალურ წირთა ოჯახს აქვს მომვლები, ვიპოგოთ მისი განტოლე– 

ბა. ვიგულისხმებთ, რომ C (», ყ, C) ფუნქციას აქვს უწყვეტი წარ- 
მოებულები ყველა თავისი არგუმენტის მიმართ. რადგანაც მომვლები 
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ყოველი თავის # (X, ყ) წერტილში ეხება (7.2) ოჯახის რომელიმე . 

წირს), ამიტომ C პარამეტრის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება მოჩ- 

ვლების გარკვეული წერტილი. მაშასადამე მომვლების წერტილის 
მიმდინარე კოორდინატები (ჯ, ყ) წარმოადგენს. C პარამეტრის ფუნქ- 
ციებს. ამიტომ საძიებელი მომვლების განტოლება შეიძლება ჩავწე- 

როთ პარამეტრული სახით: 

X = დ (CC), ' დ.2) 

ყ = დ, (C). 
ამგვარად, C პარამეტრის ყოველ მნიშვნელობას ეთანადება მომვლე- 

ბის გარკვეული' (X, ყ) წერტილი, რომელშიც C პარამეტრის შესაბა- 
მისი მნიშვნელობის წირი (7.2) ოჯახიდან ეხება მომვლებს. 

მაშასადამე, რომ ვიპოვოთ მოცემული (7.2) ოჯახის მომვლები, საკ- 

მარისია ვიპოვოთ დ (C) და Cდ| (C) ფუნქციები. ამ მიზნით შევნიშნავთ, 
რომ C-ს ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის მომვლების შესაბამი წერ- 

ტილი ძევს, აგრეთეე, (7.2) ოჯახის ერთ-ერთ წირზე და, მაშასადამე; 

აკმაყოფილებს ამ წირის განტოლებას, ე. ი. 

ა დ(თ(C), «ს (C), CI:=0. (7.4) 
ახლა ვიპოვოთ მეორე განტოლება, რომელსაც მომვლების წერტილე- 

ბი აკმაყოფილებს. : 

(7.4) იგივეობა გავაწარმოოთ C პარამეტრით, მივიღებთ: 

დ; თ (C), თ, (C); C) თი” – დ.” (თ (C), დ) (C), C1 დ) + 

+ დი (დ(C), თ) (CC). CI =:9. (7.5) 

შემდეგ ვისარგებლოთ იმ პირობით, რომ (7.2) ოჯახის რომელიმე წი– 

რისა და მომვლების საერთო შეხების (დ (C), დ! (C)) წერტილში მომე– 

ლების მხების კუთხური კოეფიციენტი # ეტოლება (7.2) ოჯახის შე- 

საბამისი წირის #, კუთხურ კოეფიციენტს ამ წერტილში. (7.2) ოჯახის. 

რომელიმე წირის მხების კუთხურ #, კოეფიციენტს განვსაზღვრავთ 

(0.2) განტოლებიდან. არაცხადი ფუნქციის გაწარმოების წესის გამო–- 
ყენებით: 

9, _ ,„ _ __ ზ»IდC), დ, (C), CI 
ძX (V, (დ (C), დ, (C), CI 

სადაც C .გარკვეული ფიქსირებული რCიცხ;ვია. 

) 

! ნიშანი C-მიუთითებს C პარამეტრის იმ მნიშვნელობაზე, რომლისათეის ამ წირის 
განტოლება მიიღება (7.2) ზოგადი განტოლებიდან, 
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შეხების M (თდ(C), დ, (C)) წერტილში მომვლების მხების კუთხური 
# კოეფიციენტის განსაზღვრისათვის საკმარისია გავაწარმოოთ მომვ– 
ლების პარამეტრული განტოლებანი C პარამეტრით, გვექნება: 

  

ს = 99 _ _% (C)_ 
ძძ «'() 

მაშასადამე, 

დ,(C _ _ თ,”IიC.9,(C, CI 
«” (C) თ, LC (C), დ, (C), CI 

ანუ 

დ. (ი (6), დ) (C), C)·დ” (C) + დ,” Iდ(C). დ, (C), C)-დ, (C)=0 (7.6) 
ამრიგად, დ (C) და დ) (C) ფუნქციები ერთდროულად უნდა აკმა– 

ყოფილებდეს (7.5) და (7.6): პირობებს. ' 

ამ პირობების შედარებიდან ვიპოვით, რომ X=დ (C) და V=დ) (C) 
ფუნქციები უნდა აკმაყოფილებდეს პირობას: 

' «, IC (თ, დ, (C, CI = 0. 0.7) 
მაშასადამე, მომვლების ნებისმიერი # წერტილის X და ყ კოორ- 

დინატები უნდა აკმაყოფილებდეს განტოლებას «I (X, ყ, C)=0, რად- 
გან, M წერტილი ძევს (7.2) ოჯახის წირზე„ ამასთან ერთად, მისი 

კოორდინატები აკმაყოფილებს «;(X, ყ, C6ე)= 0 განტოლებასაც. 'ამი– 
ტომ მომვლების ნებისმიერი M წერტილის X და V კოორდინატებია 
უნდა აკმაყოფილებდეს განტოლებათა სისტემას: 

დ (X, Vყ, C) =0, | 

დ; (X, ყ, C =0, 

თუ ამ სისტემას ამოვხსნით X-ისა და/ყ-ის მიმართ, მაშინ მივიღებთ 
მომვლების განტოლებას პარამეტრული სახით. 

პირიქით, თუ (7.8) სისტემიდან გამოვრიცხავთ C პარამეტრს, მივი– 

ღებთ მომვლების განტოლებას მართკუთხა კოორდინატებში 

LV, V) = 0, 

რომელიც აკავშირებს. მომგლების ნებისმიერი M წერტილის X და ყ 

კოორდინატებს. 

შენიშვნა. მომვლების განტოლების გამოყვანის პროცესში ჩვენ 

(7.8) 

ვგულისხმობდით, რომ <9 +. თუ (2.2) ოჯახიდან. ზოგიერთი წირისათ– 
/ - 
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ვის მომვლებთან შეხების წერტილში ადგილი აქვს ტოლობას 4“ = 0, 
Vყ 

ხოლო 5. 40, მაშინ მომვლების განტოლების მისაღებად ოჯახის წირე- 

ბისა და მომვლებისათვის უნდა ვიპოვოთ X-ის გამოსახულებანი, რომ- 
V 

ლებსაც ერთმანეთს გავუტოლებთ: და ხელახლა მივიღებთ მომვლების (7.8) 

განტოლებას. 
თუ ოჯახს ყოველ წირს აქვს განსაკუთრებული წერტილი, ე. ი. 

წერტილი, სადაც 2« 0 => = 0, მაშინ შეიძლება ვილაპარა- 
ჯX V 

კოთ განსაკუთრებული წერტილების გეომეტრიულ ადგილზე; ადვილად 
შეგვიძლია გამოვიყვანოთ ამ გეომეტრიული ადგილის პარამეტრული გან- 

ტოლება: 
“MX =- (ჩე (C), | (7.9) 

ყ = დაკ (C), 

თუ პარამეტრად ავირჩევთ ნებისმიერი C მუდმივის შესაბამის მნიშე–- 
ნელობას. 

შევნიშნავთ, რომ (7.9) განტოლებანი იგივურად აკმაყოფილებს C 

მუდმივის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის თ (X, ყ, C)=0 ოჯახის გან– 
ტოლებას, ასე რომ 

(დ (დე (C), ' და (C), CI = 0- (7.10) 

ამიტომ C (X, ყ, C) ფუნქციის სრული წარმოებულები C-ს მიმართ 

იგივურად ტოლი იქნება! ნულისა: 

–__–_–_. ”” 
მX ძC მყ ძC მC ბ 

(7.11) განტოლება დაკმაყოფილდება განსაკუთრებულ წერტილთა: 

გეომეტრიული ადგილის ყოველ წერტილში. რადგან ყოველ განსა- 

კუთრებულ წერტილში 

  =0, =0, (7.12) 
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ამგვარად, განსაკუთრებულ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი აკმა- 
ყოფილებს განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 

დ(X, ყ, C) =0. 

მთ (X, ყ, C) 

მC 

(7.13) სისტემა წარმოადგენს განტოლებათა იმავე სისტემას, ·რო– 

მელსაც აკმაყოფილებდა მომვლები. მაშასადამე, (7.8) განტოლებები 
განსაზღვრავენ ან (7.2) ოჯახის მომვლებს, ან ამ ოჯახის წირთა განსა– 

კუთრებული წერტილების გეომეტრიულ ადგილს. 
ამგვარად, (7.8) სისტემიდან C პარამეტრის გამორიცხვის შემდეგ, 

მიღებული წირის განტოლება დამატებით უნდა იქნეს გამორკვეული, 

„რათა დადგენილ იქნეს, ის წარმოადგენს მომვლებს, თუ „განსაკუთრე- 

ბული წერტილების გეომეტრიულ ადგილს, 
მაგალითი 1. ვიპოვოთ ერთ C პარამეტრზე დამოკიდებული წრე- 

წირთა ოჯახის : 

# (X, ყ, C) = (C –– C) ++ ყ.–- IM =0 (7.14) 

= (7.13) 

მომვლები. 

ამოხსნა. გავაწარმოოთ ოჯახის განტოლება C-ს მიმართ, მივი- 

ღებთ: 

2X-–C =0. (7.15) 

თუ C-ს გამოვრიცხავთ (8.14) და (7.15) განტოლებებიდან, მივიღებთ: 

: ყ1––- 9? =0, 
ანუ ! V 

ყ= + #. 

გეომეტრიული მოსაზრებითაც ცხადია, რომ 0X ღერძის პარალელური 
ყ= + Mჩ წრფეთა წყვილი წარმოადგენს (7.14) ოჯახის ·მომვლებს. 

მაგალითი 9. მოვძებნოთ მომვლები ნახევრად კუბურ პარაბოლათა 
შემდეგი ოჯახისა: 

V(X, ყ) = ყბ-–- (X-–C)1 =0. (7.16) 

ამოხსნა. განტოლების C-ს მიმართ გაწარმოებით მივიღებთ: 

2X-–0C=0. (7.17) 

ახლა (7.16) და (7.17) განტოლებებიდან C პარამეტრის გამორიცხვა 
გვაძლევს: / 

ყ =0. 
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0X ღერძი წარმოადგენს განსაკუთრებული წერტილების გეომეტ- 

რიულ ადგილს, რადგანაც ნახევრად კუბურ პარაბოლებს, რომლებიც 

შედის ოჯახში, აქვთ განსაკუთრებული წერტილები 0X ღერძზე. 

მართლაც, მოეძებნოთ (7.16) წირის განსაკუთრებული წერტილები, 

ფიქსირებული C-სათვის. გაწარმოება Xჯ-ითა და Vყ-ით „გვაძლევს: 

4“ ი 0 0=ი, (7.18) 
0X 

-0L _ ვე? ..0, 0.19 
მყ 

თუ (7.16), (7.18) და (7.19) განტოლებებს ამოვხსნით, მივიღებთ 

განსაკუთრებული წერტილის კოორდინატებს: 

X =C, ყ. =0. 

ამგვარად, მოცემული ოჯახის ყოველ წირს აქვს განსაკუთრებული 
წერტილი 0X ღერძზე: თუ C პარამეტრს მივცემთ ყველა მნიშვნელო–- 
ბას --ი<C< +Cთ, მაშინ ადვილი დასანახია, რომ განსაკუთრებული 

წერტილები შეავსებს მთელ 0X ღერძს (ნახ. 21). 

  

ნახ, 21 

მაგალითი მ. მოვძებნოთ იმ წრფეთა ოჯახის მომვლები, რომელ.- 
ნიც კოორდინატთა ღერძებთან მუღმივი ფართობის მქონე სამკუ- 

თხედს ქმნიან. 

ა მ ოხ ს ნ ა. წრფის განტოლება ავიღოთ ღერძთა მონაკვეთებში: 

+ 1 # -I, (7.20) 
? ძ 

წრფის მიერ შედგენილი სამკუთხედის ფართობი იქნება: 

1 
65= –-- იძ. 2 ჩი 
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ამოცანის პირობის თანახმად, 5 უნდა იყოს მუდმივი, ე. ი. 

00 = # = ტბიი5ს, 

აქედან 
(კ ძლ –-. (7.21» | ი , 

თუ (7.21) ტოლობას შევიტანთ (7.20) ტოლობაში, გვექნება: 

+. VM =.), (7.22) 
? ” 

სადაც 0 პარამეტრია. 

ამგვარად, მივიღეთ ერთ.ი0 პარამეტრზე დამოკიდებულ წრფეთა, 
ოჯახი. | 

(7.22) · განტოლება გავაწარმოოთ სჯ პარამეტრის მიმართ, გვექნება: 

+ . V 195 

აქედან; 

% / 
თუ (7.22) და, (7.23) განტოლებებიდან გამოვრიცხავთ ჩ-ს, მივი–- 

ღებთ მომვლების განტოლებას: 

0 = + (7.23) 

| 
>. XV = (7.24). 

ამგვარად, (7.22) წრფეთა ოჯახის მომვლებს წარმოადგენს (7.24): 

ტოლფერდა ჰიპერბოლა. 

მაგალითი 4, მოვძებნოთ მომშვლები წრფეთა შემდეგი ოჯახისა: 

#(CX, ყყ=ყ–CX-–-C?=0. (7.25)- 

ამოხსნა: განტოლების C-ს მიმართ გაწარმოებით გღებულობთ: 

X»X+26=90. (7.26), 

თუ (7.25) და (7.26) განტოლებებიდან C პარამეტრს გამოვრი- 

ცხავთ, გვექნება: : 
ჯ? 

ყ=--, (7.27). 
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ამგვარად, მოცემულ წრფეთა ოჯახის მომვლები არის პარაბოლა 
და წრფეთა ოჯახი წარმოადგენს (7.27) პარაბოლის მხებთა ოჯახს. 

მაგალითი 5. განვიხილოთ წრეწირთა ოჯახი: 

დ(, ყ, C) = X -+ (ყ + C)-– 1 =0. 

ეს ოჯახი ფარავს მთელ ზოლს L= +1 წრფეებს შორის, რომლებიც. 

წარმოადგენს ამ ოჯახის მომელებ წირებს. 

მართლაც, თუ C-ს წარმოებულს C პარამეტრის მიმართ გავუტო- 
ლებთ ნულს, მივიღებთ: 

%რ (X, ყ, C) =2(ყ+C) =9, 

საიდანაც C=-––-V. თუ C-ს ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ ოჯახის განტო– 

ლებაში, მივიღებთ: 

X = + 1. 

მაშასადამე: ამ წრფეებიდან თითოეული წარმოადგენს მოცემულ ,წრე– 

წირთა ოჯახის მომვლებს. 

მაგალითი 6. „განვიხილოთ წირთა ოჯახი: 

ყ= C1-+L2CXჯ +C, 

სადაც C>+0. განტოლება” გადავწეროთ ასე: 

ყ--C1 (+– C) = 0. 

ეს განტოლება განსაზღვრავს პარაბოლების ოჯახს, რომელთა ღერძი 
პარალელურია C"V ღერძისა, ხოლო წვეროები მდებარეობს C0X ღერძ-. 
ზე. ცხადია, მათთვის (0XX ღერძი წარმოადგენს მომვლებს, თუმცა ის 

იმავე დროს ეკუთვნის განსახილავ ოჯახს და მიიღება ამ ოჯახიდან, 
როცა C=0. I 

§ 8. პირველი რიბის #”ვიულებრივი ღიფერენციალური განტოლების 

განსაკუთრებული ამონახსნების მოძებნის წესები 

განვიხილოთ! პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება ზო- 

გადი სახით: 

# (V,,ყ, ყ') = 9- (8.1) 

გთქვათ, 1 

დ (, ყ, C) =0, (8.2) · 
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სადაც C ნებისმიერი მუღმივია არის (8.1) განტოლების ზოგადი 
ინტეგრალი და ქიგულისხმოთ, რომ ინტეგრალურ წირთა (8.2) ოჯახს 

აქვს მომვლები. ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას: 

თეორემა 1. თუ (8.1) დიფერენციალური განტოლე- 

ბის (82) ზოგადი ინტეგრალით გამოსახულ წირ- 

თა ოჯახს აქვს მომვლები, მაშინ ეს მომვლები 

წარმოადგენს მოცემული დიფერენციალური 
განტოლების განსაკუთრებულ ამონახს ნ ს. 

დამტკიცება. მართლაც, ვთქვათ, ” არის წირთა (8.2) “ოჯახის 

მომშვლები. ამ მომვლებზე ავიღოთ წერტილი /VM(X, ყ) და ამ წერტილში 

მომვლების /I' მხების კუთხური კოეფიციენტი აღვნიშნოთ Vყ,”-ით. ცხადია, 
#M (X, ყ) წერტილზე გაივლის რომელიღაც #,- წირი (8.2) ოჯახიდან და, 

რადგან L#- არის ინტეგრალური წირი, ამიტომ მის ყოველ /M (X, V) 

წერტილში მხების ყ” დახრილობა და ამ წერტილის კოორდინატები ჯ და ყ 
დააკმაყოფილებს (8.1) განტოლებას. ამგვარად, თუ Vყ”-ით აღვნიშნავთ 

L.- წირის მხების კუთხურ კოეფიციენტს მის #M (X, ყ) წერტილში, მაშინ 

# (X, ყ, ყ)= 0. რადგანაც L მომელების /VI (X, ს) წერტილში # და #L- 

წირებს საერთო /VI7 მხები აქვს, ამიტომ ყ” = #,?. მაშასადამე, მომვლების 

ყოველი წერტილის X აბსცისა, ყ ორდინატი და კუთხური კოეფიციენტი 

ყ“ დააკმაქჟოფილებს იმავე (8.1) განტოლებას, ე. ი. შეგვიძლია დავწეროთ: 

# (0 ყ. ყ/) =:0. (8.3) 

უკანასკნელი დამოკიდებულება “მართებულია L მომელების ყოველი 

წერტილისათვის. მაშასადამე, .მომელები წარმოადგენს (8.1) განტოლე- 

ბის ინტეგრალურ წირს. მაგრამ, საზოგადოდ; მომვლები არ წარმოად- 

გენს (8.2) ოჯახის წირს, ამიტომ მისი განტოლება არ შეიძლება“ მიღე– 

ბულ იქნეს (8.2) ზოგადი ინტეგრალიდან ნებისმიერი C მუდმივის არც 
ერთი კერძო მნიშვნელობისათვის. 

(8.21) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს რომელიც არ 

მიიღება ზოგადი ინტეგრალიდან C-ს არც ერთი კერძო. მნიშვნელობი– 

სათვის და გრაფიკად აქეს (8.2) ოჯახს მომვლები, წარმოადგენს 
დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. მაშასა- 

დამე, (8.1) განტოლების ინტეგრალურ. წირთა ოჯახის მომვლები ამ 

განტოლების განსაკუთრებული „ამონახსნია, თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1, განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

ყ” (1 + ყ”") == „, 

ანუ 

VI-ყ ძე “V 
„ვიპოვოთ მისი განსაკუთრებული ამონახსნი. 
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ამოხსნა. ზემოთ ვნახეთ, რომ მოცემულ განტოლებას აქვ, ზო- 
გადი ინტეგრალი: 

თ–-Cთ' + =#, (ს.4) 
რომელიც წარმოადგენს /#2-რადიუსიან იმ წრეწირთა ოჯახს, რომლია 

ცენტრებია (C, 0). რადგანაც C მუდმივს შეიძლება მივცეთ ნებისმიე– 

რი დადებითი ან უარყოფითი მნიშვნელობანი, ამიტომ, როცა C გა–- 

ნუწყვეტლივ იცვლება, (8.4) წრეწირთა ცენტრები უწყვეტად შეავ- 
სებს 0ჯ ღერძს, ––I<ყ<+# ზოლის ყოველ VX, Vყ) წერტილში 

"გაივლის ამ წერტილში გადამკვეთი ორი წრეწირი (8.4) ოჯახისა, ანე 

ორი ინტეგრალური წირი. ცხადია, ეს ხდება იმის გამო, რომ მოცე- 

მული განტოლება განსაზღვრავს X0V სიბრტყეზე ისეთ მიმართულე– 
ბათა ველს, რომ --/7<ყ<#/ ზოლის ყოველ წერტილს შეესაბამება 

ორი მიმართულება, რომლებიც წარმოადგენს ამ წერტილში გაღამ- 
კვეთი ორი წრეწირის მხებ წრფეებს. წრეწირთა (8.4) ოჯახის მომვლე– 
ბი იქნება ყ= +/? წრფეები, რომლებიც შედგენილია ამ ოჯახის წრე– 

წირებთან შეხების წერტილებისაგან და, მაშასადამე განმარტების 

თანახმად, წარმოადგენს მოცემული განტოლების განსაკუთრებულ» 

ამონახსნის გრაფიკს. ცხადია, ის არ მიიღება (8.4) ზოგადი ინტეგრა- 

ლიდან ნებისმიერი C მუდმივის არც ერთი კერძო მნიშვნელობისა- 
თვის. ეს გამოწვეულია იმით, რომ მოცემული განტოლების მარცხენა» 

ნაწილის წარმოებული Vყ-ით შემოუსაზღვრელია V=+/ წრფეებზე. 
რადგან ყ= + /# ფუნქციები აკმაყოფილებს მოცემულ დიფერენცია–- 
ლურ განტოლებას ამიტომ იგი წარმოადგენ განსაკუთრებულ 
ამონახსნს... · 

მაგალითი 9. განვიხი-ლოთ დიფერენციალური განტოლება: 

ყხ=2+VV--.2X=/VC, 9). 
ვიპოვოთ მისი განსაკუთრებული ამონახსნი. 

ამოხსნა, ცხადია, 

, __ 1 

I 2V V–- 2 

შემოუსაზღვრელია #=2X წრფეზე, თუმცა #V=2X არის განტოლების 
ამონახსნი. მაშასადამე, ყ/=2X წრფე შეიძლება წარმოადგენდეს მოცე- 
მული განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. რომ გავიგოთ, იქნება 

თუ არა ნამდვილად ეს ამონახსნი განსაკუთრებული, წინასწარ უნდა 
მოვძებნოთ მოცემული განტოლების ზოგადი, ინტეგრალი. ეს განტო- 
ლება წარმოადგენს ლაგრანჟის დიფერენციალურ განტოლებას. მარ- 

თლაც, ” 

ყ = 2X + (სყ –- 2.



ამოვხსნათ ის ცნობილი წესით. მივიღოთ #”=/), გეექნება: 

V == 2ჯX + (0-–– 2). (“– 

უკანასკნელი ტოლობა საით X-ით, მივიღებთ: 

ძ! 
LL =2+2თ0-2-“+ .· 0-=-25C0, 
ძX 

საიდანაც 

9-2, 
ძ 

X=20-+LC. 

თუ X-ის ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ V-ის გამოსახულებაში, მივიღებთ: 

; ყ==2(20+C)+(0-- 2) 
ანუ 

#=4+20+C0-2', 
რომელიც X=20+C განტოლებასთან ერთად გვაძლევს მოცემული 
დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული 

სახით: 

X = 20 + C, 

ყ=40+26+(0-- 2). | 
თუ ამ განტოლებიდან გამოვრიცხავთ /#-ს, მივიღებთ ზოგად ამო- 

ნახსნს ჩვეულებრივი სახით: 

ყ=27X+(2>+C). 

ამგვარად, ინტეგრალურ წირებს წარმოადგენს პარაბოლები. ყV=2X 

წრფის ·ყოველ (LXი, ყი) წერტილზხე გაივლის მიღებული ოჯახის პარაბო- 

2 

ლა, რომელიც შეესაბამება C == –– “> მნიშვნელობას. 

მაშასადამე, #=2X ამონახსნი. თ წრმოადგენს მოცემული დიფერენ- 

ციალური განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

მოყვანილი მაგალითები გვიჩვენებს, რომ, თუ დიფერენციალური 
განტოლება მოცემულია სახით: ყ”=/ (X, ყ) და #V=Cდ (X) არის ფუნქ- 

ცია. რომლის გრაფიკის ყოველ წერტილმი დარღვეულია | V, VI) 
ფუნქციის ყ-ის მიმართ ზრდის შემოსაზღვრულობის პირობა, მაშინ, 
რომ გავიგოთ, წარმოადგენს თუ არა ყ=დ (X) ფუნჭცია მოცემული 
განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. საჭიროა შემოწმდეს:. 

190



1. აკმაყოფილებს თუ არა #=დCრ (0) მოცემულ დიფერენციალურ 
განტოლებას; 

2. გაივლის თუ არა Vყ=დ (X) წირის წერტილებზე დიფერენცია- 
ლური განტოლების სხვა' ინტეგრალური წირი, 

განსაკუთრებული ამონახსნის მოძებნის ორი 
წესი. ახლა გამოვიკვლიოთ ის კავშირი, რომელიც არსებობს დი- 

ფერენციალური განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნებსა და მი" 
ზოგად ინტეგრალს შორის. განვიხილოთ დიფერენციალური განტო- 
ლება ზოგადი სახით: “ 

# (ი, ყ, 9) =0. (8.5) 
ვთქვათ, 

დ(X, ყ. C) =90 (8.6) 

არის (8.5) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, 

არსებობს ორი წესი დიფერენციალური განტოლების განსა- 
კუთრებული ამონახსნები მოძებნისა იმის მიხედვით, გამოვალთ 
# (5 ყ. ყ/)=0 განტოლებიდან, თუ C CL, ყ, C)=0 ზოგადი ინტეგრა- 

ლიდან. განვიხილოთ პირველი წესი. 

გამოვიდეთ (8.5) განტოლებიდან. ვთქვათ, განტოლების მარცხენა 

მხარეში შემავალი #'(X, ყ, ყ”) ფუნქცია უწყვეტია და აქვს –-, --, 
I 

2-- უწყვეტი კერძო წარმოებულები X, ყ, ყ?! ცვლადების მიმართ რო- 
ყ ' 

მელიღაც #9 არეში, I , 

თუ წერტილი (Xა, Vი: ყი) C# და ამ წერტილისათვის: 
#» (%ი, ყი; #0) = 0, 

მ” (%. ყი; ყი. -მჩრი ძი 60 «ი, 
მყ 

მაშინ, არაცხადი ფუნქციის არსებობის ხეორემის თანახმად, არსებობს 
მხოლოდ ერთი ფუნქცია . ! 

ყ'=/(C0, ყ)' ' (8.7). 

I L! შეიძლება მოხდეს, რომ (Xა, ყი0 წერტილს ეთანადებოდეს ყ'-ის არა ერთი, 
არამედ რამდენიმე მნიშვნელობა: 

V, C– 1, 2, ... ”), #V, ყV, ყ,)==0. 

თუ, ამასთან, ჩე, (X, ყ, ყ;) +0, მაშინ არაცხად ფუნქციათა, შესახებ თეორემის 
თანაზმად, ყოველ ასეთ ყ/ მნიშვნელობას (ჯა, ყი) წერტილის მიდამოში ეთანადება დი– 
ფერენციალური განტოლება: 

' V ==IV,(X, ყ) (§=>1, 2, ..., ი). 

აქ განვიხილავთ განსაკუთრებული ამონახსნის არსებობის პირობებს, მხოლოდ 

ერთი: განტოლებისათვის.. 
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რომელიც ცალსახა და უწყვეტი. (Xა. ყი) წერტილის რაიმე ა მიდამო– 
ში, იგივურად, აკმაყოფილებს (8.5) განტოლებას და (Xი, MM) წერტილზე 
ღებულობს ყა” მნიშვნელობას; ამასთან / (X, ყ) ფუნქციას (Xი, -Vა) წერტი 
ლის მიდამოში ექნება უწყვეტი კერძო წარმოებულები: 

  
  

2 
მX მ” 

” (X, ყელ––– , 0, IX (X, V) 2-6 » == 

მ" 

მნ. 
მ მ” 

+ წყლ I» ( (/)) მწ. მი” 

მყ 
„ამგვარად, ჩა მიდამოს შიგნით გვექნება (8.7) დიფერენციალური გახ- 

ტოლება; ამასთან, ამ მიდამოში, /, (X, ყ) ფუნქცია იქნება შემოსაზღვ- 

რული. მაშასადამე, თუ + (X, Vყ, ყჩ) ფუნქცია აკმაყოფილებს ზემოთ 

აღნიშნულ პირობებს, მაშინ #0 არეში (8.5) განტოლებას არ ექნება 
განსაკუთრებული ამონახსნები, რადგანაც დაკმაყოფილებული იქნება 

ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის ყველა პირობა. 

აქამდე არ ვიხილავდით ყველა იმ LC», ყ, ყ”) წერტილს, რომლებიც 

შევს # (X, ყ, ყ”ე)= 0 ზედაპირზე და აკმაყოფილებს განტოლებას: 

მL X. M, ყ) _ 0. 
მყ” 

ახლა, თუ ვიგულისხმებთ, რომ #VC, ყ, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს 

აგრეთვე (8.8) პირობას, მაშინ, გარდა იმ ამონახსნებისა, რომლებიც 

შედიან CI (X, ყ, C)=0 ზოგად ინტეგრალში, შეიძლება არსებობდეს 

განსაკუთრებული ამონახსნები, რომელთათვის დარღვეულია პირობა: 

მL CV, #V ყ) 55.0 

(8.8) 

მყ" 

ე. ი. ამონახსნები, რომლებიც, აკმაყოფილებს განტოლებათა სისტემას: 

#V,ყ, ი) =0, 

მჩ (V, V, ი) (8.9 = 0, V = მი ხყ' = /ჩ. 

ცხადია, ამ. უკანასკნელ შემთხვევაში დარღვეული იქნება ამონახს– 

ნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის პირობა /,„”(ჯ; ყ). ს» ფუნქ- 
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ციის შემოსაზღვრულობის შესახებ (ლიფშიცის პირობა). თუ ვიგულის- 

მჩ. 0მ?1#/ მ/ 
ხმებთ, რომ ---“-.= ––––– 5-0, მაშინ ––= 4CV, V, 9) -=0 განტო- 

მი მე? მი 
ლება ზოგჯერ შეიძლება ამოვხსნათ #-ს მიმართ, მივიღებთ /? = 7 (X, VI) (ან 

რამდენიმე ასეთ განტოლებას). თუ ამ #0 (X, ყ) ფუნქციას შევიტანთ 
/” (X, ყ, მ)=0 განტოლებაში, მივიღებთ წირის განტოლებას: 

LIX, ყ, 0(X, ყ)1)=- IV, ყ) = 0. (8.10) 

წირს, რომელიც გამოისახება # (X», /)=0 განტოლებით, (8.5) დი- 
ფერენციალლური განტოლების დისკრიმინანტული წირი 
ეწოდება, ზოგად შემთხვევაში (8.10) განტოლება შეიძლება გამოსა- 
ხავდეს არა ერთ წირს, არამედ რამდენიმეს, რომლებიც ძევს ერთი- 

მეორისაგან განცალკევებულად Xჯ0ყ სიბრტყეში. 

თუ დისკრიმინანტული განტოლებით # (X, ყ)=0 განსახღვრული 

ყ=Cდ (X) ფუნქცია აკმაყოფილებს (8.5) დიფერენციალურ განტოლე- 

ბას, მასთან, შესაძლოა, ეს ფუნქცია არც კი შედიოდეს (8.5) განტო- 

ლების ზოგად ინტეგრალში, მაშინ ზემოთ აღნიშნულის თანახმად, სა- 

ზოგადოდ, იგი უნდა წარმოადგენდეს (8.5) განტოლების განსაკუთრე- 

ბულ ამონახსნს. ამგვარად, (8.5) დიფერენციალური განტოლების გან- 
საკუთრებული ამონახსნები შეიძლება იყოს მხოლოდ Vყ=დ (>) 
ფუნქციები, რომლებიც დისკრიმინანტული წირის (8.10) განტოლებას 

აკმაყოფილებენ!. 

განსაკუთრებული ამონახსნების მოძებნა # (X, ყ)=0 დისკრიმი- 
ნანტის მეშვეობით არ მოითხოვს განსახილველი „დიფერენციალური 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი” ცოდნას. აქ ზოგადი ინტეგრალი 

გამოიყენება მხოლოდ შემოწმებისათვის რომ მიღებული ამონახსნი 

მართლაც წარმოადგენს თუ არა განსაკუთრებულ ამონახსნს. ამგვა- 

იას ჩვენ გვაქვს განსაკუთრებული ამონახსნის მოძებნის შემდეგი 

ესი: 

თუ მოცემულია განტოლება: 

ძყ 7 (8.11) ჯ (X, ყ, ჩ) =90, 

! გამონაკლის შემთხვევაში ყ == დ (X) ფუნქცია არ აკმაყოფილებს (8.5) დიფერენცი- 

ალურ განტოლებას, ე. ი. არ წარმოადგენს (8.5) განტოლების ამონახსნს. ამიტომ ასეთ 

შემთხვევებში საჭიროა დამატებით შემოწმება იმისა, ხომ არ წარმოადგენს V == « (X) 

დისკრიმინანტული: წირი ინტეგრალურ წირთა ოჯხის განსაკუთრებული 

წერტილების გეომეტრიულ ადგილს. 
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სადაც მარცხენა ნაწილი #-ს მიმართ არის მრავალწევრი, მაშინ შევად- 

გენთ განტოლებას: 

9LV, V, 0) _ ი; (8.11 
მი 

(8.11) და (8.117უ) განტოლებებიდან გამოვრიცხავთ #0 პარამეტრს, მი– 

ვიღებთ დისკრიმინანტული წირის განტოლებას: 

/ XC, V) = 0. 

თუ ამ უკანასკნელი ·განტოლებით განსაზღვრული V=დ (X) ფუნქცია 

წარმოადგენს (8.5) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს, მაშინ 

ის განსაკუთრებული ამონახსნია. 

განტოლებათა (8.9) სისტემა გვაძლევს განსაკუთრებული ამონახს– 

ნის პარამეტრულ წარმოდგენას. 

მაგალითი 8. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

ყ=ყ? -+ 2Vყ”. 

ვიპოვოთ ამ განტოლების განსაკუთრებული ამონახსნები. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ 0”/=/ და განტოლება გავაწარმოოთ ი-ს 
მიმართ; მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

#(ყ, მ =ყ–-ე1--2/01 =0, 

მ” (ყ, ი) _ –20--6 0? = 0. ძი ჩ–6ი 

თუ ამ სისტემის მეორე განტოლებას ამოვხსნით /#-ს მიმართ, მივიღებთ: 

ი=0 და ი =---. თუ ი-ს ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ სისტემის პირ- 

ველ განტოლებაში, შესაბამისად მივიღებთ ორი დისკრიმინანტული წირის 

განტოლებებს: #/=0 და /= -. ამგვარად, დისკრიმინანტული წირი, იშ- 

ლება ორ წრფედ; #=0 წრფე აკმაყოფილებს მოცემულ განტოლებას 
და, მაშასადამე, იგი უნდა წარმოადგენდეს ამ განტოლების განსაკუთ- 
რებულ ამონახსნს. მართლაც, მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგ- 

რალი პარამეტრული სახით იქნება:- 

ყ = 0ბშ + 20), 

1 ე 
X= | + 6+60540=C+20+ 3. 
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ცხადია, V=0 ამონახსნი არ მიიღება ამ ზოგადი ინტეგრალიდან C-ს არც 

ერთი კერძო მნიშვნელობისათვის; მასთან, რადგან ის აკმაყოფილებს 

მოცემულ განტოლებას, ამიტომ წარმოადგენს ამ განტოლების განსა- 

კუთრებულ ამონახსნს. = => ამონახსნი არ აკმაყოფილებს მოცემულ 

განტოლებას. 

მაგალითი 4. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

ყზ-9 ყ! =0. (8.12) 

ეიპოვოთ ამ განტოლების განსაკუთრებული ამონახსნი. 

ამოხსნა. შევადგინოთ სისტემა: 

# (ყ, ი) = წ'-– 9ყშ =0, 

–- =2იე =0. 
მი ” 

ამ სისტემიდან 0-ს გამორიცხვა გვაძლევს ყ=0 დისკრიმინანტულ 

წირს. ყ=0 აკმაყოფილებს მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას. 
მაშასადამე, შესაძლოა ის წარმოადგენდეს (8.12) განტოლების განსა– 

კუთრებულ ამონახსნს. მოვძებნოთ მოცემული განტოლების ზოგადი 

ინტეგრალი: 

Vყ = + ვებ, 

99 _ 3ძX, 
ყ? 

საიდანაც: 
1 

– 2ყ ” =1X+C, 

ანუ 

ყ = 1 (8.13) 
7 6.-+C. | 

როგორც ვხედავთ, ყ=0 ამონახსნი არ მიიღება (8.13) ზოგადი 

ინტეგრალიდან C-ს არავითარი კერძო მწიშვნელობისათვის. მიუხედა–- 
ვად ამისა, იგი არ წარმოადგენს მოცემული განტოლების განსაკუთრე- 
ბულ ამონახსნს, რადგან (9.13) წირები არ გადაკვეთს #=0 წრფეს. 

მაგალითი წ. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

LV, 4, ყე) =ყ"–(X+ 9) ყყ' + «#ყ! = 0. (8.14) 
ვიპოვოთ ამ განტოლების განსაკუთრებული ამონახსნები 
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ამოხსნა. (8.14) განტოლება წარმოადგენს კვადრატულ განტო- 

ლებას ყ”-ის მიმართ. მოვძებნოთ მისი ფესვები; მივიღებთ: 

ყ'=Xყ 
და 

ყ' = ყ”. 

მიღებულ დიფერენციალურ განტოლებებს ექნება ზოგადი ინტეგრა- 
ლები შესაბამისად: 

და 

Xყ–+Cყ + 1 =90; 

ამიტომ მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება: 

#·. 
(ყ––C6 2 პჰ(Xყ+Cყ + 1) =>0. 

შევადგინოთ სისტემა: 

# (XV, ყ, 0)= ნხ– (X+Vყ)ყი + Xყ! =0, ყ” = წ, 
მL (XV, IM ჩ) =20–(X+ყ)ყ =90. 

მი 

თუ „ამ სისტემის მეორე განტოლებიდან განვსაზღვრავთ #-ს და შევი- 
ტანთ პირველ განტოლებაში მივიღებთ დისკრიმინანტული წირის 
განტოლებას: 

ჩითV)=+ +! ხს __ თ 12 წ ს ცმი=-. თ-20M =0. 

უკანასკნელიდან გვაქვს: ყ=0 და ყ=X. ამგვარად, .დისკრიმინანტული 
წირი შედგება ორი წრფისაგან: #=X, ყ=0. პირველი წრფე არ აკმ-- 

ყოფილებს მოცემულ განტოლებას. მეორე ყ=0 წრფე წარმოადგენს 
განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს, რომელიც იმყოფება ზოგად 
ინტეგრალში და შეესაბამება ნებისმიერი მუდმივის C=0 მნიშვნელო- 

ბას. 

ახლა განვიხილოთ პირველი რიგის დიფერენ- 

ციალური განტოლების განსაკუთრებული ამო“- 

ნახსნის მოძებნის მეორე წესი. 

ვიპოვოთ ის კავშირი, რომელიც არსებობს განსაკუთრებულ ამო- 

ნახსნსა ღა განტოლების ზოგად ინტეგრალს შორის. 
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ვთქვათ. 

თ(X, /,Cე)=0 (8.6) 

არის (8.5) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. იგი გამოსახავს ინტეგრა- 
ლურ წირთა ოჯახს X0CV სიბრტყეზე. როგორც ვნახეთ, თუ ინტეგრა- 
ლურ წირთა (8.6) ოჯახს აქვს მომვლები, მაშინ ყ=დ (+) ფუნქცია, 

რომლის გრაფიკი არის მომვლები„ წარმოადგენ განსაკუთრებულ 

ამონახსნს, მართლაც, მომვლები ეხება რა ყოველ თავის წერტილში 

(8.6) ოჯახის რომელიმე წირს, აქვს შესაბამის წერტილში (8.5) დიფე- 

რენციალური განტოლებით განსაზღვრული მიმართულება და, მაშასა–- 

დამე, წარმოადგენს ინტეგრალურ წირს, ე. ი. მომვლები არის ამო- 

ნახსნი, მასთან მომვლების ყოველ წერტილში დარღვეული იქნება 

ერთადერთობის პირობა, რადგან მის ყოველ წერტილში გაივლის ორი 

ინტეგრალური წირი საერთო მხებით, თვით მომელები და მისი შემხე- 
ბი (8.6) ოჯახის წირი. მაგრამ, “ს (% ყ, C)=0 ოჯახის მომვლები, თუ 
ის არსებობს, როგორც ცნობილია, გამოისახება განტოლებათა სის- 

ტემით: 

დV, ", C) =0, 

ე 

მთ (X, ყ,C) _ (8.15) 

მC ა 
ანუ, C-ს გამორიცხვის შემდეგ, 

ს (X, ყ) = 0. (8.16) 

(8.16) განტოლებას ვუწოდებთ C დისკრიმინანტს. 
ყ=დ (X) ფუნქცია, რომელიც განისაზღვრება # (X, ყ)=0 განტო- 

ლებიდან, იქნება მოცემული დიფერენციალური განტოლების განსა- 

კუთრებული ამონახსნი. თუ 4# (X, ყ)=0 წირის გამოკვლევისას გამოე- 
რიცხავთ იმ წერტილებს, რომელთათვის, როგორც ზემოთ. 

I მდ _ _მ C- => 
მთ  მC 2 ) 
  

და 

დ„/ = დ,” =0, 

მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას: 

თეორემა ?. ინტეგრალურ წირთა CთV,ყ, C)=0 ოჯა- 
ხის ტ(, ყი დისკრიმინანტული წირი, განსა- 

ზღვტული განტოლებებით: 

მდ V, ყ, C) _ (8.17) 

დი, ყ C)=9, 

9 | მC 
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აკმაყოფილებს, გარდა, შესაძლოა, ზემოთ მითი- 

თებული წერტილებისა, იმავე (85) დიფერენ- 
ციალურ განტოლებას რასაც აკმაყოფილებს 

თ (X ყ, C=0 ოჯახი, და წარმოადგენს მის განს.- 

კუთრებულ ამონახსნს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (Xა, ყი) არის რ (X, ყ) = 0 დისკრიმინანტუ“ 

ლი წირის, რომელიმე წერტილი რადგან (Xა, ი) წერტილზე და მის მიდა- 
მოში 22 550, ამიტომ 4+> = %, (X, ყ, C) = 0 განტოლება ზოგ-   

ჯერ შეძლება ამოიხსნას C-ს მიმართ და წარმოდგენილ იქნეს სახით: 

C = C CV, V) (ან რამდენიმე ასეთი განტოლებით). თუ C =C CV, V) ჩავ- 
სვამთ დ(Xჯ, ყ, C) = 0 ზოგად ინტეგრალში, მივიღებთ: 

ა (X, ყ)= დLX, ყ, C(X; ყ)1)2>0 (8.18) 

დისკრიმინანტული წირის განტოლებას (Xი, ყი) წერტილის მიდამოში. 

ამ მიდამოს შიგნით გვექნება: 

მა _ მთ _ მთ მC _ მთ. 
მX მX მC მX "მჯ. 

მ4 ედ ედ მC მდ 

მი მყ მთი მყ მყ 

აქ, ისე, როგორც' ზემოთ, დ,» და თ, კერძო ·წარმოებულები აღებულია 
იმ დაშვებით, რომ C დამოკიდებულია X-სა და ყ-ზე. ცხადია, წირი 
ბაი, ყ)=0 არის CთCVVC,Vყ,C)=0 ოჯახს მომვლები და მას (Xა, V/ი) 
წერტილში ექნება მიმართულება: 

_ძყ. =-- დ; IX6. ყი, C (Xი. ყი)I. (8.19) 

ძX C.” IX, ყი, C (Xი» Vი)) 

ვთქვათ, C (Xა, ყი) = Cი- % (X, Vყ, Cი) = 0 'ინტეგრალური წირი გაივ– 
ლის (Xი, წი) წერტილზე და მის მხებს ამ წერტილში ექნება მიმართულება: 

94M _ __ თ. (%, #ი; Cი) (8.20) 
ძX დ.” (Xი, Mი; Cი) 

(8.19) და (8.200 ფორმულების შედარება გვიჩვენებს, რომ ორივე მხე- 

ბის მიმართულებები (Xა-, ყე) წერტილში ემთხვევა ერთმანეთს, რადგან 

#ა(X, ყ)20ი წირის ყოველ წერტილში დარღვეულია ერთადერთობის 
პირობა, ამიტომ ყ = დ (X) ფუნქცია, რომელიც განისაზღვრება # (X, ყ) = 

განტოლებიდან, იქნება მოცემული დიფერენციალური განტოლების განსა– 
კუთრებული ამონახსნი. თეორემა დამტკიცებულია. 
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შენიშვნა 1. თუ განსახილველ წერტელმში C,” = 0, მაშინ ორივე 

წირისათვის + = 0, ე. ი. აჭ შემთხვევაშიც მხებები აგრეთვე ემთხვევა 

ირთმანეთს. 

ამგვარად, თუ თ'(X, ყ, C) = 0 ინტეგრალურ წირთა ოჯახს აქეს მომ- 

ვლები, მაშინ ფუნქცია ყ = CV(X), რომლის გრათიაია „მომვლები, განისა– 

ზღვრება. ბ (XIV) = 0 განტოლებიდან და „წარმოადგენს (8.5) (დიფერენცი- 
ალური განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

ახლა, თუ მომვლების წერტილებში ერთდროულად Cდ/ = 0, C), =0, 
მაშინ » 4 (VI, ყ) = 0 განტოლება მოგეცენს არა მარტო მომვლებს, არამედ 
დ (X, ყ, C) = 0 წირთა ოჯახის განსა„ოთრებული წერტილების Iგეომეტრი-. 

ულ ადგილს, რადგან ამ შემთხვევაში C(X, ყ, C) => 0 განტოლებისათვის 
დარღვეულია არაცხადი ფუნქციის შესახებ არსებობის თეორემის პირობები 

ღა ჩვენ არ შეგვიძლია წვიყოთ დარწმუნებული, რომ ასეთი წერტილების 
მიდამოში CI (», ყ, C)= 0 განტოლება გაჩსაზღვრავს ყ-ს როგორც X-ის 

ცალსახა, უწყვეტ და წარმოებად ფუნქციას. ამიროს უნდა ვიგულისხმოთ, 

რომ ასეთ წერტილებში 10 (X, ყ, C) = 0 წირებს აქეს განსაკუთრებული 

წერტილები (კვანძითი წერტილი, უკუქცევის წერტილი და სხვ.), რომლე- 
ბიც განისაზღვრება პირობებით: 

დ(X, ყ, C) =90, 

მთ V, Vყ, C) –0 

0X ” 

მდ Cთ, V, C)_ _ = 

მყ 
ამგვარად, # (X, ყ)=0 წირი მომელებთან ერთად შეიძლება შეი- 

ცავდეს: თ (X, ყ, C)=0 ინტეგრალურ წირთა ოჯახის განსაკუთრებულ 
წერტილთა გეომეტრიულ ადგილს. თ (X, V, C)=0 ინტეგრალურ წირო- 

თა ოჯახის განსაკუთრებული წერტილების გეომეტრიული ადგილი, 
ჩვეულებრივ, არ წარმოადგენს დიფერენციალური განტოლების ამო– 

ნახსნს. 
შენიშვნა 9. არ უნდა ავურიოთ ერთმანეთში დიფერენციალური 

განტოლების განსაკუთრებული წერტილები, ე. ი. წერტილები, რომ- 

ლებზედაც არ გადის არც ერთი ინტეგრალური წირი ან გადის რამ- 
დენიმე ინტეგრალური წირი და თვით ინტეგრალური წირების განსა- 

კუთრებული წერტილები (კვანძითი, უკუქცევისა და სხვ.). 
„ახლა საინტერესოა გამოვიკვლიოთ “ურთიერთდამოკიდებულება 

ბ CX, ყ)=0 და: L (X, ყ)=0 განტოლებებით განსაზღვრულ განსაკუთ- 

რებულ ამონახსნებს შორის. 
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ამ მიზნით ვაჩვენოთ, რომ თუ VI) (X, ყ, CX1=0 ინტეგრალურ წირთა 

ოჯახს აქვს მომვლები, განსაზღვრული განტოლებით # (X, ყ)=0, მა- 

შინ ეს მომვლები ეკუთვნის აგრეთვე # (X, ყ/)=0 დისკრიმინანტულ 

წირს. საზოგადოდ, ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას: 

თეორემა 1. ამონახსნები, რომლებიც ეკუთვნის 
#(. ყა=20 დისკრიმინანტულ წირს, შედის აგრეთ- 
ვე #(CI ყ).=20 დისკრიმინა ნტულ წირში, ე. ი. წარ- 

მოადგენენ (95) დიფერენციალური განტოლების 

განსაკუთრებულ ამონახსნებს. 

დამტკიცება. ეთქვათ, (Xი, V0ი) არის # (X, ყ)=0 განტოლებით 
განსახღვრული მომვლების რაიმე წერტილი. განვიხილოთ ამ წერტი- 

ლის მიდამოში ორივე წირი #(X, ყ)=0 და CI (ჯ, ყ. Cი)=0, სადაც 

C5= C (Xი, ყი). ეს წირები, როგორც ეს ზემოთ. იყო დამტკიცებული, 

აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტოლებას: 

# (X, ყ, ყ') = 0. 

ამიტომ ორივე წირის გასწვრივ გვექნება: 

მნ _ მნ , მწ, ბნ „ტს ““ #7 = 0. 

მ» მX I მყ? მ/ . 

ცხადია, ორივე წირისათვის X,) წერტილში პირველი რიგის წარმოე- 
ბულები ერთმანეთის ტოლია. თუ V-ის მეორე რიგის წარმოებული X- 
წერტილში 4 (Xჯ, ყ)= 0 დღა Cთ(X, ყ, Cა) =0 წირებისათვის ღებულობს 

ერთმანეთისაგან განსხვავებულ MM და ჟი მნიშვნელობებს, მაშინ შესაბა– 

მისად: 

მ” „ 
“+. > ' ყ+-–ფძ მყ 7 9 =0, 

მ” ი მ" „ 
–_– –-–-ყწ”წ+– = 0. 
მX მყ # + მყ” # 

თუ პირველ განტოლებას გამოვაკლებთ მეორეს, მივიღებთ: 

V,) (ყ,”–– ყე )= 0 

აჭე დან გამომდინარეობს, რომ (ჯი, Vი) წერტილში 

ჩ, (Xა, ყი, ყი) =90. 

რადგანაც (Xი, ყი) წერტილი # (X, ყ)=0 მომვლების ნებისმიერი წერ- 
ტილია, ამიტომ აქედან ·დავასკვნით, რომ #/X, ყ)=0 განტოლებით 
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განსაზღვრული მომვლების გასწვრივ დაკმაყოფილებულია განტოლე- 

ბათა სისტემა: 

ჩV, ყ. ყ) =9, 

ჩ,.(V, ყ, ყ') = 0. | 

თუ უკანასკნელი სისტემიდან #ყ”-ს გამოვრიცხავთ, მივიღებთ ()(X, ყ) == 

განტოლებას, რომელიც განსაზღგრავს დისკრიმინანტულ წირს. მაშასა- 

დამე, # (X, ყ)=0 და #) (X, #)=0 წირები ერთმანეთს ემთხვევა. ეს კი 

ამტკიცებს თეორემას. 

დამტკიცებული თეორემის საილუსტრაციოდ მოვიყვანოთ 
მაგალითი 6. ვთქვათ, 

დ(X, V, C) => XI -+L ყ1-–-2CXყ +C7-––-–1 =0 (8.21) 

არის ” (X, ყ, /”I=0 დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგ- 

რალი. ვუჩვენოთ, რომ # (X, ყ)=0 და # (X, M)=0 განტოლებებით 

განსაზღვრული დისკრიმინანტული წირები ეთავსებიან ერთმანეთს. 

ამოხსნა. წინასწარ ვიპოვოთ ის დიფერენციალური განტოლე- 

ბა, რომლის ზოგადი ინტეგრალია (8.21). 

გავაწარმოოთ (8.21) განტოლება ჯ-ით, მივიღებთ: 

0ს _ „მრ _ა._ 267+V0ყ-20>0=0, (8.22 
მჯ მყ 

საიდანაც 

6 =2+VM. (8.23) 
ყ + XV 

თუ C-ს გამოსახულებას ჩავსვამთ ზოგად ინტეგრალში (8.21), მივი– 

ღებთ მოცემულ ინტეგრალურ წირთა ოჯახის საძიებელ დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას: 

ჩ (X, ყ, ყ') = (1––X2) ყ? + ყ/-–-1.= 0. (8.23) 

ახლა, ვთქვათ, მოცემული ოჯახისათვის 

მთ 

მC 

თუ (8.21) და (8.24) ტოლობებიდან გამოვრიცხავთ C პარამეტრს, მი–- 

ვიღებთ C დისკრიმინანტს: : 

=-–2Xყ + 2C = 0. (8.24) 

ბ (X, ყ) = X1 -L ყმ–- 2X/ ყ? -L X9 ყ1-–– 1 = 0, 
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ანუ 
რტ (2, ყ) = –– V1–– 1) (ყწ-–– 1) =0. 

აქედან ჩანს, რომ დისკრიმინანტული წირი შედგება ოთხი წრფისაგან 

ყ=2+>1, XC 3+1. ეს წრფეები აკმაყოფილებს (8.23) დიფერენციალურ 

განტოლებას; ამასთან, ისინი წარმოადგენენ მოცემულ ინტეგრალუო 

წირთა ოჯახის მომვლელებს და, მაშასადამე, (8.237უ) განტოლების გან! 

საკუთრებულ ამონახსნებს. ახლა ვიპოვოთ # (X, #)=0 დისკრიჭინან- 

ტული წირი. მივიღოთ #”=/, მაშინ 

#(C, ყ, 8) = (1–-X9) 0? + ყ--1=0; 

მი 

განტოლებიდან მივიღებთ: 

1--X=0, X= + 1 და 9=0. 

#V, ყ, ი) = 0 განტოლებაში ჩავსვათ ი = 0, მივიღებთ: 

ყჟს-–-1=0, /= +1. 

მაშასადამ,ე დისკრიმინანტული წირები რ#რ(X, ყ)/= 0 და 71XI(», ყ)=:0 

ემთხვევიან ერთმანეთს. ? 

მაგალითი 7. ვიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი შემდეგი გა5- 
ტოლებისა: ' 

2 
9 ყ' = ყ". 

აქ /(X, ყ) =- ყ'. ეს ფუნქცია უწყვეტია ყ-ის ყოველი მნიშვნელობი- 
სათვის; მისი წარმოებული ყ-ით 

უსასრულოდ დიდი ხდება, როცა ყ=0, ე. ი. 0+X ღერძზე. მაშასადამე, 
CX ღერძზე დარღვეულია ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის 

თეორემის ლიფშიცის პირობა. ახლა მოვძებნოთ მოცემული: განტო- 

ლების ზოგადი ამონახსნი, გვექნება: 

ვყბ = ჯ + C, 
ანუ 

27ყ = (X + C)3. 
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მივიღეთ კუბურ პარაბოლათა ოჯახი. ამას გარდა, მოცემულ განტოლე- 
ბას აკმაყოფილებს V=0, რომელიც გადის იმ წერტილებზე სადაც არ 

არის შესრულებული ლიფზიცის პირობა.. ამონახსნი #=0 არის განსა- 
კუთრებული ამონახსნი, რადგან 0X ღერძის ყოველ წერტილში გადის 

კუბური პარაბოლაც 27 ყ=(X+C)) დღა #ყ=0 წრფეც და, მაშასადამე, 

წრფის ყოველ წერტილში დარღვეულია ერთადერთობის პირობა. 

მაგალითი 8. ვიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი განტოლებისა: 

# (XV, ყ, ყ') = (Xყ –– 0)? –– X1 (2ყ-––- Xყ') = 0. 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ განსაკუთრებული ამონახსნის ზემოთ 
მოყვანილი წესით. მოცემული განტოლება გავაწარმოოთ # =ყ”-ით:' 

%« 2(X0--–– 9)+X) = 9. 
მი ' 

შევადგინოთ სისტემა: 

9 2 ცი-- )X+X#VL=0. 

L (X, ყ, ი) = (X0-–– ყ)1–– #9 (2ყ –– X0) = 0, 

მი 

ამ სისტემიდან გამოვრიცხოთ /#. ამისათვის სისტემის მეორე განტო- 

ლებიდან ,მ გამოვსახოთ X და ყ ცვლადების მეშვეობით და ჩავსვათ. 
პირველში: ! 

2ყ-- # 

“ი. 2X ” 

2ყ–ჯ ? ვ 2ყ –-ჯ = XძM# “  ყ) 0 /2ყ–-.ჯ.“%- +“ ) 0, 
ხთ (» 2ჯ ძ) ( ჟ 2X ) 

საიდანაც 

ჯზ კ. 2V/ -L #3 
==. ე, “9. “ 0, ნV, 9) 4 2 

ანუ 

XV, Vყ) = 4ყ + XI = 0. 

ეს განტოლება განსაზღვრავს დისკრიმინანტულ წირს: 

ჯ" 

ყ=- 
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ადვილად შევამოწმებთ, რომ ეს ფუნქცია აკმაყოფილებს მოცე– 

მულ დიფერენციალურ განტოლებას. ამიტომ იგი წარმოადგენს ამ 

განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

მაგალითი მ. ვიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი განტოლებისა: 

Xყ 1 -- 2ყყ”ჩ -L 4X = 0. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ ყ”=0ი/, მაშინ 

(ა, ყ, 0) = X01––- 2ყი -L 4X = 0. 

გავაწარმოოთ ეს უკანასკნელი /#-თი, გვექნება: 

-9/. = 20X ––- 2ყ = 0. 

მი 

გამოვრიცხოთ /# სისტემიდან: 

L = X90 – 2ყი + 4ჯ =.0, | 

ჩი = 2X0-–-2ყ == 0. 

მივიღებთ: 

LV, ყ) = 4X7–“–- ყ' = 0. 

ამ უკანასკნელიდან განსაზღვრული ფუნქციები: ყ=2X და ყ=--2X 

აკმაყოფილებს მოცემულ განტოლებას. 

მაშასაღამე, შეიძლება მივიღოთ, რომ ყ=2X და ყ=-–-2X არის მო- 
ცემული დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული ამონახს- 

ნები. ნამდვილად რომ დავრწმუნდეთ, ეს ამონახსნები არის თუ არა 

განსაკუთრებული ამონახსნები, ამისათვის უნდა მოვძებნოთ მოცემუ-- 

ლი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი მოცემული განტოლებიდან 

განვსაზღვროთ V”, გვექნება: 

1__ 9 “–“უე“–_ 

ეგასებეყედღდედგკ–ი => 
X X „Xჯ 

უკანასკნელი არს ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება; 
მისი ინტეგრება მოგვცემს ზოგად ამონახსნს: XX=2C (ყ--2C), რომე- 
ლიც წარმოადგენს პარაბოლათა ოჯახს C პარამეტრით; მათი წვეროე- 

ბი 0ყ ღერძზეა. 

ამონახსნები ყ= +2X მოცემული დიფერენციალური განტოლების 

განსაკუთრებული ამონახსნებია, რადგან ამ წრფეების ნებისმიერ წერ- 

ტილში (Xი,+ 2Xი) გადის რომელიმე პარაბოლა პარაბოლათა ოჯახიდან. 
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მაგალითი 10. ვიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი შემდეგი გან–- 

ტოლებისა: 

ყბ–-ყშ5=0. 

ამოხსნა. შევადგინოთ სისტემა: 

ჩ >> 01--ყი=0, | 

IM, = 20 =0. I 

თუ ამ სისტემიდან გამოვრიცხავთ #-ს, მივიღებთ # (X, ყ)=ყ=0, 
რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას. 

ახლა, მოვძებნოთ მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგა– 

დი ინტეგრალი, რისთვისაც ამოვხსნათ ყ” = + ყ' ; გვექნება: 

4 

/” თ+6C! 
აქედან ვამჩნევთ, რომ ამონახსნი #/=0 არ მიიღება ზოგადი ამონახსნი- 

დან ·მასში შემავალი პარამეტრის არც ერთი მნიშვნელობისათვის. 

Vყ=0 არ არის განსაკუთრებული ამონახსნი, რადგანაც ზოგადი ამონა–- 

ხსნით განსაზღვრული წირები არ კვეთს 0X ღერძს. 

მაგალითი 11. ვიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი შემდეგი გან- 
ტოლებისა: 

8 „ 
#“ 277“ 

ამოხსნა. ამ განტოლების ზოგად ამონახსნს მოვძებნით, თუ 

ამოვხსნით მას ყ”-ის მიმართ და მოვახდენთ ცვლადთა განცალებას, 

გვექნება: 

ყ1–- (X + C)1 =0. 

ვიპოვოთ ახლა განსაკუთრებული ამონახსნი, ამისათვის შევადგინოთ 

სისტემა: 

”=ყ-–-(+0C) =0, I 

ნ,=-–3(+0C0)7 = 0. 

აქედან # (CV, ყ)=ყ=0; ყ/=0 არის განსაკუთრებული ამონახსნი. 

მაგალითი 19. ფიპოვოთ განსაკუთრებული ამონახსნი განტოლე- 
ბისა: : 

ყ=X”" +V 1 აყ”. 
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ამოხსნა. მოცემული განტოლება არის კლეროს განტოლება, 
მისი ზოგაღი ინტეგრალია: 

დV, #, C)=Vყ-ICX+ V 1--C71=0. 

ეს განტოლება გავაწარმოოთ C-თი, მივიღებთ: 

მდ _ _ა. C –>--->_–_- = 0. 

მC V1-=C 
საიდანაც: 

X=  C _ 

“'/1-C 

X-ის ეს გამოსახულება ჩავსვათ ზოგად ინტეგრალში, გვექნება: 

2 

C VV1-–C1=ყ–- 1 
  

M 71 --C V1=C. 

ამგვარად, მივიღებთ დისკრიმინანტული წირის პარამეტრულ სახეს: 

»ჯX>=- C 
V 1--C? / ' 

„= 1 

7 V1-C 
თუ ამ სისტემიდან გამოვრიცხავთ C-ს, მივიღებთ: 

ტ(X, ყ) = ყ–-– XX-- 1=0, 
ანუ 

ყი XX =1; 

ეს უკანასკნელი განტოლება განსაზღვრავს მოცემული განტოლების 

განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

§ 9. ამოცანები ტრაექტორიების ფესასებ 

გამოყენებითს დარგებში ხშირად საქმე გვაქვს შემდეგ ამოცანებ- 

თან: 

ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე მოცემულია ერთ პარამეტრზე დამოკი- 
დებულ ბრტყელ წირთა ოჯახი: 

დ(,ყ C=90, (9.1) 
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სადაც (ნ V, ყ, C) და მისი კერძო წარჭქოებულები X-ის მიმართ უწყვეტია 

Xმყ სიბრტყის რომელიღაც IL. არეში!. უნდა ვიპოვოთ წირთა ისეთი 
ოჯახი: 

დ, (X, ყ, C) =0, (9.2 

რომლის ყოველი: წირი გადაკვეთს მოცემული 4 (X, ყ, C)=0 ოჯახის 

წირებს მუდმივი თ კუთხით (ნახ. 22). 

განსაზღვრა. CI, (X, ყ, C)=0 წირთა ოჯახს, რომლის 
ყოველი წირი გადაკვეთს მოცემული თ (X, ყ, C)=0 

ოჯახის წირებს მუდმივი თ კუთხით, ეწოდება 

მოცემული ოჯახის იზოგონალური ტრაექტორი- 

ების ოჯახი. თუ ეს მუფმივი თ კუთხე არის 

# 
მართი კუთხე, თ= 2 მაშინ იზოგონალურ ტრაექტო- 

რიებს ორთოგონალური ტრაექტორიები ეწოდება. 

1. იზოგონალური ტრაექტორიები. ვუჩევენოთ,, რომ 

მოცემული (10.1) ოჯახის იზოგონალური ტრაექტორიების მოძებნის 

ამოცანა დაიყვანება პირეელი რიგის 

ჩვეულებრივ დიფერენციალური გან.  ყ 
ტოლების ინტეგრებაზე. ვთქვათ, #, 
არის იზოგონალური ტრაექტორია, 
/#MV(C,, ყ)) –– ნებისმიერი წერტილი 
L,-ზე, ხოლო L, არის (10.1) ოჯახის ს 

წირი, რომელიც გადის /ML(CX,, ყ,) | 

წერტილზე და იკვეთება L, წირით 0. 
მუდმივი თ კუთხით. 

აღვნიშნოთ დ და დ,-ით შესაბა– 

მისად ის კუთხეები, რომლებსაც /V 

წერტილში L და L, წირებისადმი გავლებული #7 და MI17) მხებები 
შეადგენს 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან. ცხადია, LI) წირის 

ნებისმიერი # წერტილისათვის ადგილი ექნება დამოკიდებულებას: 

  

  

ნახ, 22, 

თ =:დ,–– დ = ლ0ი8§L. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ ორი კუთხის სხვაობის ტანგენსის გა– 

მოსახულებას 

'ყდ,--I,დ დ.3) 
Lთ დ = 

1+LVყდ.-I|ყდ, 

1! გგულისხმობთ, რომ ბრტყელ წირთა ოჯახს აქვს ის თვისება, რომ #) არის 
ყოველ წერტილზე გაივლის ოჯახის მხოლოდ ერთი წირი, 

207



სადაც 

ჩ=VMC=- 9)  9X 6 # 0) (9.4) 
ძX დ, “X, ყ, C) 

არის L წირისადმი M# წერტილში გავლებული მხების კუთხური კოე- 

ფიციენტი, ხოლო 

ძ LCC, =“-2+ (9.5) 

–- საძიებელი L, წირისადმი # წერტილში გავლებული მხების კუ- 

თხური კოეფიციენტი, მაშინ 

ძყ, + –/ 
ყთ-–=-““ _ (9.6) 

ძყ 1+#/-“ 
+ ძX 

სადაც ი გადათვლილია (9.1) წირიდან საძიებელი (9.2) წირისაკენ- 

(9.4) ტოლობაში ჩავსვათ C-ს მნიშვნელობა (9.1)-დან, მაშინ მივი–- 

ღებთ: 

ძყ ' 
Iყდ= –--–-=%V, 9), (9.7) 

ძX 

ამიტომ იზოგონალობის (9.6) პირობის თანახმად, გვექნება: 

ძ 
“+ სი, M _ 

ჩ=V=ხფ-ფ-- “ , თუი8- დ. 
14+9() 

ძX 

უკანასკნელი განტოლება წარმოადგენს პირველი რიგის ჩვეულებ- 
რივ დიფერენციალურ განტოლებას საძიებელი იზოგონალური ტრაექ- 

ტორიების ოჯახის განსაზღვრისათვის (ნახ. 22). 

ძყ, თუ (9.8) განტოლებას ამოვხსნით   -ის მიმართ, მივიღებთ: 

ძე, _ ა(0,ყ)+# 
ძთყ 1–-ჩMათ/” 

სადაც # = 12 და სCV,/)= “4, თ5- --, 
ძX 2 
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ანუ 

, 4 + MX 
MI - “ 
__= სააებსებგბებბრ“რწრ“წ“““რ““““ლლი ე _ 9.9 

ძX 1 ძი “ 2 (9.2) 

ძყ, 1 
„==. 9,10 
ძX ძყ 6.» 

ძX 

2. ვთქვათ, 

ძ 
4. = ჯV, V) 

არის მოცემული (9.1) ბრტყელ წირთა ოჯახს დიფერენციალური 

განტოლება. რადგანაც M (X, ყ) წერტილი ეკუთვნის (9.1) ოჯახის 

ერთ-ერთ წირს, ამიტომ ამ წერტილში 

ძ , 
+M = V/.=/(, Vყ) 

ძX 

და, მაშასადამე, ამავე წერტილში, თუ თ 56 > , 

ძყ. _ IC, ყ)+#/ , (9.11) 
ძ 1–-MVC,V 

და : 
ძყ, 1 1 
–-------_ "(0 9.12 

ი #4.  /CV 62 
ძX 

1 
თუ ძ= – , (9.11) განტოლება წარმოადგენს მოცემული (9.1) ბრტყელ 

  

  

1 რადგანაც «== -- , ამიტომ «ი=VC+ი=M(--+%) = –C2იდ= 

=- დ =. ახლა თუ გავიხსენებთ წარმოებულის გეომეტრიულ მნიშვნელობას, და– 
დ 

ძ ვასკვნით, რომ M (X, ყ) წერტილში: -. =- >. 

ძX 
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წირთა ოჯახს იზოგონალური ტრაექტორიების ოჯახის დიფერენციალურ 
განტოლებას, ხოლო (9.12) განტოლება –– მოცემული (9.1) ბრტყელ წირთა 
ოჯახის ორთოგონალური” ტრაექტორიების ოჯახის დიფერენციალურ განტო- 
ლებას. 

ახლა, თუ (9.1) ბრტყელ წირთა ოჯახის დიფერენციალური განტო- 
ლება მოცემულია სახით: 

# CV, ყ, ყ) =0, 

მაშინ, (9.1) ოჯახის იზოგონალური ტრაექტორიების ოჯახის დიფერენ- 

ციალური განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ სახით: : 

იყ, –#%X 

X| X, „“ =0, დ.13) 
1+M-“V7 

სადაც # = LC, 256 --. 

ცხადია, (9.11), (9.12) და (9.13) განტოლებების ინტეგრებით, 
მივიღებთ მოცემული (9.1) ბრტყელ წირთა ოჯახის იზხოგონალური და 

ორთოგონალური ტრაექტორიების ოჯახების განტოლებებს. 

მაგალითი 1, მოცემულია წრფეთა ოჯახი: 

ყ=C6CX, – C<X< + Cთ. 

უნდა ვიპოვოთ წირები, რომლებიც; ყ = CX წრფეებს კვეთს მოცემული 
“ 

თ = –- კუთხით. 4 კუ ით 

ამოხსნა. მოცემულ ბრტყელ წირთა ოჯახის იზოგონალური 

ტრაექტორიების ოჯახს მოძებნისათვის რომელიც შეესაბამება 

« = –- კუთხეს, უნდა შევადგინოთ V = CX წრფეთა „ოჯახის დიფერენ- 
ციალური განტოლება: 

ყ=C,4%>=0, ე. ი. ყ#=V"X, 
ძX 

ანუ 
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ახლა (9.11) ფორმულის მიხედვით, უნდა შევადგინოთ V=CX ოჯა– 

ხის იზოგონალური ტრაექტორიების ოჯახის დიფერენციალური გან– 

ტოლება: 

1+ 
V იზ.ტრ. = 

1– 
(9.13ე 

+ 
IC

 
«I

C 

(9.13) განტოლება წარმოადგენს პირველი რიგის ერთგვაროვან დიფე- 

რენციალურ განტოლებას; მისი ზოგადი ინტეგრალის მოსაძებნად მო- 

ვახდინოთ გარდაქმნა: 

  ყ=VX, ყხ=VX+Vს, "X+90C=1X42 , 
' 1-V 

ანუ 

_1-=% ე, %.. (5.14) 
1+V/? ჯ 

(9.14) განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ: 

მი0I§6-- II (1 +- #)? = 10 IXI+-C, 

ანუ 

# 1 9 C 1 9 მი I -–- ––- –– ი(VC  +ყ) + – IIXX=I»IXI+-C, 
XჯX 2 2 

საიდანაც: 

მჯC LC #  6= IL V X? -L ყ?. 
ჯ 

უკანასკნელი განტოლება წარმოადგენს მოცემულ წრფეთა: ოჯახის 

იზოგონალური ტრაექტორიების ოჯახის განტოლებას. თუ ამ განტოლე– 

ბაში, გადავალთ პოლარულ კოორდინატებზე: X=ი0 005 დ, V=ი0ი §10 დ, 

მაშინ მივიღებთ (9.14) განტოლების ზოგად ინტეგრალს სახით: 

დ-–C=)1იიი=60' ი, ანუ ი6=0,6წ, სადაც C,=6“ . " 
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ამგვარად, მოცემულ წრფეთა ოჯახის იზოგონალურ ტრაექტორიებს 

წარმოადგენს ლოგარითმული სპირალების ოჯახი, რომელიც მოცემულ 

თ = + კუთხეს შეესაბამება (ნახ. 23). 

2 ორთოგონალური ტრაექტორიები. ანალოგიურად ვუეჩ- 
ვენწებთ, რომ ორთოგონალური ტრაექტორიების მოძებნის ამოცანა დაიყვა- 

ნება პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების ინტეგ- 
რებაზე. 

9 მართლაც, ვთქვათ, უნდა ვიპოვოთ 
წირთა ისეთი ოჯახი (9.2), რომლის ყო- 

, ველი წირი გადაკვეთს მოცემული (9.1) 
ოჯახის წირებს მართი კუთხით. ანალიზუ- 

რად ეს ნიშნავს, რომ, თუ # (ჯ, ყ, ყჩ)=0 
I არის წირთას C (»ჯ, ყ, C) = 0 ოჯახის 

დიფერენციალური განტოლება, მაშინ 

დ(X, ყ, C1=0 ოჯახის მიმართ ორთოგო– 

ნალური ტრაექტორიების დ, (ს, V, C)=0 
ოჯახის დიფერენციალურ განტოლებას ექ– 
ნება სახე: 

ნახ, 23 1 

ნ (» ყ, –-») =0, (9.15) 
ყ 

რტკანასკნელი განტოლების ინტეგრება მოგვცემს საძიებელი ორთო- 

გონალური ტრაექტორიების ოჯახს. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ ყ=CX2 პარაბოლათა ოჯახის ორთოგონა- 

ლური ტრაექტორიების ოჯახის დიფერენციალური განტოლება. 

ამთხსნა. #=CX. და ყ#ყ§#'=-2CX განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ 

C პარამეტრი, მივიღებთ პარაბოლათა ოჯახის დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას: ყ” = 29, ამ უკანასკნელ განტოლებაში სყ” წარმოებულის 
ჯ I 

  შეცვლა –- 1 ით' მოგვცემს პარაბოლათა მოცემული ოჯახისს ორთოგო- 
ყ - 

ნალური ტრაექტორიების ოჯახის დიფერენციალურ განტოლებას: 

ა-ა” 
მე" ყ' M#” 

ანუ 

XძX 
–ყძყ = , 

  

2 
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აქედან, თუ მოვახდენთ მიღებული განტოლების ინტეგრებას, მივი- 
ღებთ: 

# ყ? 
+ ცკ / თ 
412 , 

ამგვარად, პარაბოლათა მოცემული ოჯახისადმი ორთოგონალური 
ტრაექტორიების ოჯახი იქნება ელიფსები: 

% ყ? 
“ 59 =C, 

4 + 2 

რომელთა ნახევარღერძებია: 

=20, ხ=%V2C. 

წ 

_____–---ს



V თავი 

უმაღლესი რიბის დიფერენციალური 

განტოლებანი 

§ 1. ”-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონასსნი 

და ზოგადი ამონახსნი 

განვიხილოთ ჩ-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან–- 

ტოლება ზოგადი სახით: 

” #”(C,ყ, ყი ყი... /)) =0! (1.1) 

ან ყჩM(X) უმაღლესი რიგის წარმოებულის მიმართ ამოხსნილი სახით: 

ყი) (9) =,/V, ყ, M”, ყ”,...,ყრ-)). (1.2) 
პირველ თავში გავეცანით ძირითად ცხებებს, რომლებიც დაკავში– 

რებულია (1.1) ან (12) სახის დიფერენციალური განტოლების შეს- 

წავლასთან. 

დამოუკიდებელი » ცვლადის ყოველ »X=დ (#) 
ფუნქციას, რომელიც განსაზღვრული და ი-ჯერ 
წარმოებადია (ი, ხნ) შუალედში, ეწოდება (1,1) ან 

(1.2) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, 
თუ ის ამ შუალედში ჯ-ის ყველა მნიშე'ნელობი- 

სათვის იგივურად აკმაყოფილებს (1.1) ან (1.2) სა- 
ხის განტოლებას: 

#IX, დ(ი, დ (X), ..., დL”! (X)) =0 
ან 

დე) (9) =/ IX, დ (X), დ” (X), -.., დი) (X)). 
(1.1) დიფერენციალური განტოლების ინტეგრების ძირითად ამოცანას 
წარმოადგენს ამ განტოლების ყველა ამონახსნის მოძებნა და მათი 
თვისებების შესწავლა. | 

  

1 (1.1) დამოკიდებულებაში შემავალი # (X, V, V'. ყ”, ..., ყ()) ფუნქცია აკმაყო– 

ფილებს არაცხადი ფუნქციის არსებობის თეორემის ყველა პირობას, იგი შეიცავს 
' 

(ჟ) (X)-ს და X» 
ყბედი 70 
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1. კოშის ამოცანა. 

ყ(ე =/ (ი, ყ. VI, ·.. , /0-.)) (1.2) 

განტოლებისათვის კოშის ამოცანა შემდეგნაირად დაისმის: 

(1.2) განტოლების ყველა ამონახსნს შორის ვიპოვოთ ამონახსნი 

ყ=VყVC), (1.3) 

რომელიც X დამოუკიდებელი ცვლადის მოცემული Xი მნიშვნელობი– 
სათვის აკმაყოფილებს პირობებს 

, , == – ყ (X) =Vი, ს” (X) = ყი” ·- დე = ყი”), (1.4 
სადაც Xა; Vი, ყი”) ყე მოცემული რიცხვებია: ყი, ყე” ,.-., ყე”! რი- 

ცხვებს (1.3) ამონახსნის საწყისი მნიშვნელობანი ეწოდება, Xე რიცხვს –-- და–- 
მოუკიდებელი ცვლადის საწყისი მნიშვნელობა, ხოლო Xე, V() ყი”, ·-- | ყი!” !) 
რიცხვების ერთობლიობას კი #-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების 

(1.3) ამონახსნის საწყისი პი- 

რობები. შ 
მეორე რიგის განტოლების ა V# 

შემთხვევაში 

ყ”(X =/(, ყ, ყე) (1.5) « 
კოშის ამოცანა მდგომარეობს –/ 

(1.3) ამონახსნის მოძებნაში, 9 
რომელიც აკმაყოფილებს სა- __. % XX 
ყის პირობებს: ა I ეუ X 

ნახ, 24. 

  

ყ=ყი, ყ”=ყი”, როცა X=Xე. 
“ 

ეს ამოცანა გეომეტრიული თვალსაზრისით ნიშნავს, რომ საძიებელია 
/Mა (ა. ყს წერტილზე გამავალი ინტეგრალური წირი, რომელსაც ამ 
წერტილში მხების მოცემული მიმართულება ექნება, ე. ი. /Mე (Xა, VI) 
წერტილში ექნება მოცემული მხები, რომელიც 0X ღერძის დადებით მი- 

მართულებასთან შეადგენს ისეთ თ კუთხეს, რომ LV = ყი” (ნახ. 24). 

2 ური რიგის დიფერენციალური განტოლე- 

ბის ზოგადი ამონახსნი. ზემოთ-·ვნახეთ, რომ პირველი 

რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი წარმოად- 

გენს წირთა ოჯახს, რომელიც ერთ ნებისმიერ C პარამეტრზეა დამო- 

კიდებული, ე. ი. ამონახსნში ნებისმიერი მუდმივების რიცხვი ეტოლე– 

ბა დიფერენციალური განტოლების რიგს. საზოგადოდ, შეიძლება 
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ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი. C მუდმივების რიცხვი დიფერენციალუ- 

რი განტოლების ზოგად ინტეგრალში: ეტოლება მოცემული დიფერენ- 
ციალური განტოლების რიგს. მართლაც, ამ მიზნით განვიხილოთ უმარ- 
ტივესი სახის მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება: 

ყ” = / (X)- (1.6) 
ამოცანა მდგომარეობს ამ განტოლების ამონახსნის მოძებნაში, ე. ი 

უნდა ვიპოვოთ ისეთი V=V (+) ფუნქციები, რომლებიც (1.6) განტო–- 

ლებას იგივეობად გადააქცევს. მოცემული განტოლება გადავწეროთ 

ასე: 

– (7) =/C. 
ამ უკანასკნელი კანტოლების ს ორერ ინტეგრება გვაძლევს: 

= | 7ფ0%+0, 

ძ/ =« | (Iფ0)ძი+C,ძX, 

– | «| /თ4%+C | «+C, 

#= | თ«/Iო0«%+C++C, 
მაშასადამე, . 

ყ=Cდთ(X)+C.X + C. (1.7) 
უკანასკნელი წარმოადგენს (1.6) განტოლების ორ C; და C პარამეტრ“- , 
ზე დამოკიდებულ ამონახსნებს, რომელშიაც CI და C: პარამეტრებს 
შეუძლია მიიღოს ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელი ნებისმიერი რი- 

ცხვითი მნიშვნელობანი. ამგვარად, მეორე რიგის დიფერენციალური 
განტოლების ამონახსნში ნებისმიერი მუდმივების რიცხვი ეტოლება 

განტოლების რიგს. კერძოდ, თუ 

/(X)=X, (1.5) 

მაშინ (1.7) განტოლება მიიღებს სახეს: 

ჯ' · 
ყ= 12. + CI X + C· 

უკანასკნელი არის (1.6) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი. 
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(1.7) განტოლება გეომეტრიულად წარმოადგენს ორპარამეტრიან 
წირთა ოჯახს X0ყ სიბრტყეზე. (1.6) განტოლების ამონახსნის ცალსა- 

ხად განსაზღვრისათვის ვისარგებლოთ საწყისი პირობებით. როცა 

X = Xი, მაშინ V (Xა) = ყი, #9” (Xი) = ყი, სადაც წყა და ჯა რომელიღაც 
მუდმივი რიცხვებია. პირობა V (X)) = ყე გვაძლევს საშუალებას განვსაზღვ– 

როთ მხოლოდ ერთი ნებისმიერი მუდმივი C,. მართლაც, ამისათვის (1.7) 
განტოლებაში ჩავსვათ X = Xა, მაშინ 

9 (Xა) = ყა = დ (X)) + C, Xი ·“L Cა, 

საიდანაც 

ყ (X,) –– დ (X) –– C 
% ' 

C, == X6 5-0, 

თუ უკანასკნელს გავითვალისწინებთ (1.4) განტოლებაში, გვექნება: 

ყთო=დ0ე+90)-9%) ,_ 2, C, 
2%ა % 

სადაც C: ნებისმიერი მუდმივია. მაგრამ ეს იმას ნიშნავს, რომ.მოცე- 
მულ (Xი, ყი) წერტილზე გაივლის (1.6) განტოლების ინტეგრალურ 

წირთა მთელი ოჯახი. ცალსახად რომ განესახღვროთ ამონახსნი, ე. ი. 

(Xი, ყი) წერტილზე გამავალ წირთა ოჯახიდან რომ გამოვყოთ ერთი 

გარკვეული წირი, ამისათვის მოცემული უნდა იყოს შესაბამისი ინ- 
ტეგრალური წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი, ანუ მიმართულე– 

ბა (X0, ყი) წერტილში: სყ” (Xი) = ყი. მართლაც, გავაწარმოოთ (1.7) 

განტოლება #ჯ-ით და მიღებულ ტოლობაში ჩავსვათ X=Xი0, გვექნება: 

V (Xა) = დ” (XI) -+ C|- 

მაშასადამე, მივიღებთ ორუცნობიან განტოლებათა სისტემას C, 

და Cა-ის მიმართ: 

ყ (Xა) == დ (X)) -L CI Xა -L Cე, ! 

ყ” (+) => დ (XI) + C,, 

რომლის ამოხსნა C,) და C: პარამეტრების მიმართ გვაძლევს ამ პარა– 

მეტრებისათვის სრულიად გარკვეულ CI და C: რიცხვით მნიშვნე- 
ლობებს. 

C,” = ყ” (Xა) –– დ (XI), I 

Cა:” = 9 (Xი) –– დ (X) –– Xი IV (Xე) –– დ” (X)). 
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თუ C) და C.? მნიშვნელობებს შევიტანთ (1.7) ფორმულაში, მივი- 

ღებთ: 

#-#0ი-=თ0+61#+0,=6რ(00+ IV +) (X)1X+ 
-L V (Xი) –– დ (Xა) –– Xე IV" (Xი) –– დ” (Xა) I, 

ყ=ყ()=დCდ()+ IM (X)-– დ (%)) X +- 4 (XI) –– 

–-დ (X) –– Xი IV” (Xი) –– დ” (%)1. 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს (1.6) განტოლების კერძო ამონახსნს. 

ისე როგორც პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

შემთხვევაში, აქაც, როცა მეორე რიგის დიფერენციალურ განტოლე– 
ბას აქვს სახე: 

ჯ#(C, ყ, ყ', ყ”)=:0, (1.8) 

ე. ი. როცა დიფერენციალური განტოლება უფრო რთულია, ვიდრე 

(1.6) განტოლება, მაშინ (1.8) განტოლებას აქვს აგრეთვე ამონახსნე– 
ბის უსასრულო სიმრავლე. მაგრამ ამ ამონახსნების - დამოკიდებულება 
C, და C: მუდმივებზე შეიძლება'იყოს უფრო რთული, ვიდრე (1.7) 

ფორმულაში. ამიტომ (1.8) განტოლების ამონახსნი შეიძლება ჩავწე- 
როთ სახით: 

ყ=დV, C. C:), (1.9 

სადაც CI და C2 ნებისმიერი მუდმივებია. შესაძლოა, რომ Vყ ფუნქცია, 
რომელიც წარმოადგენს (1.8) .განტოლების ამონახსნს, განტოლებისა 

ამონახსნის პროცესში“ მიღებულ იქნეს როგორც არაცხადი ფუნქცია, 

ე. ი. ფორმულა, რომელიც იძლევა განტოლების “ამონახსნის ზოგად: 

სახეს, არ იყოს ყ-ის მიმართ ამოხსნილი. ამ შემთხვევაში (1.8) განტო- 

ლების ამონახსნი ზოგადი სახით შეიძლება ასე ჩავწეროთ 

დV, ყ, CI C.) == 0. 

სრულიად ანალოგიური მსჯელობით ვუჩვენებთ, რომ უმარტივესი 
სახის # რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების 

ყლ) = / ე (1.10) 

“რ ოგადი ამონახსნი, სადაც | (X) უწყვეტი ფუნქციაა (თ, ხ) შუალედში, 

შეიცავს # ნებისმიერ მუდმივს. მართლაც, ვიპოვოთ (1.10) განტოლე- I 

ბის ამონახსნი. მოვახდინოთ განტოლების ორივე მხარის მტმდევრო– 
ბითი ინტეგრება M#-ჯერ, ამასთან მხედველობაში მივიღოთ, რომ 

_ ძ”ყ ძი /ძთი”“ ყა. 

ძX” ძX ხ ძX ): 
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გვექნება: 

ყრ-ს ცე = IICთ ძ«+0, (1.11) 

სადაც Xი არის X-ის ნებისმიერი ფიქსირებული მნიშვნელობა / (X)-ის 

განსაზღვრის შუალედიდან, ხოლო C,7 ინტეგრების ნებისმიერი მუდ- 
მივია. (1.11) განტოლების ერთხელ კიდევ ინტეგრება გვაძლევს: 

რი” (/რრერირრ-ი+4 
'თუ ინტეგრების პროცესს · განვაგრძობთ, მაშინ #-ჯერ მიმდევრობითი 
ინტეგრების შედეგად მივიღებთ (1.10) განტოლების ამონახსნის “შემ– 

დეგ გამოსახულებას: 

· 2 C ”- 
#=- (რ-ი #I ძ--- | /თი+ –-ი--+ 

ფ--I)! 
%0 % 

თ C- ჯარ. X.)”“ 
_ თ=72!) “ს. .+60,C-X)+0;ე, 

ანუ 

  

_ C,(X –– X)” C5 (X–– X.)””? ყო=ითო+2C-27 , 0C- 
+-..+ 60, LC-–-#) + C/. (1.12) 

(1.12) ფორმულა გვაძლევს (1.10) განტოლების ამონახსნს, სადაც CI, 

C:,...,C,ც ინტეგრების "ნებისმიერი მუდმივებია, ხოლო დ(X) /1-ჯერადი 

ინტეგრალი I (X)-დან, ნებისმიერად შერჩეული ქეედა საზღვრით: 

ნთ-1 6) «- 1/თ4 (1.13) 

(1.13) გამოსახულება შეიცავს M- „ჯერად კვადრატურას X-ით, თუმცა 

იგი შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს სახით: 

+ 

  დი = I თ– ი /ტ0V, (00.14) 
–1 
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რომელიც მხოლოდ ერთ კვადრატურას შეიცავს, ამაში ადვილად 

დავრწმუნდებით, თუ ვისარგებლებთ ინტეგრალური აღრიცხვიდან 
ცნობილი ინტეგრალის პარამეტრით გაწარმოების ფორმულით, მივი- 

ღებთ დ” ცე = / (ი. 
მართლაც, ვისარგებლოთ ინტეგრალის პარამეტრის მიმართ გაწარ– 

მოების ფორმულით: 

  

, ხ=ხთდ) 

რ – | 9 ««+/V0C, ი /9რდ, 9-4, 
ძ=0() 

სადაც 

ხ=ხლი) 

დდ) = (7C ი) ძ», 
ძ==0(9) 

გვექნება: 

  

0 = I ფ–იე”'/04, 

  

ჯ 

” _ _. 1 –- ტი-ვ3 Vთოთ= | «–ი'ა/ტ“, 
Xი 

ჯ 

თწხთ= |/6# 

დ”) (X) = / (ი). 

ამგვარად, (1.14) ფორმულის მართებულობა დამტკიცებულია. აქედან 
ცხადია, რომ (1.10) განტოლების ამონახსნია: 

V (X) =   
II-I 1(X –- Xე)”“) ლემსლა /ი+5C-- 7) ი. + 

C(X-– ჯეჩ-? .. Cიე-: (X-- Xე)' Cი-,(X–- XI) C 

თ–73!. 21... 1! 10% 
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ამგვარად, ვუჩვენოთ, რომ უმარტივესი სახის /#-ური რიგის (1.10) 

ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი შეიცავს ” 

ნებისმიერ მუდმივს CI, Cა,-.,Cი, ე. ი. განტოლების ამონახსნში ნების- 

მიერი მუდმივების რიცხვი ეტოლება დიფერენციალური განტოლების 

"რიგს. 

მაგალითი, ვიპოვოთ 

ძ!ყ 

ძ»? 
= C05 #X   

განტოლების ამონახსნი. 

ამოხსნა. 

ჯ 

ყ = | C05 #X ძX -L C) = 

6 

510 რ 
  +0C0C„ 

აქედან ინტეგრებით მივიღებთ ამონახსნს შემდეგი სახით: 

  

ჯ 
კ | შირი ი6+6-- გ თ6+6++2, 

0 

ანუ 

ყ= –-- 005 ”X ++CI X-L CC), 

მოყვანილ მაგალითებში აღნიშნული თვისება ზოგადი ხასიათისაა. 

თუ მოცემულია ჩ#-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური 

განტოლება: 

ჩV, ყ, ყ”, Mყ”, -.· , ყ(ი)) =90, (1.15) 

მაშინ ამ განტოლების ამონახსნი შეიცავს /L ნებისმიერ მუდმივს: C,, C.,.--,Cი- 
ის როგორც მეორე რიგის ზოგადი სახის განტოლების შემთხვევაში, 
აქაც, როცა ”-ური რიგის დიფერენციალურ განტოლებას აქვს (1.15) სახე, 

ე. ი. როცა დიფერენციალური განტოლება უფრო რთულია, ვიდრე (1.10), 

მაშინ (1.15) განტოლების ამონახსნების დამოკიდებულება C,, Cე:, ·-·, Cთ 
მუდმივებზე შეიძლება იყრს უფრო რთული, ვიდრე (1.12) ფორმულაში. 
ამიტომ (1.15) განტოლების ამონახსნი შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

ყ=CდV, ი” C5, ·--, Cი). (1.16) 
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სადაც CI, C,,---,C„ ნებისმიერი მუდმივებია. შესაძლოა, V = V(X). ფუნქ- 
ცია, რომელიც წარმოადგენს (1.15) განტოლების ამონახსნს, განტოლე– 

ბის ამონახსნის შედეგად გამოისახოს როგორც არაცხადი ფუნქცია: 

დ(X, ყ. CI, C:, ... „Cი) = 0. 

თუ ამ განტოლებიდან შეიძლება განისაზღვროს V (X) ფუნქცია, მაშინ 

მივიღებთ (1.16) ფორმულას. 

განსაზღვრა I. (1.15) /#-ური· რიგის ჩვეულებრივი დიფე- 
რენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი #) არეში 

ეწოდება ჩი ნებისმიერი C,, C.,..-.,Cე მუდმივის შემცველ 

ყოველ 
ყ=დV, C), C.·--, Cი) 

სახის ფუნქციას!, თუ იგი აკმაყოფილებს (1,15) დიფერენ– 
ციალურ განტოლებას C,, C),...,Cე ნებისმიერი მუდმი- 
ვების ყოველი მნიშვნელობისათვის და C,, C),...,Cც მუდ- 
მივების სათანადო შერჩევით. დ(X,CI, C:,-··,C-,) ფუნქცია 
წარმოადგენს ამ განტოლების ნებისმიერ ამონახსნს 
#-ში. 

(1.16) ზოგადი ამონახსნის ფორმულა საშუალებას გვაძლევს, C), Cე,... 
ნებისმიერი მუდმივების სათანადო შერჩევით მოვძებნოთ (1. 15) მარეს 
ამონახსნი, რომელიც ცალსახად განისაზღვრება (Xა, ყი, M0ი”, ·.- , (ეწ!) Cი 

საწყისი მონაცემებით. ე. ი. საშუალებას გვაძლევს (1.15) განტოლებისათ- 
ვის ამოვხსნათ კოშის ნებისმიერი ამოცანა #2 არეში. 

გეომეტრიული თვალსაზრისით, M-ური რიგის (1.15) დიფერენცია- 
ლური განტოლების ზოგადი ამონახსნი (1.16) წარმოადგენს C), Cე, ·-·,Cი 

პარამეტრებზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახს X0ყ სიბრტყეზე. აღნიშ- 
ნული წირების ყ ორდინატები, როგორც X-ის ფუნქციები, აკმაყოფი- 
ლებს (1.15) დიფერე ნციალურ 'განტოლებას ნებისმიერი მუდმივების 

ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. ამ წირებს მოცემული დიფერენცია- 
ლური განტოლების ინტეგრალური წირები ეწოდება. 

თეორიული თვალსაზრისით, ამოვხსნათ დიფერე ნციალური განტო– 

ლება ნიშნავს, ვიპოვოთ მისი ზოგადი ამონახსნი. მაგრამ, პრაქტიკული 

1 არსებობის თეორემის დამტკიცებიდან გამომდინარეობს, რომ 

ყ= დ(»X, CI, C5, ჟღ... C/) 

ფუნქცია ი-ჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადიი X არგუმენტის მიმართ და უწყვეტია 
C), Cე, ·.., Cე პარამეტრების მიმართ CV», ყ, V', VI... , V(?“))) სივრცის რომელიღაც 
"მოცემულ L არეში, 
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თვალსაზრისით დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა ნიშნავს არა 

მარტო ზოგადი ამონახსნის, არამედ ამ განტოლების კერძო ამონახსნის 
პოვნასაც რადგან ამა თუ იმ ფიზიკური ან ტექნიკური ხასიათის 

პრობლემის გამოკვლევის შემთხვევაში საძიებელმა ამონახსნმა ჩეეუ- 

ლებრივად უნდა «დააკმაყოფილოს არა მარტო განტოლება, არამედ 

თვით პრობლემის გამოკვლევასთან დაკავშირებული ზოგიერთი დამა- 

ტებითი პირობაც. ამ დამატებით პირობებს, როგორც ეს ზემოთ იყო 
აღნიშნული, საწყისი პირობები ეწოდება. საწყისი პირობები საშუა- 

ლებას გვაძლევს ზოგად ამონახსნში შემავალი ნებისმიერი მუდმივები 

განვსახღვროთ ისე, რომ მივიღოთ გამოსაკვლევი პრობლემის ერთი 

გარკვეული პასეხი. 

როგორც ვნახეთ, ზოგადი სახის #-ური რიგის დიფერენციალური 

განტოლება არ განსაზღვრავს კონკრეტულ ამონახსნს, რადგან მას აქვს 
უსასრულოდ. მრავალი ამონახსნი. ზოგადი ინტეგრალიდან განტოლე– 

ბის გარკვეული კერძო ამონახსნის მისაღებად, ე. ი. ამონახსნის (ცალ– 
სახა განსაზღვრისათვის, საჭიროა მოცემული იყოს დამატებითი პირო– 

ბები, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს საძიებელი ყ=V (X) ფუნქ- 
ცია და მისი მიმდევრობითი წარმოებულები (M--1) რიგის ჩათვლით 

X-ის რომელიმე X#აე მნიშვნელობისათვის; მასთან, ძირითადი ამოცანა, 

რომელიც ჩვეულებრივად ისმება, წარმოადგენს კოშის ამოცანას. 

ახლა ქეუჩვენოთ, როგორ შეიძლება ამოვხსნათ კოშის ამოცანა 

(1.15) განტოლებისათვის, თუ ცნობილია მისი ზოგადი ამონახსნი. 

საწყისი პირობების მეშვეობით შეიძლება განვსაზღვროთ C;, Cე, ..-, Cი 

პარამეტრების “შესაბამისი C,9, Cე:?, ...,Cე” რიცხვითი მნიშვნელობანი გან- 
ტოლებათა შემდეგი სისტემიდან!: 

ყი =: დ 62 C,, C5, ... ;Cი), 

ყი” == დ” (Xნ, CI, C2 ··-ს Cი) 

ყა” = დ” (Xი, C), C ···, Cი), (1.17) 

ყელი!) = დ) (X-, CI; C2) ---, Cი) 

ამ სისტემას მივიღებთ, თუ ყ=-დ(X, C, C»V-··,Cე) განტოლებას 

გავაწარმოებთ X-ით (=-–- 1)-ჯერ და შემდეგ X-ის „ნაცვლად ჩავსვამთ საწყის 
მნიშვნელობას, X--ს, ხოლო ყV/, V”/, ყ”, ... , ყ(/-12-ის ნაცვლად –- საძიებელი 

ამონახსნის საწყის მნიშვნელობებს. 

1 იგულისხმება, რომ (1,17) სისტემა ამოხსნადია CI, Cე,..., C„-ის მიმართ ნების- 
„მიერ საწყის პირობებში: #ე, ყი, V/0', ...· V0(?-1); (XC V0, M0”, ·., ყენჩ–)) Cი. 
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თუ (1.17) სისტემას განვიხილავთ როგორც # ალგებრულ განტოლე- 
ბათა სისტემას CI, Cა:,...,C„ უცნობებით, მაშინ ამ სისტემის ამოხსნა 
მოგვცემს CI, C5, ···, C„ პარამეტრებისათვის სრულიად გარკვეულ მნიშვნე- 
ლობებს C,9, C;7, «.-, Cე?: 

C,” = %, (Xნ, ყი, წი”, ---, ეშ )), 

Cე” = ს, (Xა, ყი, ყი”, ·-· , ყე(”-))), 

Cი' =%ეი (%, ყი» #0” ·-- ; ჟე”“1)). 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ ზოგადი ამონახსნის ფორმულაში, 

მივიღებთ განხილული განტოლების კერძო ამონახსნს: 

ყ=დV,C,, C»-··ს Cე ) = 

= დLX», ს, (Xი MC #0”, ··- » ი”. !)) , .-., სი (Xი; წ/ის M0”ს -·-ს ყი”) 1 = 

· = ყ (X; X-ა, ყი» Vი» ··> ყი“), 

„რომელიც ეთანადება მოცემულ საწყის პირობებს. 

განსაზღვრა 2. (1.15) ”-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფე- 
რენციალური განტოლების 'ზოგადი ინტეგრალი! #) არე- 
ში ეწოდება /#/ ნებისმიერი C,, C),.--,C,ე მუდმივის შემ-, 

ცველ ყოველ 
დი, Vყ, C,, C,..-,6C,) =0 (1.18) 

სახის ფუნქციონალურ თანაფარდობას, თუუ ეს 
თანაფარდობა /#) არეში, განსაზღვრავს (1.15) დი- 

ფერენციალური განტოლების 

ყ=დ(,C,, CV.-·,სCი) 

ზოგად ამონახსნს. არაცხადი სახით. 

(1.18 ზოგადი ინტეგრალის ფორმულა საშუალებას გვაძლევს C), 

'Cე, ·.·/ Cგ მუღმივების სათანადოდ შერჩეული მნიშენელობისათვის მოვძებ- 

ნოთ (1.15) დიფერენციალური განტოლების ნებისმიერი ინტეგრალური 
წირი (მრუდი) რომელიც #L) არეში გაივლის. 

თუ (1.15) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 

მოცემულია სახით: 

დ(, ყV, CL, C:, ... ,Cი) = 0, (1.13) 

1) იგულისხმება რომ (1,17) სისტემა ამოხსნადია C;, Cე, ..-. , Cც-ის მიმართ ნე- 

ბისმიერ საწყის პირობებში: 

XV, ყი. ყი. ... ყაC“1); (XI, ყი, Vა”, .... ყი“) ) C ს. 
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მაშინ ამონახსნის ცალსახად განსაზღვრისათვის საკმარისია ეს განტო- 

ლება გავაწარმოოთ Xჯ-ით (1-–-1)-ჯერ, გვექნება: 

, მთ მრ ძ #M.(X, ყ, ყი C, C,ს.·,C,)=ლ=-–-–- + +V# -0, 
მX მყ ძX 

მთ მი ძი 
L.(X, ყ, M', წყ”, CV...) =-–-+2 ;(X, ყ, V”, ყ ' C.) მ + მXმV მჯ 

01დთ (+. ე ედ თ ყ 

მყ? >) მყ ძ»;' 

  

= 0,“ (0.2თ 

ჩე-, (62 ყ, V, ... , ყ(ჩ–)), CI C., ... ,C„) = 

_ მ0/!“! თ 0მ“ი (III) 

= 0. 
მXM-" მყ ძჯი-! 

  

(1.19) და (1.20) განტოლებებში X-ის ნაცვლად ჩავსვათ საწყისი მნიშვ– 
ნელობა X., ხოლო V, V”, ყ”,..., ყ(?-)-ის ნაცვლად საძიებელი ამონახსნის 
საწყისი მნიშვნელობები: ყე, V/,--. ყე? ამ გზით მივიღებთ /1: განტო–- 

ლების სისტემას 8 ·უცნობი პარამეტრით: C,, Cე,... ჯC იე, საიდანაც განვ- 

საზღვრავთ C,, Cე, --., C, მღდმივებს!. 

განსაზღვრა მ. ყოველ V-==CდV, C,9,C5?, ...,Cე?) სახის ფუნქციო- 
ნალურ დამოკიდებულებას, რომელიც მიიღება (1.16) ზოგადი ამო- 

ნახსნიდან ნებისმიერი C.,C.,..-,C მუდმივების მოცემუ- 

ლი კონკრეტული რიცხვითი მნიშვნელობებისათვის, 

X1.16) განტოლების კერძო ამონახსნი ეწოდება. 

§ 2. მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების 

გეომეტრიული ლდა მექანიკური ინტერპრეტაცია 

ისე როგორც პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

შემთხვევაში, მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლე–- 
ბას შეიძლება მივცეთ გეომეტრიული და მექანიკური ახსნა. 

ზემოთ ვნახეთ, რომ მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 
განტოლებას: 

# (CX, ყ, ყწ, ყ”) =0 (2.1) 

  

1! იგულისხმება, რომ (1.19). ღა (1.20) განტოლებათა სისტემა ამოხსნადია 

C,, C.-,.., Cგ-ის მიმართ ნებისმიერ სიწყის პირობებში: (Xა, M0ი, Vყ0' #0”, --.; V0”–1), 

(CXი, ყი» VC”, ·.. ; ყMკ(/–!)) C ნ. 
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აქვს ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე: 

ყ=CდV,-C, C») (2.2) 
ან 

თV, ყ, C, C.) = 0, (2.3) 

სადაც C)| და C:. ნებისმიერი მუდღმივებია, რომლებსაც ერთიმეორისა- 

გან დამოუკიდებლად შეუძლიათ მიიღონ ყველა მნიშენელობა 

(C-%, +C) შუალედში; ამასთან, ამ ამონახსნებიდან თითოეული გა– 

მოისახება რომელიღაც' წირით X0ყ სიბრტყეზე, რომელსაც (2.1) გახ- 

ტოლების ინტეგრალური წირი ეწოდება. ამგვარად, (2.1) განტოლების 

(2.2) ან (2.3) ზოგადი ამონახსნი X0CV სიბრტყის რაიმე # არეში წარ- 

მოადგენს ორ C) და C: პარამეტრზე დამოკიდებულ ინტეგრალურ 

წირთა ოჯახს; როგორც ცნობილია, ამ ოჯახის ნებისმიერი V=დ (X) 

მრუდის სიმრუდე მის ყოველ M(X, ყ) წერტილში გამოითვ- 

ლება ფორმულით: 

= "V 
0 +ყე” 

ახლა, თუ (2.1) განტოლებას ჩავწერთ სახით: 

(2.4) 

”„” 

, ყ 7943/2 ს __ ჩ(» # ს-ა +V ა) =9, 

დავინახავთ, რომ მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან- 

ტოლება გეომეტრიულად გამოსახავს დამოკიდებულებას ყ=დ (X) 

ინტეგრალური მრუდის #M CV, Vყ) წერტილის კოორდინატებს, ამ წერ- 

ტილში მისი მხების ყ” (ა) კუთხურ კოეფიციენტსა და #M სიმრუდეს 

შორის. 

ამგვარად, (2.1) განტოლების ინტეგრალური წირები ის წირებია, 
რომელთაც. ყოველ თავის წერტილში აქვთ (2.1) განტოლებით განსა- 

ზღვრული დამოკიდებულება ამ წერტილში მრუდის მხების კუთხურ 
კოეფიციენტსა და სიმრუდეს შორის. 

(2.1) განტოლებას შეგვიძლია მივცეთ მექანიკური ახსნა. მართლაც, 

თუ (2.1) განტოლებაში შემავალ X დამოუკიდებელ ცვლადს აღვნიშ- 

ნავთ 1-თი და მას განვიხხილავთ როგორც დროს, ხოლო საძიებელ 
ყ=დ (/0)-ს, როგორც წრფივად მოძრავი წერტილის მიერ განვლილ 

მანძილს 7 დროის განმავლობაში, მაშინ (2.1) განტოლება შეგვიძლია 
ჩავწეროთ სახით: 

ძყ ძ“ყ 
LII,ყ(ე), +, –-?”.) – 0. 2.5 

( ყი ძ მი“) (2-5) 
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ეს განტოლება დროის ყოველ 1 მომენტში მექანიკურად გამოსა– 

ხავს დამოკიდებულებას მოძრავი წერტილის განვლილ V=თდ (I) მან- 
2 

ილს, “+ სიჩქარესა. და “ + აჩქარებას შორის. ამოვხსნათ (2.5) განტო-   

ლება, ნიშნავს, განვსახღლვროთ მოძრაობის კანონი, ე. ი. ვიპოვოთ V= « (I) 
თანაფარდობა, რომელიც საშუალებას მოგვცემს დროის ნებისმიერ ჯ მო–- 

მენტში განვსაზღვროთ მოძრავი მატერიალური წერტილის მდებარეობა, 
(2.5) განტოლება, საზოგადოდ, განსაზღვრავს უსასრულოდ მრავალ ამო- 

ნახსნს. მათ· მოძრაობები ეწოდება. 

იმისათვის, რომ ამ უამრავი მოძრაობებიდან ამოვირჩიოთ ერთე 

გარკვეული მოძრაობა, ჩვეულებრივ, მექანიკაში მოცემულია მოძრავი 

წერტილის საწყისი მდებარეობა, ე. ი #=დ(I,))-ს მნიშვნელობა, როცა 
ს == (ე, მას აღვნიშნავთ (ს-ით, ყა = ყ(I), და საწყისი სიჩქარე, ე. ი. 

47ს მნიშვნელობა, როცა 1 = ჯე, მას აღვნიშნავთ ყ,-ით, Vყ, = V” ((,). 

§ ე, » ნებისმიერ მუღმივზე ღამოკიდებული ბრტყელ წირთა ოჯასის 

დიფერენციალური განტოლება 

განვიხილოთ ჩ/-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან- 

ტოლება ა 
#V ყ. ყ”, ჟ"ყ”, ... ;ყI/)) = 0, (3.1) 

სადაც # (X, ყ, ყ”, ყი, -..., #()) თავისი არგუმენტების ცნობილი ფუნქცია 

მოცემული (#M -L 2)-განზომილებიანი სივრცის რომელიღაც #) არეში. X და 
ყ-ს განვიხილავთ, როგორც სიბრტყის წერტილის დეკარტის კოორდი- 

ნატებს. 

ამ თავის 1-ლი პარაგრაფიდან ცნობილია. რომ M#-ური რიგის დი- 

ფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი წარმოადგენს წირ- 

თა ოჯახს, რომელიც განისაზღვრება განტოლებით: 

დ(, ყ, C,, C» -··; Cი) = 0., (3.2) 

(3.1) განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს (3.2) ოჯახის ყველა 

წირი, გამოსახავს ამ ინტეგრალური წირებისათვის დამახასიათებელ 

რომელიღაც ზოგად დიფერენციალურ თვისებას. ამიტომ (3.1) განტო- 

ლებას უწოდებენ ჩი პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახის დი– 

ფერენციალურ განტოლებას. 

ამ თვალსაზრისით მნიშვნელოვანია დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ინტეგრების შებრუნებული ამოცან,ი რომელიც მდგომარეობს 
შემდეგში: 
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მოცემულია C,, C....., C, პარამეტრებზე დამოკიდებულ წირთა ოჯაზი 

თდ0I(X, ყ, C,. CL, ···; Cე) = 0. 

უნდა შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც ეს 
წირები აკმაყოფილებს და რომლისათვის მოცემული (3.2) ოჯახი იქნე– 

ბა ზოგადი ინტეგრალი. საძიებელი დიფერენციალური განტოლება 

უნდა გამოსახავდეს ამ წირებისათვის დამახასიათებელ რომელიღაც 

ზოგად დიფერენციალურ თვისებას. 

ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. ქ 

თეორემა თუ X0ყ სიბრტყეში მოცემულია M პა- 
რამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახი: 

დ(9ი ყV, C,. CV ···, Cე) =0, (3.2) 

მაშინ ამ ოჯახიდან ნებისმიერი წირის ყ ორდი- 

ნატი, განხილული როგორც XჯX აბსცისის ფუენკჟ- 
ცია, აკმაყოფილებს #ჩ-ური რიგის დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას: 

“ოი #V იყ, ომ. 

ამასთან, (32) წარმოადგენს მის ზოგად ინტეგჯ- 

რალს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (3.2) განტოლებით მოცემულია CI, CC», ·-·, Cი 
პარამეტრებზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახი; შევადგინოთ დიფერენცია- 

ლური განტოლება, ,რომელსაც დააკმაყოფილება (3.2) დამოკიდებულებიდან 
განსაზღვრული V ფუნქცია, პარამეტრების ნებისძიერი მნიშვნელობისათვის, 

და რომლისათვის წირთა მოცემული ოჯაბი იქნება ზოგადი ინტეგრალი. 

ვიგულისხმებთ, რომ CთდLX, V, C,), C:, ·-· , C») ფუნქცია უწყვეტია ყველა 

არგუმენტის მიმართ, დიფერენცირებადია X-ესა და ყ-ის მიმართ # რიგამდე, - 
M რიგის ჩათვლით, და აკმაყოფილებს არაცხადი ფუნქციის არსებობისა და 

ერთადერთობის თეორემის ყველა პირობას. გავაწარმოოთ (3.2) განტოლება 
მიმდევრობით ”-ჯერ; გვექნება: 

მდ მთ 

  

  

მოე ე“ ./7- 0, მ» + მწ ყ =( 

მდ მ1დ მ?1თ მთ 2 . .//9 . ა I == 0, 

მX? + მXმყ #X მყ? # > მყ წ (3.3) 

მედ მთ · “““ ყე =0. ით + 
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(3.2) და (3.3) დამოკიდებულებანი ქმნის (/! -L 1) განტოლებათა სისტემას. 

რომელიც შეიცავს ჩ პარამეტრს: C,, C5, ···, Cი- საზოგადოდ, ამ სისტე- 

მიდნ შეიძლება გამოვრიცხოთ ყველა პარამეტრი, ე. ი. ვიპოვოთ 

CI (I =: 1, 2, ..,M) პარამეტრის გამოსახულებანი პირველი # განტოლები- 
დან X, ყ, V”, (/”,..., /(M)-ის საშუალებით და ჩავსვათ ეს გამოსახულებანი 

(ი -L 1)-ე განტოლებაში. მივიღებთ: 

ჩ (V, ყ, ყ, ყი, ..-,ყ') =90. (3.4) 
უკანასკნელი. დამოკიდებულება წარმოადგენს ” რიგის დიფერენციალურ 

განტოლებას. . 

ვუჩვენოთ, -რომ (3.2) წარმოადგენს (3.4) დიფერენციალური გან- 

ტოლებების ზოგად ინტეგრალს. მართლაც, თუ (3.2) და (3.3) განტოლე- 

ბებში ყ-ის ნაცვლად ჩავსვამთ მის გამოსახულებას ყ=დ (X, C,, Cე, ·-- , Cი) 

(2.2) დამოკიდებულებიდან მაშინ მივიღებთ იგივეობებს ამიტომ 
(3.4) დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ჩასმის შემდეგ წარ- 

მოადგენს (3.2) და (3.3) იგივეობათა შედეგს, გადაიქცევა იგივეობად: 
#IX, დ(X,C,, C-··, Cი), დ” (X, CI, C», ···, Cი)/ >, 

დე) (X, C,, C, ·-·,C,)1 =.0, (3.5) 

მაგრამ, ეს იმას ნიშნავს, რომ ყ = «(X, C,, C., ···/Cგ) ფუნქცია, რომე- 
ლიც განისაზღვრება (3.2) დამოკიდებულებიდან, არის (3.4) განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი. | 

ამგვარად, (3.2) დამოკიდებულება, რომელიც შეიცავს # და მხო– 

ლოდ ”M ნებისმიერ მუდმივს, წარმოადგენს (3.24) დიფერენციალური 

განტოლების ზოგად ინტეგრალს. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1. შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება წირთა 
შემდეგი ოჯახისა: ' 

' ყ= 0X"-L ხX -L C, (3.6) 

სადაც ძ, 8 და C ნებისმიერი მუდმივეებია. 

ამოხსნა. (3.6) განტოლება X-ის მიმართ 3-ჯერ გავაწარმოოთ, 
და გავუტოლოთ 0-ს, მივიღებთ: 

ყ' = 20X + ხნ =0; სყ” = 20 = 0; ყ” =0. (3.7) 

(3.6) და (3.7) განტოლებებიდან თ, ხ; C ნებისმიერი მუდმივების გა- 
მორიცხვით მივიღებთ: 

ყ“” = 0. (3.8) 

მაშასადამე, (3.8) დამოკიდებულება არის მოცემულ წირთა ოჯახის 

დითერენციალური განტოლება. 
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მაგალითი 2. შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება წრეწირ- 

თა შემდეგი ოჯახისა: 

(X–– ძ) + (ყ-–– ნ)” = 1, (3.9) 

სადაც # და 6 ნებისმიერი მუდმივებია. 

ამოხსნა გავაწარმოოთ მოცემული განტოლება ჯ-ით ორჯერ, 

მივიღებთ: 

X+-ი+ (ყო–ხ)ყ =0, | (3.10) 

1+ყ" + (/-- ხ)ყ” = 0. 

(3.9), (3.10) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ 6 და ხ მუდმივები. 

სისტემის .მეორე განტოლებიდან გვაქვს: 

75 
/-ხ=-24+# (3.11) 

ყ 

თუ (3.11) გამოსახულებას ჩავსვამთ სისტემის პირველ განტოლებაში, 

გვექნება: 
, 7) 

=#0+9) (3.12) 
V 

და, ბოლოს, (3.11) და (3.12) განტოლებები გავითვალისწინოთ (3.9)- 

ში, მივიღებთ: 

.-X-–-–-ძ 

ყMVყ0+ყ” _ 14+ი” _,   
ყ”? ყ” 

ანუ 

(1+M ა _ , 
ყ” , 

ე· ი. 

ყ”? = (1 + ყ“”)#. (3.13) 
უკანასკნელი არის მოცემულ წრეწირთა ოჯახის დიფერენციალური 

განტოლება. 

ამ წრეწირთა ოჯახის (3.13) დიფერენციალური განტოლებიდან ჩანს. 
რომ წრეწირთა სიმრუდე უდრის ერთს, რადგანაც (3.13)-დან გვაქვს: 

“ა „“/ 

V , Vჟ 
(1 + ყ?)) (1+ ყ'“)”!" 

= MX, 

X = 1. 
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მაგალითი ვ, შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება წირთა 
შემდეგი ოჯახისა: 

ყ=45ი(X+29), (3.14) 

სადაც # და თ ნებისმიერი მუდმივებია. 

ამოხსნა. გავაწარმოოთ (3.14) განტოლება X-ით ორჯერ: 

ყ =4C5(X+-9), (3.15) 

ყ” =-–--43)ი (X –- თ. 

(3.14) და (3.15) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ # და თ, მივი- 

ღებთ: 

ყ”=-–ყ, 
ანუ 

ყ” + ყ = 0. 

უკანასკნელი განტოლება არის წირთა (3.14) ოჯახის დიფერენცია- 
ლური განტოლება. 

სავარჯიმოები 

უჩვენეთ, რომ ნებისმიერი მუდმივებისაგან დამოკიდებული ფუნქ- 

ციები: 
1 ყჭ= 2C,X + Cე, 

  

9. ყ=-C +C, 

X 

მბ. ყ=C,X+C,X?, 

4. ყ=გლი“ + 9 
ს-ს 

შესაბამისად აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტოლებებს: 

ძყ M“ იყ 1, (--M ყ-6C-M = 0, 
ძX ) 19 “ი 

9ძყ 2 ძე _ 
ძX” Xჯ ძX / 

ვ 949 _ 2 ძყ _ 2 _ე 
ძ«“ Xჯ ძX X? 

02 მ2 ს-ს მი ი-=--, 
მ“ მს (1 -L ს” 
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იპოვეთ დიფერენციალური განტოლება წირთა შემდეგი ოჯახებისა: 

1. ყ = 6X(4ჯ -L 8), სადაც #4, 8. პარამეტრებია. 

პას. ყ” –- 2ყ” + ყ = 0. 

9. (X-- ი) + (ყ––- ხხ) =CI, სადაც იძ, ხ, C პარამეტრებია. 

79V3 

პას. (121) = 0 (სიმრუდე მუდმივია). 

§ 4. #-ური რიბი დიფერენციალური განტოლების ამონასსწნის არსებობა 
და ერთაღერთობა ' 

ვთქვათ, მოცემულია ჩ-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება: 

M(X, ყ, ყ”, ·.. , ყI.1) = 0, (4.1) 

სადაც #” ყველა თავისი არგუმენტის უწყვეტი ფუნქციაა (--+2) გან- 

ზომილებიანი სივრცის რომელიმე # არეში. იმ საწყის მნიშვნელობათა 

VIII-X = ყის M IX=% = წყ), -.., ყი) I#X=#% =ყი 2“ 

მიდამოში, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 

# (XV ყია; Mი” ·-· · VსI”)) = 0, 

მ” 

მყ“) X=–Xს, ყ==ყი, „.. „ ყC”)==ყან”) 

(ს, VMი, ყი, .... ყა“), ყ)”)) C #. 

არაცხადი ფუნქციის არსებობის თეორემის თანახმად, (4.1) განტოლე– 

ბა შეგვიძლია ამოვხსნათ ყIჩ)-ის მიმართ და იგი ასე წარმოვადგინოთ: 

ყი”) = I262 ყ, ყ, V”, ... ყო!) ). (4.2) 

ისე როგორც პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების შემ- 

თხვევაში,” /(X, ყ. ყ?,..., ყი) ფუნქციის გარკვეული შეზღუდვის პი- 
რობებში, დავამტკიცებთ (4.2) განტოლების ამონახსნის არსებობასა 

და ერთადერთობას, რომელიც ეთანადება მოცემულ “საწყის პირო- 

ბებს: 

  5-0, 

ყ = ყი ყ = ყი სც ·.., ყი) = ყ)ჩ-)). როცა X = Xა, (4.3) 

სადაც Xი, Vი, ყი ს. ყა, გარკვეული მოცემული რიცხეებია. 
ვიდრე გადავიდოდეთ (4.2) სახის განტოლების ამონახსნის არსე–- 

ბობის საკითხის შესწავლაზე, წინასწარ განვიხილოთ აღნიშნული გახ- 
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ტოლების დაყვანა მის ეკვივალენტურ პირველი რიგის დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა სისტემაზე ი უცნობი ფუნქციით. ასე ეწოდება 

განტოლებათა სისტემას: 

  

ძ! 
<9 = /, (X, ყ. ყა, ···, წი), 

ძX 

ძყ. =2ბ.= (XX, V, ყყ,.-., იე), 7 /5(X, ყი ყა ყი) (4.4) 

ძ 
92 = წე (X, VI ყა ···, Mი) 
ძX 

სადაც. ჩი, /, ე თავისი არგუმენტების მოცემული უწყვეტი ფუნქცი- 
ებია, ხოლო Vწ/,(X), V.(X), ···-„ ყე(X) კი X-ის უცნობი ფუნქციები. (4.2) 
განტოლება შეიძლება. "შევცვალოთ (3.4) სახის სისტემით. თუ შემოვიღებთ 
დამხმარე ფუნქციებს: 

V, (X), ყა (X), ·-· Vი (X)- 

მართლაც, განვიხილოთ M# რიგის დიფერენციალური განტოლება: 

, 

ყი”) (X) = / (X, ყ, ყ, ყი, ყია). 

თუ ამ განტოლებაში საძიებელ ყ(X) ფუნქციას სიმეტრიისათვის აღვნიშ- 
ნავთ V,--ით და განვიხილავთ ახალ ფუნქციებს: ყ,, ყი,.-, ყე, განსა- 

ზღერულს დამოკიდებულებებით: 

ყ, = ყ(%), Vყ. = ყ' (X), ყე = წ” (X), ..-, ყი = ყი“) (ი), 

გვექნება: 
9ყ. , 
ძჯ =V = ყა, 

ძყM. V 
_––-=V = წე, 

ძX ,/” "თ 
| (4.45 

ძყი-, = /ცი- 

ძX # 

ძ 
ი = ”#(, ყი V. “ა ყი):' 

ჰჰ=წყი, 
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(4.4) სისტემა არის პირველი რიგის # დიფერენციალურ განტოლე- 

ბათა სისტემა ., უცნობი ფუნქციით: (/, (X), V» (X), ·--, ყე (9). ამ განტო– 
ლების მარცხენა მხარეში დგას საძიებელი ფუნქციების წარმოებულე- 
ბი, ხოლო მარჯვენა ნაწილები კი დამოკიდებულია X ცვლადზე და ამ 

ცვლადის საძიებელ V,(X) ფუნქციებზე. ასეთი სახის სისტემას ეწოდება. 

ნორმალური სახს დიფერენციალურ „განტოლებათა სისტემ.. 

მაშასადამე, (4.2) განტოლება ეკვივალენტურია (4.41) დიფერენცია- 

ლურ განტოლებათა ნორმალური სისტემისა. 

განტოლებათა (4.47) სისტემას ეწოდება (4.2) განტოლების ეკვივა– 

ლენტური სისტემა. ცხადია, თუ მოვძებნით (4.47) სისტემის ამონახს– 

ნებს: V,, ყა, ·-·, /ე. ამით ნაპოენი იქნება (4.2) განტოლების MV(X) ამო– 

ნახსნი და, პირიქით, თუ გვაქვს (4.2) განტოლების ამონახსნი ყ (X), მაშინ 
ნაპოვნი იქნება (4.4) სისტემის ამონახსნი: 

ყე = ყ, ყ. =ყს, ყე=ყ,....ყე= ყი). 
ასეთი შესაბამისობა (4.2) და (4.47) განტოლებათა ამონახსნებს, შო- 

რის გვექნება იმ შემთხვევაშიც, როცა ყ,, ყა, ..., /, არის (4.4”) სიხტემის 

ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

ყ, = ყ,!ს, ყ, = ყე, ... , ყ,, = ყე, როცა X = Xა: 

მართლაც, ამ შემთხვევაში ყ=V (X) იქნება (4.2) განტოლების 
ამონახსნი, რომელიც დააკმაყოფილებს შემდეგ საწყის პირობებს: 

ყ=წყა= ყ,!), ყ” = ყა ==ყე!), 5 ყ(-!)=ყ, (ი-I)=ყე!), როცა X=X.» 

და, პირიქით, თუ Vყ (X) არის (4.2) განტოლების ამონახსნი, რომელიც 

აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

ყ =ყთ # = ყა... , (7) = ყა), როცა X = XV, 
მაშინ 

ყ, =ყ, ყა = ყი ·.., ყე = ყ“ 

იქნება (4.47) სისტემის ამონახსნი, რომელიც დააკმაყოფილებს საწყის 

პირობებს: 

ყ = Mას = ყ,!), ყე == ყა” = ყე), ..., ყც = ყე = ყე), როცა X = Xე. 

თუ ვიპოვით (4.4) სისტემის ამონახსნს რომელიღაც XVC,ყ. ყ.... 

ყIრ-!) არეში, ამით ნაპოვნი იქნება..(4.2) განტოლებეს ზოგადი ამონახსნი 

V, ყ, ყ”, ..., ყ(”-,) არეში და, პირიქით, ასე რომ, (4.2) განტოლების 
ინტეგრების ამოცანა ეკვივალენტურია (4.41) სისტემის ინტეგრების 

ამოცანისა. 
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ახლა ჩამოვაყალიბოთ არსებობისა და ერთადერთობის თეორემა 
(4.2) განტოლებისათვის. 

თეორემა 1. თუ დიფერენციალური განტოლების 

ყი (ჯ) = / CV, ყ, ყ”, V”, -.., ყი!) (4.5) 

მარჯვენა მხარეში შემავალი /(,ყ, V, ყ”, ...,ყ(I-)) ფუნ- 

ქცია უწყვეტია X, V, ყ,, -..ყიმ ა ცელადების მიმართ 
(1 + 1)-გგანზომილებიანი სივრცის რომელიღაც L არეში 

და აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას V, წ”, ყ”,..., ყი) 
არგუმენტების მიმართ!: 

I/ (X, V, V”, V”, .. ,ყა)--/V, V, ყ ”, ““? ყი) < 

=<M(|ყ–ყ9ყ+V-–-წ/)+ყ-V/I+...+Iყრს ერი), 
სადაც M მუდმივი დადებითი რიცხვია, ხოლო 

(X, V, V ყ”, .-., ყ(მ-) და (X, ყ, ყ ყ”, ... , ყი.) 

ორი ნებისმიერი წერტილია 0-დან, მაშინ როგორიც 

არ უნდა იყოს (X,, ყე, ს), >...) წერტილი #-დან (4.5) 
განტოლებას დამოუკიდებელი ჯ ცვლადის ჯX=ჯე საწყისი 

მნიშვნელობის გარკვეულ მიდამოში, =!X-–XI)<V#, 
აქვს ერთადერთი ამონახსნი #= დ(X), რომელიც აკმაყო- 
ფილებს მოცემულ საწყის პირობებს: 

Xა = XV დ(XI) = ს) დ (X) = ყი”, .“... 

დ”) (X-) = ყIწ“)), (Xი, წს» ყი, ·., ყა) 6 ნ. 
ეს ამონახსნი უწყვეტად დიფერენცირებადია 

XX წერტილის #ტ მიდამოში და ამ მიდამოში 

იგი იგივურად აკმაყოფილებს (4.5) განტოლე- 

ბას, ე. ი. 

დ”) (9) = / IX, დ (X), დ” (), ... , დV”“!) (X)). 

დამტკიცება. თეორემა შეგვიძლია დავამტკიცოთ (4.5) გან- 

ტოლების დაყვანით მის ტოლფას (4.47) პირველი რიგის ი დიფერენ- 

ციალურ განტოლებათა სისტემაზე. სიმარტივისათვის მივიღებთ 7=2, 

1 შევნიშნავთ, რომ ლიფშიცის პირობა (4.5) განტოლებისათეის უეჭველად შე- 
სრულდება, თუ ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილს––-/ (X, ყ, V”, ..., V(/-)) ფუნქციას-- 
აქვს შემოსაზევრული კერჰშო წარმოებულები V, V, ყ”,..., ყ(1-) არგუმენტების 

მიმართ, 
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მაშინ (4.5) განტოლება, თუ მივიღებთ ყ” (-)=7 CV), იგივურად ტოლ- 

ფასი იქნება შემდეგი ორი განტოლების სისტემისა: 

(<V = 2(X), 
ძX (46 

+ IC #9, 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, (4.6) სისტემის ერთადერთი 

ამონახსნის არსებობიდან გამომდინარეობს ასეთივე ამონახსნის არსე- 

ბობა (4.5) დიფერენციალური განტოლებისათვის როცა #=2, და, 

პირიქით. ' 

ერთადერთი ამონახსნის არსებობა ახლა უმჯობესია დავამტკიცოთ 
არა (4.6) სისტემისათვის, არამედ უფრო ზოგადი სახის სისტემისა- 

თვის. ამგვარად, განვიხილოთ პირველი რიგის ორი დიფერენციალური 

განტოლების სისტემა: 

+«M =V/, (X, ყ; 2), | 
ძX 

(4-7) 
+ = /ა(X, ყ,.2) 

საწყისი პირობებით: 

ყ = ყ,, 2= 2, როცა X = Xე. (4.7”) 

(4.7) სისტემისათვის, ისე როგორც ერთი პირველი. რიგის დიფერენ- 
ციალური განტოლებისათვის, ადგილი აქვს ამონახსნის არსებობისა და 
ერთადერთობის შემდეგ თეორემას: 

თეორემა 9. ვთქვათ, (4.7) დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა სისტემაში შემავალი ”/,(X,ყ, 2) ღა /+(X, ყ, 2) 

ფუნქციები უწყვეტია რაიმე #Mა-70 არეში: |Xა-–-X-|<-0, 
Iყ--ყი| –. ხ, |2–-20| <C და, მაშასადამე, შემოსაზღვრულია 

IM (თ, 4, 2) | <. IM, (=1, 2, 

გარდა ამისა, ვიგულისხმოთ, რომ ეს ფუნქცი- 
ები აკმაყოფილებენ ლიფშიცის პირობას, ყ, 2 
არგუმენტების ,მიმართ: 

I”, (9, ყ, 2)–”ჩ, (ი, V, 2)| < #M(I/– 9I+)2–21), 

IM (თ, V, 2)–ჩ (ი V, 2))ლ–M(Iყ-9I+I2–21), 
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სადაც M მუდმივი დადებითი რიცხვია, ხოლო 

(X, ყ, 2) და (»ჯ, ყ, 2) ორი ნებისმიერი წერტილია ჩნ, – ჩ- 
დან, მაშინ (4.7) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი 

ყ = ყ(X), 2 =-2(X), 

რომელიც (47) საწყის პირობებს აკმაყოფი- 
ლებს. ეს ამონახსნი განსაზღვრული და უწვ- 

ვეტად დიფერენცირებადია |X-XI<M# შუალედში, ს» 
დაც ს = თაი (ი, +) და ჯ-ის ამ მნი მშვნელობისათვის არ 

გამოდის წინ–ში არიდან, ე. ი- 

Iყ(X)“– MI ლხ, |2(X)–– 2|Iლია, როცა |X–-XI<V#M. 

დამტკიცება. ამოვირჩიეთ რა ამგვარად X-ის ცვალებადობის 

შუალედი, გადავიდეთ თეორემის დამტკიცებაზე. ამ მიზნით (4.6) გან–- 

ტოლებანი, საწყისი პირობებით Vყ (X0)=ყ0ი, 2 (X0ი)= 20, წარმოვადგი- 

ნოთ მათი ტოლფასი ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემით. ვთქვათ, 

(4.7) სისტემის ამონახსნი: #=V (X), 2=2(X) მოძებნილია, მაშინ, თუ 

ამ ამონახსნებს ჩავსვამთ (4.7) სისტემაში, მივიღებთ იგივეობებს: 

ე = /, IX, ყ(X), 201. 
X 

(4.8) 

«20% _ /1IX. V(2X), 2(2)): 
ძX 

როცა |Xა–-X. =ჩ. თუ საწყის პირობებს მხედველობაში მივიღებთ, 
მაშინ (4.8) ტოლობებიდა? გვექნება: 

ძ(0=#+ || ჩ IX, V(X), 2(0X)1ძ», 

ჯ 
(4.9) 

(0=%4+ | ჩი თ, 20) 

%0 

ამგვარად, (4.7) სისტემის ამონახსნი ყ(X) და 2(X), საწყისი პირობე- 

ბით: .VC = Xე, V = ყი, 2 = 7ე აკმაყოფილებს ინტეგრალურ განტოლებათა 
სის ემას: 

227



X 

ყ=წყ.+ I” (X, ყ, 2) ძX, 

Xს · (4.10) 

2= 2 + | #C ყ, 2)ძX. 

პირიქით, (4.7) ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემი ამონახსნი 

M = ყ(X), 2=2(%), რომელიც უწყვეტია Xე –– /I < X = Xა + # შუალედში 
და X-ის ამ მნიშვნელობისათვის არ გამოდის #) არიდან, იქნება (4.7) 

სისტემის საძიებელი ამონახსნი. 

ახლა ვისარგქბლოთ (4.7) სისტემის წარმოდგენის (4.10) ფორმით. 

დავამტკიცოთ (4.7) სისტემის V=V (X), 2=2 (X) ამონახსნის არსებობა 

პიკარის მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით. მიმდევრობითი მიახ– 

ლოებანი გამოვთვალოთ ერთდროულად ორივე საძიებელი ყ (X) და 
2 (ს) ფუნქციებისათვის. ამ მიზნით უცნობი ფუნქციების ყი (X), 20 (X) 

ნულოვან მიახლოებად მივიღოთ თვით საძიებელი ფუნქციების საწყი- 

სი მნიშვნელობანი ყი (X)=V0ი, 2ი (X)=20ი0 და შევადგინოთ ფუნქციათა 
მიმდევრობები: 

ჯ ჯ 

#0=%+ |ჩ(რ%#2აძი 2 00=2+ | ს». #» 2)რი 
% Xი 

V#.(0=Vყ,+ | ჩრყაბ)აძი  2.(0=2,+ I» (CX, V,. 2)ძX 

  
%Xი XI 

“ ჯ ჯ ' (4.11) 

„წვ (X=ყა+ I, (X. ყა, 2») ძ», 23 C0=%+| ჩ (62 ყა 2.) იძX; 

Xი %0 

ჯ ჯ 

ყი, 0)=4+ |! (+, ყი–ს ?ი-,)ძX, ი0=%+|# (X, ყა, 2.) ძX, 

X-6 Xა 

ამგვარად, მივიღებთ ფუნქციათა ორ მიმდევრობას: 

ყა; ყ, (X), ·ყა(%), :-· ყე (X), ·.-, (4.12) 

2თ 2| (X), 25 (X), ···, 2გ (X), ·-. · 
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დავამტკიცოთ, რომ (4.12) მიმდევრობის ყოველი ფუნქცია განსაზღვ- 

"რულია და უწყვეტი (X-XI <-# შუალედში და არ გამოდის #7 არიდან, 
ე. ი. წერტილი IX, Vყ, (X), 2ც (X) ) არ გამოდის /, (X, ყ, 2) და /„(X, ყ, 2) 
ფუნქციების განსახღვრის #, არიდან. ცხადია, (4.12) მიმდევრობათა 
ფუნქციები წარმოადგენს უწყვეტ ფუნქციებს. ახლა ვუჩვენოთ, როქ 

M-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის ადგილი აქვს უტოლობებს: 

ხ 
ყა (X)“– ყა =ხ, – >V, 

2 (4.13) 
|2ც(X) –– 21| ლხ, როცა IX-XI <#ჩ (1 = 1, 2...). 

მართლაც (4.11) დამოკიდებულებებიდან, როცა | X–--X) | ლთ, გვაქვს: 

ჯ 

» თ -#I=| IV. თ ში) ძX < MI X-XI ლ Mძ, 
ხუ 

  

(4.14) 

<MIX--X,| < Mი. 

  

I900-%I=| ჩ. (ი ყ, 2)ძX 

აქედან ცხადია, რომ პირველი მიახლოებანი –– ფუნქციები V, (X) და 2, (X), 

რომლებიც განსაზღვრულია ღა უწყვეტი (X-XII < M შუალედში, არ 
გამოდის #) არიდან, ე. ი. შესრულდება უტოლობანი: 

Iყ,(Xს)““ ყი|ლხ, |2,(X)-– 2) | <.ხ, 

თუ MIX-–-XI|I < ხ, ე. ი. IX-- X, I <= 2, და CC +»): 
M 

ამგვარად, /, IX, V/, (X), 2, (X)1 და /. IX, ყ, (X). 2, (X)) ფუნქციები: იქნება 
უწყვეტი და შემოსაზღვრული LX არეში: 

I/, IX, VI (X), 2, (X) | | «. M. 

I IX, Vყ, (X), 2, (X) ) | <=: M. 

უკანასკნელი უტოლობებიდან და (4.11) მიმდევრობის მეორე დამოკიდე– 

ბულებებიდან, როცა |X--X) | < #, მივიღებთ: 

| ყა(X)–– ყი | <- MV0 <-ხ, 

| 20 (X)–– 2) < M0 <.ხ, 

ე. ი. ყ+M(X) და 2, (X) იქნება განსახღვრული და უწყვეტი |X--Xა | <- # 
შუალედში და X-ის ამ მნიშვნელობებისათვის დარჩება # არეში. ამიტომ 

ILIX, 9: (X), 2.(X)) და /.IX, ყ;(X), 21(0)) ფუნქციებ, განხილული 
როგორც X-ის რთული ფუნქციები, იქნება უწყვეტი და შემოსახღვრული 
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|ჯ--X-| < ს. შუალედში. (4.11 ) დამოკიდებულებებიდან აგრეთვე მივი 
ღებთ, რომ ყა (X) და 2ე(X) ფუნქციები უწყვეტია ამ შუალედში და ა. შ. 
მსგავსი მსჯელობით ვაჩვენებთ, რომ ყე (X) და 2 (X) ფუნქციები უწყვეტია 
|X–XI<:#M შუალედში და X-ის ამ მნიშვნელობისათვის არ გამოდის XL 
არიდან: 

Iყე(X)- ყი| <ბხ, |2(ა)-- 2 დხ, როცა |X--Xა|დჩ. (4.16) 

ამგვარად, (4.12) მიმდევრობები შედგება უწყვეტი და დიფერენცირე- 
ბადი ყი (X) და 2. (X) ფუნქციებისაგანი როგორიც უნდა იყოს #, როცა 
(X-XI <- I, და ეს ფუნქციები არ გამოდიან I არიდან. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ (4.12) მიმდევრობები აბსოლუტურად და 

თანაბრად კრებადია | X-––- X | < # შუალედში და მათი ზღვრული ფუნქცი- 
ები ყ(X) და 2(X) უწყვეტია ამავე შუალედში. ამ მიზნით შევადგინოთ 

ფუნქციონალური მწკრივები: 
ყი-+IM, (X) –– ყს)+ IV.(X)–– ყ,(X))+ · · · +IMე (X)–ყე-,(X))+ .· -, 

2ი“L L2, (XV) –– 20) +- I2:(X) –– 2, (X))+ · · - + I2ი (X)–– 7ე-, (X)1+ · · · 

დავამტკიცოთ, რომ ისინი აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი არიან 

|+––X) | < /# შუალედში. ამით დადგენილ იქნება, რომ (4.12) მიმდევრო- 
ბების ზღვრული ფუნქციები არის შესაბამისად. უწყვეტი ფუნქციები: V/(X) 
და 2(X). აღნიშნულის დასამტკიცებლად შევაფასოთ (4.12) მიმდევრობების 
წევრები. (4.11) ტოლობებიდან გამომდინარეობს: 

IM) (X)–– ყი) <- MIX––-XI, 

|2, (X)–– ბა | < MIX–-X%I- 

(4.17) 

(4.18) 

თ IM) (9) –– V, (X)| –| | (ჩIX, 4, (X), 9(2)L–ჩ IX M, 11 ძX 
X%0 

  

  

ჯ 

| | (სთ ით, #0)– ჩ(ი #. 4)I4 
X 

თუ მხედველობაში მივიღებთ ლიფშიცის პირობებს, გვექნება: 

= 
  

Iთ(9–-#თ|<M | სით–#იI+|5C0-%I)4 

IX-X |? 2 (4.19) 
.· ჯ 

<2MV (5-9%I+= 2MVM 

წა 
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ანალოგიურად მივიღებთ 2, (X) –– 2, (X) სხვაობისათვის ასეთ შეფასებას: 

IIL-–- X I? 

(2(X)-– 7, (0| ლ 2MV (4.20) 

მსგავსად ამისა მივიღებთ, რომ 

| V5.(X) –– ყ,(X) | < M (2/ქ)1 –1X=-X +-% I. 

| 8 
(4.21) 

| 21(X)–– 2,(X) | <= M (2/)? 14.2 . 

და. საზოგადოდ, 

I V, (61) –ყიე-) (X) I < IM (2/#)”“! IX ლ ” , 

–#”ი!" 4.22 
| 2გ(X)–– 2ც–, (X) | ლ MV (2#ი”-! LX XI , (4.22) 

1: 

ამგვარად, (4.17) ფუნქციონალური მწკრივების წევრთა აბსოლუტუ- 

რი მნიშვნელობანი X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის |X –– X.I =# შუეა- 

ლედში შესაბამისად ნაკლებია შემღეგი დადებითი კრებადი რიცხვითი 

მწკრივის წევრებზე: 

ჩ . წ? ა 87) VM.“ " LV 2M-– – +M(2M)1--–+...LM(2ტეი-“- LC... (4.21) 
1! 2! 3! ”! 

ეს მწკრივი კრებადია და მას ჯამად' აქვს რიცხვი > ააა 1). 

მაშასადამე, ვაიერმტრასის კრიტერიუმის თანახმად, (4.17) ფუნქციონა- 
ლურე მწკრივები აბსოლუტურად-და თანაბრად კრებადია |XV-–-IXა |) < / 
შუალედში. მათი ჯამები შესაბამისად აღვნიშნოთ VI (X) და 2(X)-ით. რადგა- 

ნაკ ამ ფუნქციონალური მწკრივები წევრები უწყვეტი ფუნქციებია 
IX-XI ლ ჩ შუალედში და თვით მწკრივები აბსბალუტურად და თა- 
ნაბრად კრებადია ამავე შუალედში, ამიტომ, ცნობილი თეორემის თანახმად, 

ყ(X და 2(X) ფუნქციები უწყვეტი” იქნება |X-Xა|</# შუალედში. 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ზღვრული ფუნქციები არ გამოდის #) არიდან, 

როცა |X-–--X-იI =#/, ე. ი. 7, 

IV) – ყის)ლხ, |2(9)--2|<ხ (4.24) 
და აკმაყოფილებს ინტეგრალურ განტოლებათა. (4.9) სისტემას. მართ- 

ლაც, (4.16) უტოლობებში ზღვარზე გადასვლა, როცა I->-90, გვაძ- 
ლევს (4.24) უტოლობებს. 2 

16. გრ. ხაჟალია (
8
7
 

–



ფუნქციები I (X) და 2(X) დიფერენცირებადი ფუნქციებია |X---Xკ | <: /ს' 
შუალედში და წარმოადგენს (4.7) სისტემის საძიებელ ამონახსნს. მართ–- 

ლაც, /”.(X, ყ, 2) და ჩ.(X, ყ, 2) ფუნქციების უწყვეტობისა და ·(4.12) 
მიმდევრობების | #, (X)) და (2(X)) თანაბარი კრებადობის გამო. შეგვიძ- 
ლია გადავიდეთ ზღვარზე ტოლობებში: 

ყწი0) =4%+ I ჩ. IX, #ი–, (9, 2ა-, (X)1ძX. 
Xს 

რ0=4+ | სI% #0, 0014 

როცა M -–> დ, მაშინ მივიღებთ: 

V(0= V+ | ჩ IX, #(X), 2(6)1ძ», 
X0 

2(X) = 27 + | #:IX; ყ(X), 2(X)1 ძX. 

თუ უკანასკნელი ტოლობების ორივე ნაწილს გავაწარმოებთ X-ით, მი- 

ვიღებთ იგივეობებს: “ 

# =/,IX, ყ(X), 2(X)1, #I)=-–-- 

2 (X) => 4 =ჩIV ყ.(X), 2(X)I 

და 

ყი = M(Xის,ს 7ი = 2(X))- 

მაშასადამე, ”ყ (X) და 2(X) ფუნქციებს აქვს უწყვეტი წარმოებულები 

და მართლაც წარმოადგენს (4.7) სისტემის ამონახსნებს | X--X-) | << შუა- 
ლედში. 

ამგვარად, (4.7) სისტემის. ამონახსნის #0 და 2(%) არსებობა, 

დამტკიცებულია, 
ახლა ღავამტკიცოთ, რომ ეს ამონახსნები რომლებიც მოცემულ 

საწყის პირობებს აკმაყოფილებენ, არის ერთადერთი. დავუშვათ საწი- 

, ნააღმდეგო, ვთქვათ, V=ყ" (X), 2= 2" (X) არის აგრეთვე (4.7) სისტე- 
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მის ამონახსნი, რომელიც განსაზღვრული და უწყვეტია რომელიღაც 

|X--XაI <-/ შუალედში და აკმაყოფილებს იმავე საწყის პირობებს: 

ყ (XI) = =- ყ (Xა) = ყი, 2" (628) = 2(Xა) = => 2). 

ამასთან ერთად, გვაქვს იგივეობები: 

ც" (0 = #+ I, > ყ"(, 2(91ძ»X. 
X9 

29 (02) = 7) + IL” IX, ყ"(X), 2" (9) 1ძ», 
X· 

როცა 

(X-XI < #”. 

ფუნქციები X (X) == ყ (X) –– ყ" (X), 2 (X) = 200 –– 2") უწყვეტი და დი- 
ფერენცირებადია IX-XI <# შუალედში. ახლა ამოვირჩიოთ უმცირესი 

შუალედი |X- X-| <<” ისე, რომ ადგილი ჰქონდეს შემდეგ უტოლობას: 

2M<--, M <ჩ. 
მივიღოთ, უ=IიმX | V (X) | და «ი, =LიმX | 2 (X)| შუალედში | X--Xე |<-ჩ” 

და ვთქვათ, უ და თ, დადებითი რიცხვებიდან უ» უდიდესია; მაშინ გვექნება: 

IV” (X) | = | ყ (X)–– ყ"” (X) | = |, IX, ყ (X), 2 (X))–– ჩ, IX, ყ" (XI); 2”(X)1I. 

I2” (X) | = | 2 (9) –– 2" (9) | =Iჩ IX, V(X), 20001 – ჩ IX, ყ%(X), 2" (XII, 

ანუ, ლიფშიცის პირობის თანახმად, 

IV" CV) ლ–#M (| ყCX)--ი' (X)I+ | 2 (0)––2"C9)I)| =M IM თI+I2(C)), 

| 2 (X) | ლ #M (IV (9)––ი" (ი)I-L I 2(X)––2? (X)I)|=M (I V (I+I2 თI). 
მაშასადამე, 

(4.25) 

IV (ი |ლ2Mუ, | X-XI =V#”. 

მეორე მხრივ, საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად, გვექ– 

ნება: 

IV 0 I=IV თ ––X დ) |=IX--%!I-IV” 0 | დ 2|X-–- XI M# < 2ჩ/Mო, 
ე.ი I ( 

თ = თმXIV7 ილ“ #უ=-, 
4/V 2 

რაც შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, თუ ჩო =0, ანუ X =20; მაშასადამე, 

Vყ(X) =5 ყზ(X), როც X-XI <=” 
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მაგრამ, მაშინ (4.25) ფორმულის თანახმად, გვექნება: 

| 2” (X) | – MI 2(ი9 | ლMო.. 
მეორე მხრივ, 

| 2(0|= |20–2>%)|= |X-–-X)I.I2 (5) = ს MM, “+ , 
/ 

– ი ო, = თმXI200|C +, 
რაც შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, თუ », = 0, ანუ 27(X)==0, მაშასა- 

დამე, 
2(X) > 2%(X), როცა |X-–--Xა| ლ ჩ”. 

ამით (3.7) სისტემის ამონახსნის არსებობა და ერთადერთობა დამტკიცებუ- 
ლია |X––-–X, | <- MM” 'მუალედისათვის. 

7 დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ამონახსნი #=V (X), 

2 = 2(X) უწყვეტად დიფერენცირებადია |X-Xსა|) << შუალედში, სადაც 
/# = MIი (+. +), თუ ჩ<0, ე. ი. თუ (Xა, ყი, 20) წერტილზე გამა- 

ვალი ინტეგრალური წირის მიღებული მონაკვეთის 'ერთ-ერთი ბოლი: 
წერტილი (ან ორივე ბოლო), რომელიც ეთანადება. X---ჩ ან X0+#M 

მხიშვნელობას, წარმოადგენს # არის შიგა წერტილს, რომელშიაც 1) 
და I: ფუნქციები აკმაყოფილებს არსებობის თეორემის პირობებს (მ-- 

გალითად, ბოლო წერტილი, რომელიც X=X-+/ წერტილს ეთანადე– 

ბა), მაშინ შეგვიძლია ეს ბოლო „წერტილი, “რომლის კოორდინატებია: 

–_'ო-.=–––ე“ 
მივიღოთ როგორც ახალი საწყისი წერტილი, ე. ი. როგორც ცენტრი 

ახალი #0, არისა: 

MX, IX–- XI) | _.01!)), |ყო–ყი)| ხი), |2-–-– 201 << ხ0), 

,C_– ნ, და განვსაზღვროთ (ჯე), ყ!!), 29) წერტილზე გამავალი ინტეგ– 

რალური წირის შემდგომი მონაკვეთი, ყ = V(X), 2 == 2(X) X-ის მნიშვნე- 

ლობებისათვის რომელიღაც (XI) –- MI), ჯე) + #0)) შუალედში, სადაც 

”'!) => 9111 (4. თ) ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთბბის 

თეორემის თანახმად, ყ = V (X), 2 = 2(X) ამონახსნები ემთხვევა #/= Vყ(X), 

2= 2(X)- ამონახსნს X(!) –-. (0) <= X <= XV) შუალედში, ე. ი. IX---ჩ, X+/I) 

და IX) –- #1, XX) + ჩ) 1) შუალედების Lაერთო ნაწილში. იგი განსა– 
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ზღვრული და უწყვეტად დიფერენცირებადია X = XC) წერტილის მარჯენივ, 
XC) <= ჯ< ჯი) +L /(( 0, ამგვარად, ამონახსნი V = V/(X), 2 =· 2(X) წარმო- 
ადგენს ყ=-:V(X), 2=2(X) ამონახსნის უშუალო გაგრძელებას |X--X.,| <=: /# 

შუალედიდან | X –– XC) | ლ/!) შუალედში ისე, რომ მათ საერთო ნაწილ– 

ში XI) ცს –=X=XV), ყ (X) == ყ(X0) და 2(X):= 2(X). ასეთი წესით 
გავაგრძელებთ ამონახსნს უფრო დიდ შუალედებში; ამასთან, ცხადია,. 

ეს გაგრძელება შესაძლებელია X-ის. იმ მნიშვნელობებზე, რომლებიც 
არ აღემატებიან (Vი+ძ)-ს. ანალოგიური წესით შეგვიძლია მოვახდი- 

ნოთ ამონახსნის გაგრძელება X= X--––/ წერტილის მარცხნიე. 

ამგვარად. ინტეგრალური წირი, რომელიც გაივლის #) არის შიგა 

(Xი, ყი, 20) წერტილზე, გაგრძელებული იქნება #) არის საზღვრამდე. 

სრულიად ანალოგიური მსჯელობით დავამტკიცებთ, რომ, თუ მო- 

ცემულია M პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

(3.4) – საწყისი პირობებით: Xა, V,”, ყე ს ···, ყე, სადაც //((==1. 2, ...” 1) 

ფუნქციები უწყვეტია ყველა თავისი არგუმენტის მიმართ, | /,| < V, და 
ყ,-ის მიმრთ აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას / + 1-განზომილებიანი 

სივრცის რომელიღაც # არეში 

IX--Xა|დრმ, |ყ–ყ,)ლხ (=1,2,..-,/), 
მაშინ ჯე-ის შემცველი ინტერვალის შიგნით არსებობს (3.4) სისტემის 

ურთი და მხოლოდ ერთი უწყვეტი და დიფერენცირებადი ამონახსნი: 

ყ, = V, (X), ყა» = Vყ.(X). ·--,ყც = ყი(«), განსაზღვრული X-ის მნიშენე–- 

ლობებისათვის Xე –– ჩ =X=< Xი + # სეგმენტში, /! = IIIი («, + I რო–- 

მელიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს: როცა X = Xაი, მაშინ 

-#) (Xი) = 9", Vყ»(Xა) = ყა“), ... , #, (Xი) = ყი! ). 
ამგვარად, (4.4) სისტემისათვის ამონახსნის არსებობის და ერთად- 

ერთობის თეორემა შეიძლება ჩავთვალოთ დამტკიცებულად. ახლა, 

თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ ერთი M რიგის დიფერენციალური 

განტოლება 
ძიყ 

ძXI 

საწყისი პირობებით: 
Xი ყი, ყა”, Vა”, ა.) , ყე”), 

დაიყვანება # პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა (3.47) 

სისტემაზე საწყისი პირობებით: 

V =Vი, VMს = ყი”, ყვ=4ს ·--, ცე = ყი“”“)), 
მაშინ (4.4) სისტემისათვის ზემოთ დამტკიცებული თეორემის გა-ო- 

= I(X, ყ, ყV”, ქ... ,ყიი-)), 
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ყენება (4.5) განტოლებისათვის გვაძლევს ფორმულირებული თეორე- 
მის დამტკიცებას განტოლების ამონახსნის არსებობისა და ერთადერ- 

თობის შესახებ. 

“ 

§ ნ. „-ური რიბის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 
' ამონასსნის აგება 

გთქვათ, მოცემულია #-ური რიგის დიფერენციალური განტოლება 

ყი) = /(, ყ, ყ!, ..., ყი) ), (5.1) 
სადაც /#“ უწყვეტია, შემოსაზღვრულია“ · და აქვს შემოსაზღვრული კერქო 
წარმოებულები V, ყ”/, .. ,ყI/- ის მიმართ / –+– 1-განზომილებიანი სივრცის 
განსახილავ 7”) არეში. 

კოშის თეორემა ამტკიცებს (5.1) განტოლების კერძო ამო- 

ნახსნის არსებობასა და ერთადერთობას მოცემულ საწყის 

პირობებში: “ 

9 = ყა, ყ” = ყის ·-.,) ყI”-!) = ყე!ჩ-)), როცა X = X-- (5.2) 

გეომეტრიულად ეს ნიშნავს რომ არსებობს ერთი და ხოღოდ 

ერთი ინტეგრალური წირი, რომელიც გაივლის 1) არის (Xა, ყი, ყი...“ !)) 
წერტილში. 

კოშის, თეორემის გამოყენებით ადვილად შეგვიძლია ზოგადი ამო- 

ნახსნის აგება. ვუჩვენოთ, რომ, თუ მოცემულ # არეში შესრულებუ- 
ლია კოშის თეორემის ზემოთ მოყვანილი პირობები, მაშინ არსებობ“ 

(5.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი, რომელიც განსაზღვრულია რაი– 

ზე I7/ არეში, #” ლ=#). 

მართლაც, განვიხხილოთ არგუმენტის X: საწყისი მნიშვნელობა, რო- 
გორც მოცემული ფიქსირებული რიცხვი, ხოლო საწყისი მნიშვნელობანი 

ყთ M0 0 ·- ე #ი “ას, როგორც პარამეტრები,იV რომელთაც "შეუძლიათ 

მიიღონ სხვადასხვა რიცხვითი მნიშვნელობანი, რომელნიც არ გამოდიან 
#) არიდან;. მაშინ საწყის მნიშვნელობათა ნებისმიერი ასეთი სისტემისა- 

თვის (Xა, Mი, ყი”, ---, ა), Xა6 (Xა–ძ, X + ი), იარსებებს (5.1) 
განტოლების ერთი და მხოლოდ ერთი ამონახსნი რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს '5.2) საწყის პირობებს: V = ყა, ყ” = ყი... , /(7-1) = ყე), 
როცა X = Xე, სახელდობრ, 

ყ = დ(X, Xი, ყი; ყი ·-–, ყს“))). 

ასეთივე ამონახსნი მიიღება, თუ საწყის მნიშვნე ლობებად ავიღებთ განსა- 
ხილავი ამონახსნის M-ის და მისი .–– 1 რიგამდე მიმდევრობით წარმოე- 
ბულების მნიშვნელობათა სისტემას (X)--იძ, Xე + ძს შუალედის რომე- 

ლიმე სხვა X = ჯე წერტილში, XC I(%ი-–ძ, Xე + 0|: 

ყი VV (8 “,..ყ 'ყეI-)), 

/ 
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მართლაც, განვიხილოთ რომელიმე. #(+X,, //ა, /,  , ყ/ი-.)) 
წერტილი, ჩCL", და მასზე გამავალი ინტეგრალური წირი; ეს წირი 

შეიძლება გაგრძელებულ იქნეს X არგუმენტის ჯა მნიშვნელობამდე, ამას- 
თან, Vყ, ყ”, -.. , V(M-.), როცა X = XI5IX,ც-–“– ი, Xა) + 0), მიიღებენ რომე” 

ლიღაც მნიშვნელობებს: ყა, ყი”, ..., ყე), მაგრამ, მაშინ ინტეგრალური 
წირი, განსაზღვრული საწყისი პირობებით: Xა, Vყს, ყა, --. ს ყე”, გაივ- 

ლის #(Xა, ყი, Mი” --- ,Vს”“!)) წერტილზე. 
ერთადერთობის თე ორემის თანახმად, ს” არის ყოველ , წერტილზე 

„გაივლის (5.1) განტოლების მხოლოდ ერთი ასეთი ინტეგრალური წირი. 
მაშასადამე, ყველა განსახილავი: Xი, (/, Iს, ·.. ა. ყა საწყის მნიშვნე- 
ლობათა სისტემისათვის, როცა X იცელება (X-–-ძ, X, + 0) შუალედში, 

იარსებებს (5.1) განტოლების # პარამეტრზე დამოკიდებული ამონახსნი. 
სახელდობრ, 

ყ= დV, ყა, ყი... , ყე“) , (5.3) 

სადაც დ არის #M-ჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადი '(X:–- თ, XM-+L 0) შუა- 
ლედში, ხოლო ყე, ყი, ... · წს," საწყისი მნიშვნელობანი წარმოადგენენ 
პარამეტრებს, ე. ი. ნებისმიერ მუდმივებს. 

(5.3) განტოლება გვაძლევს (5.1) განტოლების ზოგად ამონახსნს. 
ამგვარად, #7 რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგად” ამონახსნს 

აქვს სახე: 
ყ = დ(X, C),3 CC, ··· ICი), (5.4) 

სადაც CI, Cა,.-.·,Cე ნებისმიერი მუდმივებია: ამასთან; როგოოც ეს 
გამომდინარეობს კოშის თეორემის დამტკიცებიდან, თ წარმოადგენს 

C,, C» C, ნებისმიერი მუდმიეების უწყვეტ ფუნქციას. 

ახლა ვუჩვენოთ, "როგორ "შეიძლება ამოვხსნათ კოშის ამოცანა, თუ 

ცნობილია (5.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი (5.4) სახით. (5.4) გან– 
ტოლებიდან და დამოკიდებულებებიდან, რომღებიც მიიღება მისგან X-ით 

დიფერენცირებადი, თუ მათში X არგუმენტის ნაცვლად ჩავსვმთ Xა 
საწყის მნიშვნელობას, ხოლო V(, წყ”, ყ”,.. , ყ-ის ნაცვლად მათ 

საწყის მნიშვნელობებს: ყი, Mი”, ·--, ი”), მივიღებთ ტოლობებს: 

დ(, CI. C», ·.- Cი) = ყი: | 

დ” (X, რC„ Cა.· Cგ)= ყი, (5.5) 

დ(ჩ-1) (X, CI, C'.···Cი)= Xე!მ-)), | 

განვიხილავთ რა (4.5) ტოლობებს, როგორც # განტოლებათა სისტე- 
მას ი უცნობით: ·CL,, C:, ·-··სე Cე, მივიღებთ C,, Cე,..., Cე-სათვის გარ- 

კვეულ რიცხვით მნიშვნელობებს, რომლებიც ეთანადება იმ კერძო ამო– 
ნახსნს, რომელიც განსაზღვრულია (5.2) საწყისი პირობებით. 
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§ ი. ზოგიერთი ბიპის „-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების 

რიგის დაწევა 

არსებობს Mჩ-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების რამდენიმე 

ტიპი, რომელთა ზოგადი ინტეგრალი შეგვიძლია მოვძებნოთ კვადრა- 

ტურებში. თუ მოცემულია დიფერენციალური განტოლება, რომლის 

რიგი ერთზე მეტია, პირველ ყოვლისა, უნდა შევეცადოთ განტოლე- 

ბის გამარტივებას –– განტოლების რიგის დაწევას. განვიხილოთ ზოგა- 

იი წესები, რომელთა მეშვეობით შეიძლება ზოგიერთი განტოლების 

რიგის დაწევა!. 
1. განტოლება, რომელიც არ შეიცავს დამოუ- 

კიდებელ ცვლადს. ; თუ დიფერენციალური განტოლება 
#(»X, ყ, ყ, 9”, -.., ყ(0)) =0 (6.1) 

ორი ჯ და V ცვლადიდან არ შეიცავს რომელიმეს, მაშინ განტოლების 
რიგი შეიძლება დავწიოთ ერთით. როცა (6.1) განტოლება არ შეიცავს 

დამოუკიდებელ Xჯ ცელადს, მას აქვს სახე: 1 

#(Cყ, V”, V,..., /(9)) = 0. (6.2) 
მაშინ, თუ მივიღებთ V-ს დამოუკიდებელ ცვლადად, ხოლო ი =V” სა- 

ძიებელ ფუნქციად შეგვიძლია განტოლების რიგი. დავწიოთ ერთე 

ერთეულით. მართლაც, ამისათვის -საკმარისია ყ#”, ყ“,... , ყი) ' წარმო– 
ებულები გამოვსახოთ #-ს წარმოებულებით ყ-ის მიმართ შემდეგნაირად: 

    

  

/--4(%)-%- 4 % _ % IL" 
“ ძხიVსძX ძთძ ძი ძX ძე” 

 _ 9ყ” _ ძყ. ძყ _ (9 სე სამ ყ ძი V · 
MM“ ს ძე რ დ მითითე) 

IV _. ძყ” _ძ_ +ჩ(# -) |= „#ი 

=-= –+ 

/ ძ« I ი წ / (6.3) 

ძი 9) . _ -ი ძი | 
'/)1ო“Iი. ძყ 2 (4 ,)" 

ძ ძ? ირი ძ _ ქმ 

ძყ ძყ! 7. ძყ ძყ" ი 

ძი ძ 1 9270. ძი 3 
+2'-->- . –- = 4 +049 2 +ი( 9) ! 

ძი ძყ ძყ” ძყ" ძყ ) 

' შევნიშნავთ, რომ განტოლების რიგის დაწევას ახდენენ იმ შემთხვევაშიც, 

როცა რიგის დაწევის შედეგად მიღებული განტოლების ინტეგრება არ ხდება კვად- 
რატურებში, რადგანაც, რამდენადაც დაბალია განტოლების რიგი, იმდენად ადვილია 
მისი ამონახსნის მოძებნა მიახლოებითი მეთოდებით. 
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და ა. შ. 

ყI) = V 6 ძი , ძი", – ხეოც = ენ # ძ”ი =-C |. 

ძყ ' ძყ” ძყი“! ძემ ძყ 

თუ ყ”, ყი,..,ყ' წარმოებულების ნაცვლად (6.2) დიფერენცია- 
ლურ განტოლებაში ჩავსვამთ მათ მნიშვნელობებს (6.3) ფორმულები- 

დან, ოლა M--1 რიგის დიფერენციალურ „განტოლებას: 

ევ 
ძი? „I! 

= #, (#. ”, ძი , ჩ ექ. მეი) = 9. = (6.4) 
ძყ იძყ 'ძყი-! 

  

თუ მოვახდენთ უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებას, მივიღებთ მის 

ზოგად ინტეგრალს: 

ი = თ(9, C. C), ... ;Cი-–!). 

ამგვარად, (6.2) განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მოძებნა დაი- 
ყვანება კვადრატურაზე. 

ძ 8 = 99. == «(Vყ, CV, C:, ... „Cი-/) (6.5) 
თძX 

საიდანაც: 
· ძი 
=--ა'ე'ე'ე'ე ო ==; –+C · 

1 თ(ყ, C), C5 ···) Cი-) ” 
უკანასკნელი ფორმულა გვაძლევს მოცემული განტოლების ზოგად 
ინტეგრალს. ცხადია, თუ (6.40) განტოლებას აქვს განსაკუთრებული 

ამონახსნი, მაშინ, თანახმად 0 =ყ” გარდაქმნისა, მოცემულ განტოლე– 
ბასაც ექნება განსაკუთრებული ამონახსნი. იგი შეიძლება აგრეთეე 
წარმოიშვას (6.5) განტოლების ინტეგრების შედეგადაც. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 
მაგალითი 1, ამოვხსნათ განტოლება: 

(1 + ყ")ყყ” = (3ყ" –– 1)ყ”. 
მოვახდინოთ გარდაქმნა ყ”=7ი და ყ მივიღოთ დამოუკიდებელ 

ცვლადად. ცხადია, ყ” == იჩ. ასე რომ განტოლება მიიღებს სახეს: 
ყ 

ძ , (1 +ყ)ყ-“” .ი =(3ყ1 –- 1)-/?, 
ძი · 
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ანუ 

0 + ყეყ-ჩ. მწ ” --(3ყ? – 1)-ი. 

ცვლადთა განცალებით ვღებულობთ: 
ძი _ 3ყ'–1 

ი VM0+ყ2 
საიდანაც ინტეგრებით გვაქვს: 

Iი|0I= 2Iი(1+ ყშ1იI#/I+1იIC.I, 

იV, 

ანუ 

“IV -C. 
(1 +–- ყწ» 

თუ დავუბრუნდებით საძიებელ V (ა ფუნქციას, მივიღებთ: 

ყV” _რC. 
(1 +V') 

ეს არის მოცემული დიფერენციალური განტოლების პირველი ინტეგ- 

რალი. თუ მოვახდენთ „ერთხელ კიდევ უკანასკნელი განტოლების 

ინტეგრებას, ვიპოვით მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

1 – “  26X+C. 
1 +V" თლ 

ანუ 

1 
დთV, 9, 6) = 7 + 2C,X. –– Cე: =0. 

მაგალითი 9. ზემოგანხილული ტიპის დიფერენციალურ განტოლე- 

ბაზე დაიყვანება საკითხი მექანიკიდან –– მატერიალური #M წერტილის 
წრფივი მოძრაობის გამოკვლევის შესახებ. 

მართლაც, ვთქვათ, M1 მასის მქონე” M# წერტილი მოძრაობს 0X 

ღერძზე იმ # ძალის მოქმედებით, რომელიც წარმოადგენს წერტილის 

X აბსცისისა და სიჩქარის ჯუ = + ფუნქციას: 

პელ) 
ამ შემთხვევაში წერტილის მოძრაობის, კ გატოლებსს ექნება სახე: 

„. 2X 
= · 6.6 “2 =I(»“+ (6.6)   
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უკანასკნელი არის მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება, რო- 
მელიც არ შეიცავს დამოუკიდებელ ( ცვლადს. 

ზემოთ მოყვანილი ზოგადი მეთოდის თანახმად, მოვახდინოთ გარ- 

დაქმნა მ = “. , მაშინ 

ძX _ ძი _ ძი ძX ძი 

ძი ძიძ ძ« ი I 

აღნიშნული გარდაქმნის შედეგად (5.6) განტოლება მიიღებს სახეს: 

თი 3 =IC ჩ), 

ანუ 

თნ თ ე. (6.7) 

(6.7) განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

ძX 
? =%(X, C,) აუ –-=თV, C,), 

საიდანაც 

ძX 

«თ C)” 

(=|--“ · LC. 
(6) 

უკანასკნელი წარმოადგენს მოძრაობის განტოლებას, რომელიც ორ 
ნებისმიერ CI და C: მუდმივს შეიცავს. ეს მუდმივები ღებულობს 

გარკვეულ. მნიშვნელობებს, 'როცა ცნობილია საწყისი მდებარეობა 
X=X0ი და მოძრაობის საწყისი სიჩქარე ს =სი. 

2. განტოლება, რომელიც არ შეიცავს Vყ საძი- 
ებელ ფუნქციას. ეთქვათ, ” რიგის დიფერენციალურ განტო- 

ლებას აქვს სახე: : 

ძ! = 

  

XM(X. ყ”, ყ”, ... ,ყ(9)) = 0. 

ამ შემთხვევაში მისი რიგი შეიძლება დავწიოთ ერთი ერთეულით. 

მართლაც, შემოვიღოთ ახალი საძიებელი ფუნქცია M”=0ი; მაშინ: 

ძი. ძში , ძი-!ი 
= V”, =Vრ,.., ,ძX ძ»ჯ? ძჯXჩ-! 

    = ყI”), 
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თუ ყ-ის, ყ”-ის,. . , #(M'-ის გამოსახულებებს ჩავსვამთ მოცემულ განტო- 
ლებაში, მივიღებთ: 

#L(CX, ი, 0, ..., 00) ) = 0. (6.8) 

ეს უკანასკნელი 0 უცნობი ფუნქციის მიმართ არის M#--I რიგის დი- 
ფერენციალური განტოლება, ე. ი. განტოლების რიგი დაიწია ერთი 
ერთეულით. თუ მოვახდენთ (6.8) განტოლების ინტეგრებას, მივიღებთ 

მის ზოგად ინტეგრალს: 

ძმ! 
+# = 0 = დთ,(X, CV. Cა,..- „6ი-). 

ძX 

საიდანაც ბ 

ყ/= | თ,(X, 6, C,-.-,C--)ძX+C,. (6.9) 

(5.9) ფორმულა წარმოადგენს მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგ- 
"რალს. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

0 +X)9”+V7+1=0. 
ამოხსნა. განტოლება არ შეიცავს საძიებელ V ფუნქციას. მივი– 

ღოთ წ" = ი; მაშინ ყ” = « თუ V-ის, (§”-ის გამოსახულებებს ჩავ- 
X 

სვამთ მოცემულ გმტილიში გვექნება: 

(1 + ო =+ ჩ" +- 1 =0. 

აქედან ცვლადთა განცალებით მივიღებთ: 

ძი . ძX _ ძი . | _ #% _ 
1 -L ი” 1 -L X? 

L65--> ++ =C, 
მIC LC 0 + 2ICVCX = C, 

ი = IV(C – მICICX), 

ანუ 

C,-–-Xჯ 

წ 1+6X. 
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თუ ამ უკანასკნელ განტოლებაში ჩ-ს შევცვლით Vყ”-ით, გვექნება: 

4“ _ C -X 
ძX 1+CX"” 

საიდანაც ინტეგრებით მივიღებთ ზოგად ინტეგრალს სახით: 

C,–-X >... _1. 
(1 6++თC- - ++ ვ)M(I+ 2-)+ 

ახუ 

·ყ=(1+C,)Iი(X+C))–C,7X+C.. 

_ 3. განტოლება, რომელიც არ შეიცავს საძიე- 
ბელ ფუნქციასა და მის რამდენიმე მიმდევრთ- 
ბითს წარმოებულს. თუ ური რიგის დიფერენციალური 
განტოლება (6.1) არ შეიცავს Vყ-ს და მის რამდენიმე მიმდევრობითს 
წარმოებულს # რიგამდე, ე: ი. თუ განტოლებას აქვს სახე: 

LX, ყ.რ, ყ(#+)), ..., ყ(M)1 = 0. (6.10) 

მაშინ იგი შეიძლება დაყვანილ იქნეს /M – # რიგის დიფერენციალურ გან - 
ტოლებაზე. ამ შემთხვევაში ყ-ის ნაცვლად საძიებელ ფუნქციად შეიძლება 
მივიღოთ ახალი ფუნქცია 2 =- ყIM) (X) და განტოლების რიგი დავწიოთ # 
ერთეულით. ცხადია, 2” = ყ(ჩ”+!), 2” == ყ(ჩ+42), „,. , 2(M-ჩ).=. ყი) და (6.10) 

განტოლება მიიღებს სახეს: 

M(X, 2, 2.2”, ... , 2I-#)) = 0, 

ე. ი. განტოლების რიგი დაიწია # ერთეულით. 

თუ მოვძებნთ «უკანასკნელი განტოლების ზოგად ინტეგრალს 

2= დ(, CI" C, ... ,Cი-”), 

მაშინ მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი განისაზღვრება 

შემდეგი დიფერენციპლური განტოლებიდან: 

ყი = დC, C, CV ..-, Cი-I), 

რომლის ინტეგრება ცნობილია. 

· 4. განტოლება, რომელიც ერთგეაროვანია უც- 
ნობი ფუნქციისა და მისი წარმოებულის მიმართ. 

განვიხილოთ # რიგის დიფერენციალური განტოლება 

ჩ (X, ყ, ყV, ყ”. აყ) =0, (6.11) 
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რომლის მარცხენა მხარე # (X, #, ყ”,... „/”) წარმოადგენს ერთგვაროვან 

ფუნქციას ყ ფუნქციისა და მისი ყ ყ”, Vყ”, -:., ყ(ი) წარმოებულების მიმართ. 
ამ შემთხვევაში ადგილი აქეს იგივეობას: 

MC Iყ, (ყ/,..., (ყი ი)=1M LC, ყ, Vყ/, ..., ყი) 
ყოველი 1-სათგის, სადაც ”L ერთგვაროგნების მაჩვენებელია. შემო- 

ვიღოთ ახალი უცნობი ფუნქცია: 

? 
,– # 

ყ 
მაშინ 

ყ” = Vყ2, 

ყ” = ყ'2 + ყ2 = (ყ2)2 -L·ყ2 = ყ(2? -L 2"), 

ყ” =ყ I2(2' -L 2") + 222 + 2). 

ყI” = ყ (2, 2”, 27, ... , 2(M-1)), 

ამიტომ (6.11) განტოლება მიიღებს სახეს: 

LX, ყ, ყ?, ყ (2? -L 2), ყ (23 -+ 322” –- 2”), ·.. , ყ/·%) (2, 2”, ... , 2(M-11)1=0. 
(6.12) 

ახლა ვისარგებლოთ » ფუნქციის ერთგვაროვნების თვისებით. ჩვეხ 
შემთხვევაში /-ს როლს ასრულებს Vყ, ამიტომ (6.12) განტოლება შეგ- 

ვიძლია ასე გადავწეროთ: 

ყრის, 1, 2, 21 +-2', 21 -L 322 + 2”, ... , 9) (2, 2”, 2”, ... , 2(M-1) ) ) = 0. 

(6.13) 
თუ (6.13) განტოლებას გავყოფთ V”'-ზე (ამით შესაძლოა, დავკარგოთ 

ამონახსნი ყ=0, თუ #>0, თუმცა, როგორც ქვემოთ ვნახაეთ, ეს იქ- 
ნება კერძო ამონახსნი), 'მივიღებთ 8--1 რიგის დიფერენციალურ გან- 
როლებას უცნობი 2 ფუნქციის მიმართ. 

თუ მოვძებნით მიღებული განტოლების ზოგად ინტეგრალს სახით: 

2=Cდ(X,,C), C, --.1Cი-)), 

მაშინ 2 = 7 დამოკიდებულების თანახმად, გვექნება: ყ 
I + =Cდ(V, C/-Cე, ,Cი-. )- 
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მაშასადამე, 

I §9C. CI, C:, ..., Cი=I) ძX 

ყ =Cიე6 

უკანასკნელი ფორმულა „გვაძლევს მოცემული განტოლების ზოგად ინ- 

ტეგრალს. 
განვიხილოთ მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლებანი, რომ- 

ლებიც დაიყვანებიან პირველი რიგის განტოლებაზე. 

მაგალითი 4, ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ” =I(ყ) + V” §(). 
რომელიც არ შეიცავს X დამოუკიდებელ ცვლადს. 

თუ შევასრულებთ ჩასმას ი=ყ” და ყ-ს აალ დამოუკიდებელ 

ცვლადად ჩავთვლით მივიღებთ 

ძ 
! ი“” =ICV)+ი'იC). 

ძყ 

რომელიც წრფივია #”-ის მიმართ. აქ განტოლების რიგმა დაიწია ერთი 

ერთეულით. , 
მაგალითი ნწ. თუ მოცემულია დიფერენციალური განტოლება: 

#(ყ. ყ”) = 0, 

მაშინ, ამოვხსნით რა ამ განტოლებას ყ””-ის მიმართ, მივიღებთ: 

ყ” ='/ (V)- 
ამ განტოლების ინტეგრება შეგვიძლია უშუალოდ მოვახდინოთ, თუ 
მის ორივე მხარეს გავამრავლებთ 29” იX=2ძყ-ზე. მივიღებთ: 

2ყ”ყ'ძ» == 2/(ყ)ყ'ძX = 2/(ყ)ძV, 
საიდანაც 

ყ' =|2/თM +C,=0Cთდთ(ყ)+C, 

/ = 4%.=MV6C7) + C, 
ძX 

უკანასკნელი განტოლება არის პირველი რიგის დიფერენციალური 
განტოლება განცალებადი ცვლადებით. თუ მოვახდენთ ცვლადების 
განცალებას და შემდეგ –– ინტეგრებას, მივიღებთ მოცემული განტო- 
ლების ზოგად ინტეგრალს: 

: ძყ 
Cე = =X–––======. 

“ილ 1750 -C 
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მაგალითი 6. განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება: 

#(X,,ყ. ყ”, ყ”) = 0, 

რომელიც ერთგვაროვანია V, V/, ყ””-ის მიმართ; მაშინ იგი შეიძლება 
ასე გადავწეროთ: 

იც 1, #., #-) =0, 

– ყ ყ 

სადაც თ ერთგვაროვნების მაჩვენებელია. მოვახდინოთ გარდაქმნა V#=> V , 

ანუ V= 6 

Mყ 

I "ი VX 

ყ” 

+- =V + წV და მივიღებთ V-ს მიმართ პირველი რიგის დიფერენცია- 
ყ 

სადღაც ს არის ახალი საძიებელი ფუნქცია. მაშინ 

ლურ განტოლებას: 

L, (X, იძ, ს”) =0. 

მაგალითი 7. მოვძებნოთ წირთა ოჯახი, რომელთა სიმრუდის რა- 
დიუსი ი პროპორციულია ნორმალის MV მონაკვეთისა წირსა და 07 

ღერძს შორის. გვაქვს: 

1 7/9%4/2 

01670), #-/V) 92 
საძიებელ წირთა ოჯახს განსახღვრისათვის გვექნება დიფერენცია“, 

ლური განტოლება: 

M ყ”ყV1 + ყ? 

(I? პროპორციულობის კოეფიციენტია), ანუ 

ყო= 1 (1 + V”). (6.14) 
”ყ 

(6.14) განტოლება არ შეიცავს X-ს. მოვახდინოთ გარდაქმნა Mყ” =/. 

მივიღებთ განტოლებას: 

  

  

ძ 
იმ =-ე-0 + ი") 

ძყ 

განცალებადი “ცვლადებით. ცვლადთა განცალების შედეგად გვაქვს: 

იძი _ _ _ძყ 

14” „9 ” 
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საიდანაც 

4 )Iი(1+/? =-“-I/ყ+0, 
2 ” 

ანუ, თუ 0-ს შევცვლით ჯ„”-ით, 

ყ=VC,VM 1. 

უკანასკნელიდან ცვლადთა განცალებით ვღებულობთ: 

ძყ 
VC VI6-1 

საიდანაც 

(#4 
"- საა 962 

ცხადია, კვადრატურა შესაძლებელია I-ის მხოლოდ ზოგიერთი მნიშვ- 

ნელობისათვის, კერძოდ, „1= +1, M1= +2. 

მაგალითი 8. განვიხილოთ განტოლება: 

X ყყ” = (ყ ––- XV”), 

რომლის ორივე მხარე ერთგვაროვანი ფუნქციებია V, ყ” და ყ””-ის მი- 
მართ. მოვახდინოთ გარდაქმნა: 

კტ=-#- 
LV 

აქედან: 

| + 

ყ= 6 

C 

ყ =6 მჭ == VVყ, 

ყ'=V( +Vქ. 
მივიღებთ: 

1 თი4+რ–0- ბ 
საიდანაც M-სათვის ვღებულობთ წრფივ განტოლებას: 

2 1 
'L ს –  – =0 “+-, #X , 

17. გრ, ხაჟალია



რომლის ინტეგრება გვაძლევს: 

V = X-7X(C, + X)= CIX 1 +X-I. 

მაშასადამე, 

_ „4+_ „C++ +++ 0 +CIX-+C C 

ანუ 

C, ჯ”! 
ყ=CაX06 (– C, შეცვლილია C,-ით, 66 = C.). 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

ძ"ყ ძყ 
( ) ძX“ ძX 

ამოხსნა. ამ განტოლებაში არ შედის ყ. მივიღოთ “+-V, გვექ– 
X 

ნება: 

(1+ M4 49#. + ი =0. 

უკანასკნელი არის პირველი ის დიფერენციალური განტოლება 

განცალებადი ცვლადებით; მისი ამონახსნი იქნება: 

(1+X)90=C. 

ახლა, თუ 0-ს შევცვლით V” = “7-ით და მოვახდენთ ცვლადების გან- 
X 

ცალებას, მივიღებთ: 

__ C,ძX 

' 1+» + ჯ” 

რომლის ინტეგრება გვაძლევს ზოგად ინტეგრალს: 

ყ = C1 Iი(1 + X) + Cა- 

მაგალითი 10, ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება: 

ძ"ყ. ა ი ძყ MV” წვა = #92 +(4%) 
ძX“ ძX ძX 

ამოხსნა. ამ განტოლებაში არ შედის ჯ. მივიღოთ წ”=0/, მაშინ: 

ძ“ყ ძი 5 ე9. 
ძა) ძყ 
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მოცემული განტოლება დაიყვანება სახეზე: 

ძ 2 ყი” =ყზი+ ი? 
ძყ 

ანუ 

ძი – .= VM -- ი. / მყ ყM/V-–-ი 

მიღებული განტოლება არის პირველი რიგის წრფივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება; მისი ზოგადი ამონახსნი არის: 

ყ 

საიდანაც: 

ძყ 
–>2X == IV(I CI). ყ(ყ + CI) 

უკანასკნელის ინტეგრებით გვაქევს: 

+ | I იიი +6. 
V(ყ + CI) C, ყ+C, 

განტოლების ამოხსნისას განტოლების ორივე მხარე გავყავით ქ-ზე, 
რაც შესაძლებელია, რადგანაც, თუ 0=0, მაშინ V= C, ე. ი. ამონახსნი 
შეიცავს ერთ ნებისმიერ მუდმივს, მაშინ როცა ვეძებთ ამონახსნს, რო- 
მელიც ორ ნებისმიერ მუდმივს შეიცავს „დამოკიდებულება ყVყ=C 

არის მოცემული დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, რომე–- 

ლიც არ მიიღება მისი ზოგადი ამონახსნიდან და, მაშასადამე, წარმო- 
ადგენს განტოლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

მაგალითი 11. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება: 

ყჟწ-#V#», X=5-0. (6.15) 
Mჩ» 

ამოხსნა. (5.15) განტოლება არ შეიცავს V და ყ”-ს, ამიტომ 

მისი რიგი შეიძლება დავწიოთ ერთი ერთეულით. ვთქვათ, 

ყ” =2, 

მაშინ #” = 2”, და (5.15) განტოლება მიიღებს სახეს: 

2=-“, (6.16) 
X 
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აქედან ცვლადების განცალებით მივიღებთ განტოლებას: 

ძ? თძX. 
; - Iი| 21 = I1იIXI+)7ი9ICI, 

საიდანაც 

2=C,კ07X, C:=>%0, ე. ი. 

ყ” = 0,X. ამ უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ: 

ჯ” ჯ 
2 + C:, ყ=C--+CX+C,,   ყ'= C)



V თავი 

უმაღლესი რიგბის წრფივი დიფერენციალური 

განტოლებანი 

§ა9. ი-ური რიბის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური 

განტოლებანი 

დიფერენციალურ განტოლებას: 

L (X. ყ, ყ”, ყ”, ..., ყ(0წX)1=0 (1.1) 

ეწოდება წრფივი, თუ იგი წრფივია საძიებელი ( (X) ფუნქციისა და 
მისი. ყ”(X), M” (X ), ... , (7-1) (X), ყI!“'(X) წარმოებულების მიმართ. 

ამგვარად, ზოგადი სახე #-ური რიგის წრფივი დიფერენციალური 
განტოლებისა არის: 

ი.(X) ყI)(X)+ თ,(ა)ყ”-სა(მე)+- +ძი(V0)=დ(M), (1.2) 

სადაც ი, (X), ძ,(X),..., რგ (X), თ(X) მოცემული ფუნქციებია რომელიღაც 
(ძმ, ხ) სეგმენტში. ' 

თუ დ (00=0, მაშინ (1.2) განტოლებას ეწოდება #-ური რიგის 
წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება. ხო- 
ლო, თუ დ (X)>0, ჩ-ური რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლება. 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ მხოლოდ ჩ-ური რიგის წრფივ ერთ- 

გვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას. ვიგულისხმებთ, რომ გან–- 

სახილველ თ<X<ხ შუალედში ფუნქცია ძი (X) უწყვეტია და განსხვა- 
ვებულია ნულისაგან, ძა (X) 55 0, ხოლო თ, (X), 0: (X), ---, რ; (X) უწყვეტი 
ფუნქციებია ამავე შუალედში. 

თუ (1.2) განტოლების ორივე მხარეს გავყოფთ ძი (X)-ზე და შე- 
მოვიღებთ აღნიშვნებს: 

' 

თე = <9) ((=ლ=1,2,...,#/1), 

შლ 

/ო=25ო , 

ძა (X) 
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მაშინ (1 . 2) განტოლება მიიღებს სახეს: 

ყ(?(X) +ი, თ)ყი ა (X)+- --.+ ჩე-, (X) 0 (X)+მა(X)Vყ(X)ა=CIVC>- (1.3) 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ / (X) =0, ე. ი. განვიხილოთ ჩM-ური რიგის 

წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

ყI” (%) + ი, (X) ყI”) 2) +- “+ #ე-, (X) ყ” (X) + ჩა(X)ყ(X) =0, (1.4) 

სადაც /)(X) (L= 1, 2,...,I) მოცემული უწყვეტი ფუნქციებია (0, ხ) 
შუალედში. სიმარტივისათვის ამ განტოლების მარცხენა მხარე აღვ–- 
ნიშნოთ #LწV)-ით; მაშინ (1. 4) განტოლება წარმოგვიდგება სახით: 

_LIV) = ყIM)(X)-+ ი,(X) ყი-(X) +. ·-+ მე(X)ყ(X)=0მ. (1.5) 
აქ სიმბოლო L IV) წარმოადგენს ყ (XV) ფუნქციაზე შესრულებული იმ 
წრფივი დიფერენციალური ოპერაციების შედეგს რომელიც (1 · 5) 
განტოლების მარცხენა მხარეშია მოცემული. ამ ოპერაციების #L სიმ- 
ბოლოს 

#ძ-2 

ძXM-2 
  

ძი 

ხ=-–+ჩ ი,(X)· « კ, იო +-..+ 

ა – ” (1.6) 

ვუწოდოთ წრფივი დიფერენციალური ოპერატო- 
რ ი. 

რომ შეიძლებოდეს არსებობის თეორემის გამოყენება, (1 5) გან- 

ტოლება ამოვხსნათ VI(ჩ) (X)-ის მიმართ, მივიღებთ: 

ყI”(X)= –– ი, (X) -ყ(”–!) (X)–– ია (X) ყ(”“?) (X)––-..– მც-, (X)9ყ (9) – 

–-0ი(X) ყ(X) = (CV, ყ, ყ”, ყი, ....ყIი-!)). (1.7) 

ფუნქცია #(X, ყ,ყV! ,ყირ-.) ს) უწყვეტია თავისი არგუმენტების ნე- 

ბისმიერი მნიშვნე 'ლობისათვის და აქვს უწყვეტი კერძო წარმოებულები 
ყ, ყ”, ... , ყ(”-!) არგუმენტების მიმართ: 

მ მL მ · 
მი –ჩ (ი, მ, ჩოი ვეთ 00% 

დახურულ Lი0,ხ|) შუალედში, შევნიშნავთ, რომ (1.7) განტოლებისა- 

თვის. ლიფშიცის პირობა შესრულებულია ყოველ (თ, ზ) შუალედში, 

რომელიც ძევს (თ, ხს შუალედის შიგნით მართლაც, დახურულ 

(2,1) შუალედში უწყვეტი ფუნქციები /((X) ((= 1, 2,...,/) შე- 
მოსაზღვრულია, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ შესრულებულია 
ლიფშმიცის პირობა. 
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ამგვარად, #(X, ყ, ყი ..., ყი) ფუნქცია აკმაყოფილებს ერთი 

M-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის არსებობისა 
და ერთადერთობის თეორემის ყველა პირობას. ამიტომ ადგილი აქვს 
შემდეგ თეორემას: 

თეორემა 1. თუ M#-ური რიგის (1.5) წრფივი დიფე- 

რენციალური განტოლების ყველა კოეფიციენ- 
ტი ი,(ი, (ს, იჩა(ე) უწყვეტია 0<:X<ჩხ შუალედ- 
ში და X=X ამ შუალედის ნებისმიერი შიგა 

წერტილია, მაშინ ამ შუალედში არსებობს (1.7) 
განტოლების ერთი და მხოლოდ ერთი V(ა ამო- 

ნახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ სა- 

წყის პირობებს: 

ყ (Xი) = ყა, V (X-) = ხს” .... ყჩ- (X.) = ყი), როცა X= +, 

სადაც ი, Mი,, ყი, ..., ყეა ნებისმიერი მოცემული ოი- 
ცხვებია. | 

ეს ამონახსნი უწყვეტია თავის წარმოებუ- 
ლებთან ერთად # რიგამდე ჩათვლით მთელ (ი, I 
შუალედში. _ 

ეს უკანასკნელი თეორემა უშუალოდ გამომდინარეობს ზემოთ დამ- 
ტკიცებული კოშის თეორემიდან, რომელიც ეხება ერთი M-ური ოიგის 
დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის არსებობასა და ერთად- 

ერთობას. 
წრფივი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებს აქვს იგივე 

თვისებები, რაც LIV) წრფივ დიფერენციალურ ოპერატორს. აქ ჩვენ 
მოვიყვანთ რამდენიმე თეორემას რომელიც გამომდინარეობს LIVI 

წრფივი დიფერენციალური ოპერატორის წრფივობის თვისებიდან!. 
თეორემა 9 თუ VI) არის #LI)=0 განტოლების 

ამონახსნი, მაშინ C)9V,(ა), სადაც C, ნებისმიერი 

მუდმივია, არის აგრეთვე ამ განტოლების ამო- 

ნახსნი. 

დამტკიცება. დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილია, 

რომ 

IC, ყ,(X) 1(#) = C, ყIრ) (X) (” = 1, 2, ...,/1). 

! წრფივი განტოლების ძირითადი თვისებები იმის შედეგია, რომ დიფერენცი- 

რება წარმოადგენს წრფივ ოპერაციას, სხვა სიტყვებით, განტოლების წრფივი ხა- 

სიათი გამოისახება თანაფარდობებით: 

სხMC0+7200)=LMC)1+#(:01, CIC/ -01=CLI/ CX), 
რომლებიც მართებულია ორი ნებისმიერი V(X) და 2(X) ფუნქციისათვის. 

263



ამიტომ, თუ L IV1=0 განტოლებაში „/ (X) ფუნქციის ნაცვლად ჩავსვამთ 
CVყI (9 ფუნქციას და მასზე L ოპერაციას შევასრულებთ, მივიღებთ: 

LI CIV, (X))=C, ყ,(I)(X)-Lი, (9) :C, ყ,(-)(2)+--.+ ჩე-,(X)C, ყ,'(X)+ 

+ მე (X)C, ყ, (X)=C, LIყ, (X)) = 0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8 თუ V,(X), M.(X), ·-· ყა(ა) ფუნქციები წარ- 
მოადგენს #(/=0 განტოლების კერძო ამონახს- 
ნებს, მაშინ ამ ამონახსნების ყოველი წრფივი 
კომბინაცია 

CI Vყ,(X) +C:ყ.(X) +. ·-+ Cიყიე(X), (1.8) 

სადაც C,. C, C, ნებისმიერი მუდმივებია, 

იქნება ამ განტოლების ამონახსნი. 
დამტკიცება. მართლაც, თეორემის პირობის თანახმად, გვაქვს: 

LIყ. X))=0 (=1,2,...,/1). 

მეორე მხრივ, დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რომ 

IC, ყ,(X) + C:V. (X)+-:.·+Cიყ,(X) I(ი) = C, ყ,(”) (X) + C, ყა(#/(X) + 

+-.-4+Cეყერ”(X) (#=1, 2,..., 7). (1.9) 

თუ L(V(X)=0 განტოლების მარცხენა მხარეში ყ(X»X) ფუნქციის 
ნაცვლად ჩავსვამთ (1.8) ფუნქციას და მხედველობამი მივიღებთ 

(1 9) ფორმულას, დავრწმუნდებით, რომ ეს ჩასმები L (V)C=0 განტო- 
ლების მარცხენა მხარეს გადააქცევს იგივურად ნულის ტოლად: 

L IC, ყ, (X) + C; ყ.(X) +“. -+ Cი ყი (X) ) = | C, 9, (X) -+L C; ყ.. (X) + 

+. +C6იყი(X))! + 0, (X)IC, ყ,X+-.-+ Cი ყი (X))(5-)) –- 

+“. “+ მი (X) IC, ყ, (X) + C: Vყ, (X) + +Cიყი(X)) = 

== LICIV,(X)) + LIC.V. (X) ) + + LICიყი(X)1 5 0.. 

თეორემა ღამტკიცებულია. 

ცხადია, Vყ(X)=:0 არის კერძო ამონახსნი ყოვე- 

ლი წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლებისა. . 

“ახლა ისმის კითხვა: რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს LIVყI=0 
განტოლების კერძო ამონახსნები: V,(X), Vა (X), ···, #ე(X), რომ ამ .ამო–- 
ნახსნების ყოველი წრფივი კომბინაცია V(X)=C, #I, (X) -++ C:V»(X)-L - · ·-L 

+Cიგყე(X), რომელიც /! ნებისმიერი C,,! Cე, ·..·Cც მუდღმივს შეიცავს, 

წარმოადგენდეს LIV1=0 განტოლების ზოგად ამონახსნს? ამ კითხვაზე 
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პასუხის გაცემის მიზნით წინასწარ შემოვიღოთ მნიშვნელოვანი ცნება 
ფუნქციათა წრფივად დამოუკიდებლობისა და დამოკიდებულების შე- 

სახებ. 

§ 95. ფუნქციათა სისტემების წრფივად ღამოუკიდებლობა ლა წრფივად 

დამოკიდებულება 

განსაზღვრა 1. უწყვეტ V,(X) Vს(X, ·.--,ყი(წ) ფუნქცია- 
თა სისტემას ეწოდება წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი (0, ხ) შუალედში, თუ დამოკიდებულებას: 

CI M,(X) + C.V9ყ.(X) +-·-კ-+Cაყა(X)=0, თ<+X<-%, 

სადაც C.ს C. ,Cე მუდღმივი რიცხეებია, ადგილი აქეს 
მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა C), Cე,...,Cე რიცხვე- 

ბიდან ყველა ერთდროულად ნულის ტოლია. 

ამ შემთხვევში V/,(X), V.(X)..-., ყე (X) ფუნქციებიდან არც ერთი 

მათგანი არ გამოისახება წრფივად დანარჩენების საშუალებით. 

განსაზღვრა”. უწყვეტ M,(X), V.(X),---ყი( ე ფუნქცი. 
თა სისტემას ეწოდება წრფივად დამოკიდებე- 

ლი (თ, ხს) შუალედში, თუ არსებობს ისეთი CV 

C,,.--C მუდმივები, რომლებიდან ერთი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან და 

C, ყ,(X)+ Cაყა.(X)+---+Cიაყე(XI=0 თძ<-X<ხ. 

ამ შემთხვევაში V/, (X), V.(X); -··,V.(X) ფუნქციებიდან ერთი მაინც 

გამოისახება დანარჩენების საშუალებით. 

მაგალითი 1. / ფუნქცია V,(X)= 1, V.(X) =X, ხი (X) = X”"! 

წრფივად დამოკიდებულია C(--%9, + =) შუალედში. მართლაც, წინა– 

აღმდეგ შემთხვევაში, დამოკიდებულება: 

C,:1-+Cე:X +·--.·+CეX"“! =0. 

რომელშიც ყველა C არ უდრის ნულს, არ შეიძლება შესრულდეს 
იგივურად, X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის (–-%, + თ) შუალედ- 

ში, რადგან იგი წარმოადგენს M--1 ხარისხის განტოლებას და მივი– 
ღებდით, რომ MI--1 ხარისხის ალგებრულ განტოლებას აქვს (1-–1)-ზე 

მეტი ფესვი, რაც შეუძლებელია. 
მაგალითი 9. V, (X)=6%+ და V.(X)=6“X ფუნქციები წრფივად დამოუ- 

კიდებელია ნებისმიერ (თ, ნ) შუალედში, რადგან დამოკიდებულება 
C,0+ + Cაკ6-X==0, 

სადაც C| და C; მუდმივი რიცხვებია, შესრ ბა მხოლოდ იმ შემ- 
თხვევაში, როცა CI და %, ი ერთდროულად წულის ტოლია; მართლაძ, 

XC თ 8= 0015L. 
LL. 6 + 
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მაგალითი 8. ფუნქციები: VI, (+)=3I119, ყი Cე·=005X წრფივად და–- 

მოუკიდებელია C-–C=, + C %) შუალედში; C) 510 X+ C2 005 ს იგივუ- 

რად არ უდრის ნულს, თუ ყველა CI(' =1, 2) არ არის ნულის ტოლი; 

რადგან 

-9 -. (დ X => 00ი5L. 
V5 

მაგალითი 4. ფუნქციები: M,(X)=40X ღა V.(X)=26X+ წრფივად და- 
მოკიდებული ფუნქციებია ნებისმიერ (ი, ხნ) შუალედში, რადგანაც 

ყ) (V)=2ყ2 (X) ყოველი ჯ-ისათვის (თ, ხ) შუალედში. 

მაგალითი 5. ფუნქციები: I) (X)==51ი?X, ყ.(X)=0051X და ყ.(X)=1 
იქნება წრფივად დამოკიდებული, რადგანაც 

C, 511)" X -L C+ა005წX ––- C:=90, 

როცა ყველა C, არ უდრის ნულს. მართლაც, თუ C1=C:=1, Cვ3=–-1, 

მაშინ. §Iი? X--C05? X –– 1 = 0 ყოველი X-ისათვის (–-=, +C) შუალედში. 
შენიშვნა 1. მოყვანილი 2, 3 მაგალითებიდან გამომდინა–- 

რეობს, რომ (თ, ხ) შუალედმი ორი არაიგივურად ნულის ტოლი 

დ) (X) და დიე (XV) ფუნქციების წრფივად ღამოკიდებულება ამ ფუნქცი– 
ათა პროპორციულობის ეკვივალენტურია. 

შენიშვნა 2 თუ MI(X), M,(X)...--,Vი(Xჰჰ) ფუნქციათა სისტე- 
მის რომელიღაც ნაწილი წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ წოფივად 
დამოკიდებული იქნება სისტემის ყველა ფუნქციაც. ამასთან, ფუნქცი–- 
ათა ნებისმიერი სისტემა, რომელიც შეიცავს იგივურად ნულის ტოლ 
ფუნქციას, იქნება წრფივად დამოკიდებული. 

§3. იყ-ური რიბის წრფივი ერთბვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

და მისი ზოგადი ამონახსნის სახე 

ახლა გადავიდეთ ძირითადი თეორემის დამტკიცებაზე. 

თეორემა 1. ჩ”-ური რიგის წრფიგ ერთგვაროვან 

დიფერენციალურ LIV)=0 განტოლებას აქვს ჯუს- 
ტად MM” წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ამო- 

ნახსნი V.,(X). ყ.(X),-··,ყე(X) ამ ამონახსნების ყოველი 

ყ (X)= C) 9, (X) -L C» V. (X) + +Cი ყი“) წრფივი კომ- 
ბინაცია, სადაც CI, C>»..,Cე ნებისმიერი მუდმი- 

ვებია, არის LI=0 განტოლების ზოგადი: ამო- 
ნახსნი!), 

1 თუ კერძო ამონახსნები: Vყ, (X), VI, (X), ..., V, (X) არ იქნებოდა ერთმანეთისაგან 

განსხეავებული, მაშინ გამოსახულება · 

ყ (X)=– C, MI (2) + C>V:(X) +--·-++ C/ ყი (X9) 
არ შეიძლება შეიცავდეს # არსებითად განსხვავებულ ნებისმიერ მუდმივს, 
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დამტკიცებთ. ვთქვათ, X იცვლება (ი, ხ) შუალედში. რო- 
მელშიაც 

LIV(CX)) = ყIM)(X) + ი, (X) ყ(”“)) (X) + + ჩი-) (X) ყ (ე + 

+/ი»(0V (0 =0 (3.1) 
განტოლების ყველა ი) (X) კოეფიციენტი უწყვეტია. მაშინ (3.1) გან- 
ტოლების ყველა ამონახსნი თავიანთ # წარმოებულებთან ერთად 
არსებობს და უწყვეტია (ი, ხ) შუალედში: კერძოდ არსებობს და 

უწყვეტია ამონახსნები: 

Vყ, (X), VI (X), ·.·, ყი (X), 

რომლებიც განსაზღვრულია (0, სხ) შუალედის ჯე წერტილში, 

0თ<X-ა< სხ, შემდეგი საწყისი პირობებით: 

ყ1(Xა)= 1, წყ. (XIს)==0, V,”(X)) =0,... .ყ,(M-') (X.) = 0, 

ყ.(X)=0, Vყ.(X,))=1, ყა” (Xა)=0,... . V,(/“!) (X,) == 0. 

ყი(Xა)= 0, ყი (Xა) = 0,..., ყე!” ? (X,) = 0, ყე!”“') (X,) = 1. 

ეს ამონახსნები წრფივად დამოკიდებულია. მართლაც, თუ გვაქვს 

C1MI(X) + C. ყ.(X)+---+Cიგყ,(X)=0, (3.2 

მაშინ ამ იგივეობის მარცხენა მხარის პირველი M--1 .წარმოებული 
აგრეთვე ნულის ტოლია: 

C1ყ. (X)+ C»Vყა (X) +-.--+ Cაყი (X =9, 

C1V9,” (X) + Cა ყა” (X) +. ·/+ Cიე ყი” (X =0, 

C, ყ,მ- (9 + C ყრი 90 +---+ 0„ყერ-ს (ი =0. 
თუ საწყის პირობებს მივიღებთ მხედველობაში, მაშინ ამ 7 განტოლე– 
ბიდან, როცა X == X;, უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ C, =0. C. = 

=0,...,Cც =0; მაშასადამე, V, (X). V/: (X), ·-· , ე (X) ამონახსნები წაომო– 

ადგენს წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნების სისტემას. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ განტოლების ყოველი სხვა ყ (X) ამონახსნი 
წრფივად გამოისახება ამ V;(X), V.(X),.-·Vი(X) ამონახსნების საშუა- 

ლებით. მართლაც, ვთქვათ, ყ (X) არის (3 ..1) განტოლების რომელიმე 
სხვა ამონახსნი, რომელიც X=Xი წერტილში განსაზღვრულია შემდეგი 
საწყისი პირობებით: 

ყ (X,) = C), V (XI) = Cა, .... ყლ) (X) = C„, 

მაშინ ფუნქცია – 

X7 (X =C)9.(X) + C-9.(9) +---+ CიVი (X),



არის. აგრეთვე, განტოლების ამონახსნი, რომელიც იმავე საწყის პირო– 
ბებს დააკმაყოფილებს, რასაც V (X). მაშასადამე, ამონახსნის ერთადერ– 
თობის თანახმად, ფუნქციები V (X) და # (X) ურთიერთშორის იგივუ–- 
რია: წყ (X) =: V (X). აქედან გამომდინარეობს, რომ Vყ(X) = C, ყ, (X) -+- 
+ C9ყ.(0 +-..+ C„ყი(X) არის #(/) = 0 განტოლების ზოგადი ამო- 
ნახსნი, რომელიც შეიცავს განტოლების ყველა ამონახსნს თეორემა და– 
მტკიცებულია. 

განსაზღვრა. ”-ური. რიგის წრფივი ერთგვაროვა- 

ნი დიფერენციალური განტოლების ი წრფივად 
დამოუკიდებელი ამონახსნების სისტემას ყ (რ), 

ყ.(X), --- · ყე (X) მისი ფუნდამენტური სისტემა ეწოდება. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, 
რომ M-ური რიგის წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლე- 
ბას აქვს ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემა და ამ სისტემბს ყო– 
ქელი წრფივი კომბინაცია არის LIVI=0 განტოლების ზოგადი ამო- 
ნახსნი. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ განტოლება: 

ყე + ყ =9. 
"ცხადია, V) (+)=005 X და-ყა (X)=5ი “L არის ამ განტოლების ამონახს– 
ნების ფუნდამენტური სისტემა. ძირითადი თეორემის თანახმად, გან- 

ტოლება V (X)= CI) C05 X+ C2 50 X, სადაც CI, C: ნებისმიერი მუდ- 

მივებია, გვაძლევს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგად 
აგონახსნს. 

მაგალითი 9. განვიხილოთ განტოლება: 

ყ--ყ=0.. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ V, = 6X, ყ. =C-X წარმოადგენს ამ 

განტოლების ამონახსნებს. რადგანაც ისინი წრფივად დამოუკიდებელია 
(- CC, + =) შუალედში, ამიტომ #+ და 6(-X გვაძლევს მოცემული გან- 

ტოლების ამონახსნების ფუნდამენტურ “სისტემას. მაშასადამე, 

ყ=0C,თძ%+ -+C.6“+X 

არის განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 
ცხადია, L (IV) = 0 ერთგვაროვანი განტოლების ერთი (Vყ,, V...-·, ყი) 

ფუნდამენტური სისტემიდან შეიძლება გადავიდეთ რომელიმე ახალ 

(V). V,, ..ს)XV) ფუნდამენტურ სისტემაზე წრფივი გარდაქმნის მეშვე- 
ობით. 

თეორემა 9. #L (ყ/)==0 განტოლების ფუნდამენტური სის- 

ტემის (V,(X), ყM:(X), ..·ს»ყი(X)) ყოველი წრფივი გარდაქმნა 
წარმოადგენს აგრეთვე ფუნდამენტურ სისტემას: 
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დამტკიცება. ვთქვათ, “V)(X), M) (Xს,..„,M,(X) არის LIყ 20 
განტოლების ფუნდამენტური სისტემა, განვიხილოთ ფუნქციები 7), CC. 

XX), -- XV, რომლებიც მიიღება #)(X), VI, (X),....#ე(X) ფუნდა– 
მენტური სისტემიდან წრფივი გარდაქმნის მეშვეობით, რომლის დე- 
ტერმინანტი #5+0: 

XV, (X) = 0)19M, (X) + 0): M, (X) + - · ·+ ძი ყი(X), 

XV (X) = 0. VI) (X) -L ძ;ე M:(X) + - · -+ 0 ყი (X), (3.3) 
იფ 9 ი ილ «ი « ი თ თი XC CV «ი · ”· 

XV იე (X)= 0ე19ყ)(X) + მე:ყ.(X) +. --+ ძი, ყი (X). 

ცხადია, ეს სისტემა V,(X), X.(X), ,XVე(ი) იქნება ფუნდამენტური 

მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ წრფივი გარდაქმნის # დეტერმინაწტი 
არ უდრის ნულს: 

| რ წა ;რ, I 

0.1, თე "მაე | 4 = 550, 

მი მია.“ “რი 

მართლაც, თუ (3. 3) სისტემის პირველი განტოლების ორივე მხა– 
რეს გავამრავლებთ CI-ზე, მეორე განტოლების ორივე მხარეს C:-ზე 
და ა. შ. 7 განტოლების ორივე მხარეს გავამრავლებთ C-ზე და ყვე– 
ლა ახლად მიღებულ განტოლებას წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ: 

C) XV) (X) + C5: V1(X) +· ·/+ Cგ VI? -(X) = (C10)| + C:0. +. ..+ 

+Cი ძი) ყ)(X) +. + (Cე თე + Cამიი +-..+ Cირიი)ყი (X). (3.4) 

უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ფრჩხილებში მოთავსებუ–- 
ლი გამოსახულებანი, როცა #560, გახდება ნულის ტოლი მხოლოდ იმ 
შემთხვევაში, თუ C,=C; =>. --= Cე = 0. მაგრამ ეს იმას ნიშნავს, რომ- 

დამოკიდებულებას: 
C. X, (X) + C5: V1(X) + ·--+C,ცXVგ(X) = 0 

ადგილი აქვს მხოლოდ იმ შეპთხვევაში, როცა ყველა C|=0 ((=1,2,..., IM), 

ე.ი ფუნქციები V,(X), /-(X),·--,Xი(X) წრფივად დამოუკიდებელია 
და, მაშასადამე, )7/, (X), X”; (X), ···, ”უ (X) არის ფუნდამენტური სისტემა. 

თუ #=0, იარსებებს” C), C-,..,ეCუ მუდმივები” ერთდროულად 
ნულის არატოლ მნიშვნელობათა სისტემა. რომლისთვისაც (3.4) ტოლო- 
ბის მარჯვენა ნაწილის ყველა ,,ფრჩხილი“ გადაიქცევა ნულად, მაშინ 

C1 V1(X) + C2 /ე(X) + ··-+ Cი-V/„(X) = 0,



როცა ყველა C, არ უდრის ნულს. მაშასადამე, ფუნქციები. 17, (X), 
1,0), ..., XV, (X) წრფივად დამოკიდებულ ფუნქციათა სისტემაა და იგი არ 
გვაძლევს ფუნდამენტურ სისტემას. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ M#IV1=0 ერთ- გვაროვან განტოლებას აქვს უსასრულო სიმრავლე ფუნდამენტური სისტემებისა. თუ XI (X, X,(X),.....X„ (X) არის ჩ-ური რიგის წრფივი ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნების რომელიმე ფუნდამენტური 
სისტემა, მაშინ 

9ყ=V(X)=C,.1) (X) + CIX.C) +---+6,%, (0 
7! ნებისმიერი C), C,, ... .Cე პარამეტრით (– <9 <C, < +) არის იმავე 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამგვარად, მართებულია შემდეგი 
თეორემა ვ. C) 7, (X) + C. #.(X) + +CაXე() გამოსახუ- 

ლება წარმოადგენს I((C)=0 ერთგვაროვანი გან- 
ტოლების ზოგად ამონახსნს ამ განტოლების 
ამონახსნების ყოველი (#,(X), V.(X), ... , V, (X)) ფუნდამენ- 
ტური სისტემისათვის. 

დამტკიცება. რადგან, #=+0, ამიტომ (3.3) ფორმულები სა- 
შუალებას გვაძლევს LIყ)=0 განტოლების ამონახსნები V/ (X), ყი (X), 
·-,ყუ(X) და, მაშასადამე. ამ განტოლების ყველა ამონახსნი, გამოვსახოთ 

(V, (წ), #7:(X), ..., V,უ(X)) ფუნდამენტური. სისტემის საშუალებით, ე. ი. 

Vყ (X) = C, ე (X) + C» V;(X) +- + CაV7ა(X) არისს LIM)= 0, განტო- 
ლების ზოგადი ამონახსნი. 

თეორემა 4. ჩ”-ური რიგის წრფივ ერთგვაროვან 
დიფერენციალურ განტოლებას: 

L Iყ) = ყი 0) + წ, თ ყრ-ს 0) +-.-+ ჩი(X9ყ (0) =0 

არ შეიძლება ჰქონდეს »ი-ზე მეტი წრფივად .-და- 

მოუკიდებელი კერძო ამონახსნი. ; 
დამტკიცება. ვთქვათ, L IV) = 0 განტოლებას აქვს # -- 1 კერძო 

ამონახსნი: V/, (X), V, (X), ..- , Mგ (X), Xც+) (X). განვიხილოთ: პირველი ” კერ– 
ძო ამონახსნი. თუ ისინი წრფივად დამოკიდებული არიან, მაშინ ყველა 
M+1 კერძო ამონახსნი იქნება წრფივად დამოკიდებული, რადგან 

გქექნება: | 
C) M, (2) + C: ყა(X) +-ჟ·+ C»ყც(X) + 0:V,+, (X) =,0 

ყოველი Xჯ-სათვის (ძი, ხ) შუალედში, სადაც ყველა C არ უდრის ნულს. 
თუ კერძო ამონახსნები: V, (X), VI, (X), -..,ყუ(X»), წრფივად დამოუკიდე- 

ბელია, მაშინ, ძირითადი თეორემის თანახმად, ყოველი ამონახსნი, მათ 
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შმორის ყ,..(X)-ც, გამოისახება წრფივად V,(X), V.(X),.--.ყე(X) ამო- 

ნახსნების საშუალებით: 

ყი+1 (X) = C)'” V, (X) + C„! V, (X) + · · ·+ Cე!? ყ, (X)- 
ასე: რომ, ყ, (X), ყ. (X), -.·., ყე (X). ყა+,(X) იქნება წრფივად დამოკიდე- 
ბული. | 

მაშასადამე, ·LIVIC0 განტოლების ნებისმიერი .+1 კერძო ამო– 
-ნახსნი არის წრფივად დამოკიდებული. თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოთ ვნახეთ, რომ # IV) = 0 განტოლებას, რომლის /, (X) კოეფიცი- 

უნტები უწყვეტია (თ, ხს) შუალედში, აქვს # და მხოლოდ I! წრფივად 
დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნების სისტემა. ვაჩვენოთ პირიქით, 

რომ ყოველ წრფივად დამოუკიდებელ უწყვეტად დიფერენცირებად 
(ი კერძო ამონახსნის სისტემას V/, (X), ყე (X), .-., Vე (X) (0, მ) შუალედში 
შეესაბამება ერთი და მხოლოდ ერთი #-ური რიგის წრფივი ერთგვარო- 
ვანი დიფერენციალური განტოლება: # (VI) = 0. 

თეორემა 5 თუ ორ დიფერენციალურ განტოლე- 

ბას: 

L, (ყ) = ყI/) (X) + ი, (ე) ყოს (ი +  –+იჩითყთ)=0 (3.5) 

L.IV) == ყლ) (X) + ი, (ი ყისას +» +იჩია()ყ(0=0 (3.6) 

სადაც 00, იე) უწყვეტი ფუნქციებია (ი.ს) ინტერ- 
ვალში, აქვს ერთი მაინც საერთო ფუნდამენტუ- 

რი სისტემა V,(X), M.(X), ·-- , ყუ (X),, მაშინ ეს განტოლებანი 

ურთიე რთშორის იგივურია, ე. ი. 

ნ,ლ=7ი0,; ((=1, 2,..., წ). 

დამტკიცება. თუ /#,(0)“- ი, სხვაობა იგივურად ნულის ტოლი 
არ არის, მაშინ (თ, ხ) შუალედის შიგნით მოიძებნება ისეთი (თ, 8) შუა- 

ლედი, რომელშიაც /) (X) –- ი, X) 95 0. თუ (3.5) განტოლებას გამო- 
ვაკლებთ (3.6) განტოლებას წევრ-წევრად და მიღებულ განტოლებას გავ- 
ყოფთ ი, (X) –– ი, (ს) სხვაობაზე, მივიღებთ: 

ყრის ფ+ ლო-ჩ9 , თათფ+...+65505-ჩრყია-0 (6.0 
მ) (X) –– ი; (X) ი(90 – ი ი 

(3 . 6”) განტოლება არის M-––-1 რიგისა და აქვს # წრფივად დამოუკი- 
დებელი ამონახსნი: ყV, (X), V/: (X),--·, ე (MX), რაც ეწინააღმდეგება ზე–- 

მოთ დამტკიცებულ თეორემას, რომ M-ური რიგის ერთგვაროვან გან- 
ტოლებას არ შეიძლება ჰქონდეს M-ზე მეტი წრფივად დამოუკიდებე- 
ლი კერძო ამონახსნი. 
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ამგვარად, /, (X) ='0, (0. ანალოგიური მსჯელობით გუჩვენებთ, რომ 

0; (X) == ი, (X), --- » მე (+)=/»(X). მაშასადამე, განტოლებანი: #, I/)1=0 და 
'= წყ)= 0. იგიეურად ემთხვევა ერთმანეთს. თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ LIყ)=0 გან- 
ტოლების ჩ,(X) კოეფიციენტები სავსებით განისაზღვრება ამონახსნე– 
ბის ფუნდამენტური სისტემის საშუალებით. მაშასადამე, წრფივი ერთ- 
გვაროვანი განტოლების აგება შესაძლებელია ამონახსნების მოცემუ- 
ლი ფუნდამენტური სისტემით. 

ვრონსკის დეტერმინანტი და მისი გამოყენე- 
ბა. ახლა წინასწარ ვიპოვოთ #LIVყ)=0 განტოლების კერძო ამონახს– 

ნების” V, (X), V.(X), .··- #ე (X) სისტემი” წრფივად დამოკიდებულებისა 
და წრფივად დამოუკიდებლობის პირობა ვთქვათ, ფუნქციები: 

MI (X), ყ.(X),.--·ც, ყე(I) წარმოადგეს #LIV)=0 განტოლები” კერძო 

ამონახსნების ფუნდამენტურ სისტემას. დიფერენციალური განტოლე- 
ბა L I/1)=0 დავწეროთ დეტერმინანტის სახით: 

ყშყ9 ყი. ყ 
LIV) = | ML ყა“ ყი =0, (3.7) 

ყ.!”) ყა“. · -ყეს) ყI”) 

სადაც V(X) უცნობი ფუნქციაა, ხოლო V,., ყე... ყუ არის LIVყ)= 0 

განტოლების ამონახსნების რომელიღაც ფუნდამენტური სისტემა. თუ 
ამ დეტერმინანტს გავშლით უკანასკნელი სვეტის ელემენტების მიხედ–- 
ვით, დავინახავთ, რომ (3. 7) განტოლება წარმოადგენს ი-ური რიგის 

წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას: 

სს (X) ყI”) (X) –– ი, (X) ყი -!) (X) + - · -+ (–– 1)8 შე (X) ყ (X) = 9, 
მასთან: | 

ყ 
ყყ VMი ., - “, 

VI(X)= ყV, ყა ...9Mი ,„ V)(X= ი ” '.IV 
ყელშ-?) ყიშ. · ყე(შ-?) 

ყ (/I–1) ყ (/1-1). --ყ (/7?-1) - 

– ” “დ” ” 
LI (X) ფუნქციას V, (X), 495 (X), ·--» ყე (X) სისტემის ვრონსკის დეტერ- 
მინანტი, ანუ ვრონსკიანი ეწოდება. 

ჩ-ური რიგის წრფივი ერთგვაროვანი შიფერენციალური განტო- 
ლების ამონახსნების სისტემის V,.(X), ყე (X),.· , ყე(I) წრფივად და- 

მოკიდებულების აუცილებელი და საკმარისი პირობა ·შემდეგი თეო- 
რემით გამოითქმება. 
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თეორემა 6. ; (I)=C0 განტოლების ყV/,, Vე,..,ყე კერძო 

ამონახსნების სისტემის წრფივად დამოკიდე- 
ბულებისათვის (ძი, სხ) შუალედში აუცილებელია 
და საკმარისი, რომ ამ ამონახსნების ვრონს- 

კის დეტერმინანტი იყოს იგივურად ნულის 

ტოლი. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

ფუნქციები: ყ,(X), Vი(X), ·-·, #უ (X) არის LIVI = 0 განტოლების წრფივად 
დამოკიდებული ამონახსნები (ი, ხ) შუალედში, ე. ი. 

C) V) (X) -L C)ე ყ:(X) +: -·+ C„ ყე (X) =0, იძ<X%< ს, (3.8) 

სადაც ყველა C/ჯ არ უდრის ნულს. ვაჩვენოთ, რომ LI(X) >= 0 (0, ხ) "შუა- 
ლედმი. მართლაც, (3.8) იგივეობა გავაწარმოოთ (/1--1)-ჯერ, მივი–- 

ღებთ: 

C1 M, (X) + C: ყი» (X) + · · ·+ C» ყი” (X) =9, 

C) V,” (X) -L C; ყე” (X) + · · · + Cი ყე” (X) = 0, 

C) ყ,(M-!)(X) + C:ყარ“) (9) +. · + 6Cი ყე“) (V)=0. 

C), Cა, --·,Cუ-ის მიმართ "შევადგინოთ /I-უცნობიანი წრფივი ერთგვა- 

როვანი ალგებრულ განტოლებათა სისტემა: 

C) MI, (Xა) -L C5 VI (XV) -L · · · -C C» ყუ (Xი) = 9, 

C) VI” (Xა) + C» V» (Xი) + · · · + Cი ყუ” (Xი) = 0, (3.9 

C, ყე“) (Xა) -+L Cე ყე”! (XI) +. L· +- Cე ყუ”) (Xი) = 0, 

სადაც Xი არის (თ, ხ) შუალედის ნებისმიერი წერტილი. (3. 9) იგივე– 

ობები, რომელთაც ადგილი აქვს X=Xი წერტილში, გვიჩვენებს, რომ ამ 

სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახსნები. მაგრამ, როგორც ცნობილია 
უმაღლესი ალგებრის კურსიდან, (3.9) სისტემას C,),Cე, -.-,Cუ-ის მიმართ 

აქვს არანულოვანი ამონახსნები, თუ ამ სისტემის დეტერმინანტი ნუ– 
ლის 'ტოლია. მაგრამ, (3.9) სისტემისს დეტერმინანტი წარმოადგენს 
ვრონსკიანის მნიშენელობას X=Xი წერტილში. რადგან X=X0 წერტი–- 
ლი (თ, ხ) შუალედის ნებისმიერი წერტილია, ამიტომ VI(X) = 0 მთელ 
(თ, ნ) შუალედში. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, LIV)C=0 განტოლების 
ყ (X), ყე (X), ·-·-, /ე (X) ამონახსნების ვრონსკიანი VI)(X) იგივურად ნულის 
ტოლია მთელ (თ, ხს) შუალედში. VI(X)= 0. ვუჩვენოთ, რომ V, (X), 
ყი (X), ·-·, #უ(X) კერძო ამონახსნების სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 
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მართლაც, ამ შემთხვევაში, ცნობილი თეორემის თანახმად, LIV/)=0 

განტოლების ამონახსნი იქნება ფუნქცია: 

ყ (X) =.CI 9, (X) + C: 9, (X) + · · + Cუ ყა (X). 

სადაც CI, C,,--·.Cუ ნებისმიერი მუდღმივებია,ა რომელთაგან ყველა არ 

არის ნულის ტოლი. ახლა ნებისმიერი მუდმივები C), Cე,--.,C,, შევარ- 

ჩიოთ ისე, რომ დაკმაყოფილდეს შემდეგი საწყისი პირობები: 

Vყ(X,) =0, V” (ჯე) =0,,... , ყ(/M-1) (ჯე) = 0, (3.10) 

სადაც X=Xი არის (ძი, ხ) შუალედის ნებისმიერი წერტილი; მაგრამ 

ასეთსავე საწყის პირობებს დააკმაყოფილებს მოცემული დიფერენცია- 
ლური განტოლების ამონახსნი V (X)=> 0. ამიტომ, ამონახსნის არსე- 
ბობისა და ერთადერთობის თეორემის თანახმად, გვექნება: 

V(X) = C1VI, (X) +- C» 9. (X) - - · ·+ Cი ყი (X) = 0. 

უკანასკნელი ამონახსნი უნდა აკმაყოფილებდეს (3. 10) საწყის პირო- 

ბებს. მაშასადამე, C), C;, -..,| Cც მუღმივები უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგ 
წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას: 

C. VI) (XI) -L C2 9: (Xა) -+ · · · -L Cუ ყუ (Xა) == 0, 

C) VI)” (Xა) -L CV: (Xი) + - - -+ Cა ყი” (XI) = 0, (3.11) 

C) ყ,““!) (Xა) + C:ყ.“””)) (Xა) + - · ·+ Cე ყე!”“!) (X-) =: 0. 

პირობის თანახმად, (3.11) სისტემის. V/ (Xი) დეტერმინანტი ნულის 
ტოლია. ამიტომ უმაღლესი ალგებრიდან ცნობილი თეორემის თანახ- 
მად, (3.11) სისტემას C), C2, ... C„-ის მიმართ ექნება არანულოვანი 

ამონახსნები, ე. ი. 

C1 9. (X) + C19ყ:(X)+--·+Cიყე(X)2=0. / 

როცა ყველა C,; არ უდრის ნულს. მაშასადამე, LIყ)==0 განტოლების 

კერძო V, (X). ყ:(X), ---, ყე(X) ამონახსნების სისტემა იქნება წრფივად 
დამოკიდებული X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის (თ, ხნ) შუალედში. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. ზოგად შემთხვევაში, როცა ფუნქციათა სისტემა 
(ყ) (X), ყ; (X), :-. , ყე (X)) არ წარმოადგენს # (4)=20 განტოლების ამონახს- 

ნების სისტემას, მაშინ პირობა C(X)=თ-0 არის მხოლოდ აუცილებელი, 

მაგრამ არასაკმარისი იმისათვის, რომ Vყ,(X), 9) (X), --· „ყუ (X) იყოს 

წრფივად დამოკიდებული. 
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მაგალითი 3. ვთქვათ, მოცემულია ორი ფუნქცია: 

X2, როცა 0ლX< + C, 
Vყ) (X) = 

0, როცა –-– <<Xჯ<ლ290, 

და 
0, როც 0ლX<+თCთ, 

ა») (X) = 
#, >) | X, როცა -- თ <X<0. 

ორივე ფუნქცია უწყვეტია C-%, +C%) შუალედში და ამ შუალედში 
აქვთ უწყვეტი წარმოებულები: 

, 2X, როცა 0ლX<+თ, „თ =| 
0, როც –-–C<Xჯლ0 

0, როცა 0ლ=X<+Cთ, 
7(X = 

# (ი (> როცა -- C<XC90. 

მათი ვრონსკიანი იგივურად ნულის ტოლია: 

ყ, (X) V.; (X) X 0 

ყა (X) 4” (X) |2X 0 
0 X# 

0 2 

=0, როცა 0<X–<-C. 
  

  

  
„თ (X)=V (9, (M, V, თI=. 

V) (9) Vი (X) 

ყ, (X) 9: (X) 

მიუხედავად ამისა, ეს ფუნქციები არ არის წრფივად დამოკიდებული. 

თეორემა 7. თუ VI) (X), M-(X), ···., ყე(X) არის LIყ1)=0 განტო- 

ლების ამონახსნების ფუნდამენტური სისტე- 
მა (ი ხს) შუალედში, მაშინ ამ ამონახსნების 

ვრონსკის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნუე- 
ლისაგან მთელ "ი, ხ) შუალედში. 

დამტკიცება. მართლაც, თუ X-ის რომელიმე Xა მნიშვნელო– 
ბისათვის (თ, ნ) შუალედიდან V (Xი)=0, მაშინ განტოლებათა სის- 

ტემას: 

CL MI) (Xი) -L C: 49 (ა) + · · ·+ C» ყი (MX) = 0, 

C) V,” (Xი) -L CM“ (Xე) -L · · · + C;, M»” (Xა) = 0, 

Iთ (XI) | = = =0, როცა – 2 <-Xჯ<90. 
  

      

CI, Cა.·..., Cი-ის მიმართ ექნება არანულოვანი ამონახსნები. მაგრამ, 
მაშინ LIV)>=0 განტოლების ამონახსნს 

V (X) = C) 9, (X) -+L C:V5:(X) +. ·· ++ Cი ყი (MX), 
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სადაც ყველა C, არ უდრის ნულს ექნება იგივე საწყისი პირობები, 
რაც Vყ(X)== 0 ამონახსნს, ე. ი. ისინი ერთმანეთს უნდა ემთხვეოდნენ: 

C, VI (X) + C2 V2(X) +.·-+ C„» ყე (X) = 0. 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში V/, (X), VI (X),..., V,(X) ფუნქციები იქნება 
წრფივად დამოკიდებული, რაც მოცემულ პირობას ეწინააღმდეგება, 
ე. ი. V) ()550 მთელ (ძ, ხ) შუალედში. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4. „-ური რიბის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების 

აგება, რომელსაც აქვს ამონასსწების მოცემული ფუნდამენტური სისტემა 

წინასწარ ვიპოვოთ დამოკიდებულება LIყ)=0 განტოლების /, (X) 
კოეფიციენტებსა და ამ განტოლების ამონახსნებისს ფუნდამენტურ 
სისტემას შორის. 

ვთქვათ, 9, (X), V-;(X), ·-· , ყუ (X) წარმოადგენს # (V (X))=>20 განტოლების 

რომელიღაც მოცემულ ფუნდამენტურ სისტემას. წინა თეორემის თა- 
ნახმად, ამ ამონახსნების ვრონსკიანი განსხვავებულია ნულისაგან: 

V (X) 550. (4.1) 
მეორე მხრით, L IV)=0 განტოლება დავწეროთ დეტერმინანტის სახით: 

ყ.()ჰ Vყ.:(X ყე(სX) VყC) 

ყ. (X) ყ: (X):·:ყე(X) ყ” (X) 
=0 (4.2) 

ყ.(”-!) (X) ყ,(ჩM-!) (X) - - . ყე(შ-1) (0 ყ(ი-!) (X) 

ყ.!ი) (62) ყა”) (62) ყუ (X) ყI”) ი– 

სადაც ყ არის საძიებელი ფუნქცია. (4.2) განტოლება ასე გადავწე- 
როთ: 

I (X) ყ' (X) –– თე (უ) ყI(”“') (X) + · · · + ზე (9) ყ (X) =9. (4.3) 
რადგანაც % (X)550 მთელ (თ,ნ) შუალედში, ამიტომ (4 . 3) განტოლე– 
ბის VI (X)-ლზე გაყოფით მივიღებთ: 

ყოფ ფოყრით!+.+თმყო-0ი 64 
უკანასკნელი განტოლება იგივურია (4. 2) განტოლებისა. მაგრამ (4 . 2) 
განტოლებას აქვს # ამონახსნი: ყ,(X), Vე(X),-.-., ყე (X), რადგან ყ(X)-ი 

ნაცვლად დეტერმინანტში თითოეული ამ ამონახსნის ჩასმით ორი სვე- 
ტი გახდება ტოლი და დეტერმინანტი გადაიქცევა ნულად. მაშასადა- 
მე, (4 . 4) განტოლებასა და 

L IV) = ყი (9) + თ (ე ყა თ +...+ ჩი(X9ყ 0) =9 
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განტოლებას ექნება ამონახსნების საერთო ფუნდამენტური სისტემა: 
Vყ. (ი), ყ;(X), .-., ყე (X). ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად, ეს 

განტოლებები იგივურია ურთიერთ შორის და მათი კოეფიციენტები 
ერთმანეთის ტოლია. აქედან მიიღება საძიებელი დამოკიდებულებანი 
LIVყ)=0 განტოლების კოეფიციენტებსა და მისი ამონახსნების ფუნ– 

დამენტურ სისტემას შორის, კერძოდ 

59% = „ი. (4.5) | თ (ე 
შევნიშნავთ, რომ 

ს), (X) = IM (X)!. (4.6) 

მართლაც, თუ VI (X) ვრონსკის დეტერმინანტს გავაწარმოებთ (გამოვი- 
ყენებთ რა სტრიქონების მიხედვით გაწარმოების წესს, რომლის თა- 

ნახმად, #-ური რიგის დეტერმინანტის წარმოებული ეტოლება ჩ დე– 
ტერმინანტის ჯამს, რომელიც მიიღება მისგან პირველი, მეორე და 
ა. შ. # სტრიქონის ელემენტების შეცვლით მათი წარმოებულებით), 
მივიღებთ: 

ყი ყი ყი წთ MV9. ყი. 

ყ! VMა” ყა” ყე ყა” თო. ყე 

LV)) (X= ყ” ყა” ... ყი” + ყ” ყა” ყა” ხლ + 

ყე.) ყე!) .. ·ყე(/-)) ყე!) ყე(”-!) ყუ'-!) 

ყ. ყე ს. ყე 

V. ყა” ყუ 
, 

+ 

ყ,(M–1) ყ.(M-?) (52. ყელ?) 

ყა) ყ,!) ყა) 

! ასე, მაგალითად, მეორე წრფივი ერთგვაროვანი განტოლების შემთხვევაში 

გვაქვს: 

თი”, ი), «თ =I#, ი, 
თი M ყI ყი 

ხოლო 

სს (X)=(VI ყა –-M)' V9)'==ყ)' ყე'-Lყ/ ყი” –– V)” ყე–-/' ყა'=ყVI) ყა” <–V1” ყე== ი თ” ი ”, 

ე. 9. 

თ (X) = VI, (X). 
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ამ გამოსახულებაში ყველა დეტერმინანტი, გარდა უკანასკნელისა, ნუ–- 
ლის ტოლია, რადგან „თითოეული მათგანი შეიცავს ორ ერთნაირ 
სტრიქონს; ამგვარად, 

ყა Mი ყე 

ყI ყი” ყა 

თ, 0 = CV C) = (4-7) 
“იუ”? 

ყე) ყე) ყე”) 

(4.5) გამოსახულების ინტეგრებით მივიღებთ: 

· –IVი (X) ძჯ 

ს“ო=- | ჩ.(0 ძX+ 1010), ანუ V(CX=C6 

საიდანაც: 

– I ჩ, (X) ძX 

თ(0=C4 4 (4.8) 

ცხადია, C მუდმივის სიდიდე დამოკიდებული იქნება L (IVყ1=0 გან–- 
ტოლების ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემის ამორჩევაზე. აქ 

თ (X) ძX 

X0 C=Vთ() და მაშინ C(X) = V(CX)4 

(4. 8) გამოსახულებას ოს ტროგრადსკ-ლიუვილის ფორ- 

მულა ეწოდება. 
ახლა განვიხილოთ ამოცანა მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლების აგებისა მისი VI; (X), ყ2 (X) ამონახსნე– 

ბის მოცემული ფუნდამენტური სისტემის მიხედვით. ამ მიზნით მეო–- 
რე რიგის დიფერენციალური განტოლება ჩავწეროთ სახით: 

V ყი ყ 

ყ. ყა ყ | =0. (4.9) 

| #? #” სყ” 
თუ (49) დეტერმინანტს დავშლით უკანასკნელი სვეტის ელემენტე- 
ბის მიხედვით, გვექნება: 

9. 9 _ 

ყე 9? 

” 

ყ 
  
“. #.) =0, 

Vყ. ყი 

    

, M ყი | 

ყI” ყი” 
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ანუ 

  

V (X) /“–– თ, (X) ყ + ს, (0 ყ =0, (4.10) 
სადაც 

თხე= ეე" „თ= I”, “I, თ,(0 = | #II 

1 MM ყწ VMე ყ.” ყა“     

რადგანაც V (X)5-0 მთელ (ი, ხ) შუალედში, ამიტომ (4. 10) გან– 

ტოლების ორივე მხარის VI( X)-ზე გაყოფით მივიღებთ: 

თ (ი Vა თრ) „ 
=-აყL2-> 
V(X ს (+ ე 7 

მაშასადამე, ამონახსნების V, (X), ყ2 (X) ფუნდამენტურ "სისტემას 

შეესაბამება (4 . 11) განტოლება. 

ახლა, თუ VI (X), ყ2 (X) არის აგრეთვე 

LIVყ) = ყ' + ი, (X) M -L 0; (X) ყ/= 0 (4.12) 

განტოლების ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემა, მაშინ, ზემოთ 

დამტკიცებული თეორემის თანახმად, (4. 11) და (4 12) განტოლება- 

ნი ურთიერთიგივურია; მაშასადამე, 

ყ– = 0. (4.11) 

სიე თო(ო 
ჩ, (X) “(0 (ე 

ვნახეთ, რომ VI) ()= LV” (9, ე. ი. 

= “თ ჩ/) (X = თ(ი , 

ანუ 

ძილ --- ძX. ჩ; (X) თ (9 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებით ვღებულობთ: 

თ (9 ძიძ=–-ი“-–-, | ჩი, (X) ი 6 · 

საიდანაც 

– I ი, (X) ძჯ 
(ს (X) = C# 
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§ ნ. ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა ინტებრება 

, განვიხილოთ წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა ინტეგრების 
მეთოდები. ზოგად შემთხვევაში წრფივ განტოლებათა ინტეგრება არ 

შეიძლება დაყვანილ იქნეს კვადრატურებზე ქვემოთ განეიხილავთ 
ზოგიერთ თეორემას, რომლებიც საშუალებას მოგვცემს გავაადვილოთ 
განტოლების ინტეგრება, დავწიოთ განტოლების რიგი. დავამტკიცოთ, 
რომ, თუ ცნობილია წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების ერთი კერძო ამონახსნი, მაშინ შესაძლებელია განტოლების 
რიგის დაწევა ერთი ერთეულით, მასთან, მიღებული განტოლება იქნე- 
ბა, აგრეთვე, წრფივი. მართლაც, განვიხილოთ #-ური რიგის წრფივი 
ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

LIVყ) = ყი + ს (ეყირ)--.-+ ჩე (X)ყ =9. (5.1) 

ვიგულისხმოთ, რომ განტოლების 90; კოეფიციენტები უწყვეტი ფუნქ- 
ციებია (თ, ხ) შუალედში და, ვთქვათ, ყI(X) არის მისი რომელიმე 

კერძო ამონახსნი, ე. ი. 

L IM) (X)) = 90. 

ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. : 

თეორემა 1. თუ ცნობილია (5.1) წრფივი ერთგვა- 
როვგვანი განტოლების ერთი VI(X) კერძო ამონახ- 
სნი, მაშინ განტოლების რიგი შეიძლება და;ვ- 

წიოთ ერთი ერთეულით, მასთან, მიღებული გან- 

ტოლება კვლავ იქნება წრფივი. 
დამტკიცება. მართლაც, შევასრულოთ გარდაქმნა: 

ყ(X = ყ,(X)-#(X), Vყ.-(X) 2-9, (5.2) 
სადაც V (X) ახალი უცნობი ფუნქციაა; მაშინ 

ყI(0ი =V ი .#თ0 +VV-VM თ, 

ყ” (X) = ყ,” (X) ·V (X) + 2V/ (ი) ·# (X) + 9, (ი -ი” (X), 

ყიო= გრო სთ+(ჯ-)რბთ.“ო+-+ 6.9 

  +(-,)#თ რაო+ (–)ი თ-«ოთ. 

თუ (5.2) და (5.3) გამოსახულებებს ჩავსვამთ მოცემულ განტოლე- 
ბაში, მივიღებთ: 
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ყ, (X) ·ც I”) (X) + III ყ,” (X) -+L 9) (X) 9, (X) 1 .ცI”“ 1) (29) - ·.-+ 

+ (ი ყ,(5-%) (X) -L (1 –– 1) ყ,(”-2) (%) ი, (X) +. · · + 24)” (X)ჩე-ე (X) + 

+ 9V,) (X) ჩე–ე (X) 1:C” (X) -L IV, (ი (X) + ? (ი) ყ,(”-1) (9) +-..+ 

“L მე (X) V, (X)) :·თ (X) = 0, (5.4) 

რადგან LV, (X))C0, ამიტომ (5.4) ფორმულაში უკანასკნელი წევრი 
ნულის ტოლია. 

ახლა, თუ შევასრულებთ გარდაქმნას, 7 (X)=V (X), მივიღებთ 

M--1 რიგის წრფივ განტოლებას V (X)-ის მიმართ: 

ყე (X) :0(-1) (X) + (II ყ, (X) + ი, (X) ყ, (X) ) :ყ(”-?' (XV) +. -.+ 

+ (ი ყ,Iჩ-9 (X) + რ–– 1) ყ,(9-5 (X9 ი, (X) +- · · + 2ყ, (X)მი-; (X)+ 

+ ყVყ, (X) მი–) (X)1-9 (X) = 0. 

ცხადია, წ (X) ფუნქცია გამოისახება საძიებელი V (X) ფუნქციის საშუ- 

ალებით შემდეგნაირად: 

ხო=“«ო=-- +). 
1 

ვთქვათ, უკანასკნელი განტოლებისათვის მიღებულია ფუნდამენ- 
ტური სისტემა: 

ს. (ი). შა თ). ..,შე-) (2), 

მაშინ ამ ფუნდამენტური სისტემის ი ტეგრების შედეგად V! (X)-ისა– 
თვის მივიღებთ M#–-1 ამონახსნის სისტემას: 

ჰ 

ი; (X) = I უძ, #.(00= IC (უ ძ», .--,ხი-ე (X) =|%-. (0 ძ», 

ხოლო Vყ (X)-ისათვის შესაბამისი ამონახსნები იქნება: 

ყI+: (X) = V) V, (X) =.9) (X) IV (უძ» (=1, 2,..., #-–-1), 

რომლებიც ყ,; (ე) ამონახსნთან ერთად ქმნის (5. 1) განტოლებისათვის 
ფუნდამენტურ სისტემას. მართლაც, შევადგინოთ წრფივი დამოკიდე– 
ბულება: 

CLVI (X) -+- C: ყე (X) +. ··-L Cიე-1 ყი-) (9) + Cიყი (X =9, 

რომელიც VI (X)-ზე გაყოფის შემდეგ მიიღებს სახეს: 

CI + C5V) (X) -- Cგ5 V3(X)-L· · -+Cე Vე-, (X) = 0. 
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თუ უკანასკნნელ დამოკიდებულებას გავაწარმოებთ X-ით, გვექნება: 

C:9, (X) + C: 9, (9) + - · „+ Cე შე- (X) = 9. (5.5) 

რადგანაც კერძო ამონახსნები შ, (X), შ.(X), ..., მე-1 (X) ქმნის ფუნდამენ- 

ტურ სისტემას, ამიტომ (5. 5) იგივეობასს ადგილი ექნება მხოლოდ 

მაშინ, როცა ყველა C/ ნულის ტოლია, ე. ი. C. =Cგ=--:= Cუ-) = 
= Cე =0 და, მაშასადამე, C, = 0. 

ამგვარად, დამოკიდებულებას: 

C1M) (2) + C-ყ-(X) +-·:+Cიგყე XV) =0, ი–X<ხ 

ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა ყველა C, =0 (#=1, 2,..., MM), 

მაშასადამე, კერძო ამონახსნების სისტემა: 

MV) (X), V-ი (X), ·.· „, #უ (X) 

ქმნის (5.1) განტოლებისათვის ფუნდამენტურ სისტემა. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
სრულიად ანალოგიურად, თუ ცნობილია (5.1) განტოლების 71 

წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნი (<7), მაშინ მოცემუ- 
ლი განტოლება შეიძლება დაყვანილ იქნეს M-M რიგის განტოლება- 
ზე. ეს დაყვანა შეიძლება შევასრულოთ თანდათანობით ისე, როგორც 
წინა თეორემაში; პირველად გამოვიყენებთ VI (X) კერძო ამონახსნს, 

მივიღებთ ჩ-–-1 რიგის განტოლებას 0 (X)=V7/ (X)-ის მიმართ. ფუნქცი- 

ები: დ, (X) = =(-#- „» ხე:(X)= ( #«) და ა. შ. იქნება ამ განტოლების 

ამონახსნები. შემდეგ "ამავე წესით გადავალთ #- 2 რიგის განტოლებაზე, 

რომლის ამონახსნები იქნება (+ 2) და ა, შ. 

ისე როგორც წინა თეორემაში, უკანასკნელი ი-–-ჩM?. რიგის განტო- 
ლების ფუნდამენტური სისტემა კვაღრატურების მეშვეობით მიგვიყ- 
ვანს მოცემული (5.1), „განტოლების /#L-––-”? ამონახსნებზე, რომლებიც, 

მოცემული ”. კერძო ამონახსნთან ერთად ქმნის (5.1) განტოლების 
ფუნდამენტურ სისტემას. კერძოდ, თუ ცნობილია M–1 კერძო. ამო–- 
ნახსნი, მაშინ ამრცანალ დაიყვანება რომელიღაც პირველი რიგის 
წრფივი ერთგვაროვანი განტოლების ინტეგრებაზე. 

მაგალითი 1. გთქვათ, VI (X) არის კერძო ამონახსნი მეორე რიგის 
დიფერენციალური განტოლებისა: 

„ყ” + ი, (%) 9' -+L მა (%) ყ = 90. 

შე 
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შევასრულოთ გარდაქმნა V (X) = VI (X) ს (X), მაშინ 

ყ' = ყ 0) თი +" თი9.X0, V”(X) = “(ი V (9 + 2ყ, თ თ) + 
+ 9) (X)-V” (X), 

L IV) = V, (X)თ” (X) + (2 9,” (X) + ი, (9) V, (X) 1 თ (X + 

+ IV,” (9) + ი, (9 #, (X) + ჩ, (X1V, (X) 1 #(X) = 0. 
თუ უკანასკნელ განტოლებაში ჩავსვამთ C (X) = V (X-ს, მივიღებთ: 

“(ე +) 740. ს ,, თ| ხო=0, 
ყ, (X) 

რომლის ინტეგრება გვაძლევს: 

–| ი, (X) ძX (5.6) 

(” (XV) = 9 (X) = C) IV, (X)I 16 

(5. 6) განტოლების ინტეგრებით ეღებულობთ: 

_ I ი; (X) ძX 
0 –– “ო-6თ1 (V, (0) 

მაშასადამე, მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამო– 
ნახსნი იქნება: 

– | თ 
C 

ყ= V, (X) 71 | IV, 60 12 X+Cა:Vყ)(X 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

X1 ყ”-––- 310 + 3Xყ=0 (X560), 

თუ ვიცით მისი ერთი ყ=X კერძო ამონახსნი. 

შევასრულოთ ჩასმა ყ, = XV (X), მაშინ. 

M = 9 (90 + XV CL, 
ყ” = V (X) + VI (X) + XV” (X) => 2V” (X) -L XV" (X). 

ჩავსვამთ რა უკანასკნელ ფორმულებს მოცემულ განტოლებაში, მივი– 
ღებთ: 

Xჯ9 (2M” (X) -L XV” (X) )–– 3X2 (II (X) -L XI (X) ) –+– ვჯ2V (X =0, 
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ანუ 

XIV” 00-- XV (X=0 (X5-0), 

XV” (X)–– V” (0) =0, 

საიდანაც 9 (X) = ს” (X)-ისათვის გვექნება: 

Xხ (X)–– 9(X) =0, 

“(0=90=0,C “ =C06090%=C)-». 
უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებით ვღებულობთ: 

10. 

" (X) =C,--- + C:- 

მაშასადამე, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის: 

ჯპ 

ყ (X) = XM (9) = თ - + C:X. 

მაგალითი მ. ამოვხსნათ განტოლება: 

ვ 6 6 ” _ + ,” “ #M#-- > ყ/ყ=0 ჯ თ, ყ- -ყ“ -ყ----ყ (X569) 

თუ ვიცით მისი ერთი ყ=X კერძო ამონახსნი. 

შევასრულოთ ჩასმა #ყ=XV, სადაც V (X) ახალი საძიებელი ფუნქ- 

ციაა. მივიღებთ განტოლებას: 

XV” = 0, ანუ ი” = 0 (X5- თ, 

რომლისთვისაც I, = 1, Vე=X და (ვ = X2 წარმოადგენს სამ წრფივად 

დამოუკიდებელ კერძო ამონახსნს. ამიტომ მოცემული განტოლების 
წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები იქნება: 

ყ.=X, ყ.ა=X?, ხვ == X). 

მაშასადამე, წყ = C1X + CეX2 + Cკ”"–?" გვაძლევს „მოცემული განტოლების 

ზოგად ამონახსნს. 
ახლა გადავიდეთ წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური 

განტოლების გამოკვლევაზე. 
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§ 6. არაერთბვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლებანი 

განვიხილოთ #-ური რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენ- 
ციალური განტოლება: 

LIV I) ) = ყლ (9 + ს (0 ყ(-ს 0 +. --+ჩეი- (9 (9 + 
+ი0V0 =/C, (6.1) 

სადაც კოეფიციენტები ი, (X), #7) CX), ..., მე (MX) და მარჯვენა ნაწილი / (X) 
ცნობილი უწყვეტი ფუნქციებია (ძ, ხ) შუალედში. (6.1) განტოლების 

ინტეგრება შეიძლება დაყვანილ იქნეს შესაბამისი ერთგვაროვანი გან– 
ტოლების LIVყ (X))C0 ინტეგრებაზე წინასწარ შევისწავლოთ (6.1) 
არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახს- 
ნის აგებულება. 

ადგილი აქვს თეორემას: 

თეორემა 1. თუ ცნობილია (6.1) არაერთგვაროვა- 
ნი წრფივი დიფერენციალური განტოლების რა- 
იმე ყი) კერძო ამონახსნი, მაშინ მისი ზოგა- 

დი ამონახსნი არის ჯამი ამ კერძო ამონახსნი- 
სა და შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 
ზოგადი ამონახსნისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ყი(X) არის (6.1) არაერთგვაროვანი 
განტოლების კერძო ამონახსნი, მაშინ 

LIV-(X)) =/ (ი. 

შემოვიტანოთ ახალი საძიებელი V=V! (X) ფუნქცია, მივიღებთ: 

ყ(X = ყი(9) + (ი. 
თუ ამ გამოსახულებას ჩავსვამთ (6. 1) განტოლებაში, მაშინ წრფი– 

ვი დიფერენციალური ოპერატორის ცნობილი თვისების თანახმად, 

გვექნება: 

LIVყ(X)) = LIV0ი(X)+V (X)1 = LI9ი(9 1++ LILIC0) )=/ (9, 

აქედან, რადგან L IV (X) 1 = / (X), მივიღებთ: 

LIVCX9) )=–0 (6.2) 

–-(6.1) განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას!. 

! ცხადია, L (V(X))=/(X) და LIV(X))==0 განტოლებებს არა აქვთ საერთო 
ამონახსნი, 
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ვთქვათ, Vყ, (X), ყა (2), ..· , წე (X) არის (6.2) ერთგვაროვანი განტოლე– 
ბის კერძო ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემა. 

მაშინ (6.2) განტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება სახე: 

 (X) = C1V, (X) + C»: 9: (X) + · · · + C» ყ; (X). 

მაშასადამე, ფუნქცია 

ყ = Vყ,(X) = ყს(X) + C) V, (X) + C.Vყ-(X) +-·--+ Cიყი (X), 

სადაც C), C».--., Cა” ნებისმიერი მუდმივებია წარმოადგენს (6.1) 

განტოლების ზოგად ამონახსნს. თეორემა დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ერთგვარო- 

ვანი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრება დაიყვანება შესაბა- 
მისი ერთგვაროვანი განტოლების ინტეგრებაზე, თუ ვიცით არაერთ- 
გვაროვანი განტოლების რომელიმე კერძო ამონახსნი. ახლა ვუჩვენოთ, 
რომ, თუ ცნობილია (6.1) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 
L IV (X)|=0 განტოლების კერძო ამონახსნების ფუნდამენტური სისტე- 

მა, მაშინ არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიძლე- 
ბა ვიპოვოთ კვადრატურების საშუალებით. ზოგადი მეთოდი, რომლის 

მეშვეობით შესაძლებელია არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი 

ამონახსნის, მოძებნა, მდგომარეობს შესაბამისი ერთგვაროვანი განტო- 
ლების ზოგადი ამონახსნის ნებისმიერი მუდმივების ვარირებაში. ამ 
მეთოდს. ეწოდება ნებისმიერი მუდმივების ვარირების მეთო- 

დი (ლაგრანჟის მეთოდი). 

დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 9. თუ ცნობილია არაერთგვაროვგანი დი- 
ფერენციალური განტოლების 

' LIყ/=/(0) (6.2) 
შესაბამისი 

LIყC=90 (6.3) 

ერთგვაროვანი'განტოლების # წრფივად დამოუკიდებე- 
ლი ამონახსნების სისტემა V,(X), Vყ,:(X),.--,ყე(X), მაშინ 
(62 განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიძლება ვი- 
პოვოთ კვადრატურებში და ის ამ განტოლების ერთი 

რომელიმე კერძო ამონახსნისა და შესაბამისი ერთგვა- 
როვანი განტოლების ზოგადი ინტეგრალის ჯამია 

(7862) = ყი(X) + CV (ი +C:ყა(X+-.-+ 6იყი(X, 

სადაც ყი (X) არის (62) განტოლების რომელიმე 
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კერძო ამონახსნი, ხოლო V(X)=C)V,(X)-- C-/ე(X)+...+ 

+Cაყა(X) წარმოადგენს (6.3) განტოლების ზოგად ამო–- 
ნახსნს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ცნობილია (6.3) ერთგვაროვანი გან–- 

ტოლების ზოგადი ამონახსნი: 

V (X) = C, 9, (X) + C:V-(9)+-· / + C„ყი (X), 

და 

ს (V), M, ···»ყე)92-0, LIVI(XV))C0 ((=1, 2,... ,). 

ვეძიოთ (6 . 2) განტოლების ზოგადი ამონახსნი სახით: 

ყო =CCთოთი(0+Cთო0თC0+---+C ოო, (6.4 
სადაცკ CV7(X) (ჯ= 1, 2,..., I) პარამეტრები იქნება არა მუდმივი რიცხვე– 

ბი, არამედ X-ის ნებისმიერი ფუნქციები, რომლებიც უნდა განვსაზღვ– 
როთ ისე, რომ (6 . 4) ფუნქცია წარმოადგენს (6.2) განტოლების ამო– 

ნახსნს. 

ამგვარად, #” უცნობი C) (X), C:(X),..·,C,» (წ) ფუნქციის განსაზღვ- 

რისათვის მოცემული გვაქვს ერთი (6.2) განტოლება; საჭიროა კიდევ 

იჩ 1 პირობა, რომელთაც ახლა სათანადოდ შევარჩევთ. ამ მიხნით (6.4) 
განტოლება გავაწარმოოთ (M-––-1)-ჯერ; მასთან ვისარგებლოთ CI (X) ფუნქ- 

ციების ნებისმიერობით, რათა გავამარტივოთ მიღებული წარმოებუ–- 
ლები. პირველი გაწარმოება გვაძლევს: 

„ ჩ 

ყ (X) = ბ, C/ (X) VI,” (X + ბ, CM ყ, (X). (6.5) 
L=1 #=>-1 

ახლა C( (X9 ((=1, 2,...,8M) ფუნქციები ისე შევარჩიოთ, რომ 

ი 

ბ, C/ (X) 9, (X = 0. 
(==1 

მაშინ (6. 5) ტოლობის თანახმად, გვექნება: 

#VC0= 3 Cთ(ი9/თ, 
(ჯ==1 
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შემდეგ, ყ” (X)-ის გაწარმოება.X-ით გვაძლევს: 

0 =» , თ(09”0+ >, 6 თ9/(ი 
L= 1 (=1 

თუ C,(ჩ) ფუნქციებს ისე შევარჩევთ, რომ დაკმაყოფილებული იყოს 
პირობა 

ბ, CV (ი) ყ/ (%) =0, 
L==1 

მაშინ ყ (X) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულებისათვის მივიღებთ: 

ყწ(0=»  Cიყ7 თ 
(==1 

და ა. შ. თუ ასეთი წესით გავაგრძელებთ V (X) ფუნქციის წარმოებუ- 

ლების გამოთვლას 0-1 რიგის ჩათვლით და ყოველი გაწარმოების 

შემთხვევაში C!/(X) ფუნქციებს ისე შევარჩევთ, რომ 

3 C( #M(0=0 #=1,2,..,M–2), 
L=1 

მაშინ მივიღებთ: 

Vი9= > CთVC, 
(==1 

V (60 = 2 ' C(იV/ ი, 
(==1 

” (6.6) 

(9 =>. C(0V” თ, 
(==1 

ყ(M-1) (X) = 2, C, (0 ყ,! ი” (X), 
(=>1 )   
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2 ,C(9#V(9 =9. 
1==L 

M 

2,C”(იყV/ (0 =9, 
(L=1 

” 

ბჯ, CI (X) ყ, (5-9) (ჯ) = 0. (6.6”) 
(=1 

„ ახლა, თუ (6.6) ტოლობებიდან უკანასკნელ დამოკიდებულებას 

გავაწარმოებთ X-ით, მივიღებთ: 

ჩ ჩ 

ყლ) 0 = 2. C 0090 60)+ 2 6” ფთყიათ. (67) 
§L=1 (==1 

თუ (6.7) ტოლობაში CV1(X) ფუნქციებს ისე შევარჩევთ, რომ 

ა ი თირათფ=/Cთ, 
(=1 

მაშინ 
” 

ყი (ი = 2 ' C C90 9,0 (9) +, (ი. (6.8) 
(==1 ' 

ახლა, თუ გავამრავლებთ (6.6) და (6.8) დამოკიდებულებებს 

, შესაბამის 0(X) კოეფიციენტზე, ჯე (X), #ი-, (X), -.. , 0) (X), 1, და მიღებულ 
ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ: 
L IVM1=C) (X) LIV, 0)) + C;(0) LIV(9 1 + -..+ C (X)LIყე(9ი1+/ (ი. 
რადგან 

L IV, (X) ) == LIVყ5(X)) =- · -= LIყაე(X)) =0, 

ამიტომ 

LIVCX)) =/ ხი. 
ამგვარად, დავამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 

ყ(X)= CI (X).(X) + C-(9 ყ-(X) + - · „+ Cი (9) ყი (ი, 
სადაც C(+XX) (I = 1, 2, ...,/) ფუნქციები აკმაყოფილებს ზემოთ აღნიშ- 

" ნულ პირობებს, წარმოადგენს არაერთგვაროვანი (6.2) განტოლების 
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ამონახსნს. ახლა ვიპოვოთ CV7(X) უცნობი ფუნქციები. ცხადია, C/ (X) ფუნ- 

მციების განსაზღვრისათვის გვექნება # არაერთგვაროვან წრფივ ალ- 
გებრულ. განტოლებათა სისტემა C/” თი ((=1, 2,...,M) უცნობი ფუნქცი- 
ების მიმართ: 

// 

ბ. CI (X) V, (X) => CI' (X) V) (X) –L C:' (X) ე (X) + · · ·-L C/' (X) ყი (X) ==0, 

ჯ==1 

ბ. C/ (X) // (9) = CI, (X) ყ, (X) –+– C»' (X) ყი” (X) –I- · - -–– Cი' (X) ყი” (X) =0, 

L==1 

(6.9) 

# 

ბ, C; (+) ყ,(”–2) (X») == CI)! (X) ყ,C'“) (X) -L C2' (X) ყ.(”-2)ჯ +. ..-+ 

  
1==1 -L C,' (% ყ,რ–ბ (X) =0, 

” 

27 თყრსთო=0/ თ ფრა თი +6/ 0 ირი თ +---+ 
1=) + Cი' (X) ყეC"–!) (+) == / (#). 

ამ სისტემის დეტერმინანტი VIIV,(X), V:(X),-.-, ყუ (X) 1 არის ვრონ- 

სკიანი, რომელიც მთელ (თ, ხ) შუალედში განსხვავებულია ნულისა- 

გან. თანახმად (4 . 8),ფორმულისა, 

– თით“ 
ს (X) = 6 5-0. 

აღვნიშნოთ VV,CV)-ით ფუნქციონალური დეტერმინანტი, რომელიც 

მიიღება თ (X)-დან/ თუ ამ უკანასკნელში L-ური სვეტის ,ელემენტებს 
შევცვლით სისტემის თავისუფალი წევრებით: 0,0, ...,'0, / (X). თუ 
(6 . 9) სისტემას ამოვხსნით C/ (X) უცნობების მიმართ, მაშინ, კრა- 

მერის ფორმულის თანახმად, გვექნება: - 
2 

C/(X)= =% = VI) ფე ირ / (6.10) ს (X) “ 
  

აქედან: 

· ძ, 

C,0 = | ____ 
სადღაც C, ნებისმიერი მუდმივებია. ჩავსვამთ რა (6.10) გამოსახულე- 
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ბებს (6.4) განტოლებაში, მივიღებთ (6.2) არაერთგვაროვანი გან–- 
ტოლების ზოგად ამონახსნს: 

I ?, (X) ძჯ I ი, (X) ძ» 
#0-#C | თი? ძX + M თ| VI (X) 6 ძხი+...ჟძ+ 

I” (ეძ  : 
–+ ყე (X) | 'შე (X) 6 ძ» -L CV, (X) + Cაყ:(X) + ·.· + Cიყი (X). 

(6.11) 

თუ (6.11) ტოლობაში დავუშვებთ C, = C: =' ·-= Cე =0, მაშინ უკა– 

ნასკნელი მოგვცემს განხილული არაერთგვაროვანი განტოლების კერ– 
ძო ამონახსნს: 

I# (X) ძჯ I” (X) ძ« 
Mი (9=ყ, თ IV, (X) 6 « + V5:(X) | თე(X)6 ..+ 

I” (X) ძX 
+ ყი (ი | თა (9) 6 ძX 

ამგვარად, (6 · 11) დამოკიდებულება წარმოადგენს (6 . 2) არაერთ- 

გვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს; 
ის არის ჯამი (6.2) არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამო–- 

ნახსნისა: ' 

' (ით · (8 თი . 
ყი (X)=ყ, ო |, (X) 6 ძX–+--· +ყ, CC (62I> ძX 

და შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნისა: 

თ#«(X)= CI 9, (X) + C:V9-(X) +-·. + Cიყი (X) 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ამგვარად, (6.2) არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური 

- განტოლების ზოგადი ამონახსნის მოსაძებნად საკმარისია ვიცოდეთ 
მისი შესაბამი ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნების ფუნდამენ–- 
ტური სისტემის აგება, რის შემდგომ მისი ზოგადი ამონახსნი ადვი- 
ლად მოიძებნება კვადრატურებში (6. 11) ფორმულის მიხედვით. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ არაერთგვაროვანი 

„ 2, 2 
ყ-- - ყ +-–- ყ==4X 

Xჯ Xჯ 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

291



ამოხსნა. თანახმად ზოგადი თეორიისა, წინასწარ ·მოეძებნოთ 
მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 

”„” 2 , 2 

ყV–ყ+–-–-ყ=0 
X X 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. შემოწმებით ადვილად დავრწმუნდე- 
ბით, რომ Vყ, C)=X2 ფუნქცია წარმოადგენს უკანასკნელი ერთგვარო- 
ვანი განტოლების კერძო ამონახსნ. ამიტომ, თუ ამ ერთგვაროვან 
განტოლებაში შევასრულებთ ჩასმას ყ (X)=V! (X) . X2, მაშინ მისი რი- 

გი, თანახმად ცნობილი თეორემისა, შეიძლება დავწიოთ ერთი ერთე- 
ულით. მართლაც, 

ყ” = 2XV! (X) -L I” (X) -X?, 

ყ”=V” (X).X? –L 4XV” (X) -L 2“ (X). 

ახლა, თუ V(X), ყ”(X) და ყ”(X)-ის მნიშვნელობებს ჩავსვამთ ამ ერთგვა– 
როვან განტოლებაში, მივიღებთ: 

X? MM” (X) + 2XV (X)=20, #560, 

ანუ 

” „ყა · 2 , ს” (MX) ++ –– M”(X) = 0. 
Xჯ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა (” (X) == ს (X), მაშინ უკანასკნელი განტოლება მი- 
იღებს სახეს: 

(60 + 2. 9V(X) =0. 
X იდ 

„– 

ეს არის პირველი რიგის წრფივი ერთგვაროვანძ განტოლება. ამ გან- 
ტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

_ 
– ი#X 

ი(01 =C)6 + =0C16 "> 

ანუ 
1 

ს(X) = C , 

მაშასადამე, ჯ , C, 

ი (X) = აქ ' 

საიდანაც ” 

იო=- ++0=-2%-% , 
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ამგვარად, განსახილავი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამო- 
ნახსნია ა 

ყ (X) = XXV (X) = X?2 
CეX-–C. 

ჯ , 

ანუ 

ყ(X) = --C1X-+Cე:X), 

ე. ი. ერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნები ფუნდამენტური 
სისტემა იქნება: V, (+) = – X, „ყე, (X) == X9მ. 

ახლა ვიპოვოთ მოცემული არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი 
ამონახსნი. ზოგადი ამონახსნი ვეძიოთ სახით: 

ყ(X)= – C1V):X + C5(X)·X?; 
CI) (X) და C2(X)-ის განსაზღვრისათვის, ზოგადი თეორიის თანახმად, 

მივიღებთ წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას: 

–_ C) (X).XჯX + C„ (X) "X? =:0, 

–- C)” (X) + Cე” (X) · 2X = 4X. 

ამ შემთხვევაში 

  

  

  

_ 3 
ს (X) = + X# = -- 2X2-+X2= -- 

–1 2X 

და 

ჯ? 'I– 
VI (X) = | ” = –- 4Xჯ), 
I(9 4X 2X 

-–X090 
შე (XI) = = – 4ჯბ, ,0) = |“ > 

მაშასადამე, 
2ძXჯ 

1 (X) ძX 
ეაეაუაეღსაო“ თ«= | – ++“ % ძა= 

1 ! 

=-4 2--+= –2X+C), 

CC0)= -2#+0, 
სადაც CI ნებისმიერი მუდმივია. 

2 
| (X) ძ. – | -–-« 

თო- თოი“ + წა IC ძX = 

= -4 | + --«%- – ++0. 
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თუ C) (X) და C9 (X)-ის მნიშვნელობებს ჩავსვამთ ზოგადი ამონახსნის 

გამოსახულებაში, მივიღებთ: 

ყ (X)ლ–(-– 2X2-+C))(-–- X)+(C-–-– 4X +- C,))XX==2X9–– C)X –– 4X9 -L C95X?, 

Vყ(X)ლ=CაX? – C1 X – 2X9. 

ამგვარად, V (X)= C5X2–-CI X--2X3 განტოლება წარმოადგენს მოცე- 
მული არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამო- 
ნახსნს. ცხადია, ყი (()=–-2X3 არის მოცემული არაერთგვაროვანი დი- 

ფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი; ის მიიღება ზოგადი 

ამონახსნიდან, თუ მასში მივიღებთ C|= C:=0. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი არაერთგვაროვანი დი– 

ფერენციალური განტოლებისა: 

7 
Xჯ 

ყ” _ = ჯ. 

ამოხსნა. მოვძებნოთ ერთგვაროვანი 

ცი % 0 
X 

4 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. რადგან 

  

9 _ 1 
/ყ X»' 

ამიტომ 

#ძX _ ძო 
ი »" 

საიდანაც 
I ძყ _ | 9%% ს ელ, 

ყ Xჯ 

10 ყწლ=1I1იX-+-Iი9იC. 

ამგვარად, 

Vყ == CX, 4 

ძყ = CXძX, 

წ ჯ? · 

#0 = (თთ%+Cთ=-2- +C, 

C 
ყ(X)=C1X+C:, სადაც C) = “2. 
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მაშასადამე, შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახს- 
ნების ფუნდამენტური სისტემა იქნება: 

.V1 (X) = X?, ყა: (X) = 1. 

ვეძიოთ მოცემული არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამო- 
ნახსნი სახით: 

Vყ(X) = C) V)X· + C, (ი- 

C) (X), C; (X) ფუნქციების განსაზღვრისათვის შევადგინოთ წრფივ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემა: 

C1 (X):X? + C; (») = 0, I 

C) (X):2X = X. 

ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლევს: 

1 ჯ? 
C (ი=–  Cე)(X=-––--., 1 (X) 2 2 (9) 2 

საიდანაც 
ვ 

CC == +0, CC0=----+C 

C, (X), C: (X)-ის მნიშვნელობათა ჩასმა ზოგადი ამონახსნის გამოსახუ- 

ლებაში მოგვცემს მოცემული არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგად 

ამონახსნს 
1. ჯპ 

ყი) =C1X-+C,+---. 
V



VII თავი 

”-ური რიბის მუღმივკოეფიციენტებიანი წრფივი 

დიფერენციალური განტოლება 

ამ თავში განვიხილავთ წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა 
ტიპებს (რომელთა ინტეგრება ყოველთვის შესაძლებელია ელემენტა- 

რულ ფუნქციებში, ამასთან კვადრატურების გარეშე) და, აგრეთვე, 

მეორე რიგის წრფივ განტოლებათა ამონახსნების ზოგიერთ თვისებას. 

§ 1. ე-ური რიბის მუღმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლეგანი 

განვიხილოთ ჩ-ური რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არა- 
ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

L Iყ (X))=ყ/C”) (X) + თ, ყ(”-1) -L ძე ყ(ი-2) (X) -L · - · + თ, ყ (X=/ (XI), (1.1) 

სადაც თ, ძე, ..., მე მუდმივი ნამდვილი რიცხვებია, რომელთაც გან- 

ტოლების კოეფიციენტები ეწოდება, ხოლო / (X) მოცემული უწყვეტი 
ფუნქციაა (ი, ხ) შუალედში (კერძოდ, შესაძლოა | (») იყოს მუდმივი 
ამ შუალედში). 

(1.1) არაერთგვაროვანი განტოლების ინტეგრება, როგორც ნაჩ- 
ვენებია წინა თავში, დაიყვანება შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლე– 
ბის ინტეგრებაზე: 

LIV(X)) = ყ'”) (9) + თე ყ(8-1) (X) -L ძეყ(ი-2) (I) +-..+ 

+ ძე- 9” (X) + ძ; (V) (X) = 0. (1.2 

ამიტომ, ამ პარაგრაფში, წინასწარ შევისწავლით (1.2) ერთგვაროვა–- 
ნი განტოლების კერძო ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემისა და 
ზოგადი ამონახსნის აგების საკითხს. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად, (1.2) განტოლებას 
აქვს კერძო ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემა, ე. ი. წრფივად 
დამოუკიდებელი ამონახსნები, რომლებიც განსახღვრული და უწყვე- 
ტია (თ, ხ) შუალედში. 
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ვუჩვენოთ, რომ (1.2) განტოლების კერძო ამონახსნების ფუნდა- 

მენტური სისტემა შეიძლება აგებულ იქნეს ელემენტარულ ფუნქცი- 
ებში. 

მართლაც, თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ პირველი რიგის მუდ- 
მივკოეფიციენტებიანი წრფივი ყ”+იV=0 დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ზოგადი ამონახსნია V(X)=C6-9» ფუნქცია, მაშინ ეილერის 

მიხედვით (1.2) განტოლების კერძო ამონახსნი შეგვიძლია ვეძიოთ 

ყ = 6ხX (1.3) 

მაჩვენებლიანი ფუნქციის სახით, სადაც # რომელიღაც, ჯერჯერობით 
განუსაზღვრელი, მუდმივი რიცხვია. 

(1.2) განტოლების მარცხენა ნაწილში ყ=6”MV% ფუნქციის ჩასმის ”'მე– 

დეგად მივიღებთ: 

L I6MX)=6MX (8- +ძ,#ჩ-1 - ძენი“? ნ ...+ შე #-+ძ,) =6ჩXI/ (ე), (1.4) 

სადაც 
წა. ”_--._ 

ცხადია, რადგან 6MX>>0, ამიტომ L (6M/X) გახდება იგივურად ნულის ტო–- 

ლი მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა I (2) =0. 
ალგებრულ განტოლებას: 

I(0 =#?.+0,#5-1 -L ცე#ჩე-ზ LL. ..+ მე-1 Mჩ + ძე = 0 

ეწოდება (1.2) წრფივი ერთგვაროვანი განტოლების 
მახასიათებელი განტოლება. 

თუ (1.3) გამოსახულებაში # მუდმივად ავიღებთ I! (”)=0 მახასი– 
ათებელი განტოლების რომელიმე #;) ფესვს, მაშინ (1. 4) გამოსახუ–- 

ლება გახდება იგივურად ნულის ტოლი, ე. ი. #=60“ ფუნქცია 
იქნება (1.2) ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების კერძო 
ამონახსნი. ' 

ცნობილია, რომ ნამდვილკოეფიციენტებიანი M-ური ხარისხის ალგებ– 

რულ განტოლებას / (8) = #" + 0 #5) +... +0მე1#+ძე=0 აქვს ი 
ფესვი: ჩე, #ა, ე, ამასთან, ყველა ეს ფესვი "შესაძლოა არ ·იყოს 

ნამდვილი. ზოგიერთი ამ ფესვებიდან ჯან ყველა) შესაძლოა იყოს კომ- 
პლექსური. მახასიათებელი განტოლების კომპლექსური ფესვები მოგ– 
ვცემს (1.2 დიფერენციალური განტოლების Vყ= 6(+15)X სახის 
კომპლექსურ ამონახსნებს და, ამგვარად, (1. 2) განტოლების ზოგაღი 
ამონახსნის გამოსახულებაში შევა ნამდვილი # ცვლადის კომპლექსური 
ფუნქცია. კომპლექსური სახის ამონახსნი V (X) = 6(V+I5)X შეგვიძლია» 

შევცვალოთ სხვა, ნამდვილი .X ცვლადის ნამდვილი ამონახსნებით ისე, 

"რომ, (1. 2) განტოლების ზოგად ამონახსნში შემავალი ყველა ფუნქცია 
იყოს ნამდვილი. დავამტკიცოთ შემდეგი 
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ლემა. თუ-ყ(X) = #(X +909 თ). სახის კომპლექსური ფუნ- 
ქცია კრის LIVC)1)=0 განტოლების ამონახსნი, მაშინ 

მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილი, ე, ი. MI=V(X) 

და 89=V(X) ფუნქციები, წარმოადგენს ამ განტოლების 
ნამდვილ ამონახსნებს: #LIVI(X)1==20, LIVC(X)1=0. 

მართლაც, ვთქვათ, V (X)=> (+ 7 (MX) კომპლექსური ფუნქცია არის 

LIყ(X))=0 განტოლების კომპლექსური ამონახსნი (თ, ხ) შუალედში. 
მაშინ LIყ) წრფივი დიფერენციალური ოპერატორის თვისების თანახმად, 

LIV (X))1= LICC) 1+190(91= LICC01+ (LI C01=9, 

სადაც LIVC 0) და LICC0) წარმოადგენენ X-ის ნამდვილ ფუნქციებს 
(ი, ხ) შუალედში. 

აქედან კომპლექსური სიდიდის ნულთან იგივური ტოლობის სა- 
ფუძველზე გვექნება ორი იგივეობა: 

LIIL(CX))==0, LIC(X)) =0. 

მაშასადამე, #=V (X) და ყ=V(X) წარმოადგენს ჯL Iყ)=0 განტოლების 

ნამდვილ ამონახსნებს. ლემა დამტკიცებულია. 
ერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახს- 

ნების ფუნდამენტური სისტემისა და ზოსნადი 
ამონახსნის აგება. (1.2) განტოლების ზოგადი ინტეგრალის 

მოსაძებნად, როგორც ეს გამომდინარეობს წრფივ ერთგვაროვან დი- 
ფერენციალურ განტოლებათა ზოგადი თეორიიდან, საკმარისია ვიპო- 
ვოთ მისი კერძო ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემა, ე. ი. წრფივად 
დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნები როგორც უჟვემოთ დავინახავთ, 
(1.2) განტოლების კერძო ამონახსნები შესაძლებელია მოვძებნოთ 

მარტივად ელემენტარულ ფუნქციებში, მასთან კვადრატურების გარე– 
შე. განვიხილოთ (1 . 2) დიფერენციალური განტოლების კერძო ამო- 

ნახსნების ფუნდამენტური სისტემისა და ზოგადი ამონახსნის აგების 
საკითხი მახასიათებელი განტოლების სხვადასხვა ფესვების შემთხვე–- 
ვაში. 

თეორემა 1. თუ I1(-)=0 მახასიათებელი განტოლე- 

ბის ყველა ფესვი #”,, #,..,ჩე ერთმანეთისაგან 
განსხვავებულია და ნამდვილი, მაშინ (1.2) დი- 
ფერენციალურ განტოლებას აქვს კერძო ამო: 

ნახსნების ფუნდამენტური სისტემა: ყ,=0%, ყ, = 2 
ყე = 60 %%,..., ყე =60 7, ამ ამონახსნების წრფივი კომბი- 
ნაცია 

ყლ=0,C “+ C,60%+ -.. + C 2 (1.41 
არის (1.2) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, #,. #,,.., წე არის მახასიათებელი 
განტოლების ნამდვილი და ერთმანეთისაგან განსხვავებული ფესვები. 
თუ ამ ფესვებს მიმდევრობით ჩავსვამთ (1.2) განტოლებაში, მაშინ, 

ცხადია, #, (X) = 6“, ყ,(0 =6C-%,..., ყე = 6” ფუნქციები იქნება 
(1.2) განტოლების კერძო ამონახსნების სისტემა. ეს ამონახსნები წრფივად 
დამოკიდებულია (–=%, 0) შუალედში. მართლაც, ამ ამონახსნების 
ვრონსკიანია: 

IV, (ი, ყი თ, ..) ყა (62) ) =V (62) = 

ხრ გ5% ... >. 

აეებ”ა ”'” 

ი-I ეჩIX „ ა-1 ,”აX -.. ხნ ო-1 ჩავ. ჩცე16” #ე%-146 დეო 1გ6 

1 1 1 

ე_. ჩი (1.5) 

დ.9-1 #ეო-1. .. ჩერ-1 

(1 . 5) ფორმულის მარჯვენა მხარეში მდგომი დეტერმინანტი წარ– 

მოადგენს განდერმონდის დეტერმინანტს, ამ დეტერმინან- 
ტის მნიშვნელობა, როგორც უმაღლესი ალგებრიდანაა ცნობილი, 
ეტოლება #1, -– /; (>> )) სახის თანამამრავლთა ნამრავლს: 

1 1 1 

ჩM. M ჩი = II (წ, –ჩი: 

(> 
ნ.ბ! ჩეშო1 ... გე9შ-1 

ამგვარად, 

თლო =2054 რეე ჩი% ე (6, ჩე). 
(>! 

რადგან მახასიათებელი განტოლების ფესვები განსხვავებულია, 
#,; 56 ჩ,, ამიტომ თ (X) 5-0. 

ამგვარად, ერთგვაროვანი 

LIV) = ყო თ ყია + იყოს +-..+ძეყ=0, 
განტოლების კერძო ამონახსნების სისტემა: 

V,() =6'%, ყ,(0 =6%,.. , ყე (0 =6%% 
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წარმოადგენს ფუნდამენტურ. სისტემას ამიტომ. ამ ამონახსნების 
წრფივი კომბინაცია 

(0 =0,00% +C,%წ L..-+C6,0%, 

სადაც CI, C>--,Cუ ნებისმიერი მუდმივებია, 1-ლი თეორემის (თავი 
VI, § 3) თანახმად, იქნება LIVI=0 განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
მაგალითი 1. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი შემდეგი განტოლებისა: 

9” (9) –– 5ყ (09) +6ყ (ი =0. 

ამოხსნა. მახასიათებელი 

Iძ0ე)=/-5M+6=0 

განტოლების ფესვებია: #,=3, ჩ#:=2; ამიტომ მოცემული დიფერენ- 
ციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი, (1 . 47) ფორმულის თანახ- 

მად იქნება: 

V(X) =C)6'X -L Cე62%, 

სადაც CI და C: ნებისმიერი მუღმივებია. 

მაგალითი 989. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი დიფერენციალური გან– 

ტოლებისა: 

ყ”(9 – 7ყ”ფ0X) +:12ყ”(X) =9. 

ამოხსნა. მახასიათებელი 

1(-)ლ= #1 -––.7M2+12#=0 

განტოლების ფესვებია: ”)=0, #:=4, Mვ=3, ამიტომ მოცემული დი-. 
ფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

V9=C+6C,6X+C6, CV», 
სადაც CI), C2, Cვ ნებისმიერი მუდმივებია. 

შენიშვნა. მახასიათებელი განტოლების ფესვები ყოველთვის 
არ მოიძებნება ისე მარტივად, როგორც განხილულ მაგალითებში, უფ- 
რო ხშირად ამ ფესვების მოძებნა გვიხდება მიახლოებითი მეთოდებით. 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი შემთხვევა, როცა მახასიათებე- 
ლი განტოლების ფესვებს შორის არსებობს გან- 
სხვავებული კომპლექსური ფესვები. 

თეორემა 5. თუ 7(00=0 მახასიათებელი განტოლების 
ყველა ფესვი #.ე, ჩ#ე,...,ჩე განსხვავებულია ერთმანეთი- 
საგან მაგრამ მათ შორის არსებობს კომპლექსური 
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ფესვებიც, მიშინ ყოველ. წყვილ შეუღლებულ კომა- 
ლექსურ ჩაუ=ძ9ი,+(8ე, ღა ჩუ =წ,“- ზუ ფესვებს შეესა- 
ბამება ორი წრფივად დამოუკიდებელი ნამდვილი კერ- 

ძო ამონახსნი: 

ყუ (X) = ტი“ თ% C0§ ზუ” Vყა»უ+1(X)= ლ'ი% 510 ზმ, X. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #„ = თუ -L ,(ზ,ო :(0 =0 მახასიათებე- 

ლი განტოლების კომპლექსური ფესვია. ამ ფესვს, 1–ლი თეორემის თა– 
ნახმად, შეესაბამება (1.2) დიფერენციალური განტოლების კომპლექ- 
სური ამონახსნი: 

ყ (ი = იი +!ბო)X 

თუ ტMM% ამონახსნს გარდავქმნით ეილერის! ფორმულის მიხედეით, 

ივიდებთ: 

X X#) ეხოX ართ +LIMმო)X _ კმოX , -მთX . ზოX(ლევ 8, X L 5083, X). 

აქედან, ზემოთ დამტკიცებული ლემის თანახმად, კომპლექსური ამო- 

ნახსნის 6“ წ” C05 8,,X ნამდვილი ნაწილი და 6 წ“ §Iი მ, X წარმოსახ- 
ვითი ნაწილი იქნება (1.2) დიფერენციალური განტოლების ორი ნამდვილი 
ამონახსნი. მაგრამ #,, = თ, + (8, ფესვთან ერთად მახასიათებელ განტო– 

ლებას ექნება აგრეთვე შეუღლებული კომპლექსური ფესვიც #»+, = 
= მ,ფ–-,ზ,, რომელსაც, ცხადია, შეესაბამება იგივე ნამდვილი ამონახს- 
ნები (1.2) განტოლებისა. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამგვარად, თუ მახასიათებელ განტოლებას ! (#)=0 აქვს განსხვავე– 
ბული ფესვები #,, #:,..., ჩე, რომელთა შორის არსებობს კომპლექსური 
ფესვებიც, მაშინ ყოველ ნამდვილ #ს ფესას შეესაბამება (1.2) განტოლე- 

ბის ნამდვილი კერძო ამონახსნი ყა = 6 , ხოლო ყოველ წყვილ კომ–- 

პლექსურ ფესვს (-ფ + 18„) კი – იმავე განტოლების ნამდვილი ამონახს– 
ნები: #6 ი” -058,X და 62” 5|ი მ1„ X. რადგანაც მახასიათებელ განტო– 
ლებას I (§)=>=0 აქვს /1 განსხვავებული ფესვი #,. #ე,.-., „ე, #:+17 ·- ; #ეს 

ამიტომ მიიღება # ნამდვილი ამონახსნი: გ, 0 თ 005 ზოX, გო 51198,X 

სახის რომლებიც ქმნიან ამონახსნების ფუნდამენტურ „სისტემას, რაც 

ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ. მართლაც, ეს ამონახსნები წრფივად დამო- 

უკიდებელია (– «%, + თ) შუალედში, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში, 
თუ ვისარგებლებდით ეილერის ფორმულით, მივიღებდით, რომ ყ (0=0“% 

'I IX == C0§ X -L (აIი X. 
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სახის ფუნქციები, სადაც /#» განსხვავებული რიცხვებია, წრფივად დამოკი- 

დებულია, რაც ეწინააღმდეგება ზემოთ დამტკიცებული 1-ლი თეორემის 

დასკვნებს. . 

ამგვარად, ძირითადი თეორემის თანახმად, ზოგად შემთხვევაში მი- 

ვიღებთ (1.2) განტოლების ზოგად ამონახსნს ყველა კერძო გ, 

ჩი, ი 'ო%ი05 მ,X, 60 50 8, X ამონახსნი” წრფივი კომბინაციის სახით. 

მასთან ნამდვილ #ც„ ფესვს ზოგად ამონახსნში შეესაბამება CV გ'აX ფუნ- 
ქცია, ხოლო ყოველ ორ თძ,, + (8,, სახის შეუღლებულ კომპლექსურ 

ფესვს 2” (Cფ 005 ჩ,X + C„+ე 510 ჩფ X) ფუნქცია. 
მაგალითი 3. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი შემდეგი დიფერენცია- 

ლური განტოლებისა: 

IV, ” ყმო–”თ–-2თ =0, 
ამოხსნა. ცხადია, მახასიათებელი 

I(/)ლ=#ზ–#%--2=0 

განტოლების ფესვებია: #, .<.<_––_...-_____ 

ტომ მოცემული განტოლებისათვის შესაბამისად მივიღებთ ოთხ ნამდვილ 

კერძო ამონახსნს: „V 2», კ V 2», 005 X, §11X, რომლებიც ქმნის ფუნ- 

დამენტურ სისტემას. მართლაც, თუ ვისარგებლებთ ეილერის ფორმუ- 

ლით, გვექნება: 

IX -LX 0 6 1 1 
ი0§:X=“ +-ი “ - 1 IX." ი, 

2 2 2 

'X -IX · –ი6 1 1 
511 X ==. – = –--2იX _ –-46-X, 

2 -2( 2. 

ამიტომ აღნიშნული კერძო ამონახსნების ვრონსკიანს ექნება სახე: 

„V 2 ჯ “- 'V 2 ჯ XL 1 CI» 1 IX 1 --/X 

2 2 2: 2' 

– _#V> 1 1 
V#26V 25 -_V2% ი... .... 2 2 2 2 0 

თ=) __ _ 112 26V 2ჯ ი, V2 ჯ _ 1 IX ლგ. – 04-60 

=> => 1 1 ს. 
2V2 (V2+ _ 2V24 V2+ –. 6I'X +> 6-IX 30% – 260 
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ცხადია, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის: 

ყ(XV)=C,6V 2” + CV 2X) თ C5X+C,9იX 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი დიფერენციალური გან–- 

ტოლებისა: 

#” (X) – V (X)–– 2ყ(X) =9. 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას I (”)=#2--ჩ--2=0 აქეს 

ფესვები: #,=–-1, #2=2. ამიტომ შესაბამისად მივიღებთ ორ ნამდვილ 
კერძო ამონახსნს ყ,(X) => 6-X, ყე (X) = 61X, მოცემული განტოლების ზო- 

გადი ამონახსნი იქნება: 

ყ(X)-= =C,6 %X -L Cე 67%. 

მაგალითი §. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური 
განტოლებისა: 

ყ” (X)–– 9ყ”(X) + 14 ყ/(X) =0. 

ამოხსნა. აქ მახასიათებელ განტოლებას /(#/) = #9 –– 9#2 –- 14#=0 
აქვს განსხვავებული ფესვები #) = 0, #; = 7, #ვ= 2. ამიტომ შესაბამისად 

გვექნება სამი ნამდვილი კერძო ამონახსნი: 

ყ.,(Xა=1, ყ.ა(X)=0C6'X, ყ)(X)= 6%, 

რომლებიც შეადგენს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ამო– 
ნახსზწების ფუნდამენტურ სისტემას; ცხადია, 

ყ (X) = C, ++ C:6'+ -L Cვ 67X 

იქნება განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

მაგალითი 0, ვიპოვოთ. ზოგადი ამონახსნი დიფერენციალური გან- 
ტოლებისა: : 

ყსითი+9%დთ- 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას #%4+9=0 აქვს განსხვა- 

ვებული კომპლექსური ფესვები. მართლაც, 

=--9, 

=%=-9=1/9(605=-=-751ი« =V3 (C: -+2ჩ" + (ყ0“ 12%”) 

(L =0, 1, 2, 3). 
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ასე, რომ, 

მისარიბტით 
LM, =V3. (– > (უ5> - ს, (–1 +#, 

არნი ეარი 

შესაბამისად გვექნება ოთხი ნამდვილი კერძო ამონახსნი: 

(3. 53. · 
# >, 3. -V»” 83. 

ყ, (X) = 6 005 42% ყა (X)ლ=.6 005 2 X, 

3. _ 73. 

V5:(X) = 6 7 §1ი )/ >» ყ,(X)=6 7 ყი 7 

რომლებიც შეადგენს მოცემული განტოლების ამონახსნების ფუნდა- 
მენტურ სისტემას; ფუნქცია 

#2. „> > 
M(X) = 6 (C 2» | =X+C3ი1// >» + 

-V->” მ ვ 
+6 ? · (ფთ), > X+6C9ი1/ 3-+) 

იქნება განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ახლა განვიხილოთ ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემისა და 

ზოგადი ამონახსნის აგების საკითხი იმ შემთხვევაში, როცა მახასიათე- 
ბელ განტოლებას აქვს ჯერადი, ნამდვილი ან კომპლექსური ფესეები. 

თეორემა მ. თუ #, არის მახასიათებელი I(/)=0 
განტოლების #7 ჯერადი ნამდვილი ფესვი, მა- 

შინ ფუნქციები V,თ) =06%% Vყ- (X) =XC-%, ყვ (X)= 20%, .., 

ყო (X) = X”- გრX წარმოადგენს (1.2, დიფერენციალური 
განტოლების „ წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნს. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, #,) არის 1(Mჩ)=0 მახასიათებელი გან- 

ტოლების ” ჯერადი ნამდვილი ფესვი. მაშინ, როგორც ალგებრიდანაა 
ცნობილი, #, იქნება აგრეთვე ფესვი შემდეგი განტოლებებისა: 

I” (5) =0, I” (ჩ,)==0,... , ((ჟ1–1) (#,) = 0. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ I (”)=0 მახასიათებელი განტოლების M! ჯერადო– 

ბის #, ფესეს #, = /#ა =-..= ჩ,; ეთანადება (1.2) განტოლების 7” ნამ- 

დვილი კერძო ამონახსნი. მართლაც, (1 . 2) განტოლების მარცხენა მხა– 

რეში ჩავსვათ ყ (X) = გ), მივიღებთ დამოკიდებულებას: 

#(6"') = XI (ჯე). 

უკანასკნელი დამოკიდებულება გავაწარმოოთ #,|-ის მიმართ (/1-–-1)- 

ჯერ მივიღებთ: 

მ „=სX მ MX =X LX 
–-LI6 ''ე)=ს|26'|=LIX6 'წI)I=X6" ((/ 6 LI 9 (+ | (XC) #6)+ 

) 

ჩ% / (ჯა. 

მ... ჩX მ. + LX MX =X – L6C")=-ჩ,)---6ი"')=/ჩ(X26 ')=:X26 ! /(-1-LXC6C I I (# 262) (> |=LV2 9 (6)+X6C"I(6)+ 

MX +” (6) + 2 (MC) = მ MC) +2X6CV /Cე+2 1 დე, |. (19 

M 

  

M 

L ჯი" %--L ყა" IX) 8 ბ, (M ჯო (ჩა ჯ" –" გხX 

“=0   მ/," 

აქედან, ცხადია, თუ #) არის მახასიათებელი განტოლების I? ჯერადი 
ფესეი, მაშინ (1.6) დამოკიდებულებების საფუძველზე გვექნება: 

LIC"'")= LIX 65%) = L (2 6-:%) = ..- =(, (XMI-1 46%) = 0, 

ე· ი. ფუნქციები: 

L ჯ ჯ 
M.(9=6"”, #.(0 =X6 ',...,ყ, 0ე=#2-16'“ (1.7) 

წარმოადგენს (1.2) დიფერენციალური განტოლების /» ნამდვილ ამო– 

ნახსნს. ყველა ეს ამონახსნი წრფივად დამოუკიდებელია (-––00, %) შუა- 
ლედში. მართლაც, ვაჩვენოთ, რომ (1.7) ამონახსნები შეადგენს ფუნ- 

დამენტურ სისტემას. ვთქვათ, ! (–)=0 მახასიათებელ განტოლებას აქვს 
შემდეგი ფესვები: #, იყოს /I, ·ჯერადობის, #; MI ჯერადობის, ..., 

ჩა. წს ჯერადობის, სადღაც /I,, ჩი, .-., ს მთელი დადებითი რიცხვე- 
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ბია, II, + MI, + II) = II; მაშინ ზემოთ დადგენილის თანახმად, (1.2) 
“დიფერენციალურ განტოლებას ექნება შემდეგი ”M ამონახსნი: 

გრX, ჯღა% ჯ გ" X _. „XI –I გჩX, 

ს. ჩ;.X წ ა სა–! #.. 
0, XC”, Xჯ1ი .... (ა „%:X, (1 7) 

ჩა) " ჩ ”II-1 ' 
გაX, X- თბ, 722 MX გ, 

დავამტკიცოთ ამ ამონახსნების წრფივად დამოუკიდებლობა. დავუ- 
შვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, უკანასკნელი ფუნქციები წრფივად და- 

მოკიდებულია: 

(+ MX –1 -ოI% 
ი." +0ძ.X6' +-.+ძ,,»” +ხ,6 ა _-_ 

+ სო, _ ”, ცხსX -L /Iე X 6ხსX 

1 ტგოსX =– – +-.4+ ჩის ჯი ==0, (1:8) 

სადაც თ), ძე, ... '9», ხ,, ხა, ... „ხა. ---– ჩის რიცხვები- 

დან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისგან. თუ იX, „'გ”:X, ... , ტწX საერ- 

თო მამრავლებს გამოვიტანთ ფრჩხილებს გარეთ და ფრჩხილებში შოთავსე” 
ბულ მრავალწევრებს შესაბამისად აღენიშნავთ . ,(X), 724 ,„,(X), ს. IX), ... 

. ს ით მივიღებთ: ' 

IX ჩა MIX _ _ ჩ, (ეს + (94 ·- + ჩ,,(X)6%=0 

სადაც » (X) იგივურად ნულის არატოლი მრავალწევრებია, რომელთა 
78 , , 

ხარისხი აე არ აღემატება (ე –- 1)-ს, Vალიჩმე 1 (§=1, 2,..., (). 
რადგან (1.8) იგივეობაში იძ,, ნ,,... , /, კოეფიციენტებიდან ერთი მაინც 
განსხვავდება ნულისაგან, ამიტომ მოიძებნება მრავალწევრი, რომელიც არ 
იქნება იგივურად ნული. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგუ- 
-ლისხმოთ, რომ 

ჩ.. ფ%) 2-0. 

წინასწარ შევნიშნავთ, რომ მრავალწეერის 6#X მაჩვენებლიან ფუნქ– 
ციაზე ნამრავლის წარმოებული 

Lჩ,. (X) 0#X)” = ჩა“ ცე 6%X -L # ჩა 00 2/X = 0 (CX) MX 
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წარმოადგენს 02ჩ”ჩX ფუნქციის ნამრავლს იმავე ხარისხის C(X) მრავალ- 

წევრზე. ახლა გავამრავლოთ (1.9) იგივეობა (6. · #X- ჭე, მივიღებთ: 

ჩნ ი + (ე2-5-ჩ)X | ...+ ჩ სეთ - 6)X =0, 

უკანასკნელი იგივეობა გავაწარმოოთ X-ით #1 ჯერ, მაშინ #? (X) 
” 

გახდება ნულის ტოლი, რადგან მისი ხარისხი არ აღემატება (MVI)––-1)-ს, 
ხოლო დანარჩენი წევრები წარმოგვიდგება როგორც ნამრავლი იმავე 
ხარისხის ახალი მრავალწევრებისა (რაც გაწარმოებამდე) შესაბამის 
მაჩვენებლიან ფუნქციებზე: 

(”, –M)ჯ (წა – #/) 0. (04 +--+0ს00ძ =0. 0.93 

ცხადია, რომ C., (ი) არ უდრის იგივურად ნულს. (1.9”) ჯამი შეიცავს 

ს –– 1. შესაკრებს. 

ახლა, თუ უკანასკნელ იგივეობას „გავამრავლებთ 6._ (#–-#)X ფუნქ- 
ციაზე და მიღებულ შედეგს გავაწარმოებთ X-ით ჯერ, მაშინ 0. (X), 

რომლის ხარისხი არ აღემატება (ML -- 1)-ს, გახდება ნულის ტოლი, ხოლო 

დანარჩენი წევრები წარმოგვიდგება როგორც ნამრავლი იმავე ხა- 
რისხის ახალი მრავალწევრობისა შესაბამის მაჩვენებლიან ფუნქციებზე: 

(ჩ,– M.)X (ML –– #.) Xჯ #, (94 +... +7#,, (92 =0, 

სადაც ჩ# , (X) არ უდრის იგივურად ნულს. თუ აღნიშნული წესით გავა- 

გრძელებთ გამრავლებასა და გაწარმოებას, ბოლოს მივიღებთ იგივე- 
ობას: 

(#V" _– ხა) X 
5») (902 0. 

მაგრამ ეს იგივეობა შეუძლებელია, რადგან ა, (X)5-0, ხოლო მაჩვენებ- 

ლიან ფუნქციას აქვს მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობანი. მიღებული 

წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ (1.2) დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ამონახსნების (1 77) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია და ქმნის 

(1.2) განტოლების ამონახსნების ფუნდამენტურ სისტემას (თავი VI, 
§ 3). ამ შემთხვევაში დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამო- 

ნახსნი ასე დაიწერება: 

Mი= ა ჩ, _, 6ე6%% (ტ.10) 
§=-IL1 
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საღაც # _, არის MI, –- 1 ხარისხის მრავალწევრი ნებისმიერი კოე– 

ფიციენტებით. 

(1 . 10) გამოსახულებაში ნებისმიერი მუდმივების რიცხვი ეტოლე– 
ბა: / + 7. + · .. + Iს = I, ე. ი. (1.2) განტოლების რიგს. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
მაგალითი 7. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

ყ(IIVXICე - 3ვყ”ცე = 0. 

ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას I(-) = #' –– 30წ–=0 აქვს'”ფეს– 

ვები: #,==#ა:=90, #=+ V3, ჩ.ლ=–V3. ამიტომ მოცემულ (დიფერენ– 

ციალურ განტოლებას აქვს ოთხი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი: 

1, X, „V 3+X. 96 

და მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება 

8, -–V3 
ყ(X) = C) + C»X + Cე ,V “,C4 V 3+ 

მაგალითი 8. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

ყ (X) – 8ყ (X) + 16V(») =0. 

ამოხსნა, მახასიათებელ განფოლებას: /”(#) = #9 –- 8”'-IL 16 = 0 
აქვს ფესვები #, = #ა= 4. ხოლო მოცემულ განტოლებას აქვს ორი 
წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი: I), (X) = 6'X, VI. (X) =: X 6'X, ამიტომ 
მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყ(X)=>C,0'+ + CგX6X.“ 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

ყ” თ) – 7ყ”(90 +164 (9 – 12ყ(9 =0. 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას: /(#)= #1 -–– 7ჩ2-L 167 ––12=0 

აქვს მარტივი ფესვი #)=3 და ორჯერადი ფესვი ”#0=#3=2. ამიტომ 
მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას აქვს სამი წრფივად დამო–- 

უკიდებელი ამონახსნი: 

ყ.(X)- 60%, ყ,.(X)= 6", ყვ(X) == XC%X. 

ცხადია, განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყ(X) = C, 6%7% -– C,67X -L+ C3 X6?X = C) 6% -L+ (Cა: + Cა X)67X. 
ვე8 '



მაგალითი 10. ვიპოვოთ 

ყ (9) – 4V (9 +44(9 =0 

განტოლების კერძო ამონახსნი შემდეგ საწყის პირობებში: ყ(1) = 

=V' (1) = 1. 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას: / (§)==#? ––- 4” -- 4 = 0 აქვს 

ფესვები: #, = #ე = 2. მაშასადამე, მოცემულ განტოლებას აქვს ორი 
წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი: ყ, (X) = 62%, (I, (X) = X (51%, ამიტომ 

მისი ზოგადი ამონახსნია: 

ყ(X) == C, 6წX -+L CაX62%X, 

ახლა ვიპოვოთ მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნი მოცე- 
მულ საწყის პირობებში. ზოგადი ამონახსნის გაწარმოება გვაძლეეს: 

ყ'(X = C,:.26?% + C,-4?X | C.-2>X67?% = 0შ7X(2C, -+ C: + 2C:X). 

ანუ · 

# 0)=C'00,+6,+20,X). 
ამგვარად, გვაქვს განტოლებათა სისტემა: 

ყ(XM =6,41ს + C)XCIX, | 
V ()= CX(20, +C, + 26,» 

საწყისი პირობების გათვალისწინების შედეგად გვექნება: 

1=C)6?“-L CაC”, | 

=6-(2C, + C. + 2C.)= 20:(2C,+ 30უ; | 

აქედან: 

§2= C + C., | 

2C9=2C,+3C.. | 

უკანასკნელი სისტემის ამოხსნა C), Cე-ის მიმართ „გვაძლევს: C, = 26“?, 

C, = – C-?, მაშასადამე, მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნი, რო– 

მელიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს, არის 

ყ,(X) := 26-1.6"X -- 6-2.X69X, 

მაგალითი 11. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

V”ფ –3ყ”(X + 3V(9 – #C)= 0. 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას: /(#)ლ=#/? – 3#---3# -- 1=0, 

ანუ #(-0)=(#–-1)=0, აქვს ფესვები: #, = #, =- #ე = 1. მოცემულ 
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განტოლებას ეჟნება სამი წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნი: 
ყM, (0) = 60%, M.(0) =XCX, Vყ,(X) = X'6X. მისი ზოგადი ამონახსნი იკნება: 

V(X)=C.07 -LC.აX6X –- Cვ X2X6X, 

ანუ 

V(X) =61(C) +C.:X + C.X". 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემა მართებულია, აგრეთვე, ჯერა- 

დი კომპლექსური ფესვების შემთხვევაშიც. 

თუ I (0)=0 მახასიათებელ განტოლებას აქეს ”. ჯერადი კომპლექ– 

სური ფესვი #”,=თ+!ჩ, მაშინ მას აქვს იმავე I ჯერადობის #=Cთ––Iჩ, 
შეუღლებული კომპლექსური ფესვიც. (1 7) ფორმულების თანახმად, 
ჩ,=Cთ+!ზ კომპლექსურ ფესვს შეესაბამება / კომპლექსური ამო– 

ნახსნი: 

(2+(8)X (« + 15) X 
ყ.(X)=6 ? , V.(X)=X8 » "+. » Vი((X) = 

== ჯი!-! კი+I9)X (1.11) 

თუ ვისარგებლებთ ეილერის ფორმულით #6+)2=00§ 2 + 1510 2 და ამ 

კომპლექსურ ამონახსნებში (1 11) განვაცალკევებთ ნამდვილ და წარ- 
მოსახვით ნაწილებს, მაშინ ზემოთ დამტკიცებული “ლემის თანახმად, 
მივიღებთ 2/! ნამდვილ ამონახსნს: 

0-2%X0058X, X62XC058X, X76%+ 005 მ X,...,>XM7I- 62. C05 3 X, 
| | (1.12) 

0%X 5)1მX, X6X2X5Iე3X, X?:02X5)ი 8 X,...,XMI-165X ა|ი 3X. 

მსგავსი ამონახსნები შეიძლება აგებულ იქნეს დანარჩენი ფესეე– 
ბიდან ნებისმიერისთვის. ეს ამონახსნები წრფივად დამოუკიდე- 
ბელია (–>Cთი, + თ) შუალედში და, მაშასადამე, შეადგენს (1 .2) 

განტოლების ამონახსნების ფუნდამენტურ სისტემას. მართლაც, წინა- 
აღმდეგ შემთხვევაში, ეილერის ფორმულის გამოყენებით, მივიღებ- 

დით, რომ X/! ტMX სახის ფუნქციები, სადაც ყველა #/ა განსხვავებული 

რიცხვებია, იქნებოდა წრფივად დამოკიდებული (-->%, + CC) შუა- 
ლედში. ისე როგორც მარტივი ფესვების შემთხვევაში, ჯერადი შეუღ– 
ლებული კომპლექსური ფესვი #=Cთ--!8 არ წარმოშობს არავითარ 

ახალ ნამდვილ კერძო ამონახსნს. 

ამგვარად, ((#)=0 განტოლების ყოველ # ჯერად წყვილ 
თ-Iსს კომპლექსურ ფესვს ეთანადება (1 12) სა- 

ხის 27 ნამდვილი წრფივად დამოუკიდებელი 
ამონახსნი (ცხადია, ზოგადი ამონახსნის ნაწილს რომელიც 
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ეთანადება M! ჯერადობის შეუღლებას C+!ჩ კომპლექსურ ფესვს, ექ- 
ნება სახე: : 

60-+I(C, + CაX+-...+ C,,X” !) 005 8X + (Cი,+) + 

+C6,4აX+-.I+ C. ჯ”-!) 5(0 8XI. 

ამრიგად, ზოგად შემთხვევაში, ავაგებთ რა 1) ნამდვილ ამონახს–- 

ნებს, რომლებიც ეთანადება მარტივ ნამდვილ. ფესვებს, 2) წრფივად 

დამოუკიდებელ ამონახსნებს, რომლებიც შეესაბამება ყოველ წყვილ 

მარტივ შეუღლებულ კომპლექსურ ფესვებს, 3) წრფივად დამოუკი- 
დებელ ამონახსნებს. რომლებიც შეესაბამება ყოველ ჯერად ნამდვილ 

ფესვსა და ყოველ ჯერად შეუღლებულ კომპლექსურ ფესვებს, მივი- 
ღებთ ” წრფივად დამოუკიდებელ ნამდვილ ამონახსნს (–C, 
+ თი) შუალედში. ამ #” წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნის წრფი- 
ვი კომბინაცია ნებისმიერი მუდმივი C კოეფიციენტებით იქნება (1 , 2) 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. მასთან, როგორც ზემოთ დავინახეთ, 
თ ჯერად ნამდვილ #7) ფესეს ზოგად ამონახსნმი შეესაბამება 

ჩუ. (06% - შესაკრები, ხოლო IL ჯერად წყვილ შეუღლებულ 2 + (3 
კომპლექსურ ფესვებს კი #2+I/,, , (X) 005 3 X + 0დ,ფ-, (X) 510 3X) შესაკ– 
რები, სადაც ჩ,»-)(X) და C„»-.(X) არის # –- 1 ხარისხის პოლინომები, 
ნებისმიერი C მუდმივი კოეფიციენტებით. | 

მაგალითი 19. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი დიფერენციალური 
განტოლებისა: 

VI IV . ჯ ყ სიფ ყიმბთო +4ყ”თი0 –-4ყ(=0. 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას I (#2) => #% –- #1 -L 4 #2-- 4=0, 

ანუ /(9)= (#? –– 1) (ს +. 4) =0, აქვს ფესვები: 

ჩ.ლ=1, #.ა= –1; 
– ––--–- ეეე – ______·. 

წ=VMV –=-4 := 1 4(005 > -C 1510 >) = V 2 #/C05= +75Iი+>, 

ს = V2 (თა +2%- + (91ი “-9255) ( =0, 1, 2, 3). 

M=V2(-- +: >) = 1-V, 
V2 V2 

Mხ)=V2 უ= –'უ,> =1-–/, ს 
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ამიტომ მოცემულ განტოლებას აქვს 6 წრფივად დამოუკიდებელი 
კერძო ამონახსნი: 

ყ, (X) = 6“, #M- (X) = 62, ყე (ი) = 6+ 005X, 
Vყ.,(XI==6%5)X, Vყ.(X) = 6-XC005X, ყი(X)= – 6“X5I1X, 

რომელიც შეადგენს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ამო– 
ნახსნების ფუნდამენტურ სისტემას. მის ზოგად ამონახსნს ექნება სახე: 

VყV(0 =C,)0%“ + C.6%X -+C:6X005X -L C, 61 510 X + C.6-X 005 X -L 

+ C66 X35.0X=C)0% ++ Cა6-X -L 6X (Cვ C05 X + C, §Iი X) + 

+ 6-X(C. 005X + C- 510 X) 

მაგალითი 18. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი დიფერენციალური გან- 
ტოლებისა: 

ყი ხე – ყI) ე – ზყ'ი (9 + 8ყI''(X)+16 ყ” (%9) + 16ყ (9 =0. 
ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას აქეს სახე: 

((00ლ==#% -- #ზ-- 8800-L8/'. 160" -.16=0, 
ანუ 
" 

((/) = (65 – '1) (წ! –– 4)? = 0. 

ამ განტოლების ფესვებია #,=1, /ა==-–-1, #,=ჩ,=V2, ჩვ=#-ც=--V 2- 

ჩ,=ჩკ=VII/ 2, ”ჩ.=ჩიე=–-I”V2. ამიტომ მოცემულ დიფერენციალურ 
განტოლებას ექნება წრფივად დამოუკიდებელი ათი ნამდვილი კერძო 
ამონახსნი: 

ყI(X) = 6", ყ-ა(X)=6%, VყM(X) = ,V2+ კ; V9.(X)= ჯ-V 2X , 

#0 =+C- V2+, ყ,(0=XC V?X, (0 = C§V2X, 
ყა(X =5I0V2X. ყ.(X =X005V2X V.ა(M =X5I0V2X, 

რომლებიც შეადგენს მოცემული დიფერენციალური განტოლების ამო– 
ნახსნების ფუნდამენტურ სისტემას. 

მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის: 

ყ(X) =C16+ +C:6 X + Cე6 2+X +C. ი V2X + C.X6CV?X + 

+ Cა-X --V2X+ C;005V2X –+C,5Iი /2X+C:X005V2X -L 

+0C,)X5I0V2VX, 

მაგალითი 14. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი შემდეგი განტოლებისა: 

ყ'') (X) + 2ყ” დ) + ყ დფ) = 0. 
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ამოხსნა. მახასიათებელ განტოლებას: /(#) == #! +- 2/2+1=0 
აქეს ფესვები: #, = #ე = წ, Mე = #,= – „. 

ამგვარად, მიგიღეთ წყვილი შეუღლებული, ორჯერადი კომპლექ- 

სური ფესვები, მასთან =0, ჩ=1. ამიტომ მოცემული დიფერენცია– 

ლური განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

V(X) =C1005X-LC:XC005X -L C:5I0X +C,) X510X. 

§ 9. ური რიგის მუღმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთბვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლებანი 

განვიხილოთ M-ური რიგის მუდმიეკოეფიციენტებიანი წრფივი არა– 
ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

L IV (X)| = ყI"' (X) + თ, ყო-) (ი) + ძეყო-შ) 00 -+- -.. + 

+0ძა- სყ (X) + თეVყ(X)=/(X), (2.1) 
სადაც ი,, ძ,,..., ი, იც კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია, 

ხოლო ' (9 არის მოცემული უწყვეტი ფუნქცია რაიმე (თ, ჩ) შუა- 
ლედში. 
“წინა პარაგრაფში შევისწავლეთ (2 . 1) განტოლების შესაბამისი ერთ– 
გვაროვანი განტოლების ამონახსნების ფუნდამენტური "სისტემისა და 
ზოგადი ამონახსნის აგება. 

VL თავში განხილული ნებისმიერი მუდმივების ვარიაციის მეთოდი 
საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ (2.1) განტოლების V=Vყი (V) კერძო 
ამონახსნი კვადრატურების მეშვეობით და დავწეროთ ამ განტოლების 
ზოგადი ინტეგრალი.. 

აღსანიშნავია, რომ ” (X) ფუნქციის ზოგიერთი კერძო სახისათვის 
საშუალება გვეძლევა „შედარებით მარტივად ვიპოვოთ არაერთგეარო- 
ქანი განტოლების კერძო ამონახსნი და, მასთან, კვადრატურების გა- 
რეშე. ამ შემთხვევეაში, შევკრებთ რა ამ კერძო ამონახსნსა და შესა–- 
ბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგად ამონახსნს, მივიღებთ არა- 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგად ამონახსნს #„კვადრატურების 
გარეშე. ეიდრე გადავიდოდეთ ზოგიერთი კერძო სახის წრფივ დიფე–- 
რენციალურ განტოლებათა კერძო ამონახსნების მოძებნის მეთოდების 
განხილვაზე, წინასწარ დავამტკიცოთ ერთი ჯხოგადი ხასიათის თეორე- 
მა, რომელიც ზოგიერთ შემთხვევაში აადვილებს არაერთგვაროვანი 
წრფივი დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნების მოძებ– 

ას. 

თეორემა 1. თუ (2.1) არაერთგვაროვანი წრფივი 
დიფერენციალური განტოლების მარჯვენა მხა- 
რე წარმთადგენს /.(X, /-(X),...,/„(X შესაკრებთა ჯამს, 
ე. ი. 

LIV(CX1=ჩწ, თ) +ჩწ(0 + ···+ჩ (9, (2.2 
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და თუ V,()) არის /.,IV(XII=/ე()ე) განტოლების კერძო 

ამონახსნი და ა. შ. #ი,() კი LIყ(X))=/ი,(X) განტოლების. 
კერძო ამონახსნი, მაშინ ჯამი 

ყ (X) = V,) (M) + V, (ი +:· - -+- ყი, (X) ! 

წარმოადგენს (1) განტოლების კერძო ამონახსნს. 
დამტკიცება. მართლაც, წრფივი დიფერენციალური L ოპე- 

რატორის ცნობილი თვისების თანახმად 

L IV, (0) +V: C) + · · · +ყი, (0 1=L IV, (X) )-+- L Iყი (X)) -L · · ·+ L Iყუ (X)I, 

მაგრამ რაღგანაც 

LIVM.(XX)=/(X9M, LIყ.C))=/:(X),..., LIVი, (M)) =I//, (ე. 

ამიტომ 

L IM) (X) +- ყი(X) + · · ·+ ყუ (X) ) = /) (X) + /„ (9 +:-· -+/„(ლი, 

ე. ი. M) (>) + #(X +. -+ ყი, (დ) ჯამი არის (2.2) განტოლების კერძო. 
ამონახსნი. თეორემა დამტკიცებულია. 

1 ზოგიერთი კერძო სახის ჩ-ური რიგის მუდ- 
მივკოეფიციენტებიანი დიფერენციალური გან- 

ტოლების ამოხსნის მეთოდები. წრფივი არაერთგვარო– 
ვანი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრების, მუდმივების ვარი– 
აციის მეთოდი (ლაგრანჟის მეთოდი), შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 

უმაღლესი რიგის წრფივ არაერთგვაროვან განტოლებათა ინტეგრები-. 
სათვის დამოუკიდებლად იმისაგან, განტოლება არის ცვლადკოეფიცი- 
ენტებიანი თუ მუდმივკოეფიციენტებიანი. ეს მეთოდი არ არის დაკავ– 
შირებული. განტოლების მარჯვენა მხარეში მდგომი / (X), ფუნქციის 
ბუნებასთან და იგი გამოსაყენებელია ყველა (2 1) სახის განტოლე– 
ბის ინტეგრებისათვის, მასთან, განტოლების ზოგადი ამონახსნი ყო- 

ველთვის გამოისახება კვადრატურებში; 'თუმცა, როგორც ეს ზემოთ 
იყო აღნიშნული, (2.1) განტოლების მარჯვენა მხარეში შყმავალი | (X) 

ფუნქციის ზოგიერთი კერძო სახისათვის, განტოლების V=Vყი (X) კერ- 

ძო ამონახსნს და, მაშასადამე, ზოგად ამონახსნსაც ვიპოვით კვადრა- 
ტურების გარეშე. : 

2. არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამო- 
ნახსნის მოძებნა განუსაზღვრელი კოეფიციენ- 

ტების მეთოდით. ვთქვათ, (2.1) არაერთგვაროვანი წრფივი 

განტოლების მარჯვენა მხარე წარმოადგენს ”? ხარისხის მრავგალწევრს. 
X-ის მიმართ ნამდვილი ან კომპლექსური კოეფიციენტებით, ე. ი. 

LIV (X)) = ყI”) (X)'+ 0, ყ(-1) (X) +- ძიეყი”ბ 0) +-· -4- იე-1ყ (9 + 
–+იძეყ(X = ხიX”' + ხხ, X-M-1 +. ..-+L ხე 1X + ხე,ლ– ჩუ;(ი. (2.3) 
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ვგულისხმობთ, რომ ძე 37% 0. ვაჩვენოთ, რომ (2.3) განტოლების კერპო 

ამონახსნი შეიძლება ვეძიოთ V/, (X) = 0,,(X) მრავალწევრის სახით, რომ- 
ლის ხარისხი იგივეა, რაც #,,(X) მრავალწევრისა, ე. ი. 

ყს (X) = დC„ (X) = 8.»ჯ" + 8,» +. ..+ 8)X+ 8, 
სადაც 8 #8), 8-8» ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციენ- 
ტებია. ეს კოეფიციენტები ისე შეგვიძლია განვსაზღვროთ, რომ იგივუ- 

რად ადგილი ჰქონდეს ტოლობას: # (0, (X))= ნ, (X). მართლაც, თუ 0, 
მრავალწევრს M-ჯერ გავაწარმოებთ, გვექნება: 

ყა (X) = 1 8აX”“! + (#6 -- 1) 8,XM-? +...+ 28,,-:X+8»-), 

ყა” (X) =III(II-––1) 8) X”I“?-L (I-– 1)(0--2)8,». 1-6 -..-+68იე, ე X+–6-8V»-., 

ახლა, თუ ყი (X) მრავალწევრს და მის მიმდევრობით წარმოებულებს შე– 
ვიტანთ (2 . 3) არაერთგვაროვან განტოლებაში და მიღებული ტოლობის 
L IC,,(X))= ჩი,(X) მარჯვენა და მარცხენა მხარეში X-ის ერთნაირ ხარისხებ– 

თან მდგომ კოეფიციენტებს ერთმანეთს გავუტოლებთ, მივიღებთ 

#M+1 წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას #+1 უცნობით: 

ძა ,8ა = ხა. 

თმეე მა + იე8, =ხ., 
ი (MI –– 1) ძც–ა 8) + (MI – 1) ძე-, 8, + ძე 8, = ხ,, | (2.4 

”I! 8) + II (I1–1)· · .2ძ0, 8, +-- ·+ძე 8, = ხუ. 

რადგან ძი, 5-0, ამიტომ ამ სისტემიდან შეიძლება თანდათანობით განვსა- 

ზღვროთ ყველა უცნობი კოეფიციენტი. (2. 4) სისტემის პირველი გან– 
ტოლებიდან განისაზღვრება #80, მეორიდან –– 8), მესამიდან –– „8: 

და ა. შ. სისტემის უკანასკნელი განტოლებიდან კი – 8,,. ცხადია, (2.4) 
სისტემა თავსებადია და მას აქვს ერთადერთი ამონახსნი #,, 8,, 8. .-., 8, 
რადგან ამ სისტემის დეტერმინანტი: 

იე 0 0 0 

თ ძი 090 0 
ს) = = მე”!+15+- 0, 

L) 

__ 

სადაც რთ, Xე, MX. ე, ·.., გამოისახება ძ,, მ... და VII, #1 1, ... 

რიცხვების საშუალებით. 

ამგვარად, თუ ძ,ც59-50, მაშინ არსებობს (2.3) განტოლების კერძო 

ამონახსნი რდ, (ა) მრავალწევრის სახით, რომლის ხარისი ეტოლება 

მარჯვენა მხარეში მდგომი #,, (X) მრავალწევრის ხარისხს. 
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მაგალითი 1. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი წრფივი არაერთგვარო–- 
ვანი განტოლებისა: 

#0) + 6V”(0 +11#00+64ყ0ე =60+2#X+1. 
ამოხსნა. ამ განტოლების კერძო ამონახსნი ყი (X) ვეძიოთ მრა- 

გალწევრის სახით, რომლის ხარისხი ეტოლება მოცემული განტოლე- 
ბის მარჯვენა მხარეში მდგომი მრავალწევრის ხარისხს, ე. ი. 

9 (2) = ხეX) + ხუ X»ჯ" + ხ:X + ხ:, 

სადაც ხი, ხI, ხ2, ხვ ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციენტებია. 

ახლა, თუ V0 (X) მრავალწევრსა და მის მიმდევრობით წარმოებულებს: 

ყა (X)=: 3ხაX?-L 2ხ,X + ხ,, 

ყა” (X) =6ხX+ 2 ხ), ყ.“” (9 = 6 ხა, 

ჩავსვამთ მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში, მივიღებთ: 

6ხ, + 6(6ხ,X + 2ხ,) + 11(3ხ.)X? + 2ხ, X + ხე) + ა 

'C 6(ხ)XI-;- ხმ + ხX +Lხ) =6X + 2X? + 1, 
ანუ 

6ხ.X' + (6ხ, + 33ხ,))X” -L (36 ხე + 22%, + 6ხ,) X -L 

-L 6ხა+ 12ხ, + 11ხ. + 6ხე =6X 4+2#+1. 
/ 

თუ ამ ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა მხარეში X-ის ერთნაირი ხა–- 
რისხების წინ მდგომ კოეფიციენტებს გავუტოლებთ ერთმანეთს, მა- 
შინ უცნობი კოეფიციენტების განსახღვრისათვის მივიღებთ ალგებ- 
რულ განტოლებათა სისტემას: 

6 ხა = 6, 
6ს, + 33 ს, = 2, 
36 ხ, + 22,ნ, + 6ხა =0, 
6ხე + 12წხ, + 11 ჩე + 6ხე =. 1. 

საიდანაც ვპოულობთ: 

31 233 1537 
–_)??_–_)0ორ5რ5-–-- 

, · 6 11 ბ 108 
ამგვარად, 

31 2ვვ 1537 
ყა(X)= X1 – -–-–-X ““ “ ჯ- --ი 
M (ი. 6 + 18 108 

არის მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნი, 
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ახლა მოვძებნოთ შესაბამისი ერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. მახასიათებელ განტოლებას: 

I(0) :.=ჩI+6#'+117+6=0 

აქვს ფესვები: #, =-–-1, ჩ3:-= –- 2, #= –– 3. ამიტომ ერთგვაროვან 

განტოლებას აქვს ამონახსნების „ფუნდამენტური სისტემა: #“X, 4“2V, ტ“3%. 

ამგვარად, მოცემული არაერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყ(X)=Xჯ-– => + “> ჯ_ 1. +C,6X.+ C:6-7% + C.6“' 

აქამდე ვგულისხმობდით, რომ ძე 5-0. ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, 
როცა ძე=0, და ძ,.,=0, ძეა =0,...,იი-ი+) == 0, ხოლო ძე ე 5-0, 
ე. ი. როცა უმცირესი რიგის წარმოებული განტოლებაში არის ყ/“/! (X); ამ 

შემთხვევაში # IV (X) ) = ჩ,,(X) „აჩტოლება მიიღებს სახეს: 

ყრსე+ი, ყრ-ხ0ე+-..4+0ი-+, ნ-ს 0 +, 9 (ე =ჩ, (9. (2.5) 
მახასიათებელ განტოლებას: 

(CV = ხჩ + ძ, /21-1 –-...+ 0,-ეჩ = 0, 

ანუ, რაც იგივეა, 

ვე” 
აქვს რ ჯერადობის ფესვი #, =0. 

მოვახდინოთ გარდაქმნა 2(X) =- ყ(?1(X), მაშინ (2.2) განტოლების 
რიგი დაიწევს ჩ ერთეულით, მასთან, გარდაქმნის შემდგომ მიღებული 

განტოლება: 

2(8-ჩ) (X) + თ, 2(”-0-!) (XV) +---+რ6ი-ე+L C (X) + ი,-ე 2(X)=ჩო (X) (2.6) 

იქნება წრფივი არაერთგვაროვანი განტოლება, რომლისთვისაც უკანას- 
კნელი კოეფიციენტი თი, „5-0. ზემოთ განხილული ”შემთხვევის თანახ– 
მად, (2. 6) განტოლების კერძო ამონახსნი იქნება 71 ხარისხის მრა- 

ვალწევრი: 
2(X)=#M» (ი), ანუ VV(X) = ჩე. 

თუ უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრებას მიმდევრობით #-ჯერ '”შევას–- 
რულებთ, მაშინ ვიპოვით (2. 5) განტოლების Vყ (X) ამონახსნს: 

ყ(X) = 8აX9)+მ L 8, ,0+0-1 L...-C 8, X0 + C) XM-1 -L 

+CეX”-"+---“+- Cი-X + Cეი. (2.7) 
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(2.7) ფორმულა გვაძლეს განტოლების ზოგად ამონახსნს, სადაც 
C, C....., Cი ნებისმიერი მუდმივებია. 

(2. 5) განტოლების კერძო ამონახსნის მისაღებად საკმარისია (2 . 7) 

განტოლებაში მივიღოთ: C,) = Cე =“--.= ი= 0; მაშინ 

Vყა (9) = 8)X”+/ჩ ++-8, X9+ჩ-1 +-.--+ 8.,Xჩ = 

= X (წ» ჯ” + 8. X”-1 +-.. + 8,ი, 
ანუ 

ყი (X) = XV”. Cლ,, (%). 

უკანასკნელი „ფორმულა შეიცავს ზემოთ განხილულ შემთხვევასაც, 
როცა მე 59-50, ი = 0. 

ამგვარად, განხილულ შემთხვევაში, როცა განტოლება ცხადად არ 
შეიცავს საძიებელ V (X) ფუნქციას, (2 . 5) დიფერენციალურ განტო- 
ლებას აქვს VI) (X) = Xჩ დC„ (ს) სახის ამონახსნი, სადაც ჩი არის მახასია 

თებელი განტოლების ფესვის ჯერადობის მაჩვენებელი, ხოლო 0, (X) 
მრავალწევრი, რომლის ხარისხი ეტოლება დიფერენციალური განტო- 
'„ლების მარჯვენა მხარეში მდგომი მრავალწევრის ხარისხს. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ (2.3) განტოლება არ შეიცავს 
V (+) საძიებელ ფუნქციას ცხადი სახით, მაშინ ამ განტოლების კერძო 
ამონახსნი უნდა ვეძიოთ სახით: 

Vყ(X) = C0ი, (9) ·X”, 

სადღაც 0 არის განტოლებაში შემავალი საძიებელი ფუნქციის წარმოე- 
ბულის უმცირესი რიგის მაჩვენებელი, ხოლო 0, (X), მრავალწევრია. 
რომლის ზარისხი ეტოლება ჩუო(X) მრაგალწევრის ხარისხს... 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ კერძო ამონახსნი შემდეგი დიფერენციალუ- 
რი განტოლებისა: 

ყ(IV) CV) –– 3” (X) + 2 ყ” (X) = 2Xჯ + 5. 

ამოხსნა. რადგან ამ შემთხვევაში თვ=თჯ=0, ამიტომ ნული 

იქნება მახასიათებელი I (X)=#%ძ-3#13-1+ 2#2=0 განტოლების ორჯერა- 
დი ფესვი. მოცემული განტოლების ამონახსნი ვეძიოთ სახით: 

V (X) = X?(8აX -L 8.) = 8:Xმ + 8' X2, 

უკანასკნნელი ტოლობა გავაწარმოოთ მიმდევრობით 4-ჯერ: 

V (9 =3 8.7 +28,V, 
#0 =68,X+28,, 
/0=68, 
ყ(V ცე = 0. 
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მიღებული გამოსახულებები ჩავსვათ მოცემულ განტოლებაში, გვექ- 
ნება: 

– 3.68) +-2(68აX+28)=2X-+5, 

128,X-+48, – 188) =2X+5, 
აქედან კოეფიციენტთა შედარებით მივიღებთ: 

128,=2, 48,-188,=5, 

საიდანაც 8) = – , 8, =2. / 

ამგვარად, მოცემული განტოლების Vი (XV) კერძო ამონახსნისათვის 

მივიღებთ გამოსახულებას: ' 

წს (X) = -- + 2X2. 

როგორც ვნახეთ, განუსაზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდი შეიძ–- 

ლება გამოყენებულ იქნეს ყოველი მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი 
არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების მიმართ, რომლის 
მარჯვენა მხარე წარმოადგენს მრავალწევრს. ანალოგიურად, განუსა- 
ზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდი გამოიყენება იმ შემთხვევაშიც, 
როცა განტოლების მარჯვენა მხარე წარმოადგენს მაჩვენებლიან ფუნ-. 
ქციათა ჯამს. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი შემდეგი დიფერენცია- 
ლური განტოლებისა: 

ყ”(X)+–<4V(24 =01X + 30% -L 20X, 

ამოხსნა. ·მოცემული განტოლების ყი (X) კერძო ამონახსნი ვე- 

ძიოთ სახით: 

ძა) = ხალ» + ხ 0 + ხ,0X, 
სადაც ხი, ხI, ხე ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციენტებია, ყი (X) 
ფუნქცია და მისი პირველი ორი მიმდევრობითი წარმოებული: 

Vი” (X) = 3ხე01X -L 2ხ, 62X -L ხე. 07%, 

ყი” (X) = 9 ხ56%7 -L 4ხ, 6?X -L ხე 6X 

ჩავსვათ მოცემულ განტოლებაში, მივიღებთ:! 

9 ხა6"V-L4ხ, 6%+-Lხ,6X-L4 ხე 6'X -L4 ხ, (ბ -L 4ხე0ლ+=6% -++ 36% | 20, 

ანუ | 

2" (9 ჩე -L- 4 ხა) -L 6X(4 ხ, -L 4ხ,) + 6“ (ხე -L 4 ხე) == 6% -L 36 L 267, 
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კოეფიციენტთა შედარებით გვაქვს: 

13 ხე = 1, 

8ხ, = 

5ხ, = 

1 3 2 
საიდანაც ხი = კ. კ) ხ1.= მ. 0ა=--. მაშასადამე, 

ყა =- I) ვ ა 2 13 1 8 ლ =–- რტ“. 

ახლა ვიპოვით შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამო- 

ნახსნი. მახასიათებელ განტოლებას: 

აქვს ფესვები: ”,ლ= +2,, ”ა=-–-2M. ამიტომ ერთგვაროვან განტოლებას 

აქვს ამონახსნების შემდეგი ფუნდამენტური სისტემა: ყ; (X)= 005 2X,: 

V2 (X)=51M) 2Xჯ. 

ამგვარად მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი არის: 

1... ვ 2 
ყ(M)ლ=–-0% + --20% L+-- X+C.0052X+ Cეა5I)ი 2X. 

13 8 5 

ახლა განვიხილოთ "შემდეგი სახის მუდმიეკოეფიციენტებიანი 
წრფივი არაერთგვაროვანი განტოლება: 

LIV(X) )= ყი) (ი) + ი, ყი 1) (ი) + ძეყი?“ (9 – -..-+ ძი-1ყ (+ 

+ ძეყ (XV) = ჩო (ი) 6“”, (2.8) 
სადაც 

ჩი, (X) = ხაX” + ხ1X0-1 -L...+ ხუ ს X + ხთ, 

არის M1 ხარისხის მრავალწეერი ნამდვილი ან კომპლექსური კოეფიცი- 

ენტებით, ხოლო თ მუღმივი რიცხვია ნამდვილი ან კომპლექსური. 

(2 8) განტოლების კერძო ამონახსნის აგებისას გაარჩევენ ორ შემთხ- 

ვევას. ადგილი აქვს თეორემას. 

თეორემა 9. M#-ური რიგის მუდმივკოეფიციე ნტე- 

ბიან წრფივ არაერთგვაროვან დიფერენციალერ 

LIყ (X))= –ნ,(X) 29+ 
% 

განტოლებას აქვს V(0ი=C0,ც(ერი" სახის კერძო ამო- 
ნახსნი (სადაც C,(X) იმავე ხარისხის პოლინომია, რო- 

ვ2ე ,



გორიც ჩუ(ე), თუ თ არ არის მახასიათებელი განტო- 

ლების ფესვი და აქვს Vყ(X=X/0უც(X)6-+I სახის კერძო 
ამონახსნი, თუ 2» წარმოადგენს მახასიათებელი გან- 

ტოლების ი-ჯერად ფესვს. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 

ა თ არ არის მახასიათებელი განტოლების 

ფესვი. ამ შემთხვევაში (2.8) განტოლების VI) (X) კერძო ამონახს– 
ნი უნდა ვეძიოთ „სახით: 

ყ) (X) = თ, (X) 69”, 
სადაც 

დი, (X) = 8ეX”'+ 8, XI +–-.-.-+ ზა. X + 8,, 

არის ”. ხარისხის მრავალწევრი ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოე- 
ფიციენტებით. ასე რომ, საძიებელ კერძო ამონახსნს აქვს იგივე .ანა- 
ლიზური აგებულება, რაც (2.8) განტოლების მარჯვენა მხარეს. მარ- 

თლაც, (2. 8) განტოლებაში შევასრულოთ ჩასმა: 

ყ (ი) = 6“ 2(%, 

სადაც 2 (X) არის X-ის ახალი საძიებელი ფუნქცია, რომელიც უნდა 
განისაზღვროს იმ პირობიდან, რომ ადგილი ჰქონდეს იგივეობას 

LI2(X)-.2-+)=ჩუ(X)62+. ! 

მაშინ #L IV (X)) დიფერენციალური ოპერატორის წრფივობისა და ერთ- 

გვაროვნების შედეგად გვექნება: 

LIV(X)I = LL2(X)·6““) =- L2 (X) 65“)!”) -L 0; L2 (X) 622), -L...+ 

-L ძე-, L2 (X) 6>-)” -L ძუ (2 ფოთ” = 691, (X). 

თუ ვისარგებლებთ ლაიბნიცის ფორმულით, ორი ფუნქციის ნამ- 
რავლის იM-ური რიგის. წარმოებულის გამოსათვლელად, გვექნება: 

2(X) 02% = 2(X) 62>., 

(? (2) 65%)” ==,2! (6) 6++ + 02 (X) 67”, 

(2 (X)6“”)” = 2” (X) 65» -L 2 2 2” (X) 6=X -L თ? 2 (X) 65”, 

(2 (2) 655)რ-ს = გო– ციე 69+-+L (1-1) იი 2ო-იცეგთ+ +... +თი-1 2 (X) 62, 
I2 (X) 69")(?) =- თ) (X) 6-".-L 1X 2(5-1) (X) ცთ+.L · . · –-თ9 2 (X) 69“. 
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ახლა, თუ უკანასნელ ტოლობებს შესაბამისად გავამრავლებთ ძი, თი-I, 

ძ,, მკ და 1-ხე და წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ: 

LI2(1)ი-”-)==6% 2(X) I (2) + C29C I (=) + C27057/ (თ+·. ·+ 

კ+45-:0%9 თფ+ + ლ= ჩ,ლი 2, 
ჩ/!: 

სადაც I(თ) = თ" -L ი,თ5შ-1-+L..-“+ მგ-, თ + ძე 950 არის (2.8) შესაბამისი 

ერთგვაროვანი განტოლების მახასიათებელი განტოლების მარცხენა მხარე, 

რომელშიაც # შეცვლილია თ-თი. 
თუ უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ რიზე მი- 

ვიღებთ შემდეგ დამოკიდებუ ლება 2 (X) ფუნქციის! განსაზღვრისათვის: 

((2) (თ რა... ი, 20 L...L “ი #0 „ცე+(Cფ) 7200 = ჩ,„C). (2.9) 

მიღებული განტოლება ს ურმოადიეC ზემოთ განხილული (2 .3) სახის 

მუდმივ, კოეფიციენტებიან წრფივ არაერთგვაროვან განტოლებას, რომ- 

ლის მარჯვენა ნაწილი არის მრავალწევრი. როგორც ზემოთ ვნახეთ, ამ 
განტოლების კერძო ამონახსნი შეიძლება ვიპოვოთ 2 (X) == 0, (X) = 

= ჩა X”M! -++ 8) XIსI-1 -L + ზუ-.X -ნ 8ე;, მრავალწევრის სახით, თუ 

L(თ) 5-0. 
ამგვარად, იმ 'შემთხვევაში, როცა I (თ)#90, (2.8) განტოლების კერ- 

ძო ამონახსნი შესაძლოა ვეძიოთ შემდეგი სახით: 

Mყ, (+) = 6%-(0,, (X) = 6“ (8აX”' + 811 +. .-+ ზე; X + ზი): 

თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. 

ბ) როცა თ წარმოადგენს მახასიათებელი გან- 

ტოლების იჯერად ფესვს (0>1), ე. ი. /(9) =/ (9) = I” 0) = 
=-.-..=I!/- 1) (თ) = 0, ხოლო /(ჩ!(თ)5=C0. ამ შემთხვევაში, ისე რო- 

გორც ზემოთ, (2.9) განტოლების კერძო ამონახსნი 2(X) არის “ფუნქცია: 

5 0) =»X0, (0) =X-(8.XV + 8,»X2-++--.+ 8„), 
სადაც 8- ჩ8...,.8,, უცნობი კოეფიციენტებია მაშასადამე, როცა 
თ რიცხეი მახასიათებელი განტოლების #0-ჯერადი ფესვია, განტოლე– 

ბის კერძო ამონახსნს ექნება სახე: 

V) (X) == X” დ, )X) 6“”; 
აქ დCთ(X) იმავე ხარისხის პოლინომია, როგორც ჩი (X), მხოლოდ უცნო– 

ბი ჩი, 8. .-.8,ც კოეფიციენტებით, რომლებიც იმავე წესით გამო–- 

ითვლება, როგორც ა) შემთხვევაში. · 
322



მაგალითი 4. ამოვხსნათ განტოლება: 

სყ” (X) + 2 ყ” (X) = (3#ჯ -L 5) 07. 

ამოხსნა. აქ თ=1, რომელიც არ წარმოადგენს მახასიათებელი 
განტოლების !/ (”)=#პ?პ+2#2=0 ფესეს ამ შემთხვევში მოცემული 

განტოლების კერძო ამონახსნი უნდა ვეძიოთ სახით: 

VყIს(X) = (8X+ ხნ)“, 

სადაც 850, 8, ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციენტებია. ყი (X) 
ფუნქცია და მისი მიმდევრობითი წარმოებულები: 

ყა (+) = 8,0” + (8)X+ 8.) 2”, 

Vა” (X) = 2 8ა0” + (8ს)X + 8) 2”, 

ყა” (MX) = 38)06% +(8აX + 8)" 

ჩავსვათ მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში, მივიღებთ: 

38, L(C8.X+ 8)თ-+2|2 8,C" + (8,X-+ 8) «| = (3X + 5M”, 
78.)6”+3(8აX+ 8,)0“ = (3ჯ + 5) 672, 

(78+-38,)0- +–< 38აX2X=(3Xჯ-L 5)0", 

საიდანაც კოეფიციენტთა შედარებით ვღებულობთ: 

78 + 238,=5, 3ჩ8ა=3. 
აქედან: 

__. ა. –/ 1“ 3 

მაშასადამე, ყე (X) = C = 2) · ფუნ1ცია იქნება მოცემული დიფე–- 

რენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი, 
ახლა მოეძებნოთ მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვა- 

ნი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი. მახასიათებელ 
განტოლებას აქეს ფესვები: #,=0, #:=0, #ვ=--2; ამიტომ ერთგვა-. 

როვან განტოლებას ექნება კერძო ამონახსნების შემდეგი ფუნდამენ- 
ტური „სისტემა: 

„1, X, 6-2%. 

მაშასადამე, მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამო–- 
ნახსნი იქნება: 

V(X) = (- +) 6 -LC) + CაX + Cვ6-?”. 
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მაგალათი 5. ამთეხLსნათ განტოლება: 

ყ (ი -–– 6ყV” (X) + 7V(X) = 6". 

ამოხსნა. აქ თ=3. მახასიათებელი I (-)= #2--6#-+9=0 გან– 

ტოლების ფესვებია #)=#52=3, ე. -ი. თ=3 წარმოადგენს მახასიათე–- 
ბელი განტოლების ორჯერად ფესვს. ამიტომ მოცემული დიფერენ- 

ციალური განტოლების კერძო ამონახსნი შეგვიძლია ვეძებოთ სახით: 

Vი(X) = 8)X?6%, 

სადაც 80 ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციენტია. ყი (X) ფუნქ- 

ცია და მისი მიმდევრობითი წარმოებულები: 

ყა (X)ლ=- 28ა)X6% + 38) X?16%, 

ყი” (X)= 2 8ა6"“ + 6 8აX0% -L68)X6% + 9 8) X2 + 

ჩავსვათ მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში, მივიღებთ: 

28.) 63+-| 128)X2/% +985 ,Xპ46%% -. 128,X6V+ -. 188)Xბ461X.L98,X?64X= 6%, 

2 8. 049 ტ3X, 

1 8. = -> 

მაშასადამე, Mი (X)= 6 ფუნქცია იქნება მოცეზბული დიფერენციალუ- 

რი განტოლების კერძო ამონახსნი, 

რადგან მახასიათებელ განტოლებას / (8)=#2--6-+9=0 აქვს ორ- 

ჯერადი ფესვი #)=M:=3, ამიტომ მოცემული განტოლების შესაბამისი 

ერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნების ფუნდამენტური 

სისტემა იქნება: 
+ LXC% ? 

ამგვარად, მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 

ამონახსნია: I 
2 

ყ(X) = = 2მ/% LC, 60% - C.აXC6%, 

მაგალითი 6. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი- დიფერენციალური გან- 
ტოლებისა: ” 

ყ” (0) – 4ყ(0+4ყ(0)=(5X1-–– 2) 6'”. 
ამოხსნა. შესაბამსსი ერთგვაროვანი განტოლების მახასიათე– 

ბელ განტოლებას: 

#--4724+4=0 
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აქვს ორჯერადი ფესვი ”)=ჩ:=2. მოცემული არაერთგვაროვანი გან– 
ტოლების მარჯვენა მხარეში დგას მრავალწევრისა და მაჩვენებლიანი 
('. ფუნქციის ნამრავლი, სადაც თ= 2, ე. ი, თ წარმოადგენს მახა- 

სიათებელი განტოლების ორჯერად ფესეს; ამიტომ მოცემული არა– 
ერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი შეიძლება ვეძებოთ 
სახით: 

ყი (X) == X76-+ (8) X? -L 8, X -L 8.). 

ვიპოვოთ Vი (X) ფუნქციის წარმოებულები: 

ყა (X) = 26“ (8აX! + 8, XI + 8.X") -L 2?“ (4 8-X- + 3 8,XX + 28.X), 

"ყი (X) = 46-%(8აX! -L 8, XI + 8.)X1?) -L 2 07% (4 8) X+-3 8, X2-L2 8, X)+ 

-+ 20'"(4 8ეX) + 38,X? + 28, X) -- “(12 8აX? + 68,X + 28.), 

ანუ 

ყა” (X = 40?(8)XI + 8, XI + 8, X?) -C 4 C'წ(4 8აXI-+38,X»XX-+28,X)+ 

+ CX(I28 XX +68,X+28აე. 

ყა (X), ყა (X) და ყა” (X) ჩავსეათ მოცემულ დიფერენციალურ განტოლება- 
ში, მივიღებთ: 

055 (88 – 88.)X.+L(%8#7, -- 168.-–-–88,-– 168.))X1-L 

+(48. + 128, ––88:–-128, + 48) + 12 8.) X? + 

+(88.+68 ––-88)X + 288.) = C?" (5X? –– 2), 

ანუ 

12 8,X +68,X+28,=5X--2, 
საიდანაც 

(9-0 

68, =0, 
28:=–-2, 

ე. ი. 8.= -წ-., 8, =0, და 8: == ––-1. 
12 

ამგვარად, მოცემული არაერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების კერძო ამონახსნი იქნება: 

5 
ა(X) = 0:XX?| ––– X2--.1I, VI (X) (- ) 
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ხოლო ზოგადი ამონახსნია: 

V(X) = X196' (> 2გ-- !) +C)6““ + C:X 07. 

მაგალითი 7. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ” (00)+5 ყ' (;) –– 6 ყ(X)C–6%%X (3 X2 –– 1)-L61% (2X –– 3)-L+6-2+(20-– 6X-L1) 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ზემოთ დამტკიცებული თეორემის შე- 

დეგები, რომელთა თანახმად, მოცემული დიფერენციალური განტო- 

ლების კერძო ამონახსნის მოძებნა დაიყვანება სამი არაერთგვაროვანი 
დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნების მოთძებნაზე; 
მასთან ამ განტოლებათა მარჯვენა ნაწილები წარმოადგენს მოცემული 
განტოლების მარჯვენა მხარის შესაკრებებს, ე- ი. გვაქვს: 

ყ”(X)-L 5ყ'(X)-–6ყ(X)=06'(3X2-–-1), (2.10) 

ყ” (X) + 59 (X)––6ყ(X) = 01%(2X –– 3), (2.11) 

ყ”(X) + 5ყწ(X) – 6ყ(X) = 6-%%(X) –– 6X -L 1). (2.12) 

მოცემული დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნის მი– 
საღებად უნდა შევკრიბოთ ამ განტოლებათა კერძო ამონახსნები. 
(2.12) დიფერენციალური განტოლების ”შესაბამიი ერთგვაროვანი 
დიფერენციალური განტოლების მახასიათებელ განტოლებას: 

I((0)=#ჩ1+5#--6=0 

აქვს ფესვები. #,=1, #ე=-–-6. ამ შემთხვევამი თ=–-2 არ წარმოად- 
გენს მახასიათებელი განტოლების ფესვს: ამიტომ (2 . 12) არაერთგვა- 

როვანი განტოლების კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ სახით: 

ყა!) (X) = C-?X(8ა)X1 + 8, X" +- 8.X + 8.). 

გამოვთვალოთ V/()(X) ფუნქციის წარმოებულები: 

ყე! (X))= –-26-7%(8)Xბშ-L 8.X? + 8:X + 8.) + 

+ 6-1%(38)XX +28,X + 8), 

IM!) (X) )” = 4 6-2? (8ე X9 -L+ 81X? + 8.X -+ 8)) –– 26-“%(3 5)» + 

+28,X+ 8) –26-“+(3 821 +28.X+ 8) + 

-L ტ-2%(68)X ++ 28,) = 46-?%(8აX' + 8, XX + 8.» + 

+ 8) --4>C-%(38)XX + 28,X+ 8.) + 

+ 2-+(68.X+28). 
325



ყა) (X, Iყა'" (X) |. და I/,!" (X))”-ის მნიშვნელობანი ჩავსვათ (2.12) არა- 

ერთგვაროვან განტოლებაში. მივიღებთ: 

4 6-%%(8)X) -L 8, X? -L 8.X + 8.) -– 446-:+(38,XL + 28,X + 8.) + 

+646 2X(68აX-- 28,) – 2-7X%(10 8,X' ++ 108, X” + 10 88,X + 10 8:)+ 

+ 6-%(15 8)X? + 10 8,X+5 8,)-:– 2” (68, X4-+68, XX2-+6 8,X+6 8,)= 

= (6 -2X(XX--6X +1), 

6-% (I (4ჩა-–-– 108)–68)X"+(48-–– 128 -–– 108,+168,-–68,) "+ 

+(48 – 88,+68ა--–108,+108, –-–6 8,)X-+48.-–-–48,+28, – 

-–-108,+58,--6 8.) =6-2%(99 -- 6X+1), 

ანუ 

– 128 )XX +(38–-128)X + (68)–- 128)+ 28) + 

+ 8 –128+28,=X-–-6X+1, 

აქედან 

|=)2ჩა–1. ზა= - - ;; 

| 38,-– 128, =0, 8. 48,=0, 8,=- =-, 

68-+28, –- 128:=-- 6, 

28, + 8, – 12 83 = 1. 

1 1 13 131 ც.=-131 , _ 1 _1.__ 128,= 6. 128,=6- -–=--“, 8=---; 2 24 24 24 288 

  

1 131 119 169 69 
– ი 1 უვ  126:=1, 128ვ=-–-–-–- –-.1==–- 8.=- 1 · 

288 288 288 | 3456 ” 

მაშასადამე, განტოლების კერძო ამონახსნი იქნება: 

1 131 169 
(3) (X% –– ტ6-2X –  - 606#- +. – ----IV. 

%” (0 = 12 428 #+ 288 _ მ 256) 

ანალოგიურად ვიპოვით (2.10) არაერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლების კერძო ამონახსნს: | 

ყე! (X) = 5“ (8აX'” + 8.X + 8), 
სადაც 

ვ 7 აე. 
32 - 256 
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მაშასადამე, (2. 10) განტოლების კერძო ამონახსნი იქნება: 

3 27 187 ყ/.(1))(ჯ == 02XLI .- 2. -_ _ “_ 
ყე!” (X) = 6 C 32 X + 256 

მსგავსად ამის, ეიპოვოთ (2.11) დიფერენციალური განტოლების 
კერძო ამონახსნს: 

: : 

#/ე!?) (X) = 6"“(850X -L 8.)), 

სადაც 

1 19 
ზხა= -–-–--, ზ8=----. 
0.9 1. 81 

მაშასადამე, (2 . 11) განტოლების ,კერძო ამონახსნი იქნება: 

1 19 ყე! (X) = 0 –-X-– –”. ყი რი =4 (> »- 

თუ ამ კერძო ამონახსნებს, Vე(" (X), წე! (X), ყე) (X), ”შევკრებთ, 

მივიღებთ მოცემული დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნს: 

ვ 187. 19 
Vყ ი=-(;X- 5 წ:8 4 –. –- ' ი (2) 8 “25C + 81 + 

1 _1. 131 169 ! –+ 6-2 უა –_- კ ჯ?  :?–- _–_ 

12 48. +588 3456 , 

აღებული არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების შე- 
საბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

“(X) = C16" + Cა 6-9, 

მაშასადამე, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის: 

· ვ 27 187 
ყ(X)=Vყია(X) –=.C(X) = 6+| –-ჯ-- –-Xჯ +C(21»#- (9=#(0+#Cთ =4 “ს” 22 2 % დ5C) +C/( 

გ 131 169 2 -L -X+I __ ააა –  7ჭ.ჭ C) 6" ++ Cა6 MI. ლი # + 288 456) + 10+C 

პ LV თ) = ჩ.(X)2%ლ05%ზX; სახის დიფერენციალუ- 
რი განტოლებანი. ახლა განვიხილოთ უფრო ზოგადი შემთხ- 

ვევა, როცა არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯვენა მხარეში შემა- 
ვალ I (X) ფუნქციას აქვს სახე: 

M(X) =– 6-%Iჩ„(X)-C053X + 0, (X) 510 8 XI,. 
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ე. ი. გეაქეს: 

LIVCაე) == ყო (X) +- ძე ყ(შ“ბ (X)-++ძე ყ(შ“? (X) +. --+ ძი, ყ (X) + 

+ 0ძ„V(X) = 6-"Iჩ, (X)C05 8 X + 0 (X) 510 8XI, 

სადაც თ და 8 ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო ჩუ (X) და C,, (X) მოცემული 

მრავგალწევრები, რომელთა ხარისხები ნაკლებია ან ტოლი /X-ის. ამ 
შემთხვევაში ადგილი აქეს შემდეგ თეორემას: 

თეორემა მ. მუ დმივკოეფიციენტებიან წრფივ არა- 
ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას: 

L IV (X)) = ყI") (9) + ძე ყI%- ს (%) + იყი (X% +...+ 

+ ძი-) V (X) -L ძე ყ (X) = 6“' (ჩ,, (X) C05 3 X -L დ, (X) 5II 8XI| (2.13) 

აქეს 

Mი (X) == 62% |#0,,(1) (X) C05 8 X -L C,,!1! (X) §10 3 XI 

სახის კერძო ამონახსნი (სადაც #ჩუ((X) და C,,!" (X) 

პოლინომებია, რომელთა ხარისხები არ აღემა- 

ტება #”#-ს), თუ თ+!ზ არ არის მახასიათებელი გან- 

ტოლების ფესვეი და აქვს 

(0 = X6C>·ჩ, (ს 60 C9§8X+ 0,0 ე §1ი 8XI 
სახის კერძო ამონახსნი, თუ ით+.8 წარმოადგენს 
მახასიათებელი განტოლების ი-ერად ფესვს. 

დამტკიცება. გარდავქმნათ (2. 13) არაერთგვაროვანი დიფე– 
რენციალური განტოლების მარჯვენა მხარე. C0§5 ჩ+V და 510 ჩX შევცვა- 
ლოთ ეილერის ფორმულების მიხედვით: 

(+ –I8X . (8X _ _ -I0მX 

ლ§58ჯ=--192!.. ყინჯ=-C- =5 
2 ' 2: 

მაშინ (2 . 13) განტოლება ასე ჩაიწერება: 

ტ!8X +L 46-!8+ –– 6-!8+ 

2 

I 

ჩVIIC9) = ჩე 00 0" +0„(0 -“ ლ-0. = 

= ,(X) 6(=+/0X -L 0, (X) 6(C-/8)+, (2.14) 

სადაც 

დ, (9 = -_ (ნუ(0 –-–I0ი თ)I, მ» (X) = –- (0, (X) + 10, IX)) 

პოლინომებია კომპლექსური კოეფიციენტებით, რომელთა ხარისხები 

არ აღე მატება M1-ს. 
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ამგვარად, (2. 13) განტოლების მარჯვენა მხარე წარმოგვიდგება, 

როგორც ჩ„ (0) და 0, (X) მრავალწევრების თ(++/3)# და ტ(თ-/5)X მაჩვე- 
ნებლიან ფუნქციებზე ნამრავლთა ჯამი. მაშასადამე, თუ ვისარგებლებთ 

კერძო ამონახსნების შეკრების თეორემით, (2. 14) განტოლების კერ– 
ძო ამონახსნი შეგვიძლია ვიპოვოთ 

-Mი (%) = ყი!" (X) -+ ყია!) (X) 

ფორმულის მიხედვით, სადაც ყე!!! (X) არის 

LIVCი)= ჩა (9 6-+ I» (2-15) 
განტოლების კერძო ამონახსნი, ხოლო ყი? (X) კერძო ამონახსნია გან– 

ტოლებისა: 

LIV(C0))= 0» (X 6(2-I3)+.· (2.16) 

უკანასკნელ ორ (2.15) და (2. 16) განტოლებას აქვს ზემოთ გან– 
ხილული (2.8) განტოლების სახე, ამიტომ აქაც ადგილი ექნება ”შემ– 
დეგ ორ შემთხეევას: 

ა) თ%-Iზ არ წარმოადგენს შესაბამი I(#)=0 მახასიათებელი გან- 
ტოლების ფესვს და მაშინ (2. 13) განტოლების კერძო ამონახსნს ექ– 
ნება სახე: 

ყი (X) = ყი!) (X) + 4? (X) = 8, (0 6(++40)X + მ,,/1) (X) 6(-/9)# = 
= 0X+X (–,(ს (64) 6“!X + 0, (X) 6-/8XI, 

სადაც ჩაფი) და 0, (X) MI ხარისხის პოლინომებია უცნობი: კოეფიციენ– 
ტებით აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ თ+I!ზ არ წარმოადგენს 
(2.13) განტოლების I (#)=0 მახასიათებელი განტოლების ფესვს, მა– 
შინ (2 13) განტოლების კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ სახით: 

ყი (X) = 6>“ (6,,(2 (X) 05 8 X + 0,,(9 (X 519 3 XI. (2.17) 

ბ) თუ თ>+!ჩ არის I (§)=0 მახასიათებელი განტოლების ჩ-ჯერადი 
ფესვი (0>1), მაშინ 

ყა!" (X) = ჩუ ცე X0 C(<+/VX, 
ყი! ”) (X) = 0, (X) X6 (თ–I3M, 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში (2 . 13) განტოლების კერძო ამონახსნები 

უნდა ვეძებოთ სახით: 

: ყი (X) = Xჩ 645 (ნ,(ს (%) CI2X + მუს ცე 6-IXI, 
ანუ 

ყა (X) = Xჩ 655 |ჩ,(2 (X) C05 8 X + 0,2) 00 §1ი 8X), (2.18) 
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სადაც ნ,,/9) (X და C,,I9 (X) აგრეთვე #1 ხარისხის პოლინომებია უცნო- 

ბი კოეფიციენტებით. 
ისე როგორც ზემოთ (2.3) და (2.მ) განტოლებათა შემთხვევაში, 

აქაც განსახილველ ა) და ბ) შემთხვევებში ჩუბ ცე და 0,/!2? (X) პოლი– 

ნომების კოეფიციენტები გამოითვლება ჩვეულებრივი წესით: V ე (X) კერძო 
ამონახსნის უშუალო ჩასმით (2.13) განტოლებაში და განტოლების ორივე 
ნაწილში X#0ლ0059X და. Xჩ”5Iი2X (#= ი, 0 + 1,...,/ + #0) გამოსახუ- 
ლებებთან მდგომი კოეფიციენტების გატოლებით!, თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
შევნიშნავთ, რომ განტოლება: 

LIV(X)) = #ი, (X)0058 X + 0 (X) 15ი 8 (X) ”) 
წარმოადგენს (2. 13) განტოლების კერძო შემთხვევას: თ=0, ჩ5-0. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ ამ განტოლების კერძო ამონახსნი 
0 (X) უნდა ვეძებოთ 

Vყ0(X) = ჩუ!!! XC05 8 X + C0ე,!! X 510 3 X 

სახით, თუ +!8ზ რიცხვი არ წარმოადგენს (') განტოლების შესაბამისი 

ერთგვაროვანი განტოლების მახასიათებელი განტოლების ფესვს, და 

Vი (X) == X– Iს,,,(1) X C05 8 X -L 0,,(1) (X) 510 8 XI 

სახით, თუ +!ზ რიცხვი აღნიშნული მახასიათებელი განტოლების 

ჩ-ჯერადი ფესვია. - 
შენიშე ნა 1. თუ (2. 13) არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენ– 

ციალური განტოლების მარჯვენა მხარეში #,, (X) ან C,, (X) მრავალწევოი 
ნულია, ე.ი. თუ /(X)==65“ ჩ, (X)005 8 X ან /(X) =0%' 0,,(X) 51ი 3 X, მაშინ, 
მიუხედავად აღნიშნულისა, კერძო ამონახსნი ყი(X) უნდა ვეძებოთ 

(2 -· 17) სახით, თუ თ+Iჩ არ წარმოადგენს შესაბამისი მახასიათებელი 

განტოლების ფესვს, და (2.18) სახით, თუ თ+!ზ წარმოადგენს 
I 0) =0 განტოლების ჩ-ჯერად ფესვს. 

მსგავსად უნდა მოვიქცეთ იმ შემთხვევაშიც, როცა 

#(X = XX2-%C058X ან /”(X) == XX0%%51ი 5». 

შენიშვნა 2. თუ (2.13) განტოლებაში #ე, (X) და 0,,(X) მრავალ– 

წევრების ხარისხები სხვადასხვაა, მაშინ ჩ,,(2I(X) და C,უ!?) (X) მრავალწევ– 

რების ხარისხი ეტოლება უდიდესს #,, (წ) და C,,(X) მრავალწევრთა 

ხარისხებიდან. 
მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

V” (XI) -–29(X) = 2X0053X». 

1 ზოგჯერ ხელსაყრელია გამოთელები შევასრულოთ წარმოსახვითი მაჩვენებ- 

ლებით. 
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ამოხსნა. აქ თ+/8=23!, =0, ჩ=3 არ წარმოადგენს შესაბა- 
მის 1 (0)=#2--2=0 მახასიათებელი განტოლების ფესეს. ამიტომ, ზე- 

მოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად, მოცემული განტოლების 
კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ სახით: 

ყი(X =(4X-+8)ლ053X–+(CX+ L)51ი 3X. 

ყი (XX) ფუნქცია და მისი მეორე რიგის წარმოებული 

ყი (ხI–=–=3450ი3X-–-345ი3X--9(4X+78)Cლ0053X+3C0053X+ 

+3C0053-–-9(CCX+)§ი 3ჯX=-643530ი3ჯX–- 

–9(4X+8)C0053X+6C0053X-9(CX+#)503X 

ჩავსვათ მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში, მივიღებთ: 

5IიმX –.9CX+სნ)--6/) + C5§3XI66 --9(4X+ 89) 

–2(41X+8C:C053X-2(ლCCCX-+70%0)5I03X=2X0053X», 

ანუ 

–- 11CX5I03X-+5ი3X(--110--64)--114X0053X + 

+ C053X(6C –– 118) = 2X005 2X. 

საიდანაც გვაქვს: 

--11C=0, –-110--4=0, –– 114 =:2, 6C-–118=:0. 

აქედან მივიღებთ: 

11 121 

„ამგვარად, 

2 12 
X) = –-– –“–-X0C053X+ –-–-–--– 5Iი 1ვX. 

MIX 11 + 12! 

მახასიათებელ განტოლებას / (”)=#? –– 2=0 აქვს ფესვები: #,= V2, 

#ე=--V2. ამიტომ მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

| –V2: 2 
#C00=C,CV2X LC,4 V2 ? „იიავ»+ -–ყივ3# 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ” (X) –– 5 ყ' (X) ++ 6 ყ (X) = 005 2Xჯ 
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ამოხსნა. დავწეროთ შესაბამისი ერთგვაროვანი დიფერენციალუ- 

რი განტოლების მახასიათებელი განტოლება: 

I(0)=#+5+6=0, 

მისი ფესვებია: #. = –– 2, #ე = -- ჰ. 

მოცემული დიფერენციალური განტოლებისათვის #/, (X) = 1, MI! =- 0, 
0» (X =0, თ=0, 8 = + 2. კომპლექსური რიცხვები თ => (3= + 21 არ 

წარმოადგენს მახასიათებელი განტოლების ფესვებს. ამიტომ მოცემუ- 
ლი განტოლების კერძო ამონახსნი შეგვიძლია ვეძებოთ სახით: 

ყა(X)= 4#0052X + 8510 2X. 

ვიპ(ივოთ! ყი (XV) ფუნქციის წარმოებულები: 

ყი” (2) = –.249ი2X+280052X, 

ყი” (X) == – 440052X--483)ი2X, 

და V0 (X), ყი” (X), ყი” (X) ფუნქციები ჩავსვათ მოცემულ განტოლება– 
ში, მივიღებთ: 

–44ლ052X--489ი2X-–1045.02X+10.8Cლ0052X+ 

+ 640ლ052X+685I02X=%C059», 

(–-44+ 108 + 6.4)0092X+(-–.-48 – 104 +68)5112X'=0052X. 

(24 +:108)ლ0052X + (– 104 +28)5)02X= 00§2X». 

თუ ტოლობის ორივე მხარეში 5Iი 2X და 005 2X ფუნქციებთან მდგომ 
კოეფიციენტებს ერთმანეთს გავუტოლებთ, მივიღებთ: 

24+)08=), –104+28=0, 

1 5 
საიდანაც #4 = ––-–, 8=--- 
ოღოც 52 2 

მაშასადამე, 

1 5 
ყწა(X=ლ=––-0:52Xჯ--––-- 52112X. Vი (X) 52 52 

ამგვარად, მოცემული არაერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

1 5 
ყ(X =C,)6 5 -- Cე6 31% + -––- ი0552X+ –““– ი 2X. 

52 52 
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§ ვ. მუღმიჭმკოეფიციენტებიან დიფერენციალურ განტოლებებზე 

დაყვანაღი განტოლებგბანი 

თუ M-ური რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლების კოეფი- 
ციენტები არ წარმოადგენს მუდმივ რიცხვებს, მაშინ წრფივ განტო- 
ლებათა ზოგადი ამონახსნი არ შეიძლება დაყვანილ იქნეს კვადრატუ- 
რებზე. მაგრამ, ზოგიერთ შემთხვევაში ასეთი განტოლებანი XჯX დამო- 

უკიდებელი ცვლადის ან უცნობი ფუნქციის სათანადო შეცვლით 
შეიძლება დაყვანილ -იქნეს მუდმივკოეფიციენტებიან დიფერენცია- 
ლურ განტოლებაზე და, მაშასადამე, ამოიხსნას ელემენტარულ ფუნ- 

ქციებში წრფივ განტოლებათა ასეთ ტიპს ეკუთვნის ეილერის 
განტოლება: 

ჰპოყირ) +, Xო-1) ყ(გ-1) -L ძე ჯ8-2 (5-2) L...+0მი-1 XI +ძიყ =0, (3.1) 

სადაც ძე, ძე, ..-., იგ ნამდვილი რიცხვებია. 

თუ უკანასკნელ განტოლებას ამოვხსნით VI-ის მიმართ, დავინა–- 
ხავთ რომ X=0 არის განტოლების განსაკუთრებული წერტილი, 
თუმცა ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის ყველა 
პირობა შესრულებულია (–-C%, 0) და (0, თ) შუალედებში. ახლა ვი- 

პოვოთ ეილერის განტოლების ზოგადი ამონახსნი X-ის დადებითი 
მნიშვნელობებისათვის. ამ მიხნით წინასწარ ვაჩვენოთ, რომ (3.1) 
განტოლება დამოუკიდებელი X ცვლადის სათანადო გარდაქმნით შეიძ- 
ლება დაყვანილ იქნეს მუდმიეკოეფიციენტებიან განტოლებაზე. 

მართლაც, შევასრულოთ გარდაქმნა: 

1=19X, X= CM, 

სადაც 1 ახალი დამოუკიდებელი ცვლადია. გვაქვს: 

/ / 7, , 1 == 

ყ; = ყ/ ჩა = ყ.–-- = ყ/ 6“, 
X; 

ყ»” = (ყ/ 6-I –– ყ;/ 6-ჩ C-! = (ყ/” – ყ;) 2-2, 
(3.2) 

M»” = (ყ/” – 3ყ/ +24/)C-% 

ყა) = ყე) -C - · · -L (– 1)95-1(, –– 1) ! ყ,) –- ი“, 1. ' 

თუ (3.1) განტოლებაში შევიტანთ, X:=40! და Vჯ”, 9, --., აშ) წარ- 

მოებულების გამოსახულებებს, მივიღებთ ი რიგის მუდმივკოეფიცი- 
ენტებიან წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას; თუ 
უკანასკნელი განტოლების ზოგად ამონახსნს ვიპოვით და ამ ზოგად 
ამონახსნში ჯ-ს შევცვლით 1=Iი X-ით, მაშინ მივიღებთ ეილერის გან- 
დამენტურ სისტემას. 
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ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ეილერის განტოლების კერძო ამო- 
ნახსნს აქვს სახე Cჩ”/, ე. ი. X#. მართლაც, თუ განტოლებაში V-ის ნაცვ- 
ლად ჩავსვამთ X”ჩ-ს, მივიღებთ: 

##(0(# –– 1)...(წ-––=(0-–– 1)) + თ, ”(#–– 1)... #(# –– 1)...(– – (1-<–- 2)) + 

+ ძა?(L-–- 1)...(C--– (–- 3)) +----+ მგ ე#(ი-–1)+ 

+0ძი- #6 + ი„1= X”I(0) =0, 

საიდანაც გვაქვს: 

I(0=0. (3.3) 

ამ განტოლებას მახასიათებელი განტოლება ეწოდება. 

უკანასკნელი არის / ხარისხის განტოლება #-ს მიმართ. თუ მას აქეს 
” ერთმანეთისაგან განსხვავებული ნამდვილი ფესვი #7), ”ე,..., /”ც, მაშინ 

(3.1) დიფერენციალურ განტოლებას (0, =C) შუალედში ექნება # წრფი- 
– 

ვად დამოუკიდებელი ამონახსნი X ', X”,... ,X% და მისი ზოგადი ამო- 

ნახსნია: 

Vყ (X) = C,»" + C, ჯ"' + -.-+Cი » 

რადგანაც Xჩ := 6M, ამიტომ, ცხადია, (3.1) განტოლების მახასიათე– 
ბელი განტოლების თ ჯერადობის ნამდვილ #, ფესვს შეესაბამება გარდა- 

ქმნილი განტოლების ამონახსნები: გ, (60%, /ბ ეჩ”. , (2-1 „MM, ანუ 

მოცემული (3.1) განტოლების შემდეგი ამონახსნები: 

ჩ, X2, XVI0X, XV Iი?X,..., XV Iი2-1ჯ (3.4) 

ეს კერძო ამონახსნები წრფივად დამოუკიდებელია (0, +) შუა- 

ლედში. 

კომპლექსურ ფესვებს (=9+L(6+- შეესაბამება X9? 005(+1ი X) და 
ჯვ)ი(2)იX) კერძო. ამონახსნები, ე. ი. ნამდვილი და წარმოსახვითი 

ნაწილები » ++ გამოსახულებისა, მართლაც, 

»+6 _. I C6-ხა) _ C (05 12 -+I”5I0ი/-ე)=0  005/< + (6- ვ101<= 

= X- 005 (+1ი X) + §X” 5Iი(<10X). 

ცხადია, I ჯერად კომპლექსურ # ფესეს შეესაბამება 27? ამონახსნი: 

X9 005 (2 Iი”X), X9 §Iი(<I0”X), #=0, 1,..., 1-1, 

ყველა შემთხვევაში გეექნება (3.1) განტოლების M” წრფივად და- 

მოუკიდებელი კერძო ამონახსნი, რომლებიც ქმნის ამონახსნების ფუნ- 
დამენტურ სისტემას. 
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თუ X<0, მაშინ შეგვიძლია.. გამოთვლებში ყველგან დავწეროთ |Xჯ|- 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ,.: როცა Xჯ=0, მაშინ ყველა ამო–- 

ნახსნი გახდება უსასრულოდ დიდი. მართლაც, X=0 წარმოადგენს 
(3.1) განტოლების განსაკუთრებულ წერტილს, რადგანაც აქ შეუძ- 
ლებელია არსებობის თეორემის გამოყენება. ამ თეორემის გამოყენება 
რომ შესაძლებელი გახდეს, აუცილებელია, (3.1) განტოლება და- 
ვიყვანოთ ნორმალურ სახეზე: ' 

ყ(ია = #(X, ყ, ", ხხ”, ... ყო), 

ე. ი. გავყოთ მისი კოეფიციენტები X”-ზე, რომლებიც გახდება უსას- 
რულოდ დიდი, როცა X=0. , 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

»ჯყ--–4Xყ +6ყ =-:0. 

ამოხსნა. თუ შევასრულებთ გარდაქმნას Xჯ=6/, _ანუ I1= IიX, 

გვექნება: 

ყჯ» = ყ/-Cჩ ყ»” = (ყ/ – ყე) 6-5. 

ყXს ყა წარმოებულების მნიშვნელობები ჩავსვათ განტოლებაში, მი– 
ვიღებთ: 

6"! (ყ, –– ყ/ებ--6%/--42'ყი-! +6ყ=0, 
ანუ 

ყ, ––- 5ყ, + 6ყ= 0. 

როგორც ვხედავთ, მივიღებთ მეორე რიგის წრფივი მუდმივკოეფიცი- 

ენტებიანი ერთგვაროვანი განტოლება, რომლის მახასიათებელ განტო– 
ლებას ! (–) =M?–-5ჩ”+6=0 აქვს ფესვები: #1=3, #:ე=2. ასე რომ 

გარდაქმნილი განტოლების კერძო ამონახსნები იქნება: V, = 69 და 
ყა = რ?!, ხოლო ზოგადი ამონახსნია V = C, ტ3! Cე 62. მაშასადამე, 

მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

ყ == C) XI + CაX”. 

მაგალითი 9. ამოვხსნათ განტოლება: 

Xყ"-–- 5XVMI+-0ყ =0. 

ამოხსნა. ამ , განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ V =- ჯ# ფუნქციის 

სახით. მაშინ #” = #X#-+, ყ” = #(6 -- 1) X#-?; ყ”, ყ” ჩავსვათ მოცემულ. 
განტოლებაში, მივიღებთ: 

ნ(ნ--1)X-- 5###-+--9X=0, 
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X/ჩI- (ნ – 1)--–5# + 9) = X#I(M) =0, 

I((0) =#?2--6#+9 =0. 

#, = 3, ჩე: = 3. 

მაშასადამ, განტოლების კერძო ამონახსნებია V, = X9. | = X9I9 X. 

ამგვარად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყV-=C1X) + C1X)Iი ». 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ განტოლება: 

Xყ–ჯყ+3ყ=0. 

ამოხსნა. შევასრულოთ გარდაქმნა 

X=C!. 

ცხადია, რომ 

ყ»” = Vყ/ 6“, ყჯ” = (ყ/ – ყ;) 2“? 

უკანასკნელი გავითვალისწინოთ მოცემულ განტოლებაში, მივიღებთ: 

ყ/.–.2ყ/ + პყ =0. 

მახასიათებელი / (#)=#" –- 2” + 3=0 განტოლების ფესვებია: #,= 1+2/, 
ჩე=1 –– 27,. ასე რომ, მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნები იქ- 

ნება ყ, = XC05(21ი X) და ყე = X5Iი (2)იX). 

მაშასადამე, მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 
ამონახსნია:. · 

ყ(ე = CIX005(210ი X + CაX5Iი(21იX). 

დიფერენციალურ განტოლებას: 

(0CX + ხ)” ყო) | C,(0X+ ხ)”-ბყო-ს + 2,(6X+ )ბ'ყოს + + 
+0ძი ,(CX+ ხ)ყ+ძაყ/ყ=0 (3.5) 

აგრეთვკუე ეილერის განტოლება ეწოდება. (3.5) დაიყვა- 
ნება ზემოთ განხილულ სახეზე დამოუკიდებელი X ცვლადის შემდეგი 

გარდაქმნით X =.0X ++ ხ; შემდეგ, თუ კიდევ შევასრულებთ გარდაქმნას 

X == (7, მივიღებთ მუდმივკოეფიციენტებიან განტოლებას, 
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რადგანაც ეილერის დიფერენციალური განტოლება: 

ჯო) ყო) L 0, ჯო-შ) ყო–I L გე ჯლო-შ) ყლო-2) „L ..L.-L მგ, XV + ძეყ=/ (X) 

X=060' გარდაქმნის მეშვეობით: დაიყვანება მუდმივკოეფიციენტებიან 

დიფერენციალურ განტოლებაზე, ამიტომ ეილერის განტოლების ზო–- 
გადი ინტეგრალის მოძებნისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ ინტეგრე- 
ბის მეთოდები, რომლებიც ზემოთ იყო გამოყენებული წრფივ არა- 
ერთგვაროვან მუდმივკოეფიციენტებიან დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა ინტეგრებისათვის (თავი VII, § 2). ასე, მაგალითად, წინა პარაგ– 

რაფიდან ცნობილია, რომ მუდმივკოეფიციენტებიანი / (X) = ჩ,, გან- 
ტოლებისათვის, სადაც მარჯვენა ნაწილი (X)6“-% სახისაა, კერძო ამო- 
ნახსნი მოიძებნება განუსახღვრელი კოეფიციენტების მეთოდით. ამავე 
მეთოდით შეიძლება ვიპოვოთ კერძო ამონახსნი ეილერის განტოლე– 
ბისათვის. ასე, რომ ეილერის განტოლების ინტეგრება შესაძლოა შე–- 

ვასრულოთ ელემენტარულ ფუნქციებში. 
(| 

§ 4. მეორე რიბის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენციალური 
განტოლება და მისი გამოყენება 

განვიხილოთ მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი დი-' 
ფერენციალური განტოლების ზოგიერთი პრაქტიკული გამოყენება 
რხევითი მოვლენების შესწავლისას. 

ვთქვათ, მოცემულია მეორე. რიგის განტოლება: 

'V' + ძე, 9 + ძაყ = 0.. (4.1) 

დავწეროთ შესაბამისი მახასიათებელი განტოლება; 

ჩზ +-ძი1.”წ +-ძე= 0 (4.2) 
' 

და ვიპოვოთ მისი ფესვები: 

ხლ 9 + 1 )/ 5 თ, ხ=- 29% ს %-ა, 

აქ წრმოგეილვება შემდეგი სამი შემთხვევა: 

1) 5L. – 21 >9, მაშინ ორივე ფესვი #, და #კ ნამდვილი და განსხვა– 

ვებულია. ამ შემთხვევაში (4.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის: 

ყ(0ი=C, C++ 0,6 

2) რ ი. = 0, მაშინ #, = #, = –-> და ზოგადი ამონახსწი 
3ვზ



იქნება: 

ძ, თ, 0, 
_–Xჯ _–) ეა –- ჯ 

ყ(0)=C 6 ? +C,.X#4 =(C, + CX)6 

3 

· 

ვ) “+ –ძე< 0, ამ შემთხვევაში I(-)=0 განტოლებას აქვს 

წყვილი კომპლექსური ფესვი: 

#, = –>+-+ (ი, #ა= –“%-Iი, 

მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნია:: 

| ძ, ძ, 
–-- –--Xჯ 

ყ(X=C),6 2 005 თ X + C: 6 2 5111 თ X, 

სადაც CI და Cა: ნებისმიერი მუდმივებია. 
განხილული მესამე შემთხვევა განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია 

ფიზიკაში –– მცირე რხევების თეორიაში. ვთქვათ, 1 არის დრო, ხოლო 
X-–- მოძრავი მატერიალური წერტილის აბსცისა.ა ვთქვათ, მატერია- 

ლურ წერტილზე მოქმედებს წ=-–-ძ:X ძალა, რომელიც პროპორციუ- 
ლია ჯ აბსცისისა და სიჩქარის პროპორციული წინაღობის ძალის, 

რომლის სიდიდე არის /” = – თ > · მაშინ ერთეულის ტოლი მასის 

მქონე მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებას, ნიუტონის 
მეორე კანონის საფუძველზე, ექნება სახე 

  

>” „ ძX , 

–_ 1 V ' 
ანუ 

ძX 
4%+4 1I_– / 1 0:X=0. (4.3) 

სადაც თ), > მოცემული, სააათი რიცხვია. ამგვარად, მივიღეთ მე– 
ორე რიგის” მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენციალური 
განტოლება, რომელიც წარმოადგენს „თავისუფალი რხევების დიფე–- 
რენციალურ განტოლებას. 

1. ჰარმონიული რხევა. ეთქვათ, 01=0, 0ე:=-0. მაშინ (4 . 3) 

განტოლება მიიღებს აუთ: 

  %X ძგX = 0, (4.4) 

ვვ9 
ი



ამ შემთხვევაში მატერიალურ წერტილზე არ მოქმედებს ხახუნის ძა- 

ლა. (4.4) განტოლებას ეწოდება ჰარმონიული რხევის დიფერენცია- 
ლური განტოლება; მის მახასიათებელ 

#1? ++ ი, = 0 

განტოლებას აქვს ფესვები: #, = თ 7, #= ––- თ, სადაც თ = Vძა. 

მაშასადამე,.(4 . 4) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

X(0) = C1005თო1 -LCა51ი თ”, (4.5) 

სადაც CI; და Cა: ნებისმიერი მუდმივებია, რომლებიც სავსებით განი- 
საზღერება საწყისი პირობებით: ჯ (0)=Xე და X” (0)=X7იი. 

(4.5) ფორმულაში ნებისმიერი მუდმივები შეიძლება შევცვალოთ 
სხვა მუდმივებით. შემოვიღოთ ახალი მუდმივები 4 და დი, რომლებიც 
დაკავშირებულია C) და C: მუდმივებთან ტოლობებით: 

“C1 = 450 თ, C+: => 4 005 დე 

და განისაზღვრება ასე: 

=VC,,+C,:7 რდე =მICLC 2 ·   

თუ CI'და Cა»-ის მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (4 · 5) ფორმულაში, მივი- 

ღებთ: 

X() = 4 5Iიდელ05თ?7 + 4005დევ!ი თ”, 

ანუ 7 

XV)= 451ი(თ1+Vდ)), (4.6) 

სადაც : 

(ს) == V ძა. 

ცხადია, გეომეტრიულად (რ . 6) ინტეგრალური წირები წარმოად– 

გენს სინუსოიდებს. ამ შემთხვევაში რხევას ჰარმონიული რხევა ეწო– 

დება, ხოლო (4. 6) განტოლებას –– ჰარმონიული რხევითი მოძრაობის 

განტოლება. 

დროის L შუალედს, რომლის განმავლობაშიც 
სინუსის არგუმენტი შეიცვლება 2--ით, რხევის 

2%X 
პერიოდი ეწოდება: 1=--. რხევის სიხშირე ეწოდება 

თ 

რხევათა რიცხვს 1=2«-ს განმავლობაში. განსახილველ 

შემთხვევაში რხევის სიხშირე , თ = V0,- 4 არის წონასწორობის მდება- 
რეობიდან უდიდესი გადახრის სიდიღე, რომელსაც „ჰარმონიული



რხევითი მოძრაობის ამპლიტუდა ეწოდება, ხოლო დე – სა– 

წყისი ფაზა. (4.6) ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია ნახაზზე (ნახ, 25); 

ყ9.4/#5თ (საბ + %) 

წ-ი 2V-% 

_-2-5– =. 

2. მილევადი რხევა. თუ მატერიალურ წერტილზე მოქ- 

მედებს წინაღობის ძალა წინაღობის ძალის პროპორციულობის მამ-- 

რავლი თ, C|=%0, მცირეა ძე-თან შედარებით (რასაც თითქმის ყოველთ– 
8 

ვის აქვს ადგილი სინამდვილეში), ე. ი. (+, ლმ, მაშინ წერტილის 

  

   

  

  

C
 #
 

    

მოძრაობის დიფერენციალური (4.3) განტოლების კერძო ამონახსნები 
იქნება: 

ძ, ძ, 
_– + _-–ყ 

– ლ05 თ7, 6 2 811 თ, 

2 

სადაც თმ = თ +, მაშასადამე, მის ზოგად ამონახსნს ექნება. სახე: 

_ 25, 
X(C)=46 2 (CI 00§თ1 + Cე§5Iი თ?), (4.7) 

სადაც CI და Cა ნებისმიერი მუდმივებია. 

როცა ძ)=0, მაშინ ზოგადი ინტეგრალი მიიღებს სახეს: 

XI =C10C§V თე! -+ Cა§5)იV 0,1 

და (I, X) სისტემაში გვექნება უამრავი ერთნაირი ტალღები. დადები- 
თი 0,-სათვის ( დროის ზრდასთან ერთად წინაღობის ძალის მოქმედე– 
ბის პირობებში მატერიალური წერტილის გადახრა 

=> ძ.? 0-2 

X(0=4 7 '(თთა)// +- 5 +Cი|/ თ %/). (4.8) 
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წონასწორობის მდებარეობიდან თანდათან მცირდება და როცა 1->Cთ, 
თ! 

ა. –>0, XC) -–>0. ფიზიკურად ეს ნიშნავს, რომ მატერიალური 

წერტილი ასრულებს რხევას, რომელიც დროის განმავლობაში თანდა- 

თან მცირდება ე. ი. საქმე გვაქვს ეგრეთწოღებულ მილევადღ 
რხევასთან. 

რხევითი მოძრაობა იქნება სავსებით განსაზღვრული, თუ მოცემუ- 
ლია საწყისი პირობები: საწყისი აბსცისა და საწყისი სიჩქარე, ე. ი, 
თუ ცნობილია X (0)=Xი და X” (0) = ჯი” მაშინ (4. 7) ზოგად ამონახს– 

ნში ნებისმიერი მუდმივები იქნება სავსებით განსახუვრული. 
გამოყენების თვალსაზრისით უმჯობესია (4. 8) ზოგადი ამონახსნი 

წარმოვიდგინოთ სხვა სახით. ამ მიზნით ნებისმიერი მუდმივები Cჯ და 
C5 შევცვალოთ ახალი 4 და დი მუდღმივებით, რომლებიც დაკავშირე– 

ბული CI) ღა C: ნებისმიერ მუდმივებთან ზემოთ აღნიშნული დამოკი– 
დებულებით! მაშინ (4. 8) განტოლება მიიღებს სახეს: 

თ) _ – 

XV) =46 ? (« 510 თე ია,” თ, 5. 1. # L 

. ძე? 
–+ #4 C05 დე 51ი ძე –- ') , 

_9%, 
·-X#0)=46 ? §Iი(ი/+დ). ტ.თ 

ნებისმიერი მუდმივები 4 და დი (4.9) სახის ზოგად ამონახსნში 

სავსებით განისაზღვრება საწყისი პირობებით: Xი= 50 დი,! Xი = 

== / თ 00§ დებ. 

(4.9) განტოლება წარმოადგენს მატერიალური წერტილის რხევი- 
თი მოძრაობის განტოლებას. 

· –ებებ 
აქ გვაქვს რხევა, რომლის სიხშირეა თ =M/ თ- 2? , საწყისი ფა- 

  

ანუ 

54 
–“- I 

ზა დე, პერიოდი კი ჯ რ, ხოლო ამპლიტუდაა 446 ? 
· ე)?" 
(// თ 5” 4 

რომელიც დამოკიდებულია დროზე; რადგან 0,>0, ამიტომ, როცა 

(+090, ამპლიტუდა მიისწრაფვის ნულისაკენ. ამ შემთხვევაში რხევას 

1 4. >0, ჯე განისაზღვრება 2»-ის ჯერადის სიზუსტით, 
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მილევადი რხევა ეწოდება, მილევადი რხევის გრაფიკი მო- 
ცემულია ნახაზზე (ნახ. 26). 

3 იძულებითი რხევა. თუ მატერიალურ წერტილზე, გარ– 

და ზემოთ განხილული ძალებისა, მოქმედებს კიდევ I (0. გარე ძალა, 

რხევებს ეწოდება იძულებითი, განსხვავებით ზემოთ განხილუ- 

ლი თავისუფალი რხევებისაგან. 
ამ შემთხვევაში რხევის დიფე- 

რნცილით განტოლებას აქვს სახე: 

იი+თ + თX-I0.. (4)თ 

ახლით შემთხვევა, როცა 
/ (1) გარე ძალა არის შემდეგი სახის 
პერიოდული ფუნქცია: 

(/(ე)=450თ1+ 8,C501 ნახ, 26 

  

მაშინ მატერიალური წერტილის მოძრაობის (4.10) განტოლება მიიღებს 
სახეს: 

XC) +თ, XC) + თ,XL) = #1 5ით? + 8; თ§01. (4.11) 

(4.11) წარმოადგენს მეორე რიგის მუდმიეკოეფიციენტებიან წრფივ 
არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას. როგორც ცნობილია, 
ამ „განტოლების ზოგადი ამონახსნი არის მისი რაიმე კერძო ამონახს– 

ნისა და შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნის 
ჯამი. 

გვიპოვოთ (4.11) განტოლების ·კერძო ამონახსნი ვიგულისხმოთ, 
ზ ზ?. . · 

რომ თ, 950 და + < ძე, მაშინ მახასიათებელ განტლღლებას აქვს კომპ- 

  

სური ფესვები: ჩკ=–- <+ +/0, ჩე=– + --#, 6 = 9 ლექსური ფესვები: #,=--- -:- +I0V, ჩ=-–- > –– ჩა, – 

(4 . 11) არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ 

შემდეგი სახით: 

X, (0) =C) 51091 + C1005თL. (4.12) 

9% =C)C=005C1 + C) 9 510.7, 
ძ 

«% __C -5106(––6:0100561. 
ძჯ 
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უკანასკნელი გამოსახულებები ჩავსვათ (4.11) განტოლებაში, მივი–- 
ღეით: 

(–C ი! 0იCეთ + ძაC))§Iით/ +(– Cათ?-+ 0, C,თ + ი,C,)ლ005თ1= 

= 4 510თ? + 800507, 

საიდანაც C, და C; მუდმივების განსაზღვრისათვის მივიღებთ განტო– 
ლებებს: : | 

CI. (0ე–– თ) -– C:00, = 4), 

CI) თ + C5(ძა –– თ?) = 88... 

განტოლებათა უკანასკნელ სისტემას C, და Cე:-ის მიმართ აქვს გარკვე– 
ული ამონახსნები, თუ სისტემის დეტერმინანტი #რ=-(ძე –- თ?)?2-Lე,902 5-0, 

ე. ი. თუ 0,550, თ5- + V ი,. ამ შემთხვევაში გვექნება: 

8, (ლე –– ი?) –– 41 01თ 

(ძე –– ი?)? + ძ,20? 

C, = 4.(ძ--––- ი?) + 8, თ1თ . 
(ი: _ თ?)? + ი,? ფყ?2 

C, = 

(4.13) 

ამგვარად, X,(I) =C, 5§1ით! +–C§005თ1 იქნება (4.11) განტოლების 

კერძო ამონახსნრ. ვიდრე შევასრულებდეთ C, და C: მუდმივების 
(4. 13) მნიშვნელობების ჩასმას (4. 12) განტოლებაში, ვიპოვოთ ახა- 
ლი მუდმივები, რომლებიც დაკავშირებულია C; და C: მუდმივებთან 
დამოკიდებულებებით: 

C) = 4ე0ლ005Cდ7, C, = 4, 5Iი დ", 

ე. ი. მივიღოთ, რომ 

1 _VC32C2 V47+ 87 #4. = VC,2+C,? = 1 1 , := VC,+C, 7C - 299-->8>> 

C Lძდ? == –2.. წი" =-> 
1 

მაშინ იძულებითი რხევის არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამო- 
ნახსნი შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

X, () = C, §Iით( -++ C5005თ1 = 4.)005Cთ9 511 -/ + 

+ 4.51. დ" C05C1 = 4,510. (თ! -++ დ”), 
ანუ. 

V 436 + 8; 

V(0, – თ?)?-L ი? თ? 
X, (,) = 510 (თ? + დ"), 
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მაშასადამე, 

0, ძ, 
ა. (| გეა“ – 

X0 =C,)5)ით1 +Cელ0501 +C)6 2 511 0 1 + C.6 2 იი§თI/, 

ანუ 

_ 9, 
2 V 4, + 8, . 

X(Cე=#44 §II (თ? -L დე) 176, 2822. («(+დ") (4.14) 

იქნება (4 . 11) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

(4.14) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი წევრი, რომელსაც 
საკუთრივი რხევა ეწოდება, გვაძლევს (4.11) განტოლების 
შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგად ამონახსნს. იგი წარმო- 
ადგენს მილევად რხევას და როცა (-+>+თ, აღნიშნული წევრი მიის- 
წრაფვის ნულისაკენ, ე. ი. დროის გარკვეული შუალედის გავლის შემ- 
დეგ მთავარი მნიშვნელობა ექნება მეორე წევრს, რომელიც განსა- 
ზღვრავს იძულებით რხევებს. ამ რხევების სიხშირე, ე. ი. რხევათა 
რიცხვი =2#ჯ დროის განმავლობაში, ტოლი იქნება I (/) გარე ძალის 
სიხშირისა. იძულებითი რხევების ამპლიტუდა. იმდენად დიდი იქნება, 
რამდენადაც მცირეა ით, და რამდენადაც 02 ახლოა ძი-თან. 

4. რეზონანსი. განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 0)=0, ე. ი. 

განვიხხლოთ მატერიალური წერტილის რხევითი მოძრაობა, როცა 
წერტილზე არ მოქმედებს წინაღობის ძალა. ამ შემთხვევაში მოძრაო- 
ბის განტოლება ჩაიწერება ასე: 

X” (ე) + ი1?XC) = 45)ით=1 + 80050/, (4.15) 

სადაც ძ:=0?, 4, 8 და თ მოცემული რიცხვებია. ეს განტოლება მიი– 
ღება (4.11) განტოლებიდან, თუ ამ უკანასკნელში მივიღებთ: თ,=0 

და· იძე=02. ახლა ვიპოვოთ (4 , 15) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ცხადია, (4 . 15) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლე– 
ბის ზოგადი ამონახსნი არის 

+ V() == C) 00501 + C, 519 თ /, (4.16) 

სადაც. C), C: ნებისმიერი მუდმივებია, ხოლო V) = V ძე = 0 56. 

(4 16) ფორმულაში შემოვიღოთ ახალი ნებისმიერი მუდმივები: 
#) და დი, რომლებიც დაკავშირებულია C| და C5: ნებისმიერ მუდმი– 

ვებთან დამოკიდებულებებით: 

C, = 4, 51ი და, Cე = /, C05 თე 

და განისაზღვრებიან ასე: 

4, =VC,7+C2, დე = მICIC CL . 
C 
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თუ C) და Cა-ის მნიშვნელობებს შევიტანთ (4. 18) ფორმულაში, მი–- 

ვიღებთ: 

ს (0 = #4, 51ი თე C005თ?1 -+ „4. C05 დე 5110თ # = 4, 5108 (იო? -L დე) (4.17) 

რადგან თ = თ =- V0, 55თ, ამიტომ (4.17) განტოლების კერძო ამონახსნი 
უნდა ვეძებოთ სახით: 

X-(I) == 01 §|)ით1 -LC,)005თ7, 

სადაც 0, 0 ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციენტებია. აქედან 

გვაქვს: 
ძX-(ე =0,თ005თC1-––-ლ0ათ5II1თ1, 

ძ! 

2 
ძ X (7) = --თ2?0, §510თI –– თბი, 005 თ7. 

ძ1? 

თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ 0.15) განტოლე ბაში, მივი– 

ღებთ: 

(ე? -- თბ)0, 510 თ1 -L (0? –– თ?) C„005თ1 = 45|)ით1 + 8005თ7. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ს 

4 8 
ს 6C-=     C1 = 

ე? – ფ2 იც? –.ძკ? 

ამგვარად, Xი (I) კერძო ამონახსნს ექნება სახე: 

#0) = – 4 – 511თ1 -++     005 თ. ცებ ფ? 

მაშასადამე, (4 . 15) არაერთგვაროვანი წრფივი განტოლების ზოგა– 

დი პჰმონახსნი არის 

    X() = 4, 59 (თ? -L და) + -, §Iუთ1 -L ლი§თ! (4.18) 
ძ 0?--- თ? 

(4. 18) ფორმულიდან ჩანს, რომ მატერიალური წერტილის მოძრაობა 

არის შემდეგი სისტემის საკუთარი და გარე პერიოდული ძალის მოქ- 
მედებით გამოწვეული იძულებითი რხევებისა. 

აქამდე ვგულისხმობდით, რომ 0; =0-· და თ5=-ძ.- ახლა განვიხილოთ 

შემთხვევა, როცა“ 0,=0, თ = 6 = თ, ს = VC; = თ. ამ შემთხვევას. აქვს 
გარკვეული ფიზიკური აზრი. ეს ნიშნეს რეზონანსის და წყე- 
ბას. ამ შემთხვევაში მოძრაობის განტოლება ჩაიწერება ასე: 

#0 +0'X0 =48იი! +800501, (4.19) 
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ძე = 09, თ = ი, სადაც 51101 და 0050 სისტემის თავისუფალი რხევე– 
ბია, ანუ (4. 15) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 
კერძო ამონახსნები. . 

·ამგვარად, რეზონანსის შემთხვევაში გარე ძალას აქვს რხევის იგივე 

პერიოდი: 1 = 25 , რაც თავისუფალი სისტემის შემთხვევაში; ამასთან, 
ი -· 

როცა თ =Vთა: = 0, ე. ი. საკუთრივი რხევის სიხშირე ემთხვევა გარე 
ძალის სიხშირეს, (4.19) განტოლების კერძო ამონახსნი უნდა ვეძე- 
ბოთ 

X1 (1) = 1(C) §10 0! + C:C0501) 

სახით, საიდანაც ორჯერ გაწარმოებით მივიღე ბთ: 

ია = (C1-––C:0/)§5Iით?1 + (C:+ C101)005თ1, 

7 (–-2C-C2-C)0?0 5001 +(C2C1თ–-C30%)C0501= 

=(26,თ-C,010 00501 --(2C,0 +C,0'/)§)ი 6. 

2 

მ ი -ის გამოსახულებებს შევიტანთ (4.19) განტოლებაში, 

ვიპოვით C, და Cე-ს: 

  თუ, X, (I-ს, 

8 .-. 4 
C=-–-,CC=---. 

1 2ძ ე 20 | 

მაშასადამე, კერძო ამონახსნს ექნება სახე: 

ი(00C=-35 იი! 4 (ლიი! 
2ძთ 20 

ამგვარად, მოცემული ტ. 19) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

XVCV)=C)5I0იძთ1-+C.00501 + -- (8აიძ!'–--4005070), (4.2) 
თ · 

სადაც CI და C2 ნებისმიერი მუდმივებია. 

ახლა, თუ მხედველობაში მივიღებთ (4.. 19) განტოლების შესაბა– 
მისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიძლება ჩავწე– 
როთ ასე: | 

-X= 4, 5Iი 6(+9)+-- (8C%6(/– ტამიიი, (4.21) 
ბ 20 
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სადაც ამპლიტუდა #, და'დ0 საწყისი ფახა "განისაზღვრება 'საწყისი” 

პირობებიდან: 

XC) I=ი=X- X' (1) |/=ი = XV. 

ტ.21) ფორმულის მარჯვენა ნაწილის მეორე შესაკრები გვიჩვე– 
ნებს, რომ X-ის აბსსოლუტური სიდიდე, როცა 1+Cთდ, შემოუსაზღვრე- 
ლია. როცა თო=0, ე. ი. როცა სისტემის საკუთრივი რიცხვის სიხშირე 

ემთხვევა გარე (შემშფოთავი პერიოდული) ძალის სიხშირეს, მატე– 
რიალური წერტილის გაქანება, ე. ი. რხევის ამპლიტუდა, იზრდება 
დროსთან ერთად. ამ მოვლენას ფიზიკაში რეზონანსი ეწოდება.



VIII თავი 

მეორე რიბის ცვლადკოეფიციენტებიანი წრფივი 
დიფერენციალური ბანტოლებანი 

§ 1. მეორე რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლების “ უმარტივეს 

ი სახეზე დაჟვანა 

ვთქვათ, მოცემულია მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი ,დიფე– 
რენციალური განტოლება: 

ყ" ხხ ჩე 0V)ყ + ჩ;(X)V ==0, (1.1) 

რომლის კოეფიციენტები ნ, (X) და ჩი %) უწყვეტი ფუნქციებია რო- 

მელიღაც (თ, ხ) შუალედში. ზემოთ ვნახეთ (თავი VI, § 3), რომ ამ 

განტოლებას აქვს ორი წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნი, 

ყI (X) და ყი (X), რომლებიც უწყვეტი და დიფერენცირებადია (0, ხ) 
შუალედში, და მისი ზოგადი ამონახსნია: 

ყ(X) = CV, (M + C: 9 (X), 

სადაც CI) და C: ნებისმიერი მუდმივებია (1,1) განტოლების ამო– 

ნახსნი ცალსახად განისახღერება "საწყისი პირობებით: 

M'(Xა) = ყი, V (Xი) = ყი” 

ამიტომ, კერძოდ, თუ V (Xი) =ყ” (X-)=0, მაშინ საძიებელი ამონახსნი 

არის ყ(X)==90, რადგან ეს ამონახსნი აკმაყოფილებს განტოლებას და 

მოცემულ საწყის პირობებს. აქედან გამომდინარეობს, რომ მეორე 
რიგის წრფივი ერთგვაროვანი, დიფერენციალე- 

რი განტოლების ყოველ ამონახსნს, რომელიც 

არ არის იგივურად ნული, შეიძლება ჰქონდეს 
მხოლოდ. პირველი რიგის წნული. შემდეგში (1.1) სა- 

ხის განტოლების ამონახსნის ქვეშ ეიგულისხმებთ ისეთ ამონახსნს, 

რომელიც იგივურად არ უდრის ნულს. 

მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტო- 

ლების ამონახსნების თვისებების შესწავლისა და ამ ამონახსნების 

მოჭებნისათვის ხშირად ხელსაყრელია (1 1) განტოლება სათანადო 
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გარდაქმნით დავიყვანოთ შედარებით უფრო მარტივ. სახეზე, რომელ- 
შიც არ გვექნება პირველი რიგის წარმოებული. 

ზოგიერთ შემთხვევაში ამ მიზნით შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 
საძიებელი ფუნქციის წრფივი გარდაქმნა: 

ყ(X)=#()2C, (1.2) 

სადაც 2 (X) ახალი საძიებელი ფუნქციაა "ხოლო V (X) ჯერჯერობით 
განუსაზღვრელი ორჯერ დიფერენცირებადი ფუნქცია ვუჩვენოთ, 
რომ' (1.1) განტოლება (1.2) წრფივი გარდაქმნის მეშვეობით ყო- 

ველთვის დაიყვანება მეორე რიგის , ,განტოლებაზე, რომელიც არ, შეი- 
ცავს, პირველი რიგის წარმოებულს.. 

მართლაც, (1.1) განტოლებაში შევასრულოთ (1. 2) გარდაქმნა, 

გვექნება: 

+ 27(9)+ ა 2" 2 + ჩ, თ| წ (9 + ! 

ფთ» ი (X _ ) 
+ +წთ() თ +800) 2თ= 0. 0.3) 

ახლა II (X) ფუნქცია ისე ამოვირჩიოთ, რომ 

2V' (X) 

V(X) 

აქედან, კერძოდ, VI (X) ფუნქციად შეგვიძლია ავიღოთ: 

  + L) (X) = 

– -Iჩთ4 
სVხ(0=6 2 

მაშინ 

1 
_–- –” ძეძჯ 

“ო=- -+ჩ.04 იჩ 

) 1.” ძჯ 1 “ფ-5ით ა Iთოო. 
2 

(1.3) განტოლებაში # (X), ს” (X) და «”” (-ის გამოსახულებების ჩას- 
მა გვაძლევს: 

7თ0+ (X #ბ(X – 50 _ (X) ჩ?,? თ +#ჩ 9 ,„აც= 
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ამგვარად, საძიებელი ფუნქციის წრფივი გარდაქმნით!: 

1 

>... 
ხ 

(1. 1) განტოლება დაიყვანება სახეზე: 

2" (X) + ” (X) 2(X) = 0, (1.4) 
სადაც , | 

“თო- სო ჩო ჩო ს ,ო= 

ჩშ CV) - აი იოს ,თ. 
“ცხადია,. (1.2) სახის" ჩასმის მეშვეობით (1.1) განტოლების ყოვეე– 

„ლი გარდაქმნისას # (MX) ფუნქცია არ შეიცვლება, რადგან ყველა გან- 
ტოლება, რომლებშიც საძიებელი ფუნქციები მხოლოდ V (X) მამრავ– 
ლით განსხვავდებიან, მიიყვანება ერთი და იმავე (1.4) სახის განტო– 
ლებაზე. 

#6 (X) ფუნქციას ეწოდება (1.1) განტოლების ინვარიანტი. 
პირიქით, (1 . 4) განტოლება შეგვიძლია უშუალოდ გარდაექმნათ (1 . 1) 
განტოლებაში. ცხადია, თუ (1.4) ამოიხსნება კვადრატურებში, მაშინ 

(1.1) განტოლებაც ამოიხსნებ კვადრატურებში. მაგალითად, თუ 

#(X) =0 ან #(X)= 4. , მაშინ (1.1) განტოლება, შესაბამისად დაიყვა– 
, ჯ · 

ნება მუდღმივკოეფიციენტიან. წრფივ დიფერენციალურ განტოლებაზე 
ან ეილერის წრფივ განტოლებაზე.. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ”(X) + > ყ(X +ყ(9ი =0. (1.59) 

ამ განტოლების ინვარიანტი #– (X)=1; მართლაც, (1 . 5) განტოლებაში 
შევასრულოთ გარდაქმნა: 

ყ(0 =თ(ი:-2(ი, 

! თუ გამოვიყენებთ გარდაქმნას: 

–+|8თო4 

V(X)=6 20%), 
მაშინ -ური რიგის , წრფივი ერთგეაროვანი დიფერენციალური განტოლება შეიძლება 

დავიყვანოთ განტოლებაზე, 'რომელიც არ შეიცავს (0 –– 1) რიგის წარმოებულს, 
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მივიღებთ: ' 
2 

«2 + (++ #)/+ («+ ჯ;V +4)? = 0, 

2' (0-თან მდგომი კოეფიციენტი გავუტოლოთ ნულს; ეს მოგვცემს; 

2” 2 

ი ჯ 

ანუ 
ძჯL 

აასექაბით 1 ჯ C(X) = =–- თ - 
წ 1 ” 2 

I (X) =-- “ ' LM (» 3 

უკანასკნელი ფორმულების განტოლებაში ჩასმა გვაძლევს მუდმიეკოე- 
ფიციენტებიან მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან განტოლებას: 

– : 
–=“+(---–-> -+L +):=9ძ 

ანუ 

2”(X) + 2(X) =0. 

ამ განტოლებას აქვს ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემა: 

21(X)=- 511 X, 2:(X) = 005 X. 

მაშასადამე, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

  
  

#0 =0, 512 X +C, 595X , 

X ' X 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ ბესელის განტოლება: 

X.ყ + XV + 06-ე ყ=0. ხ.6 

ა - 1 ყ2. .. 
აქ ჩ, ო= »' M:(X) = 1 – “> ასე რომ, (1.6) განტოლების ინვარი- 

“ანტი არის: , 

1 “ბ 4 ჩ 

=- 
ჩ(ი = 1+ 
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-ბესელის შესაბამისი განტოლება: 

X?ყ” + XV + («--+)“ =0 

დაჰყავს მეორე რიგის მუდმიეკოეფიციენტებიან წრფივ ერთგვაროვან 
განტოლებაზე: 

2 +2=90. 

მაშასადამე, 
3:64 C05 X 

Vყ(X = C => + C-–- 7 

არის (1. 6) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 
მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური ჯჭანტო- 

ლების ზოგადი ამონახსნის მოძებნა შეგვიძლია აგრეთვე რიგის დაწე– 
ვის ცნობილი 'წესის გამოყენებით. 

§ 9. პავშირი მეორე რიბის წრფივ ერთბვაროვან “დიფერენციალურ 

განტოლებასა ლა რიკატის განტოლებას ,ფორის 

განვიხილოთ მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენცია– 
ლური განტოლება: 

LIყM)= ყ/(X)+ს ი (0 + თყთ =9, (2.1) 
სადაც #I (X), LX (01) მოცემული "უწყვეტი ფუნქციებია რომელიმე 

(თ, ხ) შუალედში. ამ განტოლების რიგი ყოველთვის შეგვიძლია დავ– 
წიოთ ერთი ერთეულით, თუ ვისარგებლებთ რიგის დაწევის ზოგადი 
წესით (თავი'V, § 5). (2.1) განტოლებაში შევასრულოთ გარდაქმნა: 

ყო _ 2(X, (2.2 

სადაც 2 (X) ახალი საძიებელი ფუნქციაა. ცხადია, 

ყ(X) = ყ(ი,- 

V(9 =ყ(ი2V), 
ყი = ყთიI2C0) +727 (9). 
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მაშინ გვექნება: 

თ (X)(2მ(X) +- 2! (X9 + ჩ, (V) 2(X + ჩ,(% | = 9. 
თუ ყ(ე-ზე შევკვეცავთ, მაშინ მივიღებთ რიკატის განტოლებას: 

2 (X) = –– 28%(9 –– ჩ, 00200 – ჩე; (ი. (2.3) 
ამგვარად, (2. 2) ჩასმით ნებისმიერი მეორე რიგის წრფივი ერთ- 

გვაროვანი დიფერენციალური განტოლება დაიყვანება რიკატის გან- 
ტოლებაზე; კერძოდ, განტოლება: 

ყ' (1)+ ჩ-(00 ყე =0 (24) 
დაიყვანება რიკატის კანონიკური სახის განტოლებაზე: 

2 (X) = –-- 22(X) –– ჩე (X. 

პირიქით, რიკატის. ნებისმიერი განტოლება: 

V (ი =ნ('0ყ'00+0თოყო+#ჩთ 
შეიძლება დავიყვანოთ მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან განტოლე- 
ბაზე. მართლაც, თუ რიკატის განტოლებაში შევასრულებთ გარდაქმ– 
ნას: : 

1) 

ჩნ. თ) 

“სადაც 2(X) ახალი საძიებელი ფუნქციაა, მივიღებთ (2.3) სახის რიკა- 

ტის განტოლებას, რომელიც VI =V“! . 2 ჩასმით დაიყვანება (2. 1) სა– 
ხის განტოლებაზე. 

როგორც ცნობილია, რიკატის განტოლების ინტეგრება ხდება მხო–- 
ლოდ გამონაკლის შემთხვევებში. ამიტომ (2. 1) მეორე რიგის წრფივი 
ერთგვაროვანი განტოლების ინტეგრების. შესახებაც შეგვიძლია 

ვთქვათ იგივე. 

  V(X = – 2(%), 

§ 1. წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა ინტებრება სარისსოვანი 

მწკრივების მეშვეობით 

უმაღლესი რიგის ცვლაღკოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა ზოგადი ამონახსნი, სახოგადოდ, არ გამოისახებ 
'ელემენტარულ ფუნქციებში სასრული სახით და ამ განტოლებათა ინ” 
ტეგრება ზოგად შემთხვევაში არ დაიყვანება .კვადრატურებზე. ასეთ. 
შემთხვევაში უნდა მივმართოთ დიფერენციალურ განტოლებათა ინ- 
ტეგრების მიახლოებითს მეთოდებს. ცვლადკოეფიციენტებიანი წრფი- 
ვი დიფერენციალურ განტოლებათა ინტეგრების ერთ-ერთ მნიშვნე- 
ლოვან საშუალება წარმოადგენს საძიებელი ამონახსნის დაშლა 
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ხარისხოვან მწკრივად და ამ უკანასკნელის კოეფიციენტების განსაზღ- 
ვრა განუსაზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდით, ჩვენ განვიხილავთ 
მწყრიეთა მეშვეობით ინტეგრების მეთოდის გამოყენებას მეორე რი- 

გის ცვლაღკოეფიციენტებიანი წრფივი ღიფერენციალური განტოლე- 
ბისათვის, თუმცა მისი გამოყენება შესაძლებელია უფრო მაღალი რი- 
გის წრფიეი დიფერენციალური განტოლებისათვის. 

ეთქვათ, მოცემულია მეორე რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დი- 
ფერენციალური განტოლება: 

ყ”(X) + ჩ. (9) ყ (9) + M.(90 ყ(9 =/ (ი. (3.1) 

ვთქვათ, 7” (X), ჩე (I) კოეფიციენტები და თავისუფალი წევრი გამოი- 

სახება ზარისხოვანი მწკრივების საშუალებით, რომლებიც კრებადია 
1XI <M შუალედში. ადგილი აქვს შემდეგ თუორემას. ' 

თეორემა. თუ ხარისხოვანი მწკრივები: 

ი 

ჩი = > ძიX, ჩ,00 = 5, ხX· /(0= 2, «# ო 
#=0 #=0 #=0 

კრებადია- ბ<X< ს შუალედზი, მაშინ (3.1) დიფე- 

რენციალური განტოლების ყოველი ყ=ყ() კერ- 
ძო ამონახსნი შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს 
ხარისხოვანი მწკრივით, რომელიც კრებადია 
იმავე– ”წ<X</# შუალედში. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (3.1) განტოლების კერძო ამონახსნი 
შესაძლოა ვეძებოთ ხარისხოვანი მწკრივის სახით: 

ყ=ძა+0ძ0X+ძX+-+ძბ+--= 2 ძაX, (3.2) 
#V=0 

სადაც ძა, ძ,, ძ.....,ძე,.. ამ დაშლის უცნობი კოეფიციენტებია: 

შევეცადოთ განვსაზღვროთ ეს კოეფიციენტები განუსაზღვრელი კოე–- 

ფიციენტების მეთოდის გამოყენებით. (3.2) მწკრივის გაწარმოებით 

გვაქვს: 
<= ი 

V= 2, ძი. XX1= 5, 6#+ 004 X0, 
7 ხ=1 #=0 _ - (3.3) 

ყ”= ა, #6+ 1ძX0+= 5! 6+1)6+2ძ4-, ბ. 
#=L წ=0 
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(3.2), -3.3) და (') გამოსახულებათა ჩასმის შედეგად (3-1) დიფე- 
რენციალ'ური განტოლება მიიღებს სახეს: 

“თ ი%ი ილ 

2, (1+2)6+1)ძ.+,X#+ 5 ' «XV 3, (6+ 1)ძრ+ X+ 
#წ=0 #=0 ჯ=-0 

ი - ლ 

+ ბჯ, ხ, Xჩ 2, ძ. XX = ბ. C; XM. (3.4) 
#=0 =0 #=0 

თუ (3.4) ტოლობის მარჯვენა მხარეში გადავამრავლებთ ხარისხოვან 

მწკრივებს, მსგავს წევრებს შევკრებთ და შემდეგ ტოლობის ორივე 
მხარეში X-ის ერთნაირ ხარისხებთან მდგომ კოეფიციენტებს გავუტო- 

ლებთ ერთმანეთს, მივიღებთ შემდეგ დამოკიდებულებებს ძ კოეფი- 
ციენტების განსაზღვრისათვის: 

2-.10ძ,+ ძეაძ, + ხეძი =Cა, ) 

3.2-ძვ + 2ძიძა + 01ძ, + ხაძ,ე + ხ,ძა=თ, 

4.3.ძ1+ 20,ძ,+ 3ძაძა + ი,ძ, + ხაძ, + ხ, ძ, + ხაძა= C,,   
(3.5) 

(ჩ + 2) (CC + 1) მძ... + 9.9 + (0, + სჯ-)) რთ + (205:-1 + 

+ ხა)შე+---+ (-0) + ხა)ძ, + (წ +- 1)რიიძ;+) = 6, 

ი 
ა
ბ
ე
ა
„
'
ს
–
_
 

(3.5) განტოლებებიდან ყოველი შემდეგი შეიცავს ერთი საძიებელე 

კოეფიციენტით მეტს, ვიდრე წინა. პირველ განტოლებაში გვაქვს სამი 

უცნობი კოეფიციენტებით: ძი, ძ), ძი. 

თუ ამ კოეფიციენტიდან ძი, ძ,-ს მივცემთ რაიმე რიცხვით 

' მნიშვნელობებსს (ძი და ძ, შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 

ნებისმიერი მუდმივები, მაშინ ყველა #ძ,„(#”=2, 3...) საძიებე- 
ლი კოეფიციენტი განისაზღვრება ცალსახად მართლაც, (3 5)-და5 

პირველი განტოლება გვაძლევს ძ;-ს, მეორე –– ძვ-ს, ხოლო მესამე“–– 
ძ.-ს და ა. შ. (9+1) განტოლებიდან შეგვიძლია განვსაზღვროთ ძიჯე, 
ვიცით რა წინა ძე, თ, ძე, ... 0,4, კოეფიციენტების მნიშვნელობანი. 

ამგვარად, ნორმალური გამოთვლების გზით შესაძლოა თანდათა- 
ნობით განვსახღვროთ (3.2) ხარისხოვანი მწკრივის კოეფიციენტები: 

ლC- 

მწკრივი ?, ძ;XM; ამ შემთხვევაში იქნება მოცემული განტოლების. კერ- 

#=0 " I 

ძო ამონახსნი, 
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ახლა დავამტკიცოთ, რომ ამგვარად აგებული მწკრივი კრებადია 
IXI <#ჯ შუალედში. ვთქვათ, ”</#, მაშინ შეგვიძლია მოვძებნოთ ისე- 
თი დადებითი რიცხვი #M, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: 

M MM.“ - M#M 
I6<--, |ხ< –. IთI<--. (3.6) 

მართლაც, (3. 2) მწკრივების კრებადობიდან X=/ მნიშენელობი– 

სათვის გამომდინარეობს, რომ 

IIი1 თც-ჩ” = 0 IICI ხ,//ჩ+1 = 0, IIთ 0/X/ = 0. 
Mწ–ე0 სთ წა თ 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს (3. 6) უტოლობანი, 

ზემოთ მოძებნილი ძ, კოეფიციენტების შედარება „1, სიდიდეებთან, 
რომლებიც განსაზღვრულია შემდეგი დამოკიდებულებებით: 

4ი = !ძიI, 

#4 ==)რთ ' 

(წ + 2) (– + 1)4+ა +          4 +954“. +.--· -+#4-> ++ 

+CV+1)ტ4,-რ 4+CV4 24, M= « (ი=0, 1, 2,..), (3.7) 
, , 

გვიჩვენებს, რომ 

>Iძ, (2=0, 1, 2)... 

მეორე მხრივ, (3.7) დამოკიდებულება გადავწეროთ ასე: 

    

                  
2 3M4, 4. M „(6 + 2) „+ ტარ. აი + 59 4546ნ 42% + 

+ (6 + 1) M#4ს+#7(8 + 2) #44, = –--. (3.8).   

„- 

თუ (3.7) დამოკიდებულებაში ჩ-ს შევცვლით (#--1)-ით, მივიღებთ: 

  

M4 24, კ 9M6 ს +644 
              

+ ი. )M4.= ც.9   

(3. 8) და (3. 9) ფორმულების შედარება გვაძლევს: 

”(L + 2) (6 + 1) 4,4: = (” + 1)#4(+ე = ––/(8+ 2 M4#+ს



ანუ 

„ (C-> 2) (6 + 1) 4,4, = (#ჩ-+ 1)# 4), –– 7(6-+ 2) M 4,ა- 

უკანასკსელი დამოკიდებულებიდან კი გამომდინარეობს, რომ 

ცე 46+1 = ”. 
ჩათ 4." 

ი 

მაშასადამე, მწკრივი 2. #,»”» კრებადია როცა I|XI <7. მაგრამ, 

ხ=0 

IმC|< 4, ამიტომ, შედარების პირველი პრინციპის თანახმად, მწკრივი 

ი 

ბ, ძ. XX კრებადი იქნება |XI|<-” შუალედში და, მაშასადამე, | XI) <- #ბ 

#==0 

შუალედშიც, რადგან # შეგვიძლია ავიღოთ რაგინდ ახლოს I2-თან. 

თეორემა დამტკიცებულია (3.1) «დიფერენციალური განტოლების 
ნებისმიერი ამოხსნისათვის, რადგან ძი და 2 ნებისმიერი მუდმივებია. 
კერძოდ, დამტკიცებული თეორემა მართებულია მეორე რიგის წრფი- 

ვი ერთგვაროვანი განტოლებისათვის (/ (X) == 0). 

თეორემის დამტკიცებისას ვგულისხმობთ, რომ #7; (X), #25 (X), (08. 
და საძიებელი ყ (X) ამონახსნის დაშლა ხდება X=0 წერტილის მიდა–- 
მოში. ცხადია, თეორემა მართებულია მაშინაც, როცა ეს დაშლები 

განიხილება ჯX=ძთ წერტილის მიდამოში X–-ძ8 სხვაობის მთელი დადე– 
ბითი ხარისხების მიხედვით. ამ შემთხვევაში მწკრივები კრებადი 

იქნება |X--თ| <I? მუალედში, 

შენიშვნა 1. იმ შემთხვევაში, როცა (3.1) დიფერენციალურ გან- 

ტოლებაში ცვლადი XL, (X), #52 (X) კოეფიციენტები და / (X) მრავალ- 
წევრებია, არ არის · აუცილებელი, ეს ფუნქციები წარმოვიდგინოთ 
ხარისხოვან მწკრივთა საშუალებით, საკმარისია მოცემულ დიფერენ- 

ციალურ განტოლებაში უშუალოდ ჩავსვათ საძიებელი. V (X) ამონახს- 

ნის (3.2) დაშლა და შემდეგ, ისე როგორც ზემოთ, გამოვიყენოთ გა- 

ნუსაზღერელი კოეფიციენტების მეთოდი. 

მაგალითი. განვიხილოთ განტოლება: 

ძ?ყ 

ძX? 

  

= Xყ. 

ვიპოვოთ ამ განტოლების ამონახსნი უსასრულო მწკრივის სახით: 

ყ(ი) = ძა+CთX+0ძ,ეX2 L-..+L+ ძე ჯე +L.. 
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სადაც თ, (1 =1, 2,..) ჯერჯერობით უცნობი კოეფიციენტებია, ჩავ- 

სვამთ რა უკანასკნელ მწკრივს მოცემულ განტოლებაში, მივიღებთ: 

ძ?ყ 

ძ X? 

  

= 2?-10მ+ 3-20:X+4-30,X?-+ 5:4ძ. XI + 6:5ძ,X' + 

(2.10: –– 3:.2ძეX + 4:30, XX +...) -–X(იი+0ი,X+ 

+ძაეX +-...+ ძე I ..-)ლ=0 

თუ X-ის სხვადასხვა ხარისხებთან მდგომ კოეფიციენტებს გავუტო- 
ლებთ ნულს, უცნობი 0, კოეფიციენტების მნიშვნელობანი განისაზღ- 

ვრება განტოლებათა სისტემით: 

2:1ძ, = 0, 

2-3ივ–– ძი=0 

3-.4ძი,–– ძე =0, 

4.5ძე––-–ძე =0, 

5-6ძე –– ძე = 90, 

6:70;-–-– ი,=0, – 

(1 + 1)(0 + 2)მიკა–– ძიე-, =0. 

მივიდოთ ძი=1, თ,=0; მაშინ ფორმალური გამოთვლის გზით თანდა- 

თანობით განვსაზღვრავთ ყველა დანარჩენ კოეფიციენტს: 

,· 1 
9: =:9, თ ==. ვ) 0, = 0) =0, 

. 1 
(72 – -=ძ = 0, 

" 2.3.5.6” ე 

1 
ი = 

– 2-3.5.6.8-.9” 
. 

ე. ი. ნულისაგან განსხვავებული იქნება ყველა ის კოეფიციენტი, 

რომლის ინდექსი # იყოფა 3-ზე. ამიტომ, საზოგადოდ, დავწეროთ: 

1-.4.7-..(3”-–-2 
ძ = ძ „ა=0 ა ძიენ= –-------- –_––. 3#+1 ე#+2 დ ე# (30 I 
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ამგვარად, განსახილველი განტოლების პირველი კერძო ამონახსნი იქ– 
ნება 

== 
, 1.4.7---(3#--2) ყ, (+) = 1 + “"ი" “ 2 ყ#/ სყ, 0) ბ, გი! ჯ 

ჩ=–=1 

მეორე ყი (X) კერძო ამონახსნის მისაღება ი ისხმოთ, რომ ღებად ვიგულ 
=0, ძ)=1. მაშინ ანალოგიურად ეაჩვენებთ, რომ 

' ილ 

2.5.8..-(3#--1)' 
X) = X + ე საა 7 1ე2#+1, 

#9 ბ, (3ჩ” + 1)! 

უკანასკნელი ხარისხოვანი მწკრივები იქნება აბსსოლუტურად კრე- 
ბადი X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის ––%<ჯ<–თ შუალედში. 
მართლაც, პირველი მწკრივის კრებადობის დასადგენად. გამოვიყენოთ 

დალამბერის ნიშანი, გვექნება: 

სფ 14:7:::0#1+) 1-4:7-..6#+1)) ცხა) 1:4:7---64--2 ა 
9 (3# + 3)! ფლო |= 

=Iთ–-!:  IXI=0, 
ჩათ (3” + 2)(3#+3) 

##8M+1 

V/ 

I თ 
L-იი 

  

  

ე. ი. პირველი მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია–-=9<Xჯ<Cთ შუა- 
ლედში. ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ მეორე მწკრივიც კრე- 
ბადია იმავე შუალედში. | 

შენიშვნა 9. დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის მოძებნი–- 
სას მწკრივთა მეშვეობით საჭიროა დავიცვათ ერთგვარი სიფრთხილე, 
რათა არ მივიღოთ უვარგისი ან არასწორი პასუხი. 

მაგალითად, განგიხილოთ დიფერენციალური. განტოლება: 

2ჯყ-ი# = 2X" + ყ?. 
ძX ე 

ამ განტოლების ამონახსნი არის ფუნქცია 

ყ=V0X+7X, 

რომელიც' არ იშლება (3. 2) ტიპის ხარისხოვან მწკრივად. 
არსებობს ისეთი დიფერენციალური განტოლებანი რომელთაც 

აქვს ამონახსნი. მაგრამ, თუ დავუშვებთ, რომ არსებობს მათი ამო– 
ნახსნი მწკრივის სახით და განვსახღვრავთ კოეფიციენტებს, შეიძლება 

მივიღოთ მწკრივი, რომელიც განშლადი იქნება. ამგვარად, ყოველ- 
თვის არ შეგვიძლია ვიპოვოთ ჩვენთვის. ვარგისი მწკრივი. 
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§ 4. მეორე რიგის ერთგვაროვან გაეტოლებათა ამონასსნების 

რსევითი სასიათი 

1 რხევადი დღა არარხევადი ამონახსნები, ვან- 
ვიხილოთ ორი მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი 

ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

ყ”--იბყ=0, (4.1) 

ყ” ++ ი?ყ =0. 

ამ განტოლებათა ზოგადი ამონახსნებიდან: 

ყ=C,)60M -+Cა.6-M7, (4.3) 

ყ =C,005#X -+ Cე 510 IX (4.4) 

ჩანს, რომ (4. 1) განტოლების ყოველი ამონახსნი მთელ (-––-99, +“) 

შუალედში მხოლოდ ერთხელ შეიძლება გახდეს ნულის ტოლი მაშინ, 

როცა 4.2) განტოლების ყოველი ამონახსნი ორჯერ მაინც გახდება 

2: 
ნული ნებისმიერ (თ ხ) შუალედში, რომლის სიგრძე მეტია ----ზე. 

ძ 

დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს ეწოდება რხევადი 
(თ, ნ) შუალედში, თუ ის ამ შუალედის შიგნით ორჯერ მაინც გახდება 
ნულის ტოლი, წინააღმდეგ შემთხვევაში! ამონახსნს ეწოდება არა- 
რხევადი. 

თუ (ძ, 0) შუალედიდან მოცემული ორი თ და ჩ წერტილისათვის, 

თ<8, არსებობს (4 1) განტოლების არაიგივურად ნულის ტოლი ამო- 

ნახსნი, რომელიც ნულის ტოლია მხოლოდ ამ თ და ზ წერტილებში, 

მაშინ ასეთ C და ჩ წერტილებს შეუღლებული წერტილე- 
ბი ეწოდება. ამასთან თ-სათვის ჩ-ს ეწოდება შეუღლებული მარჯვ. 
ნიდან, ხოლო ჩ-სათვის თ-ს შეუღლებული მარცხნიდან. 

ცხადია, (4 . 1) · განტოლების (4 . 3) ამონახსნისათვის არ იარსებებს 

შეუღლებული წერტილები, ხოლო (4.2) განტოლების (4. 4) ამო- 

ნახსნებისათვის იარსებებს შეუულებული წერტილები. 

ამგვარად, მეორე რიგის მუდმიეკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთ- 

გვაროვანი დიფერენციალური განტოლებისათვის: 

ყ” (X + იყ(X) =0, (4.5) 

სადაც იძ მუდმივი რიცხვია, ამონახსნის რხევითი ხასიათი განისაზღვ- 

რება 0 რიცხეის ნიშნით. თუ 0>0, .მაშინ (4. 5) განტოლების ამო– 

ნახსნი ნებისმიერ (ძ, ხნ) შუალედში იქნება რხევადღი და თუ 0<0, 

მაშინ (4 . 5)-ს ამონახსნი იქნება არარხევადი. 
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კერთაღ, თუ 09=0, მაშინ (4 . 5) მიიღებს სახეს: 

“” (X» = 0, 

რომლის ყველა ამონახსნი, ცხადია, არარხევადია. 

მაშასადამე, უტოლობა: 

ილ 0 (4.6). 

წარმოადგენს საკმარის პირობას იმისათვის, რომ (4. 5) განტოლებას 
არ ჰქონდეს რხევადი ამონახსნები. 

ახლა გადავიდეთ მეორე რიგის ცვლადღკოეფიციენტებიანი წრფივი 

ერთგვაროვანი 

ყ” (9) + წ 9)ყ (0 +9(0)V(0 =9 (4.7) 

განტოლე.ის ამონახსნების რხევითი ხასიათის შესწავლაზე. 
(4 . 7) განტოლების ამონახსნების რხევითი ხასიათის გამოკვლევი– 

სათვის საკმარისია განვიხილოთ განტოლება: 

Vი+9ო#C0 =0.. .· (4.8) 
(4.6) უტოლობა წარმოადგენს საკმარის პირობას არა მარტო მა– 

შინ, როცა ძ# არის მუდმივი რიცხვი, არამედ მაშინაც, როცა იგი ჯ-ის 
გარკვეულ ფუნქციას გამოსახავს. 

თეორემა. თუ 0 (I) ფუნქცია უწყვეტია (,ხ) შუა- 
ლედში და აკმაყოფილებს პირობას: 

7(XM 0, როცა იძ<X#<ხ, 

მაშინ (4.8) განტოლების ყოველი არანულოვანი 

ამონახსნი იქნება არარხევადი (ით,ხ) შუალედში, 
ე- ი. როგორიც უნდა იყოს ამ განტოლების V(X 

ამონასსმი და X=თ „წერტილი (0, ხ)-დან, ნამრავლი 

V(X)=ყ. + ზრდადია დ, ხ)–ში. 

ძყ დამტკიცება. მართლაც, განვიხილოთ V(X) = ყ-· ჟჯ ნამრავ–. 
' X 

ლის წარმოებული: 

ი: ბ 2 %) = V'“(X) + ყ(X)-4” 0)=ყ”(9 – 4 (9 M' (ი- 

რადგანაც Vყ (X) და ყ” (X) ფუნქციები ერთდროულად არ ისპობა, ამი– 
ტომ V (X)>0. აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ (4.8) განტოლების 
ყ (X) ამონახსნი (ძ, ხ)-ს შიგა X>თ წერტილზე აკმაყოფილებს პირო- 
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ბას Vყ (თ) . ყ” (თ1>0, მაშინ X-ის ნებისმიერი მნიშენელობისათვის შეს– 
რულდება უტოლობა V (X) . I” (XX>0, ამიტომ V (X) და V#”MX) ფუნქ- 

ციები X=თ წერტილის მარჯვნივ ვერ გახდება ნული, ექნებათ რა 
ყოველთვის ერთი და იგივე ნიშანი. ამგვარად, თუ ყ (X) ფუნქცია და– 
დებითია, როცა X>0, მაშინ იგი იქნება ზრდადი, და თუ იგი უარყო- 
ფითია, როცა X>თ, იქნება კლებადი. ' 

აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ (4.8) განტოლების იძ (XV) კოე– 
ფიციენტი აკმაყოფილებს პირობას 0 (X)<0 და თუ ამ განტოლების 
რომელიმე ამონახსნი დადებითია (ან ტოლია ნულის) და ზრდადი 

X=თ წერტილზე, მაშინ იგი დადებითი და ზრდადი იქნება (თ, ხ) შუა– 

ლედის ნებისმიერ X>თ წერტილზე. პირიქით, თუ V(X) ამონახსნი 
უარყოფითია (ან ნულის ტოლი) და კლებადი X=თ წერტილში, მა- 
შინ იგი უარყოფითია და კლებადი ნებისმიერ X>თ წერტილზე. 

ამგვარად, როცა შესრულებულია პირობა: 0 (X) <0, მაშინ (0, ნ) შუა– 

ლედღში არ გვექნება წყვილი შეუღლებული წერტილები, რადგან, თუ 
(ი, ხ) შუალედის რომელიმე X=თ წერტილზე V (0) =0, .მაშინ ნების– 

მიერი X=ჩ-სათვის, ზ>თ, შესრულდება უტოლობა; V (8):.Mყ” (3) > 9 

და ამიტომ V (ჩ)=-0 და, მაშასადამე, (4.8) განტოლების ამონახსნი 
მთელ (ძი, ს) შუალედში იქნება არარხევადი თეორემა დამტკიცე- 
ბულია. 

შენიშვნა. თუ X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის 0 (X)<0, მაში5 
(4.8) განტოლების ყეელა ამონახსნი არარხევადია ნებისმიერ სასრულ 
(0, ხ) შუალედში. ასე რომ, (4 8) განტოლების ყოველი ინტეგრალუ– 
რი წირი 0X ღერძს გადაკვეთს არა უმეტეს ერთი წერტილისა. მაშა- 
სადამე, (4. 8) განტოლების ამონახსნი არარხევადია (ძი, ხ) შუალედ- 

ში, თუ ამ შუალედში მას არა აქვს ნულები ან აქვს მხოლოდ ერთი. 
პირიქით, (4 . 8) განტოლების ამონახსნი რხევადია (ძ, ხ) შუალედ–- 

ში, თუ ამ შუალედში აქვს ერთზე მეტი ნული. 
განვიხილავთ რა დიფერენციალური 

ყ (X + ი"V(X) =0 
განტოლების ორ წრფივად დამოუკიდებელ კერძო ამონახსნს: 

V, (X) = 005 /X, ი (X) = 51ი ჩX, 

დავინახავთ, რომ ამ ამონახსნების ნულებს აქვს “შემდეგი თვისება: 
ერთი ამონახსნის ორ მიმდევრობით ნულს შო- 
რის ძევს ერთი და მხოლოდ ერთი ნული მეორე 
ამონახსნისა. გამოკვლევა გვიჩვენებს, რომ ასეთივე თვისება 

აქვს რხევადი ამონახსნების მქონე ყოველ მეორე რიგის წრფივი ერთ– 
გვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ·ნებისმიერ წრფივად დამო– 
უკიდებელ ამონახსნებს... 
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შტურმის თეორემა. თუ X- და X, არის მეორე რიგის 
წრფივი ერთგეაროვანი 

ყ(X) + ”(X)ყ'(X) +9(X)V9(9 =0 (4.9) 

განტოლების X=V9M,(I) ამონახსნის ორი მიმდევ– 

რობითი ნული, მაშინ იმავე განტოლების ყო- 

ველ მეორე წრფივად დამოუკიდებელ Vყ=ყ:C) 
ამონახსნს აქვს ზუსტად ერთი ნული, რომელიც, 
ძევს X-სა და XI-ს შორის. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ყ=ყ, (X) და V= ყ. (X) (4.9) განტო–- 

ლების ორი წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნია. ვიგულისხმებთ, 
რომ ყ:=ყ, (X) ამონახსნს აქვს ორი Xი და X, მიმდევრობითი ნული: 

V (Xი) = 0, VI (X,)) =C და M,(X)=-0, როცა Xა< X< ე. 

დავამტკაცოთ, რომ არსებობს მეორე ყV=ყი (X) ამონახსნის ერთი და 

მხოლოდ ერთი ნული X, რომელიც ძევს ყ=Vყ,; (X) ამონახსნის ნუ- 

ლებს შორის. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, ყი (X)550 X-ის ყველა მნიშვნე- 
ლობისათვის Xი-<X<Xჯ, შუალედში. ვთქვათ, გარკვეულობისათვის, 

რომ Vყ.(X)>0 X-ის ყველა მნი შენელობისათვის, Xე<-X<X,. IXი, X1I 

სეგმენტი, ბოლოებზე /(.(») განსხვავკ0ბულია ნულისაგან: Vი(Xე) 52 0, 

ყი (X)2-2; მართლაც, წინააღმდეგ “შემთხვევაში ამ ამონახსნების 

ვრონსკიანი: | 

(I (X) = 9, Vყ. –V ყი 

ნულის ტოლი იქნება, რაც ეწინააღმდეგება V) (X) და ყ2 (X) ამონახს- 
ნების წრფივად დამოუკიდებლობას. რადგან > (XV) არ უდრის ნულს, 

ამიტომ იგი ინარჩუნებს მუდმივ ნიშანს. გარკვეულობისათვის ვიგუ– 
ლისხმოთ, რომ (Xი, X,) მუალედში წ? (X)>0. განვიხილოთ იგივეობა: 

_ (ი I. .0ო. 
( ყი./ ყა:(X). 

გავამრავლოთ ამ იგივეობის ორივე მხარე ძX-ზე და შევასრულოთ 
მიღებული ტოლობის ინტეგრება წXი, XI) შუალედზხე, მივილებთ: 

_ / 4) 
ს # 

აქ, პირობის თანახმად, მარცხენა მხარე ნულის ტოლია, ხოლო” მარჯვე– 
ნა მხარე დადებითი, რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, შტურმის თეო–- 
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რემა მართებულია. ამგვარად, არსებობს წერტილი X, X<Xჯ<X, რო- 

მელშიაც V: (X) = 0, ამასთან, ასეთი წერტილი ერთი და მხოლოდ 

ერთია, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში, თუ შევუცვლიდით ყ, და V-ს 
როლებს, ვიპოვიდით X» წერტილს, Xა< X< X,, რომელშიც V, (X) =0. 
ეს კი ეწისააღმდეგება პირობას, რომ Xა და X, წარმოადგენენ V/, (XV) ამო– 
ნახსნის ნულებს. თეორემა დამტკიცებულია. 

შტურმის თეორემა საშუალებას გვაძლევს, შევადაროთ მეორე რი- 
გის წრფივი ერთგვაროვანი განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი 

კერძო ამონახსნების რხევითი ხასიათი. ასე რომ, თუ ერთ-ერთი კერ- 

ძო ამონახსნის რხევითი ხასიათი ()სნობილია, მაშინ ამით ცნობილი 

იქნება მეორე კერძო ამონახსნის რხევითი ხასიათი. 
კერძოდ, (4.9) განტოლების ორივე წრფივად დამოუკიდებელი 

ამონახსნი რხევითია (თ, ხ) შუალედში, თუ ერთ მათგანს ამ შუალედ– 

ში აქვს ორზე მეტი ნული. 

2 შტურმის შედარების თეორემა. ზემოთ განვი– 

ხილეთ მეორე რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლების წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ამონახსნების რხევითი ხასიათი. განვიხილოთ, 

მაგალითად, ასეთი ორი განტოლება: 

ყ+9ყ=0 და 2?+162=9 

თუ შევადარებთ ერთმანეთს ამ განტოლებათა ამონახსნებს: IV, =005 3X, 

ყა = 510 3X; 2, = 005 4X. 2:= 510 4X, დავინახავთ, რომ პირველი განტო- 

ლების ნებისმიერი ამონახსნის ორ ნულს შორის ძევს მეორე განტო- 

ლების ნებისმიერი ამონახსნის ერთი ნული მაინც. ა 

ანალოგიური თვისება ახასიათებს შემდეგი უფრო ზოგადი სახის 

ორი სხვადასხვა მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენცია– 

ლური განტოლების ამონახსნებსაც: : 

Vი0+თV(9 =0, 2700 +9.2(2 =0, 
სადაც მ) და მე დადღებითი მუდმივი რიცხვებია ამასთან, #2:>ძ,. 

აღნიშნული თვისება ახასიათებს აგრეთვე, ორი სხვადასხვა 

ცვლადკოეფიციენტებიანი მეორე რიგის წრფივი დიფერენციალური 

განტოლებების ამონახსნებს. ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. 

შედარების თეორემა თუ მოცემულია ორი განტო- 

ლება: 

L, IVI = 9” (X) +'9)(X) ყ(X)=9 და L,(2)-=2” (X) + ძ-(9)2(9=0, (4.10) 

საჯაც რი(წი) და 0:() ფუნქციები უწყვეტია (0ი,ხ) შუა- 
ლედში დღა 0:(X > 9, (I), როცა ი=Xჯ=, მაშინ პირველი 

365



განტოლების ნებისმიერი V=ყ(X) ამონახსნის ყოველ 

ორ მიმდევრობით ნულს შორის ძევს მეორე განტოლე- 

ბის ნებისმიერი 2=7(#X) ამონახსნის ერთი ნული მაინი0, 
თუ ამ ნულებს შორის შუალედში არსებობს წერტილე- 

ბი, რომლებშიც 2ძ:(X) >9 (X. : 
დამტკიცება. ვთქვათ, V, (X) არის პირველი განტოლების 

ერთი კერძო ამონახსნი, #L, (V;-(X) 1 = 0: X, და X, ამ ყ,(X) ამონახსნის 

ორი მიმდევრობითი ნულია და 2(X) არის #,.(21=0 განტოლების რო- 
მელიმე ამონახსნი, უნდა დავამტკიცოთ, რომ (X., X) მუალედში არსე–- 

ბობს წერტილი (X = X9%. Xა<- X" <- X,, რომლისათვის 2(X") =0. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 2 (X) 5-0 (Xი, X,)) შუალედში. ზო- 

გადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ: რომ V(X>>9 და 

2(X>90 (X, X) შუალედში. ამ შუალედის ბოლოებზე V(X) ფუნქცია 
ხდება ნული, ხოლო 20) ფუნქციის მნიშვნელობანი არაჟარყოფითია. 

დავწეროთ შემდეგი იგივეობანი: 

900 + 2. (901VCX =9, 

2709) +ძ:(X) 2(X) =0. 

თუ ამ იგუვეობებს შესაბამისად გავამრავლებთ 2(#») და #(X)-ზე და მე– 
ორეს გამოვაკლებთ პირველს, მივიღებთ: : 

ყ' (X) 2(9 –– 2” თი ყ(X) = (9+(X) –– 2, C9)) ყ (9) 209, 
ანუ 

| ყ” (X) 2(X) –– 2(X) ყ(X))” = IV:(X) – 2, (X) 1 / (X) 2 დე- 

უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ ძX-ზე და შევას- 
რულოთ ინტეგრება IXი, X)| მუალედზე, ამასთან, მხედველობაში მი– 

ვიღოთ, რომ V(X,)=V(X,) = 0, მივიღებთ: 

XI 

V (ი) 2 (X) – V (X)2(X)) = | (2:00 – თ C9)9(9)200ძX. C.11) 
X0 

"რადგანაც ყ (X)) =0 და V#(M9 > 0 (X, XII შუალედში,„ ამიტომ 

V (X) 2>0. 
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მართლაც, თუ V"(X,)) = 0, მაშინ ფუნქცია V(X) და მისი წარმოე- 

ბული X=Xა წერტილზე ერთდროულად იქნება ნული, მაგრამ, არსებობი- 

სა და ერთადერთობის თეორემის თანახმად, V(X), ფუნქცია იქნება 

(4. 10)-დან პირველი განტოლების ნულოვანი ამონახსნი, რაც ჩვე§ 

დაშვებას ეწინააღმდეგება, ამას გარდა, რადგან V (X) <0 და 2X)>90, 

2(X) >9, ამიტომ (4.11) ტოლობის მარცხენა ნაწილი არადღადებითია 

მაშინ, როცა მარჯვენა ნაწილი დადებითია, მიღებული წინააღმდეგობა 
ამტკიცებს თეორემას. 

ადარებენ რა ერთმანეთს (4.10) განტოლებების ამონახსნების 
რხევითს ხასიათს, ამბობენ, რომ მეორე განტოლების ამონახსნები 
უფრო მეტი რხევითი ხასიათისაა, ვიდრე პირველი განტოლების ამო- 
„ნახსნები. 

ჩვეულებრივად, შედარების თეორემის გამოყენებისას (4. 10) გან– 
ტოლებებიდან ერთ-ერთის მაგიერ აიღებენ მუდმიეკოეფიციენტებიან 
წრფიე ერთგვაროვან განტოლებას: 

ყ' (ი) + 0” ყ (X) = 0. 

 



1X თავი 

ჩვეულებრივი დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემები 

§ 1. ძირითადი ცნებანი 

წინა თავებში განვიხილეთ სხვადასხვა რიგის ჩვეულებრივი დიფე- 
რენციალური განტოლებანი და შევისწავლეთ ასეთ განტოლებათა 
ინტეგრების ·მეთოდები. 

შევნიშნავთ, რომ ტექნიკის, სხვადასხვა დარგში -– მექანიკაში, 

ელექტროტექნიკაში, კერძოდ რადიოტექნიკაში„ ხშირად საქმე აქვთ 
ისეთ პროცესებთან, რომელთა მათემატიკურ აღწერას: მივყავართ 

ერთი X დამოუკიდებელი ცვლადის რამდენიმე უცნობი ფუნქციის 

განსაზღვრამდე, მასთან, ეს ფუნქციები დაკავშირებულია ერთმანეთ- 
თან ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა გარკვეული თანა- 

ფარდობებით. ამ ფუნჭციების განსახღვრისათვის უნდა განვიხილოთ 
არა ერთი ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლება, არამედ ჩვე- 

ულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა რამდენიმე უცნო– 

ბი ფუნქციით, ამასთან, განტოლებათა რიცხვი უნდა ეტოლებოდეს 
უცნობ ფუნქციათა რიცხვს. 

მექანიკიდან განვიხილოთ ამოცანა, .რომელსაც მივყავართ ჩვეუ- 
ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ამოხსნამდე. 

ვთქვათ, მატერიალური წერტილი, რომლის მასა არის 7, მოძრა– 
ობს რომელიღაც # ძალის მოქმედებით, რომლის #», #,, > გეგ- 

მილები კოორდინატთა ღერძებზე დამოკიდებულია 1 დროზე, წერტი- 
ლის .X, ყ, 2 კოორდინატებსა და წერტილის სიჩქარეზე მოცემულ 
1 მომენტში, ე. ი. ' 

ძძ ძყ ძ?2 
, , –---ზე · 

ძ! ძ ძ 
ძი ძე ძ?2 

L, = 1; .ი ს აე ქ. –“–-I, 1=/ ( #Mრ 'თ' #” «4, 
(1.1) 

ს =ჩ(I X, ყ, 2, -9%X 94, +): 
ძ! თ თ 

ძ» რმყ +) 
L = ;, ' __–.. 

2 ჩ( რიხი ს' #. 4



მატერიალური წერტილის მოძრაობის კანონი რომ ვიპოვოთ, უნდა 

ვიპოვოთ X, ყ, 2, როგორც #-ს ფუნქციები. მაშასადამე, აქ ჩვენ გვექ– 
ნება #-ს სამი უცნობი ფუნქცია: X=#(,), ყ=ყVყ(0), 272=7C(I). 

ამ ფუნქციების მოსაძებნად უნდა შევადგინოთ სამი განტოლება. 
ამ განტოლებებს მივიღებთ, თუ მოქმედი ძალის გეგმილებს ამა თუ იმ 
საკოორდინატო ღერძზე გავუტოლებთ მოძრავი წერტილის აჩქარების 
გეგმილებს ამავე ღერძზე, გამრავლებულს წერტილის VI მასაზე: 

  

  

ძ?X 

იძი 
ძბყ 

რეი 
2. „ ძ“2 =#ჩ, 

ძ/? 

ანუ 
2 · ძ?X =--ჩ(. X, ყ, 2, 9. 99 #)' 

თ/? ” თ“ თ! ძ 

ძ?მყ 1 მი, 'ძყ ი? 
==“. =- , #, გე --. –., |, 1.2 
უუ > #9? ' 4“ 3 02 

  

ძ?2 1 ძძ ძე ძ2 
=– ს, X, ყ,2 .ას ა – _ 

ძი I ჩ( #9 VI" #' ) 

ამგვარად, მივიღეთ სამი დიფერენციალური განტოლების სისტემა. 
ეს სისტემა გვაძლევს დამოკიდებულებას სამ X=X(CI), ყ=ყ(!), 2=2() 
ფუნქციებსა და ჯ-ს მიმართ მათ პირველი და მეორე რიგის წარმოე- 
ბულებს შორის. თუ ეს ფუნქციები მოძებნილია, მაშინ 

X=X(C), ყ=ყ0), 2=2() 
წარმოადგენს მოძრავი მატერიალური წერტილის ტრაექტორიის პარა- 
მეტრულ განტოლებას. 

ბრტყელი მოძრაობის შემთხვევაში, ე. ი. როცა ტრაექტორია არის 
ბრტყელი წირი, X=X(I) და ყ=ყ (I) ფუნქციების განსაზღვრისათვის 
მივიღებთ 2 განტოლების სისტემას: 

2 - 

უ„უ2X რი(+ X, ყ, L2 %)' 
ძ/ თ” « 
ძშყ ძჯ #) 
–--ლ=ჩI0 XV ––, –>-I, ” ეი ჩ ( რი ' 
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ამასთან, ჩვეულებრივად მოცემული იქნება წერტილის საწყისი მდება- 
რეობა:  XL(/ა)= X,, V(II)= ყე და წერტილის საწყისი სიჩქარე: 

ჯ” (ი) = X V (I) = ყი”, 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი შემთხვევა. 
განსაზღვრა 1. ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა სისტემა ეწოდება განტოლებათა ერ- 
თობლიობას, რომლებიც აკავშირებს Xჯ დამოუკი- 
დებელ ცვლადს, ამ ცვლადის რამდენიმე უცნობ 
ფუნქციას: 

VI (ი), ყ5 (X), --· ყი (X) 

და ამ უცნობი ფუნქციების წარმოებულებს რო- 
მელიმე რიგამდე ჩათელით. 

ამგვარად, ზოგადი სახე ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 'განტოლე- 
ბათა სისტემისა არის: 

ჩ) (X; ყე. ყ>''" .ყი, Vყ)”, ყას“ · -, ყი,“ ·”" ყა), ყა ... 

ყი შიბ) = 0, 

ჩM:(X; ყი ყა: ''. ყი; MI, ყ2ს'" "ყია" '"ა ყა) , ყ.”ა .-” (1.3) 

ყი) = 0, 

#ია(X, 91, ყე. ' '.ყი: VI, ყა,“ .., ყი”; ·.., ყა) , ყრი), ··. 

ყე ი) =0, 

რომლებიც აკავშირებს ჯ დამოუკიდებელ ცვლადს, # უცნობ ფუნქ- 
ციას: Vყ,ე (X), ყა (X), · ·· , #/(X) და მათ წარმოებულებს შესაბამისად #7, 
ი, · · "ე რიგამდე. 

შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ (1.3) სისტემის გან–- 
ტოლებათა რიცხვი ეტოლება უცნობ ფუნქციათა რიცხვს. · 

განსაზღვრა 9. (1.3) დიფერენციალურ განტოლება- 

თა სისტემის თითოეული განტოლების რიგი ეწო- 
დება მასში შემავალი წარმოებულის უმაღლეს 
რიგს, ხოლო განტოლებათა სისტემის რიგი ეწო- 
დება მასში შემავალი უცნობი ფუნქციების 
წარმოებულების უმაღლესი რიგების ჯამს. 

ასე, მაგალითად, (1.3) სისტემა არის M = თ», + ჩა + -..+ ე რი- 

გის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა. 

' კერძოდ, განვიხილოთ „ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა სისტემა, რომელშიც, გარდა X დამოუკიდებელი ცვლადისა, შე– 
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დის ამ (0ვლადზე დამოკიდებული სამი VI (X), Vყ2 (X), ყ3 (X) უცნობი 
ფუნქცია და მათი მიმდევრობითი წარმოებულები მესამე რიგამდე 
ჩათვლით: I 

” (თ, V. ყ., Vყ,”, ყ.” ყა, ყ:, ყა”, ყა”; ყა, ყვ, ყა”, ყვ”) =0 

0 =1, 2, 3). 
ეს სისტემა წარმოადგენს მე-ი რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 
განტოლებათა სისტემას. 

განსაზღვრა 8. (1.3) დიფერენციალურ განტოლება- 
თა სისტემის ამონახსენი ეწოდება # ფუნქციის 

ერთობლითას 

= დ, (X), ყა = დე(X), -.., ყი == დე (LX), 

ი რომლებიც. ჩასმული სისტემის თითოეულ გან- 
ტოლებაში, მას გადააქცევს იგივეობად. 

(1. 3) სისტემის ყველა ამონახსნის მოძებნის პროცესს განტო- 
ლებათა სისტემის ინტეგრება ეწოდება. 

§ 9. დიფერენციალურ განტოლებათა კანონიკური სისტემები 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას ერთი დამოუკიდებელი 
' X ცვლადის რამდენიმე 

MI (X); M5 (X), --· 4 (X) 
უცნობი ფუნქციით ეწოდება კანონიკური: სისტემა, თუ 
განტოლებათა რიცხვი უცნობ ფუნქციათა რიცხვის ტოლია და სის- 
ტემა ამოხსნილია განტოლებებში შემავალი უცნობი ფუნქციების 

უმაღლესი რიგის წარმოებულების მიმართ. 

ამგვარად, თუ (1.3) სისტემა შეიძლება ამოიხსნას მასში შემავა- 
ლი ყოველი უცნობი ფუნქციის უმაღლესი რიგის წარმოებულის: 

MV, ლა, M (თა, ყმის მიმართ, და ასეთ ამოხსნასს შევასრულებთ, 

მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებათა კანონიკურ სის- 

ტემას: 

  

ძლ , , ._ , 

ძურ -0=ჩ(X ყ1ყ4ყLL.·., ყე -)ა; MX. ყე 0... ყე 9 იი, ყი ე მი) , 

( 

<= ==/ა(X; VI), MI” „ყმა; ხეს ყე.) ე (რე-)). "ის ი წი (რი-ა) , 

” (2.1) 

ძო ა. 

2 ი / CV; ყი ყ”,..., ყე -ა; ყ,, ყა... ყარ შნ-)),...,ი, ყი”. /აში-)) 
ძა” / ), 
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პრაქტიკაში უმთავრესად გვხვდება ან კანონიკური სისტემები, ან 
სისტემები, რომლებიც ადვილად დაიყვანება კანონიკურ ფორმაზე. 

კანონიკური სისტემის კერძო შემთხვევასს წარმოადგენს ერთი 
ჩ-ური რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლება, რომე- 
ლიც ამოხსნილია უმაღლესი რიგის წარმოებულის მიმართ: 

ყი) (XV) = #/(X, ყ, ყ”, ყ”, -.., ყ(” ი), (2.2) 

მართლაც, ზემოთ ვნახეთ, რომ ახალი უცნობი ფუნქციების შე- 
მოტანით 

·#, (X) = ყ(%, ყი (X) = V' (X), ·-· » ყი (X) = ყI”“') (X), 

(2.2) განტოლება დაიყვანება # განტოლების შემდეგ სისტემაზე 

  
ძყ, – ძVMე _ იყი) _ 

ძX ა ძX “V-ს ძე. თ რწ 
ძ | . 

V =7(CX, VI ყ2) ··· „ ყი), 
ძX 

(2.3) განტოლებათა სისტემა წარმოადგენს განტოლებათა შემდეგი 
სისტემის: 

  

  

ძ 
MI = 7) (, VI ყი. ყი), 

ძX 

ძყ. ! 
=/ , , ვ... , ქ» 70(X, VI, ყ= ···» Mი) დ.4) 

) 

ძ 
99 – »(X, ყი ყა: ···;Mი) 

ძX 

კერძო შემთხვევას. (2.4) სისტემას ეწოდება დიფერენ- 
ციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემა. 
ამასთან იგულისხმება, რომ განტოლებათა რიცხვი ეტოლება უცნობ 
ფუნქციათა რიცხვს. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტო- 
ლებათა სისტემა: 

თყ 94.» -0, 

ძX3 ძX 
2. 4 (2.5 

-ძყ. ბ. ,2ჯ=0 7; + მ» + ყ 
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ვუჩვენოთ, რომ (2. 5) სისტემა არის კანონიკური სისტემა. მართ- 

ლაც, სისტემის მეორე განტოლებიდან გვაქვს: 

ახლა თუ +“-ის ამ გამოსახულებას შევიტანთ (2.5) სისტემის პირველ 
X 

განტოლებაში, მივიღებთ: 

«ყ ძი, -_%9-=-2 –V. 
ძ») ძX 1+V 

მაშასადამე, (2 . 5) სისტემა არის კანონიკური სისტემა, რადგანაც 
ის ამოიხსნება მასში შემავალი ყოველი უცნობი ფუნქციის უმაღლესი 
რიგის წარმოებულის მიმართ: 

ძყ _ ძყ 3 –- =5===-- –X, 

ძX3 ძX +9 

ძ2 ძყ გ 
““ =-  #. 2». 
ძX ძX # + 

მაგალითი 9. განვიხილოთ ჩვეულებრიე დიფერენციალურ განტო- 
ლებათა სისტემა: 

  

    

-“+«<# –-ვყ=0, 
ძXჰ + ძჯ) # 

ძ?ყ ძბ2 – 2ყ9? =0, 
ძ»ჯ? ძჯყ? +2ყ 

ეს სისტემა არ ამოიხსნება მასში შემავალლი უცნობი ფუნქციების 
უმაღლესი რიგის წარმოებულების მიმართ. 

მაშასადამე, იგი არ იქნება კანონიკური.სისტემა. 
ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 1. ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა ნებისმიერი სისტემა, ამასთან, ნე- 
ბისმიერი რიგისა: შეიძლება დაყვანილ იქნეს 
განტოლებათა ახალ სისტემაზე, რომელიც შეი- 
ცავს უცნობი ფუნქციების მხოლოდ პირველი 
რიგის წარმოებულებს. 

დამტკიცება. მართლაც, სიმარტივისათვის განვიხილოთ ჩეე- 
ულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა, რომელიც აკავ– 
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შირებს XV დამოუკიდებელ ცვლადს, ამ ცვლადზე დამოკიდებულ სამ 
უცნობ ფუნქციას: V/) (X), V2 (X), Mვ3 (X), და მათ მიმდევრობით წარმო– 
ებულებს რომელიმე რიგამდე. 2” 

ეთქვათ, გეაქვს დიფერენციალურ განტოლებათა შემდეგი სის- 

ტემა!: 

ჯ) (X, ყ.. ყი MI”... ყ,!); ყე, ყვ”, ყა ·--» ყე!”); ყვ, ყა”, ყე”, -.., ყვ!” ))=0, 
(=1, 2, 3) (2.6) 
რომლის რიგი /? => # + I -L I. 

ვაჩვენოთ, რომ (2.6) სისტემა შეიძლება დაყვანილ იქნეს დიფე–- 
რენციალურ განტოლებათა ახალ სისტემაზე, რომელიც შეიცავს უც- 
ნობი ფუნქციების მხოლოდ პირველი რიგის წარმოებულებს. 

ახალ უცნობ ფუნქციებად მივიღოთ ფუნქციათა შემდეგი სისტემები: 

ყ, (X), VI (X, M)” (X), ..., #4, (5-1) (7), 

ყი (X), ყა (X), Vყა” (%), ·.. , ყ.!-) (X), (2.7) 

ყა (X), ვ” (X), Vვ” (X), ... , ყვ!“ 1) (X). 

მაშინ გვექნება: 

ყე”) (X) = ძყ,#-ს (9_ , 
ძX 

ყი ცე = 99“ 30. 
ძჯ» 

ძყვ! 1) (ი) 
-ძX : 

ცხადია, (2.6) სისტემის განტოლებებიდან თითოეული შეიცავს 
ახალი უცნობი ფუნქციების წარმოებულებს, არა უმეტეს პირველი 

რიგისა. ' · 
შემდეგ, ახალი უცნობი ფუნქციების განსაზღვრის თანახმად, 

გვაქვს: 

ყვ!”) (X) = 

  

  

    

ძყ, ”,.: ძყ.” ძყ (#–2) 
/(90 = , ჯ.– 9M ყლ) ცე ლ= +M 9) (X) ქ» ყI (X) ქ» (78% (X) ქX 

4Vი „ ძყა” # ძყ.,(/-მ) 
7(X= , IM. (X= –>1?.,.,.., ყე((-11(X))= 72... Mვ” (X) მ ყი” (X) = · 7» Vი (623, მ: 

, ძ 772 ძ კ” ძ (1-2) ყა () = 97, ყ.”ლე= 59% ,..,ყრ-ს (ე 95%: 
ძX ძX ძX 

' ვიგულისხმებთ, რომ (2. 6) სისტემის ამოხსნა შესაძლებელია უცნობი ფუნქ- 

ციების უმაღლესი რიგის წარმოებულების მიმართ, 
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თუ ამ განტოლებებს შევუერთებთ მოცემულ განტოლებებს, მა– 
შინ მივიღებთ განტოლებათა ისეთ სისტემას, რომელშიც თითოეული 
განტოლება ახალი საძიებელი ფუნქციების მიმართ იქნება არა უმაღ- 
ლესი პირველი რიგისა: 

  

  

(ჩ-ს ((–1) 
L, (» . ყ,”-)), მყ“. ყა, ყი, ·.) ყე! -)), ძი : 

ძX ძX 

(MI-1) 

ძX 

, ძყ, , 9VIL. ძყ,(ჩ-2) 
X) == ”(ჯ „+, ყ,(ჩ-1) (ჯ = , 

#. (X) ჩ1-'. #0 (9 = ძა M (ი ძი 

, V ძ (ჩ–1) , ძ ((–1) 

IM (» ყI. ყ1: ყე , ··. ,ყ,(”-1), «CM . ხი, IM... „ყე ა, ყ2 , 

ძX ძჯ 

(/II–1) 
ყვ, ყა, . ყვ!-1), 4--) = 0, (2.8) 

ძ»X 

, შყი· ძყა” ძყ,!- ა 
X=–->2, ”-)=-+,.., ((/-1)(ჯX = 2 , 

V; (X) ძX ყე (X) ჰ» ყე (63) - 

, ” ძყ(ჩ-. – ძყ!!-1) 
#უვ (» VI VI. ყ, ,-.. , ყ,(#-)), ყ : ყ9V» ყე, ... „ყე“, V ; 

ძX ძ»X 

(IM –1) 

ყე, ყვ --. ს ყვ”), 4+--) =0, 
თძX 

; ძყე , ძყა” ძყკ(7- 3) 
X)=-–--“-, MM” 93... , (7-1) = .-”პ6 

ყვ“ (X) ო კ” (X) 2; ყვ (– -- 

(2.8) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა წარმოადგენს პირვე– 
ლი რიგის ჩვეულებრიგ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას 
ახალი (2 . 7) უცნობი ფუნქციებით: 

LI, წ ", ყI”, ... ყ,I(ჩ-1), 

Vყ: ყა”, ყა”, ა. ყვ!-!), 

“ყვ, ყვ”, ყა”, ... ყე!”ო1), 

ამასთან, განტოლებათა რიცხვი ეტოლება უცნობ ფუნქციათა რიცხეს. 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი 
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თეორემა 9. ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა ნებისმიერი (ყოველი) კანონიკური 

სისტემა დაიყვანება პირველი რიგის დიფერენ- 
ციალურ განტოლებათა ნორმალურ სისტემაზე. 

დამტკიცება. მართლაც, (2.8) დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა სისტემა ეკვივალენტურია დიფერენციალურ განტოლებათა ნორ- 

მალური სისტემისა, რომელსაც მივიღებთ, თუ (2.8) სისტემაში შე- 
მავალ განტოლებებს: 

L =0, ჩ.=0, წ =0 

შევცვლით მათი ტოლფასი, უცნობი ფუნქციების პირველი რიგის წარ- 
მოებულების მიმართ ამოხსნილი შესაბამისი განტოლებებით; ე. ი. 
ეკვივალენტურია სისტემისა: 

ძყ,.-ბ 
  

  

ძი . ძყ,” 7(X1)= , ყე(X=–-+-,..., (––1) (ჯ) = , 

ყ 00)=-“-, V00=- +, ს გრიალი =-.-- 

ყ. ძ „” ძ , 
ძ ((–2) 

ყა (X) = M2 : ყი (X) = -2V5_ ' , ყე!" “1) (9 – წე , 

X ძX 
ძX 

ძVა ძ 
ძყე(/16-2) 

ყვ /”(X) = “2, ყვ ” (X) = 9, ... ყვ (7-1) (X = 9- , 

ძყყ.(”-1) 
, , , , _ 

9- – =/ (X, ყ,, V), VI”, -·.) ყ,(”-1); MM» ყი ი ხთ”... ყე! !); 

, „ 7-1) (2.9) 

ყვ, სვ ჯ ყვ კოო.” ყვ! » 

ქ “) / ” , „” 

“ი =ჩხCX Vყ,, V:”, MI”, -.., ყ(ჩ-); ყე, ყი, წერ, .., ყე; 

ყვ, ყა, ყა”, ·-.ს ყვი) ),. 

“ი”. 
/ ” 

/, „” _ 1" 23>- = /ვ (X, ყ1 ყ1ს: ყ1)-·.ც ყ,!”-!); ყა, ყი, ხე”... ყ. 1 : 

ყვ, ყე”, ყვ”, -.. ,/,ყვ(”?1)), 

მეორე მხრივ, დამტკიცებული თეორემის თანახმად, დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა ნებისმიერი რიგის ნებისმიერი სისტემა და მათ 
შორის ნებისმიერი კანონიკური სისტემაც, დაიყვანება (2. 8) სისტე– 
მაზე, რომელიც, თავის მხრივ, ეკვივალენტურია (2.9) ნორმალური 
სისტემისა. აქედან გამომდინარეობს თეორემის მართებულობა. 

ამიტომ შემდეგში განვიხილავთ მხოლოდ პირველი რიგის ჩვეუ- 
ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემებს, რომლებიც შეი- 
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ცავს X დამოუკიდებელ ცვლადს, ამ ცვლადის ” უცნობ ფუნქციას: 
#.(X) Vყ:(X),..., ყი(იე ღა მათი პირველი რიგის წარმოებულებს. 

ხმასთან, სისტემის განტოლებათა რიცხვი ეტოლება უცნობ ფუნქცია- 
თა რიცხვს!. 

§ 8. დიფერენციალურ ბანტოლებათა ნორმალური სისტემები 

ზოგადი სახე პირველი რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა სისტემისა არის: 

M1(X, ყ.; ყი ·--» ყი; 91 V2ს-··, ყი”) = 0, 

M:(X, ყ., VMე, -··, ყი: MI, ყი: -·, ყი.) = 0, (3.1) 

IL (C2 ყI ყა, ··· ყი, ყა”, ყი, .... ყი”) = 0, 

სადაც X დამოუკიდებელი ცვლადია, ხოლო VI, VI, .-. წე-– უცნობი 
ფუნქციები ვიგულისხმებთ, რომ #,, ჩ.,.., სჩ, თავიანთი არგუმენ- 

ტების მოცემული უწყვეტი ფუნქციებია, განსაზყვრული (2M-+1) გან–- 

ზომილებიანი სივრცის რაიმე დახურულ # არეში. 
განსაზღვრა 1. პირველი რიგის დიფერენციალურ 

განტოლებათა კანონიკურ სისტემას, ე. ი. სის- 
ტემას, რომელიც ამოხსნილია უცნობი ფეუნქ- 
ციების პირველი რიგის წარმოებულების მი- 

მართ, ეწოდება დიფერენციალურ განტოლება- 
თა ნორმალური სისტემა. 

ამგვარად, ზოგადი სახე დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმა- 

ლური სისტემისა # უცნობი ფუნქციით არის: 

  

  

  

ძ 
#I = / (X, MI. ყე ···» ყი), 
ძX 

ძყე _ 
ძჯ = />(X, Mე, ყვ ·-·» Mი), (3.7 

ძყ, 
# =/ი (X, 9). ყი ··. ს; Mი) 
ძX 

  

1 ეს რიცხვი განსაზღვრავს სისტემის ზოგად ინტეგრალში ნებისმიერი მუდმი- 

ვების რიცხეს და, მაშასადამე, შეიძლება განვიხილოთ როგორიც კანონიკური სისტე–- 

მის დამახასიათებელი რიცხვი. ცხადია, ნორმალური სისტემის უცნობ ფუნქციათა 
რიცხვის მისაღებად, რომელზედაც დაიყვანება კანონიკური სისტემის რიგი, უნდა 
შევკრიბოთ კანონიკური სისტემის ყველა უცნობი ფუნქციის წარმოებულის უმაღ- 
ლესი რიგი. . 
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სადაც X დამოუკიდებელი ცვლადია, ყე (X), M2 (XI -·-» Mი (X) –– უცნობი 
ფუნქციები, ხოლო /#(X, V,, MM, -.., ყი) (6 = 1 2 ...,8) ფუნქციები 
განსაზღვრული და უწყვეტია (X, V,, V,, --., #ი) სივრცის რაიმე (#M -- 1)- 
განზომილებიან IL არეში. 

განსაზღვრა მზ. (3.2) სისტემის განტოლებათა 
რიცხვს ამ სისტემის რიგი ეწოდება. ამგვარად, (3. 2) 
სისტემა წარმოადგენს M-ური რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა 
ნორმალურ სისტემას. 

განსაზღვრა მ. (3.22) სისტემის ამონახსენი რაიმე 

(ი, ხ) შუალედში ეწოდება დიფერენცირებადი # 

ფუნქციის 
ყ, = დ1(X), ყა» = და (XV), ..-, ყი == თი (X) 

ყოველ ერთობლიობას, რომლებიც ჩასმული (3.2) სის- 

ტემის განტოლებებში, ყველა განტოლებას გადააქცევს 
იგივეობად. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ განტოლებათა ნორმალური. სისტემა: 

99 _ 
ძX 

«-_, 
ძX ' 

ადვილად შევამოწმებთ რომ ორი დიფვრენცირებადი ფუნქციის 
ერთობლიობა 

(3.3) 

ყ=C16" –- Cა6->, 

2=0C.16"+Cა6C””, 

სადაც CI), C2 ნებისმიერი მუდმივებია, წარმოადგენს (3.3) სისტემის 

ამონახსენს. 

1. სისტემის ინტეგრალური მრუდი. დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა ნორმალური სისტემა ჩ უცნობი ფუნქციით: 
#VI(CX), ყ:(X), ··- , ყი(X)) შეიძლება განვიხილოთ როგორც ·განზოგადე– 

ბა წარმოებულის მიმართ ამოხსნილი პირველი რიგის დიფერენცია- 
ლური განტოლებისა, რომელიც ერთ უცნობ ფუნქციას შეიცავს: 

«X =/0V, ყ). (3.4) 

(3.4) განტოლების #V=დ (X) ამონახსენი X0ყ სიბრტყეზე გეომეტ- 
რიულად წარმოადგენს რომელიღაც მრუდს, რომელსაც (3.4) განტო– 
ლების ინტეგრალური მრუდი ეწოდება. 
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ანალოგიურად, 

ძ “== ჩ( ყ. 9, 
ძX 39 

42. = /;(X, ყ, 2) “ 
„კ, 95V 

ნორმალური სისტემის ამონახსნი, ე. ი. V=დ| (X), 2=დე (X) წყვილი 
ფუნქცია, შეიძლება განვიხილოთ, როგორც რომელიღაც მრუდი სამ- 
განზომილებიან XV2 სივრცეში. ამ მრუდს უწოდებენ (3.5)  სისტე- 
მის ინტეგრალურ მრუდს ამ სივრცეში. 

იმ შემთხევევაში, როცა #>2, (3. 2) ნორმალური სისტემის ამო- 
ნახსნი: 

ყე = დ,(X, ყე = Cდე(X),..-, ყი = მი (» (3.5) 

ანალოგიური წესით არ შეიძლება გამოისახოს რაიმე მრუდით სამგან– 
ზომილებიანი სივრციდან გამოუსვლელად. 

თუმცა, თუ განვაზოგაღებთ მრუდის ცნებას (1+ 1)-განხომილე– 
ბიანი სივრცისათვის შეგვიძლია ვთქვათ, რომ (3.2) ნორმალური 
სისტემის” ამონახსნი. (3.5) გეომეტრიულად წარმოადგენს (3.2) 

სისტემის ინტეგრალურ მრუდს წ ყეყთ--- ყი ცვლა- 
დების (L+ 1)-განხომილებიან სივრცეში. 

2. საწყისი პირობები. ვიტყვით რომ (3.2) სისტემის 

(3.57) ამონახსნი აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

_____ი. 
დ, (X-) = წ”, დე (X-) = 9. .... დი (Xა) = ყი”. 

გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს რომ ინტეგრალური მრუდი 
(3.5) გაივლის (#M -L 1)-განზომილებიანი სივრცის (Xა, 4), Vი”,.-., წი) 

წერტილზე. 
(3.2) სისტემის ინტეგრება ნიშნავს განვსახღვროთ V,, ყ»..., ყი 

უცნობი ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფილებს (3.2) სისტემას და მო– 

ცემულ საწყის პირობებს: 

ყ; = VI, ყა = ს ·--ყი = ყი, როცა X = Xა. 
მ. კოშის ამოცანა (3.2 ნორმალური სისტემისათვის 

კოშის ამოცანა მოცემულ საწყის პირობებში Xე, VI”, Vე ს ·-.MVMი  დაის- 

მის შემდეგნაირად: 
(3.2) სისტემის ამონახსნებს შორის ვიპოვოთ ისეთი ამონახსნი, 

“რრომელიც X არგუმენტის მოცემული Xე მნიშენელობისათვის აკმაყო– 
ფილებს საწყის პირობებს: ' შშეშ 

ყა = ყ., ყი = ს --·,/ი = ყი”. 
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(3. 2) ნორმალური სისტემისათვის ადგილი აქვს” კოშის თეო- 
რემას ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის შესახებ, რომე- 

ლიც ანალოგიურია ასეთივე თეორემისა 4 -I (X, ყ) განტოლებისათვის. 
X 

კოშის თეორემის დამტკიცება ამონახსნის არსებობისა და 
ერთადერთობის შესახებს პირველი რიგის ორი დიფერენციალური 
განტოლების სისტემის შემთხვევაში, მოცემულია V თავში (§ 3). 

ანალოგიურად შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ და დავამტკიცოთ კ ო- 
შის თეორემა (3.2) ნორმალური სისტემის შემთხვევაში. 

§ 4. დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემის ინტეგრება 

უმაღლესი რიბის ერთ დიფერენციალურ განტოლებაზე დაყვანის გზით 

დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემის ინტეგრე– 
ბის დაყვანა უმაღლესი რიგის ერთი დიფერენციალური განტოლების 
ინტეგრებაზე, წარმოადგენს დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმა–- 
ლური სისტემის ინტეგრების ერთ-ერთ ძირითად მეთოდს. 

ზემოთ (თავი V, § 2) ვნახეთ, რომ M-ური რიგის ყოველი დიფე– 
რენციალური განტოლება: : 

ყ(5(X) = ”(#, ყ”, ყ”,..., ყო) (4.1) 

შეიძლება შეცვლილ იქნეს მისი ეკვივალენტური # პირველი რიგის 
დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემით. შევნიშნავთ, 
რომ გარკვეულ პირობებში მართებულია შებრუნებული მტკიცებაც. 

თეორემა პირველი რიგის დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა ყოველი ნორმალური სისტემა: 

  

  

  

ძ 
# = 71(X, ყე, ყი ·--, ყი), 

ძX : 

ძ 
24 I5(X, VI, ყი, ···» Mი), (4.2) 
ძX 

ძყი 
# =/წ.-(X, VI, ყი, ···; ყი) 
ძი 

”, ყ) (X), ყე (X), ..-, ყა. (MX უცნობი ფუნქციით, ყოველ- 
თვის დაიყვანება (4.1) წარმოებულის მიმართ 
ამოხსნილი ერთი #ური რიგის ჩვეულებრივ 
დიფერენციალურ განტოლებაზე, ერთი უცნო- 
ბი ფუნქციით. 
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დამტკიცება. მართლად), ავიღოთ (4.2) სისტემის პირველი 
განტოლება და მისი ორივე ნაწილი გავაწარმოოთ X-ით, მივიღებთ: 

ი”   

ძჯ?. მX მყ, ძX მყე ძX მყი ძა ' 

ძყ ძყ. , წ». 
ანუ, თუ შევცვლით => , ქ, ქ მ წარმოებულებს მათი /, (X, V,, 

ყვ, ··-„ყი) გამოსახულებებით, (4.2) სისტემიდან მივიღებთ: 

#V. _ _მIა. მ!, 82 მ!, 
ძქჯბ = მ» ლი + –_– მ, «+ + –“ წ + +, 

ე. ი. შემდეგი სახის ტოლობას: 

ძ?ყ, 
  ულ =: ჩე (X, ყე, M2 ··. ს; ყი). 

ახლა, თუ ამ განტოლებას გავაწარმოებთ X-ით და ხელახლა გამო- 
ვიყენებთ (4. 2) სისტემის განტოლებებს. მივიღებთ: 

    

  

  

ძ'ყყ, _ მ, კ 9 დე მჩ) 

ძ») ძი 1 ძი, ს+ . 2 + “+ მყი /” 
ანუ 

ქ? 
ა: = ვ (X, M),>ყი, ··., ყი), 

და ა. შ. თუ ანალოგიურად გავაგრძელებთ, მივიღებთ: 

რ#ი = ჩ.,(% წი ში --- ს ში) ძკო-I ჩ-1 ,' 18) ევ ა:"" MI1IV/ე 

ძო 
ძX ი = ი (X, ყ). ყჯ. ... ყი). 

+. 

უკასასკნელი განტოლებები ამოვწეროთ (4.2) სისტემის პირველ 
განტოლებასთან ერთად, მაშინ მივიღებთ განტოლებათა ახალ სის–- 
ტემას: 

         

  

ძ . 
49 = ჩ (X, V), ყა ··· » ი), 
ძX 

ძ?ყ, 
– ? ვ... ი), ძი 1 ყ. ყა ყ (4.3) 

ძა - 

# =#M,.(X, ყე ყდ ·'- ; Mი)- 
ძX" 

38)



(4. 3) სისტემის პირველი (MI--1) განტოლებიდან” საზოგადოდ, 
შეიძლება ყა, ყვ, ·.., ყი –- (1-1) უცნობი ფუნქცია გამოვსახოთ Xჯ-ით, 

2 M#-1 
ყ. ფუნქციით და მისი. 2 , 40 5 ი მიმდევრობითი წარ–- 

მოებულების საშუალებით. 
მაშინ გვექნება: 

ყე == თ, (X, #,, VI”, ყI” ---, ყე“) ), 

ყე = დვ (X, V,, ყ), 9)”, --., ყე“) ), (4.4) 

ყი = ძი CX, Vყ), MI”, ყა.” -.. ე ყე? ·). 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (4 ,3) სისტემის უკანასკნელ განტო- 
ლებაში, მივიღებთ V, (I) უცნობი ფუნქციის მიმართ ერთი ჩM-ური 
რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებას: 

ძიყ 

ძX 

თუ V9,, 9, ···»ყი ფუნქციათა ერთობლიობა (4.2) ნორმალური 
სისტემის ამონახსნია, მაშინ V; (X) აკმაყოფილებს (4 , 5) განტოლებას. 
პირიქით, თუ ყ) (4.5) განტოლების ამონახსნია, მაშინ, ვიპოვით რა 

9. ყე, ·..ა შ-ს და ჩავსვამთ მათ მნიშვნელობებს V/,,, V/, ·.·, ი 

ფუნქციებისათვის (4.4) თანაფარდობებში„ ამით განვსაზღვრავთ 
ყველა ამ ფუნქციას. შეიძლება ვუჩვენოთ, რომ ასეთნაირად მიღებუ– 
ლი Vყ,(X), ყ:(X),--·,Vყი(X) ფუნქციები აკმაყოფილებს (4 . 2) ნორმა» 

ლურ სისტემას. 
ახლა, გთქვათ, (4.5) განტოლების ზოგადი ამონახსნი ჩაწერილია 

სახით: 

  =7/7V, ყ), 9. VI”, ·.., ყე“) ), (4.5) 

ყუ=დ,|(X, C), C5, ---"C»ი» (4.6) 

სადაც C), Cჯ, ·-., C» ნებისმიერი მუდმივებია. მაშინ, რომ განვსაზღვ- 
როთ დანარჩენი უცნობი ფუნქციები. V-ი(X), V:(X), -.., ყი (X), საკმა– 
რისია ყ, = დ,(X, C), C„...·., Cი) ფუნქცია და მისი მიმდევრობითი 

წარმოებულები (M-–-1) რიგამდე ჩათვლით: 

    

ძ 
3 = < = 81 (6 2 C), Cა, ... .C»), 

ძ?ყ, _ მ?დ, _ 
2 == მ»? = წა (X, C), C+, ... , Cი), (4.7) 

ძი-1ყ. _ მო9-1 დ, _ 

–ვთ ==“ “ი წი-I (X, C), C§, ·-. ; C»)- 
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(4 . 7) ჩავსვათ (4. 4) სისტემის მარჯვენა ნაწილში, ამგვარად, მივი- 
ღებთ ფუნქციათა სისტემას: 

V = ი) (X, C), Cა, .." Cი), 

VM5 = და (X, CI C, ... ,C-), (4.8) 

ყწყი = რი (X, C), Cა, “-. Cი). 

ადვილად შეიძლება ვუჩვენოთ, რომ (4.8) ფუნქციათა სისტემა წარ- 

მოადგენს (4.2) პირველი რიგის დიფერენციალლურ განტოლებათა 
ნორმალური სისტემის საძიებელ ზოგად ამონახსნს, 

ამგვარად, (4. 2) განტოლებათა ნორმალური სისტემის ინტეგრების 
ამოცანა დაიყვანება ყ, (X) უცნობი ფუნქციის მიმართ ჩ-ური რიგის 
ჩვეულებრივი დიფერენციალური. განტოლების ინტეგრების ამოცანა– 
ზე, რომლის რიგი ეტოლება (4. 2) სისტემის განტოლებათა რიცხეს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შენიშვნა რადგან ჩვეულებრიე დიფერენციალურ განტოლე- 

ბათა ყოველი კანონიკური სისტემა დაიყვანება დიფერენციალურ გხნ- 
ტოლებათა ნორმალურ სისტემაზე, ამიტომ მისი ინტეგრებაც დაიყვა- 
ნება ერთი უცნობი ფუნქციის მიმართ უმაღლესი რიგის დიფერენცი- 
ალური განტოლების ინტეგრებაზე, რომლის რიგი ეტოლება კანონი- 
კური სისტემის რიგს. 

დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემის ინტეგრე- 
ბის ამოცანის დაყვანა ერთი უმაღლესი რიგის დიფერენციალური გან- 

ტოლების ინტეგრებაზე წარმოადგენს ნორმალური სისტემის ინტეგ- 
რების ერთ-ერთ ძირითად მეთოდს. 

განვიხილოთ ამ მეთოდის ილუსტრირება მაგალითებზე. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

ძყ == =7, 

ძX 

-92. =- 2ყ-–– 22, 

ძჯX 

"ნორმალური სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 
ამოხსნა. ვიპოვოთ” მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება, რომელზედაც ეს სისტემა დაიყვანება. გავაწარ- 
მოოთ სისტემის პირველი განტოლება Xჯ-ით: 

4 ყ _ ძ2 
ძია იძ» 

ვმვ



ანუ 

9M . 2 
4Vყ == 2ყ--22=-–-20--2-“–- 

ძა ძX? 

  

ამგვარად, მოცემული ნორმალური სისტემის “ინტეგრება დაიყვა- 
ნება მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტო- 
ლების ინტეგრებაზე: 

-9 9. +244 +2/= =0, (4.9) 
ძი. 

ამოვხსნათ ეს განტოლება. 

მახასიათებელ განტოლებას: 

I!0ე=#წწ+2-+2=0 

აქვს ფესვები: #=--1+1I, ჩეი=-–-1--/. 

მაშასადამე, (4 . 9) განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

V = ყ(X) = 6“X (C,) 005 X -L Cე 510 X). 

ახლა ვიპოვოთ 2 (X) ფუნქცია. რადგანაც 

94. = 2(X), ამიტომ 
ძX 

2(X) = –– 6-#(C1 005 X-L Cე 5Iი X) + 6-X(C–– C, §5Iი X + C1005X), 

ანუ 

2(X) = 0-XI(Cგ–– C))005X –– (C,) + C) 51ი XI. 

ამგვარად, მოცემული სისტემის ზოგადი ამონახსნია: 

ყ (X) 2> 6-“(C1005X -L Cე: 510 X), 

2(0=6XI(CC –C,)005X-––- (CI + CI 510 X). 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალუ- 

'რი სისტემის: 

+ > 3ყ–- 22, 
: 4.10 

ძ2 , ვ ” ( ) 

ძX # 

“ზოგადი ამონახსნი. 
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ამოხსნა. სისტემის მეორე განტოლება გავაწარმოოთ X»-ით, 
მიგიღებთ: 

ძშ2 ძყ ძ?2 
„– ==2--  ” 

ძX? ძX ძჯ რ.) 

სისტემის მეორე განტოლებიდან გვექნება: 

1 / ძ?2 
=–-სწეი სეა 2. · #=– ( ლ ) (4.12) 

თუ (4.11) და (4.12) შევიტანთ (4.10) სისტემის პირველ განტოლე- 
ბაში, მივიღებთ: 

  

ძ?2 ძ2 
– 2-––- -+2=0. 4.12” 

ძX? ძX + ' ) 

.·(C0=ჩზწზ–2/-+1=0 მახასიათებელ განტოლებას აქვს ფესვები: 

«„„>„_„„>„.–. 

მაშასადამე, (4.12) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

1 
ყ(X) = 2" (2C) + Cე + 2Cე)X), 

2(X) = (CC, + C,X),,. 
სადაც CI) და C: ნებისმიერი მუდმივებია. 

მაგალითი 8. ამოვხსნათ დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმა- 
«ური სისტემა: ' 

ძყ _ V 
2 

(4.13) 

ამოხსნა. (4.13) სისტემის მეორე განტოლება გავაწარმოოთ 

თ, მივიღებთ: 

ძ?2 ძყ 
  

ძ»? ძX 

უკანასკნელ განტოლებაში + შევცვალოთ მისი გამოსახულებით: 
' X 

ქტემის პირველი განტოლებიდან, მაშინ 

ძუ: _ ყ? 

ძX»? 2. 

25 გო. საყალია 385



აქედან, (4 . 13) სისტემის მეორე განტოლების თანახმად, გვექნება: 

თ _ (+). 
ძა. 

მიღებული განტოლება ცხადი სახით არ შეიცავს X დამოუკიდე–- 
ბელ ცვლადს და შეიძლება მისი რიგის დაწევა მართლაც, ზოგადი 

  

თეორიის თანახმად, მივიღოთ ი= + => საძიებელ ფუნქციად, ხოლო 
X 

2 –– დამოუკიდებელ ქცვლადად, მაშინ 

ძ22 ძ (+. ) ძი ძი ძ2 ძი – == ==“. =- .. –ი-“-, 
ძ2 
  

ძX? ძX 

2 
ე%9-.#M, (4.14) 

ძ2 2 / 

საიდანაც 
090=C)2, 

ანუ 

-42. = C) , -02_ = C, ძთX, 

ძX 2 

2=0C,60 17 (4.15) 

რადგანაც %%= =Vყ, ამიტომ (4.15) გამოსახულების X-ის მიმართ. გა- 

წარმოებით მივიღებთ: 

ყ(X) = C, C,6” 

ამგვარად, მოცემული სისტემის ამონახსნს აქვს სახე: 

ყლ=CC6'', 27=0.6“ 

შენიშენა. საზოცადოდ სისტემის ერთი უცნობი ფუნქციის 

მოძებნის შემორე?გ დანარჩენი უცნობი ფუსქციები უნდა ვეძებოთ გა- 
წარმოებისა და გამორიცხვის გზით, რაც ყოველთვის შესაძლებელია 
ახალი ინტეგრების გარეშე. 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა: 

ძყ ძ2 ძი 
წ 2+რ0 კ =9ყ+6რ –-=ყ+2. 
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ამოხსნა. სისტემის პირველი განტოლება გავაწარმოოთ X-ით, 
მივიღებთ: 

ძყ  თძ? VI) 
ძი 2:10 ძი =თ+ი0+Vფ+შ, 

  

  

ანუ 

9ყ : 72 = 2ყ -+L V + 2. 

ახლა, თუ გამოვრიცხავთ 2-ს და V-ს 

ძყ ძთყ 
–“ =V#-+L2, =2 ძX + 72 ყ+2+6V 

განტოლებებიდან, მივიღებთ მეორე რიგის დიფერენციალურ განტო- 
ლებას ყ-ის მიმართ: 

  

8 

ძX? ძX 

ამ განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ მის ზოგად ინტეგრალს: 

V(X) = C16“” -L Cე 6“. (4.16) 

აქედან გვაქვს: 
9, _ რი C++ 20,0- 
ძX 

და 

ძყ _ 2ი=-–=--ი=-CC6#4266--V. (4.17) 
X 

მოცემული სისტემის უკანასკნელ განტოლებაში ჩავსვათ V (X)-ის და 
2 (X)-ის გამოსახულებანი (4.16) და (4. 17) ფორმულების მიხედვით, 

მაშინ « (X) ფუნქციის განსაზღვრისათვის მივიღებთ განტოლებას: 

44 +V(X =3C, 09”. (4.18) 

უკანასკნელი განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ მის ზოგად ინ- 

ტეგრალს: 

" (X) = Cუე6-X -L Cე:6'”. 

მაშასადამე, მოცემული სისტემის ზოგადი ამონახსნია; 

V(X)==C,16“”ჯ -L C,6%, 

2 (X) = 6: C, –_ Cე).-+ C: 62%, 

“(X)ლ=Cვე36-% +Cა 62". 
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მაგალითი წ. იპოვეთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის: 

  

ძ 
”· | §5ყ/,+V9M.=C”, 

ძX 

ძ 
<#M L 3ყე –– ყე => 0%, 

ძX 

ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. ამ სისტემის ერთ განტოლებაზე დაყვანის მიზნით 
უნდა ამოვირჩიოთ ახალი უცნობი ფუნქცია მივიღოთ, მაგალითად, 
ყ,=VI (X) ახალ უცნობ ფუნქციად. მაშინ 

ძM, :X – “-=60 0 5ყ – 2ყე. ქ; (4% ყა 

ეს „უკანასკნელი განტოლება გავაწარმოოთ X-ით, მივიღებთ: 

2 
002IVM „ს ყი _ ძ%.. (4.19) 
ძჯ? ძX ძX 

ანუ 

_- 9) = == X __ _ ე2X ' = 24ყ, + 8 ყე -- 46 6“%. (4.20) 
ძX? 

სისტემის 1 და (4.20) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ V:= Vყ2 (X) 

ფუნქცია: 

ყა=0'–5ყ/ -– ––, 
2% 4.21) 

94% ე ც 9 , 16ყ,=4C- ი%V, “ 
ძX2 ძX 

მივიღეთ ·მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთ- 
გვაროვანი განტოლება. შევეცადოთ და წინასწარ ვიპოვოთ მისი კერ- 

ძო ამონახსნი, ამასთან, კერძო ამონახსნი ვეძებოთ 

ყა = /416% -L ,8 67% 

ფუნქციის სახით, სადაც #4 და 8 ორი ჯერჯერობით განუსაზღვრელი 
მუდმივია. ' 

გვექნება: 
ძ 990 _ ტს 28ლ, 94% > I. ცა: (4.22) 
ძX ძX? 
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(4.22) გამოსახულებანი ჩავსვათ (4.21) განტოლებაში, მივიღებთ: 

25,4 0” -L 3689 61% = 46% –- გ%, 

მაშასადამე, შეიძლება მივიღოთ: 

254=4, 368= –1 

და მაშინ მივიღებთ კერძო ამონახსნს სახით: 

4 1 
X)= –-–- ხ-- –_ 09% Vყ96(X) 25 ლ 

შემოვიღოთ ახალი უცნობი ფუნქცია #=V (X), მივიღოთ: 

ყ) (X) = ყი (X) +- 4 (X). (4.23) 

(4. 23)-ის ჩასმით (4 . 21) განტოლებაში მოგვცემს: 

"” (X) + 8V” (X) + 16 ს (X) = 0. (4.24) 

(4 24)-ის მახასიათებელ განტოლებას: 

#2 + 8L--16=0 

აქვს ტოლი ნამდვილი ფესვები: #=#2=--4. 

მაშასადამე, (4.24) განტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება სახე: 

" (X) = (C,1 -L CეაX) 6“. 

  

ამიტომ: 

ყ, = ML (X)= -“. ლთ 1 «I C +Cა:X)6-% 
„ეაებებსაასჩ ან 2? 

ძყ, 1 7 (4.25) 
= =0+X+--5 _ 2. =---- “რი 02 Vყ; =- Mი(X) V, 7; 22 + 32 

– (CC,+06.9C6“-C0C,6.. ), 

(4 . 25) წარმოადგენს მოცემული სისტემის ზოგად ამონახსნს. 

§ წ. წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით დიფერენციალურ განტოლება- 
თა სისტემებს, რომლებიც წრფივია უცნობი ფუნქციებისა და მათი 

წარმოებულების მიმართ. 
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განაზღლვვრა 1. დიფერენციალურ განტოლებათა 
ნორმალურ სისტემას: 

ძა 
_94I. = ჩი CX, ხM), IM...) V,), 

ძიX · 

ძყ 
+ = Mა (CV, 91). ი, ·.- „Vყი), 

მყ 0 » (X, 91, ყე, ... ყი) 
X 

ეწოდება წრფივი, თუ ჩ, /,...,/ ფუნქციები წრფივია 
ყM., ყი --ყი უცნობი ფუნქციების მიმართ. 

ამგვარად, დიფერენციალურ განტოლებათა წრფივი სისტემის ზო–- 
გადი სახეა: 

  

მ. =7#,)(X) 4, + #5 (X) ყე + ·· “+ #კი (X) ყი + თ (X), 

ძ ი 

> = წე, (X) ყე -L #-: (X) Mი +L - · · -L I-ი (X) ყი + 9: (9, (5.1) 

ძყი 
  ძჯX = ჩიე) (+) ყ.+ჩი» (X) ყ.–+ · · ·+ ჩაია (X ყი ·ძL ძი (X), 

სადაც. #,, (X) (I, # = 1, 2, 3,...,I), ძL(X) (6=1, 2, ...,M) მოცემული 
უწყვეტი ფუნქციებია რაიმე (თ, ნ) შუალედში. (5.1) სისტემას ეწოდება 

არაერთგვაროვანი, თუ 0,(Xე) (”=1,2,..,,,/) ფუნქციები- 

დან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. თუ (5.1) სისტემაში შე- 

მავალი ყველა 0(X) ფუნქცია (თ, ხ) შუალედში იგივურად ნულის 
ტოლია: 09#(X) = 0 (ჩ =.1, 2,...,I)), მაშინ (5.1) სისტემას “წრფივი 

ერთგვაროვანი სისტემა ეწოღებ.ა მაშასადამე, წრფივ 
ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას აქეს სახე: 

“ი = ჩათი 0 + ჩათ #8 +---+ჩარი#თ, 
ძ 5 = #ჩ,, (X) 9, (X) -L #;; (X) V: (X) + - · · ++ ჩი (X) ყი (X), (5.2) 
  

4 = ჩ,, (99, (0 + ჩ,,CX0) 9) (9 +... + ჩ,, იყი (ი. 
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აქ მარჯვენა ნაწილები წარმოადგენს წრფივ ერთგვაროვან ფუნქციებს 
ყ, (X), ყ.(V), ·.·, ყი (X-ის მიმაღოთ. 

(5.2) სისტემას ეწოდება (5.1) სისტემის შესაბამისი წრფივი 

ერთგვაროვანი სიLტე?ა. 

(5.2) ტიპის სისტემამდე მიეყავართ M-ური რიგის წრფივი ერთ- 
გვაროვანი განტოლების ამოხსნას, ახალი უცნობი ფენქე,ციების შე- 
მოყვანის გზით #M-ური .რიგის წრფივი ერთგვაროვანი განტოლება: · 

ყIშ) (X) + ჩ, იი ყო-1 იტი + ჩელე ყო I) +. · + ჩი-, (X ს” (X) + 

+ჩ.0)ყ0) =0 
დაიყვანება დიფერენციალურ განტოლებათა შემდეგ წრფივ ერთგვა- 
როვან სისტემაზე: 

  

ძყ. _ 
. MV 

LI 
კ, 7". (5.3) 

ძმყი _ · 
მ»: =–-/#, (X) ყი (X) -– ჩე) (X) ყი-1 (X)–– · · -––ჩე-, (X) ყ, (XIე – ჩი იიყ,ლი. 

პირიქით, (5 . 2) სახის წრფივი ერთგვაროვანი სისტემა ისე, რო- 

გორც ეს ზემოთ ნორმალური სისტემის ზოგად შემთხვევაში იყო 

ნაჩვენები, უცნობი ფუნქციები გამორიცხვით შეიძლება დაყვანილ 

იქნეს ერთი უცნობი ფუნქციის მიმართ , (მაგალითად, VI-ის მიმართ) 
M-ური ·რიგის წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებაზე. 

დიფერენციალურ განტოლებათა წრფივი სისტემის ზოგადი თეო- 
რია სრულიად ანალოგიურია M8M-ური რიგის წრფივ დიფერენციალურ 
განტოლებათა ზოგადი თეორიის. დიფერენციალურ განტოლებათა 
წრფივი სისტემებისათვის არსებობს კარგად დამუშავებული ზოგადი 

თეორია. სადაც შეისწავლება განტოლებათა ამ სისტემების ამონახსნე- 
ბის ძირითადი თვისებები, ზოგადი ამონახსნის აგებულება, არაერთ- 

გვაროვანი წრფივი სისტემებისათვის მუდმივების ვარიაციის მეთოდი 
და სხე. 

ამ პარაგრაფში მოვიყვანთ განსაზღვრებას და დავამტკიცებთ მხო–- 
ლოდ ზოგიერთ თეორემას წრფივი სისტემების შემთხვევაში. 

განსაზღვრა 92. # ფუნქციის ყოველ ერთობლიობას 

VყI.= დ) (X), ყე == დე (X), ... , ყი == დი (X), 

რომლებიც განსაზღვრული და უწყვეტად დი- 
ფერენცირებადია (0, ხ) შუალედში, ეწოდება 
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5.21 სისტემის ამონახსნი ამ შუალედში, თუ 
იგი იგივურად აკმაყოფილებს (5 2) სისტემის 
ყველა განტოლებას. 

მაგალითი. მოცემულია ორი განტოლების სისტემა: 

ძა 
--M = 3ყ, -L 2ყ;, 
ძX 5.4 

--VL. = 2V, + 3ყე. 
C64 

უშუალოდ ჩასმით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ სისტემის 
ამონახსნებია: 

; ყ.(X)==0, ყ:(X)= –-ის (– =<%X%<თ). 

(5 .4) სისტემას აქვს სხვა ამონახსნებიც. მაგალითად, ამონახსნები 
იქნება: 

ყ.(X)= 6", ყ:ე(X)= 60" (–-თ<X<-0C)) 

და აგრეთვე 
VM1(X) = C1C” + C;6"”, 

ყ-(X) = –-–C16” + C;6'”, 
სადაც C) და Cე: ნებისმიერი მუდმივებია. 

თეორემა დიფერენციალურ განტოლებათა 
-წრფივი სისტემის ამონახსნის არსებობისა და 
ერთადერთობის შესახებ. ისე როგორც ერთი #-ური რი- 
გის წრფივი დიფერენციალური განტოლებისათვის, (5. 1) წრფივი 
სისტემისათვის ადგილი „აქვს ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთო- 
ბის თეორემას. 

თეორემა თუ (5.1) სისტემის მარჯვენა ნაწილში 
შემავალი #,.(ჩX) (I! #=1,2,..,ი) და იცი ფუნქციები 
უწყვეტია (0, ხ), შუალედში, მაშინ არსებობს 
(5.11 სისტემის ერთი და მხოლოდ ერთი ამო- 
ნახსნი: 

ყ. = ყ)(X), ყი»ა==V5(X), ···ს ყი=ყი (X), (5.5) 

რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს; 

ყ. = ყ.", ყე = 92)... ყი= ყი, როცა X=X%, 
თ<X<ხ, სადაც Xი (0,ხ)ს ნებისმიერი წერტილია, 
ხოლო საძიებელი ფუნქციების საწყისი მნიშე- 
ნელობანი: (I, ყი,..,ყი ნებისმიერი მოცემული 
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რიცხვებია. ეს ამონახსნი (5.5) განსაზღვრული 

დღა უწყეეტად დიფერენცირებადია მთელ (ი, ხ|) 
შუალედში. 

სიმარტივისათვის ეს თეორემა დავამტკიცოთ /#=2-სათვის. 
განვიხილოთ წრფივი სისტემა: 

ძყ --- = ჩე, (%) ყ (X) + I): (X) 2 (X) + 0, (9, 
ძX 

(5.6) 
ძ . – 

> = ჩ,, (9) 4 (90 + ჩ,,(9 2(% + თ, (ი. 

ვიგულისხმოთ, რომ სისტემის ყველა #7, (X) (7, ჩ=1, 2) კოეფიციენ- 

ტი და 0#(X) (8 = 1, 2) ფუნქციები უწყვეტია (თ, ხ) შუალედში. 
დავამტკიცოთ, რომ არსებობს (5 6) სისტემის ერთადერთი ამო–- 

ნახსნი: · 

ყ=ყVყ(X) 2=2C0VX), (5.7) 

რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

ყ= ყი. 2=7ი0, როცა X= XV X-C (თ, ხI, 

სადაც Vყ0=V (Xი), 20== (Xი0) საძიებელი ფუნქციების ნებისმიერი სა–- 

წყისი მნიშვნელობებია. ეს ამონახსნი განსაზღვრული და უწყვეტად 
დიფერენცირებადია (თ, §) შუალედში. 

მართლაც, განსახილველ შემთხვევაში (5. 6) წრფივი სისტემის 
მარჯვენა ნაწილები უწყვეტია X, ყ და 2-ის მიმართ, 

ილXლხ, |ყI–=+Cთდ, |2?1–<+C= 

არეში, და ამ არეში ყ-ის და 2-ის მიმართ აკმაყოფილებს ლიფშიცის 
პირობას, რადგან (5 · 6) სისტემის მარჯვენა ნაწილების კერძო წარმო– 
ებულები ყ-ით და 2-ით #ჩ/:(X) (I, #= 1, 2) უწყვეტი ფუნქციების ტო- 

ლია და, მაშასადამე, შემოსაზღვრულია Iთ; ხ) მუალედში. 
V თავში (§ 3) ორი განტოლების ნორმალური სისტემის შემთხეე- 

ვაში დამტკიცებული თეორემა ამონახსნის არსებობისა და ერთადერ- 
თობის შესახებ, საშუალებას გვაძლევს დავასკვნათ, რომ (5.6) სის- 
ტემას, როგორც მის კერძო შემთხვევას, აქვს ერთადერთი ამონახსნი: 

ყ=ყ(X, 2=2C0%, 
რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

ყი = V(Xი,) 2 =72(Xე), 0თ<- X.<-ხ, 

ამასთან, იგი განსაზღვრული და უწყვეტად დიფერენცირებადია მთელ 
(თ, ხ) შუალედში. თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 6. წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნების თვისებები. 

ერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ამონახსნის აბება 

განვიხილოთ წრფივი არაერთგვაროვანინ განტოლებათა სისტემა 
ზოგადი სახით: 

49 =ჩ (90 9, (0 + ჩ,,00 0,090 +. -- + ჩა 00 V, (0 + 7, «ი, 

-მყა_ => #L.. (62) #V1 (X) + ა (X)V. (X) + ... + ჩაი (XIყი (61, + ძი(X), 

2 
(6.1) 

ძყი > =/,, (X) 0, (X) + ჩ,.(90 9,9) +... + ჩ,ა (%9 ყა (X9)+ძ, 00, 

სადაც #(X) და 0„(X) (I, # = 1, 2,...,M) X-ის უწყვეტი ფუნქციებია 
რაიმე 10, ხ) შუალედში, მაშასადამე ამ შუალედში შემოსაზღვრული 

ფუნქციებია. ზემოთ, დამტკიცებული თეორემის თანახმად, არსებობს (6.1) 

სისტემის ამონახსნი: 

ყ; =- ყI (უ ((:=1, 2,..-,ს/1), 

რომელიც ცალსახად განისაზღვრება საწყისი პირობებით: 

ყ,(X- )ლ=-ყ,! ((=1, 2,...,M) (თ<-X-<-ხ). 

ამგვარად, (6. 1) სისტემი” ყოველი ამონახსნი წარმოადგენს ამ 
სისტემის კერძო ამონახსნს. შევნიშნავთ, რომ (6.1) სისტემას არ აქვს 

განსაკუთრებული ამონახსნები. 

თუ (6.1) სისტემის ყველა 0, (X) (ჯ= 1, 2,...,/) ფუნქცია იგივურად 
ნულის ტოლია (თ, ხ) შუალედში, ე. ი. ძ,(X) = 0, მაშინ (6.1) სისტემას 
ერთგვაროვანი ეწოდება ამ შემთხვევამი (6.1) სისტემა მიიღებს 
სახეს: 

I/1 
ძ 

· 

> –ა ოთ 6 =1, 2,...,70; (6.2) 

რადგან (6 . 1) სისტემის ზოგადი ამონახსნის აგება დაიყვანება წრფივი 
ერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ამონახსნის აგებაზე, ამიტომ ჩვენ 
ჯერ განვიხილავთ (6.2) სისტემის ამონახსნების ძირითად თვისებებს 
და ამ სისტემის ზოგადი ამონახსნის აგების საკითხს. 

1. 6.2) სისტემის ამონახსნებს აქვს შემდეგი 
ძირითადი თვისებები, რომლებიც ანალოგიურია M#-ური 
ვ94



რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამო- 
ნახსნების თვისებებისა. 

თეორემა 1. თუ 

ყ=ყმასი) (6=1,2,...,ჩM) 
(6.21 ერთგვაროვანი სისტემის რაიმე კერძო 
ამონახსნია, მაშინ 

ყI| = C ყ/!) (X) ((=1, 2, ...,”) (6.3) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, აგრეთვე წარ- 
მოადგენს ამ სისტემის ამონახსნს. 

თეორემა 2. თუ 

ყ; = ყ,I თ) 
და (0 =1, 2,...,ი) 

ყ| = VII?) (X) 
წარმოადგენს (6.2) სისტემის რაიმე ორ ამო- 

-ნახსნს, მაშინ 

X, = C ყა (X) + Cა:ყ,!ბ (ი ((= 1, 2,..., I) (6.4) 

სადაც C, Cა ნებისმიერი მუდღმივებია, იქნება 
აგრეთვე ამ სისტემის ამონახსნი». 

ამ თეორემების მართებულობას ადვილად დავამტკიცებთ: (6.3) და 
(6.4) ამონახსნების უშუალოდ ჩასმით (6.2) ერთგვაროვან სისტე–- 

მაში!. 

თეორემა მ თუ ნამდვილკოეფიციენტიან წრფივ 
ერთგვაროვან განტოლებათა (6.2) სისტემას აქვს 
რაიმე კომპლექსური ამონახსნი: 

ყე = VI, (X) + 19, (X), ყი => IM: (XV) -L (9: (X), ..., ყი = (ი (X) + 19ი (%), 

მაშინ ამ ამონახსნის ნამდვილი ნაწილები: 

სი.ხლ=ს.() #(C=1, 2,...,”) 

და წარმოსახვითი ნაწილები: 

უშ, = შ/(X) (8=1, 2,... ,„M. 

იქნება ამ სისტემის ორი ნამდვილი ამონახსნი. 

ჩ 

1 ანუ. +M ?, #?,, (X) #V- (+=20 განტოლებაში ((==1, 2, ... , ჩM). 

M=1 
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ეს თეორემა მტკიცდება ისე, როგორც ჩ-ური რიგის წრფივი ერთ- 
გვაროვანი განტოლების შემთხვევაში V,=V8(X)+”0,(X) (#=1, 2, ...,I1) 

კომპლექსური ამონახსნის უშუალო ჩასმით (6.2) განტოლებაში, 

2. წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის წრფივად 
დამოკიდებული და წრფივად დამოუკიდებელი 
ამონახსნები. 

ეთქვათ, ცნობილია (6.2) წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის კერძო 

ამონახსნები: 

ყე!!! (X), ყე? (X), ... , ყე?) (X), 

ყე!?) (X), ყ.!?) (X), ... , ყე?) (X), რ6.5 

ყ,!”) (X), ყე“) (X), .. ყე!) ი). 

განსაზღვრა 1. (6.5) სახის ამონახსნების სისტემას 

ეწოდება წრფივად დამოუკიდებელი (ით,ხ) შუა- 
ლედში, თუ არსებობს ერთდროულად ნულისაგან 

განსხვავებული CI C,,..,C„ მუდმივი რიცხვების 
ისეთი ერთობლიობა, რომ (თ ხ) შუალედში ადღ- 
გილი აქვს იგივეობებს: 

/ 

C) VI!) ( (X) -L Cე ყა“? (X) + · · · + Cი ყი!) (X) = 0 

C1 ყ,!”! (X) + Cაყი!?! (X) + · · · + Cი ყი!” (X) = 0 რ.6) 

I 

C) VI") (X) + Cე ყე) (X)-L - · · + Cი ყი!) (X)=C90; 

წინააღმდეგ შემთხვევაში, (6,5) სისტემას ეწოდება წრფივად დამო–- 
კიდებული (თ, ხ) შუალედში. ამ შემთხვევაში (6 . 6) იგივეობები მარ– 
თებულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთი მაინც C,5-50 (( = 
= 1, 2) ... ,1)- 

განსაზღვრა ?. (6.2) წრფივი ერთგვაროვანი სის- 
ტემის წრფივად დამოუკიდებელი კერძო "ამო- 
ნახსნების· 6.5) სისტემას მისი ფუნდამენტური 
სისტემა ეწოდება. 

ვთქვათ, (6,5) ფუნქციათა სისტემიდან. თითოეული წარმოადგენს 
(6,2) სისტემის ამონახსნს. 
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თეორემა 4. თუ (6.2) სისტემის MM ამონახსნი 

ყა (X), ყე!) (X), ..- , ყი! (X), 

#1?) (X), ყე!?! (X), ... , ყი!?) (X), 

ყ,!") (X), ყე!) (%), ... , ყა!) (X) 

წრფივად დამოკიდებულია (იძ ხ) შუალედში, მა- 
შინ ამ ამონახსნების ვრონსკის დეტერმინანტი 

ტოლია ნულისა მთელ (0,ხ) შუალედში, ე. ი, 

ყე! (X). ყე!) (X) · · · ყე! (X) 

V7 (X) = ყ,') “ფი ყე!) (62) ... ყე!) (62) 56 0 ძ<X< ხ. 

ყი) (X) ყე'”) (62) ... ყვ) (X) 

დამტკიცება. ვთქვათ, (6.2) სისტემის კერძო ამონახსნების 
(6. 5) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია (ი, ხ) შუალედში. ვაჩვე–- 

ნოთ, რომ (6. 5) ამონახსნთა ამ სისტემისათეის ვრონსკის დეტერმი- 
ნანტი: 

წყ ი) ყ;) (ი) - · · ყა!!! (>) 

7(Cე = | #99 ირ ი ---ყირი | _ 0 

ყ, (5) (X). ყე?) (X) · - - ყე !შ) (X) 

მთელ (0, ხ) შუალედში. 
მართლაც, თეორემის პირობის თანახმად, გვექნება: 

ჩM 

2. C,ყI0ს (9 =0, 
(=1 

ჩ 

2, C| ყ,!9) (X) 0, 
ჯ(=1 (6.7) 

” 

2.6 ყ,!) (9 =0, 
სL=1 
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სადაც ყველა C,5-0 ((=1, 2,...,'). ახლა, ვთქვათ, X = Xა, (თძ, ხ) 
შუალედის ნებისმიერი წერტილია. თუ X = Xე მნიშვნელობას ჩავსვამთ 
(6.7) სისტემაში, მივიღებთ წრფივ ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლე- 

ბათა სისტემას, რომელსაც CV, Cა, .-., C„-ის მიმართ ექნება არანულო– 

ვანი ამონახსნები, მაგრამ მაშინ, როგორც უმაღლესი ალგებრიდან არის 

ცნობილი, (6.7) სისტემის დეტერმინანტის მნიშვნელობა X=X-ე წერტილზე 
ნულის ტოლია, V” (X-ა) = 0. რადგან Xე (0, სხ) შუალედის ნებისმიერი 
წერტილია, ამიტომ V” (X) ==0 მთელ (თ, ხ) შუალედში, 

ისე, როგორც M-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების შემ- 
თხვევაში, სრულიად ანალოგიური მსჯელობით, შეგვიძლია დავამტკი- 
ცოთ პირობის საკმარისობა, ე. ი. თუ V()=0, როცა თ<Xჯ<ხ, მა- 
შინ ამონახსნების (6. 5) სისტემით წრფივად დამოკიდებულია. (თ,ხ) 
შუალედში. ' 

მართლაც ამ შემთხვევაში, ცნობილი თეორემის თანახმად, (6. 2) 
განტოლებათა სისტემის ამონახსნები იქნება ფუნქციები: 

M=M 

ყ) (V) = ბ. CI ყ,I" (X), 
ჯ=1 

( 

ყა (X) == C, ყ,!?) (X), 

2, (6.8) 

” 

ყა» (X = ჯ, C, ყლ CV, 
ჯ=--1 

სადაც C)ე, C.,..,Cა ნებისმიერი მუდმივებია, რომელთაგან ყველა არ 

არის ნულის ტოლი, ახლა C), Cეა,..., C„ ნებისმიერი მუდმივები შევარ– 

ჩიოთ ისე, რომ დაკმაყოფილდეს შემდეგი საწყისი პირობები: 

ყI,(XM)=0ხ ((=1, 2,...,#M), (6.9) 

სადაც X=ჯი, (0, ხ) შუალედის ნებისმიერი წერტილია. მაგრამ ასეთ- 

სავე საწყის პირობებს დააკმაყოფილებს მოცემული (6 . 2) დიფერენ- 
ციალურ განტოლებათა სისტემის ამონახსნი: 

ყ.იX)=>0 ((=4, 2,...,7). 
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ამიტომ, ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის თანახ- 
მად, გვექნება: 

ჩ 

ბ. CI ყ,)) (ე =0, 
(==1 

M 

ბ, C, ყ,!?! (X) = 0, 
(=1 (6.10) 

ჩ 

ბ, CI"ყ,“”) (X) ==0. 

(=1 

უკანასკნელი ამონახსნი უნდა აკმაყოფილებდეს (6.9) საწყის პი- 
რობებს. მაშასადამე, C), C„ .·,C.» მუდმიეები უნდა აკმაყოფილებ- 
დეს შემდეგ წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას: 

ჩ 

ბ, C/ ყ,7I1 (Xა) = 0, 

1=1 

ჩ 

?, C, ყ,I9 (X) = 90, 
წლ (6.11) 

ი 

ბ, CI VI" (X-ი) = 0. 

(==1 

პირობის თანახმად, (6. 11) სისტემის V (Xია დეტერმინანტი ნულის 

ტოლია. ამიტომ, უმაღლესი ალგებრიდან ცნობილი თეორემის თანახ– 
მად, (6.11) სისტემას CV, C:, ·..,/Cი-ის მიმართ ექნება არანულოვანი 

ამონახსნები, ე. ი. ადგილი ექნება (6 . 10) იგივეობებს, როცა ყველა 

C; არ უდრის ნულს. მაშასადამე, (6. 2) სისტემის კერძო ამონახსნე– 

ბის (6. 8) სისტემა იქნებ წრფივად დამოკიდებული ჯ-ის ყოველი 

მნიშვნელობისათვის (ი, ხ) შუალედში. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა წ. თუ (6.2) სისტემის # ამონახსნი (6.5) 

წრფივად დამოუკიდებელია (0, ხ) შუალედში, მა- 
შინ ამ ამონახსნების ვრონსკის დეტერმინანტი 

თ(X50 მთელ (თხ) შუალედში. 
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დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, VV (Xი)=0, 
სადღაც Xა6ნ(ი,ხ) შუალედის ნებისმიერი წერტილია. შევადგინოთ # 

განტოლების სისტემა: 

ჩ 

2 6,ყ/0C) =0 (6.12) 
(=> 1 

თ = 1, 2, ...,M). 

ამ სისტემის დეტერმინანტი ნულს ეტოლება. რადგან იგი V (Xი)–ის 

ტოლია, ამიტომ (6.12) სისტემას ექნება არანულოვანი ამონახსნები: 
C,=C)მ9, Cე=Cე, .-·,C» =Cც". რადგან (6.5) წარმოადგენს (6.2) სისტე– 

მის # ამონახსნს, ამიტომ (6. 2) სისტემის ამონახსნი იქნება აგრეთვე 

”M 

#M1 =,2. C,!9) ყ,,(1) (X), 

(ჯ=>1 

”M 

ყე = C,'9) ყ,(2) (X), 
ბ, (6.13) 

ჩ 

ყი = ბ, C,') ყ,ო) თე, 
(=1 

V 

რომელსაც X = Xა) წერტილში ექნება ნულოვანი საწყისი მნიშვნელობანი: 

V, (Xი) == 0, წყ, (Xა) =- 90, ... , ყი (Xა) = 0. 

მაგრამ, მაშინ ერთადერთობის თეორემის თანახმად, (6 . 13) ამონახსნი 
წარმოადგენს ნულოვან ამონახსნს: 

ყ,ეX)=0 ((=1, 2,...,/), 

ასე რომ: 

ჩ 

?ბ, 0,0 ყყრიე=0 (თ<X<ხ) 
L=1 

(? = 1, 2, ... 1.9), 
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სადაც ყველა C/!? ·ჭარ უდრის ნულს, ე. ი. (6. 5) ამონახსნები წრფი- 
ვად დამოკიდებულია (ძ, ხ) შუალედში, რაც თეორემის პირობას ეწი- 
ნააღმდეგება. თეორემა დამტკიცებულია. 

ისე როგორც ერთი M#-ური რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფე- 
რენციალური განტოლების შემთხვევაში, (6. 2) წრფივი ერთგვაროვა- 
ნი სისტემისათვის მართებულია შემდეგი თეორემა. 

ძირითადი თეორემა ”წ წრფივ ერთგვაროვან დიფე- 
რენციალურ განტოლებათა სისტემას # უცნო- 
ბი ფუნქციით 

> = ჩ, C0) M, (9) + –,:(9 ყი (X9) +... + ჩ,» (09 ყი (ი, 

ძყ. + = ჩათი #00 + ჩა 00 VC0 +---+ ჩი 004, (ი, 

ძი, “>> = ჩე, (9) 0, (9) + ჩე, ყ:090 +... + ჩე, (ი ყი 0ი 

ჩ.(ა)ე (დ, #=1, 2,..,მ) კოეფიციენტების უწყვეტობის 

(თ, სხ) შუალედში აქვს ზუსტად # წრფივად დამოუკ“- 
დებელი კერძო ამონახსნი 

ყა (X), ყე!?) (X), ... , ი! (X); ყე?! (X), ყ/,?) (), ... , ჟი?! (X); ... 

„I, ყე(შ) (X), ყა!” (X), ..- , ყე!) (X). (6.14) . 

ყოველი სხვა ამონახსნი წარმოადგენს (6.14) 

ფუნდამენტურ სისტემაში შემავალი ამონახსL- 

ნების წრფივ კომბინაციას: 

(3 

ყ; = ბ, C, ყ,(4) (X) (# = 1, 2, ..., 1), 

(==1 

სადაც C), Cე,...,C„ ნებისმიერი მუდმივებია. 

დამტკიცება. მართლაც, გთქვათ, X იცვლება (თ, ნ) შუალედ–- 
ში, სადაც (6.2) სისტემის #,,(X) (I, 7=1, 2, ..., MI) კოეფიციენტები უწყვე– 

ტია. მაშინ (6. 2) სისტემის ამონახსნი არსებობს და უწყვეტად დიფე– 
რენცირებადია (ძ, ხ) შუალედში. კერძოდ, არსებობს და უწყვეტია 
ამონახსნები: 
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ყ. (ი) ე, ჟყ.(ს (0, ..., ყე(ბ (X%), 

ყ.!?) (X), ყა! (X), ... ყე“ (X), 
(') 

ყ,!”) (X), ყა!ი) (X), ..- , ყი!შ) (X), 

რომლებიც (თ, ხ) შუალედის X წერტილში განსაზღვრულია შემდეგი 

საწყისი პირობებით: 

ყ, (1) (Xე) = 1, ყვ! (X-) = 0, ... , V,!?! (Xი) = 0, 

ყ.!შ) (CXი) = 0,- ყა!ბ (Xა) =1,..., ყე CXი) =0, (6.15) 

ყე!) (Xა) =9, ყე!) (X)) = 0, ..., ყი!” (X) => 1. 
ეს ამონახსნები წრფივად დამოუკიდებელია მართლაც, თუ გვაქვს: 

C1 ყ,!1 (X) -L C: ყე!" (X) +L- · · + Cი ყი!” (X) = 0, 

C, ყ,)I9 (X) + Cა ყე!” (X) +... · + C» ყი!” (X) = 90, 

C) 9) ”' (X) -L C5 ყე!”) (X) + · · · + Cა ყა?) (X) = 0. 

მაშინ ამ # განტოლებიდან, როცა X=Xე (6 . 15)-ის თანახმად, უშუა- 
ლოდ გამომდინარეობს, რომ C,=0 (ჯ(=1, 2, ..., 7), ე. ი. (”) ამონახსნე- 

ბი წრფივად დამოუკიდებელია, და, მაშასადამე, წარმოადგენს (6.2) 
წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის ფუნდამენტურ სისტემას (ი, §) 

შუალედში. , 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ (6. 2) სისტემის ყოველი სხვა ამონახსნი 

91 (X), ყM5 (X), ... ყი (X) 

წრფივად გამოისახება (6 . 14. ფუნდამენტურ სისტემაში შემავალი 
, ამონახსნების სამუალებით. მართლაც, ვთქვათ, #9) (X). ყი(X), ·.· , ყა (X) 
არის რომელიმე სხვა. ამონახსნი, რომელიც X=Xა წერტილში ღებუ- 
ლობს გარკვეულ მწიშვნელობებს: 

ყI. (Xი) = C), 95 (Xა) -== Cა, “ყი (Xი) = Cი, (6.16) 

მაგრამ, მაშინ ფუნქციათა სისტემა: 

- ჩ 

XV (X) = 2, C, ყ,(ხ CI) (6.17) 
L=1 

(:-= 1, 2, ...,”) 
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იქნება (6.2) წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნი, რომელიც 
დააკმაყოფილებს იმავე საწყის პირობებს, რასაც Vყ/(X) (7/= 1,2, ..., 7), 

მართლაც, თუ (6,17)-ში მივიღებთ X=Xი, მაშინ (6.15) საწყისი პი– 

რობების გათვალისწინებით გვექნება: 

VI, (Xე) = C), XV: (Xე) = Cჯ ·.. ; X”ი (Xე) = Cი. 

მაშასადამე, ამონახსნების არსებობისა და ერთადერთობის თეო- 
რემის თანახმად: 

L/2 (X = VI (X) (ჩ = 1, 2, ... IM). 

M 

#09 = ა ).CVს ი, 
ჯ=1 

” 

9. (X) = 3, “CC, ყ,!?) (ი), 

1=L 

იჩ 

ი- 3 ფოთ 
==1 

წარმოადგენს (6.2) წრფივი: ერთგვაროვანი სისტემის ზოგად ამო- 

ნახსნს. : 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 1. ამგვარად, (6. 2) ერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი 
ამონახსნის მოძებნა დაიყვანება (6. 14) სისტემის მოძებნაზე. . 

შენიშვნა 26. თეორემის დამტკიცებისას არაა სავალდებულო ავი- 
ღოთ საწყისი პირობების სისტემა: (1,0, ... , 0), (0,1,0, ... , 0). (0,0, ... 0,1). 

1-ისა და 0–ის ნაცვლად შეიძლება ავიღოთ წებისმიერი #2 რიცხვი, რო- 
მელთაგან შედგენილი დეტერმინანტი არ უდრის ნულს. აქედან, ცხა– 
დია, რომ არსებობს (6.2) ერთგვაროვანი სისტემის ფუნდამენტური 
სისტემების უსასრულო რიცხვი. 

თეორემა 0. (62) ერთგვაროვან სისტემას არ შე- 
იძლება ჰქონდეს. M-ლხე მეტი წრფივად დამოუკი- 
დებელი კერძო ამონახსნი. 

ეს თეორემა მტკიცდება ისევე, როგორც ანალოგიური თეორემა 
უმაღლესი რიგის (M-ური რიგის) წრფივი ერთგვაროვანი განტოლებე.. 
ბისათვის. 
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§ 7. წრფივი არაერთბვაროვანი სისტემები 

(0 1) წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალურ განტოლებათა 
სისტემების ინტეგრება შეიძლება დაყვანილ იქნეს შესაბამისი (6 . 2) 

ერთგვაროვანი სისტემების ინტეგრებაზე. წინასწარ განვიხილოთ, რო- 

გორი აგებულება აქვს არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგად ინტეგ- 

რალს. 

განვიხილოთ არაერთგვაროვანი სისტემა (6 . 1): 

CV “+ - 5: ჩილიმი +V(0 (#=1,9,...,ი). 
(=1 

გთქვათ, ცნობილია ამ სისტემის რომელიღაც კერძო ამონახსნი: 

Mყე = Vყ)!' (X), ყა: == ყე!!) (X), ···, ყი = ყე!) (X). 

შემოვიტანოთ ახალი ფუნქციები: (4, (X), (I: (X), .-., #.„ (X) "შემდეგი 

ფორმულებით: 

ყ#L(X) == ყ,'ს (X) + ი, (ი (ჩ/ = 1, 2, ... ,M). 

თუ ამ ფუნქციებს ჩავსვამთ (6 .1) არაერთგვაროვან სისტემაში, მი– 

ვიღებთ: 

1 " ” , 

რი. ს) ძი _ 3, ჩა Cი ყ,() (X% + ჯ, ჩსლეს.(ი +9ი,C0) (7.1) 

ჯL=1 ჯ=1 

(%== 1, 2, ..., 7). 

აქედან: 

ძყ,!) “ = 3, ჩ)(რსყ.საX+-ძ, ე (C=1,2,...,/). 
(=1 

ძX 

იგივეობათა თანახმად, მივიღებთ: 

2 -5' ჩითრთ 06 =1,9,...,ი) 7.2 
(=1 

ეს სისტემა წარმოადგენს (6.1) არაერთგვაროვანი სისტემის შესაბა–- 
მის ერთგვაროვან სისტემას. 
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გთქვათ, 

ი)! (X), ყე (X), ..., (9 (ჯ», 

ყე იე, ძე? (X), ... , 4! (X), 

7213, (X), V,0%,...., ყ.ო (ი) 

(7 . 2) ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნების რომელიღაც ფუნდამენ- 

ტური სისტემაა. მაშინ: 

,” 

ის (X) = ბ, Cხს,(ს( ეი (2=1,2,...,/) 

§(=1 

იქნება (7. 2) ერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

მაშასადამე, 
”„ 

(ი =Vსი+ა) ახტი C=1,2,...,/) 
§(=1 

განსაზღვრავს (6. 1; არაერთგვაროვანი სისტემის ზოგად ამონახსნს. 

ამგვარად, (6. 1) არაერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ამონახსნის 
მოსაძებნად საკმარისია გვიპოვოთ მისი ერთი რომელიმე კერძო ამო–- 
ნახსნი და მას მივუმატოთ შესაბამისი (7.2) ერთგვაროვანი სისტემის 

ზოგადი ამონახსნი. 
ისე როგორც ერთი უმაღლესი რიგის წრფივი განტოლების შემთხ- 

ვევაში, (7 1) არაერთგვარი სისტემის ინტეგრება შესაძლებელია 
აგრეთვე ნებისმიერი მუდმიეების ვარიაციის მეთოდით. 

მართებულია 

თეორემა 1. თუ („ცნობილია (6.2) ერთგვაროვანი 

სისტემის ამონახსნების ფუნდამენტური სის- 

ტემა, მაშინ (6.1) არაერთგვაროვანი სისტემის 

ზოგადი ამონახსნი შეიძლება მოიძებნოს კვად- 
რატურებით. 

დამტკიცება. განვიხილოთ I არაერთგვაროვანი წრფივი დი- 
ფერენციალურ განტოლებათა სისტემა # უცნობი ფუნქციით: 

ძყ; 
„ 

–-= 3 ჩინი V(00 + «9 
ჯ=1 

(6 = 1, 2, ...,7I).



ვთქვათ, 

ყ,!ბ) (ჯX), ყე!) (X), -.. , ყა!) (X), 

V,I2) (X), ყე(მ) (X), ... , ყი!?) (X), 

ყ.!) (X), ყე”) (X), ·-- , ყი!”) (X) 

(6.2) არაერთგვაროვანი სისტემის კერძო ამონახსნების ფუნდამენ- 
ტური სისტემაა. 

(6.1) არაერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ამონახსნი ვეძებოთ 

შემდეგი სახით: 

ჩ 

Mს= 2 C(00 9,0 თ) (7.3) 
§(=1 

(– = 1, 2,..., 7), 

სადაც Vყ,I5) (X) (I, #=>1, 2, ... ,M) (6.2), ერთგვაროვანი სისტემის ამონახს-. 
ნების ფუნდამენტური, სისტემაა, ხოლო CI (X) .((= 1, 2, ..., 8) X-ის რო- 

მელიღაც უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქციები. ეს ფუნქციები 
ამოვირჩიოთ ისე, რომ (7,3) ფორმულები გვაძლევდეს (6 - 1) არაერთ– 

გვაროვანი სისტემის. ზოგად. ამონახსნს. 

ჩავსვათ (7 . 3) ფორმულები (6.1) სისტემაში, მივიღებთ: 

ჩM M 

2, 6–'ოთყრთ+ ა: თ(იყ/რ თი = 
1=1 (=1 

” ” 

= 2, ჩათ ა), CთVMრთ+“%Cთ 
L=1 .L==1 

ანუ 

# ჩ · · _"#ჩ 

3) 0 თყ)რთ+ 5, ფთ (Vრთ– 2, ჩათ რ (9|=%თ 
(=1 (L(=1 (=1 

I (%=1, 2 ...,7) + 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ყი (X) ((, #=1, 2, ...,I1) (6.2) 
ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნების ფუნდამენტური სისტემაა, 
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მაშინ CI,(X) ფუნქციების განსაზღვრისათვის მივიღებთ შემდეგ სის- 
ტემას: 

ჩ 

2, C, (X) ყ, ს (ი =ძ,(ე (C=1,2,...,), 

                   

  
  

                          

(=1 

ანუ 

ძC, 

კა 90 რ +452 –=C) 

ძC, 

7 VI V) +459 ეთ ცე +... + თ» “ყა (0 = თ(ი, 

ძC 
=9»ი (ი). 

ი რღვანა ამ სისტემის ს ფრერმინანტი 

ყ,!1) (63) ყა!) (X).- ყე!) (62) 

#7 =| 7ტთ „რთ. ყრი | „ი 

ყ,”) (X) ყე”) ფ)-· 5/MV1IXC3) 

მთელს (თ, ხ) მუალედში, ამიტომ იგი ამოხსნადია 

წარმოებულების მიმართ: 

ძC 409 = ს,C, 0.4) 
ძX 

((= 1, 2,...,#), 

სადაც Cდ|(X) ((=1, 2,..., I) წარმოადგენს ცნობილ ფუნქციებს. (7.4): ის 
ინტეგრებით ვიპოვით ყველა C7/ (X) ფუნქციას: 

C/ (X) = წს (XძX+C, (I(=:1, 2,...,/L), 

სადაც C, ნებისმიერი მუდმიეებია. თუ C,;(X) ფუნქციების ამ მნიშვნე- 

ლობებს ჩავსვამთ (7.3) ფორმულებში, მაშინ მივიღებთ (6.1) არა- 

ერთგვაროვანი სისტემის ზოგად,ამონახსნს სახით: 

#9 = 8 გრთ | თთ4+ ა) ცყხთ 0.5 
ჯ(=1 (=1 ' 

(წ = 1, 2,.... 71). 
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თუ (7 5) ფორმულაში C, მუღმივებს მივცემთ მნიშვნელობებს: 

C,=C5=--·=Cაგ=0, მაშინ მივიღებთ (6.1) არაერთგვაროვანი სისტემის 

კერძო ამონახსნს. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8. მუდმიმკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთბვაროვანი სისტემები 

ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას: 

  

ძ. . 
5#M – იც 9, + მა ყა +. "+ 9ი ყი, 
V64 

ძVყ 
ქ; = შიაL VI) “L შაიხყი LL. · · + ძვი ყი, (8.1) 

ძ 
“ი = ძი + თას + ქქ+ თი წი, 

სადაც ყველა ძე, კოეფიციენტი მუდმივია, ხო- 

ლო #.(X), Mე (9), .--,ყი“ ტუ დამოუკიდებელი X ცვლა- 
დის უცნობი ფუნქციებია, ეწოდება მუდმივკო- 
ეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი სის- 

ტემა. 

ის წრფივია და ერთგვაროვანია V/| (X), V2 (X), ყა» (X) უცნობი 

ფუნქციებისა და მათი წარმოებულების მიმართ. 
როგორც ეს ზემოთ მივუთითეთ, (8 1) სისტემის კერძო ამონახს- 

ნის განსაზღვრისათვის ამ სისტემაზე შეიძლება გამოვიყენოთ ზოგადი 
მეთოდი ყველა უცნობი ფუნქციის გამორიცხვისა,ა გარდა ერთისა 
(მაგალითად, VI-ის); VI-ის განსაზღვრისათვის მივიღებთ მუდმივკოე- 

ფიციენტებიან #-ური რიგის წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ 
განტოლებას, ე. ი. (8.1) სისტემას ამოვხსნით მისი ერთი /#1-ური 

რიგის დიფერენციალურ განტოლებაზე დაყვანის გზით (და, მაშასადა– 

მე, შეიძლება ვეძიოთ 6M% მაჩვენებლიანი ფუნქციის სახით), თუმცა 
შეიძლება, (8 1) სისტემის ამონახსნი უშუალოდაც ვეძიოთ სახით: 

ყ. (Xა=თ, 6””, ყ.ა(X) = თ.6-», ..., ყა (X) == თე 6ჩX (8.2) 

და თე, თ,,..,ი-ი მუდმივები შევარჩიოთ ისე, რომ (8.2) ფუნქციე- 

ბის (8.1) სისტემამი ჩასმის შემდეგ სისტემის ყველა განტოლება 
გადაიქცეს იგივეობად. 

1 მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ ერთგვა- 
როვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტე- 
მის ინტეგრების ეილერის წესი. 
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(8 1) წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნი ვეძებოთ სა- 

ხით: 

ყ.=ლ=თ,0"”, წყა = 7.6M.,..., წე = თე 60%, 

სადაც თ,;, თე, .·,7ე მუდმივებია!, რომლებიც ისე უნდა შევარჩიოთ, 

რომ (8.2) ფუნქციები აკმაყოფილებდეს (8.1) სისტემას. მართლაც, 
თუ (8.2) ფუნქციებს ჩავსვამთ (8. 1) სისტემაში, მივიღებთ: 

ჩთ, 6%% = (0,1 0, -L ძ,,თე +... -L ძი თე) 6ჩ%, 

#2; 61% = (0, თ, -L 0: თე + · · · + ძვე თე) 6, 

ჩთე 6ჩ% = (ძიკ თე + ძეეთე +. ·· + მიი ღა) 0M, 

შევკვეცავთ რა 6#+-ზე და ყველა წევრს გადავიტანთ მარჯვნივ, მივიღებთ; 

(თე, –– ”) თ, + რეთა +... + მი ძე = 0, 

ძე თ; -L (ძე: –– ჩ) თე –6/..+ძეგთ= ე, (8.3) 

ძი: თ, + 0ივთე +. ..+ (მიი – #) ძე = 0. 

(8.31 სისტემა ·თ,, თ.,.., იძი «უცნობების მიმართ წარმოადგენს 

წრფივ ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლებათა სისტემას. მაშასადა– 
მე, თუ სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, მაში5 
სისტემას ექნება მხოლოდ ნულოვანი ამონახსნები: 

თ, = თე ==. ··= ძე = 0. 

თუმცა ჩვენ გვაინტერესებს არანულოვანი ამონახსნები„ რადგან 

Vყ.(X)=0, ყა:ე(X)550,..., ყა (X) =0 

წარმოადგენს დიფერენციალურ განტოლებათა ყოველი წრფივი ერთ- 
გვაროვანი სისტემის უშუალოდ ცხად ამონახსნს. 

იმისათვის, რომ (8.3) სისტემას ჰქონდეს არანულოვანი ამონახს– 

ნები, აუცილებელია # შევარჩიოთ ისე, რომ სისტემის დეტერმინანტი 
ნულის ტოლი იყოს. ამგვარად, თ, ((=1, 2,...,,) რიცხეები უნდა 

აკმაყოფილებდეს განტოლებას: 

უ<+_– 

ეძე=|) 9! 0." –ჩ.-.ში | – 0, (8.4) 

ძა) შია: ძიი-–-/ჩ/ 

" თ. ძე, „.., თკ რიცხეებიდან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან, 
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(8.4) განტოლებას ეწოდება (8 1) სისტემის 

მახასიათებელი განტოლება, ხოლო მის ფეს- 
ვებს –– მახასიათებელი განტოლების ფესვები. 

(8.44) განტოლება #-ს მიმართ წარმოადგენს M-ური ხარი- 
სხის ალგებრულ განტოლებას. ალგებრის ძირითადი თეორემის თა- 

ნახმად, მას აქვს ML ფესვი: 
..- ო. (8.5) 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა მახასიათე- 

ბელი განტოლების ყველაV#ე, ჩ,..../ი ფესვი ნამ- 

დვილი და განსხვავებულია. 
ამ ფესვებიდან ყოველი #)(1=1, 2, ·-., 8#) ფესვი ჩავსვათ (8 . 3) 

სისტემაში და განვსაზღვროთ თ; კოეფიციენტები„ მივიღებთ რ«რი- 

ცხვებს: 

თ), თე, ... ძემ ((=1, 2,...,7). (8.6) 

ამასთან, (8, 6) რიცხვების შესაბამისად, მივიღებთ მოცემული (8 . 1) 
დიფერენციალურ განტოლებათა წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის 
ამონახსნს, თანაც ჩ) ფესვისათვის (8. 1) სისტემის ამონახსნია: 

ჩ.X MX ყ,!) = ჟ,ე) 6, ყ,(!) = თ,(1) 6 „ე ყე“) = თე!) გ, 

ჩე ფესვისათვის (8. 1) სისტემის ამონახსნი იქნება: 

ე–|ს'ჯეგეაე|ს''–-..”–.. 

ჩი ფესვისათვის (8.1) სისტემის ამონახსნია: 

ჩეX ჩეX ჩ,X 
.. , ყე“) = თე(?) ტ (ს , ყ." = თ;ი) 6 ყე“) = თე(”) 6 

(8. 1) სისტემის ამონახსნების ზემოთ. აღნიშნულ ”თვისებათა თანახმად, 
ამ ამონახსნების ყოველი წრფივი კომბინაცია: 

9. == C) თ)() „+ + C530,'9) 09% L ->-+Cაე 0) გხი%, 

ყა == CI თე(1) გჩაX + C თე!) „ნიX + ... +C თ,(ი) გჩიX, გ » 

(8. 

ხ,X 
ა 

ყა = 6, თ) (XL 0;ი, (მ) 66X... +- +6,თ, ი) 6 

სადაც C), CV .-.C„ ნებისმიერი მუდმივებია, წარმოადგენს დიფე- 

რენციალურ „განტოლებათა წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის ზოგად 
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ამონასნს (–-=<XჯX<+თ: -–- თ<ყ0< +Cთ; 1=1,2,...,”) 

უტოლობებით განსაზღვრულ #2 არეში. 

მაგალითი 1. ეიპოვოთ წრფივი სისტემის: 

  

ძ 
“”»· =23ყ+V» 
ძX რც.8) 

9M. = 2ყ, + 2Vწე 
ძX 

ზოგადი ამონახსნი. 
ამოხსნა. სისტემის ამონახსნი ვეძებოთ სახით: /, = თ, 6ჩX და 

ყა == თა 6”, სადაც თ, და თე მუდმივებია, რომლებიც ისე უნდა შე- 

ვარჩიოთ, რომ Vყ, =თ,6ჩ%, ყა: = თ,6ჩ ფუნქციები აკმაყოფილებდეს 

მოცემულ სისტემას. ჩავსვათ'ეს ფუნქციები (8. 8) სისტემაში და შეე– 

კვეცოთ 6M”-ლზე, მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

თ(3--–ჩ)+ თ =90, 

2თ, -L თე (2 -– #) = 0. 

(8. 8) სისტემის მახასიათებელი განტოლებაა: 

3--# 1 

.9 2-7?/ 

სმ .5ჩ-+4=0. 

(8.9) 

– 0, ე. ი. 

  

მახასიათებელი განტოლების ფესვებია: #)=1, #2:=4. 

შევადგინოთ სისტემა თ, და თ: რიცხვების განსაზღვრისათვის, 
რომლებიც შეესაბამება #,=1 მახასიათებელ რიცხვს. 

ამისათვის #|=1 ჩავსვათ (8.9) სისტემაში: 

29) -L თ: = 0, 

2თ, -L თ; = 0. 

აქ, როგორც მოსალოდნელი იყო, მეორე განტოლება ემთხვევა 
პირველს, და ის შეგვეძლო არც ამოგვეწერა. (8 . 9) სისტემის პირველ 
განტოლებაში” მივიღებთ თ) =1, მაშინ თე=-––2. 

ამგვარად, #,=1 მახასიათებელ რიცხვს შეესაბამება (8. 8) სისტე– 
მის ამონახსნი: | 

(8.1თ 

ყე! = 26%, 8.11 
ყე. = –- 26“, “ა 

ანალოგიურად ამოვხსნით (8'. 9) სისტემას, რომელიც შეესაბამება 

ჩ:ე=4 მახასიათებელ რიცხვს: 

– თ, + თე = 0, 

– 29 + 2თ, =0.



ისე, როგორც ზემოთ, უკუვაგდებთ მეორე განტოლებას და ვიპოვით: 

თძ,=1, თა=1; ასე, რომ #2=4 მახასიათებელ რიცხვს შეესაბამება 

მოცემული სისტემის ამონახსნი: 

ყ,!"' = 6, 

ყა?) == 69%, 

ახლა, თუ ავიღებთ კერძო ამონახსნების: 

ყ,!Iა=6რ0, ყე) = –- 207, 
ყ. ს = 60, ყ.(2) =– 6 

წრფიე კომბინაციას სვეტების მიხედვით, მივიღებთ მოცემული წრფი- 

ვი სისტემის ზოგად ამონახსნს სახით: 

ყ) == ყ1(X) = C1 6” + C561% 

ყა = ყ»-(X) = –– 2C1 60” “++ C:6%, 

სადაც C), Cი ნებისმიერი მუდმივებია. 

მაგალითი 9. ვიპოვოთ 

ძX 

იძ ჟ!? 
ძყ 

–-- =2 X, 8,12 ლ + ( ) 

ძ2 
–-–=ჯ წე +ყ 

სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. სისტემის ამონახსნი ვეძებოთ სახით: 

X=0,6-, V= თელის, 2 == თვ 6ჩ, 

ეს ფუნქციები ჩავსვთ სისტემის განტოლებებში და შევკვეცოთ 

2MX-ზე, მივიღებთ სისტემას: 

–-თ1# + თე -L თ = 0, 

თვ –– თე#ჩ-+თ=0, (8.13) 

თე + ძე –– თფ ”=0. 

(8 . 12) სისტემის მახასიათებელი განტოლებაა: 

=2 1 1 

1 –-/ 1)==0, ე. ი. #მშ9--346-- 2=0. 

1 1 –-#/ 
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მახასიათებელი განტოლების ფესვებია: #,=2, #:0=--1, #ვ=--1, 
თს თე და თვ რიცხვების განსაზღვრისათვის შევადგინოთ განტოლე- 
ბათა სისტემა, რომელიც შეესაბამება #)=2 მახასიათებელ რიცხვს 
(ე. ი. მარტივ ფესვს): 

29, –“ წე –– ძვ =0, 

– თ +2ძწა-0ე=0, 

თ –– წე +2თვ =0, 

აქ მესამე განტოლება წარმოადგენს პირველი ორი განტოლების შე- 
დეგს, ამიტომ მას უკუვაგდებთ. 

ამგვარად, #)=2 მახასიათებელ რიცხვს თ), თ: და თე რიცხვების 
განსახღვრისათვის შეესაბამება ორი დამოუკიდებელი განტოლების 
სისტემა, მაგალითად, 

2თ ––შე–-–ძე=0 

–თ. +2ძ «ძვე =0, 

აქედან, როგორც ალგებრიდან არის ცნობილი, 

–1 --1 –1 2| _ 2 –-1 

I –I 2 
8 : წა: თა= 

ბაზი 2-1) |--1 –   
(=1:10). 

თძე= 1, ძ=1 და თე= -+1. 

ამგვარად, #|=2 მახასიათებელ რიცხვს შეესაბამება (8.12) სის- 
ტემის ამონახსნი: 

X, = C, 6”, ყ, = C,) 6”, 2, = C) 6". 

ანალოგიურად ამოვხსნით (8. 13) სისტემას, რომელიც შეესაბამე– 

ბა #ე=#3ვ=--1 მახასიათებელ რიცხვებს. ამ შემთხვევაში (8. 13) გან– 

ტოლება დაიყვანება ერთ განტოლებაზე: 

-01 +L ძა + ძე = 0. 
თუ“ მივიღებთ თ,=C,, თე=C ა; მაშინ თვკ=-–– (C» + C:), სადაც Cე, Cვ ნე- 

ბისმიერი მუდღმივებია. ასე, რომ #:=#ვ=--1 მახასიათებელ რიცხვს 

შეესაბამება მოცემული (8 . 12) სისტემის ამონახსნი: 

Xა=Cა:ა6/,, ყა=Cვ36, შე = --(C: + Cე)6“”. 

ამგვარად, (7 2) სისტემის ზოგადი ამონახსნია: 

X=X()=C)0?! + Cკ6-/, 

ყ=ყ()=CC“”+C,6“ი 
2=2()= –(.+C.)6-!, +C,C6”. 
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8. განვიხილოთ შემთხვევა, როცა მახასიათე- 

ბელი განტოლების ფესვები განსხვავებულია, 
მაგრამ “მათ შორის კომპლექსური ფესვებიცაა. 
ვთქვათ, (8.1) დიფერენციალურ განტოლებათა: წრფივი ერთგვარო- 
ვანი სისტემის მახასიათებელი განტოლების ფესვებს შორის ორი 

შეუღლებული კომპლექსური ფესვია: 
––ეღე-–__..ჟ 

ამ ფესვებს შეესაბამება კერძო ამონახსნები: 

ყლ =ი,(ს. ე 100 X, ყ (ცაი) 6-0 X (0 ი,(ს 6 +790) X. 

ყ.ი=თ,C0) CL I)%. კ („ე 6 1-0 X ყეხ=თე(ბ (61-80) + 

თ, და-თ,(? კოეფიციენტები განისაზღვრება (8.3) სისტემიდან. “მაგ– 
რამ, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, კომპლექსური ამონახსნის ნამ–- 
დვილი და წარმოსახვითი ნაწილები აგრეთვე წარმოადგენს (8.1) 
სისტემის ამონახსნებს.' : 

ამგვარად, ჩვენ ვღებულობთ ორ კერძო ამონახსნს: 

ყ,I1) == 69% (L)0(M 005 8 X –– #,(2) §111 8X), 
– _ ჯ= 1, 2, ·-.,/1 (8.13) 

ყ,!?) =- ლ0თ># ლკ 510 8 X-+ (9) 0058X), 

სადაც ა», (2), ს, #2 ნამდვილი რიცხვებია რომლებიც განი- 

საზღვრება თ,(ჩ” და თ, რიცხვების მეშვეობით. 

მაგალითი მ. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი სისტემისა: 

ძ · 

+-X+-- 7 ყე -+ V5, 

2 | (8.14) 
9VM, –_ 
–-“.= -2V, -- 5ყე. ძჯ ყ9I 92 

ამონახსნი ვეძებოთ სახით: 

ყ,ლ–>თ60-", ყა =თა6%, 

ამოვწეროთ სისტემა თ); და თე რიცხვების განსაზღვრისათვის: 

თ1(” + 7) -– თ: =0, (8.14 

2თ, + თე(წ + 5) = 0, 

შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება: 

| ჩ+7 –1 |= 0 

2 ჩ+5 
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ე. ი. #2 + 12#-+ 37 = 0. ვიპოვოთ მისი ფესვები: #, = –-6 -+LI, #ე = 
=--6--/, 

#, = – 6 -L I ფესვი ჩავსვათ (8.14) სისტემაში, მივიღებთ: 

(1(+0თ-–9=0, 
2 + (-1+0=0, 

რომელთაგან მეორე განტოლება წარმოადგენს პირველის შედეგს (ვი- 
ნაიდან სისტემის დეტერმინანტი უდრის ნულს). პირველი განტოლე– 
ბიდან ვიპოვით: თე=(1+!/)თ,; ჩეენ შეგვიძლია ავიღოთ: Cთ|=1, მაშინ 

გვექნება თა=1+V, ე. ი. 

ყ,() = ტ(-0+/M, ყე(1) == (1 -L #) 6(-0+0+ 

მოცემული სისტემის ამონახსნია. 

ანალოგიურად, (8 . 14) სისტემაში ჩავსვამთ ჩ#:ე=–--6–- ფესვი, მა- 

შინ მივიღებთ: 

(1 –– ეძ, –ძეი= 0, 

L 20, +C– 1-–0C,=0. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თე=(1–-7)თ|. 
ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ თI=1, გვექნება: თ:=1-–”/, ე. ი. 

ყ,I2) = 6(-ს-IM, ყე!?) (1 –– ;) ტ(-9-/)X, 

ვისარგებლოთ ეილერის ცნობილი ფორმულით: 6+/%წ=005C/ -L §1ი0თ/ 
და ვიპოვოთ მიღებული ამონახსნების ნამდვილი და წარმოსახვითი 
ნაწილები, გვექნება: 

ყ,/1)=-6-%X იც§X-LI6-% 510 X, ყე! =6--XCC05X--510X)-LV6-%X (511X-LC05X), 

MV,(2)=-6-% C05X--(/6-%% §II1X, ყე(მ =6-% (C05X-LI/510X)--(6-% (§5111X-CC05X). 

ამგვარად (8 . 14) სისტემის ნამდვილი ამონახსნია: 

ყ,I1) = 6-% ლ0§ X, ყე?) == 6-% (005 X–– 510 X), 

ყე! = 6-ნX ე1ი X, ყ,!) = 6-%(§Iე X -L 005 X). 

(8.14) წრფივი სისტემის ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყ; (X) => 6” (C, C05 X -L Cე 510 X), 

ყე (X) => 6-5 (IC, (C05 X –– 510 X) + Cკ (519 X -L 005 X) 1. 
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შენიშვნა. ანალოგიური მეთოდით შეიძლება ვიპოვოთ უმაღ- 
ლესი რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივ დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა სისტემების ამონახსნი. 

მაგალითი 4. განვიხილოთ მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებია- 
ნი წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა; 

2 

ძX? 

ძ“2 

ძX? 

  

= 0.1ყ + ძრ0952, 

(8.15) 
  = 0; ყ -L ძა:2 

და ვიპოგოთ მისი ზოგადი ამონახსნი. ! 

„ამოხსნა. ისე როგორც ზემოთ, აქაც ამონახსნი ვეძებოთ სა- 
ხით: 

ყ=თ 6“, 2 = თედ”, (8.16) 

თუ ამ გამოსახულებებს ჩავსვამთ (8 15) სისტემაში და შევკვეცავთ 
6M"-ზე, თ), თე და #-ს განსაზღვრისათვის მივიღებთ განტოლებათა 

სისტემას: 

(01ე –– #“) CI –+ რი)ე თა =. 0, 

ძე1 თე + (ძე: –– #2) ძე = 0. 

ნულისაგან განსხვავებული თ) და თ განისაზღვრება მხოლოდ იმ შემ- 
თხვევაში, როცა სისტემის დეტერმინანტი ეტოლება ნულს: 

(8.17) 

2 
რე -ჩ, რ.ა 

ძე, –. ბ (8.18) 

(8.18) განტოლება წარმოადგენს (8 15) სისტემის მახასიათებელ 

განტოლებას; #-ს მიმართ ის არის მეოთხე ხარისხს ალგებრული 
განტოლება. ვთქვათ, #,), #0, /#ვ და #კ მისი განსხვავებული ნამდვილი 

ფესეებია. 

ყოველი #, ფესვისათვის (8 17) სისტემიდან ვიპოვით Cთ,; და 0» 

მნიშენელობებს. ზოგადი ამონახსნი ანალოგიურია (8 . 7)-ისა და აქვს 
სახე: 

ყ=C,თ,() 25% | 0,ი,(9 --X | 0კი,0) 2-X L C, თ,() MX, 

2=C,თ, 92% | 6,ი,9ე% | 6.თ,(0) 2 | C, 0,()) გ5X 

თუ ფესვებს შორის იქნება კომპლექსური, მაშინ ყოველ კომპლექ- 
სურ ფესვს ზოგად ამონახსნში შეესაბამება (8 13) სახის გამოსახუ- 
ლებები. 
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განვიხილოთ მაგალითი. ვიპოვოთ შემდეგი დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა სისტემის ზოგადი ამონახსნი: 

“ყ 
= Iს– 47, 

ძX “ 
ქ (8.19) 
___ 7. ო ყ+ 

ამოხსნა. (8.19) სისტემის” მახასიათებელ განტოლებას აქვს 
სახე: 

1--/2 –4 

–1 1--/   

მისი ფესვებია: #, = (, #ე = –“I, #ე= V3, ”ჩ=–V3 

ამონახსნი ვეძებოთ სახით: 

ყ!!) = თ,(1) 60!X, 2(1) = თე!) CI», 

ყI?) = თ, (2) 6-1», 3(2) => ფ,(?) 6-IX, 

ყრა) = თ,() „V 3X, 2(9) = თ,()#(V 32%, 

ყ(”ა – თ, --V3+, 2() = თე!) „-V 3ჯ 

(8.17) სისტემიდან ვიპოვით თ,V) და თ,/): 

1» 

თ,.)=1, თე!) = 2' 

1 
ფ,L2)= 1, თე!) = 2 

ვ 1 
ფე“) = 1, ლლ, 

1 
თ!) = 1, ფ,!!) = –=<ი · 

ამოვწეროთ შესაბამისი კომპლექსური ამონახსნები: 

1 ქ... 

ყ!!) = (IX = 005 X -+L 151იX, 2,1) = > (005 X +150 X), 

1 ... 

(2) =- 6-1% == +-(5Iი X უ(2) = ––- (005 X–- (510 X). ყ!?),= 46-19 = 005 X“-/წ65I2X,. . · 2 

27 გრ. ხაჟალია 
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(8 . 19) სისტემის ამონახსნები იქნება ცალკე ნამდვილი და წარმოსა- 

ხვითი ნაწილები: 
_ – 1 
ყ(!) = 005X, ჯ() = ---905X, 

- , – 1... 
ყI?) = 5101X, 2(9) =– - 9იX. 

მაშასადამე, (9 9) სისტემის ზოგადი ამონახსნია: 

/=C,05X+C,50X+ C,6V 3X (0, –-V 3». 

1. #3» - C. 1C-VყI 1 1 . 
2ვ=C00'--005X+ –- CI L-- C:-- 6 

12 1522 212 

"ჩვენ აქ ·არ განვიხილავთ მახასიათებელი განტოლების ჯერადი ნამ– 

დვილი და ჯერადი კომპლექსური ფესვების შემთხვევას!. 

1 ეს საკითხები დაწვრილებით გარჩეულია ე. სტეპანოვის წიგნში: „XV0CC MIMCდ- 
დბიბყIMგას9MხIX V02გ8I(CIIVM“.



X თავი 

მათემატიკური ფიზიკის ზოგიერთი განტოლება 

§ 1. ზობაღი ცნობები კერძოწარმოებულებიან ბანტოლებათა შესახებ 

წინა თავებში შეისწავლებოდა დიფერენციალური განტოლებანი, 

რომლებიც შეიცავდა ერთი ცვლადის ფუნქციას და მის წარმოებუ- 
ლებს, ე. ი. შეისწავლებოდა ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტო- 

ლებები. 

განტოლებას, რომელიც აკავშირებს რამდენიმე X, Vყ, 2,·.,1 
დამოუკიდებელ ცვლადს, ამ ცვლადების უცნობ V=V CV, ყ, 2,..., 1) 
ფუნქციას და მის კერძო წარმოებულებს რომელიმე რიგამდე, ეწო– 
დება კერძო წარმოებულებიანი დიფერენციალე- 

რი განტოლება. 
იმ შემთხვევაში, როცა ს უცნობი ფუნქცია დამოკიდებულია ორ 

X და ყ ცვლადზე, კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ განტო- 
ლებას აქვს სახე: 

მ« მთ. 01. მ?» 8) )= 0, 
”(> ყ, MI , 1.1 

მს) მყ 'მX2 ' (1. 

სადაც # არის თავისი არგუმენტების ს იცმელ ფუნქცია. ისე რო- 
გორც ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში, 
(1 1) განტოლებაში შემავალი კერძო წარმოებულების უმაღლეს 

რიგს განტოლების 'რიგი "ეწოდება. ასე, მაგალითად, ზოგადი' სახე მეო- 
რე. რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებისა. 
ორი ჯ და ყ დამოუკიდებელი ცვლადით, არის: 

ჩ(» ყ, V, მი. 9. __– 
მმ მყ მ»” მXმყ მV? 

რომელიც ამყარებს დამოკიდებულებას X, ყ დამოუკიდებელ ცვლა- 

დებს, ამ ცვლადების უცნობ #=V(X, ყ) ფუნქციასა და მის კერძო 
წარმოებულებს შორის, მეორე რიგამდე ჩათვლით. 

განტოლება: 

(1.2) 

ნ(VX, ყ, “, 4“, 92) =9 (1.3) 

ს მX 
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არის ზოგადი სახის პირველი რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფე- 
რენციალური განტოლება. მაგალითად, 

წარმოადგენს პირველი რიგის კერძოწარმოებულებიან განტოლებას. 
ხოლო 

მ. _ მძ მ# 

მX? მყ? მX 
    

არის მეორე რიგის კერძოწარმოებულებიანი განტოლება. 

ნებისმიერი ფიზიკური მოვლენის, ბუნების სხვადასხვა პროცესის 
რაოდენობრივი გამოკვლევისათვის აუცილებელია მათი მათემატიკუ- 
რი აღწერა. მსგავს აღწერას, რომელიც ჩვეულებრივ ხდება ერთი (ან 

რამდენიმე) ზმრავალცვლადიანი ფუნქციის მეშეეობით მივყავართ კერ- 
ძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებებზე XI, ყ, 2, 1 (რამ- 

დენიმე) დამოუკიდებელი ცვლადებით. 
განვიხილოთ პროცესები, რომელთა შესწავლას მივყავართ კერძო- 

წარმოებულებიან განტოლებებზე. 

1. ასე, მაგალითად, როცა ვსწავლობთ დაჭიმული დრეკადი სიმის 
მცირე განივ რხევებს (სიმის რხევითს პროცესს), საქმე გვაქვს 
V=V (X, I!) ორი ცვლადის ფუნქციასთან, რადგან სიმის წერტილების 
გადაადგილების (გადახრის) სიდიდე წონასწორობის მდებარეობიდან 
ღამოკიდებულია სიმის წერტილების ჯ აბსცისასა (კოორდინატსა) და 

/ დროზე, ე. ი. V=V (X, I!) წარმოადგენს სიმის X აბსცისიანი წერტი–- 

ლის გადახრას დროის 1 მომენტში; როგორც ქვემოთ ვნახავთ, სიმის 
რხევები გამოისახება მეორე რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფე- 
რენციალური განტოლებით: 

მ'ს _ 1 მ”“ 

მჯ? ცე 0(? 

2. რაიმე დრეკადი ფირფიტის რხევების შესწავლისას საქმე გვაქვს 
#=V (X, ყ, 1) სამი ცვლადის ფუნქციასთან, რადგან ფირფიტის წერ- 

ტილების გადაადგილების სიდიდე დამოკიდებული იქნება ფირფიტის 
წერტილების X და V კოორდინატებსა და 1 დროზე. 

3. როცა ვსწაულობთ რაიმე სხეულში სითბოს გავრცელების პრო- 
ცესს, უნდა ჩავთვალოთ, რომ ნებისმიერ წერტილში სხეულის ტემპე- 
რატურა ი არის სივრცის ამ წერტილის სამი X, ყ, 2 კოორდინატის 
ფუნქცია #«=V (X, ყ, 2) და, თუ, ამასთან, ტემპერატურა იცვლება 1 

დროის ცვლილებასთან ერთად, მაშინ სხეულის ტემპერატურა #« წარ- 
მოადგენს ოთხი X, (, 2 და I ცვლადის თუნქციას. 
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ამ ფუნქციების განსაზღვრა დაიყვანება მეორე რიგის კერძოწარ- 
მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების ამოხსნახე. ახლა 
განვიხილოთ ზოგიერთი უმარტივესი სახის მეორე რიგის კერძოწარ- 

მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება. 
განსაზლვრა 1. (1.2) კერძოწარმოებულებიან დი- 

ფერენციალურ განტოლებას ეწოდება წრფივი, 
თუ ის წრფივია VVCV,ყ) უცნობი ფუნქციისა და 

მისი კერძო წარმოებულების მიმართ. 
ასე, სალო განტოლება: 

2. მ““ 
4Vთ, წესი, ით 9) გ 1 თი +“ + 

  

                V) 5. 

+6C, ი; +C0( ეთ =CX, M), (1.4) 

სადაც 

4V, ყ), 8(X, ყ). ... ,CV, ს”), 'I262 Vყ) 

ორი X და V დამოუკიდებელი ცელადის ფუნქციებია, წარმოადგენს 

მეორე რიგის არაერთგვაროვან წრფივ კერძოწარმოებულებიან დიფე- 
რენციალურ განტოლებას; თუ I(X, ყ)=0, მაშინ (1 .4) განტოლებას 

ერთგვაროვანი წრფივი კერძოწარმოებულები- 
ანი დიფერენციალური განტოლება ეწოდება. 

თუ (1 . 4) განტოლებაში ყველა კოეფიციენტი: + (V, V), 8 (, V), ··“ . 

C (X, ყ) წარმოადგენს მუდმივებს, მაშინ (1. 4) განტოლებას ეწოდება 
მეორე რიგის არაერთგვაროვანი წრფივი კერ- 
ძოწარმოებულებიანი განტოლება მუდმივი კო- 
ეფიციენტებით. 

მისი ზოგადი სახეა: 

0« “( მ“# მ"( მ“ მ" 
2 #ე:--–- + -- +4ე.–-+/#იV=I/I(X,/), (1.5) მჯ მყ + 1 მყ? +4, მჯ – + "მყ +7#4-ი I(X,ყ), ( 

სადაც 4), 4ი,-·-·, 4 მუღმივი რიცხვებია. თუ I(X, Vყ)=0, მაშინ 

მივიღებთ მეორე რიგის ერთგვაროვან წრფივ კერძოწარმოებულებიანს 
დიფერენციალურ განტოლებას მუდმივი კოეფიციენტებით: 

· მ” მ?” “ მ“ მ“ 
4 21 –---  .-  4ტ-–- –- . -. ტტ“ + 440=0. (1.5 12 + ბჯ მყ –+ 4ვ მყ? + 4, მ» + 4. მ” + #4. (1.5) 
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მათემატიკური ფიზიკის მრავალ ამოცანას მივყავართ მეორე რი- 
გის ერთგვაროვან წრფივ კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალუეუო 
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განტოლებამდე მუდმივი კოეფიციენტებით. გამოყენების დარგებმა უფ- 
რო ხშირად გვხვდება მეორე რიგის კერძოწარმოებულებიანი განტო- 
ლებები, ვიდრე პირველი რიგის განტოლებები. 

მათემატიკური ფიზიკის ძირითად განტოლებებს წარმოადგენს, მა- 
გალითად, შემდეგი: 

1. ტალღური განტოლება: 

  

      

  

      

  

    

მ. 1 მ% _ი 
მ»? გე / ” 

(1.6) 
მ?/ მ"“ 0“ _ _1_ მ“ _ 

მ»? მყ" მ/! 02 მ/2. 

9. სითბოგამტარებლობის განტოლება: 

მი 1 %_ა 
მჯ? ი" ი! ” 17 

მ“! მ“ მ? _ 1 მიV _ 0 1-7 

მX2 ძყ? 0(2 იე00 მ... ? 

მვ. ლაპლასის განტოლება: 

2 2 
)ყ = მ"« 9M _ი, 

ეჯ? მყ? 
გ: გ. გ. (1.8) 

ა,=+% # « “ = 0. 

მX? მყ? მ21 

შემოვიღოთ ახლა 

განსაზღვრა ? (12) კერძოწარმოებულებიანი დ.„«- 

ფერენციალური განტოლების ამონახსნი, ანუ 
ინტეგრალი #) არეში, ეწოდება ამ არეში ყოველ 
დიფერენცირებად V=დ(, ყ) ფუნქციას, რომე- 
ლი, ჩასმული ამ განტოლებაში უცნობი ფუნქ- 
ციის ნაცვლად, მას გადააქცევს იგივეობად LI 
და ყ დამოუკიდებელი ცვლადების მიმართ. 

ასე, მაგალითად, თუ #V=დ (Cჯ, ყ) არის (1.2) განტოლების ამო– 

ნახსნი, მაშინ 

მრ მდ მდ მდი ძმ?თ 
წა X, ყ, ჟვ,'„'სსესეეას'“სსს–_– ას 0 

( # თრინV > ' “მ, ' მჯ ' მჯმყ 2 ) რ 
ზოგადად, კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლე- 

ბის ამონახსნის მოძებნის, ანუ ინტეგრების ამოცანა დაისმის ასე: 
ვიპოვოთ (1.1) განტოლების ყველა ამონახსნი. 
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ბუნებრივია, უნდა მოველოდეთ, რომ (1.1) განტოლებას აქვს 

ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, რადგან ფორმალურად ჩვეუ- 
ლებრივი დიფერენციალური განტოლებანი შეგვიძლია განვიხილოთ, 
როგორც კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების 
კერძო შემთხვევა, როცა დამოუკიდებელ ცვლადთა რიცხვი #=1I. 

მაგრამ ყოველ ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებას აქვს 
ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე და, მაშასადამე, კერძოწარმოებუ- 
ლებიან განტოლებასაც, რომელიც რამდენიმე დამოუკიდებელ (ცვლადს 
შეიცავს, ექნება ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე. 

საზოგადოდ, კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა ინტეგრება ძლიერ რთულია და იგი მიეკუთვნება თანამედროვე 
მათემატიკური ანალიზის ყველაზე უფრო ძნელად გადასაწყვეტ სა- 
კითხს; შედარებით სრულყოფილად შესწავლილია კერძოწარმოებუ- 

ლებიან წრფივ განტოლებათა თეორით». 
რომ ვიქონიოთ წარმოდგენა კერძოწარმოებულებიანი დიფერენ- 

ციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნის ხასიათისა და ზოგად ამო- 
ნახსნში შემავალ ელემენტების ბუნების შესახებ, განვიხილოთ ზოგა- 
დი ამონახსნის მოძებნის ამოცანა უმარტივესი პირველი და მეორე 
რიგის კერძოწარმოებულებიანიი დიფერენციალური განტოლებების 

შემთხვევაში. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

მძ 9% _06, (1.9) 
მX 

ამოხსნა. ცხადია, VI (X, ყ) ფუნქცია დამოუკიდებელია  ცვლა- 
დისაგან, მაგრამ ის შეიძლება იყოს V-ის ნებისმიერი ფუნქცია, და ეს 
არ მოახდენს არავითარ გავლენას მის X-ით წარმოებულზე, რომელიც 
დარჩება ნულის ტოლი: 

ს = #(CV, ყ) == დ(V)- (1.10) 

მაშასადამე, (1.9) განტოლების (1 10) ამონახსნი შეიცავს ერთ 
ნებისმიერ დ (ყ/) ფუნქციას. სახელდობრ, ამაში მდგომარეობს არსე- 
ბითი განსხვავება პირველი რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენ- 
ციალური განტოლების ზოგად ამონახსნსა და პირველი რიგის, ჩვეუ– 
ლებრივი დიფერენციალური” განტოლების ზოგად ამონახსნს შორის, 
რომელიც მხოლოდ ერთ ნებისმიერ მუდმივს შეიცავს. 

ისე როგორც პირველი რიგის ჩვეულებრივი ,დიფერენციალური 
"განტოლების შემთხვევაში, (1. 9) განტოლების (1 . 10) ამონახსნს ვუ– 
წოდოთ (1. 9) განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ახლა განვიხილოთ უფრო რთული სახის პირველი რიგის კერძო- 
წარმოებულებიანი განტოლება. 
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მაგალითი 2. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

მ“ 9 _ „(), 1.11 მ” / CV) (1.11) 

სადაც / (/) ცნობილი ფუნქციაა. 

ამოხსნა. (1.11) განტოლების ინტეგრება „გვაძლევს: 

«CV #) = | 7Cთ4+ჯთ. 0.17. 

სადაც % (X) არის X-ის ნებისმიერი ფუნქცია. (1 12) შეიცავს ერთ 
ჯ% (+) ნებისმიერ ფუნქციას და, მაშასადამე, წარმოადგენს (I 11) გან- 
ტოლების ზოგად ამონახსნს. 

მაგალითი 8. მოცემულია განტოლება: 

0 _ % 0, (1.13) 

ვიპოვოთ მისი ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. (1 13) განტოლება ცვლადების გარდაქმნით დაიყვა- 

ნება (1 9) სახის განტოლებაზე. მართლაც, მივიღოთ: 

XX+V9=2 (1.14) 
X=%, 

ანუ 

X=M 

ყ=ლ=2–--:/ 

აქედან გვაქვს 
მი მით ი _ე 
მ! მX მყ , 

ანუ 

2% ი 
0! 

მაშასადამე, 
« =დ(2==დ(X+V) (1,14” 

წარმოადგენს (1, 13) განტოლების ზოგად ამონახსნს; ეს ამონახსნი 
იგივურად აკმაყოფილებს (1 13) განტოლებას. მართლაც, 

0 _ მდ მ2 _ ძი 
მX მე მX მჯ ” 

მ მთ ძე _ ძი 
მყ მ2 მყ მ? 
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თუ ამ გამოსახულებებს ჩაესვამთ (1 13) განტოლებაში, მივიღებთ 

მაგალბთი 4. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა 

მს მ" 
X- –-- =0. 1.15 მჯ + ყ მყ · (1.15) 

ამ განტოლებას აქეს ზოგადი ამონახსნი: 

«(XV 9) –9(+) , (1.16) 
ჯ 

სადაც ი(+) არის ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქცია. ამაში 
Xჯ 

ადვილად დავრწმუნდებით, თუ ვისარგებლებთ რთული ფუნქციის გა- 
წარმოების წესით. მართლაც, გვაქვს 

V=-%, V = დ(მ), 
X 

9X% _მი მი _% #4 
მX მც მჯ მს ჯ? 

მთ _ მდ. მი _ მდ. 1. 
მყ მე მყ მი X 

თუ 34 ისა და 9 ის გამოსახულებებს შევიტანთ (1.15) განტოლება- 
ში, გვექნება: 

==0. .· 
მს Xჯ? მი X (1.17) 

ამგვარად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

" (X, ი-ი(#) , 
Xჯ 

რომელიც ერთ ნებისმიერ დ (+) ფუნქციას შეიცავს. 
' ჯ 

მაგალითი წ. მოცემულია განტოლება: 

მ« 29 
_–- = 0. #(X, ყ)–– X 2: %# (1.18) 

ვიპოვოთ მისი ზოგადი ამონახსნი. 
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ამოხსნა. (1 18) წარმოადგენს პირველი რიგის კერძოწარმოე- 

ბულებიან დიფერენციალურ განტოლებას, რომელიც არ შეიცავს -“ 
ყ 

კერძო წარმოებულს. ამიტომ, თუ დავაფიქსირებთ V-ს, (1 18) განტო–- 

ლება შეიძლება განვიხილოთ, როგორც პირველი რიგის წრფივი ჩვე- 
ულებრივი დიფერენციალური განტოლება V (X, ყ) უცნობი ფუნქციის 
მიმართ: 

–- = –-M- XVყ?, (1.19) 

თუ ვისარგებლებთ ფორმულით (იხ. თავი II, § 1, გვ. 36), ვიპოვით 
(1 19) განტოლების ზოგად ამონახსნს: 

#(X, ყ) = C (9)X -– X? V”, 

სადაც C (/)=% (ყ). მაშასადამე; (1. 18) განტოლების ზოგადი ამო- 

ნახსნია: 

4 (X, ყ) = XV (9) –– X” ყ”, 
რომელიც ყ ცვლადის ერთ: ნებისმიერ C (ყ)=% (V) ფუნქციას შეი- 
ცავს. 

მაგალითი 6. განვიხილოთ განტოლება: 

მი მ« 02 L% 0, 1.20). #V -- მყ ( ) 

ვიპოვოთ ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა: 

შ=X+ყ, #=დC(). 

სადაც დ (0) არის შ-ს ნებისმიერი ფუნქცია. ვაჩვენოთ, რომ CC, ყ)= 
=დ (X2+ ყ?2) წარმოადგენს (1. 20) განტოლების ზოგად ამონახსნს. 
ამაში ადვილად დავრწმუნდებით უშუალო შემოწმებით. მართლაც, 

გვაქვს: 
მ“ მდ მია 2 2 = 2დ 0 _ -L ყ?).2X, 
მX მი მჯ დ C #):% 

(271 მდ მი (1.2 
-- == -“''! -- («2 2). 2ყ, უთ მ” მყ დ” (X” + ყ').2ყ 

თუ (1.21) გამოსახულებებს ჩავსვამთ (1.20) განტოლებაში, მივი–- 

ღებთ: 

”2XVდ! (X2 -L ყ?) –– 2XV.დ” (X? -L ყე?) => 0, 
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მაშასადამე, VI (X, ყ)=დ (X2+ყ?) წარმოადგენს მოცემული განტოლე– 
ბის ზოგად ამონახსნს. 

მაგალითი 7. განვიხილოთ ნებისმიერი პირველი რიგის კერძოწარ- 

მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება, რომელიც არ შეიცავს 
უცნობი V (X, ყ) ფუნქციის კერძო წარმოებულს X-ით ან ყ-ით, მაგა- 
ლითად, 

L (». ყ, M, 3) = 0. (1.22) 

ეს განტოლება შეიცას მხოლოდ 4“ კერძო წარმოებულს რომ- 
ყ 

ლის გამოთვლისას ჯ ჩაითვლება როგორც მუდმივი. როცა X მუდ- 
მივია (ფიქსირებულია), (1. 22) განტოლება შეგვიძლია განეიხილოთ, 
როგორც ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლება V (X, ყ) უც- 
ნობი ფუნქციით და ყ დამოუკიდებელი ცვლადით. 

თუ X-ს მივცემთ სხეადასხვა მნიშვნელობას, მაშინ ეს ჩვეულებ- 
რივი დიფერენციალური განტოლება Xჯ-თან ერთად შეიცვლება, ის 

შეიცავს X-ს როგორც პარამეტრს. ვთქვათ, ამ ჩვეულებრივი დიფე- 
რენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

= დV, Vყ, C). (1.23) 

ეს ამონახსნი შეიცავს X პარამეტრს და, როცა C მუდმივია, წარმოად– 
გენს (1 . 22) განტოლების ამონახსნს. მაგრამ იმისათვის, რომ (1 . 23) 
ფუნქცია წარმოადგენდეს (1.22) განტოლების ამონახსნს, აუცილებე– 
ლია და საკმარისი, რომ C იყოს მუდმივი ყ-ის მიმართ; მაშასადამე, 
ის შეიძლება წარმოადგენდეს X-ის ნებისმიერ ფუნქციას და მივი- 
ღებთ (1 . 22) განტოლების ზოგად ამონახსნს, თუ C-ს ნაცვლად ჩავ- 
სვამთ X-ის ნებისმიერ % (X) ფუნქციას: 

V (X, ყ) = დ (X, ყ, "I (X))- (1.24) 

ამგვარად, (1. 22) განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიცავს ერთ ნე– 
ბისმიერ ჯ (X) ფუნქციას. 

ანალოგიური მსჯელობით ვაჩვენოთ, რომ, . თუ მოცემულია პირ- 
ველი რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება: 

მ" 
L სს მი -–––- |=0, C> >) 

“მაშინ მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

" (X, ყ)= დ. თ, ყ, LIC)) , 

რომელიც შეიცავს ერთ , (ყ) ნებისმიერ ფუნქციას. 
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3, ახლა განვიხილოთ ზოგიერთი უმარტივესი სახის მეორე რიგის 
ერთგვაროვანი წრფივი კერძოწარმოებულებიანი განტოლება მუდმივი 
კოეფიციენტებით და ვიპოვოთ მათი ზოგადი ინტეგრალები. 

მაგალითი 8. მოცემულია განტოლება: 

მ? _ 0 4 

მჯმყ. 
  (1.25) 

ვიპოვოთ მისი ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. (1. 25) განტოლება გადავწეროთ სახით: 

3. (5>) =0. (1.26) 

თუ შევასრულებთ ამ განტოლების ინტეგრებას ყ ცვლადით, მივი- 
ღებთ: 

' _მC. 

მჯ. 

სადაც) დ (X) არის X დამოუკიდებელი (ჰვლადის ნებისმიერი ფუნქცია. 
(1 . 27) განტოლების ინტეგრება გვაძლევს: 

“4 (X, V) = | ჯ„«– | თთ%+ათ, 

= დ (»). (1.27) 

სადაც V% (/) არის #/ დამოუკიდებელი ცვლადის ნებისმიერი ფუნქცია. 
რადგან დ (X) არის X დამოუკიდებელი „ცვლადის ნებისმიერი ფუნქ- 

ცია, ამიტომ 

|თთ«-/თ 

იქნება X ცვლადის ნებისმიერი ფუნქცია, რომელსაც /| (X)-ით აღვნიშ- 
ნავთ. 

ამგვარად, (1 . 25) განტოლების ზოგად ამონახსნს მივიღებთ სახით: 

#V (X, ყ) = | (X) + VI (V), (1.28) 

სადაც /(X) და V(Vყ) ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქციებია. 
ადვილად შევამოწმებთ, რომ (1. 28) ამონახსნი იგივურად აკმაყოფი– 
ლებს (1 . 25) განტოლებას, და რადგანაც ის ორ ნებისმიერ ფუნქციას 
შეიცავს, ამიტომ მას ამ შემთხვევაში ზოგადი ამონახსნი ეწოდება. 

მაგალითი. მშ. ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

მ“ძ« 

მV? 
  = 0. -(1.29) 
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ამოხსნა ორჯერ მიმდევრობითი ინტეგრება X (ვლადით გვაძ- 

ლეგს: 
ი“ 

_–_სე. == (C , მჯ 0 (V) 

V = VI (X, ყ) = XCთ(V) + (VI), 

სადაც დ (V) და % (V) არის ერთი და იმავე ყ არგუმენტის ორი ნების- 
მიერი უწყვეტი ფუნქცია. V=V (X, ყ) წარმოადგენს მოცემული გან- 

ტოლების ზოგად ამონახსნს. 

მაგალითი 10. განვიხილოთ ზოგადი სახის მეორე რიგის ერთგვა- 
როვანი წრფივი კერძოწარმროებულებიანი დიფერენციალური განტო- 
ლება მუდმივი კოეფიციენტებით: 

მ““ მ“ მ" 
+ხ ძ C 

მჯ? მყ? მყ? 
      =0, (1.30) 

სადაც თძ, ხ, C მუდმივებია, VI –– უცნობი ფუნქცია, ხოლო X და წ 
დამოუკიდებელი ცვლადები. ვიპოვოთ (1. 30) განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი იმ შემთხვევაში, როცა თ=0=1, ხ=--2. 

ამოხსნა. ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია: 

V (X, ყ) = Xდ(X-+Vყ)+Vყ VI (X+ V) 

წარმოადგენს (1 . 30) განტოლების ზოგად ამონახსნს განსახილველ 
შემთხვევაში. მართლაც, შევასრულოთ ცვლადთა გარდაქმნა, მივი- 
ღებთ: 

ხ=X+ყ V=CC0) 

სადაც დ (9) თავისი არგუმენტის ნებისმიერი ფუნქციაა. მივიღებთ: 

  

  

მ · 

5; =90++#VC)+VV C), 

მ“ , , შე თი (9) -L %I (9) + #V C), 

მ?” , ”„ ” ი = 2 დ” (9) -L X დ” (0) + ყ%” (თ, 

მ“ ” , ” ი უე = X დ” (დ) -L 2 %”(0) -L ყV7” C), 

ი 

M წ ” ; , ” 

მმ” = დ (დ) -L X დ” (9) -L %” (9)-+ VI” (§). 
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თუ V(X ყ) ფუნქციის კერძო წარმოებულების გამოსახულებებს ჩავ- 
სვამთ (1 . 3001 განტოლებაში, დავრწმუნდებით, რომ ამ განტოლების 

მარცხენა მხარე გახდება იგივურად ნული და, მაშასადამე, ფუნქცია 

“ (X, ყ) = Xდ(X+V) +Vყ%(X+4#) 

წარმოადგენს (1 . 30) განტოლების ზოგად ამონახსნს. 

· ზემომოყვანილი კერძო მაგალითებიდან შეიძლება დავასკვნათ, 
რომ პირველი რიგის კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი დამოკიდებულია ერთ ნებისმიერ 
ფუნქციაზე. ' 

მაგალითი 11, ვიპოვოთ ზოგადი ამონახსნი განტოლებისა: 

მ“ მ“ 

მX? მყ? 
    = 0. (1.31) 

ამოხსნა. (1.31) განტოლება დამოუკიდებელი ცვლადების 
“შეცვლით: 

„-.+79 

დაიყვანება სახეზე: 

მში _ 

მ მო 
  

აღვნიშნოთ > =ხყ0, მივიღებთ: 
“”ი» | 

92% 0, 
0 

საიდანაც 0=/ (უ), სადაც | (ი) არის უ-ს ნებისმიერი ფუნქცია. გან- 
ტოლებაში: : 

მთ C, ს) 
მო 

§ განვიხილოთ როგორც პარამეტრი და შევასრულოთ ინტეგრება, 
მივიღებთ: 

=7C) 

ი= I თ)ძუო+დდ, 
ანუ 

«(X, ყ)= დ(0) +V%Cთ)=დ(C +V9)+%C>C–-V, (1.32 
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საღაც დ და % წარმოადგენს ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირებად 
ფუნქციებს. 

ამგვარად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიცავს ორ 
დ(X+Vყ) და V(X--ყ) ნებისმიერ ფუნქციას. (1. 32) მეორე რიგის 
კერძოწარმოებულებიანხნი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 
ამონახსნი დამოკიდებულია ორ ნებისმიერ ფუნქციაზე და ა. შ, -ური 
რიგის კერძოწარმოებულებიანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი და- 
მოკიდებული იქნება ” ნებისმიერ ფუნქციაზე. თუმცა ასეთი დასკვნა 
მართებულია, მაგრამ ზოგად შემთხვევაში მოითხოვს დაზუსტებას!. 

4 მეორე რიგის ერთგვაროვანი წრფივი კერ- 
ძოწარმოებულებიანი განტოლების ამონახსნე- 
ბის თვისება. 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ ტალღური განტოლება: 

მ“ 1 0“ 
= 0. 1,33 

მX? ი. მ/? ძა» 
    

ვაჩვენოთ, რომ, თუ 

/ M. (62 0), Mა თ, ჩ), ·..?იჩნ თ, ი 

ფუნქციებიდან თითოეული წარმოადგენს, მაგალითად, (1 . 33) განტო– 
ლების ამონახსნს, მაშინ მათი წრფივი კომბინაცია 

LML(X, 1) ==C1V1 (X, I) + CVე(X, 1) +: ::+CLV#(X, 0), 

სადაც Cე, C:..., Cჯ ნებისმიერი მუდმივებია, აგრეთვე იქნება ამ 
განტოლების ამონახსნი. დამტკიცებისათვის საკმარისია შევნიშნოთ, 
რომ კერძო ამონახსნების წრფივი კომბინაციის ნებისმიერი წარმოე- 

ბული იქნება ასეთივე წრფივი კომბინაცია V,(X,1), V:(X,17), ..., L (X, 1) 

ფუნქციების შესაბამისი წარმოებულებისა: 

         

  

  
  

_6V. _ ი + მძ« მჯ. 

მX მX 

მ“ მ« ა მ" X# 6 <4 2 ” , 
მ! 1.5ყე> მ! C5 +... “+ C (> მ! 

მ?“ მ?“ ლ: “ მ“/ =C 1 2 # 
მჯ? 1 მჯ? +C 3 +. ++ C, # მჯ? , 

მ?“ მ მ?“ მ" 29 _ 6 99. 90%... 
წX “ი რიფი + +C მ/? 

  

  
  

ს I. II6+ - სსMM, თ. 1 6 9. ი086MMM, )#ICMVIM ო0 V023MCMMMM C %მCIMხIMMM IMI00M380/: 
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თუ V (XI 1) ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულების გამოსა- 

ხულებებს გავითვალისწინებთ (1 . 60) განტოლებაში, მივიღებთ: 

მ?“ _1  _0M მ“”« 1+ 0“/ C, 1 1 2. 2 

( მXჯ? ეწ მ/? )+C "( მX” ბ მI/? ფი-)1+ 

L.--+C (9) რ)> 

რადგან Vე, M,,.., ი, წარმოადგენს (1.33) განტოლების ამონახს- 

ნებს, ამიტომ თითოეული ფრჩხილი გადაიქცევა ნულად, და მასთან 
ერთად განტოლების მარცხენა მხარეც, მაგრამ ეს იმას ნიშნავს, 
რომ V« (X, 1) წარმოადგენს (1 . 33) განტოლების ამონახსნს, როგორც 

შემდეგში დავრწმუნდებით, კერძოწარმოებულებიან განტოლებას (მა- 
გალითად, (1.33)) “შეიძლება ჰქონდეს წრფივად დამოუკიდებელი 
ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, ე. ი. ამონახსნების ისეთი სიმ- 
რავლე, რომელთა ნებისმიერი სასრული რიცხვი წარმოადგენს წრფი- 
ვად დამოუკიდებელ ფუნქციებს! ამასთან დაკავშირებით შემდეგში 
საქმე გვექნება ამონახსნების არა მხოლოდ სასრული რიცხვის წრფივ 
კომბინაციებთან;,. არამედ მწკრივებთან, რომელთა წეერები ნებისმიე- 
რი მუდმივების კერძო ამონახსნხე ნამრაგლებს წარმოადგენს, ე. ი. 

#(X, I) ==C1V1 (X, 1) + CიV:(X, 0) +... ·+ Cი (ი (X, 1) + 

« 

<+C...= ბ, ყი (X, 1). (1.34) 

MI =- 1 

      

  

შემდეგში განვიხილავთ კერძო ამონახსნებისაგან შედგენილ მხოლოდ 

ისეთ მწკრივებს რომლებიც კრებადია და რომელთა ჯამი V (X, 1) 
არის უწყვეტი ფუნქცია X და (-ს მიმართ. ამას გარდა, ვიგულისხმებთ, 
რომ (1 . 34) მწკრივი ორჯერ წევრ-წევრად დიფერენცირებადია. 

5. უმარტივესი სასაზღვრო პირობები. ისე რო- 
გორც ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიაში, 
კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების შემთხ- 
ვგევაშიც, ბუნებრივად ისმება საკითხი განტოლების ზოგადი ამონახს- 
ნიდან კერძო ამონახსნის გამოყოფის შესახებ. 

ზემოთ ვნახეთ, რომ მეორე რიგის კერძოწარმოებულებიან დი- 
ფერენციალურ განტოლებას აქვს ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე, 

1! Vე)(X,1), ყ-(X, 1), ,, (X,1) ფუნქციათა სისტემას ეწოდება წრფივად დამოუ- 

კიდებელი, თუ ამ ფუნქციებიდან არც ერთი არ წარმოადგენს დანარჩენების წრფივ 

კომბინაციას. 
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რომლებიც დამოკიდებულია ორ ნებისმიერ ფუნქციახე. ეს ნებისმიე- 

რი ფუნქციები რომ განვსაზღვროთ, ე. ი. ზოგადი ამონახსნიდან გა- 
მოვყოთ კერძო ამონახსნი, საჭიროა საძიებელი ფუნქცია აკმაყოფი- 
ლებდეს ზოგიერთ დამატებით პირობას. 

ეს პირობები თავისი ხასიათის მიხედეით შეიძლება იყოს ორი 
სახის, საწყისი დღა სასაზღვრო პირობები. ამოცანის 
საწყისი პირობები ჩვეულებრივად განსაზღვრავს პირობებს, 
რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდეს საძიებელი ფუნქცია გამოსაკვ- 
ლევი პროცესის დასაწყისში, ხოლო სასაზღვრო პირობები განსაზღვ- 

რავს საძიებელი ფუნქციის მნიშვნელობებს, რაც დამოკიდებულია 
ობიექტზე, რომელშიც ხდება პროცესი, და მის მდებარეობაზე სივრ- 
ცეში ან სიბრტყეზე. 

მაგალითის სახით განეიხილოთ ზოგადი ამონახსნიდან კერძო ამო- 

ნახსნის გამოყოფის საკითხი პირველი რიგის უმარტივესი კერძოწარ- 
მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში. 

განვიხილოთ ხელახლა განტოლება: 

9XM« _ XV 0 (1.35) 

ტომლის ზოგადი ინტეგრალია 

# = დ(X+V), (1.35) 

და შევეცადოთ მისგან გამოვყოთ კერძო ამონახსნი, რომელიც შემ- 
დეგ პირობებს აკმაყოფილებს: როცა V=0, მაშინ #=( (X), სადაც 
დ (X) არის მოცემული ფუნქცია. 

თუ ამ პირობას გავითვალისწინებთ ზოგად ამონახსნში, (1 , 357) 

განტოლებაში Vყ-ს შევცვლით ნულით, და შედეგს მივუმატებთ მოცე- 

მულ « (X) ფუნქციას, გვექნება: 
დ(X+0)=Cდ(ი= §(»ი. (1.36) 

მაშასადამე, ნებისმიერი დ (V) ფუნქციის ნაცვლად უნდა ავიღოთ 
მოცემული « (X) ფუნქცია. 

ამგვარად, (1.35) განტოლების ამონახსნი რომელიც აკმაყოფი- 
ლებს მოცემულ პირობებს, მიიღება (1 -350 ფორმულაში, თუ დ-ს 
შევცვლით (§-თი, ე. ი. 

V = V(X, ყ)= §(X+ #)., (1.37) 

ეს სრულიად გარკვეული ამონახსნია, რადგან C მოცემულია; (1 . 37) 
წარმოადგენს მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნს რომელიც 
მოცემულ სასაზღვრო პირობებს აკმაყოფილებს. 
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მაგალითად, თუ საპოვნია (1 . 35) განტოლების ისეთი ამონახსნი, 
რომელიც აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობებს: როცა Vყ=0, მაში5 
II=VI (X, 0)=C05X+ X2, მაშინ საძიებელი კერძო ამონახსნი იქნებოდა 
ფუნქცია: 

« = 005 (»ჯ -L V) + (X? +- ყ?), 

რომელიც დააკმაყოფილებს (1 13) განტოლებას და მოცემულ სა- 
წყის პირობებს. 

ანალოგიურად, კერძო ამონახსნი, რომელიც, როცა X=0, მიიყვა- 
ნება მოცემულ ფუნქციაზე (მაგალითად, 1 (/)=V?+3ყ-ზე), 'გამოისა- 

ხება ფორმულით: 

( = V(X, ყ) = (X + ყ) + 3(X + 4). 

(1. 35) განტოლებისათვის აქ მოყვანილი სასახღვრო პირობები უმარ- 
ტივესია; თუმცა, 'მესაძლებელია (1 . 35) განტოლების სრული ინტეგ- 
რება უფრო ზოგად სასაზღვრო პირობებში მაგალითად, შეიძლება 
განვსაზღვროთ V=V (X, ყ) ფუნქცია ასეთი პირობებით: როცა 

V#=/(X, 
მაშინ #=V (X, ყ) ფუნქცია უნდა მიიყვანებოდეს X-ის მოცემულ ( (X) 

ფუნქციაზე, ე. ი. – 
თ =ყ§(%, 

სადაც IL და დ მოცემული ფუნქციებია. 

ქვემოთ დაწვრილებით განვიხილავთ საწყის და სასაზღვრო პირო. 

ბებს მეორე რიგის განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი განტოლების, 
რხევადი სიმის განტოლების შემთხვევაში. 

§ 9. სიმის თავისუფალი რსევების განტოლეგის გამოქვანა 

მათემატიკურ ფიზიკაში სიტყვა „სიმის“ ქვეშ ესმით "მოქნილი, 

დრეკადი, წვრილი ძაფი, რომელსაც შეუძლია თავისუფლად. ღუხნვა!. 
ვთქვათ, ! სიგრძის მქონე ერთგვაროვანი სიმი წონასწორობის მდე– 

ბარეობაში მიმართულია 01X ღერძის გასწვრივ, X=0-დან –– X=L-მდე. 
ვიგულისხმოთ, რომ მაგრად გაჭიმული სიმი დამაგრებულია ბოლო- 
ებზე: X=0.· და X=L1 წერტილებში., 

თუ სიმს გამოვიყვანთ წონასწორობის მდებარეობიდან ხოლო 
შემდეგ გავუშვებთ, სიმი დაიწყებს რხევას, სიმის ყველა წერტილი 
შეასრულებს მოძრაობას. შევისწავლოთ ამ მოძრაობის ხასიათი. · 

1 ე. ი, მისი ფორმის შეცვლას, რომელიც დაკავშირებული არაა მისი სიგრძის 

შეცვლასთან, არ უწევს არავითარ წინააღმდეგობას. 
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ჩეენ განვიხილავთ სიმის მხოლოდ მცირე განივ რხევებს, ვიგუ- 
ლისხმებთ, რომ სიმის ყველა წერტილი მოძრაობს 0X ღერძის (წო–- 

ნასწორობის მდებარეობის) პერპენდიკულარფლად და ერთ სიბრტყე- 
ში. ამ სიბრტყეში ავიღოთ X0V მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა. 

რადგან წონასწორობის მდებარეობაში სიმი მიმართულია 0X ღერძის 
გასწერიე, ამიტომ (( კოორდინატი მოგეცემს სიმის წერტილების გა- 
დახრის სიდიდეს 0X ღეოძიდან; რხევის პროცესში V-ს გადახრის სი- 

დიდე დამოკიდებული იქნება სიმის წერტილის X კოორდინატსა და 
1 დროზე, ე. ი. #=V (X, 1). ამგვარად, სიმის რხევითი პროცესი აიწე- 

რება ერთი IM=/!!(X, I) ფუნქციის მეშვეობით, რომელიც ღროის ნე- 

ბისმიერ 1 მომენტში მოგვცემს სიმის X-აბსცისიანი წერტილის გადახ– 

რის სიდიდეს, ხოლო ამ თუნქციის წარმოებული «+ =V Cდ, 1) –– სი- 
X 

მის X-აბსცისიან წერტილში მხების კუთხურ კოეფიციენტს. /-ს ყოვე- 
ლი ფიქსირებული მნიშენელობისათვის, ცხადია, V=V (LX, ) ფუნქ- 

ციის გრაფიკი მოგვცემს სიმის ფორმას დროის ამ მომენტში. 

ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომ დროის ნებისმიერ /( მომენტში 

განვსაზღვროთ რხევადი სიმის ფორმა და სიმის ყოველი წერტილის 

მოძრაობის კანონი, ამ მიზნით შევადგინოთ განტოლება, რომელსაც 
უნდა აკმაყოფილებდეს #=V (X, I) ფუნქცია. X0V სიბრტყეში სიმის 

განივი რხევების განხილვისას ჩავთვლით, რომ V=V(X, I!) გადახრა 

და, აგრეთვე, + =Vჯ (X, 1) წარმოებული იმდენად მცირე სიდიდე– 
X 

ებია, რომ მათი კვადრატები და ნამრავლი შეიძლება უგულებელე- 
ყოთ. დროის L მომენტში გამოვყოთ სიმის ნებისმიერი +. MV7, რად- 

გან, დაშვების თანახმად, V(X,/) და V, (V, 0) მცირეა, ე. ი. სიმის 
ფორმა მცირედ განსხვავდება წრფივი ფორმისაგან ამიტომ სიმი» 

ა.MVM რკალის სიგრძე შეიძლება მიახლოებით შევცვალოთ მისი 
გეგმილით 0X ღერძზე, ე. ი. დროის ჯ მომენტში: 

MM = | VI#>C () ძX = X–X, (2.1) 

XI 

უგულებელვყოფთ რა #,” (X, 0) მცირე სიდიდის კვადრატს. 
ახლა განვიხილოთ ძალები, რომლებიც მოქმედებენ სიმის გამო- 

ყოფილ L7//” უბანზე. 
შიგა ძალები, რომლებიც წარმოიშობა სიმში, სიმის დეფორმირე- 

ბულ მდგომარეობაში, დაიყვანება დაძაბულობაზე (დაძაბულობის ძა–- 
ლებზე), რადგან დეფორმაციის დროს სიმი ზოგიერთ უბანზე გალჭი- 

მება, ხოლო ზოგიერთზე შეიკუმშება. 
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გუჩვენოთ, რომ 7 დაძაბულობის ძალები, რომლებიც მოქმედებენ 
სიმის LV#4M” უბანზე, დამოკიდებული არაა X აბსცისასა და (1 დრო- 

ზე. მართლაც, აღვნიშნოთ -70-ით დაძაბულობა, რომელშიც იმყოფება 
0X ღერძის გასწვრივ X=0 წერტილიდან X=! წერტილამდე მაგრად 

გაჭიმული სიმი წონასწორობის მდგომარეობაში. რადგან, მცირე რხე- 
ვები“ შემთხვევაში (2 1) ფორმულის თანახმად, არ ხდება სიმის 
უბნების დაგრძელება, ამიტომ ჰუკის კანონის ძალით აქედან გამომ- 
დინარეობს, რომ სიმის ყოველ, წერტილში დაძაბულობის ძალის სი–- 

დიდე უცვლელია 1 დროის ცვლილებისას, ე. ი. დამო. 

უკიდებელია #-საგან; ახლა ვუჩვენოთ, რომ ” დაძაბულობის ძალის 
სიდიდე დამოუკიდებელია X-საგან: ე. ი. 7270. მართლაც, სიმის 
ა MM7 უბანზე მოქმედებს II და 7: დაძაბულობის ძალები, რომლე-– 

ბიც სიმის MI და:V#” წერტილებში მხები წრფეების გასწვრივ არია5 
მიმართულნი, და ინერციის ძალები; რადგან ჩვენ განვიხილავთ მხო- 
ლოდ განივ რხევებს, ამიტომ ინერციის ძალები 0! ღერძის პარალე- 
ლურია. აქედან გამომდინარეობს, რომ აღებულ 1 მომენტში C0IX 
ღერძზე დაძაბულობის ძალების გეგმილების ჯამი უნდა იყოს ნულის 
ტოლი: 

15:005 ძე ––- 1, C05თ, = 0, (2.2) 

სადაც ძე არის კუთხე სიმის X=X+#X აბსცისიან M” წერტილში 
მხების მიმართულებასა და 0X ღერძის დადებით მიმართულებას შო- 
რის, ხოლო თ|)--კუთხე სიმის X=X, აბსცისიან M წერტილში მხებსა 
და CX ღერძის დადებით მიმართულებას შორის (ნახ. 27)- 

4 

        29%, 9 4 

, ნახ. 27 

იმის გამო, რომ Vჯ” (X, 0 მცირე, ხოლო LV” (X, 1))2 სიდიდეს 
უგულებელვყოფთ, და 

1 1 
ლღვღეეეელაია == -–-„„ეღეღეღეღეუღეუეუეუეუღეღუღ =1 

V1+ICდთ V1+9ი,7XV) .” 
ლ005თ =   
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ამიტომ მივიღებთ, C05 თ|=005 C:=1, და, მაშასადამე, 

7:ლ=1ჯ. (2.3) 

რადგან LI M/#M ნებისმიერია, გამომდინარეობს, რომ 1 დაძაბულობის 
ძალა დამოკიდებული არაა X-ზე. 

ამგვარად, შეიძლება მივიღოთ 71 =7ა X-ისა და 1-ს ყველა მნიშვნე- 
ლობისათვის, 

ახლა გადავიდეთ სიმის რხევების დიფერენციალური განტოლების 
გამოყვანაზე, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს «# (CX, .I) ფუნქცია. 

განეიხილოთ სიმის ნებისმიერი LI M/VI უბანი, რომლის გეგმილი 
C0CX ღერძზე არის (IX, X+ #X) ინტერვალი. 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ამ უბანზე მოქმედებს XI და 75 
დაძაბულობის ძალები რომლებიც ყოველთვის 70-ის ტოლია, და 
ინერციის ძალები. მოძრაობის დიფერენციალური განტოლება რომ 

მივიღოთ, დავწეროთ #7/” უბანხე მოდებული ძალების 0V ღერძზე 
გეგმილების ჯამის ნულთან ტოლობის პირობა. 

ამ მიზნით გამოვთვალოთ -M//” უბნის M და VI წერტილებზე 

მოქმედი 72=1)-=>10 ძალების 0V ღერძზე გეგმილების ჯამი, გვაქვს: 

7ა51ი ძე –– 71510 თ, = 7ე(510 თა -–– 510). 

მაგრამ სიმის განივი რხევების სიმცირის პირობის თანახმად, 
MX» (X,7)=1დთ უსასრულოდ მცირეა, ამიტომ როცა თ მცირეა, §10 2 

შეიძლება განვიხილოთ როგორც Lყის ტოლფასი უსასრულოდ 
მცირე: 

5)0 თ = _ M« თ, 
V1+ LC? 

მაშასადამე, 7) და 7: დაჭიმულობის (დაძაბულობის) ძალების გეგ–- 
მილების ჯამი 0V ღერძზე შეიძლება ჩავწეროთ ასე: 

(1 ს(59)ითძა-–– 510 თ,)70( LC ძე -––- IC თ,)= 

7 ” მV(:+ბ4რX,1) მი (X, 2) 
= ა –_–_ · 

C მჯ 
  

მX 

აქედან, თუ. კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებულ გამოსახუ- 
ლებაზე გამოვიყენებთ ლაგრანჟის თეორემას სასრული ნახრდის შე- 

სახებ, საბოლოოდ მივიღებთ, რომ 

მ?V (X, 1). ბ» 
71% (5,0 ძე –– 510 თ) = 7% –> (2.4) 
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ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ სიმის /I//M”7 უბანზე არ მოქმედებს გარეშე 
ძალები. | 

ახლა სიმის MM” უბანზე გამოვიყენოთ ნიუტონის მეორე კანონი, 

რომლის თანახმად, MM” ელემენტის მასისა და აჩქარების ნამრავლი 

ეტოლება ამ ელემენტზხე მოქმედი ყველა ძალის ჯამს (0M/4” ელემენ- 
ტის სიმცირის გამო, ის ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც მატე- 

რიალური წერტილი). ვთქვათ, სიმის ხაზოვანი სიმკვრივეა 0 (ის მუდ- 

მივია ამოცანის პირობის თანახმად), მაშინ ი0/#VX იქნება სიმის MI” 
ელემენტის მასა; სიმის ნებისმიერ წერტილში აჩქარება არის განელი- 

  

  

2 
ლი მანძილის მეორე რიგის წარმოებული დროით, ე. ი. -. , მაშასა– 

დამე, ნიუტონის მეორე კანონის თანახმად, გვექნება: 

2 2 
იგ 26 » მMტჯ (2.5) 

მL? მ X? 

საიდანაც შევკვეცავთ რა 4X-ზე, და აღვნიშნავთ – = 01 მივიღებთ სი- 

მის თავისუფალი რხევების დიფერენციალურ განტოლებას. 

მხი _ ა 0“ 

მ/? მX 

(2 .6) წარმოადგენს მეორე რიგის ერთგვაროვან წრფივ კერძოწარმო- 

ებულებიან დიფერენციალურ განტოლებას, მუდმივი კოეფიციენტე- 
ბით. ქვემოთ მოვიყვანთ ამ განტოლების ამოხსნის მეთოდს, რომელიც 

მოცემული იყო ფურიეს მიერ. 

(2.6) 

§ 8. ფურიეს მეთოდი სიმის თავისუფალი რსევპების ბანტოლებისათვის 

(ცვლადთა განცალების მეთოდი) 

(2. 6) განტოლებას 

ი _ არრ 
მ.ბ “ მX2 

აქვს ამონახსნების უსასრულო სიმრავლე. ამიტომ ერთი (2 6) განტო- 
ლება საკმარისი არაა სიმის რხევითი მოძრაობის სრული განსაზღვრი- 
სათვის. საძიებელმა VI (X, 1) ფუნქციამ უნდა დააკმაყკოფილოს კიდევ 

ზოგიერთი დამატებითი პირობა, რომლებიც გამომდინარეობს ამოცა- 
ნის ფიზიკური მნიშვნელობიდან. 
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წერტილის დინამიკიდან ცნობილია, რომ მატერიალური წერტი- 

ლის მოძრაობის განსახღვრისათვის «უნდა ვიცოდეთ მისი საწყისი 
მდებარეობა და საწყისი სიჩქარე. სიმის რხევის განტოლებისათვის 
(=0 საწყის მომენტში მოცემული უნდა იყოს სიმის წერტილების 
მდებარეობა და სიჩქარე; საწყის /=0 მომენტში სიმს აქეს განსაზღვ- 
რული ფორმა, რომელიც მას მივეცით წონასწორობის მდებარეობი- 
დან გამოყვანის დროს. ვთქვათ, ეს ფორმა განისახღვრება / (X) ფუნქ-· 
ციით; ამას გარდა, საწყის მომენტმი მოცემული უნდა, იყოს სიმის 
თითოეული წერტილის სიჩქარე, რომელიც, ვთქვათ, განისაზღვრება 
დ (X) ფუნქციით; ამგვარად, უნდა ვიცოდეთ: 

მ“ (X,1) 
= V(X, 0ე)=/ (XV), 2 

(3.1) პირობებს ამოცანის საწყისი პირობები ეწო- 

დება. შემდეგ, ბოლოებზე დამაგრებული სიმისათვის მოცემული 

უნდა იყოს: 

XI =დ0. (3.1)   

    

"(X, 1) =0, V,(X,!) 
XჯX=0 

ყოველი #-სთვის, />0. (3.2) პირობებს” სასაზღვრო პირო- 

ბები ეწოდება. 

ამგვარად, ფიზიკური ამოცანა რხევადი სიმის შესახებ დაიყვანება 

შემდეგ მათემატიკურ ამოცანაზე. 
ვიპოვოთ მეორე რიგის ერთგვაროვანი წრფივი კერძოწარმოებუ- 

ლებიანი 

=0 (3.2) 
X=L 

  

  

მ?ი _ ს, მ?V 

მჯ? მX (12) 
  

დიფერენციალური განტოლების ისეთი M=!! (X, /) ამონახსნი, რომე- 

ლიც აკმაყოფილებს ·(3 . 1) საწყის პირობებს: 

მV (X, 1) 
  

  

, 1 = , = , 

“თი | =0 'თ მ! , =% თ 

და (3. 2) სასაზღვრო პირობებს: 

M (X, 1) = 0, V (X, 1) = 0, 1>0. 
§#==0 Xჯ == 

  

/ XV) და დ (X) ფუნქციები (|თ, ხ) შუალედში განსახღლვრული ფუნქცი- 
ებია და აკმაყოფილებს პირობებს: / (0) =დ (0)=0. 

ზემომოყვანილი მათემატიკური ამოცანის ამოხსნისათვის ვისარ- 
გებლოთ ფურიეს მეთოდით, ანუ ცვლადების განცალების მეთოდით. 
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(3.2ე)) განტოლებისათვის ფურიეს მეთოდი იმაში მდგომარეობს, 
რომ თავდაპირველად ვეძებთ 

მ” “ 0“ “ 
=06? 

მI1? მXჯ 
  

განტოლების კერძო ამონახსნს, რომელიც აკმაყოფილებს (3 2) სა- 

საზღვრო პირობებს, სახით: 

 (X, ს) = X(X)7 VI), (3.3) 

სადაც X (X) არის მხოლოდ X-ის ცვლადი ფუნქცია, 1 (0) კი 1 ცვლა- 

დის ფუნქცია. 
(3. 3) ჩავსვათ (2. 6) განტოლებაში, მივიღებთ: 

=ლ”რX>თო=ი760X” თ, 
ანუ | 

1 I1”() Xთ. 1M- 3.4 
V ე. -” 6) XC)" ( ) 

იმისათვის, რომ I(! (X, /1=X (X) 1 (I) ფუნქცია იყოს (2.6) ·განტოლე- 

-ბის ამონახსნი, (3. 4) განტოლებას უნდა ჰქონდეს ადგილი ჯ-ის და 

I-ს ყველა მნიშვნელობისათვის. მაგრამ, უკანასკნელი ტოლობის მარ– 

ცხენა ნაწილი დამოკიდებულია მხოლოდ 1-ზე, და ის არ შეიცვლება, 
როცა X იცვლება. ამიტომ, თუ 1-ს დავაფიქსირებთ და შევცვლით, 

X-ის მარცხენა ნაწილი, და, მაშასადამე, მარჯვენაც შეინარჩუნებს 
მუდმივ მნიშენელობას. (ჯ 

თუ ანალოგიურად ვიმსჯელებთ, დაეადგენთ, რომ განტოლების 
მარჯვენა ნაწილი და, მაშასადამე, მარცხენაც არ შეიცვლება; როცა 
Xჯ იცელება. მაგრამ, ეს მართებულია მხოლოღ იმ შემთხვევაში, რო- 
ცა: (3.4) ტოლობა, სახოგადოდ, დამოკიდებული არაა არც X-ზე და 

1” (0 X” (X) 02 7 და XC შეფარდებები წარმოად 

გენს მუდმივ სიდიდეებს. აღვნიშნოთ ეს მუდმივი –– 7.-თი: 

_15წ7”თ0 _Xი _ 
ი 7(0 XVთ) 

  არც 1-ზე, ე. ი. როცა 

–-. (3.5) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 71 (/) და X (X) ფუნქციები უნდა აკმა- 

ყოფილებდეს შემდეგ ორ დიფერენციალურ განტოლებას: 
1” () -- 0თ1#.7' (I) = 0, (3.6) 

X7CXი +XX(X%) =0. (3.7) 
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როგორც ცნობილია, ამ განტოლებების ზოგადი ამონახსნებია: 

XC = 4თ5V7#X+85I0V7VX, (3.8) 

ICC) =C0050V #1 + 85IიიV”»I, (3.9) 

სადაც #4, 8, C, L ნებისმიერი მუდმივებია ჩავსვათ X (X)-ისა “და 

1 (/)-ს გამოსახულებები (3. 3) ტოლობაში, მივიღებთ: 

V (X, 711=(4005V #X + 850 / +XCCC050V7.( + 08900V7X#. 

რომ მივიღოთ (3.3) სახის არატრივიალური (ე. ი. ნულისაგან განსხ– 
ვავებული) ამონახსნები რომლებიც (3.2) სასახლერო პირობებ 

აკმაყოფილებენ,: აუცილებელია (3.7) განტოლების არატრივიალური 

ამონახსნები აკმაყოფილებდეს სასაზღვრო პირობებს: 

I X(C)=0, XX(C0=0:· 

ამგვარად, უნდა ვიპოვოთ 7, პარამეტრის ისეთი მნიშვნელობანი, 
რომელთათვის (3. 7) განტოლებას აქვს იგივურად ნულისაგან განსხვა- 
ვებული ამონახსნები. ამისათვის # და 8 მუდმივები ისე შევარჩიოთ, 

რომ დაკმაყოფილებული იყოს (3.2) პირობები რადგან 7 (/)5-50 
(წინააღმდეგ შემთხვევაში LI (ს, #) =0, რაც ამოცანის პირობას ეწი- 

ნააღმდეგება), ამიტომ X (X) ფუნქცია (3.2) პირობებს უნდა აკმაყო- 

ფილებდეს, ე. ი. უნდა.·იყოს: 

X(0)=0, X()=0. 

X=0 და X=! მნიშვნელობები ჩავსვათ (3.8) ტოლობაში, მივიღებთ: 
0 = 4-1+8-0 

0= 4005V I + 85ი V”/. 

პირველი ტოლობიდან 4=0; მეორედან გამომდინარეობს, რომ 

85Iი VXI =0. 

აქ 85-60, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში გვექნებოდა, რომ X(#X) =20 

და VC (X, 1) ==0, რაც ამოცანის პირობას ეწინააღმდეგება. 

მაშასადამე, 

§1ი V7.I =0, (3.10) 
საიდანაც 

V27 = MIX –-Cთ=I, 2, ...). (3.11) 
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M# არ უდრის ნულს, რადგან პირობის თანახმად, 7#5-0. ამონახსნი, რო– 

მელიც შეესაბამება M-ის რომელიმე ფიქსირებულ მნიშვნელობას, 
Xაგ-ით აღვნიშნოთ. ამგვარად, მივიღებთ: 7 

%(ე=8ა§5ი “+ X, (3.11) 

სადაც 8ი ნებისმიერი მუდმივებია. 

» პარამეტრის (3. 11) მნიშვნელობებს საკუთ რივი მნიშევ- 

ნელობები ·ეწოდება, ხოლო მათ შესაბამის X (+) ფუნქციებს ––- 

საკუთრივი ფუნქციები. 

ახლა ვიპოვოთ 7” (,) ფუნქცია. V 7-ს ყოველ მნიშვნელობას შეესაბა– 

მება თავისი 7»(I)) ფუნქცია რომელიც (3.90 ტოლობიდან განისაზღე– 

რება: 

ძIM > , .07% 
(+ ჩავი   7» (0 = Cა 005   ,, (3.12) 

( 

(1=1 2,...), 

სადაც C„ და ჩი, ნებისმიერი მუდმივებია. თუ (3.11) და (3.12) გა– 

მოსახულებებს (3.3) ტოლობაში ჩაესვამთ მაშინ მივიღებთ (2.6) 
განტოლების კერძო ამონახსნს რომელიც (3.2) სასაზრვრო პირობებს 

აკმაყოფილებს. ამ კერძო ამონახსნს L/, (X, #)-თი აღვნიშნავთ: 

ძი» . 0712 
1 +სა5)ი     ხა (X, 1) = §1ი “+- #(C 005 ). (3.13) 

(8, მუდმივები ჩართულია Cგ და #)-ში). 

სა» (X, 1) ამონახსნებს ამოცანის საკუთრივ ფუნქციებს 
უწოდებენ; მათ შესაბამის რხევებს კი -– საკუთრივ რხევებს. 

ახლა გადავიღეთ ფურიეს მეთოდის მეორე ნაწილზე და 
საკუთრივი ფუნქციების მეშვეობით ავაგოთ (2.6) განტოლების ამო- 
ნახსნი, რომელიც (3 . 1) საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. რადგან 

(2.6) განტოლება ერთგვაროვანია და წრფივი, ამიტომ (3. 13) ამო- 

ნახსნების ნებისმიერი სასრული ჯამი და, აგრეთვე, მწკრივიც 

  

თ 

ითი0=%“ (C. იჯ 2” (+ 9, ყი27“ ()თი“=» (3.14) 
7 =1 · 

წარმოადგენს მის ამონახსნს რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ 
(3.2) სასახღვრო პირობებს, რადგან მას აკმაკოფილებს თითოეული 
«ა (X, 1) ფუნქციებიდან. 
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ცხადია, (3. 14) მწკრივი იქნება (2.6) განტოლების ამონახსნი 

მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ C, და #» კოეფიციენტები « ისეთია, 

რომ ეს მწკრივი თანაბრად კრებადია და თუ კრებადია მწკრივები, 
რომლებიც მისგან მიიღება X და ( (ყვლადებით ორჯერ წევრ-წევრა 
გაწარმოების შედეგად. ამიტომ ვიგულისხმებთ, რომ (3. 14) მწკრივი 

„კრებადია და რომ შეიძლება მისი ორჯერ წევრ-წევრა გაწარმოება Xჯ 
და ( ცვლადების მიმართ. ახლა C„ და #M, ნებისმიერი მუდმივები ისე 

შევარჩიოთ, რომ (3.14) აკმაქჟოფილებდეს (3.1) საწყის პირობებს. 

მართლაც, ჩავსვათ (3. 14) ტოლობაში /=0, მივიღებთ: 

– ._ M? 
"(X, ი, _ ა“ პ,თყი – X=ICთ, (3.15) 

#8 = 1 

შემდეგ, თუ (3.14) მწკრივს წევრ-წევრად გავაწარმოებთ /-თი და 1=0 

ჩავსვამთ, დაგაკმაყოფილებთ მეორე საწყის პირობასაც: 

  

  

ი 

მ“V),1) ძე - ძეI= 025 . #> 
ეი –-- (–.Cუ5ი 1 + ე 005 "I(|აი–-–Xჯ 

მ! >» ! ( ” (1 I ) ! 
«7 =1 

და 

მ!V, 1) 

მ! 
  

ილ 

=>. ?, თ“ სივი 5- = დ(#. (3.16) 

M=1 

(3.15) და (3.16) ტოლობები შესაბამისად წარმოადგენს I(X) და 

ამასთან იგულისხმება, რომ ” (+) და დ (X) ფუნქციები (0, !) შუალედ- 

ში აკმაყოფილებს ფურიეს მწკრივად გაშლის პირობებს. 

ამიტომ, (3. 3) (თავი I, § 2) ფორმულების თანახმად, (3. 15) და 

(3.16) მწკრივების კოეფიციენტები ასე ჩაიწერება: 

თ-2 ((თიბიი (3.17) 

CI + 

  

თ- 2 ითაიბ; ; – X0ძX, 
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ანუ 

! 

ი,=-? |თთაი 9“ +“ (3.18) 
ძი > I 
  

0 

თ =1I, 2, 8,.... 
ამგვარად, სიმის თავისუფალი რხევის ამოცანის საძიებელი 

ს == (X,1) ამონახსნი მოცემულ სასაზღვრო და საწყის პირობებში გა- 

მოისახება ფორბელით: 

111: 
#(X, 89) = ა (თ თ. 005 – -/) 5) ---X, 

== 1 ! ! 

სადაც C» და #, კოეფიციენტები განისაზღვრება (3.17) და (3.18) 

ფორმულებით. 

“,+იჩ 519 90“     

შენიშვნა. აქ არ შევჩერდებით იმ პირობების გამოკვლევაზე, 
რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდეს / (ს) დღა დ (X») ფუნქციები, რომ 
C» და ჩი კოეფიციენტების შესაბამისი მნიშვნელობებისათვის უზ- 

რუნველყოფილ იქნეს (3. 14) მწკრივის X და ( ცვლადების მიმართ 

ორჯერ წევრ-წევრა გაწარმოების შესაძლებლობა. აღვნიშნავთ მხო- 

ლოდ, რომ თუ / (X) ფუნქცია ორჯერ უწყვეტად, დიფერენცირებადია 
(0, I შუალედში,: აქვს უბან-უბან უწყვეტი მესამე. წარმოებული და 
აკმაყოფილებს პირობებს: 

/0C0)=/()=0, /”(0 =/”(0 =09, 

ხოლო დ (X) ფუნქცია უწყვეტად დიფერენცირებადია (0, I) შუალედ- 
ში, აქვს მეორე რიგის უბან-უბან უწყვეტი წარმოებული და აკმაყო- 
ფილებს პირობებს: 

ი (0) = C() =0,. 
მაშინ (3.14) მწკრივით განსაზღვრულ V (X, I) ფუნქციას აქვს მეორე 
რიგის უწყვეტი წარმოებულები, აკმაყოფილებს (2.6) განტოლებას, (3.1) 
საწყის პირობებს და (3.2) სასაზღვრო პირობებს. 

ამასთან, (3 . 14) მწკრივის X და ჯ ცვლადებით ორჯერ წევრ-წევ- 
რად გაწარმოების შედეგად მიღებული მწკრივები აბსოლუტურად და 
თანაბრად კრებადია |0, I) შუალედში, ნებისმიერი 1-სათვის. 

§ 4. თბოგამტარობის განტოლების ბამოჟქვანა 

მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიან ერთგვაროვან წრფივ კერ-. 
ძოწარმოებულიან დიფერენციალურ განტოლებაზე აგრეთვე მიეყა- 
ვართ თბოგამტარობის პროცესის შესწავლას ერთგვაროვან ცილინ- 
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დრულ ღეროში, რომელიც იზოლირებულია გარემომცველი სივრცი- 
საგან. 

L შევისწავლოთ სითბოს გავრცელების პროცესი სასრულ ერთგვა- 
როვან წვრილ ცილინდრულ ღეროში. 

განვიხილოთ ! სიგრძის ერთგვაროვანი წვრილი ცილინდრული ღე- 
რო. ვიგულისხმოთ, რომ ღერო იმდენად წვრილია, რომ დროის ნე- 

ბისმიერ / მომენტში, ღეროს მოცემული განივი კვეთის ყველა წერ- 
ტილის ტემპერატურა ერთი და იგივეა (ერთნაირია). 

ამოვირჩიოთ 0X ღერძი ისე, რომ ღეროს ერთი ბოლო ემთხვეო– 
დეს X=0) წერტილს, ხოლო მეორე X=! წერტილს, და ღეროს ღერძი 
ემთხვეოდეს აბსცისათა 0X;» ღერძს დოოის.!| მომენტში ღეროს 
X-აბსცისიან განიე კვეთაში ტემპერატურა I (X, M)-თი აღვნიშნოთ და 
გამოვიყვანოთ განტოლება, რომელსაც ეს ფუნჭცია უნდა აკმაყოფი- 

ლებდეს. 
ამ განტოლების გამოყვანისათეის ორი სხეაღასხეა წესით გამო- 

ვგთვალოთ #0 სითბოს რაოდენობა (სითბური ნაკადის სიდიდე), რო- 

მელსაც დროის #ტ( შუალედში ღებულობს X და X+#4X კვეთებს შო- 
რის მოთავსებული ღეროს ელემენტი. 

ამ კვეთებში ტემპერატურათა სხვაობა #V-თი აღვნიშნოთ. ფიზიკა- 
ში ცდებიო დამტკიცებულია, რომ კვეთებში ტემპერატურათა სხვაო- 
ბის მუდმივობის პირობებში სითბოს #0 რაოდენობა რომელსაც 
მიიღებს ამ კვეთებს შორის მოთავსებული, ღეროს ნაწილი დროის #/ 

განმავლობაში, პროპორციულია #“-ს, კვეთის 5 ფართობის, დროის 
#ტჯ შუალედისა და უკუპროპორციულია რX=/! სისქის, ამიტომ შე- 
გვიძლია დავწეროთ: 

ბ0=-–7ჩ“ჩვა/, ტ.ი) 
ტX 

სადაც # -- მუდმივიი პროპორციულობის კოეფიციენტია, ე. წ. შიგა 

თბოგამტარობის კოეფიციენტი დამოუკიდებელია X-ისაგან. ნიშანი 

(–) იმაზე მიუთითებს, რომ სითბოს მოძრაობის მიმართულება საწი– 
ნააღმდეგოა (შებრუნებულია) მიმართულებისა რომლის მიხედვით 

ხდება ტემპერატურის გადიდება. თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა 
M=40X->0, მივიღებთ სითბოს რაოდენობას რომელიც გაივლის // 

დროის შუალედში მოცემულ X კვეთაში სითბოს ეს რაოდენობა 
აღვნიშნოთ #C)|-ით. 

გვაქვს: 

ხ0,=-–#59%ყა/, ტ.2) 
მX I 

განვიხილავთ რა სითბოს ამ რაროდენობასს ფართობისა და დროის 
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ერთეულისათვის, მივიღებთ 65“ სიდიდეს რომელსაც X კვეთაში 
X 

სითბოს ნაკადი ეწოდება. 
ანალოგიურად, #4Cე; სითბოს რაოდენობა, რომელიც გამოვიდა ღე–- 

როს X+ #X კვეთიდან დროის /#IL შუალედში, ტოლია 

მ0მ09V(X+ტრX,1) 
ტC0. = – 
რ. მX 

·5#7. (4.3) 

ამგვარად; სითბოს #0 რაოდენობა, რომელსაც #ტ დროის განმავ-. 
ლობაში შთანთქავს (მიიღებს) ღეროს განსახილავი ელემენტი, ტოლი 

იქნება სითბოს რაოდენობის იმ სხვაობისა, რომელიც მასში შევიდა 

X კვეთიდან და გამოვიდა X+ #4X კვეთიდან, რადგან ღეროს გვერდითი 
ზედაპირიდან სითბოს გაცვლას, პირობის თანახმად, არ აქვს ადგილი. 
მაშასადამე, 

  

  

ი0=460,--480,=ც-5“-X+4% 0 და, _ „94% 0ჯყა, = 
| მX 

=ჩ5ა/| 2%X14X (4) –_ 54909), (4.4) 

მX 

თუ კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებულ სხვაობაზე: 

მიძ(X-–++ ტX, 1) _. მ“ (X, 1) 

მX მX 
შ 

გამოვიყენებთ ლაგრანჟის თეორემას სასრული ნაზრდის შესახებ, მა- 

“ინ, სიზუსტით უმაღლესი რიგის უსასრულოდ მცირემდის, გვექნება: 

ა0= ტელელ. X-54/. ტ.5) 

მეორე მხრივ, იგივე #0 სითბოს რაოდენობა შეგვიძლია სხვანაი- 

რად შევათასოთ, თუ გავითვალისწინებთ ფიზიკურ წინაპირობას, რომ 
სითბოს #C(). რაოდენობა, რომელიც აუცილებელია მივაწოდოთ ერთ- 
გვაროვან სხეულს მისი ტემპერატურის #ს სიდიდით ასამაღლებლად, 
გამოისახება ფორმულით: 

ტ0=00ი6იV4V, (4.6) 

სადაც #V არის სხეულის მოცულობა, ლ მისი სიმკვრივე,. 0 –– ხვედრი. 
თი სითბოტევადობა. 

ვთქვათ, დროის #(/ შუალედში ღეროს X და X+#X კვეთებს შო- 
რის მოთავსებული ელემენტის ტემპერატურა #ტV სიდიდით შეიცვალა. 
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მაგრამ, მაშინ /##(1 სითბოს რაოდენობა, რომელიც ამ შეცვლაზე დაი- 

ხარჯა (4. 6) ფორმულის თანახმად, ტოლი იქნება: 

ბ06=რ4რ0,–– ბლ0:=004X§5.4V, ' (4.7) 

სადაც C არი ღეროს ნივთიერების თბოშემცველობა, ი –– ღეროს 
ნივთიერების სიმკვრივე, 0#X5 –– ღეროს ელემენტის მასა. 

მაგრამ 

ბი = 24ა(+4ბ/, ტ.8) 

სადაც თ არის უმაღლესი რიგის მცირე #/-ს მიმართ. (4 . 6) ფორმულა 

სიზუსტით უმაღლესი რიგის უსასრულოდ მცირემდის, შეგვიძლია გა– 
დავწეროთ ასე: 

ბ0=4ბ0,– 40, =იიტ».§ <%- ბ/. (4.9 

თუ #C-სთვის მიღებულ (4.5) და (4 9) გამოსახულებებს ერთმა- 

ნეთს გავუტოლებთ და 54XMI! მამრავლზე შეეკვეცავთ, მივიღებთ 
განტოლებას: 

მ“ მ"ყ 
ი0ი-––- =,-––-. 4.10 

წ მ! მ0X 0.1) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: ს 0“, მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ: 
Cი 

96 გმ 
მ! მX? 

უკანასკნელი განტოლება წარმოადგენს ერთგვაროვანი ღე- 
როსათვის სითბოს გავრცელების ძირითად გან- 
ტოლებას. 

იმისათვის, რომ (4 11) განტოლების ამონახსნი იყოს სრულიად 
განსაზღგრული, V (X, /) ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს ზოგიერთ 
დამატებით “პირობას, რომელიც ამოცანის ფიზიკურ პირობებს შეესა- 
ბამება. 

საწყისი და სასაზღვრო პირობები. სითბოგამტა- 
რობის პრობლემა მდგომარეობს (4 11) განტოლების ინტეგრებაში 
მოცემულ საწყის და სასაზღერო „პირობებში. 

(4. 11) განტოლებისათვის საწყისი ,პირობა მდგომარეობს იმაში, 
რომ #V=V (X,1) ფუნქცია ტოლი უნდა იყოს მოცემული I (+) ფუნქცი- 

ისა, ე. ი. (=0 მომენტში მოცემული უნდა იყოს ტემპერატურის გა- 
ნაწილება ღეროს სხვადასხვა წერტილებში: 

V(X,1) , =/(X), (4.12) 

  (4.11) 

სადაც / (MX) არის (0, (1 შუალედში მოცემული ფუნქცია. 
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ისე როგორც განსახილველ შემთხვევაში, როცა ღერო შემოსაზღე- 
რულია ორივე მხრიდან, (4. 11) განტოლებისათვის სასაზღვრო პირო- 
ბები მდგომარეობს იმაში, რომ ღეროს X=0 და X=L ბოლოებზე შე- 
ნარჩუნებულია დ (X)-ის და დ) (X)-ის ტოლი ტემპერატურა შესაბამი- 
სად, ე. ი. ღეროს X=0 და X=I ბოლოებზე V (X, 1) ფუნქცია ტოლი 
უნდა იყოს |0, || შუალედში მოცემული დ (X) და დ) (X) ფუნქციებისა: 

#(X, 9 = დ(X), V(X, VM) = დ, (X). (4.13) 
X2>>20 X= 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ (4.11) განტოლებას 0 == ჯ=VI, 0ლ1=7' 

არეში აქვს ერთადერთი ამონახსნი, რომელიც (4.12) და (4.13) პი–- 

რობებს აკმაყოფილებს. 

§ §. ფემოსაზღვრულ ღეროში სითბოგამტარობის ამოცანის ამოხსნა 
ფურიეს მეთოდით 

1 ერთგვაროვანი სასაზღვრო ამოცანა. ვიპო- 
ვოთ 0=ჯ<I/, 0<71=7' დახურულ არეში მეორე რიგის ერთგვარო- 

ვანი წრფივი კერძოწარმოებულებიანნი დიფერენციალური განტო- 
ლეზის: 

მV „ა 0”V/ 
_––-–- = 0“ 

მ! მXჯ 

ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობას: 

V(X,.0) = ”(X), 0ლX<V, 

(5.1)   

და ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს: 

ი0,0ი=0 V#«Vიხ=0 0=1ლ7. 

ამ ამოცანის ამოხსნისათვის, როგორც მიღებულია ფურიეს ცვლადთა 
განცალების მეთოდში, ჯერ ამოვხსნათ შემდეგი დამხმარე ამოცანა: 

ვიპოვოთ ამონახსნი განტოლებისა: 

ა მი _ „მ?“ 
მ! მX#”· 

  

რომელიც იგივურად არ უდრის ნულს, აკმაყოფილებს ერთგვაროვა§ 
სასაზღვრო პირობებს: 

V(0, 0) -=0, “(I 0 =90, 

და წარმოიდგინება სახით: 

ით(X, !1= X(X)7 (0, (5.1) 
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სადაც X (X) არის მხოლოდ #-ის ფუნქცია, ხოლო 7 (() –– მხოლოდ 
1-ს ფუნქცია. 

ისე როგორც სიმის რხევის ამოცანაში, (5. 1”) ჩავსვათ (5.1) გან– 
ტოლებაში, მივიღებთ: 

1 Xრ Xთო__, რთ 
ე. #LC) XXV) 

სადაც #=00035/; რადგან (5.2) ტოლოზმბაში მარცხენა ნაწილი და- 
მოკიდებულია მხოლოდ ჯ-ზე, ხოლო მარჯვენა ნაწილი მხოლოდ X-ზე. 
ამიტომ ეს ტოლობა შეიძლება შესრულდეს, ერთმანეთისაგან დამოუ–- 
კიდებელი X და ( ცელადების ყველა მნიშვნელობისათვის მხოლოდ 

მაშინ, როცა ამ ტოლობის ორივე ნაწილი ერთი 'და იმავე მუდმივის 
ტოლია. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

X”+XX=0, რფ.3) 
I” + ი?X97 = 0. (5.4) 

(5 . 3) განტოლებისათვის სასაზღვრო პირობები გვაძლევს: 

XVC0)=0 X(0=0. 

ამგვარად, X (MX) ფუნქციის განსაზღვრისათვის გვაქვს განტოლება: 

XC +XX=0, 
XC)=0,.· 'Xთ =0 

სასაზღვრო პირობებით. 

(5.3) განტოლება შესწავლილი იყო წინა პარაგრაფში სიმის რხე– 
ვის განტოლების ამოხსნის დროს, სადაც ნაჩვენები იყო, რომ # პარა- 

მეტრის მნიშვნელობებისათვის: 

V=97 რთ 

== (»”) 
I 

არსებობს (5 . 3) განტოლების არატრივიალური (ე. ი. იგივურად არა 
ნულის ტოლი) ამონახსნები:- 

1, 2, ...) 

ანუ 

XI (X) = ჩ.9ი“-, 8, =1 I 

X«V(CC- =5%ი 5- X. 
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?”-ის ამ მნიშვნელობებს შეესაბამება (5 . 4) განტოლების ამონახს- 
ნები: 

–ითი,! 
7» =Cია6 (5.5) 

სადაც Cი ჯერჯერობით განუსაზღვრელი მუღმივებია. 

ამგვარად, ფუნქცია 

თ), წ” 
ყა (X, !()= X0(X7»(რ0)=Cი6 ყილ- : 

წარმოადგენს (5. 1) განტოლების კერძო ამონახსნს, რომელიც ნულო– 
ვან სასაზღვრო პირობებს აკმაყოფილებს. 

ახლა შევადგინოთ მწკრივი: 

– - (–“)«“ > 'ტ=% -90 - “I, 5.6 V (X, 1) 2, 6.8 ში––Xჯ (5.6) 

#= 1 

ი" V,, 1) ფუნქცია აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობებს: V (0, 1)=0, 
წ (I, 171=0, რადგან მას მწკრივის ყველა“წევრი აკმაყოფილებს. 

ახლა C»ა» კოეფიციენტები ისე შევარჩიოთ, რომ (5.6) წარმოად- 
გენდეს (5.1) განტოლების კერძო: ამონახსნს, რომელიც საწყის პი– · 
რობას აკმაყოფილებს. მართლაც, VI (X, 0)=/ (X) საწყისი პირობის გა– 
თვალისწინებით მივიღებთ, რომ 

«(CC =/(0=53 'C ყი?“ (5.7) 
#=8 

ე. ი. C„ კოეფიციენტები უნდა წარმოადგენდეს I (X) ფუნქციის ფუ- 
რიეს მწკრივად გაშლის კოეფიციენტებს: 

C 

თ=+ (| თი“ # (5.8) 
6 

9 

(ფ1=1, 2, ..) 

ამგვარად, ჩვენი დაშვების პირობებში დავამტკიცეთ, რომ (5.6) 
მწკრივი, სადაც C»-:(#4=1, 2, ··) კოეფიციენტები განსახღვრულია 
(5.8) ფორმულით, წარმოადგენს (5. 1) დიფერენციალური განტოლე- 
ბის კერძო ამონახსნს, რომელიც მოცემულ საწყის და სასაზღვრო 
პირობებს აკმაყოფილებს. 
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ჩვენ განვიხილეთ სითბოგამტარობის ამოცანის უმარტივესი შემ- 

თხვევა, თუმცა, შესაძლოა უფრო ზოგადი სასახღვრო პირობებიც, 
როცა ღეროს ბოლოებზე ადგილი აქვს სითბოს გაცვლას გარემომ- 
ცველ სივრცესთან. 

§ 0. თბოგამტარობა უსასრულო ღეროში 

გისარგებლოთ წინა პარაგრაფში მიღებული აღნიშვნებით და შე- 

დეგებით. | 
განვიხილოთ წვრილი შემოუსაზღვრელი სიგრძის თბოგამტარი ღე- 

რო, რომლის გვერდითი ზედაპირი იხოლირებულია გარეშე სივრცი- 
დან. 

გთქვათ, საწყის 1=0 მომენტში შემოუსახღვრელი ღეროს სხვა–- 
დასხვა კვეთაში მოცემულია ტემპერატურის განაწილება: 

V (X, #) =V”(X), (6.1) 

სადაც I (+) განსახღვრულია მთელს რიცხვით ღერძზე (–=–«%<Xჯ< 
<209ი). ჩვენ უნდა განესაზხზღვროთ მომდევნო ჯ მომენტებში ტემპჰერა- 

ტურის განაწილება ღეროში, ე. ი. უნდა ვიპოვოთ V (X, 1) ფუნქცია, 
რომელიც აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტოლებას: 

მს _ კ 09 
–- =-ლ0 · 
მ! მჯ 

შევნიშნავთ, რომ შემოუსაზღვრელ ღეროში სითბოს გავრცელების 
ამოცანაზე დაიყვანება ფიზიკური ამოცანები იმ შემთხვევაში, როცა 

ღეროს შიგა წერტილების ტემპერატურაზე დროის განსახილველ მო- 
მენტებში მთავარ გავლენას ახდენს ტემპერატურის საწყისი განაწი- 
ლება ღეროში და იგი მცირედაა დამოკიდებული ღეროს ბოლოების 
ტემპერატურულ პირობებზე. 

განსახილველ შემთხვევაში #LC, 7.) ფუნქციისათვის არ გვექნება 
სასაზღვრო პირობები და საძიებელმა # (X, 1) ფუნქციამ უნდა დააკმა– 
ყოფილოს მხოლოდ (6. 1) საწყისი პირობა. 

ისე როგორც შემოსაზღვრული ღეროს შემთხვევაში, ვიგულისხ–- 
მებთ, რომ ფეროს ღერძი ემთხვევა 0X ღერძს და ყოველ მის კვეთა- 
ში ტემპერატურა მხოლოდ მისი კვეთის + აბსცისისა და L დროის 

ფუნქციაა. , 
ამგვარად, შემოუსაზღვრელი ღეროს შემთხვევაში, თბოგამტარო- 

ბის პრობლემა მდგომარეობს შემდეგში: 
ვიპოვოთ განტოლების 

  (6.2) 

–“–=ე1: " (6.2) 
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ი=V(X, 1) ამონახსნი ––=<X<Cთ, 1>0, არეში, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს ერთადერთ საწყის პირობას: 

" (X, 1) =/ (%), 

სადაც / (+) ახასიათებს საწყის 1=0 მომენტში ტემპერატურის განა- 
წილებას ღეროში. 

ეს ამოცანა ამოვხსნათ ფურიეს ცვლადთა განცალების მე– 
თოდით. | 

ვეძებოთ (6.2) განტოლების V! (X, 1) ამონასნი ორი ფუნქციის 
ნამრავლის სახით, რომელთაგან ერთი დამოკიდებულია მხოლოდ 

X-ხე, ხოლო მეორე მხოლოდ ?7-ჯე: 

M#(X, I1= X(X IC) (6.3. 

(6.2) დიფერენციალურ განტოლებაში ჩავსვათ (5.3) ფორმუ- 
ლით განსაზღვრული V (»ჯ, 1) ფუნქცია, გვექნება: 

X ე 77 დ = თ»დ.X”C, 
ანუ 

10. _ X” თი · (6.4) 
01?97' (0) X (X) 

ამ განტოლების მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს 1-ს ფუნქციას და 
არაა დამოუკიდებელი X-საგან ხოლო მარჯვენა ნაწილი X-ის ფუნქ- 
ციაა და არაა დამოკიდებული 1-საგან. ამიტომ (6. 4) განტოლება შე– 
იძლება დაკმაყოფილდეს ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელი X და 1 
ცვლადების ყველა მნიშვნელობისათვის მხოლოდ მაშინ, როცა განტო- 
ლების ორივე «ნაწილი ეტოლება ერთსა და იმავე მუდმივ სიდიდეს. 
აღვნიშნოთ ეს მუდმივი –– 2,2-ით!, სადაც » ნებისმიერი ნამდვილი 
რიცხვია, 0<7.< + %. ამგვარად, გვაქვს: 

_ 110. -,X”C9 _ _ #4 , 
ი) XC) 7 

საიდანაც 

უუ. 
011 (0) '” XXVი | 

1 რადგან ყოველი ფიქსირებული #ჯ-ისთეის, ღეროს ყოველ კვეთაში « (ჯ, 1) = 

=XC)7() ტემპერატურა ნებისმიერი 1-სთეის, (> 9, უნღა დარჩეს შემოსაზღე- 
7 

რული, (ამიტომ ი. უნდა იყოს უარყოფითი. 
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ანუ 
1” (I) -L 624.27'(0)= 0, 

X”თ + XC) =0. 
თუ ამ განტოლებებს ამოვხსნით, ვიპოვით ზოგად ამოხსნებს. 

–- ც212/ 
70=C4 

XV0)= 4005:X+-85Iი ##. 

(6.5) 

თუ ამ უკანასკნელ ტოლობებს გავითვალისწინებთ (5.3) ფორმულა- 
ში. მაშინ მივიღებთ (5.2) განტოლების კერძო ამონახსნს სახით: · 

ც2 #1( 
ი (X, I(1= (46005.X+865Iი7.X) 6. 

ანუ 

V (X, I(1=(C4 03 C0§ LX +80ა)ა90#-X)6 თ (6.6) 

სადაც 4 0), 8 0.) არის # პარამეტრზე დამოკიდებული ნებისმიერი 
მუდმივები, ხოლო C მუდმივი ჩართულია # (0) და 8 C1)-ში. 

(6.6) ფორმულით განსაზღვრული V VC, #) ფუნქცია 7#-ს ნებისმიე– 

რი ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის წარმოადგენს (6.2) განტო- 
ლების ამონახსნს. #-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის 4 და „8 ნების- 
მიერ მუდმივებს აქვს გარკვეული მნიშვნელობანი. ამიტომ #4 და 8 
შეგვიძლია ჩავთვალოთ (მივიღოთ) როგორც X-ს ნებისმიერი ფუნქ” 
ციები: 

4= 40), 8= 8(»ა. 

ამგვარად, მივიღებთ # პარამეტრზე დამოკიდებულ (5.2) გან- 

ტოლების „კერძო ამონახსნების ოჯახს: 

Vა (X, /) = (40) 005» + 80) §Iი»X)6'. თ, (6.7) 

სადაც 0<7.<ძ9ი. 

მაშასადამე, 16. 2) განტოლებას აქვს უსასრულო სიმრავლე კერ– 
ძო ამონახსნებისა, რომლებიც უწყვეტად დამოკიდებულია ()ვლად #, 
პარამეტრზე. / 

(6.2) წრფივი დიფერენციალური განტოლების ერთგვაროვნობის 
გამო, (6 . 7) სახის კერძო ამონახსნების შეჯამებით მივიღებთ (5. 2) 

განტოლების ამონახსნს. : 
ამიტომ (5,7) ტოლობის X-ს მიმართ უშუალო ინტეგრებით, 0-დან 

«-მდე საზღვრებში, ვიპოვით (5,2) განტოლების ამონახსნს: | 

+თ · 

თი M= | 0ა C05XX + 80) 9იXX)6 თ, (6.8) 
0 
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რომელიც დამოკიდებულია ორ 4 (2?) და 83 (1) ნებისმიერ ფუნქციაზე. 
უშუალო შემოწმებით დავრწმუნდებით, რომ (6 . 8) ფორმულით გან–- 
საზღდერული V (X, 1) ფუნქცია, ნებისმიერი „ (1) და 28 (21,)-სათვის, 
მართლაც აკმაყოფილებს (6 . 2) განტოლებას. 

ამისათვის საკმარისია ვიგულისხმოთ, რომ (6,8) არასაკუთრივი ინ- 

ტეგრალი კრებადია და შეიძლება ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ მისი გა- 
წარმოება X-ითა და ჯ-თი. მართლაც, გვაქვს: 

  

49 / –=>-=02).2 

96 _ - (40ათ5+»+ 80აMიXX# “ |4.= 
01 CL 

0 
–+C= 

– 2121 
= –- #1). | წ4 00 0205#-X + 80.) 510 ;-X) 6 ძ.. 

(I 
–+C- 

2 –ცკ92)2! 
222 =-–-)2 | (409 C005-X+80)31ი87.X) 6 ძ)., 
მX? 

(I 
ასე რომ, 

მი __ 3 მთ = 0. 
0! მჯ? 

ახლა (6.8) ამონახსნში „> (#) და 8 0.) ფუნქციები ისე შევარ- 

ჩიოთ, რომ V (ჯ, 1) ფუნქციამ დააკმაყოფილოს საწყისი პირობა: 

" (X, 3. „_,=/თ, 

ლი 

7) (დ, 0) => / (X) = | (4 050037X + 80) 5(0 X-XI ძ).. (6.9) 

ამგვარად, 1 (+) ფუნქცია. უნდა იყოს ისეთი, რომ შესაძლებელი 
იყოს მისი წარმოდგენა (6.9) ინტეგრალით ანდა, რაც იგივეა, ფ უ- 
რიეს ინტეგრალით. ვიგულისხმებთ, რომ / (CV) ფუნქცია აკმაყოფი–- 
ლებს ყველა პირობას მისი ფურიეს ინტეგრალით წარმოდგენისათვის. 

თანახმად ფურიეს ინტეგრალური ფორმულისა, /”(X) ფუნქცია 

წარმოიდგინება შემდეგი სახით: 
თითი თ 

ჯ(X) = 1 | რ. | (დ Cი-LC 4. 
% 

0 –თ 
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რადგან 

005 #(9 –– X)=2005 .X C05.თ –I 5107.თ 5101» X, 

ამიტომ ფურიეს ინტეგრალი შეიძლება გადავწეროთ სახით: 

| ით თ 

IC0 = _1 | L I! (თ C§L442 | ი05LX+ 

· ბ –თ 

%« 

+( | /დ9იX#6რ: ) «ი» ძ)., (6.10) 

შევადარებთ რა (5.9) და (5'. 10) ფორმულების მარჯვენა ნაწილებს, 
მივიღებთ: 

თ 

400:= 1 | /(თ).005.» ძთ, 
დ 
_–თდ (6.11) 

ით 

80.= 1 IICთ 5Iი0.#-თ ძი. 
ჯ 
"თ 

ჩავსვათ # 0.) და 8 0.)-სთვის ნაპოვნი გამოსახულებები (6.8) ფორ- 

მულაში, მივიღებთ: 

% ით 

ს (X, 1) = სები I( II ღ%9X4«) თაX+ 
# 

9 

8 

+ ( 17/თ 90) ) §Iი | ძ). = 

–თ 

ილ %ი 

1 – 0 #L . . 
=- LI“ ' | | / 6) (60§M C0§M + §10M 500 ძი | რ. = 

წ 0 –-თ 

ი XL ი 

-==|+C“ თ. | IC თა6– 94, (6.12) 

” 0 თ 
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ანო, თუ შევცვლით ინტეგრების რიგს, საბოლოოდ მივიღებთ: 

თ თ 
1 –ი 1 

M (X, ი=-- | /თ!“ | « 005 #(X –– X) თ).. (6.13) 
“ 

–-თ 0 

(6.13) ფორმულით განსაზღვრული ფუნქცია წარმოადგენს თბოგამ- 
ტარობის ამოცანის ამონახსნს, რომელიც მოცემულ საწყის ·პირობას 
აკმაყოფილებს. მართლაც,, როცა 71=0, თანახმად (6 . 13) ფორმულისა, 

 (X, C) = / (M). 

თბოგამტარობის ამოცანის (6 . 131) ამონახსნი შეიძლება დაყვანილ 
იქნეს უფრო მარტივ სახეზე, თუ (6. 13) ფორმულის მარჯვენა ნაწი 
-ლის შიგა ინტეგრალში შევცვლით „ცვლადს; მართლაც, მივიღოთ: 

ი-–Xჯ 
იX»VL=ხ და შემოვიღოთ აღნიშვნა – 7>“ =8, 

თ 

მაშინ გვექნება: 

  

ი ლთ , 

| 2 9M/-0§ X (თ –- X) ძ. = _! (.-5აა ზხძლ. (6.14) 
თV1 

შ 0 

აღვნიშნოთ 

ი ' 
–- ხა 

1(8) == + წ ბ0586ძ5. (6.14) 

0 

აქედან, თუ შევასრულებთ ინტეგრალის შიგნით გაწარმოებას, მივი– 
ღებთ: 

ოთ 

”თ-- |+C წხიიმL 
0 

საიდანაც ნაწილობითი ინტეგრებით.ვიპოვით: 

CC 

· 1 –.62 , ინ –. 
I (0)=-> LC ყი ბ)! =. ს" C0§ 8 XC, 

I 
9 

ანუ 

8 7(81= –- –- /(8წ), I (8) 27) 
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თუ შევასრულებთ აშ დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებას, 

მივიღებთ: 
ვი 

I8)=C4 “ (6.16) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

“ ახლა ვისარგებლოთ ინტეგრალური აღრიცხვიდან ცნობილი ფორ- 
მულით: 

თ 

IC) = „. ძ: = V> 
0 

  

და (6. 16) ფორმულიდან განესაზღვროთ C მუდმივი: 

  

  

ი #>, 
ამგვარად, მივიღებთ: 

დ _„ ჩ 
= |. ხთარ“ = L6. 6 

0 

I (ჩ)-ს ეს მნიშვნელობა ჩავსვათ (6 . 14)-ში; მაშინ, თუ დავუბრუნდე- 

ბით ძველ აღნიშენებს, სააბოლოოდ გქვეჭნება: 

თ (9 – ჯემ 

|–რ»! C05XC რ. = + ი! (6.17) 
- 
0 

ჩავსვამთ რა ამ ინტეგრალის გამოსახულებას (5 . 13) ამონახსნში, 
საბოლოოდ მივიღებთ, რომ | 

(2 –- X2 

«თ 0=-7=>- წრ. 4? ქით, , (6.18) 
ულ 

  

ეს ფორმულა, რომელსაც პუასონის ინტეგრალი ეწოდე- 
ბა, წარმოადგენს შემოუსაზღვრელ ღეროში სითბოს გავრცელების 
ამოცანის ამონახსნს, ე. ი. V (X, 1) ფუნქცია აკმაყოფილებს (6.2) გან– 
ტოლებას და საწყის პირობას.





ფინაარსი 

I თავი 

“ზოგადი ცნებები 

§ 1. შესავალი 

§ 2. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი და კერძო ამონახ– 
სნი 

§ 3. ერთ პარამეტრზე დამოკიდებული ბრტყელ წირთა ოჯახის დიფერენციალუ- 
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თ
 
თ
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6. 

ა
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ნ
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ე
თ
 

– 
-
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ზოგიერთი ამოცანა, რომელიც ჩვეულებრიე დიფერენციალერ განტოლე- 
ბაზე დაიყვანება 

წარმოებულის მიმართ ამოხსნილი პირველი რიგის დიფერენციალური გან- 

ტოლების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 
პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების გრაფიკული ამოხსნა 

II თავი 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებები, რომლებიც 
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. წარმოებულის მიმართ ამოხსნილი პირეელი რიგის დიფერენციალური გან- 
ტოლებები 

· დიფერენციალური განტოლებანი განცალებული ცელადებით 
„ ერთგეაროვანი განტოლებები 

· ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალურ წირთა გეო- 
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„ განტოლებანი, რომლებიც პირველი რიგის ერთგვაროვან დიფერენციალურ 

განტოლებაზე დაიყვანებიან 

. პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლებები 
· განტოლებანი, რომლებიც წრფივ განტოლებაზე დაიყვანებიან. ბერნულის 

განტოლება 
„ რიკატის განტოლება 

განტოლებანი სრულ დიფერენციალებში 
. მაინტეგრებელი მამრავლი 

„ მაინტეგრებელი მამრავლი და დიფერენციალური განტოლების ამონას- 
სნები, რომლებიც არ გამომდინარეობენ ზოგადი ამონახსნიდან 

„ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების მაინტეგრებელი მამრავ- 
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§ 2. 

§ 3, 
§ 4. 
§ 5. 

§ 6. 

III თავი 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის 

არსებობისა ღა ერთადერთობის თეორემა 

· ლიფშიცის პირობა · 
„ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის არსებობისა 

და ერთადერთობის თეორემა 
„ ამონახსნის ანალიზური გაგრძელება ” 
„· პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნის აგება 

„ ზოგიერთი მნიშვნელოვანი თეორემა, რომელიც დაკავშირებულია ამონახ- 
სნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემასთან 

IV თავი 

წარმოებულის მიმართ ამოუხსნელი პირველი რიგის დიფერენციალური 

განტოლებანი 

ჰ 

„6 1. #(X, ყ, V')==0 ზოგადი სახის პირველი, რიგის დიფერენციალური განტოლე- 

ბანი, 

ზოგიერთი # (X, ყ, /')=0 სახის ინღეგრებადი დიფერენციალერი განტო- 

ლება, რომელიც არ შეიცავს ერთ-ერთ ცვლადს X-ს ან ყ-ს 

X-ისა და ყ-ის მიმართ ერთგვაროვანი ,დიფერენციალური განტოლებანი 

ლაგრანჟისა და კლეროს განტოლებანი 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული წერ- 
ტილები 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული ამო- 
ნახსნები 

· წირთა ოჯახის მომვლები 
. ბირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების განსაკუთ- 
რებული ამონახსნების მოძებნის წესები 

„· ამოცანები ტრაექტორიების შესახებ 

V თავი 

უმაღლესი რიგის დიფერენციალური განტოლებანი 

ჩ-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების · ამონახსნი ღა ზოგადი 

ამონახსნი 

„ მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების გეომეტრიული და მექანი- 

კური ინტერპრეტაცია 
· IL ნებისმიერ მუდმივზე დამოკიდებული ბრტყელ. "წირთა ოჯახის დიფე- 
რენციალური განტოლება 

· #-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის არსებობა და 

ერთადერთობა 
· წ-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნის აგება 

„ ზოგიერთი ტიპის /-ური რიგის დიფერენციალური განტოლების რიგის 

დაწევა 

109 

110 

119 

122 

132 

'148- 

153 

154 

156 

164. 

“175 

179' 

187“ 

206 

214. 

225- 

227 

232: 

246 

248.



VI თაე0ი 

უმაღლესი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლებანი 

§ 1. M-ური რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლებანი 

§ 2. ფუნქციათა სისტემების წრფივად დამოუკიდებლობა და წრფივად დამო- 

კიდებულება 
§ ვ..M-ური რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება და 

მისი ზოგადი ამონახსნის სახე .. 

§ 4. ი-ური. რიგის წრფივი ერთგგაროვანი დიფერენციალური განტოლების 

აგება, რომელსაც აქვს ამონახსნების მოცემულ ფუნდამენტური სისტემა 

§ 5. ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა ინტეგრება . 
§ 6. არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლებანი 

'! VII თავი 

ო-ური რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი 

დიფერენციალური განტოლება 

§ 1. ”-ური რიგის მუდმიევკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენ- 

ციალური განტოლებანი 
§ 2. M-ური! რიგის ი მუდმიეკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთგვაროვანი დიფე- 

რენციალური განტოლებანი 

§ 3. მუდღმივკოეფიციენტებიან დიფერენციალურ განტოლებებზე დაყვანადი გან- 

ტოლებანი 
§ 4. მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფიეი დიფერენციალური გან- 

ტოლება და მძსი გამოყენება 

VIII თავი 

მეორე რიგის ცვლადკოეფიციენტებიანი წრფივი 
დიფერენციალური განტოლებანი 

§ 1. მეორე რგის' წრფივი დიფერენციალური განტოლების უმარტიეეს სა- 

ხეზე დაყვანა 
§ 2. კავშირი მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალერ 'განტოლება- 

სა და რიკატის განტოლებას “შორის 
§ 3. წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა ინტეგრება ხარისხოვანი მწკრძ- 

ვების მეშვეობით 
ან 4. მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა ამონახსნების რხევითი 

ხასიათი 

1X თავი 

ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები 

1. ძირითადი ცნებანი 
2. დიფერენციალურ განტოლებათა კანონიკური სისტემები · 
3. დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემები: . 
4! დიფერენციალურ განტოლებათა ნორმალური სისტემის ინტეგრება უმაღ- 

ლესი რიგსი ერთ დიფერენციალურ განტოლებაზე დაყვანის გზით 

§ 15. წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები . 
§ რ. წრფივი ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნების თვისებები. ერთგვაროვანი 

261 

265 

266 

276 

280 
285 

295 

313 

334 

ვე8 

349 

353 

354 

361 

368 

371 

377 

380 

389 

46!)



სისტემის ზოგადი ამონახსნის აგება 
. წრფივი არაერთგვაროვანი სისტემები · 
„ მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი სისტემები 

X თავი 

მათემატიკური: ფიზიკის ზოგიერთი განტოლება 

„· ზოგადი (ცნობები კერძოწარმოებულებიან განტოლებათა შესახებ 

„ სიმის თავისუფალი რხევების განტოლების გმოყვანა 
. ფურიეს მეთოდი სიმის თავისუფალი რხევების განტოლებისათვის (ფვლად- 

თა განცალების მეთოდი) . 

. თბოგამტარობის განტოლების გმოყვანა · აიი .-. . 
„ შემოსაზღვრულ ღერომი თბოგამტარობის ამოცანის ამოხსნა ფურიეს. 

მეთოდით . 
. თბოგამტარობა უსასრულო ღეროში 

394 

404 

408 

. 419 

434 

ვე8 

444 

448 

451



M5 # 1039 

რედაქტორები: რ. დანელია და ნ. გვანცელაძე 

მხატვრული რედაქტორი ნ. ვეკუა 
ტექრედაქტორი %. მახარაშვილი 
უფროსი კორექტორი ნ. დგებუაძე 
კორექტორი ნ. ქაფიანიძე 
გამომშვები ლ. დავითური 

გადაეცა წარმოებას 07.12.82 წ. ხელმოწერილია დასაბეჭდად 25.10.83 წ. ქა- 
ღალდის ზომა 60X90. საბეჭდი ქაღალდი M 2. ნაბეჭდი თაბახი 29. სა- 

აღრიცხვო-საგამომცემლო თაბახი 21)19. 
ტირაჟი 3,000 შეკე. M# 487. 

ფასი 1 მან, 10 კაპ. 
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საქართველოს სსრ გამომცემლობათა, პოლიგრაფიისა და წიგნით ვაჭრობის 
საქმეთა სახელმწიფო კომიტეტის თბილისის ი. ჭავჭავაძის საზ. წიგნის ფაბ- 

რიკა, მეგობრობის გამზირი # 7. 
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