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რედაქტორისაგან 

წინამდებარე ნაშრომი წარმოადგენს დოც. მიხ. კონიაშვილის ამავე საკითხებზე 
ადრე „გამოცემული ნაშრომების უმნიშვნელოდ შესწორებულ გაერთიანებულ მეო- 

გ გამოცემას. 
ა, ტორის მიერ ამ წიგნში განვითარებული მოსაზრებები ეხება იმ პროგრამასა 

და სახელმძღეან ლოებს, რომლებიც ხმარებაში იყო წინად. ბევრმა ამ მოსაზრებამ 
დადებითი გადაწყვეტა ჰპოვა დღევანდელ სახელმძღვანელოსა და პროგრამაში. 
დანარჩენს ავტორი კვლავაც იცავს და ფიქრობს, რომ მისი მოსაზრებები გარკვა- 
უღად იმსახურებს ყურადღებას და სასარგებლო აღმოჩდება ამ საკითხების გარ- 
შვმო მასწავლებელთა აზრის მობილიზაციისათვის. 

“



ნიწილი I 

ტრიბონოგეტრიის სწავლების საკითხები 

თავი I 

ტრიგონომეტრიის სწავლების ამოცანები 

და ფინაარსი საშუალო სკოლაშფი 

საზუალო სკოლის მათემატიკის პროგრამების განმარტებით 

ბარათში წერია: 

„ტრიგონომეტრიის სწავლების მიზანი მდგომარეობს ტრიგო- 

ნომეტრიული ფუნქციებისა და მათ თვისებათა შესწავლაში, მართ- 

კუთხა და ირიბკუთხა სამკუთხედების ამოხსნაში და ტრიგონომეტ- 

რიის პრაქტიკულ გამოყენებაში გეომეტრიის, ფიზიკის, ტექნიკის 

და სხვათა საკითხებში“. 

პრაქტიკული გამოყენება მოითხოვს თეორიის შეგნებულ ცოდ- 

ნას და შემეცნებით მუშაობას. ტრაფარეტულ, ფორმალურ ცოდნას 

არავითარი ფასი არა აქვს; უფრო მეტი, ასეთი ცოდნა უძლურია, 

ტრიგონომეტრიის შესწავლისას აუცილებელია სერიოზული ყურა- 

დღება მივაქციოთ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების თვისებათა 

ღრმა და ყოველმხრივ შესწავლას, ძირითადი ცნების ზუსტად ფორ- 

მულირებას, ცვლადებს შორის ფუნქციონალური დამოკიდებულების 
მკაფიოდ წარმოდგენას და იმ პირობათა ზუსტად გამორკევეევას, 

როდესაც ამა თუ იმ დებულებას ან ფორმულას აზრი აქეს, საქი- 

როა მკითხველის ყურადღების ფიქსირება აქ ჩამოთვლილ მომენ- 

ტებზე, 

მოვიყვანოთ “შემდეგი მაგალითები: მოსწავლეს ვეუბნებით, 

რომ 008 ჯ ფუნქციის პერიოდი 2»: რადიანია, რადგან, თუ Xჯ 

მივუმატებთ 2%-ს, 008 2:-ის მნიშვნელობა არ შეიცელება. ე. ი, 
005(2» –+-X)== 003 X, მაგრამ ეს გარემოება იმის უფლებას მაინც 

არ გვაძლევს რომ 2-ს ვუწოდოთ 00§ ჯ ფუნქციის პერიოდი. აქ 

დავიწყებულია ფუნქციის (საზოგადოდ ფუნქციის) პერიოდის გან- 

საზღვრა. თუ უკანასკნელს გავიხსენებთ, დავინახავთ, რომ საჭიროა 
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დამტკიცება იმისა, რომ 27 და მხოლოდ 2X წარმოადგენს 

00§ ჯ-ის პერიოდს. ამ გარემოებაზე მოსწავლეს საშუალო სკოლაში 

ყოფნის დროს არაფერს ეუბნებიან, ეს–-– საკითხის მიჩქმალვაა. 

შემდეგ. ვამტკიცებთ, რომ 

წი 2: 

Cი§ ჯ” 
  LC X == 

მაგრამ არ ვეუბნებით, თუ ეს ტოლობა რა პირობაშია მართალი. 
ვასწავლით, რომ L„ ჯ ყოველ მეოთხედში მატულობს და არც ერთ- 

ში არ კლებულობს, მაგრამ არ ვამჩნევთ, რომ მოსწავლისათვის 
გაუ:ებარი რჩება, როგორ შეიძლება 1Lფ ჯ მეორე მეოთხედშიაც მა- 

ტულობდეს, როდესაც უკვე პირველ მეოთხედში Lყ X მიისწრაფ- 

ვის უსასრულობისაკე, რაც მოსწავლეს რვეულში ჩაუწერია 

1“ =-C6 სახით. 
დ“ ს 

: 

ცნობილია, რომ საკითხს ფუნქციის არსებობის არეს შესახებ 

დიდი მნიშვნელობა აქვს მიუხედავად ამისა, ტრიგონომეტრიის 

მთელი კურსის მანძილზე ამ საკითხს სრულიად არ ეხებიან, 

რასაც ასეთი შედეგი მოსდევს: მოსწავლისათვის განტოლებანი-–– 

X == 3 და ჯ-L ი7C 810»; == 3 –+ ი70 81იჯ ექვივალენტურ განტოლებებს 
წარმოადგენენ, და ამიტომ აქ მეორე განტოლების ფესვად ის ღე- 

ბულობს X=3, მექანიკურად ჩატარებულმა შეკვეცამ ი/0 §1ი ჯ 

წევრისა ხელი შეუშალა მას დაენახა, რომ ჯ=>=3 არ წარმოადგენს 

X-L თ/C 910 1: ==3 -L 02-02 810 2: 

განტოლების ფესეს, რადგანაც თ” §1ი ჯ ფუნქციის არსებობის არეა 

-–- 1ჯ=1, და ამიტომ იი ფი 3 უახრობას წარმოადგენს. 
ასეთივე შეცდომას აქვს ადგილი, როდესაც 

X-+)IწX=16X-–-2 განტოლების ამოხსნას ვაწარმოებთ )18+» წევ- 
რის გამოკლებით და ვღებულობთ :=-–-2 შეუმჩნევლად იქისა, 

რომ ელემენტარულ მათემატიკაში 1Iყ (– 2) უაზრობაა. ფუნქციის 
არსებობის არის გამორკვევის დავიწყებით აიხსნება ის გარემოებაც, 

რომ მოსწავლე (ჯ;-–-V 3) თ72510 7 ==20 განტოლება ხსნის ჩვეუ- 
ლებრივი გზით: 

ან X––-M 3=90, ან ი70:9)1::=0; ავიწყდება შეხედოს გან- 

ტოლების მარცხენას ნაწილს ფუნქციონალური თვალსაზრისით და 
“ 
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ხედავს მხოლოდ ნამრავლს, ამიტომ, მოსწავლის თვალსაზრისით, 

განტოლებას აქვს ორი ფესვი ჯ=VM 3 და X=0, თუმცა განტო- 

ლებას აქვს მხოლოდ ერთი ფესვი ჯ=>=0. _ 

მეცხრე კლასში ძუშავდება ეგრეთწოდებული პროპედევტიკუ- 
ლი ჯურსი, მასალად აღებულია მახვილი კუთხის ტრიგონომეტრიუ- 

ლი ფუნქციები, ე. ი. მათი განსაზღვრა და (კვვლა, როცა კუთხე 

იცვლება 0?”-დან 90?-მდე; ვასწავლით აგრეთვე დამოკიდებულებებს 

მართკუთხა სამკუთხედის გეერდებსა და კუთხეებს შორის და ამ 

სამკუთხედების ამოხსნას ტრიგონომეტრიული ფუნქციების ტაბუ- 

ლის დახმარებით, მეათე კლასის პროგრამა მოითხოვს 0?-დან 

360--მდე ცვალებადი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 

განსაზღვრას. განმარტებითი ბარათი არაფერს გვეუბნება იმის შე- 

სახებ, თუ რა გზით უნდა მივცეთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა 

განსაზღვრა, როდესაც საქმე გვაქვს მახვილ კუთხესთან, და რა 

გზით – როდესაც მხედველობაში გვაქვს კუთხე, რომელიც იცვლე- 
ბა 0?-დან 360?9-მდე. სტაბილურ სახელმძღვანელოში (იხ. ნ, რიბ- 

კინის სწორხაზოვანი ტრიგონომეტრია, I947 წ. სახელგამი) აღნიშ- 

ნული მასალა დაყოფილია ასე: 1) მახვილი კუთხის ტრიგონომეტ- 

რიული ფუნქციები და 2) ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 90--დან 

360"-მდის ცვალებადი კუთხეებისა დასახელებული წიგნის ბეტორს 

თავიდანვე შემოაქს ტრიგონოპეტრიული ხახების („ცნება და ამ 

ცნებით სა-გებლობს განურჩევლად იმისა, მახვილია კუთხე თუ არა. 

პროპედევტიკული კურსისათვის რომლის შესახებ ქვემოთ 

უფრო დაწვრილებით ვილაპარაკებთ, ტრიგონომეტრიული ხაზების 

შემოტანა მიზანშეწონილი არ არის. გაუგებრობას იწვევს, რატომ 

არის პროგრამაში გამოყოფილი ცალკე 09-დან 3509-მდე ცვალება- 

დი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განსაზღვრა იმის შემ- 

დეგ, როცა უკვე გავლილია კუთხის ცნების განზოგადება. თუ კუთ- 

ხის ცნების განზოგადება მიცემულია, მაშინ სავსებით შესაძლებელია 

პირდაპირ შევუდგეთ ნებისჭიერი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნ- 

ქციების განსაზღვრას თუ კი ჩეენ გვინდა დავამუშავოთ სა- 

კითხი ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განსაზღვრების შესა- 

ხებ, როდესაც კუთხე დადებითია და არ აღემატება 360, მაშინ 
კუთხის ცნების განხოგადება მიზანშეწონილი იქნება ამ საკითხის 

გარჩევის შემდეგ მივცეთ. 

ჩვენი აზრით შეუძლებელია აგრეთეე მასალის ასეთი დალაგება. 

„ტრიგონომეტრიული ფუნქციების ცვლა კუთხის 09-დან 360”-მდე



ცვლილების დროს. ტრიგონომეტრიული ფუნქციების პერიოდუ- 

ლობა. (იხ. პროგრამები, 1946 წ. გვ. 33), შეუძლებელია ტრი- 
გონომეტრიული ფუნქციების პერიოდულობაზე საუბარი, ვიდრე 

მოსწავლემ არ იცის ნებისმიერი კუთხის ტრიგონომეტრიული 

ფუნქციების განსაზღვრა, პროგრამა მოითხოვს მხოლოდ ერთი- 

სა და იმავემახვილიკუთხის ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს 

შორის დამოკიდებულების გამოყვანას, რაც საკმარისი არ არის და 

ტრიგონომეტრიის ღირებულებასაც ამცირებს. აუცილებელია, რომ 

ძირითადი დამოკიდებულებანი ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს შო- 

რის მიღებულ იქნას ზოგადი სახით, ვინაიდან მასალის ასეთი და- 

მუშავება საჭიროებს ტრიგონომეტრიული ფენქციების ზუსტი გან- 

საზღვრის ცოდნას, ნიშანთა წესის ცოდნას და ამ “–ოდნის მიზან- 

შეწონილ გამოყენებას განზოგადებულ დამოკიდებულებათა გამო- 

ყვანის დროს. 

თითქმის უყურადღებოდ არის დატოვებული შებრუნებული 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების შესწავლა. ამ საკითხისათვის 

გხოლოდ 6 საათია გამოყოფილი, საჭიროა დაემატოს: 1) ტრიგო- 
ნომეტრიული ოპერაციები შებრუნებულ ფუნქციებზე, 2) ძირი- 

თადი დამოკიდებულებანი შებრუნებულ ფუნქციათა შორის და 

პ) და ამ ფუნქციების გრაფიკები. მაშინ 6 საათის ნაცვლად საჭი- 
რო იქნება 15 საათი. ამასთან მკითხველის ყურადღება უნდა შე- 

ვაჩეროთ ფუნქციის თანამედროვე მეცნიერულ განმარტებებზე (მხედ- 

ველობაში გვაქვს ნამდვილი ცვლადის ფუნქციები). 
ფუნქციის განსახღვრისათვის შემდეგი სამი მოთხოვნა უნდა 

დავაკმაყოფილოთ: 

1. დავადგინოთ (ვუჩვენოთ) ფუნქციის არსებობის არე; 

2. შევიმუშავოთ წესი ფუნქციონალური შესაბამობისა ერთი 

მხრივ არგუმენტსა და მეორე მხრივ ფუნქციის მნიშვნელობათა 

შორის; 

3. შევთანხმდეთ, რომ არგუმენტის თითოეულ დასაშვებ მნიშ- 
ვნელობას შეესაბამებოდეს ფუნქციის სრულიად გარკვეული ხნიშვნე- 

ლობა, 

თუ ფუნქციას ამ პირობებით განვსაზღვრავთ, მაშინ ისეთ ტერ- 
მინოლოგიას, როგორცაა „მრავალნიშნა ფუნქცია, „ფუნქციის 
მრავალმნიშვნელიანობა“, ან „მთავარი შტო“ აზრი ეკარგება. ვი- 
მეორებთ, რომ ჩეენ მხედველობაში გვაქვს ნამდეილ ცვლადის 

ფუნქციები. მაშასადამე,ე სასურველია პროგრამაში და სახელ- 
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მძღვანელოშიც სათანადო (ავლილებები იქნეს შეტანილი. ჩვენი აზ- 

რით ტრიგონომეტრიის კურსის დამუშავებას არავითარი პროპე: 

დევტიკული კურსი ან კონცენტრი არ ესაჭიროება. ყველა პირობა 

არსებობს იმისათვის რომ ეს საგანი რომელიც მუშავდება ორი 

წლის განმავლობაში, შეგნებულად იყოს დაძლეული და შეთვისებუ- 

ლი მოსწავლეთა მიერ. 

იმის გამო, რომ მე-9 კლასის პროგრამა გეომეტრიაში მოით- 
ხოვს მსგავსებს სწავლებასთან დაკავშირებით დამუშავებულ 

იქნას პირველადი ცხობები ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა შესა- 

ხებს აგრეთვე მართკუთხა სამკუთხედების ამოხსნა, საჭიროა განე- 

მარტოთ, რომ ამ მასალის მოცულობა არ უნდა აღემატებო- 

დეს იმას რაც, მაგალითად, მოცემულია წ. ა. გლაგოლევიხ ელე- 

მენტარულ გეომეტრიაში (იბ. მისი პლანიმეტრია. 1944 წ. გვ. 

178 182), "გარდა § 212, რომელიც ეხება მახვილკუთხიანი სამ- 

კუთხედების ამოხსნას. 

თავი II 

ტრიგონომეტრიის პირველი გაკვეთილები 

§ 1. კუთხისა ღა რკალის ცნების განზოგადება 

ცნობილია, რომ მოსწავლე ადვილად ვერ ცნობს კუთხეს, რო- 

მელიც 1809 აღემატება, ეს მოვლენა აიხსნება მხოლოდ იმით, რომ 

ის ვერ ხედავს, თუ რა პრაქტიკული მოსაზრებით არის გამოწვეუ- 

ლი ასეთ კუთხეებზე „საუბარი. 

შემდეგი მუშაობა უსათუოდ გაუდვილებს როგორც მოსწავ- 
ლეს, ისე მასწავლებელს, საფუძვლიანად გაარკვიოს ეს მეტად მნი- 

შვნელოვანი მომენტი ტრიგონომეტრიის სწავლების პროცესში. 

მივმართოთ ასეთ საკითხებს. 

ა) ბოთლი დახურულია საცობით. საცობში ბურღია. შეიძლება 
თუ არა ეს ბურღი მოვაბრუნოთ საცობში 910“-ით? 300“-ით? 

8609-ით? 540?-ით? 7909-ით? 

რამდენი ბრუნი გააკეთა ბურღმა, როდესაც ჩვენ იგი მოვაბ.- 

რუნეთ 1809, 3609, წ40”, 7205-ით? 
აქ მოსწავლის ყურადღებას იმ მომენტსაც მივაქცევთ, ,რომ 

შეიძლება მოვაბრუნოთ ბურღი მარჯვნივ, ან მარცხნივ. თუ ბრუზ- 
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ვას ვახდენთ მარცხნიდან მარჯვნივ, ბურღი მოძრაობს ქვევით, თუ 

კი მარჯვნიდან მარცხვნივ –– ბურღი ამოდის ზევით. მაშასადამე, 

ბრუნვის მიმართულებას გარკვეული პრაქტიკული შედეგი უკავშირ- 

დება. მოვახდინოთ ეხლა შეთანხმება ბრუნვის მეორე მიმართუ- 
ლება მივიღოთ როგორც დადებითი, პირველი, კი –– როგორც 
უარყოფითი. 

ამოვხსნათ ხელახლად საკითხები: 

. |) ბურღი მოვაბრუნეთ საცობში -L §40“-ით. რა მანძილით 

გადაადგილდა იგი თუ +-360--ით ბრუნვისს დროს ის ქვევით 

იწევს 0,ნწ სმ-ით? 0,8 სმ-ით? 

2) რამდენი გრადუსით უნდა მოვაბრუნოთ ისევ ის ბურღი, 

რომ მან ქვევით დაიწიოს §8 სმ-ით? 4,8 სმ-ით? ზევით ამოიწიოს 

2 სმ-ით; 3,2 სმ-ით? და ა. შ. 

.. ბ) წარმოვიდგინოთ, რომ წრებაზზე აღებულია წერტილი 4 
(ნახ. 1). ამ წერტილიდან გამოდის სხეული, რომელიც მოძრაობს ამ 
წრეხაზზე. თუ სხეული მოძრაობს საათის ისრის მოძრაობის მიმარ- 
თულებით, მივიღოთ ეს უკანასკნელი როგორც უარყოფითი, წინააღ- 

მდეგ შემთხვევაში კი როგორც დადებითი. ამის შემდეგ ამოვხსნათ 

მაგალითები: 

  

ნახ. L 

სად იქნება სხეული, თუ მან გაიარა 40 რკალური გრადუ- 

სი? 1200? 9409? 400'7--60“7--120?-- 60097 და ა. შ. 
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მაშასადამე, ერთდროულად ხდება კუთხის ცნების განზოგადება, 

მისი როგორც აბსოლუტური მნიშვნელობის, ისე ნიშნის მხრივ. 

ახლა კუთხეები შეგვიძლია განვიხილოთ მინუს უსასრულო- 

ბიდან პლუს უსასრულობამდე. 

მასწავლებელმა, ცხადია, არ უნდა იფიქროს, რომ კუთხის ცნების 

განზოგადება გამოწვეულია მხოლოდ იმ მიზეზებით, რომლებზეც ზე- 

წ 
მოთ შევჩერდით.მაგალითად, როდესაც ჩვენ ეპოულობთ V | დავწერთ 

ამ ფესვს კომპლექსური რიცხვის სახით, ფესვის ყეელა ზნიშენელო- 

ბის გამოსაანგარიშებლად, აქაც საჭირო ხდება კუთხის განზოგადე- 

ბული ცნებით სარგებლობა, 

ისმება კითხვა, როგორ დავუკავშიროთ კუთხის ასეთი განზო- 

გადებული ცნება იმ განსაზღვრებს, რომლებიც მიღებულია ელემენ- 

ტარულ გეომეტრიაში. 

განსაზღვრა კუთხისა, როგორც სიბრტყის ნაწილისა, არ ვარგა; 

არ გამოდგება აგრეთვე განსაზღვრა––როგორც ორი ურთიერთ- 

გადამკვეთი სწორი ხახით შექმნილი ფიგურისა. ამ განსაზღვრებს 

ემჯობინება კუთხის განსაზღვრა როკორც სხივის უძრავი წერტი- 

ლის ირგვლივ მობრუნების ზომისა. 

გეომეტრიაში მოცემული კუთხის განსაზღვრა წარმოადგენს 

კერძო შემთხვევას ამ უფრო ფართო განსაზღერისა. შემდეგში, როცა 

ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნაზე გადავალთ, მოს- 

წავლის ყურადღება უნდა შევაზეროთ იმ გარემოებაზე, რომ 

810 0,01 ჯ => –- განტოლება ამოუხსნელი დარჩებოდა, რომ კუთ- 

სის (ან რკალის) ცვლადობის არე გაფართოებული არ ყოფილიყო. 

მოსწავლემ სრულიად შეგნებული წარმოდგენა უნდა მიიღოს კუთხის 

ცვლადობის არეზე. კუთხე იცვლება -- თ -დან -- თ -მდე, ე. ი, 

მისი რიცხვითი მნიშვნელობა შესაძლებელია უდრიდეს ყოველგვარ 

ნამდვილ რიცხვს. 
კუთხეზე წარმოდგენა და ხშირად მასთან დაკავშირებული მსჯე- 

ლობა უფრო ნათელი გახდება, თუ ვესარგებლებთ კუთხის საწყისი 
და ბოლო გვერდის ცნებით. 

მოსწავლისათვის გასაგები უნდა გავხადოთ 'მემდეგი: როდესაც 
ერთ სიბრტყეზე ვხედავთ ორ (0-4 და 078) სხივს, არ უნდა ვი- 

ფიქროთ რომ 408 კუთხე უსათუოდ 860“-ზე ნაკლებია; როცა 
გარკვეულად არ ვიცით, თუ როგორ შეიქმნა ეს კუთხე (4048), უნდა 

9



ვთქვათ რომ იგი ეტოლება 360“ + 7408, სადაც 2?” მთელი 
რიცხვია,, #21408 კი მახვილია, ან ბლაგვია, მაგრამ ვ30609-ზე 

ნაკლებია. კუთხე როგორც ვხედავთ, მიმართული სიდიდეა. თ და 
2XX +- თ კუთხეებს ერთნაირი საწყისი და ბოლო ზნიშვნელობანი 
აქვს; (+--ნებისმიერი მთელი რიცხვია). 

§ 2, კუთხის Cრკალის) რადღიანული გაჭომვა. 
გაკვეთილის მსნვლელობა 

მასწავლებელი--რაერთეულებში ვზომაგთ კუთხეს, რკალს? 

მოსწავლე -კუთხეს ვზომავთ კუთხურ გრადუსებში, ხოლო 

რკალს –რკალურ გრადუსებში. 

მასწავლებელი-– რა არის კუთხური გრადუსი? 

მოსწავლე–გრადუსი არის სწორი კუთხის =2 ნაწილი. 

მასწავლებელი– შეიძლება თუ არა, კუთხის საზომ ერ- 
თეულად მივიღოთ სწორი კუთხის სხვა ნაწილი, მაგალ., ერთი: 
მეასედი? მეათედი? 

მოსწავლე-- შეიძლება. 
მასწავლებელი ეუბნება კლასს, რომ პრაქტიკული საკითხებისა- 

თვის კუთხე იზომება გრადუსებში, რომ ყველა კუთხის საზომი იარა- 

ღი ჩვენებას გვაძლევს გრადუსული ზომით, ე. ი. გრადუსებითა 

და მისი ნაწილებით – მინუტებით, სეკუნდებით; მაგრამ თეორიული 
საკითხებისათვის, რასაც აყენებს უმაღლესი მათემატიკური ანალი. 

ზი, კუთხის სხვანაირი გაზომვა იხმა+“ება. 

მასწავლებელი – გაიხსენეთ, რა ძირითადი ერთეულებით 
სარგებლობთ თქვენ ფიზიკაში, 

მოსწავლე-- ფიზიკაში ძირითადი საზომი ერთეულები არის. 
სიგრძის ერთეული, მასის ერთეული და დროის ერთეული. 

კლასი გაიხსენებს იმას, რომ ყველა დანარჩენი ფიზიკური ერ- 

თეული წარმოადგენ წარმოებულ ერთეულს და განისაზღვრება 

დამოუკიდებლად კი არა, არამედ დასახელებული ერთეულე- 
ბის საშუალებით გეომეტრიულ საკითხებშიც ძირითადი საზომი 

ერთეული სიგრძის ერთეულია, მაგალითად, 1 სმ, ხოლო ფართო- 

ბისა და მოცულობის საზომი ერთეულებია 1 სმ? და 1 სმპ, უკა- 
ნასკნელი ერთეულები წარმოებულია 1 სმ-დან, _ 

კუთხის გასაზომადაც ამგვარივე გზით ვისარგებლოთ. 

გეომეტრიიდან ვიცით, რომ ცენტრული კუთხე თავისი შესა–- 
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ბამი რკალით იზომება, ეს საზოგადოდ იმას ნიშნავს, რომ რამდენ 

საზომ ერთეულსაც შეიცავს რკალი, იმდენ საზომ ერთეულს შეი- 

ცავს შესაბამი ცენტრული კუთხეც. კუთხის რა საზომი ერთეულიც 

არ უნდა ამოვარჩიოთ ეს გეომეტრიული დებულება არ უნდა 

დაირღვეს, ეს ერთი მხრივ. მეორე მხრივ, გეომეტრიაში ძი- 

რითად საზომ ერთეულად ითვლება სიგრძის ერთეული, ახლა, (პხა- 

დია, რომ, თუ რკალის საზომ ერთეულად შევარჩევთ. რკალს, რომ- 

ლის სიგრძე რადიუსს ეტოლება, ხოლო კუთხის საზომ ერთეულად 

შევარჩევთ ცენტრულ კუთხეს, რომლის შესაბამი რკალია, ერთ ერ- 

თეულს ეტოლება, მაშინ: 

1. ძალაზი დარჩება ის გეომეტრიული დებულება, რომელიც 

ზემოთ გავიხსენეთ. 

2. კუთხის საზომი ერთეული არ იქნება ისე დამოუკიდებ- 

ლად და სრულიად თავისუფლად ამორჩეული, როგორც გრადუსი, 

არამედ ის იქნება დაკავშირებული ძირითად ერთეულთან (სიგრძის 

ერთეულთან) და წარმოგვიდგება როგორც წარმოებული ერთეული. 

ამგვარად, ჩეენ გვექნება რკალური ერთეული, რომელსაც უწოდე- 
ბენ რკალურ რადიანს, და კუთხის ერთეული, რომელსაც უწო- 

დებენ კუთხურ რადიანს, და რომელიც ისეთ ცენტრულ კუთ- 

ხეს წარმოადგენს რომლის შესაბამი რკალი თავისი სიგრძით რა- 

დიუსს ეტოლება, რადიუსი მიჩნეულია როგორც სიგრძის ერთეული, 

მაშასადამე, ახლა ჩვენ გვაქვს კუთხის (რკალის) გაზოშვის ორი 

სისტემა: გრადუსული და რადიანული, 

ისმება საკითხი, როგორ ვიპოვოთ რადიანული გამოსახულება 

კუთხის, რომელიც მოცემულია გრადუსებში, ან პირიქით, რო- 

გორ ვიპოვოთ გრადუსული გამოსახულება კუთხისა, რომელიც მო- 

ცემულია რადიანებში. 

ამ საკითხის დამუშავებას მასწავლებელი ჩაა- 
ტარებს ასე: 

მასწავლებელი-– რამდენ კუთხურ რადიანს შეადგენს 360 

კუთხური გრადუსი? 

დაფაზე დაიწერება 360? ==ჯ რად. 
მოსწავლე–360? შეადგენს იმდენ რადიანს, რამდენჯერაც 

წრის რადიუსი რომელიც სიმარტივისათვის მიღებულია სიგრძეს 
ერთეულად,-––მოთავსდება წრეხაზის სიგრძეში. 

მაშასადამე, მივიღებთ პასუხს: 
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360? == 9» რადიანს, 

აი, ის გამოსავალი ტოლობა, რომელიც გაზომვის ერთი სის–- 

ტემიდან მეორე სისტემაზე გადასვლის შესაძლებლობას გვაძლევს, 

მართლაც, ამ ტოლობიდან მივიღებთ: 

  

  

ლ- " რ ს 1. 1 159 ადიანს, 

2 9 

2. 1 რადიანი = 360 == 189_ = 67917 ”44”8, 
2Xჯ ჯ 

ამის თანახმად 

ი თ'ჯ» _ 
თ? == 180 რადიანს, 

თ · 1809 
რად.=---–-- თ რად > 

ამ ტოლობათა მარჯვენა მხარეზე თ და თ განყენებული რიცხვებია. 

საჭიროა მოსწავლემ დაიმახსოვროს, რომ 909 =. - რადიანს, 

45%--+- რადიანს, 60%=--- რად,, 809=- -= რად. და რომ რა- 

დიანული ზომა ცენტრული კუთხისა და მისი შესაბამი რკალისა 

ერთი და იმავე რიცხვით გამოისახება. 
სავარჯიშოდ ავიღოთ მაგალითები: 
ა) რამდენ რადიანს შეადგენს კუთხე წ60?18/? 729940740”? 
ბ) რამდენ გრადუსს შეადგენს კუთხე 1, 2 რად.? 1,6 რად.? 

0, 1 რად.? 2 რად.? 

შენიშვნა: ჩანაწერი --= 909 ან = == 180“ სწორი არაა! 

აქ მე მინდა მასწავლებლის ყურადღება გავამახვილო ერთ მნიშ- 
ვნელოვან საკითხზე–– სიმბოლიკის საკითხზე როდესაც კუთხე გა- 
მოსახულია გრადუსულ ზომაში და გვინდა დავწეროთ ასეთი კუთ- 

ხის ტრიგონომეტრიული ფუნქცია, მაშინ აუცილებლად უნდა დაი- 

წეროს ერთეულების სახელწოდება. 

მაგალითად, ჩვენ ვწერთ §1ი 30”, Lთ 799, 008 108? და ვკით- 
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ხულობთ სინუსი §0 გრადუსისა, ტანგესი 72 გრადუსისა, კოსინუსი 
108 გრადუსისა. მაგრამ, თუ კუთხე გამოსახულია რადიანებში, მა- 

შინ ერთეულების სახელწოდება არ იწერება, 
მაგალითად, სინუს ორი რადიანისა დაიწერება ასე; 8§Iი 9, 

ტანგენსი ნახევარი რადიანისა დაიწერება Lყ 0,5 სახით. ტრიგონო- 
მეტრიული ფუნქციის ქვეშ იწერება ის განყენებული რიცხვი, რო- 

მელიც, რადიანების რიცხევს გამოსახავს. 
მოსწავლეს კარგად და ზედმიწევნით უნდა ესმოდეს ჩანაწერი: 

81ი 8; 3Iი V ვ ; 510 1; 51ი თ?(აქ თ არის აყვანილი კვადრატში, 

და არა სინუსი); Lყ Vთ და ა, შ, # 

დასასრულს მუშავდება რკალის სიგრძის ფორმულა, რომელიც 
ხშირად გამოიყენება მექანიკაში, ფიზიკასა და უმაღლეს მათემატი- 

ჯაში, 

ეს ფორმულა გვასწავლის, რომ რკალის სიგრძე ეტოლობა 

რადიუსს გამრავლებულს რადიანებში გამოსახულ შესაბამ ცენტრუ- 

ლი კუთხის ს-ადიდეზე. 
თუ რკალის სიგრძეს აღვნიშ5ავთ #L ასოთი, შესაბამი ცენტრუ- 

ლი კუთხის რადიანულ ზომას – ი ასოთი, წრეხაზის რადიუსს –- + 

ასოთი, მაშინ ფორმულა დაიწერება ასე: 

== C2?. 

კერძოდ, თუ წრეხაზის რადიუსი ეტოლება ერთეულს, ცენტრული 

კუთხე კი ერთ რადიანს, მაშინ შესაბამი რკალის სიგრძე იქნება ერ- 

თეულის ტოლი, ე. ი. /=1; ახლა, თუ ცენტრული კუთხე იქნება 

ი რადიანის ტოლი, მაშინ ! იქნება ი ერთეულის ტოლი; თუ კი 

რადიუსსაც გავადიდებთ #-ჯერ, მაშინ რკალის სიგრძე / გახდება 

ი“. ერთეულის ტოლი. 

მაგალითი. გავიგოთ რკალის სიგრძე, თუ წრეხაზის რადიუ- 

სი = 19 სმ, ხოლო შესაბამი ცენტრული კუთხე = 1,5 რადიანს. 

პასუხი--რკალის სიგრძე #1=19-1,5 სმ=- 18 სმ. 

განვიხილოთ კიდევ შემდეგი საკითხი. 

სწორი ხაზის ირგვლივ ბრუნავს სხეული. რა მანძილს გაივლის 

მისი. წერტილი 4, თუ ის ღერძიდან დაშორებულია ძ სმ-ით, სხეუ- 

ლი კი მობრუნდა თ რადიანით. 

# ცხადია, ამაზე მასწავლებელი შეჩერდება თავის დროზე და არა აქ. 
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საძებნი მანძილი 8:= ძთ სმ. თუ სხეულის ბრუნვის კუთხე მო- 
ცემული იქნება გრადუსებში, ე. ი. თუ თ რადიანის ნაცვლად მო- 
ცემული იქნება ი, მაშინ ფორმულაც და გამოანგარიშებაც გარ- 

თულდება. ამ შემთხვევაში იძულებული ვიქნებით დავწეროთ. 

__ 92ძძი XCV0C ჯ 

უყი 27. – ვე 
ფწ0-= (სმ). 

როგორც ეხედავთ, აქ გაჩნდა ზედმეტი თანამამრავლი: 3 

ეს თანამამრავლი, როგორც ზევით დავინახეთ, წარმოადგენს რა- 

დიანებში გამოსახულ 1” კუთხეს; თ.- ვე ნამრავლი კი წარ- 

მოადგენს თ? კუთხის რადიანულ ზომას, აქედან დასკენა: მაშასა- 
დამე, თავიდანვე სჯობდა კუთხე გამოგვესახა რადიანებში და არა 

გრადუსებით უკანასკნელ საკითხში. აი ერთ-ერთი მაგალითი იმისა, 

რომ ზოგ საკითხში კუთხის რადიანული გაზომვა გრადუსულ გაზომ- 

ვას სჯობს, 

შემდეგში მოსწავლე არა ერთხელ დაინახავს კუთხის (რკალის) 

რადიანული გაზომვის უპირატესობას, როდესაც შეხვდება ასეთ 

უ”დოლობებს: 

810 X <- X <. სყ 2: 

  
3 

ან 1 – =- <005ჯ< 1, სადაც 0 < ჯX= ა 

აქ მასწავლებელი მოსწავლის ყურადღებას კვლავ გაამახვილებს რა- 

დიანულ გაზომვაზე. ამის შესახებ მაშინაც საჭირო იქნება ლაპარა- 

კი, როცა მოსწავლე შეუდგება (თ(0Lთჯ) == CLC(Lთ 2) სახის განტო- 

ლების ამოხსნას, ან კიდევ ჰარმონიული რხევის ფორმულის გამო- 

ყვანას. ხშირია შემთხვევა, როდესაც მასწავლებელი კმაყოფილდება 

რადიანული გაზომვის მეტად მოკლე ახსნით, ან სავსებით გამრს- 
ტოვებს მას და შემდეგში მხოლოდ გრადუსული გაზომვით სარ- 

გებლობს, მასწავლებლის ასეთი არჩევანი უნდა შეფასდეს როგორც 

ფორმალიზმი“ ერთ-ერთი გამოვლინება აღნიშნული საკითხების 

გარჩევაში რომ გავრცელებული შეცდომები არ დავუშვათ, საჭი- 

როა მასწავლებლის ყურადღება შევაჩეროთ შემდეგზე: 
ა) ზოგი ფიქრობს, რომ რადიანული გაზომვა გაწყენებულია, 
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რაც საშუალებას გვაძლევს ტრიგონომეტრიული ფუნქციები §1ი X, 

თ08 X და სხვა განვიხილოთ როგორც ფუნქციები განყენებული არ- 

ჯუმენტისა. ეს აზრი მკდარია. თუ ჩვენ შევთანხმდით, რომ §10 2 
განვიხილოთ, როგორც სინუსი ორი რადიანისა (როდესაც გვინ- 

და ვისარგებლოთ რადიანული გაზომვით), რატომ არ შეიძლება 
განვიხილოთ 810 2 როგორც სინუსი ორი გრადუსისა, თუ შევჩერ- 

დებით გრადუსულ გაზომვაზე,– და §1 2? ნაცვლად ვწეროთ: 

910 2? 
ბ) რადგან §Iი2 X, C08X, LV X ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

წარმოადგენენ (ჩვენ მხედველობაში გვაქვს ელემენტარული მათემა- 

ტიკა) გარკვეული მონაკვეთების ფარდობას რადიუსთან, ამიტომ 

მიზანშეწონილია – და არა აღცილებელი – რკალის (და მასთან 

ერთად კუთხის) რიცხვითი მნიზვნელობა მივიღოთ, როგორც რკა- 

ლის სიგრძის და იმ წრის რადიუსის ფარდობა, რომელსაც გასა- 

ზომი რკალი ეკუთვნის მაშინ უფრო ადვილი ხდება სხვადასხვა 

ფორმულების და ტრიგონომეტრიული უტოლობების გამოსახვა 

(იხ. ზევით) და ტრიგონომეტრიული ფუთხქციების გამოანგარიშება, 
ფორმულები მიიღება უფრო მარტივი სახით; ამის გამო რადიანული 

გაზომვა არ უნდა იყოს დავიწყებული არც მასწავლებლისა და არც 

მოსწავლის მიერ. (იხ, აგრეთვე § 3-ს ბოლო), 

§ ვ, ცნმბა ფუნვციაჭ%ე. ფუნქციის ცნების განვითარების 
მი კლე ისტო.რიული ცნობები 

თვით სიტყვა „ფუნქცია“ (ლათინურად „Iჯ00010" ნიშნავს აღ- 
სრულებას, შესრულებას) როგორც მათემატიკური ტერმინი პირვე- 

ლად იხმარა ლაიბნიცმა (ლაიბნიცი – გამოჩენილი გერმანელი მათემა- 

ტიკოსი, ცხოვრობდა 1646-1716) 1694 წელს, წარმოვიდგინოთ, 

რომ X ცვლადი ღებულობს გარკვეულ მნიშვნელობებს ისე, რომ 

თ==Xჯ=წ, ე. ი. იცვლება (თ, 0) შუალედში და ამ (ცვლადზე და- 

მოკიდებულია მეორე / ცვლადი სიდიდე. თუ X# ცვლადის თითო- 

ეულ დასაშვებ მნიშვნელობას შეესაბამება +V „ცვლადის სავსებით 

გარკვეული მნიშვნელობა, მაშინ ამბობენ რომ წ) ცვლადი X-ის 

ფუნქციაა, რაც მათემატიკურად ასე აღინიჩნება: 

X= IC) ან #ჯ=IXVC) X==-).(+X) X»==თ(X+), X==Vთი(X) ან 
ამის მსგავსად, 

·აქ მასწავლებელმა: უნდა მოლყვანოს და განიხილოს მაგალი- 
თები. ' 
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1. ავიღოთ X=29« –– 1; როცა X=0, მაშინ == –– 1; X= 58, 

მაშინ X=9 და ა, შ. უნდა დავსვათ საკითხი, როგორია X ()კვლადის 
დასაშვები მნიშვნელობანი? ე, ი როგორია ფუნქციის არსებობის 

არე? 

საზოგადოდ, ჩვენ აქ მხოლოდ X-ის და X”-ის ნამდვილ მნიშვ- 

ნელობებზე ვილაპარაკებთ. ჩვენს მაგალითში #-ისათვის დასაშვებია 

ყოველი ნამდვილი მნიშვნელობა, ” (ვლადიც მიიღებს მუდამ ნამ- 

დვილ მნიშვნელობას. 

ყოველივე ეს გაკვეთილზე კა-გად უნდა იქნეს გამორკვეული, 

საჭიროა გრაფიკის აგებაც, რასაც დამუშავების პროცესში თვალ- 

საჩინოება შეაქვს და აზით ხელს უწყობს საკითხის შეგნებულად 

შეთვისებას. 

9 აი კიდევ მაგალითები, რომელთა განხილვაც სასურველია: 
ვ 

ჯ= IXI;: X=>= M/ –ჯ; »= V/:; აქ თითოეულ მაგალითში გამო- 

რკვეული უნდა იქნეს X ცვლადის დასაშეები მნიშვნელობა–ეს ერ- 

თი, მეორე–-რა წესით არის მოცემული 7 (ვლადი და მესამე-–შე- 
იძლება თუ არა ვუწოდოთ 3) ცვლადს „X-ის ფუნქცია“. »==> | X | 

მაგალითში ჯ-ს შეიძლება მივცეთ ყოეელგვარი ნ.-მდვილი მნიშვნე- 

ლობა, ”/-იც მიიღებს ნამდვილ მნიშვნელობას. წესი, რომლითაც აქ 
ფუნქცია არის მოცემული, ასეთია: )” ეტოლება X-ის მოდულს. 

X ცვლადის თითოეულ მნიშვნელობას წ (ცვლადის გარკვეული მნიშ- 

ვნელობა შეესაბამება: როცა X=8, X»-იც უდრის ვ: როცა 

X=–7, / უდრის 7-ს და ა. შ. 

ჯ=V –Xჯ მაგალითში ჯ < 0. თუ ეს პირობა არ იქნება შეს- 

რულებული, » (ჰვლადი არ იქნება ნამდვილი, ჩვენ კი ვლაპარაკობთ 

მხოლოდ ნამდვილი ცვლადის ნამდვილ ფუნქციაზე. 
8 

»= V X მაგალითში Xჯ ცვლადს შეიძლება მივცეთ ნებისმიერი 

  

  

ნამდვილი რიცხვითი მნიშვნელობა; »” =%+) მაგალითში X=0 გარ- 

და (რადგან X-ის ამ მნიშვნელობისათვის წილადს ეკარგება აზრი) 

ყველა დანარჩენი მნიშვნელობა მისაღებია მაგალითში უ7=>-. 

«-ს შეიძლება მივცეთ ნებისმიერი ნამდვილი მნიშვნელობა, გარდა 

=, აზრი ეკარგება (მასწავ-   X=1; როცა X=>=1, ფუნქციას »= 
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ლებელმა უნდა იცოდეს, რომ როცა X= -- ფუნქცია 1ყ ჯ კარგავს 

აზრს, ვინაიდან IM -- არავითარ რიცხვს არ წარმოადგენს; უსას- 

რულობა რიცხვი არაა, რიცხვი ყოველთვის სასრულო უნდა იყოს). 

ძლიერ სასურველია X»=>X და XV= |ჯ| ფუნქციათა გრაფიკების 

აგება. გრაფიკები მოსწავლეს ნათლად დაანახვებს განსხვავებას მათ 

შორის. 

საზოგადოდ გრადიკული და ანალიზური ხერხის მიმდევრობითი 

გამოყენება ეფექტური საშუალებაა ფუნქციების გამოკვლევისა და 

მათი თვისებების შესწავლისა. სასა-გებლოა განხილვა 1! ფაქტო- 

რიალ ფუნქციისა. მოსწავლე უნდა მივიყვანოთ ი3 დასკვნამდე, რომ 

ცნება ფუნქციაზე ეს არის ცნება შესაბამისობაზე. ამიტომ დაუშეი- 

ბელია აზრი (მტკიცება), რომ ფუნქცია სამგვარია: ფორმულით მო- 

ცემული, გრაფიკულად ან კიდევ ცხრილით მოცემული. 

სავსებით შესაძლებელია, რომ არც ფორზულას, არც გრა- 

ფიკს და არც ტაბულას ჰქონდეს ადგილი, მაგრამ ისეთი წესის 

სიტყვიერი ფორმულირება ვიქონიოთ, რომელიც საშ» უალებას მოგვ 

„კემს ცელადთა შორის გარკვეული შესაბამისობა დავადგინოთ; მა- 

გალითად, ჯ-ის (არგუმენტის, დამოუკიდებელი (ცვლადის) ყოველი 

ირაციონალური მნიზვნელობისათვის #-ი მივიღოთ ნოლის ტოლად 

"(X==0), ხოლო X-ის ყოველი რაციონალური მნიშვნელობისათვის 

ული მივიღოთ ერთეულის ტოლად (»X=1). ასეთი შესაბამისობა 

უფლებას გვაძლევს ”#-.ი განვიხილოთ როგორც X-ის ფუნქცია. ამ 

ფუნქციას დირიხლეს (I)IIICსIი1) ფუნქცია ეწოდება. 
მხედეელობიდან არ უნდა გამოგვრჩეს, რომ როცა რომელიზე 

მათემატიკური გამოსახულება შეიცავს რაიმე ცვლადს და, მაშასა- 
დამე, ამ ცვლადზეა დამოკიდებული (წარმოადგენს ამ (ავლადის 

ფუნქციას), აქედან კიდევ არ შეიძლება დავასკვნათ, რომ ფუ ნქცია 

უსათუოდ ანალიზურად არის მოცემული. თუ ფუნქციის დნება 
იგივეა, რაც შესაბამისობის (ცნება, ადვილად გასაგებია, რომ ფუნ- 
ქცია თავისი არის შუალედებში შეიძლება მოცემული იყოს სხვა- 

დასხვა წესის მიხედვით, მაგალითად: თუ. – 8< X<--8, X=X; 

1 თუ --3<X=<1, /=9:+1; თუ კი1<X<2, X=--და 

ა, შ. ყველა ზემოხსენებულის შესახებ კლასში თანმიყოლებით საუ- 

ბარი ზედიზედ მიუღებელია. ამასთან მასწავლებელს უნდა ახსოვ- 

2. მ. კონიაშვილი “.



დეს, რომ არ დაუშვას ისეთი შეცდომა, რომლის შემდეგში გამოს- 

წორება ძალიან ძნელია. 

მიზანჰეწონილად მიგვაჩნია მასწავლებელს აქვე მიეცეთ ფუნ- 

ქციაზე ცნების განვითარების მოკლე ისტორიული ცნობა. 

მათემატიკაში ეს უმნიშვნელოვანესი ცნება დეკარტმა შეიტანა. 

მესთვეს ფუნქცია რომელიმე მრუდი ხაზია. აღებულ ხაზზე 

წერტილის ორდინატი მისი აბსცისის ფუნქციაა (ბერნშტეინი). 
დეკარტისთვის ფუნქციის განსახღვრა დამოკიდებულია გეო- 

მეტრიაზე. მისთვის ფუნქ კია და მრუდი სინონიმებია, ეს პირველი 

ეტაპია. 

ნიუტონიც მრუდის ორდინატის სახით გამოხატავს სიდიდეს, 

რომელიც მეორე სიდიდის ფუნქციას წარმოადგენს (LICIIICII, გვ. 

383). ლაიბნიცი 1086 წელსაც კი ხმარობს გამოთქმას „ტრანსცენ- 
დენტული სიდიდეები“, ნაცვლად გამოთქმისა „ტრანსცენდენტული 

ფუნქციები" (იქვე, გვ. 416). 
XVIII საუკუნის დასაწყისს ბერნულიმ და ეილერმა ფუნქცია 

განსაზღვრეს როგორც რომელიმე ანალიზური გამოსახულება. 

ფუნქციის განსაზღვრა ეილერის მიერ ასეთია: რომელიმე ცვლადი 

სიდიდის ფუნქცია ეწოდება ანალიზურ გამოსახულებას, რომელიც 

შედგენილია ამ ცვლადი სიდიდისა და მუდმივ ოდენობათა დახ- 

მარებით, 

ამრიგად, ფუნქცია და ფორმულა (ანალიზური გამოსახულება) 

ერთისა და იმავე ცნების სინონიმებია. ეს მეორე ეტაპია. 

XIX საუკუნის პირველ ნახევარში გაუსის მოწაფემ ლეჟენ 

დირიხლემ (1805-1859 წწ) რომელმაც თავისი მასწავლებლის 

კათედრა დაიჭირა ჰეტინგენის უნივერსიტეტში, ფუნქციის უაღრესად 

ფართო განსაზღვრა მოგვცა, რომლითაც სარგებლობს თანამედროვე 
მათემატიკა და რომელიც ასეა ჩამოყალიბებული: 

ჯ-ს ეწოდება ნამდვილი X» (კვლადის ფუნქცია რომელიმე 

(თ, ი) შუალედში, თუ «-ის თითოეულ მნიშვნელობას ამ შუალედი- 
დან შეესაბამება V-ის სავსებით განსახღვრული მნიშვნელობა“. ეს 

მესამე ეტაპია, ამ მესამე ეტაპს იმ მხრივ აქეს დიდი მნიშვნელობა, 

რომ სრულიად გვაცილებს თავიდან იმ ნათესაურ ურთიერთობას, 

რითაც უკავშირებდნენ ერთმანეთს ფუნქციასა და მრუდ ხაზს პირ- 

ველ ეტაპზე, აგრეთვე ფუნქციასა და ფორმულას მეორე ეტაპზე, 
დირიხლეს ფუნქციის ცნება უფრო ფართოა, ვიდრე მრუდის 

ცნება, როგორც იგი ესმოდათ მათემატიკოსებს XVII და XVIII 
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საუკუნეებში, იგი უფრო ფართოა აგრეთეე, ვიდრე ეილერის „ანა- 

ლიზური გამოსახულება", 

ადგილის სიმცირის გამო მოკლებული ვარ საშუალებას ჯავა- 
სურათო გამოთქმული დებულება რამდენი?ე მაგალითით. აღვნიშ- 

ნავ მხოლოდ, რომ თუ გვაქვს ჩანაწერი; 

ჯ»=–-1, როცა X<-0 

7 = 0, როკა X==0 

X#==-1. როცა Xჯ > 0 

აქ მოსწავლეები უნდა ხედავდნენ არა სამ ფუნქციას, თუმკა ჩვენ 

სამი ანალიზური გამოსახულება გვაქვს, არაბედ ერთ ფუნქციას. 

რასაკვირველია, ჩვენ შეგვიძლია შევამოკლოთ ჩანაწერი, თუ 

რომელიმე სპეციალურ ნიშანს შემოვიღებთ ჩვენი ერთი ფუნქციის 

აღსანიშნავად, რომელიც გამოსახულია სამი ფორმულით. მაგრამ 

ასეთი პირობითი ნიშანი ხაქმის არსს არ ცვლის, მართლაც, რა 

შეიცვლება არსებითად. თუ შევთანხმდებით, რომ ჩკენი ფუნქცია 

ასე აღვნიშნოთ: X»=>=§5IეIს(X) და შწავიკითხოთ #/ უდრის სიგნუმ 

X-ისა; (ლათინური „სიგნუმ“ ნიშნავს ნიშანს, ბეჭედს). 

ამ მომენტის შეგნებული შეთვისება დიდ ნაბიჯს წარმოადგენს 

მოსწავლის მათემატიკური განვითარების პროცესში, კერძოდ, ისე- 

თი მნიზვნელოვანი და ძირითადი ცნების დაუფლებაში, როგორც 

არის ფუნქციის ცნება, თუ მოსწავლე ამ მომენტში გაერკვივა, მა- 
შინ ადვილად გაიგებს რომ რაიმე მრავალსახა ფუნქციაზე ლაპა- 

რაკი ზედმეტია. (არ დავივიწყოთ, რომ მბედველობაში გვაქვს მხო- 

ლოდ ნამდვილი ცვლადის ნამდვილი ფუნქცია). 

„მრავალსახა ფუნქცია“ ახლა ისე წარმოგვიდგება, როგორც სპე- 

ციალური ნიშნის დახმარებით მოკლედ ჩაწერილი ერთი ფუნქცია; 

ამასთან ეს ფუნქცია დასაწყისში გამოსახულია ფორმულებით, რო- 

მელთა რიცხვი ერთზე მეტია. თითოეული ეს ფორმულა ცალსახად 

(როგორც ამას მოითხოვს ფუნქციის ცნების განსაზღვრა) განსა- 

ზღვრავს ფუნქციის მნიშვნელობას მისი არსებობის არის შესაბამ 

ინტერვალში, 

შეიძლება მკითხველმა იკითხოს, მაშ რას წარმოადგენს, ან რას 

გამოსახავს #»XC9IსX, თუ მრავალსახა ფუნქციის სახელს არ მივ- 
ცემთ? პასუხი ასეთი იქნება: #I0C§5IIII წარმოადგენს ყველა იმ კუთ- 

ხის (რკალის) ზოგად სახეს, რომელთაც ერთნაირი სინუსი 

აქვთ. 
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ფუნქციას (ფორმულას) გაცილებით უფრო მეტი გამოყენება 

აქვს, როცა არგუმენტი განყენებული რიცხვია, და არა სიდიდე. 

ავიღოთ, მაგალითად, ფუნქცია /= იჯ. თუ 0 არის თანაბრად 
მოძრავი სხეულის სიჩქარე, X კი დრო, მაშინ „+ გამოსახავს გაე- 

ლილ მანძილს, მაგრამ ფუნქცია X= CX, სადაც ასოები #, «,0ო X მი. 

ღებული იქნება როგორც განყენებული რიცხვები და არა როგო“ც 

გარკვეული კონკრეტული სიდიდეები, გამოიყენება იმ შემთხვევაშიც, 

როცა ვპოულობთ მართკუთხედის ფართობს, თუ თ გამოსახავს. 

ფუმეს, X კი სიმაღლეს, და კიდევ მრავალ სხვადასხვა შემთხვევაში. 

გარდა ამისა მათემატიკურ ანალიზში, კერძოდ, ალგებრასა და ტრი-· 

გონომეტრიაში„ საზოგადოდ სიდიდეებზე შეიძლება ვაწარმოოთ 

ნხოლოდ ორი ოპერაცია-შეკრება და გამოკლება – განყენებულ 

რიცხვებზე კი ყველა დანარჩენი აქ ნათქვამი ემატება იმას, რაც 

იყო თქმული § 9 ს ბოლოს. (პუნქ. ა და ბ). 

§ 4. ტრიბონომეტრიული ფუნქციების განსაყღვრა 

ელემენტარულ მათემატიკაში დასაშვებია ტრიგონომეტრიული 

ფუნქციების განსაზღვრა მხოლოდ გეომეტრიული გზით, 

გეომეტრიული განსახღვრა შეიძლება მივცეთ ორი გზით: ან 

ტრიგონომეტრიული ხაზების სარგებლობით, ან პროექციების საშუა- 

ლებით. მაგალითად, სინუსი რიბკინის სწორხაზოვან ტრიგონომეტ- 

რიაში განისაზღვრება როგორც სინუსის ხაზის ფარდობა 

რადიუსთან; ა, ბერმანტის და ლ. ლუსტერნიკის ტრიგონომეტრიაში 

კი სინუსი განისაზღვრება როგორც საწყის რადიუსთან თ კუთხის 

შემქმნელი რადიუსის ვერტიკალური პროექციის ფარდობა რა- 

დიუსის სიგრძესთან. 

ამ უკანასკნელ ორ ავტორს ტრიგონომეტრიული ხაზების ცნე- 

ბით სარგებლობა არაპედაგოგიურად მიაჩნია. ისინი ამბობენ, რომ 

ტრიგონომეტრიული ხაზებით ჩეე;ნ ვსარგებლობთ მხოლოდ და მხო- 

ლოდ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განსაზღვრისათვის, რის 

შემდეგ მათ არსად აღარ ვახსენებთო. ეს მოსაზრება მართალია. 

რასაკვირველია, პროექციის ცნება მნიშვნელოვანია; ამ ცნებით 

ჩვენ ვსარგებლობთ ხშირად სხვადასხვა მათემატიკური საკითხის 

ამოხსნის დროს. თეორემები პროექციებზე შესაძლებლობას გვაძლე- 

ვენ საჭირო ფორმულა უფრო მოკლე გზით მივიღოთ. ეს სავსებით 

სწორია, მაგრამ ისიც უნდა გვახსოვდეს, რომ ჩვენი საშუალო სკო- 
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ლა მასობრივია და თვალსაჩინოებას სწავლებაში დიდი ადგილი 

უნდა დავუთმოთ. საკითხი, ამ თვალსაზრისით განხილვისას «მ 

დასკვნამდე მივალთ, რომ ტრიგონომეტრიის „კურსის დასაწყისში 

სწორედ პედაგოგიურად გამართლებული იქნება ტრიგონომეტრიუ- 

ლი ხაზებით სარგებლობა”. 

ზემოთ მოყვანილი სინუსის ორი განსაზღვრა ერთიმეორეს 

შეადარეთ და ადვილად შეამინევთ, რომ მეორე განსაზღვრა, რო- 

მელიც პროექი:იის ცნებაზეა აგებული, უფრო რთულია და უფრო 

ნაკლებად მისაწვდომი საშუალო მოსწავლისათვის. ამიტომ ჩვენ მი- 

ზანშეწონილად მიგვაჩნია, რომ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 

საბოლოო განსაზღვრა მოცემულ იქნეს ტლიგონომეტრიული ხა- 

ზებისა და რადიუსის ფარდობის სახით მაგრამ, მხედეელობიდან 

არ უნდა გამოგვრჩეს ერთი საფრთხე, საქმე იმაზია, «ომ მოსწავ- 

ლენი ისე ეჩვევიან ამ ტრიგონომეტრიულ ხაზებსა და ტრიგონო- 

მეტრიულ წრეს, რომ მათ გარეშე უქნელდებათ ზოგიერთი სა- 

კითხის დაძლევა და ეძებენ წმინდა გეომეტრიულ გხას მაშინაც კი, 

როცა უფრო ადვილია ანალიზური გხა: ი მაგალითად, სამართლიანი» 

თუ არა ყოველთვის ტოლობა 

C7C >III (XII) X) == X 

აქ პასუხი ასეთი უნდა იყოს: სამართლიანია, თუ 

<- მაშინ ა=Vლ 

ნ
 # –=27 – 

ი დას რ 

2 , თუკი. ხ5
| 

:) 

თ/0 511) (911) +) => –– ს. 

მოსწავლეს უნდა ესმოდეს, რომ ტრიგონომეტრიული სააზები და ტრი- 

გონომეტრიული წრე წარმოადგენენ მხოლოდდამხოლოდ დამხმარე 

თვალსაჩინო #არაღს, რომელიც დროებითი საშუალებაა ტრეგონო- 

მეტრიაში და მეტი არაფერი, ეს არის იარაღი, რომელსაც შემდეგში 

თავი უნდა დავანებოთ. ამიტომ აღნიშნულ საფრთხესთან ბრძოლი- 

სათვის საჭიროდ მიგვაჩნია შემდეგნაირი მუშაობა კლასთან. 

აგრეთეე სრულაად მისაღებეა კოორდინატთა პეთოდიც. მაშინ, მაჯა- 
ლითად, 587, განისახღევრება როგორც მოძრავი რადიუსის ბოლო წერტილის 

ორდინატის ფარდობა რადიუსის სიგრძესთან. ცხადია, ასეთი ინტერპრეტაცია 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციებისა არსებითად აო განსხვავდება იმ ანტერპრეტა- 

ციისაგან. როზმელიც ხმარებულაა წინამდებარე წიგნში. 
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ა) მოსწავლის ყურადღება იმ მნიშვნელოვან გარემოებას უნდა 
მიექცეს, რომ, თუე მაგალითად, სამკუთხედის ერთ რომელიმე კუთ- 

ხეს გავადიდებთ ორჯერ, სამჯერ... მოპირდაპირე გვერდი იმდენ- 

ჯერვე არ გადიდდება, ეს ფაქტი ძირითადია: აქ არავითარ პირდა- 

პირ პროპორციულობას არა აქვს ადგილი და დამოკიდებულება 

კუთხესა და მოპირდაპირე გვერდს შორის რთული ბუნებისაა. 

ბ) სამკუთხედის დასახელებულ ელემენტებს შორის უბრალო, 

მარტივი პროპორციულობა რომ არსებობდეს, მაშინ არითმეტიკის 

გარდა არაფერი დაგეჭირდებოდა, მაგრამ ეს ასე არ არის. 

შემდეგისათვის ვგუღლისხმობთ, რომ კლასს აქვს დამაკმაყოფი- 

ლებელი წარმოდგენა დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტე.· 

ნაზე და დეკარტის ნიშა5თა წესზე. 

ზემოაღნიზნულის შედეგად გაკვეთილების მსვლელობა ასეთ სა- 

ხეს მიიღებს: 

მასწავლებელი – ავიღოთ სამკუთხედი 28C (ერთ-ერთი 

მოსწავლე ხაზავს დაფაზე სამკუთხედს) და გვერდი „18 გავადიდოთ 

ორჯერ, ხოლო წვერო C-ს მდებარეობა შეუცვლელი” დავტოვოთ. 

ორჯერ გადიდდება თუ არა მოპირდაპირე C კუთხეც? 

პასუხი–- არა. 

მასწავლებელი -–– დამიმტკიცეთ? 

დამტკიცების შემდეგ კლასი იმ შემთხვევასაც გაარკვევს, რო- 

დესაც C კუთხე ორჯერ გადიდდება 48 გვერდის ორჯერ გადი- 
დების გამო, ასეთი შემთხვევა მიღებული იქნება როგორც გამო- 

ნაკლისი, 

დამტკიცებისათვის შეიძლება პარალელოგრამით სარგებლობა, 

პარალელოგრამში დიაგონალები იყოფიან შუაზე, მაგრამ ეს დია- 

გონალები მის კუთხეებს შუაზე საზოგადოდ არ ჰყოფენ. მხოლოდ 

რომბში კუთხეებიც იყოფა შუაზე დამტკიცებისათვის შეიძლება 

ვისარგებლოთ აგრეთვე თეორემებით სამკუთხედის კუთხის ბისექ- 

ტრისის შესახებ: 

მასწავლებელი –– როგორც ეხედავთ, სამკუთხეჯში გვერ- 

დებსა და მათ მოპირდაპირე კუთხეთა შორის პირდაპირი პროპორ- 

ციულობა არ არსებობს. კავშირი მათ შორის რთული ხასიათისაა 

და მყარდება განსაკუთრებული ფუნქციების საშუალებით, ამ ფუნ- 

ქციებს ტრიგონომეტრიული ფუნქციები ეწოდება, რადგანაც ისინი 

უპირველეს ყოვლისა, ტრიგონომეტრიაში იხმარებიან, ტრიგონო- 
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მეტრია წარმოადგენს მათემატიკის ისეთ დარგს, რომლის უახლოესი 

მიზანი სამკუთხედების ამოხსნაა. 

მასწავლებელი განუმარტავს კლასს, თუ რას ნირნაეს სამკუთ- 
ხედის ამოხსნა, ცხადია, ამბობს მასწავლებელი, საჭირო ხდება ჯერ 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების შესწავლა ტ“იგონომეტრიის ამ 
ნაწილს გონიომეტრია ეწოდება. აქ ვაწარმოებთ გამოკითხვას. 

მასწავლებელი -- მაშ, ჯერ გავეცნოთ ამ ფუნქციებს, ავი- 
ღოთ მახვილი კუთხე 48C (ერთ-ერთი მოწაფე დაფაზე ხაზავს მა- 

ხვილ კუთხეს, დანარჩენები-- რვეულებში). 

აიღეთ 4/> გვერდზე MI წერტილი (იხ. ნახ. 9). ამ წერტილი- 

დან 80 გვერდხე დავუშვათ #I პერპენდიკულარი: განვიხილოთ 

MI პერპენდიკულარის შეფარდება ## მონაკვეთთან, ე. ი. 

#I#” 

#6 

გამო არკვიეთ, შეიცვლება თუ არა ეს შეფარდება, თუ იმავე 

გვერდზე // წერტილის ნაცვლად ავიღებთ სხვა რომელიმე IV, 

წერტილს და შევადგენთ შეფარდებას 

M,X, 
2ჩ8 

სადაც #,#, წარმოადგენს პერპენდიკულარს 8C გვერდისადმი. 

პასუხი –- არა, არ შეიცვლება. მოწაფე ამტკიცებს ამას. განი- 

ხილავენ მსგავს სამკუთხედებს #1L# და II, #,7#,. 
მასწავლებელი -–- შეიძლება თუ არა შეფარდება, თუ 80C 

გვერდზე X წერტილის ნაცვლად ავიღებთ რომელიმე #I, წერტილს. 
ამ წერტილიდან დავუშვებთ #I,L. პერპენდიკულარს 814 გეერდზე 

და შევადგენთ შეფარდებას 

წლ. 

8M, 

პასუხი- არა, არ შეიცვლება (მოწაფე ამტკიცებს იმავე 
გზით). 

“"მასწავლებელი-–- რა შეიძლება აქედან დავასკვნათ? 
კარგი იქნება, თუ კლასი დამოუკიდებლად გააკეთებს ამ დას- 
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კვნას. მაგრამ, თუ ეს არ მოხერხდება, მასწავლებელმა თვითონ უნ- 

და ჩამოაყალიბოს საკითხის განხილვის შედეგი. 

მასწავლებელი –– მაშასადამე, თუ მოცემული გვაქვს მახვი- 

ლი კუთხე და ამ კუთხის ერთ-ერთი გვერდის როძელიმე წერტი- 

ლიდან მეორე გვერდზე დავუშვებთ პერპენდიკულარს, მაშინ ამ პერ- 

პენდიკულარის 'მეფარდებას მანძილთან კუთხის წვეროდან აღებულ 

წერტილამდე, გარკვეული მნიშვნელობა ექნება. კუთხის (ჯერ მხედ- 
ველობაში გვაქვს მახვილი კუთხე) გარკვეულ მნიშვნელობას დასახე- 
ლებული შეფარდების ერთი და მხოლოდ ერთი გარკვეული მნიშვნე- 
ლობა შეესაბამება. მაშასადამე, ეს შეფარდება წარმოადგენს კუთხის 
ფუნქციას. მასწავლებელი ეუბნება მოწ:ფეებს ამ ფუნქციის სახე=ლ- 
წოდებას და უბვენებს მის აღნიშვნას. §(ი «. 

  

  

ნახ. 2. 

ამგვარადვე კლასი ეცნობა ლ0§5თ, L-თ, C(Cთ ფუნქციებს. 
შემდეგ მასწავლებელი განიხილავს შემთხვევას, როცა 909 < 

+“ 7 <- 180” (იხ. ნახ, ვ) ავიღოთ ხელახლა #7, წერტილი ნების. 

მიერად 84 გვერდხზე, ვაწარმოოთ ყველა ის ოპერაციები, რომელ- 

ხეც ზევით იყო თქმული, და განვიხილოთ 2I შეფარდება, ეს 

შეფარდება იმავე თვალსაზრისით იქნება განხილული. აქ ახალს არ 

  ექნება ადგილი. 2 შეფარდება კი გვაძლევს შემთხვევას ვი- 

საუბროთ მონაკვეთების მიმართულებაზე და დეკარტის ნიშანთა 

M# 8L 
წესზე. უკანასკნელი დაგეჭირდება აგრეთვე “ფც. და -#C შეფარ- 

დებების განხილვის დროს, 
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მაშასადამე, როგორც ვხედავთ, განხილული ტოიგონომეტრიუ- 

ლი ფუნქციები წარმოადგენენ გარკვეული წესით აღებული ორი 
სიგრძის (ორი მონაკვეთის) შეფარდებას. 

ამის შემდეგ მასწავლებელი განიხილავს ჯერ ისეთი კუთხეების 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს, რომლებიც 180"-ზე მეტია, ხოლო 

270%ხე ნაკლები, მერე დანარჩენი კუთხეების (270?, 360?) შუა- 

ლედში. მიზანშეწონილი იქნება ჯერჯერობით თავი შევიკავოთ და 

არ ვისაუბროთ §60> და 00806» ზე: არც იმ შემთხვევებზე, როდე- 
საც კუთხის ტანგენსი ან კოტანგენსი უსასოულობაა. 

4 

++ 

ახლა ტრიგონომეტრიული ფ.,ნ6ქციების ცვლადობის (და შემ- 

დეგ მათი გამოანგარიშების) საკითხის შესწავლისათვის ამგვარი ნა- 

ხაზით სარგებლობა ერთგვარ უხერხულობას წარმოადგენს, მართ- 

ლაც, გავადიდოთ” კუთხე 7», რისთვისაც მოვაბრუნოთ 248 გვერდი 

88 წერტილის «როგვლივ საათის ირის მოძრაობის წინააღმდეგ. სად 

ავიღოთ ამ 48 გვერდზე წერტილი, როომ ზემომოყვანილი წესით 

მიღებული შეფარდება ადვილად ბპევადაროთ პირველ შეფარდებას, 

ჟუ. ი: 4 შეფარდებას? ცხადია, ეს შედარება მაშინ ოფრო ად- 

ვილია, როცა შეფარდების ერთ-ერთი წევ“ი, მაგალითად, მ5იშვნე- 

ლი უცვლელი დარჩება. ამგვარად, ტრიგონომეტრიული ფუნქციე- 
ბის ცველადობის შესწავლისათვის მიზანშეწონილია ისეთი შეფარდე- 
ბები, რომლებშიც მნიშვჩიელი უცვლელია. მაშასადამე, ბუნებრივია 
ავაგოთ წრე და ვიხმაროთ („ცენტრული კუთხეები, წრის რადიუსი 
შეიძლება ნებისმერი სიდიდისა იყოს, ყველაზე მოხერხებულია. 

თუ წრის რადიუსს ერთეულის ტოლა ავიღებთ. 

აღნიშნული შეფარჯებების ნიშნების საკითხის გამორ- 

კვევისათვის მოვიხჰაროთ დეკარტის სწორკუთხოვან კოორდინატთა 
სისტემა; კოორდინატთა სათავე ავიღოთ წრის ცენტრში, ე. ი. ავა-



გოთ ორი ურთიერთ პერპენდიკულარული დიამეტრი, მათი გა- 

დაკვეთის წერტილი წრის ცენტრში იქნება ერთ დიამეტრს გუწო-· 

დოთ ჰორიზონტალური დიამეტრი, მეორეს –ვერტიკალური, 

ასეთი განხილვის შემდეგ მოსწავლეები თავიანთ რვეულებში 

ააგებენ ტრიგონომეტრიულ წრეს, 

ტრიგონომეტრიული წრე ეწოდება ისეთ წრეს, რომლის რა- 

დიუსი ერთეულის ტოლია, ცენტრი კოორდინატთა სისტემის სათა- 

ვეშია, ხოლო რკალების ათვლის წერტილი იმყოფება პორიზონტა- 

ლურ დიამეტრზე, და ცენტრიდან ერთი ერთეულის მანძილით 

არის დაშორებული (ნახ, 4). 

  

#” 

„ყ% 
V 

! _) 
4C-““ი “ 

/ 

| – 
გას” 

4, 
ნახ, 4. 

ამგვარრდ ტრიგონომეტრიული წრის როლი გა:ორკვეულია. 

სწავლების პროცესში იგი წარმოადგენს დამხმარე საშუალებას. 

იმის გამო, რომ შედეგში ჩვენ საქმე გვექნება ისეთ შეფარ- 

დებებთან, რომელთა მნიშვნელი ერთნაირია, მიზანშეწონილია მნიშ- 

ვნელი რადიუსს ტოლი ავიღოთ, შემდეგ, იმის გამო, რომ ტან- 

გენსი და კოტანგენ.ი განისაზღვრება როგორც ორი გარკვეული წე- 

სით აღებული ორი კათეტის შეფარდება, რომლის მნიშვნელი რა- 

დიუსს ეტოლება, მოსწავლისათვის ძნელი არ იქნება დასახელებული 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების ტრიგონომეტრიული ხაზების აგე- 

ბა, ამ გზით ჩამოყალიბდება ასეთი ნახაზი (ნახ. §): 
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ასეთ ნახაზს მოსწავლე ტრიგონომეტრიის პირველ გაკვეთი- 

ლებზე უნდა ხედავდეს. ამის შემდეგ მასწავლებელი კვლავ ტრიგო- 
ნომეტრიული ფუნქციების განსაზღვრაზე გადადის, მაგრამ ტრიგო- 

ნომეტრიული წრისა და ხაზების საშუალებით. 

მართალია, ასეთი ხერხით მუშაობა შედარებით მეტ დროს 

მოითხოვს, მაგრამ იგი ხელს უწყობს წარმატებით სწავლებას, ასეთ 

პირობებში მოსწავლე უფრო შეგნებულად ითვისებს გავლილ მა- 

სალას, რადგან აქ სწავლების ყოველი მომენტი გამართლებულია 

თეორიულად და პრაქტიკულად. ეს კი ფორმალიზმის წინააღმდეგ 

ბრძოლის ერთ.ერთი გზაა. 

#7? | 
  

  

    #, 
ნახ. 5. 

აუცილებელია განვუმარტოთ მოსწავლეებს, თუ რატომ 

ეწოდება §Iთ-ს, C059-ს, წღთ-სს და C(ღ«-ს თ კუთხის (რკალის) 
ფუნქციები, ამისათვის უნდა გავიხსენოთ ის, რაც ზევით იყო 

ნათქვამი (§ 3) ფუნქციის ცნების შესახებ. 

ავიღოთ §I11) >, სადაც თ კუთხე (რკალი) ცვლადი სიდიდეა. 
« კუთხეს შეიძლება ნებისმიერი მნიშვნელობა ჰქონდეს. თუ ეს მნი- 

შენელობა მოცემულია, მაშინ შესაძლებლობა გვექნება ავიღოთ კუთ- 

ხე, კვადრანტის მიხედვით სინუსის ხაზი და შემდეგ შევადგინოთ ამ 

ხაზის შეფარდება რადიუსთან (შეფარდება უნდა ავიღოთ თავისი 
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ალგებრული ნიშნით). ცხადია, რომ ეს შეფარდება სოულიად გარ- 

კვეული იკნება: კუთხის გარკვეულ მ5იშვნელობას შეესაბამება ამ 

შეფარდების (ამ შემთხვევაში სინუსის) გარკვეული მნიშვნელობა, 

· 

რაც %ეეხება ისეთ გამონაკლისს, როგორიცაა LV –ვ– 0(Cღ », 

იწუპ>, IC (– +) ამაზე ჩვენ მსჯელობა გვექნება ტრიგონომე- 

ტრიული ფუნქციების ცვლის შესწავლასთან დაკავშირებით, სეკანსზე 

და კოსეკანსზე შეიძლება არ შევჩერდეთ. ამ ფუნქციებს მაინც და 

მაინც ისეთი მნიშვნელობა არა აქვთ, რო3 მათი განხილვით დავამ- 

ძიმოთ ტრიგონომეტრიის პირველი გაკვეთილები, 

უფრო მეტი ვარჯიშია საჭირო: 1) ტრიგონომეტრიული ხაზე. 

ბის აგებაზე და მათი მიმართულების გამორკვევაზე, 9) ტრიგო- 

ნომეტოიული ფუნქციების რიცხვითი მნიშვნელობის გამოანგარი- 

შებაზე მოცემული კუთხის ტრიგონომეტრიული ხაზის და რა- 

დიუსს უშუალო გაზომვით, 8) კუთხის აგებაზე, როდესაც 

მოცემულია მისი რომელიზბე ფუნქციის რიცხვითი მნიშვნელო- 

ბა, ამ ვარჯიშს დიდი დიდაქტიკური მნიშვნელობა აქვს, ასეთი 

ვარჯიშის შედეგად მოსწავლე პრაქტიკულად იყენებს ტრიგო- 

ნომეტრიის ძირითად ცნებებს და უფრო შეგნებულად ითვისებს მი- 

ღებულ ცოდნას, იმეორებს გეომეტრიულ მასალას, რადგან ზემოთ 

დასახელებული ამოცანები წარმოადგენენ გეომეტრიულ ამოცანებს 

აგებაზე (ამასთან ისიც იგულისხმება, რომ ამ ამოცანების ამოხსნის 

სხვა ხერხები მოსწავლემ ჯერ არ იცის) მოსწავლე ვარჯიშობს 

მიახლოებითს გაზომვა-გამოანგარიშებაში და შემდეგ, როდესაც 

იმივე ამოცანების ამოხსნის სხვა ისეთ ხერხს ეცნობა, რომელსაც 

გონიომეტრია იძლევა, ის ამ ხერხებს ერთმანეთს ადარებს და 

რწმუნდება მეცნიერების ძალაში, რომელიც საშუალე- 

ბას გვაძლევს უფრო და უფრო ადვილად დავძლიოთ 

პრაქტიკით (ამ სიტყვის ფართო გაგებით)წამოყენე- 

ბული ამოცანები. ამ მომენტს მასწავლებელმა ანგარიში 

უნდა გაუწიოს საქმით და არა სიტყვით. მასწავლებელმა უნდა 

დაარწმუნოს მოსწავლე აქ ნათქვამის სისწორეში, ამ პარაგრაფში 

განხილულ საკითხს უნდა დავუმატოთ მოკლე ისტორიული ცნო- 

ბები, რომლებიც ეხება როგორც ცნებების, ისე ტერმინების გან- 

ვითარების მხარეს, რაც მოსწავლისათვის მეტად საინტერესო და 
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საყურადღებო იქნება. ასეთი ცნობებით მოსწავლე დარწმუნდება, 

რომ არაფერი არ ჩნდება უცბად და სრულყოფილი სახით, რომ 

ყველაფერი იცვლება, ვითარდება. მოსწავლე იმასაც დაინახავს, თუ 

რა სიძნელეებს ჰქონდა ადგილი წარსულში და რამდენი მუშაობა 

დასჭირდათ მათემატიკოსებს, რომ ტრიგონომეტრიას ახლანდელი 

სახე მიეღო. 

ტრიგონომეტრია აღმოცენდა ასტრონომიასთან დაკავშირებით 

და ემსახურებოდა მას როგორც გამოანგარიზებისათვის დაზხმარე 

საშუალება. 

ძველ საბერძნეთში ასტრონომიასთან ერთად ვითარებოდა 

ტრიგონომეტრიაც,. 

ის, რასაც „სინუსი“ ეწოდება, Cველ საბერძნეთზი წარმოად- 

გენდა მონაკვეთს და არა ორი მონაკვეთის ფარდობას, ეს მონაკვე- 

ღი იყო ორმაგი კუთხის ქორდა (ნახ. 6) „248, რაც ეტოლება 

202835) ==9 7 59I)I)თ. 

  

ნტ.ხ. 6. 

ძველი ინდოელები ორკეცი რკალის ქორდის ნა()ვლად სარგებ- 

ლობჯნენ ამ ქორდის ნახევრით, ე. ი. 8C ნონაკეეთით, რასაც 
„მშვილდის ლამბს უწოდებდნენ. არაბებმა ამ სიდიდეს _სინუსი" 
უწოდეს, სინუსი ლათინური სიტყვაა, რაც „უბე“-ს ნიზნავს. 

სახელწოდებანი „სინუსი“ და „სინუს ლ00#1)101)ის)(I", რომელიც 

XIII საუკუნეში შეიცვალა „კოსინუსით“, გაჩნდა XII საუკუნეში. 
დამახასიათებელი აღნიშვნები §)ი და (0 ლეონარდო ეილერის 
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(170; –173ვ) მასწავლებელს იოგან ბერნულის ეკუთვნის. პეტერ- 
ბურგელი აკადემიკოსი ფ. მაიერი §I) და (0§ ნაცვლად წერდა 

(1729 წ.) 5 და C-ს. 

სახელწოდებანი „ტანგენსი" და „კოტანგენსი" შემოღებულია 

XVI საუკუნეში, მაგრამ მხოლოდ XVII საუკუნეში დამკვიდრდა. 

ყოველივე ეს ისე არ უნდა გავიგოთ, თითქოს ზემოთ დასახე- 

ლებული ცნებებით (სიდიდეებით) ყჟინათაც არ სარგებლობდნენ. ჯერ 
კიდევ X საუკუნეში არაბი ასტრონომები იმისათვის, რომ განე- 
სახღვრათ ჰორიზონტისადმი მზის სიმაღლე(ე.ი. ( 4/3 კუთხე, 
იხ, ნახ, 7) 48 ჩრდილის მიხედვით, რომელსაც ჰორიზონტალურ 

„=> + 
ნახ, 7. 

სიბრტყეზე იძლეოდა ვერტიკალურად დადგმული C8 სარი, ჩრდი- 

ლის სიგრძის რიცხვით მნიშვნელობას C/8-ს დახმარებით ამ სიგრ- 

48 

C8 

პოულობდნენ, რომელსაც უწოდებდნენ „სოსI28“-ს (ჩრდილს). 
XIV საუკუნეში თომა ბრედვარდინი, რომელიც ერთ-ერთი 

პირველი მწერალია ტრიგონომეტრიაში, ამ შეფარდებას უწოდებდა 

„სის I6CC(ი%-ს (ჩვენებურად –- კოტანგენსი), ხოლო იმას, რასაც 

ჩვენ ტანგენსს ვუწოდებთ, „სIის»2 V0I§0“-ს უწოდებდა. 
სინუსის როგორც შეფარდების განსაზღვრა, შემოღებულია 

XVIII საუკუნეში, ხოლო საბოლოოდ XIX საუკუნეში დამკვიდრდა, 

წინათ კი ის განისაზღვრებოდა, როგორც მონაკვეთი. 

ეს ორი წინანდელი სახელწოდება („II სL2“ XI06CL0ი და X0X52) 
ნათლად გვეუბნება, რომ ისინი შექმნილია ასტრონომიული დაკვირ- 

80 

ძის გაზომვის სამუალებით პოულობდნენ, ე. ი.   შეფარდებას



გების ზეგავლენით. რაც შეეხება ტრიგონომეტრიული ფუნქციის ნ.- 

შანს ამა თუ იმ კვადრანტში, უნდა აღვნიზნოთ, რომ ზემოთ დასა- 

ხელებული აკადემიკოსი მაიერი ჯერ კიდევ სავსებით ნათლად ვერ 

ერკვევოდა ამ საქმეში, მიტიც, 1741 წ. გამოსულ დეპარსიეს 

ტრიგონომეტრიის კურსში (ტრაქტატში) ნახსენებიც6 არ არის 

ბლაგვი კუთხის სინუსი დეპარსიეს აზრით ბლაგვ კუთხეს სენუსი 

არ აქვს. დეპარსიე თავის წიგნში სარგებლობს ტრიგონომეტრიული 

ხაზებით ამ ავტორის შეხედულებით ბლაგვი და მახვილი მოსა- 

ზღვრე კუთხეების ტანგენსი ერთნაირია. ტრიგონომეტრიული ფუნ- 

ქციების როგორც წშეფარდებების, განსაზღვრა პირველად სიმონ 

კლუგელმა (1789 –18!2) შემოიღო, თუმცა ეილერიც ასეთი შე- 

ხედულობისა იყო, მაგრამ ეილერმა სათანადო განსაზღვრები არ 

მოგვცა. ტრიგონომეტრიას თანამედროვე სახე ეილერმა მისცა. 

ტრიგონომეტრიული სიდიდეების განხილვა, როგორც შეფარდებე- 

ბისა და არა როგორც მონაკვეთებისა, მნიშვნელოვან ნაბიჯს წარ- 

მოადგენს რადგან ტრიგონომეტრიული ხაზი მოცემული კუთხისა 

იცვლება რადიუსთან ერთად, ხოლო მისი შეფარდება რადიუსთან 

უცვლელია, (იხილეთ ამასთან ვ 5-ს ბოლო). 

§ 5, მრთისა და იგივე კუთხის ტრიგო.ნიო.მგმტრიულ 
ფუნქციათა ფშო.რის ღამო.კიდებულების ძირითადი 

ფორმულების განყო. გაღება 

მოსწავლე რომ ამ საკითხში გაერკვეს, საჭიროა თვით მასწავ- 

ლებელმა კარგად იცოდეს შემდეგი ძირითადი მომენტი: 

საშუალო სკოლის გეომეტრიის ელემენტარულ კურსში არ არ- 

სებობს მიმართული სიდიდეები. 

ამიტომ ამ კურსში დეკარტის ნიშანთა წესზე ლაპარაკი არ წარ- 
მოებს, პირიქით, ტრიგონომეტრიული ხაზები და ფუნქციები მიმარ- 

თული სიდიდეები არიან” ისე როგორც ალგებრული სიდიდეები. 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს ასეთი დასკვნა: 

როდესაც რაიმე ტრიგონომეტრიული დამოკიდებულება გამო- 

გვყავს ამა თუ იმ გეომეტ–იული ფორმულის დახმარებით, აუცი- 

ლებელია ამ უკანასკნელში შემავალი სიდიდენი განვიხილოთ, რო- 

გორც ალგებრული (მიმართული) სიდიდენი. 

ამ შენიშვნის შემდეგ დავსვათ, მაგალითად, ასეთი საკითხი: 

იქნება თუ არა სამართლიანი მესამე მეოთხედში ფორმულები 
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1. 51)“ თ-- 6ი§7თ = 1 

  

  

8)0ს C 
2. (-თ== 

2 ლი§ 9, 

· Cილთ 
CI2 თ= –-- 

= აIII V ” 

რომლებიც გამოყვანილი გვაქეს პირველი მეოთხედისათვის, ავიღოთ. 

წრე და თ კუთხე მესამე მეოთხედში (ნახ. 8), 

ნახაზზე თ კუთხეს შეესაბამე- 

ბა 4M%C რკალი. დავუშვათ 

2 “ეი პერპენდიკულარი #44, დია- 
მეტრზე C წერტილიდან, მი- 

, თ ვიღებთ 08C მართკუთხა საზ- 

კუთხედს, განვაგრბოთ 0C 

რადიუსი ვიდრე არ გადა- 

კვეთს ტანგენსების ხაზს, თუ 

გადაკვეთის წერტილს აღვ- 
ნიშნავთ #) ასო»ი, მივიღებთ 

40/) მართკუთხა სამკუთხედს. 

80თC და 40 სამკუთხედი 

, 
= +.
 ჰ 

ე
ლ
ე
ვ
ა
 

=
=
 

» 

  . 
ნახ. 8. მსგავსია. დავწეროთ შემდეგი 

დამოკიდებულებანი: 

13C" -- თ//?7== 72 (1) 

40 CM 

“/ = “იწ. წ 
08 _ VM. . 
80 6 I 

ეს ფორზულები წმინდა გეომეტრიულ ფორმულებს წარმოადგენენ. 

1-ლ ფორმულას შეგვიძ -ია მივცეთ სახე: 

(> )+CV)-” 
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მე-2 ფორმულას მივცეთ სახე: 

ძ8 
#40) #. 

#ჯ# 08' 
· # 

ამ ფორმულებში ყველა მონაკვეთი ჩვეულებრივი არითმეტიკუ- 

ლი რიცხვებით გამოისახება (ე. ი. უნიწნოთ, აბსოლუტურად). აქ 
8C, 08, 42, 0C მონაკვეთები გეომეტრიულ მონაკიეეთებს წარ- 

მოადგენენ. 

ახლა თუ ნიშნებსაც ანგარიშს გავუწევთ, დაწერილ ფორმა- 

ლებს ასეთ სახეს მივცემთ: 

C=7-+C#)–. 
– 8C · ==. 
– –<<__- = C0035თ, 

და, მაშასადამე, მივიღებთ: : 

§1ი “თ –– 0052თ == 1. 

მაგრამ 

მე-9 ფორმულა არ შეიცვლება, თუ მას გადავწერთ ასეთი სახით 

  

–თCთ8 

4. XI. . 
! –08: 

#7 

ახლა, რადგანაც X 

_–_–_-__--_-–_–-____ 
კ_ეი 

შეგვიძლია დავწეროთ 

__ 9I10თ " 
I62== 0098თ აა 

მესამე ფორმულაც ასეთივე მსჯელობით მიიღება. 
ვ. მ. კონიაშვილი შვ



ამავე თვალსაზრისით შვიძლება დავამტკიცოთ, რომ ფორმუ- 

ლები ძალაში რჩებიან მეორე და მეოთხე კვადრანტებში. 

ამ ფორმულების განზოგადება უფრო მოკლე გზით შეიძლება, 

ვისარგებლოთ თ რკალი“ ბოლო წერტილის (ნახაზზე იხ. C წერ- 

ტილი) ჯ და / კოორდინატებით, ჩვენ ნახაზზე გვექნება X= 09, 

C8= ». კოორდინატები უკვე მიმართულ სიდიდეებს წარმოადგე- 

ნენ, რის გამო ჩვენ თავისუფლად შეგვიძლია დავწეროთ: 

-0608 თ == : 8910თ=>= _ %X# “ 7 __ 
V =+- 7 V 24" 

აქედან მივიდებთ 

8 
910 თ -I- ი0037თ == 1, ვინაიდან 5)? თ == -> -ჯ#. 

და 0055თ=-- ,---->, # +171 

შემდეგ, ვინაიდან ტანგენსი განისაზღვრება, როგორც # კათე- 

ის შეფარდება X კათეტთან, ხოლო კოტანგენსიი როგორც X# კა- ტის წეფარდე კათეტ ლო კოტასგესსი, გორც % კ 
თეტისა – ჯ კათეტთან, ამიტომ ადვილად შივიღებთ ფორმულებს 

810.თ 005თC 
ა გნით== --. 

208 თ დ წ §10 თ 
    წთ > => 

რომლებიც სამართლიანია თ კუთხის ყოველი ნამდვილი და 

დასაშგები მნიშვნელობისათვის. 

951 თ 

C03 თ 
  მაგალითად, თუ თ=-, მაშინ ცხადია, როშ Lყთ=> 

ფორმულას აზრი ეკარგება, ვინაიდან 

1 
წფთ = “ი. 

და ნულზე რიცხვის გაყოფა კი შეუძლებელი მოქმედებაა. მაშ 

თ. - სათვის + მნიშვნელობა დასაშვები არაა. აგრეთვე 

იყ“. 
910 C ფორმულას გამოყენება არა აქვს, თუ თ =>0, 0LCთ == 

3



აქ განხილული სამი ძირითადი ფორმულა წარმოადგენენ ტრი- 

გონომეტრიულ იგივეობას, რადგან სამართლიანი არიან თ კუთხის 

(რკალის) ყოველი დასაშვები მნიშვნელობისათვის, ეს სამი ფორ- 
მულა საშუალებას გვაძლევს თითოეული ტრიგონომეტრიული ფუნქ- 

ცია გამოვსახოთ მხოლოდ ერთე სხვა რომელიმე ტრიგონომეტრიუ- 

ლი ფუნქციის საშუალებით. მაგალითად, 

1 დ (დ თ 1 
სს 10 თ== იწთ თ =. , 

+V1 –-= (ლთ ” Lწთ 
  

+V 1+-ყ% 
როგორც ეხედავთ, 8), 0605» და იხთთ გამოვსახეთ Lყთ-ს საშუა- 
ლებით, მკითხველს ევალება: 

1) 310) თ, IC და 0(ყთ გამოსახოს იივთ-ს საშუალებით და 
გამოარკვიოს ნიშნების საკითხი. 

2) (ყ9, CL«« და 00§თ გამოსახოს §1ი თ-ს საშუალებით და გა- 

მოარკვიოს ნიშნების საკითხი. მოსწავლემ უნდა გაიგოს, რომ ფორ- 

= §1I) თ 008თ 
მულები 31ს)2თ –L- 0092თ==1, (ფ>» == აის ლხუთ= ეთ ერთი 

მეორესაგან და მოუ კიდებელია, ე. ი. რომელიმე ერთის მიღე. 

ბა, როგორც ორი დანარჩენი ფორმულის შედეგისა შეუძლე- 

ბელია. მაგრამ ასეთი ფორმულა, როგორიცაა 

    

= ზა. -- ! ხფთ-იხათ=1 ან 1-–+L თ=-ე- 

ახალ რამეს არ გვაძლევს და წარმოადგენს ძირითადი ფორმულების 

შედეგს. აქ მასწავლებელმა უნდა განმარტოს თუ რატომ ვამბობთ, 

რომ სამი ძირითადი ფორმულა ერთი მეორესაგან დამოუკიდებელია. 

§1II) თ 

605 თ 

რომელიც სრულიად არ გამომდინარეობს არც პირველი არც მესამე 

ფორმულიდან0, რომელიც აგრეთვე წარმოადგენს ისდთ ფუნქციის 
განსაზღვრას, ეს განსაზღვრები ანალიზური ფორმებია იმ გან- 
საზღვრებისა, რომლებიც წინათ მივეცით მოსწავლეს ტრიგონომეტ- 
რიული ხაზების მოხმარებით?. 

ყოველივე ეს სათანადო ვარჯიშით უნდა დამთავრდეს. აქ ვი- 

  ფორმულა სყთ= წარმოადგენს (> ფუნქციის განსაზღვრას, 

  

# ახლა კი ტრიგონომეტრიული ფ უნჭციების შემწეობით.



ძლევით კიდეგ შემდეგ ისტორიულ ცნობეს ტრიგონოქეტრია. 

ბერძნული სიტყვაა და ნიშნავს „სამკუთხედების გაზომვა“-ს („ტრი 

გონონ"--–სამკუთხედი, „მეტრეინ“ -– გაზომვა), 

მათემატიკის ეს დარგი პირველად ემსახურებოდა ასტრო- 
ნომიას /კალკე დისციპლინის ხასიათი ტრიგონომეტრიამ მიიღო 

2III საუკ. სპარსელი მათემატიკოსის ნასირ ედინის შრომაში. 

ასტრონომია (და მასთან მქიდრო დაკავშირებით ტრიგონო- 

მეტრიაც, წარმოიშვა კაცობრიობის პრაქტიკული მოღვაწეობი- 
დან –ზღვაოსნობიდან, მიწისმზომლობიდან. 

უკვე ძველი ბაბილონის ასტრონომებისათვის ცნობილი იყო 

ტრიგონომეტრიის მარტივი ძირითადი (კნობები, 

II საუკ. ჩვენს წელთაღრიცხვამდე ძველი საბერძნეთის გამო- 

ჩენილმა ასტრონომებმა გიპარხმა და პტოლომემ ააგეს ტრიგონო- 

მეტრიული ცხრილები. 

ძველი «ნდოელების ღფდრიგონომეტრია ახლოსაა ბერძნების 

ტრრიგონომეტრიასთან. ჩვენი წელთაღრიცხვის V-–– XII საუკ. გან- 

მავლობაში ინდოელმა მათემატიკოსებმა საგრძნობლად წასწიეს წინ 

ტ“იგონომეტრია, მათთვის ცნობილი იყო ასეთი დამოკიდებულე- 

ბანი, როგორცაა 

ლ)? თ -L- Cილ1თ=1 და §11I(90? -– =>) = C0§=, 

რომლებიც მოცემული იყო სიტყვიერი სახით. 

(IX -- XV საუკ განმავლობაში მათემატიკის განვითარებაში 
წამყვანი როლი ეკუთვნის უკვე შუააზიელ მეცნიერებს. 

გამოჩენილმა ასტრონომმა ულუკბეკმა (XV საუკ.) სამარყანდის 

ობსერვატორიაში დაამუშავა ტრიგონომეტრიული ცხრილების შედ- 

გენის ზუსტი ხე“ხი. 

ს 6. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ცვლილება კუთხის 
%-დან 2--გღე ცვლილების დროს 

ეს საკთხი რიბკინს „სწორხაზოვან ტრიგონომეტრიაში“ 
არადამაკმაყოფილებლად არის დამუშავებული (იხ. 1947 წ. გამო- 
ცემა). მთავარი ნაკლი იმაში მდგომარეობს, რომ გადმოცემის ფორ. 

მა (სტილი), მათემატიკური თვალსაზრისით არ არის დამაჯერებელი. 

რიბკინი კმაყოფილდება ისეთი მსჯელობით, რაც თვალთახედ- 

ვით სარგებლობს, 
ვნ



რიბკინი აცხადებს რომ, როდესაც კუთხე იზრდება 0:-დან 

90" -მდე, მასთან ერთად იზრდება შეფარდებებიც 

8C 40 00 (M# 
“წას 7“ და მცირდება შეფერდებანი +» 

ნახაზები 1, 9, 3, 4, 5), ამგვარად შეფა“–დებების ცვლილება დასა- 

ბუთებულია ნახაზის მიხედვით, ეს ნაკლი უნდა შესწორდეს. 

გარდა ამისა, სასარგებლოდ მიგვაჩნია ტრიგონომეტრიული 

ფუნქციების ცვლილების საკითხის განხილვამდე მოსწავლეს განვუ- 

მარტოთ შემდეგი: 

ფუნქციის ცვლილება დამოკიდებულია არგუმენტის ცვლი- 
ლებაზე და, მაშასადამე ფუნქციის („ვლილების გარკვევა უნდა 

ხდებოდეს არგუმენტის ცველილებასთან დაკავშირებით. 

საზოგადოდ დადგენილია, რომ ფუნქციის (ვლილების გარ- 

კვევა უნდა ხდებოდეს აოგუმენტის ზრდასთან ერთად. თუ ფუნ- 

ქციის მნიშვნელობა იზრღება არგუმენტის ზრდასთან ერთად, 

ფუნქციას ხრდადი ეწოდება; თუ მისი მნიშენელობა კლებულობს, 

როცა არგუმენტი იზრდება, ფუნქციას უწოდებენ კლებად ფუნ- 

ქციას, 

ა. ხშირია ასეთი შეცდომა: მოსწავლეს ჰგონია, რომ, როდესაც 

არგუმენტი მატულობს, ფუნქციაც უსათუოდ იზრდება, ამიტომ სა- 
სარგებლოა მოსწავლის ყურადღება შევაჩეროთ შემდეგ ფუნქციებზე 

V=2X; X=83X-–-I1; =ი ჯ=- და გამოვარკვიოთ, როგორ იცვ- 
- 

    (იხ, 3 5, 

ლება ფუნქცია, როდესაც ჯ იზრდება. 

3. ხშირია ისეთი შემთხვევაც, როდესაც მოსწავლე ფიქრობს, 

რომ ფუნქცია იცვლება ისეთივე სიდიდით, როგორითაც იცვლება 

არგუმენტი. 

ზედმეტი არ იქნება ყველა ამ გარემოებას ანგარიში გავუწიოთ. 
ავიღოთ ფუნქცია X=8X. წარმოვიდგინოთ, რომ არგუმენტის 

ერთი რომელიმე ნებისმიერად აღ;ბული მნიშვნელობა გავადიდეთ 

წი დადებითი სიდიდით. როგორ შეიცვლება ჯ==3X ფუნქცია? 

მასწავლებელი. რატომ ამოვარჩიეთ /„, დადებითი? 

პასუხი. ჩეენ შევთანხმდით: ფუნქციის ცვლილება განვიხი- 

ლოთ არგუმენტის ზრდასთან ერთად, ხოლო არგუმენტის მნიშვნე- 

ლობა რომ გავადიდოთ, საჭიროა ამ უკანასკნელს დადებითი სი- 

დიდე მივუმატოთ, 

3



გასწავლებელი. მაშ, მიუმატეთ X-ის აღებულ მნიშვნელო- 

ბას # დადებითი სიდიდე. ის სიდიდე კი, რომლითაც შეიცვლება 

ჩვენი ფუნქციის მნიშვნელობა, აღნიშნეთ #I ასოთი. გამოვიანგარი- 

შოთ ეხლა # სიდიდე. 

პასუხი. (მოსწავლე წერს დაფაზე): 

X»+X=3(ჯ-L+7)=8X-837/ 

# == 8X –+- 30 –– X== 8X-I- 3ც –– 8X= 8# 

მაშასადამე, 

ს#=-8V7/. 

მასწავლებელი. როგორ შეიცვალა ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბა? იმდენად, როგორც V-ისა? 

პასუხი, არა! ფუნქციის მნიშვნელობა გადიდდა 8-ჯერ მეტი 
სიდიდით. 

მასწავლებელი. დამიმტკიცეთ, რომ ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბა გადიდდა §-ჯერ მეტი სიდიდით. 
პასუხი. გადიდდა, რადგანაც # =87); ჩვენ კი ვიცით, რომ 

” დადებითია. მაშასადამე, #-ც გამოვა დადებითი. ეს კი იმას ნიშ- 
ნავს, რომ ფუნქციის მნიშვნელობა გადიდდა. 

მასწავლებელი. დასაშვებია, “ომ #I-ის შესახებაც თავი- 

დანვე წამოგვეყენებინა მოთხოვნა, რომ ისიც დადებითი ყოფი- 

ლიყო, როგორც #/? - 

პასუხი. არა, ეს დასაშვები არ არის, რადგანაც, როდესაც 

არგუმენტი მატულობს, შეიძლება ფუნქცია მატულობდეს, შეიძლება 

კლებულობდეს. 

მასწავლებელი. განვიხილოთ აგრეთვე » == -- ფუნქციის 

ცვლილება, 
ერთი მოსწავლე წერს დაფაზე, დანარჩენი–-რვეულებში, 

1 
7+9=ჯ- ე



აქედან 

_ 1. –-#. 
ჯ 
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”–კეე ?– ““ XC) 
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IV 7-7 
აქაც # არ ეტოლებს #-ს საზოგადოდ. · 

მასწავლებელი. რა ნიშანი ექნება #I-ს? 

პასუხი. #.ის ნიშანი დამოკიდებულია #-ის ნიშანზე და 

ამ ცვლადის მნიშვნელობაზეც. 

კლასი მასწავლებლის დახმარებით არკვევს,. რომ თუ X>0, 

# უარყოფითია, ე. ი. ფუნქცია კლებადია. 

თუ X<0, ხოლო მისი აბსოლუტური მნიშვნელობა (ი. ი. მო- 

დულ ა”) ნაკლებია #-ზე, მაშინ #” დადებითია, ე, ი. ფუნქცია 

ზრდადია. 

თუ კი X<0, მაგრად | X#I >>', მაშინ # კვლავ უარყო- 

ფითი ხდება და ფუნქცია კლებულობს. 

როგორც ვხედავთ, ეს ფუნქცია სხვადასხვა შუალედში სხვადა- 

სხვანაირად იცვლება-– ხან იზრდება, ხან კლებულობს. 

4. რიბკინის სახელმძღვანელოში კუთხის (ჯვლილების შუალე- 

დები გრადუსებით გამოისახება: 0-დან 909-ამდე; 909-დან 1805-ამდე, 

და ა, ფშ 

უმჯობესია შუალედები რადიანებში გამოვსახოთ: 0 რადიანი- 

დან 5 რადიანამდე, =2 რადიანიდან X რადიანამდე და 'ა. შ. 

რაც ხელს შეუწყობს მოსწავლეს მეტი წარმატებით შეისწავლოს 

კუთხის რადიანული გაზომვა. 

სკოლის პრაქტიკაში ხშირია, როცა მასწავლებელი მხოლოდ 
ერთხელ აუხსნის კლასს კუთხის რადიანუ ლ გაზომვას, რაც ზერელე 
შესწავლის მიზეზი ხდება. 

აქ ერთხელ კიდევ საჭიროა გავაფრთხილოთ მოსწავლე, რომ 
ჩანაწერი: 

-- =90% სწორი არ არის, 

ჩვენ ვწერთ §)ი ე-ს ნაცვლად §810909-სას ეს იმიტომ, 

ჯი



რომ მიღებულია LI ნიშნის ქვეშ განყენებული რიცხვის წერა, 

როდესაც კუთხე გაზომილია რადიანებში, მაგრამ ეს განყენებული 

რიცხვი რადიანების რიცხვს გამოსახავს. მაშასადამე, 

სწორია მხოლოდ ასეთი „ჩანაწერი: 

+ რად, == 909, 

ახლა შეიძლება შტვუდგეთ იმ საკითხის დამუშავებას, რომელიც 
ამ პარაგრაფში იყო დასმული. განვიხილოთ მხოლოდ §10თ, 0C08თ, 

და (წთ ფუნქციების ცვლილება 0”-დან 9=-მდე შუალედში (09-დან 
360”-მდე). ავღღოთ ტრიგონომეტრიული წრე (ნახ, 9) ამ 

წ 

# 

  

  

  

ნასახხე ”/თ= / 400 0Cთ |! 4,4, 09XL, I 00,; / 401 > /თ, 
ე. ი. რკალი 4/:> 40 რკალზე. ცნობილი გეომეტრიული, თეორე- 

მების თანახმად ვწერთ: ქორდა 712, > 00, ჭქორდაზე, რადგან 
რკალი 40 > 40 რკალზე; 0M# მონაკვეთი ნაკლებია 0V მონა- 
კვეთზე, რადგან ქორდა სI, მეტია CC, ქორდაზე და, მაშასადამე, 

უფრო ახლოა ცენტრთან, თუ 9ხნ,>00» მაშინ , MI) > CVXV-ზე. 

ახლა ჩვენ გვეძლევა უფლება ვთქვათ, რომ | ი, «I შუალედში 
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30 > იხრდება არგუმენტის ზრდასთან ერთად 0-დან ერთამდე,ლხია « 
კი კლებულობს 1-დან 0-მდე. აი ეს მსჯელობა სრულიად გამოტო.· 
ჭებულია რიბკინის ტრიგონომეტრიაში. სასარგებლოა, რომ მოსწავ- 

ლემ იივთ-ს ცვლილება გამოარკვიოს ანალიზურადაც 

C0§%==V I –– §1))7> 

ფორმულის შემწეობით: რადგანაც »II« 0 =<X=5= = შუალედში მა- 

ტულობს, ამიტოძ ფესვი VM1 –ყ)?თ. და მასთან ერთად ლია» 

კლებულობს. იქ სადაც შესაძლებელია, ყოველთვის ნაყოფიერი «ქ- 

ნება როგორც გეომეტრიული, ისე ანალიზური ხერხის გაზოყენება. 

თუ კლასი კარგად მეცადინეობს, უმჯობესია LV»-ს (ყვლილება ორი 

გზით განვიხილოთ. თუ კლასი მოისუსტებს, საკმაოა ერთი ხერხი, 

ვინაიდან ანალიზური განხილვა უფრო ნაკლებ დროს წაართზევს 

მასწავლებელს, ამიტომ ვისარგებლოთ ფორმულით 

ა!" 2 
IVI#= – -–--, 

ი C0§ >» 

აქ ზედმეტია ლაპარაკი იმაზე, თუ როგორ უნდა ვისარგებლოთ ამ 

ფორმულით. 

შევეხოთ აქ საკითხს რომელზეც შევაჩერეთ მკითხველის 

ჯ 
ყურადღება მეოთხე პარაგრაფში. ჩვენ იქ ვთქვათ, რომ, თუ თ==-ა- 

811) თ ჯ 
რმ ს აზ“ რგება; –– რ - ინი ფო ულას აზრი ეკარგება; -ე არ წარმოად 

გენს თ-სათვის დასაშვებ მნიშვნელობას. თუ ეს ასეა, ცხადია, 

  6 თ == 

ჩვენ უნდა ვთქვათ, რომ ნ -- განსაზღვრული არ არის 

არც LV (– +): 

მაგრამ ხშირად სწერენ: 

Lყ 90? = -L CC 
Lთ.909 => –– C 

) 

( იხ, რიბკინის „სწორხაზოვანი ტრიგონომეტრია", გვ, 44, 1917 7. 

გამოცემა). 
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ტოლობა შეიძლება დავწეროთ ორი სასრულო სიდიდეს 

შორის. ლაპარაკი შეიძლება ორი მონაკვეთის ტოლობაზე, მაგრამ 

მიუღებელია ლაპარიკი ორი სწორი ხაზის ან სხივის ტოლობაზე. 

ისეთი ჩანაწერი, როგორიცაა L-C90=--ი პირობითი 
ჩანაწერია, ამ ჩანაწერით ჩვენ მოკლედ გამოვთქვამთ იმ აზრს, რომ, 

როცა თ კუთხე იზრდება | ი. = შუალედში, სთთ-ც იზრდება და- 

შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი დიდი დადებითი მნიშვნელობა. 

ხაზგასმით ვთქვათ: ნული რიცხვია (ნეიტრალე- 
რი), უსასრულობა რიცხვი არაა. მოსწავლემ ეს მტკიცედ 
უნდა დაიმახსოვროს, 

ახლა განვიხილოთ იმავე ფუნქციების ცვლილება შეო“ე მეოთ- 

ხედში, ე, ი. |” | შუალედში. მაშ, გვაქვს -> <თ=», 

მეორე მეოთხედში თ კუთხის (რკალის) სინუსის ხაზი და სინუLი 
დადებითია, ხოლო კოსინუსის ხაზი და კოსინუსი უარყოფითია. როცა 
თ კუთხე მატულობს, სინუსის ხაზი კლებულობს, რასაც მასწავლებ- 
ლის ხელმძღვანელობით მოსწავლე ადვილად დაამტკიცებს, თუ 
ისარგებლებს მე-10 ნახაზით და ზემოთ გამოყენებული გეომეტრიუ- 

ლი ხერხით. 

“ 

_– 
/ _.– / · 

4“ ა-ა V 4 
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სახელდობრ, რკალი C,C > #7) რკალზე, რადგანაც კუთხე თ გა- 

დიდდა; ქორდა CC >> #)L) ქორდაზე და ა. შ..., მაშასადამე, 8Iთ თ 

კლებულობს. შემდეგ ირკვევა, რომ §1ი თ მეორე მეოთხედში კლე- 
ბულობს 1-დან 0-მდე. 

რაც შეეხება 0 და 0 კოსინუსის ხაზებს, აქ საჭიროა 

მათი შედარება ალგებრული თვალსაზრისით, 

მოსწავლეს კარგად უნდა ესმოდეს და იყენებდეს პ4–ინციპს: 

ორ უარყოფით რიცხვს შორის ის უფრო მეტია, რომლის აბსოლუ- 

ტური მნიშვნელობა ნაკლებია. მოსწავლემ თვითონ უნდა ჩამოაყა- 

ლიბოს, როგორ და რა საზღვრებში იცვლება 0058 თ მეორე მეოთ- 

ხედში,. 

აქაც შეიძლება გამოვიყენოთ ანალიზური გზა. 

მასწავლებელი. გამოარკვიეთ 00§ თ-ს ცვლილება მეორე 

მეოთხედში. როგორ მოიქცევით? ' 

პასუხი, ლ0§თ==I 1 – §1ე2თ. 

მასწავლებელი, ივარგებს თუ არა ეს ფორმულა მეორე 

მეოთხედისათვის. რა დაგავიწყდათ? 

პასუხი. ნიშანი „ნდა ავიღოთ C60§ძ=- – I 1) –“ იები. 

მასწავლებელი. დამოკიდებულია თუ არა 008 თ-ს ნიშანი 

911) >-ს ნიშანზე? 

(აქ საქიროა გავიხსენოთ, რომ მოსწავლეს წარმოდგენილი 

აქვს, თითქოს ლ08თ.-ს ნიშანი დამოკიდებულია §1I თ-ს ნიშანზე, ეს 

მცდარი აზრი უნდა აღმოიფხვრას). 

პასუხი: დამოკიდებულია. 

მასწავლებელი, მაშ, თქვენი აზრით, »IIს თ-ს ნიშანს გავ- 

ლენა აქვს ი0§ თ-ს ნიშანზე? 
პასუხი. აქვს. 

მასწავლებელი, აბა აიღეთ :)) « უარყოფითი და შეასრუ- 

ლეთ ყეელა მოქმედება ფორმულაში: 

ლხხთ=M/ 1-– «Iი3?თ, 

კლასი ასრულებს მასწავლებლის დავალებას, მოწაფეები რწმუნ- 

დებიან იმაში: რომ 009თ-სს ნიშანი გამორკვეული უნდა იქნეს 

მეოთხედებისა და არა სინუსის ნიშნის მიხედვით. 

ასეთიეე გზით მუშავდება საკითხი ტრიგონომეტრიული ფუნქ- 

ციების ცვლილების შესახებ დანარჩენ მეოთხედებში, LC თ და 0(ყ თ 
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8111>%. 00% « 

ფუნქციების ცვლილება ირკვევა ICთ== -––- და (I#თ== ---5->-- 

ფორმულების გამოყენებით, მაშასადამე, ამ პარაგრაფში აღნიშნული 

თემის დამუშავებისას მოსწავლე გამოიყენებს როგორც ტრიგონო- 

მეტრიის გავლილ მასალას, ისე ზოგიერთ თეორემას გეომეტრიის 

ურსიდან. 

1 
  

  

ამოცანა, როგორ გამოვიყვანოთ (ი% -L+ |I= -–., და 
('(0ფ“ 4. 

LI თ= ა > 2 ფორმულებიდან §))2თ -L C08? თ== 1 ფორმულა? 

§ 7, ტრიგო.ნო.მეტრიული ფუნძციების პერიო.დულობა · 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით კუთხეების (რკალების ცვლილებას 

მხოლოდ (0, 2 :.| ან (09, 3609) შუალედში. ამავე შუალედში ტრი- 

გონომეტრიული ფუნქციების ცვლილებაც ირკვევოდა. ახლა უნდა 

დავსვათ საკითხი, როგორ იცვლება ტრიგონომეტრიული ფუნქციე- 

ბი, ანეს) « კუთხე მეტია 2% რადიანზე, ან ნაკლებია –- 2ჯ რა- 

ია 
“ რიბკინის „სწორხაზოვანი ტრიგონომეტრია“ (იხ. 1947 წ. გა· 

მოცემა) ამ საკითხზე პასუხს გვაძლევს § 35-ში (გვ. 53, 54, 55), 
რაც არ შეიძლება დამაკმაყოფილებლად ჩავთვალოთ. 

საემე შემდეგშია, სრულიად სამართლიანია რომ ... + 4 X, 

+ 2», + 6 >... და ა.შ. რკალებში უმცირესი დადებითი მნიშვნელობა 

აქვს 2 »-ს. მაგრამ მათემატიკურად და კრიტიკულად მოაზროვნე 

მკითხველი დასვამს კითხვას: საიდან ვიცით, რომ §))) თ და 005 Cთ 

ფუნქციებისათვის არ არსებობს 2 »-ზე უფრო ნაკლები დადებითი 

სიდიდე, რაც ამ ფუნქციების პერიოდი ივჟქნება. ამ საკითხის 

უპასუხოდ დატოვება არ ივარგებს, პირიქით, მისი გამოკვლევა 

ხელს შეუწყობს მოსწავლის აზროვნების განვითარებას, ცოდნის 

გაღრმავებას, რაც თავის მხრივ საუკეთესო საშუალებას წარმოად- 

გენს სწავლებაში ფორმალიზმთან საბრძოლველად. აქ მხედველობაში 

გვაქვს არა მხოლოდ ეს საკითხი, არამედ ყველა საკითხი, რომლის 

გამოკვლევა დიდ სიძნელეს არ წარმოადგენს და სავსებით შესაძ- 

ლებელია ელემენტარული მათემატიკის ფარგლებში. 

გავცეთ პასუხი დასმულ საკითხზე. წარმოვიდგინოთ, რომ არ- 

სებობს ისეთი დადებითი ჯ <2 ჯ-ზე სიდიდე, რომ 

51)L (X –L- 2) == 31ი ჯ 
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X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის. მაშინ ეს ტოლობა ძალაში უნდა 

დარჩეს +=-- მნიშვნელობისათვისაც, და შეგვიძლია დავწეროთ 

III (> + »)= 912 > = 1. ახლა - ეკუთვნის I0, 2 >) შუალედს 

და ამ შუალედში §1II) თ ღებულობს ერთეულის მნიშვნელობას მხოლოდ 

ერთხელ, როდესაც თ= 2, და მიიღებს იმავე მნიშვნელობას, რო- 

დესაც -+ კუთხეს მიეუმატებთ 2 #> სიდიდეს. მაგრამ ამ უკანას- 

კნელის უმცირესი დადებითი მნიშვნელობაა 2 +, მაშ  =:-2 ». 

ასევე დავამტკიცებთ, რომ 005(X+-/)=00 >» ტოლობაში, 

რომელიც სამართლიანი გვინდა იყოს ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობი- 

სათვის, 7-ს უმცირესი დადებითი სიდიდეა 2 >. დამტკიცებისათვის 

საკმაოა ტოლობაში ჯ-ის ნაცვლად დავწეროთ ნული. მივიღებთ: 

C09 7 = –”050 ==1 

დანარჩენი ნათელია. 

მოსწავლემ საჭიროა გაიგოს, რომ 

1) პერიოდულობა ტრიგონომეტრიული ფუნჟციებისა აზ ჯკა- 
ნასკნელის ერთ-ერთი თვისებაა, 

2) ტრიგონომეტრიული ფუნქციების შესწავლა, ამ თვისების 

გამო, თავდება მათი შესწავლით არგუმენტის ცვლილების მიხედვით 

ერთი პერიოდის საზღვ“ებში, 

როდესაც მოსწავლეს ვეკითხებით, რას უდრის (II) ჯ-ის პერიო- 

დი, ხშირად გვესმის პასუხი: „სინუსის პერიოდი არის 2»4ბ%, აქ არც 

აზრია სწორი, არც გამოთქმა. ასეთი პასუხი უშინაარსოა, რადგან 

სინუსი არავითარ ფუნქციას არ წარმოადგენს; ფუნქციას წარმოად- 
გენს §II X და უნდა ითქვას §)1 დ ფუნქციის პერიოდი არის 2 ». 

აღნიშნული შეცდომა ხშირია, ამიტომ საჭიროა მოსწავლის 
ყურადღება პერიოდულობის საკითხზე შევაჩეროთ, უპირველეს ყოვ- 

ლისა, მოსწავლეს უნდა ესმოდეს, რომ §IIVX, §10 32, §III (2X –L- 1), 
LV 5+ და ა. შ. ფუნქციებში არგუმენტი არის 1: ცვლადი და არა 

3X, 2X+1. 

მეორე, მას უნდა ესმოდეს, რომ §I/ :: და VIხ 37 სხეადა- 
სხვა ფუნქციას წარმოადგენს,



მესამე, მან ზუსტად უნდა იცოდეს, თუ რას ეწოდება პერიო- 

დი, და რომ პერიოდი ემატება" არგუმენტს. ამის შემდეგ 

ისმება კითხვა, რას უდრის §I0 4ჯ ფუნქციის პერიოდი, ე. ი. რა 

უნდა მივუმატოთ ჯ-ს არგუმენტს, რომ 4 ჯ სიდიდეს მოემატოს 2X. 

ვწერთ განტოლებას: 4 X+4+-·2X=4(ჯ-L 7), სადაც ი» საძებნი სი- 

დიდეა, აქედან მივიღებთ, რომ »ა=–-. 

კითხვები: რას უდრის §!ი 57, 83Iს (2X->-1), სწ 31: ფუნქ- 
ციების პერიოდი? 

საქიროა შევეხოთ შემდეგ საკითხსაც: რას ეტოლება ვ1ი თ; 
ფუნქციის პერიოდი? 

დავუშვათ, რომ საძებნი პერიოდი /! სიდიდეს ეტოლება, მაშინ 
ადგილი უნდა ჰქონდეს 

0 (X-L VI)მ –– თ:::=2%X ტოლობას, 

აქედან მივიღებთ 

CI? –L+ 2 თ/!2 == 2», 

საიდანაც დავასკვნით, რომ „ სიდიდის მნიშვნელობა დამოკი- 
დებულია L ცვლადის მნიშვნელობაზე, რასაც არა აქვს ადგილი 
810 X, §Iი თX, 510 (თ: + 2) ფუნქციებში. მაშასადამე, ამ ფუნქციის 
პერიოდი არ არსებობს (დანარჩენს, რაც შეეხება პერიოდულობის 
საკითხს, მასწავლებელი იპოვის რიბკინის სახელმძღვანელოში). 

მაგრამ ეს ისე არ უნდა გავიგოთ, თითქოს, §Iი C;1 ფუნქცია 

არ მიიღებს იმავე მნიშვნელობას, როდესაც თძ2: კუთხეს დაემატება 
2 X; ვიმეორებ: თX2-ს დაემატება 2 X და არა ჯ-ს, 

საკითხი. პერიოდულია თუ არა 

ჯ==35!0 ჯ -L 510 2X ფუნქცია, 
და, თუ პერიოდულია, რას ეტოლება მისი პერიოდი? 

პასუხი, ამ ფუნქციის პერიოდია 2 «, რადგანაც ეს არის ის 
უმცირესი დადებითი სიდიდე, რომელიც უნდა დაემატოს ჯ-ს, რომ 
810 X –– 51) 2ჯ ფუნქციის მნიშვნელობა არ შეიცვალოს, 

თუ მოსწავლე იტყვის, რომ მოცემული ფუნქციის პერიოდია X», 
მაშინ სცადოს: აიღოს §17ი (> -+- 1) + §Iი 2(-++ ჯ). მოსწავლე ად- 
ვილად შეამჩნევს, რომ #10 2 (დ -L X) == §10 2X, მაგრამ 81Iი(«-I- ;:) 
არ ეტოლება §1ი X-ს, 

# ან აკლდება. 
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ჯ 
>7 მოსწავლეს მივცემთ დავალებას, გამოიანგ: რიშოს ლი8§ 3, Iწ < 

2»; -–– 
810 “ვ 1 ფუნქციების პერიოდი.   

ზემოთ განმარტებული ხერხით მასწავლებელი უჩვენებს მოს- 

წავლეს, რომ Lყ X და 0CLე ჯX ფუნქციების პერიოდია X. 

§ 8, ლუწი და კენტი ფუნქციები 

ჯერ განვიხილოთ ფუნქციები 

1 ჯ.–“+1 
X»=X?; »X==X1; »X= 1,,-=-+1+1-“- 

და გავარკვიოთ, რა ცვლილებას განიცდის თითოეული მათგანი, 

როგორც ფუნქციის აბსოლუტური ნნიშვნელობის, ისე ნიშნის მხრით, 

როცა X-ს ჯერ მივცემთ 3-ის მნიშვნელობას, შემდეგ -– 3-ის მნიშ- 

ვნელობას, (გაისინჯება ჯ-ის სხვა მნიშვნელობებიც, მაგალითად, 

X=5 და X=– 5). 

შემდეგ საკითხი ისმება ზოგადად, ე. ი. ჯ-ის ნაცვლად ვწერთ 

– ჯ-ს, 

ამის შემდეგ ვაძლევთ ლუწი და კენტი ფუნქციის განსაზღვრას. 
ფუნქციას ეწოდება ლუწი, თუ მისი მნიშვნელობა არ იცვლება, 

მაგრამ იცვლება მხოლოდ არგუმენტის ნიშანი (რა მნიშვნელო- 

ბაც არ უნდა მივცეთ არგუზჭენტს) მაგალითად, წ»ჯ=7X2; ჯ=ჯ! 
C 

7= 1-2 ლუწი ფუნქციებია. 
ფუნქციას ეწოდება კენტი, თუ ის იცვლის მხოლოდ თავის 

ნიშანს, ამასთან იცვლება მარტო არგუმენტის ნიშანი (რა მნიშვნე- 
ლობაკ არ უნდა მივცეთ არგუმენტს) მაგალითად, X7=X3; 

7=->; ჯ=Xჯ'–2X% კენტი ფუნქციებია. 

ლუწი და კენტი ფუნქციების განსაზღვრა უფრო მოკლე, ლა- 
მაზი და მარჯვე იქნება, თუ საზოგადოდ /(:) და Cდ(ჯ) აღნიშვნებს 

ვიხმართ, სწორედ იმ თემასთან დაკავშირებით, რომელთანაც გვიხ- 
დება არა ერთი გარკვეული ფუნქციის თვისების შესწავლა, არამედ 

საუბარია სხვადასხვა ფუნქციის საერთო თვისებების შესწავლაზე, 

დროულია და სავსებით მიზანშეწონილი ეს აღნიშ- 

ვნები შემოვიტანოთ, 
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7(#X) ფუნქცია ლუწია, როცა /(X) = /(-–-2;), და კენტია როცა 
#უ == –-– /-––-2) ჯ-ის ყოველი დასაშვები მნიშვნელო- 

ბისათვის. 

მხოლოდ ამის შემდეგ დავუმატებთ, რომ ფუნქცია შეიძლება 

არც ლუწი იყოს და არც კენტი. მაგალითად, #==X +1 ფუნქცია 

არც ლუწია, არც კენტია, მართლაც, თუ X=-ჯ, უ=->; თუ 

1 · 

28?! 

ჯ-ის ნაცვლად ავიღეთ (– ჯ)-ი, ფუნქციამ თავისი რიცხვითი მნიშვ- 

ნელობა შეიცვალა, რასაც ადგილი არ უნდა პქონდეს არც ლუწი 

და არც კენტი ფუნქციისათვის. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ფუნქცია §II) ჯ კენტია, ე. ი. 

ა) – უ)ლ––- ეუ, ან §51)თ== –“ 1) (–თ), ხოლო ფუნქცია 
(იჯ –- ლუწია. ეს უკანასკნელი ტოლობა მასწავლებელმა არ უნდა 

დაწეროს, საჭიროა თვითონ მოსწავლემ მოისაზროს მისი დაწერა, 

რადგანაც ჩვენ უკვე აუხსენით, რომ, თუ /#(ჯ) ფუნქცია კენტია. 
მაშინ ადგილი აქვს ასეთ ტოლობას: 

#/0)= -–--/(-–-ჯ). 
მტკიცება მიმდინარეობს ასე: როგორიც არ უნდა იყოს რკალი თ 

(ან X»X) მისი და ––« რკალის ბოლო წერტილები სიმეტრიულად 

არიან დალაგებული ჰორიზონტალური დიამეტრის მიმართ და, მა- 

შასადამე, ამ რკალების სინუსების ხაზები ერთმანეთისაგან მხოლოდ 

მიმართულებით (ნიშნით) განსხვავდებიან, კოსინუსის ხაზი კი საერ– 

თოა, ამგვარად გვექნება 

ი X=-- უ7=-:- მაშასადამე, ვხედავთ, რომ, როდესაც 

ლI)) თ== –- 210 ( –-თ) 

008 თ== 005(-–- თ), 

რიბკინის „სწორხაზოვან ტრიგონომეტრიაში“ (იხ, გვ. 52, § 34, 

1947 წ-) ეს ფორმულები, მიღებულია ნახაზის საშუალებით. ავტო- 

რი კმაყოფილდება კერძო შემთხვევის (როცა თ კუთხე მახვილია) 

განხილვით. ასეთი სწავლება ჩვენ სკოლაში უკვე აღარ გამოდგება. 

სასწავლებელმა ამ გარემოებას სერიოზული ყურადღება ონდა მიაქ- 

ციოს, რომ მათემატიკის სწავლებას საგანმანათლებლო მნიშვნელო- 

ბა არ დაეკარგოს და მოსწავლე ზერელე მსჯელობას არ მიეჩვიოს, 

ამის შემდეგ უნდა დავამტკიცოთ, რომ 1 ჯ კენტი ფუნქციაა. 
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რთ (((--ე= 3ს(–2  _ 59ს« _ _,, ვწერთ LV(-–-X)= 609 (=-X) 6098 > LIყ ჯ», ან 

1ოX= – ხწ.(–-X), 

ასევე დამტკიცდება, რომ ი6LCX == -–– 006(– ჯ), მაშასადამე, 
CLCCX ფუნქციაც კენტია. 

კითხვა: კენტია თუ ლუწი C08? X –- 31ი?X ფუნქცია? 
პასუხი. ლუწია, რადგან C08 2X ლუწი ფუნქციაა. 
კითხვა: კენტია თუ ლუწი ფუნქციები: 

ყშებჯ? 51ი 2 –I- 009X7 Lი X>.CწC X. 

პასუხი, §101: –– ლუწი ფუნქციაა; §1>»-Lიი§: არც ლუ- 
წია და არც კენტი; LX-იIVX=>=1 და ამიტომ მის ლუწობაზე ან 
კენტობაზე საკითხი არ ისმის (შეიძლება მას მუდმივი ფუნქცია 

ვუწოდოთ). | 
მაგალითების ამოხსნისას მასწავლებელმა უნდა განიხილოს 

ისეთი შემთხვევებიც, როცა ფუნქცია არც ლუწია, არც კენტი, 

მაგალითად, 3ჯ? –- 2X-+ 1; 1+ჯ არც ლუწი და არც კენტი 

ფუნქციებია. 

მასწავლებელმა მოსწავლისაგან უნდა მოითხოეროს კენტი და 

ლუწი ფუნქციის გრაფიკის აგება და ყურადღება უნდა მიაქციოს 

იმას, რომ ლუწი ფუნქციის გრაფიკი იგრეკების ღერძის სიმეტ- 

რიულია (მაგალითად, ჟ/ => 2), ხოლო კენტი ფუნქციის გრაფიკი 
სწორხაზოვან კოორდინატთა სისტემის სათავის სიმეტრიუჯია (მა- 

გალითად, X» = X"). 

§ 9. დაყვანის ფო.რგულები 

მათემატიკა ცდილობს ყოველ გამოსახულებას მისცეს, რამდე- 

ნადაც შეიძლება მარტივი სახე, ეძებს სიდიდის გამოანკარიშების 

მოკლე გზას, ტრიგონომეტრია გვაძლევ ფორმულებს, რომელ- 
თა საშუალებით შესაძლებელია ნებისმიერი რკალის (კუ თხის) ტრი- 

გონომეტრიული ფუნქციების შეცვლა ისეთი დადებითი მახვილი 

კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციებით, რომელიც არ :'აღემა- 

ტება + რადიანს (ე. ი. 459), “შემდეგში, ჩვენ. დავინახავთ, რომ 

მაგალითად, 
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აIILI 70“ = 003 90”; 605 210 == –– 008 309; 

LC 600 =-Cლსთ 80?; §Iი 1120? =-§1ი 407. 

მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია შევადგინოთ ტრიგონომეტრიული ფუნ- 

ქციების მნიშვნელობათა ცხრილი მხოლოდ 05-დან 459-მდე (0-დან 

1 -მდე) და შემდეგ ამ ცხრილით ვისარგებლოთ ნებისმიერი კუთ- 

ხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციის მნიშვნელობის გამოანგარიშები- 

სათვის, 

ფორშულებს, რომელზეც ზევით “დავიწყეთ ლაპარაკი, დ აყვა- 
ნის ფორმულები გწოდება, მოსწავლეს კარგად უნდა 

ჰქონდეს წარმოდგენილი ის მიზანი, რასაც დაყვა- 

ნის ფორმულები ემსახურება, 

წ 7-ში ჩვენ შევხვდით დაყვანის ფორმულების ერთ მცირე 

ჯგუფს: | ; 
59)I1 (2=-–- თ)==68Iსთ; C0083(2X -L თ) == 003თ; 

ხC(= + თ)==Lხთთ და იწთ( -I|-თ) == C(ხყ6თ. 

§ 8-შიც შევხვდით ამავე ფორმულების შემდეგ ჯგუფს: 

§10 (– თ)=> – 510თ; 008( -– თ) == 00§5თ; 

სყ-თ= სთ და 0წ(–-თ)= –- წთ. 

ისმება „საკითხი ყIი(2-- თს, ლ009(2=-–-თ), (–C(2«--–ძთ) 

იხ-ხ(2- თ) შესახებ. 

ნათელია, რომ §Iი (- I – თი==6)ს( თ)== -– 3100. 

აგრეთვე (ფ(2% – თ=)=ხწ( – თ«)= –– სყთ, და ა. ფშ. 

გადავიდეთ დაყვანის ფორმულების შემდეგ ჯგუფზე: 

810 (% –- თ), 008(= –- თ); LC(> -L-თ), CLC(= –– თ) 

და 610(+X-–-თ), 008 (C-–- თ); ხთ(X –– თ), იხ (% – თ). 

შევჩერდეთ მხოლოდ 81ი 6 ++თ), 911 (+ – თ), C05(%+თ) და 
008 (% –– თ) დაყვანის საკითხზე. როგორიც არ უნდა ავიღოთ რკა- 

ლი თ, დადებითი თუ უარყოფითი, ამ თ რკალის ბოლო, როცა 
რკალს მივუმატებთ »X» რადიანს, გადაინაცვლებს დიამეტრულად მო- 
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პირდაპირე წერტილში, რაც მასწავლებელმა უნდა განმარტოს ნა- 

ხაზის საშუალებით (უჩვენებს 2-8 სხვადასხვა შემთხვევას), 

ამ გარემოების გამო, თუ თ რკალის ბოლო პორიზონტალური 

დიამეტრის ზევით იყო, ++ თ რკალის ბოლო ამ დიამეტრის ქვ3ე- 

ვით მოხვდება და პირიქით. აღნიშნული უცვლელად ეხება – > და 

« –– თ რკალებსაც. - 

მაშასადამე, ·-+ თ რკალის სინუსის და კოსინუსის ხაზები შესა- 

ბამისად განსხვავდებიან »+თ რკალის სინუსის და კოსინუსის 

ხაზებისაგან მხოლოდ მიმართულებით. 

მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ: 

§LII) (> –– თ) == –– §I0თ 

005 (2: –I– თ) = –– 008თ 

9810 (= –– თ)= –– 51ი(––თ)=310ით 

005 (> -–-– თ) == –– 008(–– თ) == –– 008თ> 

X + თ შემთხეევა აქ ერთად განვიხილეთ, რადგან ეს ორი შემ- 

თხვევა ერთსა და იმავე კატეგორიას ეკუთვნის და (ცალ-ცალკე გან- 

ხილვას არ საჭიროებს. რიბკინის არაერთხელ დასახელებულ სახელ- 

მძღვანელოში (იხ. § 46, გვ. 57, 1947) ეს ორი შემთხვევა განხი- 

ლულია ცალ-ცალკე რაც მათემატიკური და მეთოდური თვალ- 

საზრისით მცირე ღირებულებისაა. 

შემდეგი რიგი დაყვანის ფორმულებისა ასეთია: 

810 (+ #) = 005=; 009 (1+ #) = –-810 თ; 

ხთ (+++)=–§-, ლხC (21+4+)=–M84; 

· ჯ· I)პ . 
IX (+– 3 == 008 თვ. C03 C= #) => 810 თ; 

+“ #X 
სფ -ვ 4) = 962; 06Lთ 5 4)=%4. 

ვიდრე ამ ფორმულების გამოყვანას შევუდგებით, საჭიროა 
მოსწავლის ყურადღება მივაქციოთ ერთ გეომეტრიულ ფაქტს, რო- 

მელიც განმარტებული და დასაბუთებული უნდა იყოს ორი შემდეგი 

ნახაზის საშუალებით (ნახ. 11 და 19). 
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27 
C > 

# 

#7, 
ნახ. 12. 

როგორიც არ უნდა იყოს თ კუთხე (დადებითი თუ უარყო- 

ფითი), მისი ბოლო გვერდი 00 ჰორიზონტალურ დიამეტრ- 

თან ისეთივე კუთხეს ქმნის, როგორსაც ქმნის «+ -- კუთხის ბო- 

ლო გვერდი ვერტიკალურ დიამეტრთან, ორივე ნახაზზე „7 4.0C60= 
== / X08,. ამის დამტკიცება ადვილია ეს ფაქტი მოსწავ- 

ლემ კარგად უნდა შეითვისოს, 

ნ2 

     



ცხადია, CM = 0MV (ჯერჯერობით მიმართულებას და ნიშანს 

ანგარიშს არ ვუწევთ) და #M == 0M. 
თუ ახლა ნიშნებსაც ანგარიშს გავუწევთ, CM 

წარმოადგენს თ კუთხის სინუსის ხაზს ხოლო C0V არის თ+-- 

კუთხის კოსინუსის ხაზი (რომელიც უარყოფითი მიმართულებისაა). 

მაშ, მე-11 ნახაზის მიხედვით შეიძლება დავწეროთ: 

–_ >C ++)= ვი“ ან ლ08 (++ „)= – 310 «. 

იმავე ნახაზზე ვხედავთ, რომ ++? რკალის #7 სინუსის ხაზი 

ქტოლება 07#-ს, რომელიც » რკალის კოსინუსის ხაზია. მაშ, მე-11 

ნახაზის მიხედვით ვწერთ: 

819 (+ 3 =C003 7». 

ენახოთ, რას გვეტყვის მე-12 ნახაზი. აქაც CM == 0MV და 

0M= MM, თუ ამ მონაკვეთებს ავიღებთ თავისი აბსოლუტური 
სიდიდით, თუ ამასთანავე მხედველობაში მივიღებთ, რომ 0#M და 

#M# უარყოფითი მიმართულებისაა და მაშასადამე, ორივეს ერთ- 

ნაირი ნიშანი აქვს, ხოლო CM და 0M-იც მოპირდაპირე მიმართუ- 
ლებისაა, მივიღებთ: 

ლი« (++ 3 = – §II) თ და 

. ღ:., 
21I _––”ჯ |) == C05#». 

უკანასკნელი ორი ფორმულა ზოგადი სახისაა, მიუხედავად 

იმისა, თუ როგორია » კუთხე. 

შემდეგ მასწავლებელი მოსწავლეებს წინადადებას აძლევს 

თვითონ დაიყვანონ ჯ» კუთხის ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებზე 

=> + თ კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები ამ დავალების 

შესრულება ადვილია და ნახაზებს არ საჭიროებს. მართლაც),



თი (5 –.)-თა » + (2 = «)|-– ძი(-- – «)- 

= –- 0605 C. 

გამოიყვანება აგრეთვე დანარჩენი ფორმულები: 

3»ჯ _ . 
008| -ვ- –-–თ |= -–– ით 

0085 3-+ 2)= ათ და, ა.. შ. 

რაც შეეხება Lყ (5 + #), (2-2 + 3) იფ LC. + 3. 

იხ (22 + #) დაყვანის საკითხს, საკმაოა გავიხსენოთ 

  

810 თ 0605თ 
LC თ == ით და 6ხხთთ == => ან 0იLთ=     

1 

ზოფთ 

ფორმულები და ეს უკანასკნელი გამოვიყენოთ. 
ვარჯიშის წსაშუალებით მოსწავლემ უნდა მიაღწიოს მიზანს 

რომელიც ამ პარაგრაფის დასაწყისშია აღნიშნული. მართლაც), 

ავიღოთ მაგალითები: 

1. §)0 80? => §10 (909? –– 10?) => 00510, სადაც 0” < 10“ < 
< 457; 

2. C0§ 1409 =– 008(180? –– 40-)ლ=- –– 00§40; აქ 0? <40" 
<- 45”, 

3. 9Iი 336 = 9)0ი(860? –– 95“) = – 910 25”; აქ 0? < 25” < 

<-4წ”. 

4. 208 818“ = ლ0§(9.860“ +- 93“) == 00§ 98“==C0§ (90?-++8”)== 
=– 910 8-, აქაც 0 < 89<45”. 

5. IV 616“ =1ღ (8.180“ –- 24-)=–ს. 24: 0” < 24“ < 
< 45”. 

6. LC 290? == LC(8.90” –- 20“) = –– Cხ 90“ და ა. შ. 
დაყვანის ფორმულებიდან მთავარია ოთხი, რომლებიც ყვე- 

ლაზე ხშირად იხმარება; ესენია: 

· (ა ჯ 
9)ი (> +4) = იაა, 608 (+ ++)=– თ» თ; 

9)სი(=ი–-–თ)==§810თ; 0098 (X –- თ)=- –– ციყთ.



ეს ფორმულები მოსწავლემ უნდა დაიმახსოვროს, დანარჩენი 
დაყვანის ფორმულების დამახსოვრება საჭირო არაა. მაგრამ საჭი- 

როა ცოდნა იმ წესისა, რომლის საშუალებით შეიძლება ადვილად 

შევადგინოთ ეს თუ ის დაყვანის ფორმულა. ამ წესის ფორმულირება 

შეიძლება სხვადასხვა სახით მივცეთ. ჩვენ ამ წესს, ასე ჩამოვაყა- 

ლიბებთ: 

X + თ და 2X + თ კუთხეების თითოეული ტრიგონომეტრიული 

ფუნქცია თ კუთხის ერთნაირსახელიანი ფუნქციით იცვლება, ხოლო 

=> +თ და 3 3 + თ კუთხეებისა კი შესაბამისი · ტრიგონომეტრიუ- 

ლი ფუნქციით, 
ნიშნის საკითხს შემდეგი მსჯელობით ვარკვევთ, რადგან დაყვა- 

ნის ფორმულები სამართლიანია თ კუთხის ნებისმიერი მნიშვნელო- 

ბისათვის, მაშასადამე სამართლიანია თ მახვილი კუთხისათვისაც. 
თუ ეს ასეა, მაშინ ნიშანს ადვილად გამოვარკვევთ; ამისათვის ნაკ- 

მაოა ავიღოთ «თ კუთხისათვის 80" ან, 45, მაშინ გვეცოდინება; 

რომელ მეოთხედში თავდება რკალი » + წ) 2X 2-ს -–-+X - , 

32 -“ ამის მიხედვით ნიშანსაც ამოვარჩევთ. 
2“. 6” 

მაგალითი: 0608 (+ – თ ს|==9 

თუ ავიღებთ თ კუთხისათვის მნიშვნელობას 80”, მაშინ რკალი 

ვ. თ” თავდება მესამე მეოთხედშიდ„ რომელშიაც კოსინუსი 

2 

როა გავაფრთხილოთ მოსწავლე, რომ – 8§0თ-ზე არ შეიძლება 

ვთქვათ, რომ ის უარყოფითია, – §Iი თ-ს ნიშანი დამოკიდებულია თ 

უარყოფითია. მაშ დავწერთ (003 (3 –ი .)= – მით. აქ საჭი- 

კუთხის მნიშვნელობაზე: თუ «=-, მაშინ -- ვ1ი-C <0, თუ კი 

7>% == /) 
9ი==->, მაში «ი «+ >0. 

§ 10. ტრიგონომეტრიული ფუნძციების გრაფიკები 

გრაფიკებს შეაქვს თვალსაჩინოება; _ მყარდება კავშირი ანალი- 

ზურად მოცემულ ფუნქციასა და მის გეომეტრიულ სახეს შორის.



ეს კავშირი ნათელყოფს ფუნქციის თვისებებს, არკვევს ხშირად სა–- 

კითხის ისეთ მხარეს, რაც მოსწავლის ყურადღებას ვერ მიიზიდავდა 

და ამიტომ მის ცოდნას ვერ გააღრმავებდა. 

შევჩერდეთ სამ გრაფიკზე. 

1. სინუსოიდი. 

ასე უწოდებენ საზოგადოდ ჯ=3)(თX-+- ხს) ფუნქციის გრა- 
ფიკს, კერძოდ, X»=§81ი X ფუნქციის გრაფიკს. 

ამ მრუდის აგებისათვის სრულიად არაა საჭირო ტრიგონომეტ- 

რიულ სიდიდეთა ცხრილებით სარგებლობა. 

საჭიროა მხედველობაში მივიღოთ, რომ: 

ა) ტრიგონომეტრიული წრის რადიუსი ერთეულს ეტოლება; 

ბ) ტრიგონომეტრიული ხაზების სიგრძე გამოისახება იმავე 

რიცხვებით, როგორც შესაბამი ტრიგონომეტრიული ფუნქციები– 

მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 
განყენებული რიცხვებია, ტრიგონომეტრიული ხაზები კი სახელ– 

დებული. 
გ) 31%» ფუნქცია პერიოდულია, სახელდობრ, 8II)) (2ჯ –I– X) == 

==8) X; 

დ) §I) X ფუნქცია სასრულოა; 

ე) ყ9ი(=-–– X)==391)) %X; 
ვ) §III(=--X)= –– §1იX; 

ზ) 51))1(–-– X)==–– 51ი ჯ. 
ზემოხსენებულის შემდეგ ავიღოთ ტრიგონომეტრიული წრე. 

წრეხაზი დავყოთ, მაგალითად, 16 თანასწორ ნაწილად, გავავლოთ 

კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ მისი სათავე იყოს წრეხაზის 

ცენტრმი„ #-ების ღერძი კი გადიოდეს დაყოფის ერთ- ერთ 

წერტილზე. ახლა დაყოფის · ყველა წერტილიდან დავუშვათ პერპენ- 

ჯ 3X ჯ 5X 
დიკულარები X-ბის ღერძზე; ესენი -8 + “8. ს “ვ: 

2+2> რკალის სინუსების ხაზებია. ამის შემდეგ კოორდინატთა 

სისტემის სათავიდან ორივე მხრივ X-ბის ღერძზე გადავზომოთ 2 

სიგრძის მონაკვეთები (პრაქტიკულად საკმაოა გადავხომოთ 6 რა· 

დიუსის ტოლი მონაკვეთი), რომელნიც აგრეთვე თექვსმეტ-თექვსმეტ 
თანასწორ ნაწილად დავყოთ. 

ამ წერტილიდან ავაგოთ პერპენდიკულარები და უკანასკნე- 

ლებზე მოვზომოთ შესაბამისად სინუსების ხაზები, ამ ხაზების ბოლო 
წერტილები შევაერთოთ უწყვეტი ხაზით (იხ. ნახ. 13). 
უც



”» 

414, 

აარა ა > -7 72 სიბ, ი ა» %V 27” ჯ»+X# 

2“. > 86 ბზ 2-2 
(ი 

ნაზ. 13. 

ნახახზე 4, 4 4, 4... 4, წრეხაზის დაყოფის წერტი- 
ლებია. 

რკალები 4,4, 1,4, ,4:4. და ა, შ ერთმანეთის ტოლია. 
4., 4. 14. წერტილზე აგებულია მათი ორდინატები. 

სინუსოიდი კვეთს #-ბის ღერძს იმ წერტილებში, რომელთა 

აბსცისები ეტოლება ლუწ რიცხვჯერ აღებულ ---ს. 

810 X ფუნქცია აღწევს თავის მაქსიმალურ და მინიმალურ მნიშ- 

ენელობას, როცა აბსცისი X ღებულობს კენტ რიცხეჯერ აღებულ 

-- მნიშვნელობას. 

ეს ყველაფერი ნათლად ჩანს ნახაზხე„ ნათლად ჩანს ნახაზზე 

ისიცკ რომ ფუნქცია პერიოდულია, რომ §I1I) (:: –– X) =-:510 X და 

310 (» –L- 2) = –– 810 XV. 

სასურველია და ფრიად სასარგებლო, მოსწავლემ ააგოს შემ- 

დეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა) ჯ/=980), X= _ 9810 V. 

აქ მოსწავლემ უნდა გამოარკვიოს, რა მოსდის სინუსოიდს და 

როგორ შევცვალოთ დამხმარე წრის რადიუსი, რომ იოლად ავა- 
ჯოთ გრაფიკი. 

ბ) »7==§51I) 2X; X== 81 _ წ, 

აქ საჭიროა მოსწავლემ გამოარკვიოს, როგორ შეიცვლება პე- 

რიოდი დღა როგორ ცვლილებას განიცდის სინუსოიდი. 

ბ) წ»ჯ=225IV ვX; X#= 23-90 8. 

დღ –I



დ) X==8Iი (1–+7); 7==3510 (– 2-2). 

აქ სინუსოიდი გადაადგილდება ჯ-ბის ღერძის დადებითი ან 

უარყოფითი მიმართულებით. მოსწავლე გამოარკვევს, რა მანძილით 

მოხდება სინუსოიდის გადაადგილება პირველ შემთხვევაში და რა 
მანძილით მეორე შემთხვევაში. 

ე) ააგეთ გრაფიკი 7 = §10 Xჯ + 81) 2 ჯ. 

შენიშვნა. უკანასკნელი მაგალითი სავალდებულო არ არის, 
და შეიძლება დამუშავდეს საკლასო მუშაობის გარეშე -- მათემა- 

ტიკურ წრეში, 

გრაფიკი /= 009X ფუნქციისა ადვილად დაიხაზება, თუ მხედ- 

ველობაში მივიღებთ, რომ C003ჯ = §1) (+ + 3 | და გავიხსენებთ 

7 =310 (1-L-X) ფუნქციის აგებას. 
აღვნიშნოთ აქ, რომ 

»==/! 810 (თX –L ბ) 
და 

წ» == M 008 (თX –+ ბ) 

სახის ფუნქციების გრაფიკებს ეწოდება მარტივი ჰარმონიუ- 

ლი მრუდეები. | 

კითხვა: რა შუალედში იცვლება §1ი (C. –- +), როცა ჯ 

# X 
იცვლება |ი, + | შუალედში? | +» კ შუალედში? და ა. შ. 

გამოარკვიეთ ეს ანალიზურად და მოცემული ფუნქციის გრაფიკის 

საშუალებით. 
ბუნებაში და ტექნიკაში ხშირად გვაქვს საქმე სხვადასხვა ბე- 

რიოდულ მოძრაობასთან. ყველაზე მარტივს მათ შორის წარმოად- 

გენს ეგრეთწოდებული მარტივი პარმონიული რხევა, რომლის შეს- 

წავლა დაკავშირებულია ზემომოყვანილ ფუნქციებთან. ამიტომ ასე- 

თი ფუნქციების საფუძვლიან შესწავლას და მათი გრაფიკების აგე- 

ბას სერიოზული ყურადღება უნდა მიექცეს. 

2. ტანგენსოიდი. ასე უწოდებენ »=ხწX ფუნქციის გრა- 

ფიკს. აზ გრაფიკის ასაგებად უნდა ვისარგებლოთ იმავე ტექნიკური 

ხერხით, განსხვავება მხოლოდ იმაში იქნება რომ :;-ბის ღერძის და– 
ყოფის წერტილებიდან ამართულ პერპენდიკულარებზე ჩვენ მოვზო- 
ჩი



მავთ, ნიშნების მიხედვით, სინუსების ხაზების ნაცვლად ტანგენსების 

ხაზებს, რის შემდეგ ამ უკანასკნელთა ბოლო წერტილებს შევაერ- 

თებთ ერთმანეთთან. 

ტანგენსოიდი შესდგება სრულიად ერთნაირ, მაგრამ გან- 

კერძოებული მრუდეებისაგან რადგანაც ტანგენსი X რკალისა აკე- 

თებს ნახტომს პლუს უსასრულობიდან მინუს უსასრულობაზე, რო- 
· ჯ 3” წX 

დესაც X ცვლადი ღებულობს -5ს “57 “5 ( ე. ი. კენტ 

რიცხვჯერ აღებულ 2) მნიშვნელობას (ნახ, 14). 

| 

| / 
> 

წ #I # | /# 17 3 2 -#) „/-”Lწი/L 5:/ %.:XC)X 
  

ნახ. 14. 

სხვაგვარად რომ ვთქვათ, ტანგენსოიდი განიცდის წყვეტას 

X=-ე, ფა 8. და ა, შ წერტილებში. ნახაზზე მოცემულია 

მხოლოდ სამი (აალკეული მრუდი ცხადია, რომ ასეთ მრუ- 

დეთა რიცხვი უსასრულოდ მრავალია. მრუდი, რომელიც არის 

(– 5. ++) შუალედში, წარმოადგენს ჯდX ფუნქციის მთავარ 

მნიშვნელობას, 

ვ. ტრიგონომეტრიაში ზოგჯერ #ჩ8606თ(ან 8§800«) და 00§06თ 
(ან 009586») ფუნქციებს ხმარობენ პირველი იკითხება როგორც 
სეკანს ალფა (ან სეკანს იქს), მეორე –– კოსეკანს ალფა (ან კოსე- 

კანს იქს). 
ხ9



1 
5006X== –-––, 

008 1 

C080C Xჯ ==   

910 X 
ეს ტოლობანი წარმოადგენენ დასახელებული ფუნქციების გან- 

საზღერას, : 

მოსწავლისათვის მეტად სასარგებლოა 80 ჯ ფუნქციის გრაფი- 

1 წი- კის აგება, რადგან მან აუცილებლად უნდა გამოიკვლიოს 52 

ლადი ფუნქციის ცვლა, სახელდობრ! 

1 

C053Xჯ 

ლუტურად I-ზე ნაკლები იყოს? 

ბ) შეიძლება, თუ არა ამ ფუნქციის გრაფიკის რომელიმე 

წერტილი –+- 1 და –– 1 ერთეულის მანძილით იყოს დაშორებული 
X-ების ღერძიდან? 

გ) რამდენი ასეთი წერტილი ექნება გრაფიკს და ჯ-ის რომე- 

ლი მნიშვნელობისათვის? 

დ) ჯ არგუმენტის ცვლის რა შუალედებში მატულობს და რა 

შუალედებში კლებულობს ჩვენი ფუნქცია? 
ე) როგორ დალაგდება გრაფიკი ჯ-ებისა და /”-ების ღერძების 

მიმართ? 
სეკანსოიდი. ასე ეწოდება / == 508 ჯ ფუნქციის გრაფიკს. ეს 

ფუნქცია არ არსებობს, თუ იგი აღებულია (–-1, +-1) შუალედში 

თვით –+-1 და -–-– 1 გამონაკლისით. როდესაც 300X == +–+1, X=-0; 

როდესაც 30027 == ––-1, X=% 
გვექნება შემდეგი სახის ნახაზი (ნახ, 16). დაშტრიხულ ზოლ- 

ში სეკანსოიდს არ ექნება არც ერთი წერტილი, სეკანსოიდი, რო- 

გორც ტანგენსოიდი, უსასრულოდ მრავალი განკერძოებული მრუ- 

დისაგან შედგება; ჩვენ ნახაზზე აგებულია მხოლოდ სამი მრუდი. 
48, CL, #X და MM--.ჯ-ბის ღერძისადმი პერპენდიკულარე- 

ბი, –– წარმოადგენენ იმ სწორ ხაზებს, რომლებსაც ასიმპტოტიურად 
უახლოვდებიან სეკანსოიდის (კალკეული შტოები, ეს იმას ნიშნავს, 

რომ შტოები უსასრულოდ უახლოვდებიან 48, CL, #X, M#”M 
სწორ ხაზებს, მაგრამ მათი შერთვა ამ სწორებთან არასდროს არ 

მოხდება, ! 

იმის შემდეგ, რაც უკვე იყო ნათქვამი სინუსოიდისა და ტან- 

  

ა) შეიძლება, თუ არა   წილადის მნიშვნელობა აბსო- 

60



გენსოიდის აგებაზე, უნდა ვიფიქროთ, რომ ქვემოთ. მოტანილი 
აგება ძნელი აღარ იქნება, 

“” ” #/ ”» # 
# 

227222202 72MI2: >727722722 20:22 > 

      
V # C 4 

ნატ, 15. 

მეორე თავში განხილული მასალის დამუშავებისათვის მასწავ- 

ლებელს 82 –– 34 საათი დასვირდება, 

სავარჯი“იძიმი 

1. ააგეთ კუთხე: 

ა) თუ §5)10X+= -კ- და 008X < 0; 

ბ) თუ 008 X == –- -= და 510 X<-0; 

ბ) თუ (+=-- და ლ008%X<-0; 

დ) თუ L=CX=> M 9. საჭიროა X-ის აბსოლუტურად უმცირესი 

მნიშვნელობა, 

ე) თუ 9I1)X=>= –- (თ X. აქ საჭიროა წმინდა გეომეტრიული 

აგება, გაიხსენეთ მსგავსი მართკუთხა სამკუთხედები: 

9. დაამტკიცეთ, რომ 

ა) იცა" 008-” 
ა...



ბ) 5Iს 220” = 003(– 1409); 

გამოიყენეთ §1) (+ + 3 =008თ ფორმულა. 

გ) 5III(-–– 1293”)== –– 511 67” == –– 00§ 337. 

8. იპოვეთ 0ლ008X და ს-X, თუ 51) X=  ” 
V 1-+- „2 

+ 1 

7 1+- > 
4. თუ წინა მაგალითში 008%-სს უარყოფით მნიშვნელობას 

აიღებთ, რა ნიშნით აიღებთ (–თX-ის მნიშვნელობას? რატომ? 

პასუხი. 008 X == ; სX== + /”M. 

- C03 თ 8. თ კუთხის რა მნიშვნელობა უნდა ავიღოთ, რომ 810C-|-C05> 

წილადმა მიიღოს უდიდესი მნიშვნელობა, თუ ცნობილია, რომ 

§10თ და 009თ არ არის უარყოფითი? 

პასუხი: თ=-=MXC, სადაც X მთელი ნებისმიერი რიცხვია. 

6. გამოსახეთ §1ით ფუნქცია Lთთ-ს შემწეობით. 

  

: წთ თ 
პასუხი: 9811) # == ==, 

ჟ +V 1 –+- (01თ 

აირეთ 008თძ, = ––- – –––=–=–- ! გრეთვე +7IC=> 

გამოიყენეთ ეს ფორმულები, როდესაც თ კუთხე უდრის 1359. რო- 

გორ ამოარჩევთ ნიშნებს ორივე ფორმულის ერთდროულად სარ- 

გებლობისას? როგორ აიხსნება ამ ფორმულათა ორმაგი ნი შანი? 

7. გამოარკვიეთ, რომელი სიდიდე უფრო მეტი ან ნაკლებია: 

8910(თ-–- მშე) თუ §5I1)თ-+-508. რა პირობებშია (პირველი სიდიდე 
მეორეზე მეტი და რა პირობებშია ნაკლები (ან ტოლი). ისარგებ- 

ლეთ ტრიგონომეტრიული ხაზებით, ანგარიში გაუწიეთ ნიშნებსაც. 

8. ცნობილია, რომ §1ი 909 == 0,849; §Iი »19 == 0,858; 
810 229? =- 0,37წ, გამოანგარიშეთ §10ი 20? 40”. 

9. სად კლებულობს Lყ X ფუნქცია? 

პასუხი: ყოველ მეოთხედში მატულობს. 

10, როდის უდრის §1ი | X) ფუნქცია §1ი ( – X)-ს? 

6მ



პასუხი: თუ ჯ <0, მაშინ 314 | XI == 81ი(–– X) ან -– ვი ჯ. 

11, გამოიანგარიშეთ ჯ კუთხე ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 

მნიშვნელობათა ცხრილის საშუალებით, თუ 1თფX=0,884. 

12, ავაგოთ /==811 2 ფუნქციის გრაფიკი. ეს მაგალითი მე- 
ტად საინტერესოა და ამასთან, მოწაფეებისათვის სასარგებლო. აქ 

მოსწავლემ უნდა გამოიყენოს მიღებული ცოდნა, და მისთვის თვალ- 

საჩინოდ გამოირკვევა, რა შეითვისა მან კარგად და რა ხარვეზებს 

აქვს ადგილი მის (კოდნაში. მოსწავლისათვის ისიც გამოირკვევა, 

თუ რა დონეზე დგას მისი ფუნქციონალური აზროვნება. 

აქვე უნდა მივცეთ მითითება იმ მოსაზრებათა შესახებ, რითაც მან 

უნდა იხელმძღვანელოს ამ გრაფიკის აგებისათვის. 

ა) 7/==510 ჯ”2 არაპერიოდული ფუნქციაა, (იხ. 7 §-ის ბოლო). 

ბ) ეს ფუნქცია ლუწია; მისი გრაფიკი სიმეტრიულია 7».-ების 

ღერძის მიმართ (იხ. § 8)ე მაშასადამე საკმაოა ავაგოთ გრაფი- 

კის ნაწილი, სადაც X-ის მნიშვნელობა არაუარყოფითია, ე, ი. 

(X=>0), ფუნქციის ა“გუმენტი X«-ია. 

ბ) ჯ არგუმენტს შეუძლია ყოველგვარი ნამდვილი მნიშვნელო- 

ბა მიიღოს. 

დ) ჯ? რომ ეტოლებოდეს -– 2, 2, ბი... და ა. შ. სა- 

ჭიროა, რომ #=+/ V :, / > V 97... და ა, შ. 

ე) წინა შენიშვნის მიხედვით საჭიროა კოორდინატთა სისტემის 

სათავიდან დაწყებული ჯ-ბის ღერძზე აღვნიშნოთ წერტილები 

  

დ _– 29% 
V “9 M# X, 5” V 29X... 

«2.5 – 7 
(/ 5 V =» = +) (საკმაო 5 –– 6 წერტილი). 

ვ) გამოვარკვიოთ, რა შუალედში იზრდება ფუნქცია და რა 

შუალედში კლებულობს; აგრეთვე ჯ-ის რა მნიშვნელობებისათვის 

ეტოლება ნულს ფუნქცია §I1ი 1. 

ზ) შევამჩნიოთ და გამოვიყენოთ შემდეგი ფაქტი: 

X>V%ი -- / => V3». -–_ V%-> ი=- 3ვ»., უდა, საზოგადოდ, 
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V" 12- /CCL-1)=:>V V1+-1) =- I #: 

(X მთელი დადებითი რიცხვია) ამ მოსაზრებების მიხედვით აგებურ 

გრაფიკს ექნება შემდეგი სახე: (იხ, ნახ. 16). 

წწ წს ილი რი 
II VVX ნ #V” 

შენიშვნა: ამ გრაფიკს ეწოდება ფრენელის მრუდი, თვით 

§1ი XX ფუნქციას აქვს დიდი გამოყენება ფიზიკაში სინათლის დიფ- 

რაქციის თეორიაში. 

18, ააგეთ 7 == §1)) | XV) და X=- | §11X I გრაფიკი, 

თავი III. 

ფეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და 

გაყოფის ფორმულების ფესახებ 

ჯ 11, შმკრებისა და გამო.კჰლების ფო.რმულები 

შეკრების და გამოკლების ფორმულების გამოყვანა იმ შემთხვე- 

როცა ორი თ და § კუთხე მახვილი და დადებითია, არავი- 
თარ სიძნელეს არ წარმოადგენს და ამაზე ლაპარაკი აქ ზედმეტია. 

გაცილებით უფრო ძნელია ამ ფორმულების ზოგადობის და- 

მტკიცება. ჩვენ ვფიქრობთ, რომ, ამ ფორმულებს გამოვიყვანთ 

ორ შემთხვევაში: როცა 0< ყ-< -––- და 0<ჩ< -- 

ვაში, 

, ხოლო: 

1)თ-+-2 < --- და 9) «1-3 <=, და ს შემდეგ მასწავლეს ვეტყვით, 
როზ ეს ფორმულები ძალაში რჩებიან ყოველთვის, როგორიც არ 
უნდა იყოს « და 8 კუთხეები, საქმეს ამით არავითარ ზიანს არ მი- 
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ე აყენებთ. მართალია, შეკრების ფორმულები ფრიად მნიშვჩელოვან 

გონიომეტრიულ ფორმულებს წარმოადგენენ (მათი შენწეობით ვღე- 
ბულობთ გამრავლებისა და გაყოფის ფორმულებს), მაგრამ ეს კი- 

დევ არაა საბუთი იმისათვის, რომ საშუალო სკოლაში ამ ფორმუ- 

ლების განზოგადება ისწავლებოდეს. ამისათვის საჭირო დრო შეიქ. 

ლება გამოვიყენოთ სხვა საკითხების შესწავლისათვის, როგორიცაა, 

მაგალითად, 7/=81ს XX ფუნქციის გრაფიკის აგება (იხ. § 10, კით- 
ხვა წ, 6, 10, 12). სულ სხვაა, თუ ვისარგებლებთ შემკვრელის პრო- 

ექციის თეორემით მაშინ მოსწავლე იგრძნობდა ამ თეორემის 

სიმძლავრეს, მის ზოგად ხასიათს, და ამას ექნებოდა საგანმანათ- 

ლებლო მნიშვნელობა რიბკინს ტრიგონომეტრიაში, რომელიც 

ჩვენს სკოლებში იხმარება, განზოგადება მოცემულია გრძელი მსჯე- 

ლობის სახით (იხ. § 54, გე. 75, 1947) გარდა ამისა, მათემატიკის 

კურსში ზოგჯერ დასაშვებია რაიმე ფორმულის დაუმტკეცებლად 

მიცემაც. ვიდრე შეკრების ფორმულების გამოყვანას შევუდგებო- 

დეთ, საჭიროა მოსწავლეს ვაჩვენოთ, რომ საზოგადოდ §I)ი (თ –– 8) 5- 

=C 510  –– 51ი 9, რისთვისაც საკმაოა იმ ორი შემთხვევის განხილვა, 

რომელთაც ზემოთ “შევეხეთ. აქ მოსწავლემ კარგად უნღა იცო- 

დეს, რა ხაზები ასრულებენ ნახაზზე თ და § კუთხის ტრიგო- 

ნომეტრიული ხაზების როლს (ნახ. 17 და 18). 

    5. მ. კონიაშვილი 6§



  

  

  

ნახ, 18, 

მოსწავლეს უნდა ესმოდეს, რომ მე-17 და მე-18 ნახაზებზე C9 

ასრულებს 8 კუთხის სინუსის ხაზის როლს, 07 კი–-მისი კოსინუ- 
სის ხაზის როლს. 

თუ მოსწავლე ასეთ საკითხებში ერკვევა, მაშინ მას არც შეკ- 

რების ფორმულის გამოყვანის შეთვისებაც გაუძნელდება. ცხადია, 

რომ ამის შემდეგ საჭიროა ვარჯიში: მაგალითად, 81ი 7წ6” =97 

ლ0970 =? 38016 =7 00915:=? სასარგებლოა 0608 7წ. და 
008 15“ გამოვიანგარიშოთ ორი გზით: ერთი – შეკრების (გამო- 

კლების) ფორმულის გამოყენებით, მეორე –– V/ 1– 51? თ == 008C 

ფორმულის გამოყენებით; შედეგები შევადაროთ, 

მეტად საჭიროა მივაქციოთ ყურადღება მნიშვნელოვან 

ნაკლს, რაც ასე ხშირია საშუალო სკოლის პრაქტიკასა და სახელ- 

მძღვანელოებში. ჩვენ აქ მხედველობაში გვაქვს ორი კუთხის ჯამის 

და სხვაობის ტანგენსის ფორმულა. ჩვეულებრივი გამოყვანა ამ ფორ- 

შულისა სკოლაში ასეთია: „გვაქვს: 

__ 8I0I(-+I-ვ) _ 510თ-00§8 –- “005 =· 51) 8 
ხ8(>--ჩ) = 009(თ-.- მზ)  608თ·0088 -– §IIIთ-510 8 კ 

მარჯვენას მხარეში რომ ს-ღთ და L.ვ3 მივიღოთ, გავყოთ წი- 
ლადის მრიცხველი და მნიშვნელი ნამრავლზე ლ08თ 008ჩ, მივი- 
ღებთ: 
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11) “ 

ი08 თ 
  

L 811) 8 

ლ03 ჩ 

მით ვიტ 
603 თ 003 8 

  

Lთ(თ –> 8)=> 

· _252+C_ « 
ანუ L§9(თ-L2) == (ნთ. (96 “ 

(იხ. რიბკინისს ტრიგონომეტრია § 565, გვ. 77, 1947 წ.). ეს მაგა- 
ლითი სქოლასტიკური და ფორმალისტური მსჯელობის საუკეთესო 

ნიმუშს წარმოადგენს, აქ ფორმის შიგნით ღარიბი შინაარსია. უპირ- 

ველეს ყოვლისა, რით არის გამოწვეული სიტყვები „მარჯვენა მხა- 

რეში რომ L-თ და LV8 მივიღოთ"? ალბათ, გარკვეული მიზნით, 
რაც აღნიშნული უნდა ყოფილიყო, იქნებ გვსურს (1ყ (თ –- 8) გამოვ- 

სახოთ Lყთ და სც8-ს საშუალებით, იქნებ გვსურს მარჯვენა მხარეს 

მარტივი სახე მივცეთ. 
მეორე: LV(«–-ვ) რომ გამოვსახოთ L>თ და Lყ 8-ს საშუალე- 

ბით, ეს ფუნქციები უნდა არსებობდნენ, რისთვისაც საჭიროა, რომ 

ი09თ53=0 და 0088 + 0, აგრეთვე თ+-8=5M#---. 

მესამე მოსწავლემ ისიც უნდა დაინახოს, რომ შეიძლება 
Lსდთ და L-8-ც არსებობდეს, მაგრამ ფორმულას არ ჰქონდეს გამოყე- 

ნება; ეს მოხდება, როცა L9ყთ-Lყ 8 == 1. 
სხვათაშორის, არ ვარგა, რომ სტაბილურ სახელმძღვანელოში 

მიღებულია დაწერა: 

811) თ- 603 5 –– 603 თ- 519 8; 

რატომ ვწერთ გამრავლების ნიშანს 81ს თ და 003თ-ს შორის? ასეთი 

დაწერით უმიზნოდ რთულდება წერაც და ბეჭდვაც. მოსწავლეს 
უნდა მოვთხოვოთ ასეთი წერა: 

810 თ 603 8 –I– ი08 თ §10 8 

საყურადღებოა ის გარემოებაც, რომ ორი კუთხის ჯამის ტრი- 

გონომეტრიული ფუენქციები ყოველთვის ალგებრულად გამოი- 

საზებიან შესაკრებ კუთხეთა ტრიგონომეტრიული ფუნქციების სა- 

შუალებით. 

მაგალითად, §10(თ -L 8) == 810 თ 008 8 –– 005 თ 51) 8. მარჯვენა 
ნაწილში მივიღეთ ჯამი ორი ისეთი წევრისა, რომელიც ნამრავლს 
წარმოადგენს. 
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აღსანიშნავია, რომ. მაგალითად. 7ე (თ-–+ ი) შეუძლებელია გა- 

პოვსახოთ ალგებრულად ?ყრი და /ქ0-ს საშუალებით. 

დანარჩენი მასალა დამუშავდება ისე, როგორც იგი სტაბილურ 

სახელმძღვანელოშია. 

§ 12. გამრავლების და გაყოფის ფო.რმულების 
შესახებ 

არც დასახელებული ფორმულების გამოყვანა წარმოადგენს 

რაიმე სიძნელეს და დამუშავდება იმ თანმიმდევრობით და ისე, რო- 

გორც სახელმძღვანელოშია. მოსწავლეებმა ამ ფორმულების გამო- 
კნებაში უნდა ივარჯიშონ, უმთავრესად იმისათვის, რომ მათ შეგ- 

ბებულად ამოარჩიონ ნიშანი იმ რადიკალების წინ, რომლებითაც 

გამოისახებიან 810-ე იი§ -ე- და (6 ---. განსაკუთრებული ყუ- 

რადღება უნდა მიექცეს ფორმულებს, რომლებიც თ კუთხის ტრი- 

თ 
გონომეტრიულ ფუნქციებს რაციონალურად გამოსახავენ (დ - 

ფუნქციის საშუალებით. ამ ფორმულებს ხშირად იყენებენ როგორც 
ელესზენტარულ მათემატიკაში (რრიგონომეტრიულ განტოლებათა 

ამოხსნა), ისე უმაღლეს მათემატიკაში. 
ამ ფორმულების იმ სახით მიცემა, როგორც რიბკინის წიგნშია 

(იხ. რიბკინის ტრიგონომეტრია გვ. 98, 96), არ ივარგებს. 

შემდეგ, ზედმეტი არ იქნება ვუჩვენოთ მოწაფეებს, რომ გაყო- 

ფის ფორმულების საშუალებით "შეგვიძლია გამოვიანგარიშოთ 

__.. ““ ყე“ „. შ. თ აყოთფის ფორმ - 008 -ც, §10 -ვა 608 +, 810 გ და ა უ გაყოფის ფორმულე 

ბით თანმიმდევრულად ვისარგებლებთ, შეგვიძლია გამოვიანგარი- 

შოთ (005 ი და §1ი ა სადაც ? მთელი დადებითი რიცხვია. 

საინტერესოა, რომ გამოანგარიშება მოხდება შემდეგი სახის რა- 

დიკალების” საშუალებით. -» კუთხის კოსინუსისათვის: 

M 2L+V 2, / ?+ V 2+V 5. MI ?:+M 9+V2I+-V/9 
2 · 

2 2 
    

და ა. 8. 
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ე კუთხის სინუსისათვის; 
  

M0- #6 M2- წმ, MV 2-M2+V 2+V7 2. 
3 ' - 

  

  

9 , 9 
და ა, შ.; 

აქ მოყვანილია სამში შემთხვევა, როცა II ==8, 4, 8, კუთხეები 

კი არის –-, _. “+. 
8 160 32 

საინტერესოა ის გარემოებაც, რომ 8», 4», შ#...)2% (/ 
მთელი დადებითი რიცხვია) კუთხის სინუსის და კოსინუსის პოვნა 

ალგებრული თვალსაზრისით დიდ სიძნელეს არ წარმოადგენს. მაგ- 

რამ, როდესაც გვინდა ვიპოვოთ - კუთხის ტრიგონომეტრიული 

ფუნქცია, გამოსახული » კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 

საშუალებით, მაშინ ალგებრული ხასიათის დაბრკოლებანი წა- 
მოიჭრება. ამას კარგი მოსწავლე ადვილად შეამჩნევს შემდეგი მა- 

გალითიდან! ცნობილია, რომ Cიყ 3თ==4 ლი51» –– 3 ლი8». 

ჩავსვათ «-ს ნაცვლად 3, მივიღებთ: 

008 თ == 4 ლიკ“ -გ –- 3 Cი8 -ვ-. 

შემდეგ, თუ გვინდა გამოვსახოთ იი ვ თ კუთხის კოსინუ- 

სის საშუალებით, საჭირო იქნება კუბიკური განტოლების ამოხსნა, 
რასაც ელემენტარული მათემატიკა არ ეხება. 

ამასთან დაკავშირებულია საკითხი კუთხის ტრისექციისა, ე.ი. 
კუთხის სამ ტოლ ნაწილად გაყოფეისა ფარგლისა და სახაზავის სა- 
შუალებით. კუთხის ტრისექცია ფარგლის და სახახავის სა- 

შუალებით ამოუხსნადი ამოცანაა. 
საქმე იმაშია, რომ ფარგლისა და სახაზავის საშუალე- 

ბით შეიძლება ავაგოთ ისეთი სიდიდენი, რომლებიც გამოსახულნი 
არიან კვადრატული რადიკალების შემწეობით, ამასთან ასეთი 
რადიკალების რიცხვი სასრულოა. 

კუბიკური ფესვები სულ სხვა ბუნების რიცხვებია, ვიდრე 

კვადრატული ფესვები. 
1887 წ. ვანცელმა (V2IC>»611) დაამტკიცა, რომ კუბიკური გან- 

ტოლების ფესვები შეუძლებელია გამოვსახოთ კვადრატული ფესვე- 

ბის საშუალებით.



კითხვები. 

1) 8Iს თ= > 511) 3 == (60-12; იპოვეთ §1)) (9. –)- (1). 

2) დაამტკიცეთ, რომ 

=1I) 1/ == 81)) X· 6095 (4 – X) –I– 009 X>81ი (/ -– X). 

8) დაამტკიცეთ, რომ 
V 3 იი-X + 910 X==9 51) (60? + X). 

4) თი0189-=- 1 (V 6 -– 1), იპოვეთ §1ი 369, ი0§ 86“, Lყ 36“ 
4 

პასუხი: ისს 869 = -+- VI 10 –9# L: ი0§ 86მ= –- (V წ –+-1); 

(6360-2276 
5) I<X== 7. იპოვეთ (C-ე-. პას.:-.- (V/ 5ი-– 1) და 

–- (/ 50+1). 
6) დაამტკიცეთ, რომ 

· , X 
811) V –L LC X= 92 LC X 008? “ვ, 

271 
7) (დ==--. რას უდრის /I ი«ი§9თ –L 2 511 2»? 

8) LC -ე= V 9 – 1; რას უდრის ჩIIV; «ია; (692 

ამ თავს შემდეგი ისტორიული ცნობით დავასრულებთ. 

ხალხი განვითარების პირეელსავე სტადიაზე გრძნობდა კალენ- 

დრის საჭიროებას. ე. ი სწორად რომ ითქვას წელიწადის დრო- 

თა დადგომის წინასწარ განსაზღვრის საჭიროებას, რადგანაც ამას- 

თან მჭიდროდ არის დაკავშირებული თესვისა და მოსავლის აღების 

საკითხები. ცნობილია, რომ მოსავლის ხარისხი დროულად თესვაზეა 

დამოკიდებული. მაგალითად, ეგვიპტეში მოსავალი დამოკიდებული 
იყო ნილოსის ადიდებაზე, რაც წლის განსაზღვრულ დროს ხდებო- 

და. მოსავალზე კი დამოკიდებულია ხალხის არსებობა. 
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კალენდარი საჭიროა ნაოსნობისათვის. ამჟამად ჩვენ სამოქა– 

ლაქო კალენდარიც გვაქვს და ასტრონომიულიც. მაგრამ ჩვენს წელთ-. 

აღრიცხვამდე 2000-ე მეტი წლის მანძილზე კალენდრის 'როლს 

ასრულებდა ცის სფერო, რომელზედაც აკვირდებოდნენ. მზეს. 

ვასკვლავებსას და პლანეტებს. ძველად თანავარსკვლავედთა შორის 

მზის მდებარეობის მიხედვით განსაზღვრავდნენ წელიწადის დროს;:-· 

ვარსკვლავების მდებარეობის მიხედვით გზას იგნებდნენ ხმელეთსა 

და ზღვაზე. | 

ნათქვამიდან ცხაღიას რომ ყველა მეცნიერებათა შორის 

ერთ-ერთი პირველთაგანი ასტრონომია უნდა წარმოშობილიყო -და 

განვითარებულიყო. მართლაც, აღმოსავლეთის ქვეყნებს-–-ჩინეთს, 

ინდოეთს, ეგვიპტეს და სხჭ.ე უძველესი დროიდანვე ჰქონდათ ობ- 
სერვატორიები და სპეციალისტებიც ჰყავდათ, რომლებიც ასტრო- 

ნომიულ დაკვირვებებს აწარმოებდნენ. 
ასტრონომიისათვის საჭიროა სფერული ტრიგონომეტრია. ამი- 

ტომ სწორხაზოვან ტრიგონომეტრიაზე ადრე ჩნდება და ვითარდება 

სფერული ტრიგონომეტრია, რომელიც ასტრონომიის . ნაწილად 

ითვლებოდა და რომლის საგანსაც შეადგენდა სფერული სამკუთ- 

ხედების ამოხსნა, ე. ი. ისეთი სამკუთხედებისა, რომლებსაც სფერო 

ზე პქმნის სამი დიდი წრის გადაკვეთა. 
მაგრამ ასტრონომიას უკვე ჩვენს წელთაღრიცხვამდე I საუ- 

კუნეში დასჭირდა ზოგიერთი ისეთი თანაფარდობა, რომლებსაც 

იძლევა სწორხაზოვანი ტრიგონომეტრია, მაგალითად: 

8III (თ + 3) == 5)ი თ 0058 + 0050 §II) 8, 

– თ 

1– 20თ==9 9)! “ვ. 

რაც იმ დროს ცნობილი არ იყო. 

ამ თანაფარდობათა ფუნქციას ასრულებდა გამოჩენილი ასტრო- 

ნომის. კლავდიუს პტოლომეს (ჩვენი წელთაღრიცხვის II ს.) თეო- 

რემა. ეს თეორემა იმაში მდგომარეობს, რომ: მართკუთხედი, რომ- 

ლის გვერდები წრეში ჩახაზული ოთხკუთხედის დიაგონალებს უდ- 

რის, ორი ისეთი მართკუთხედის ჯამის ტოლდიდაა, რომელთა 

გვერდებს წარმოადგენ” ამ ჩახაზული ოთხკუთხედის მოპირდაპირე 

გვერდები. ამ თეორემის დახმარებით პტოლონე თ--8 და თ–8-სა- 

თვის ქორდებს თ და 8 რკალების ქორდების მიხედვით პოულობ- 

და, ასე შეადგინა მან ქორდების ცხრილი, რომელიც ჩვენს ახლან- 

დელ სინუსების ცხრილს. შესაბამება. ამრიგად, “სწორხაზოვანი 
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ტ რიგონომეტრიის ჩანასახს, გეომეტრიული ფორმით, 
ეპოულობთ ჩვენი წელთაღრიცხვის II საუკუნეში. რასაკვირველია, 

ტრიგონომეტრია ამ სიტყვის ახლანდელი მნიშვნელობით მაშინ არ 
არსებობდა. 

როცა ცხოვრების პრაქტიკამ ისეთი საკითხები წარმოაყენა რო- 

გორიც არის, მაგალითად, გამოთვლა მანძილებისა მიუვალ წერ- 

ტილებს შორის ან. შორეულ წერტილებამდე, საგნის სიმაღლის გან- 

საზღვრა, ადგილის გეგმის შედგენა ზოგიერთი სწორხაზოვანი 

ნაკვთის ფართობის. გამოთვლა და ა. შ., ე. ი. წამოაყენა სამკუთ- 

ხედების ამოხსნის ამოცანა, მაშინ სწორხაზოვანმა ტრიგონომეტ- 

რიამაც წინ წაწევა დაიწყო. 

თავი IV 

სამკუთხმდვბის ამოხსნის შესახებ 

§ 13. პროგრამული საკითხი 

„სასწავლო პროგრამებისა და სასკოლო სახელმძღვანელოების 

გამარტივება, მათი არაძირითადი მასალისაგან განტვირთვა სწავ- 

ლებაში ფორმალიზმის წინააღმდეგ ბრძოლის ერთ-ერთი პირობაა": 

(იხ. მითითებანი. საშუალო სკოლის პროგრამებსა და სახელმძღვა- 

ნელოებში შეტანილი ზოგიერთი ცვლილებების შესახებ. გაზ. „სა- 

ხალხო განათლების“ გამოცემა 1947. გვ. 8). 
ამ მოსაზრების თანახმად XI კლასის ტრიგონომეტრიის პროგ- 

რამიდან ამოღებულია ტანგენსების თეორემა, მოლვეიდეს ფორმუ- 

ლები და სამკუთხედის ნახევარი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნ- 

ქციების გამოსახვა გვერდების საშუალებით. 

ირიბკუთხა სამკუთხედების ამოხსნა ხდება მხოლოდ სინუსების 

და კოსინუსების "თეორემის საშუალებით. ამ თეორემის დამუშავება 

არავითარ 'სიძნელეს “არ წარმოადგენს და აქ ამ საკითხზე არ შევ- 

ჩერდებით.. (იხ. რიბკინსს „ტრიგონომეტრია“ 194” წ. გვ. 198, 

194, 19L;- 198). 
ზემოთ აღნიშნული ცვლილება ისე არ უნდა იყოს გაგებული, 

რომ, თითქოს, მისი: პროგრამამი შეტანა დამოკიდებულია მასწავ- 

ლებლია სურვილზე. პროგრამის ასეთი: ცვლილება სავალდებუ- 

ლოა, მით უმეტეს; რომ .ირიბკუთხა სამკუთხედების ამოხსნას უნდა 

დაეთმოს ·მხოლოდ ,8 საათი, ნაცვლად ·წინანდელი 17 საათისა, და 

განთავისუფლებული 9 საათი · უნდა მოხმარდეს გეომეტრიული 
I?



ამოცანების ამოხსნას ტრიგონომეტრიის გამოყენებით (იხ, მითი- 

დეზანი“... გვ. 24, 25),. 

§ 14, ირიბკუთხა სამკუთხედის ამოხსნა 

ჟურნალში „Mგ»MმწVწმ 8 IIV0IC" (M 4, 1948 წ, გვ. 42) 
მოცემულია ერთ-ერთი ვარიანტი სამკუთხედის ამოხსნისა, რაც 

მოსწავლისათვის ადვილად გასაგებია. ჩვენ ვურჩევთ მასწავლებელს 

ამ ვარიანტის გამოყენებას, 

ამოვხსნათ ირიბკუთხა სამკუთხედი ორი გვერდითა და მათ 

შორის მდებარე კუთხით (ნახ. 19 და 20) მოცემულია გვერ- 

  

  

6 შ 

წ CC 

” –ა. 

4 + > აა, 42 

ნახ. 19. ნახ. 20. 

დები ი, ხ და კუთხე C. განვიხლლოთ ჯერ შემთხვევა, როცა 

ძ<90?. 8C სამკუთხედიდან (ნახ 19) გვექნება: 3M =# == 

=C0 51) C; 

#ა0=თ იი8 0: 40=ხ–902C=8–0Cთ005 C. 

481) მართკუთხა სამკუთხედიდან: 

” თ 51ი C 

C4=-–-ს “ა-თ-ი§C 

საიდანაც გამოვთვლით 4 კუთხეს ნაწილობრივი გალოგარით- 

მებით, 

შემდეგ ვიპოვით 8 კუთხეს. სინუსების თეორემა გვაძლევს: 

ხხ 4 
_–.. 51) 8=



ვაწარმოებთ შემოწმებას: 4-- 8-+- C== 180“. ამის შემდეგ ვპოუ+ 

ლობთ C გვერდს სინუსების თეორემის გამოყენებით: 

_ თ51C 
–_ ძი 4” 

და დასასრულ 

იხეI) C 
5= 5“ 

თუ C კუთხე მეტია 90?, სულ ერთია ფორმულა ((4= 72500 > 

ძალაში რჩება მართლაც, განვიხილოთ ეს შემთხვევა (ნახ, 920)! 

აქაც / = C 3)ს (1809 –– 0) == თ3)ი C” 
CI0)=0C0V5I0 (180? –– C)= – თ008 C; (– თლ00§C >90,. 

40=ხ-–= C/)/)==ხ –ძ005C და მაშ 
–___ თი C ი 

5 4 ბ–-თიი60”' 95 

4 კუთხის გამოანგარიშება სწარმოებს ერთისა და იმავე ფორმუ– 

ლის საშუალებით. იქვე მოყვანილია მაგალითი რიბკინის კრებული- 

დან (§ 13, # 8), თვით ვარიანტი კ. აგრინსკის ეკუთვნის. 

მაგალითი 

თ = 2925, 0==800, C =- 36“ 44”, 

ამოხსნა: 

თ 5) C 

ხ–თძიიზ§C” 

თ C03 C = 995 . C03 36“ 44”. 

ლოგარითმული ცხრილის შემწეობით ვპოულობთ 

თ 00§ C => 180.7. 

ხს – იძ C09C0==800 – 180, 7 =>=619,ვ3. 

2995-5011) 36 447 

ა 'აებეაა. 
ლოგარითმული ცხრილის გამოყენებით ვპოულობთ 4 =- 191?1წ”- 

შემდეგ ვეძებთ კუთხე #8-ს. 
ყი .-- 5 99 4 _ _800:§10 12515”. 
_ 295 , 

(2 4 =-- 
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საიდანაც ,„//3 == 48” 69”, მაგრამ 

36“ 44” –+ 1216” –- 48159” 23- 180“. 

ამიტომ, შეიძლება 8 კუთხისათვის შემდეგი რიცხვითი მნიშვნელო- 

ბა ავიღრთ: 

180” –. 48%697 = 181”1”, 
რის უფლება ჩვენ გვაქვს, რადგან 

1) 910 48“ 597 == 910 13117 და 

2) გვერდი #6 მეტია თ გვერდზე. 
ბაისC  800-·8910 36“4ძ4” 
  რ = „9. 

გვეოდი 6 LIII7-) 81ი 13171” 634,2 

5= 2900 _ 53830 კვ. ერთეულს. 

(ამოხსნაში ჩვენ მიერ შეტანილია ზოგიერთი განმარტება. მ. კ.). 
ამოებსნათ სამკუთხედი, რომლის სამივე გვერდი მოცემულია. 

ჰერონი ფორმულის შემწეობით ვპოულობთ სამკუთხედის 

ფართობს 
  

§-V ანი–თთ–-ხდ–-ი; 
ამის შემდეგ ვიყენებთ სამკუთხედის ფართობის ფორმულას 

  

    

ხ0 LI 4 
5= –“, 

საიდანაც გამოვიანგარიშებთ #4 კუთხეს: 

. 25 
II) 4 = ი 

ანალოგიურად ვწერთ: 

. § · ია 
ლ1I) 3 == და 8IიC == 26 

დასასრულ ვაწარმოებთ შემოწმებას: 

4+-8-+C0C=-180”. 

თუ რიცხვობრივი მონაცემები არართული სახისაა, შეიძლება გა- 
მოვიყენოთ კოსინუსების თეორემა: 

C13==01-1- 601 –– 2 0C-00§ 4, 
რომელიც სამართლიანია, მიუხედავად იმისა, მახვილია 4 კუთხე 
თუ ბლაგ ვი. 
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როცა კუთხე 4=-90, მივიღებთ პითაგორას თეორემას: 

ლიზ=ხ1-L- CC, რაც უკვე ცნობილია. კოსინუსების ფორმულა მო- 
ხერხებულია, თუ მონაცემები არ გამოისახებიან რთული რიცხვებით, 
რაც შესაძლებელს ხდის ვისარგებლოთ ტრიგონომეტრიული ფუნქ- 

ციების ნატურალურ მნიშვნელობათა ცხრილით. 

მაგალითი. თ=-4; 06=>5; C==6. ვიპოვოთ 4, 8, C კუთ- 
ხე. ვწერთ: 

ხ3-1-09 –– დ1 48 
ლ0924==-–ლე == 0,795; 

4 =41“ 40”. 

ანალოგიურად ვიპოვოთ 8>=55“40', C==89940'. 

იმისათვის რომ მოსწავლემ უფრო შეგნებულად შეითვისოს 
სამკუთხედის ამოხსნის თეორია, მისი ყურადღება უნდა შევაჩეროთ 

შემდეგ საკითხზე: 

რას წარმოადგენს დამოკიდებულებანი: 

თ ხ 6 

ში“ აფ0ი8 მი0.72. 
დღა 4+ს--0= 180”. 

მოსწავლე უნდა ესმოდეს, რომ აღნიშნული დამოკიდებულებანი 

ისეთი სამკუთხედის ანალიზურ განსაზღვრას გვაძლევენ, რომლის 

სამი ძირითადი ელემენტია მოცემული, სადაც ერთ-ერთი ელე- 

მენტი გვერდია (ძირითად ელემენტებად მიღებულია სამკუთხედის 

გვერდები და კუთხეები). 
გეომეტრია საშუალებას გვაძლევს ფარგლისა და სახაზაგის 

დახმარებით გეომეტრიულად ვიპოვოთ სამკუთხედის ყველა 

ძირითადი ელემენტი თუ სამი ელემენტი (ოღონდ სამივე კუთხე არ 

იყოს) გეომეტრიულად არის მოცემული. 

სინუსების თეორემა და მოთხოვნა, რომ 

4-L8-- Cღ=1809 
საშუალებას გვაძლევს გამოვიანგარიშოთ სამკუთხედის ყველა 

ძირითადი ელემენტი, როცა მისი სამი ელემენტის რიცხვითი მნი· 

შენელობა ცნობილია, 
მოსწავლეს უნდა ესმოდეს, რომ ჩვენი ფორმულები წარმოად: 

გენენ სამ დამოუკიდებელ თანაფარდობას სამკუთხედის ძირითად 

ელემენტებს შორის; 

(:)



ი _ ბ... ც.რ 6 
ში4 «08 “ წი4 შ8თიC 

და 3) 4-–- 732 + C==180?7. 

მოსწავლისათვის გასაგები უნდა იყოს, რომ. თუ, როგორც ეს 

ზემოთ იყო განმარტებული, მოცემული ფორმულები საზღვრავს 

გარკვეულ სამკუთხედს, სხვა დამოკიდებულებანი სამკუთხედის 

ძირითად ელემენტებს შორის შეიძლება ვიპოვოთ იგივური ტრიგო- 

ნომეტრიული გარდაქმნების საშუალებით. ასე, მაგალითად, შეიძლება 

გამოვიყვანოთ კოსინუსების თეორემა (იხ. რიბკინის ტრიგონო- 

მეტრია 1947, § 105, გვ. 181). 
მოსწავლისათვის ისიც ნათელი უნდა იყოს რომ, თუ სინუსე- 

ბის თეორემიდან და 1--8+C=1)80” პირობიდან გამომდინა- 

რეობს კოსინუსების თეორემა, ეს უკანასკნელი თეორემა შეიძლება 

მივიღოთ ძირითად ფორმულად და დანარჩენი მივილოთ აქედან. 

ე. ი. სინუსების თეორემა კოსინუსების თეორ;მიდან. 

ტრიგონომეტრიაში ლ. ეილერმა (1707 –- 1783) პირველია გა- 

მოიყენა სამკუთხედის გვერდების ლათინური თ, 0, C ასოებით 
აღნიშვნა და მათ პირდაპირ მდება“ე კუთხეების 4, 8, C მთავრუ- 

ლი ასოებით გამოსახვა, რაც ახლა საყოველთაოდ მიღებულია; ამით 

ფორმულებს უფრო გამოკვეთილი და ნწვობრი სახე მიეცათ. 

საჭიროა მოსწავლის ყურადღების შე"ერება ამ ფაქტზე. მან 

მტკიცედ უნდა შეიგნოს, რომ ყოველი აზრი, იდეა, ფორზულა მა- 

შინ უფრო ადვილია, როდესაც ისი5ი მკაფიოდ და მარტივად არის 

ჩამოყალიბებული. მათემატიკაშიც ფორმას, რომლითაც მოცემულია 

ეს თუ ის დამოკიდებულება სიდიდეთა შორის, მეტად დიდი მნი- 

შვნელობა აქვს. მოსწავლე ყოიელთვის უნდა ეძებდეს მიღებული 

შედეგის გამარტივებას, ამოხსნის მოკლე და საინტერესო გზას, 

რაც ადამიანზე ღრმა შთაბეჭდილებას ტოვებს. 

1) 

§ 15. გმომეტრიული ამოცანების ამოხსნა 
ტრიგო,ნო.მეტრიის გამო.ყენებით 

ასეთი ამოცანების ამოხსნისათვის რაიმე გარკვეული მიდგომა, 
ხერხი არ არსებობს. შეიძლება ვურჩიოთ მასწავლებელს, რომ მან 

მიაჩვიოს მოსწავლე იმის გარკვევას, საკმძაოა თუ არა ამოცანის 
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მონაცემები იმ ნაკვთის ასაგებად, რომელსაც ამოცანა გული-· 

სხმობს. 

ამოცანის მოთხოვნი (კითხვის) თვალსაზრისით არსებითად 

დიდ როლს ასრულებს ნაკვთის გეომეტრიული წარმოდგენა და მისი 

სპეციფიკის შემჩნევა, რაც ამორჩეული დამხმარე ხაზების შემწეობით 

არის შესაძლებელი. ამოცანის ამოხსნა უნდა ვაწარმოოთ ზოგადი 

სახით, ამონახსენიც ზოგადი იქნება. 

მაგალითები. 

1. 4800 ტოლფედღრა ტრაპეციაში (ნახ. 21) დიაგონალი 
4C0=-ძ ეპერპენდიკულარება C? ფერდს და ქმნის თ კუთხეს 472 
ქვედა ფუძესთან. გავიგოთ ამ ტრაპეციის ფართობი #=, თუ ძიძ=8, 

თ= 82-45“. 

ჯერ გამოვარკვიოთ, საკმაოა 
თუ არა მონაცემები იმ ტრაპე- 

ციის ასაგებად, რომლის ფარ- 

თობსაც ვეძებთ. Cთ კათეტის და 

თ კუთხის შემწეობით ავაგებთ 

/-<2 40) მართკუთხახ სამკუთხედს. 

4 –L –-L 2? ამგვარად, ტრაპეციის სამი 4, C, 

» წვერო აგებულია. 8 წვეროს 

ნახ. 21. ავაგებთ, თუ ავაგებთ C#) მონა- 

კვეთის ტოლ 48 მონაკეეთს ისე, 

რომ ის ჰქმნიდეს 47 ფუძესთან 004 კუთხის ტოლ #47) 

კუთხეს. 

ნახაზზე 8 LI 40 და CM L 40. 
რა არის საჭირო იმისათვის, რომ მოსწავლემ ამოხსნის მოკლე 

გზა იპოვოს? მოსწავლემ უნდა მოისაზროს, რომ „4M მონაკვეთი 

ეტოლება 40-+-8C ჯამის ნახევარს: ამისათვის კი აუცილებელია 

წარმოდგენა 8MV და CM პერპენდიკულარებისა ქვედა ფუძისადმი 

და შემჩნევა იმისა, რომ 4M#= MX#), დანარჩენი კი ადვილია. მაშა 

სადამე, მთავარი ისაა, რომ მოსწავლემ შესძლოს ამოცანის გეო- 

მეტრიული ანალიზი. ამის შემდეგ ვიყენებთ ტრიგონომეტრიულ 

ფორმულებს და ვპოულობთ საძებნ სიდიდეს: 

8=/4M-.-CM, 4M=ძ იი8თ: CM=- 0 319 თ; 
5==ძ1 31 თ 008 თ. 

  

      

«8



2. ტოლფერდა ტრაპეციაში 80 ზედა ფუძე ტრაპეციის ფერ- 

დის ტოლია. ფერდი ჰქმნის ქვედა ფუძესთან თ კუთხეს. რას უდრის 

48: L ტრაპეციის ფართობი, თუ 8C0=0? (ნახ. 22). 

აქაც ისე, როგორც პირველ მა- 

გალითში, მოსწავლემ უნდა გა- 

მოარკვიოს, უპირველეს ყოვლისა, 

რომ მონაცემების რიცხვი საკმაოა 

საძებნი 5 რიცხვის გამოსაანგარი- 

შებლად, ე. ი. ეს მონაცემები სა- 4 _ ათ 

შუალებას გვაძლევს გარკვეული “ 
ტრაპეციის ასაგებად, გარკვეული ნას. 22. 

სიდიდე ექნება მის ფართობსაც. 

ამოცანის ამოხსნა ასეთ სახეს მიიღებს: 

ა=4V-8M=(თ--+-4M)-8IX; 

4)1= Cთ008თC; IM == თ510 თ; 

# C C 
  

      

5==Cთ(1 –– 003 თ) თ§910 თ == 9 თ? ც0§? -- · §10თ. 

3. წრის ირგელივ შემოხაზულია ტოლფერდა ტრაპეცია, რომ- 

ლის ფერდი 478 ქმნის თ კუთხეს 47) ქვედა ფუძესთან, ვიპოვოთ ამ 
ტრაპეციის ფართობი, თუ წრის # რადიუსი ცნობილია (ნახ, 93). 

8 „4 რ 

უა 
# 

  

    4 L 4” "თ 

ნახ. 23. 

გამოვარკვიოთ ჯერ მონაცემების საკმარისობა გარკვეული 
„კტრაპეციის ასაგებად. გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ შემოხაზული 

 



თ კუთხე იზომება #IIC) და #0 რკალის ნახევარსხვაობით, ეს იმას 

ნიშნავს, რომ # და 0 წერტილს ექნება გარკვეული მდებარეობა 

წრეხაზზე, თუ თავიდან აღებულია გარკვეული # წერტილი, ამავე 

მოსაზრებით გარკვეულ მდებარეობას დაიკავებს M წერტილი, თუ 
წერტილი 0 წერტილის დიამეტრულად მოპირდაპირე იქნება, 

თუ M, XV, X და 0 წერტილზე გავავლებთ სხებს მოცემული წრე- 
ხაზისადმი, მივიღებთ სრულიად გარკვეულ ტრაპეციას. რაც შეეხე- 

ბა იმ გეომეტრიულ წარმოდგენებს, რომლებიც მოგვცემს ამოხსნის 

გზას საკმაოა, შევამჩნიოთ (მივხვდეთ), რომ ტრაპეციის შუა ხაზი, 

რომლის აგება ზედმეტია, ეტოლება MVC-- 06 და რომ XC = CX, 
0Lს= L1#. მაში ტრაპეციის შუა ხაზი ეტოლება CI ფერდს. ა? 

საფუძველზე ამოხსნა ასე ჩამოყალიბდება: CI) მართკუთხა საზ- 

კუთხედიდან (C# I 47) გვექნება 

  

00=0#7/:ფ0ით=-2“., 
8)) თ 

2 

8=0#.00= 46%. 
51) თ. 

ამ მაგალითებიდან ჩანს რომ მონაცემთა საკმარისობის საკითხის 

გამორკვევას და ამოცანის გეომეტრიულ წარმოდგენას მეტი შეგნე- 

ბულობა შეაქვს ამოცანათა ამოხსნის პროცესში, ასეთი მუშაობის 

დროს მოსწავლე იძულებულია გამოიყენოს გეომეტრიის (ოდნა, 

იაზროვნის წესიერად და სათანადო ფორმულები და გარდაქმნები 

აზოარჩიოს ტრიგონომეტრიის კურსიდან. ყოველივე ეს ხელს უწყობს 

სკოლას მათემატიკის სწავლებაში ფორმალიზმის წინააღმდეგ სა- 

ბრძოლველად. როგორც ვხედავთ, ტრიგონომეტრიის როლი გეო- 

მეტრიული ამოცანების ამოხსნაში მხოლოდ ტექნიკურია. ტრიგო- 

ნომეტრია გვაძლევს ფორმულის შედგენის საშუალებას, გამო- 
თვლის საშუალებას. იგი არ გვეხმარება ამოხსნის გეგმის შედგე- 

ნაში, ამოხსნის გზის პოვნაში. აქ სიტყვა ეძლევა გეომეტრიას, ასე- 

თი ამოცანები არსებითად გეომეტრიული ბუნებისაა. ამიტომ 

რთული ამოცანები კლასს არ უნდა მივცეთ. ასეთ ამოცანებზე შე- 

იძლება მათემატიკურ წრეში ვავარჯიშოთ კარგად მომზადებული 
და ძლიერი მოსწავლეები. 

.· 
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4, ჟურნალში · „Mმ2X6MმXVMმ 8 IIM0IVC" (M 3, 1956 წა მო». 
თავ სებულია მეტად საყურადღებო სტატია »„8ხI007809090 ,0ს3Cს- 
M09IხIX იმ60X Mმგ მX10CIგ2L» ვ300»0თ0#M 00, I60M0+1იMM C იი9- 
Mბ9M0CMMCM +0MC0Cს0M0X0VM M 00CMVმ 3I9MX 0მ60+“ (გვ. 12--983), 

სტატია შედგენილია ავტორთა' კოლექტივის მიერ, რომელ- 
შიც: შედიან ცნობილი მეთოდისტები: კ, ს. ბოგუშეგსკი, ნ/4 ს: გლა. 

გოლევი, ი.'ი. სმირნოვი, ს. 'ვ. ფილიჩევი და პ. ა, ლარიჩევი; (რე1 

დაქტორი), ამ სტატიის; მიზანია კონკრეტულ მაგალითებზე! მოგვ- 
ცეს ნათელი წარმოდგენა იმ მოთხოვნათა შესახებს რომლებიც 

“ 

  

  

ნახ, 23, (I 

შესრულებული უნდა იყოს დასახელებულ წერით სამუშაღებში გა: 
მოსაშვებ გამოცდაზე, ამ სტატიაში გამოთქმული აზრები და" მოყ- 

ვანილი სანიმუშო მაგალითები არ უნდა იყოს უყურადღებოდ და- 

ტოვებული მათემატიკის მასწავლებლის მიერ, 
+ სტატიაში განხილული 4 ”გალითიდან, ჩვენ აქ. „მოვიტანთ 

მხოლოდ შემდეგს:+  (:“-» 
წესიერი ოთხკუთხა. პირამიდის , სიმაღლე უდრის », ხოლო ში 34. 

სი გეერდითი წახნაგი დახრილია · ფუძის სიბრტყისადმი” თ კუთზით. 
მოცემული პირამიდის . ფუძის გვერდზე 'გავლებულია პირამიდის 

6. მ. კონიაშვილი, 81



კვეთა, პერპენდიკულარული პირდაბირმდებარე გვერდითი წახნაგის. 
განსაზღვრეთ მოკვეთილი პირამიდის მოცულობა (ნახ, 23ე, 

გავავლოთ წესიერი V48Cპ პირამიდის ფუძეში მდებარე 
კვადრატის MX სიმეტრიის ღერძი “და M და ” წერტილები შე- 

ვაერთოთ „პირამიდის MM წვეროსთან. #7 »X0 –– ორწახნაგა 90 

კუთხის ხაზოვანი კუთხეა, რადგან C»# L C9 რ(გების თანახმად). და 

MX 1 00 (სამი პერპენდიკულარის თეორემის თანახმად: V0 | 48Cი 
სიბ,, VI- დახრილია იმავე სიბრტყკისადმი და 0/--–-მისი გეგმილია); 

ამოცანის პირობის თანახმად „VX#0 =>თ;: 

ვთქვათ მოცემული პირამიდის 48#/ს კვეთა, გავლებული მის 
ფუძის გვერდზე, პერპენდიკულარულია X/#MC წახნაგის; 48 II Cი 

(კვადრატის მოპირდაპირე გვერდები), 428 I V/)0 სიბრტყის; მკვე- 
თბ სიბრტყე 473#)I2, გამავალი |პირამიდის ფუძის #8 გვერდზე, 
გადაკვეთს ##0C სიბრტყეს სწორზე რომელიც 478-ს პარალელუ- 

რია; ამიტომ ## II 477, ხოლო ოთხკუთხედი 487#-–-ტრაპეციაა. 
ხაზოვანი VXM კუთხის სიბრტყე, როგორც პერპენდიკულა- 

რული სრწასნაგა გორლი ჯ– წიბოსი, პერპენდიკულარულია ორ- 

წახნაგა კუთხის- ლC წახნაგის (ორი სიბრტყის პერპენდიკულარო- 

ბის ნიშნის თანახმად); მკვეთი სიბრტყე 48L# აგრეთვე პერპენ- 

დიკულარულია #იM-Vთ გვერდითი წახნაგის; VXI# და 48#LX სიბრ- 

ტყეების გადაკვეთის MV# ხაზი პერპენდიკულარული იქნება M#00 

გქერდითი წახნაგის და ტრაპეციის #X ფუძისა, რომელიც MMC 

სიბრტყეზე მდებარეობს; M# ტრაპეციის სიმაღლეა. IM## ILM9C 
სიბრტყის (დამტკიცებულია), ამიტომ 7## I MX (VI მდებარეობს 

X#XXC სიბრტყეზე). XX || #8 (დამტკიცებულია), 28 || CL), LX II Cს 
XX I CI (დამტკიცებულია). C/ | LI, ## ღხIL. თუ M# IX 
და MM L#ს და M# I M#, მაშინ V# L 48LX სიბრტყის, M#- 

მოკვეთილი პირამიდის სიმაღლეა. ვიპოვოთ M48L# პირამიდის 

მოცულობა (7). 
7=-- (48-LჩIუ . //X : MX. 

მ
“
 

X0#L მართკუთხა სამკუთხედიდან (XM#0 |:48C#79 სიბრტყის, 

#0 L0I), რომელშიაც #0 =# და /XVX0 ==თ, ზვაქვს: 

0IX==M0-Cყთ==M00თ; 

M#9M= “#0 _ -M.. 
§IICთ. 810 თ 

 



სიმეტრიის ღერძის 2XI## მონაკვეთი უდრის 2-0/“; M##= 
= 2/ 6(დთ. MI == 10 = 48, საიდანაც ვპოულობთ ფუძის გვერდს 

48==2/ CL თ. მართკუთხა MIX სამკუთხედიდან: MIXC==IM#'- 910 თ == 
== 2/ბ CსC«-31I1 თ == 2# 009; X#"I#= 1/ I 608თ == 9/ იხცთლივ თ. გან- 
ვსაზღვროთ V/# -–- პირამიდის სიმაღლე: 

M)IXX= ML -- II = 8-2. –- 2/, ით 008 თ == 
510 თ 

  

  

9 
= # (1 – 9 იიყ?თ) == –_ ” 90390, 

8Iი თ 8)ი თ 

#L M# I90I, ' =- 4V# , ტბტ#სხს–- აMნი(? (C% I CM). “ინმ II 

_ 0: ე _ 2” ი(ყთ(– #M#003589>=) 51) თ - 
IMI.= წაწე · I» = :1:C –- 9/ 0(ფთ 603 9“. 

48, 9L, IM#M# და M# მონაკვეთების მნიშვნელობანი ჩავსვათ მოცუ- 

ლობის ფორმულაში, მივიღებთ: 

1 : ; 7” C03 2 თ 
V = “გ (2/, იხფ>თ>––2/! 6Lფ « C09 2 თ») 2,008 «(- 1იC “ი –)= == 

47 CLC> (1 –– 008 2 «· 003 > 005 97) __ 
6 510 თ 
  

8/პ? იხ თ 95103 « 005 « 009 2 « 
== -“- . 

6 510 თ 

განვიხილოთ #ტMVI. სიბრტყე .I/VI L 020. 0#I 48, 
სიბრტყე MIX L 48, / MV1I# -- ხაზოვანი კუთხეა 48 ორწახნაგა 

კუთხის, „7 MM ==თ; / M1IV -L / VIII = 9თ < 1809. 

ბ IMIIIIL-დან /# #XIL=90-–თ, ,# MVL > #/#MX, 

თ >901-თ, 2თ>90. 90? <- 2ჯ»< 180, 008 2= < 0. 

–-+ /)? 6092 თ C08 9თ= > 0 

  –- /) 6099 თ 003 92თ (კუბ. ერთ.) 

რაც მოითხოვება ამოცანის პირობებში (ბოცულობა გამოისახება 

კუბური ერთეულების დადებითი რიცხვით), 

პასუხი: მოკვეთილი პირამიდის მოცულობა უდრის: 

– + #9 C039%თ Cლ089თ (კუბ. ერთ.).



თავი V 

ფეკცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 
(არკფუნძციები). 

§ 16. ძირითადი ცნებანი 

ავიღოთ X=4X% – 8 ფუნქცია.ა თუ XX არგუმენტს მივცემთ 

გარკვეულ ნამდვილ მნიშვნელობას, მაგალითად, 9-სა, »/ (ევლადი 

მიიღებს ერთადერთ გარკვეულ მნიშვნელობას და მსგავს შესაბამო- 

ბას ექნება ადგილი X ცვლადის ყეელა დასაშვები მნიშვნელობი- 

სათვის. ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად ჩვენ ვიტყვით, რომ X»-ი 

არის ჯ-ის ფუნქცია. 

ჩვენი ტოლობიდან X# გამოვსახოთ X-ის საშუალებით; მივი- 

ღებთ = 2:13, აქაც / ცვლადის რომელიც ახლა არგუმენტს 

წარმოადგენს, თითოეულ მნიშვნელობას X-ის მხოლოდ ერთი გარ- 

კვეული მნიშვნელობა შეესაბამება. მაგალითად, თუ X=5, X=9; 

თუ ჯ=7, X==9,5 და ა. შ., მაშასადამე, X ცვლადი წარმოადგენს 

ჯ-ის ფუნქციას. ეს ორი ფუნქცია არსებითად ერთსა და იმავე და- 

მოკიდებულებას გვაძლევენ Xჯ და )/-ს შორის. ორივე ფუნქციების მა- 

თემატიკური შინაარსი ერთნაირია. 

მიღებულია ასეთი ტერმინოლოგია –ერთ ფუნქციას უწოდებენ 

პირდაპირ ფუნქციას, მეორეს შექცეულ ფუნქციას, ორივეს ერთად-– 

ურთიერთ შექცეულ ფუნქციებს. · 

სიტყვასიტყვით იგივე ითქმის » = 23 და X=V წ» ფუნქციე- 
ბის შესახებაც. 

მაგრამ, თუ ავიღებთ /==X? და X= + V 7) დავინახავთ, 
რომ, როდესაც წ-ი ასრულებს დამოუკიდებელი ცვლადის როლს, 

X-ი მიიღებს არა ერთ მნიშვნელობას, არამედ ორს, თუ 

ჯ-ს მივცემთ ნებისმიერ არაუარყოფით მნიშვნელობას, თუ 7” =>4, 

X==+9; თუ /=9, X= +8 და ა. შ. ჩვენ უფლება არა გვაქვს 

ვთქვათ, რომ X-ი“წარმოადგენს #”-ის ფუნქციას. აქ ერთი ფორმუ- 

ლაა (გაერთიანებული), მაგრამ ორი ფუნქცია: Xჯ=V უ) და 

=- V 7, ჩ»=>0. ასეთივე გარემოებას ვხვდებით, როდესაც მო- 

გინდომებთ, X==51ს X , ფუნქციის შექცეული ' ფუნქციის მონახვას. 
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თუ მოცემულია X რკალი,: მაშინ მას შეესაბამება სრულბად გარ- 

კვეული სინუსის მნიშვნელობა; პირიქით, თუ სინუსის მნიშვნელობაა 

მოცემული, მაშინ შეიძლება ვიპოვოთ რკალების უსასრულო მრავა- 

ლი მნიშვნელობა, რომელთა სინუსი ერთი და იგივეა. მაგალითად, 

თუ 8I0 X==-1-, X=#=+C-–-1/--C, სადაც #=0, + I. +9... 

ასე გაჩნდა დაბრკოლება #”= §IM + ფუნქციის შექცეული ფუნქციის 

შედგენაში. : 

ეს დაბრკოლება ასე დაიძლევა; 

შევთანხმდეთ: X ცვლადს მივცეთ |– 3, + < | შუალედში 

მყოფი მნიშვნელობანი. ცხადია 910 X მიიღებს ყველა თავის შესაძლო 

მნიშვნელობას – 1-დან –– 1-მდე. ამ ფუნქციის შექცეული ფუნქცია 
ასე დავწეროთ: 

X== 0?“ 510 

და წავიკითხოთ: V-ი არის რკალი, რომლის სინუსი უდრის X-ს, ან 

უფრო მოკლედ: 
«-ი ეტოლება თ7“ §10 ) (თ. შეკვეცილი ლათინური სიტყვაა: 

თ7CM5 – ნიზნავს რკალს), აქ /ის თითოეულ მნიშვნელობას ჯ-ის 

ერთი გარკვეული მნიშვნელობა შეესაბამება. მაგალითად, თუ 

V> „5. 
9 , –_ 4 , 

  
  

X–= ძ;0 §1ი > | მაშინ +---+; თუ X==0თ10 510 

თუ %X== ძ;C 810 (–++1 ), მაშინ X-= – და ა. შ, 

ძ/0 510 2 –– უაზრობაა. ფუნქციის X=თ70 810 /-ის არსებობის არეა 
L- 1 +-+1)1 შუალედი, ე. ი. –1<X<+1. თუ X-ს და X-ს 

შევუცვლით ადგილებს, მაშინ ჩვენი ფუნქცია ჩვეულებრივ სახეს 
მიიღებს: 

X»/=Cთ7 §10 XV, 

სადაც არგუმენტი აღნიშნულია ჩვეულებრივი X ასოთი, ხოლო 
ფუნქცია »X ასოთი. მოსწავლეს ასევე უნდა გავაცნოთ დანარჩენი 

შექცეული ფუნქციებიც. 
დავუბრუნდეთ ფორმულას: 

;. 
X=სX-+-L(C–-1) 5) თუ მს X= ---.



როცა #=>0, X= -> რაც (იხ. ზევით) შეგვიძლია გადავწეროთ 

ასე! 0»/0 აი-;-, მაგრამ ამ მნიშვნელობის გარდა ფორმულა გვაძ- 

ლევს სხვა უსასრულოდ მრავალ მნიშვნელობასაც. ტრიგონომეტ- 

რიაში მიღებულია ამ ფორმულის ასეთი ,დაწერა: 

ს 
470 §10 2-=M9-+(-1) Cთ7C 810 --. 

V9% 
9 

#7 9 
9 

მაგალითად, თუ 910X=   და ვეძებთ ყველა იმ X რკალს, რომ- 

  ლის სინუსი ეტოლება , პასუხს დავწერთ ასე: 

71 – 
5 == #% + (–- 1)ჰ02:0 §1ი 2“ 

ყველა რკალის აღსანიშნავად 476 იწერება (მთავრული 4 ასოს 

საშუალებით). ავიღოთ კიდევ ასეთი მაგალითი. 

810 X= – + “470 8I. Cთ +) 

“47C 51)     

/ 
პასუხი. ელა =#>--L(-–-1)- Cთ76 81) (–+) 

საზოგადოდ, თუ 51) ჯ= წ, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

„427“0 81)) ე == # 2 –-LC–- 1)#- თ7/6 510 ჯ . (ის. 

თ;C §)0 2-ს ეწოდება 770 510 7-ს მთავარი მნიშვნელობა, არ 

დავივიწყოთ, რომ 

–--ლ0-6 წს 7 <= +4---, ხოლო –-– 1=-=-1. 

47% 5)ი ე-ს, სადაც ჯ ცვლადია, ხშირად უწოდებენ მრავალ- 

ნიშნა ფუნქციას. ხოლო თ”/0§10 ჯ-ს მრავალნიშნა ფუნქციის მთავარ 

შტოს. ჩვენ ამ ტერმინებს დავანებებთ თავს (იხ. თავი I, § 3). 
ფორმულა (I) გვაძლევს უსასრულოდ მრავალი ფუნქციის 

ერთობლიობას, იგი გვაძლევს ყველა იმ რკალის ზოგად 
სახეს, რომელთა სინუსი ჯ სიდიდის ტოლია. 
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თუ ჯ ასოს ნაცვლად ვიხმართ, X ასოს, მაშინ: ასეთ ფორზუ- 

ლას მივიღებთ: 

“4-0 810 X==#X -IL ( – 1)ტ თ;ივ)ი ». 

აუცილებელია 7270 §1ი X გრაფიკის აგება და ამ გრაფიკიდან ძ7/6 §31ი ჯ 
ფუნქციის გრაფიკის გამოყოფა. ამასთან ერთად მიზანშეწონილია 

ტრიგონომეტრიული წრით სარგებლობა. მოსწავლეს თვალწინ შეზ- 
დეგი სურათი უნდა ჰქონდეს (იხ. ნახ. 24 და 28) ორივე ნახაზი 

  

  

  
  

  
      

  

2/- 2-+6C++7; X 

  

ნახ. 24. ნახ. ,25, 

პარალელურად: უნდა განვიხილოთ. 95- -ე ნახაზზე მოსწავლე ამჩნევს, 
როგორ იცვლება )/ რკალი, როდესაც X არგუმენტი იცვლება 
–-– 1-დან +- 1-მდე. “ეს დამოკიდებულება "#-ხა და /-ს შორის მო- 
ცემულია გრაფიკულად 94-ე ნახაზზე, რომელიც წარმოადგენს 
23==202?“C 810 X ფუნქციის, გრაფიკს. ამ ფუნქციის გრაფიკის აგებისათვის 
შეიძლება ასე მოვიქცეთ: ავაგოთ X= 810 7 ფუნქციის გრაფიკი 
იმგვარად, რომ »” ცვლადის მნიშვნელობა იმყოფებოდეს 8 

ჯ# 

I–+ 3) + | შუალედში. 

24-ე ნახაზზე მოსწავლე დაინახავს, რომ. 
02 810 (––X) == –– ძ/0 8Iს X: ' 

მართლაც, თუ X>0 მაშინ "7= = MIM== თ76 81) X, ხოლო 
#0=- თ08Iს (––X), სადაც –X=00 და ·0C” მონაკვეთი ეტო-



ლება 0M მონაკვეთს. მაგრამ #C-ს ალგებრული მნიშვნელობა ტოლია 
MVM-ის მინუს ნიშნით აღებული ალგებული მნიშვნელობისა, მაშ 

ა02C II 0--X) == – 076:90 #.. 

აქედან დავასკვნით, რომ თ/08.ს » ფუნქცია კენტია. მიღებული 

ტოლობა შეიძლება გამოყიყვანოთ 95-ე ნახაზის დახმარებით. ყველა 
შემთხვევაში მტკიცების პროცეს უფრო თვალსაჩინო და გასაგები 

იჟნება, თუ მოსწავლე წინასწარ გამოიყვანს ფორმულებს: 

  

  

· XX · 
თ?C5I)(-– 1)= – სში I, 

4 ა Vლ 
წო _ “რ I) –--=- თი 8) 5“ 

/ ბ/ ჯ V 3. 
'| მიას _ == – თ76 510 

(პირე შაპცეული  ენქციბბი. მუშავდება იმავე წესით და 

მეთოდურბ ხერხით, როგორც თIC 810 ჯ ფუნქცია; ამასთან ადგილი 

აქვს განსხვავებასაც» შევჩერდეთ ამ განსხვავებაზე. ', 
თ” 908 X (არკკოსინუს %) წარმოადგენს რკალს, რომელიც 

აღეზულია (0, ს შუალედში, სადაც რკალის კოსინუსი იცვლება 
(–-1, -+-1| შუალედში და სადაც კოსინუსის თითოეულ შესაძლო 

მნიშვნელობას რკალის ერთი და მხოლოდ ერთი გარკვეული მნი- 

შევნელობა ეთანადება. ამ უკანასკნელ ფაქტში მოსწავლე შეგნებუ- 

ლად უნდა ერკვეოდეს, რისთვისაც საჭიროა სათანადო ვარჯიში: 

' 2 1 . 
მაგალითად, ბი9 თ == –კ-; თ=7 008თC=- 8: თ==? და ა. შ. 

თ-C008X ფუნქციის „განხილვის დროს. ვისარგებლებთ მისი 

გრაფიკით და ტრიგონომეტრიული წრით. უკანასკნელი მოცემულია 

ჯე-ე ნახაზზე, გრაფიკი 996-ე ნახაზზე. გრაფიკი წარმოადგენს %+==008 7 

კოსინუსოიდის |0, =) შუალედში აღებულ რკალს (ე. ი. 0<=)=<>%; 
– 1=X=. -I- 1). 

7==თI6008%X ფუნქცია კ ლე ბულობს X-დან 0-მდე, როდე” 
ყაც X მატულობს –1-დან –I- 1-მდე. 

თ;C 008(-- X)X==L – თ7C 009 X. 

ნახაზზე: 000 L 0X; MM L0X, 00=-077, 00=-:: MIM= L#- 
§0-L 0ს=7». დაწერილი “ტოლობა ადვილად მტკიცდება 26-ე 
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ნახაზის განხილვით. მართლაც თუ 

0M-–=X; მაშინ 00 =-–- 7, 

#MM=თ/08)ს X; (0ე ნიშნავს 
უნიშნო მონაკვეთს. #C= 
ი»/6 008 (–– #) => 090 –– 0)8ხ=%X– 

MM==% – Cთ26 003 2; მაშ, 

ძთ)'“ 008( –– X0)=X%– Cთ1'0 003 X. 

თ”C 008 X ფუნქცია არც ლუწია, 
არც კენტი, 

ძე0LX (არკტანგეს XX) შექ- 

ცეული ტრიგონომეტრიული ფუნ- 
ქცია წარმოადგენს |– ა 5 | 

შუალედში აღებულ რკალს, რომ- 

ლის ტანგენსი V-ს ეტოლება, 

ეს ფუნქცია ზრდადია და აღნიშნულ შუალედში უწყვიტია. 
27/0 სხ, X ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 97-ე ნახაზზე. ნახახიდან 

/) 

  

  

  
ნახ. 26. 

Mა
ე 

«5
 

  თ 

| 
L 

(
M
ჯ
 

ნახ. 27. 

ადვილად მივიღებთ, რომ ი/0Lყ( X)ა= თCთ7206LწX, რასაც მკით- 
ხველი დაამტკიცებს. თ7CLყ X კენტი ფუნქციაა. 

თილ ს8X ფუნქცია შუალედს (0, =) შუალედში აღებულ 
რკალს, რომლის კოტანგენსი ნებისმიერ ნამდვილ X რიცხვს ეტო- 

ბა. 
= თ0 0LC(– X)==»X - თIC ხხფ+C-. ნათქვამში მოსწავლე ადვილად 

დარწმუნდება, თუ შეხედავს X=0V06C0ისX» ფუნქციის გრაფიკს 

(ნახ. 28). ამ გრაფიკის აგებამდე ზედმეტი არ იქნება გამოარკვიოს



220 0ს.Xჯ ფუნქციის ცვლის საკითხი (0, =) შუალედში ტრიგონო- 

მეტრიული წრის საშუალებით. 

ძ-60(X არც ლუწი ფუნქციაა და არც კენტი, 

  

  

    
    

” 
სჭ 

_.– 7 

–=--- 7 

X”7 
2 

7”, 

– ს · , C : 

“ წ/ 7? 0 8 ლ > XX 

ნახ. 28. 

§ 17. ტრიგონომეტრიული ოპერაციები შექცეულ 
ფუნქციებსზე 

წინა პარაგრაფში მოცემული შექცეული ტრიგონომეტრიული 

ფუნქციების განსაზღვრის თანახმად შეგვიძლია ვთქვათ, რომ 

810 (Cთ76 511! X) == X, 

208 (0#0 005 X)==%, 

ხთ(07XC სთ 2:) == Xჯ და 

იხ (ძჯ0 6ხთ X) => #. 

ვიპოვოთ 008 (07% §I0 X), ე. ი. იმ რკალის კოსინუსი, რომლის 

სინუსი X-ის ტოლია, ცხადია, რომ 

009 (თ/0 511) X) == +V 1.98. 
რადიკალი წინ ვწერთ მხოლოდ –- ნიშანს, რადგან თI/06 819 ჯ 

ფუნქცია იცვლება C =2 > | შუალედში, რომელშიც კოსინუსი 

არაუარყოფითი რიცხვია, ნიშანი –- შეიძლება არც დავწეროთ. 

ვიპოვოთ §1ი (076 00§2:). თ70 008§ჯ იცვლება |0, >) შუალედში.. 
ამ შუალედში სინუსი არაუარყოფითია, და ამიტომ ვწერთ: 

Iს (თI0 605X)==V 1 – ჯ9, 
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LC (თ”C 810 X) == 810 (070 610 X) =- 
წ 60§ (თჯC 8)ი X) V 1-–ჯ? 

81ი (2 თ#6 610 X)=9 810 (ი70 510 X). C09 (თ/0 510 7)==9XI 1--ჯ9, 
აქ გამოყენებულია ფორმულა §Iი 2თ==93)0ით-003თ, თუ თ/08)ი >» 
რკალს შევცვლით თ რკალით. 

ვიპოვოთ (ყ? C (C-წ-). 

რადგან რკალის ტანგენსი ეტოლება + სიდიდეს, (ცკვხადია, იმავე 

9 
რკალის ტანგენსის კვადრატი იქნება <; წილადის ტოლი. მაშ, 

2 
Lღ” («ა (თ >)” >, 

რაც ტრიგონომეტრიულ იგივეობას წარმოადგენს. 

მკითხველს ევალება იპოვოს, რას ეტოლება: 

1. 8111 (თ/C 605 X) –– 605“ (ი/C 005 X): 

2. 0031 (CC L 1) –– 310ბზ(ი7C 1ფ 1); 
8. 0037 (070 Lც 7) –– 8107 (თ7“6 Lფ 1). 

ზემოთ (§ 16) განხილული იყო #ჯ=C272X§81Iს 1; ფუნქცია. ახლა 

განვიხილოთ #” == იძ“ 810 (510 X) ფუნქცია. პირველ ფუნქციაში ჯარ- 

გუმენტი განყენებული რიცხვია, იგი ი(ვლება –- 1 დან –I- 1-მდე. 

ამ ფუნქციის არსებობის არეა (-- 1, +-I) შუალედი, თვითონ 
4“ ჯ· 

ფუნქცია იცვლება | დ > | შუალედში. მეორე ფუნქცია იცვ- 

ვლება იმავე შუალედში, ხოლო ჯ არგუმენტი გამოსახავს რკალს 

(კუთხეს, რომელიცკ6 როგორც ჩვენ ვიცით, იცვლება-- თ -დან 

+ C-მდე. ამ შუალედში აღებული რიცხვი რადიანების (გრადუსე- 

ზის) რიცხვს გვაძლევს. ეს მეორე ფუნქცია თავისი შინაარსით 

სრულიად განსხვავდება პირველი ფუნქციისაგან იმის გამო, რომ 
ჯ არგუმენტის მნიშვნელობა შეიძლება გამოვსახოთ ნებისმიერი 

ნამდვილი რიცხვით, ხოლო # (ვლადი იმყოფება |– +, 5 | 

შუალედში, ამიტომ ცხადია, შეცდომა იქნება დავწეროთ: 

წ ==07% 810 (510 X) => X. 
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თ»0 510 (§1ი X) == X, როცა - -- =ჯ= 5, 

ვინაიდან ამ შუალედში თანატოლი -სინუსები აქვს თანატოლ 

კუთხეებს და ჩვენი ფუნქციაც იცვლება ამ შუალედში. 

ავიღოთ შემთხვევა, როცა + <»<=>; მაშინ (ცხადია, 
? 

(. –– )კუთხე მახვილია ან მართი, რადგან –– = ლ% – 7= 3 

ამიტომ, ზემოთ თქმულის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ: 

X==ძ7-0 810 (310 X) == X –– X. 

მაშინ, ცხადია, (X--2»”) კუთხე ხელახლად 

იმყოფება |– 5) < | შუალედში, და შეგვიძლია დავწეროთ: 

წX==070 510 (§10 X) = X-–-2X, და ა. შ. აქედან ჩანს, რომ მარჯვენა 

ნაწილში მდგომი გამოსახულება მიიღება იმ შუალედის მიხედვით, 

რომელშიც თ;0 §19 (§10 2) ფუნქციის არგუმენტი იცელება. 
მაგალითები: 

თ;0 51ი ( ძ»--) = = -ვ-: თ70 510 | 510 CM _ -3:: 

თ7?C 510 6- ==. 2% 3 “3 

საზოგადოდ თუ – -- +2ი.:-=Xჯ <-- + 27, მაშინ 

თძ?“C 810 (510 X) == X –– 2 .%X, 

თუ კი –– - +24-<თ < < –=+2M> მაშინ 

თე“C 510 (§1ი X)=+% –– 2; –L 2 #X. 

საინტერესო და მეტად სასარგებლოა /:==თM20 319 (310 X) 

ფუნქციის გრაფიკი, ამ გრაფიკის აგებისათვის უპირველეს ყოვლისა 

შევნიშნავთ, რომ 7 ორდინატი იცვლება – “დან -L 3--მდე, რა 

სიდიდისაც უნდა იყოს ჯ ცვლადი თუ –ფ- <X<-+-, მაშინ 
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ჯ ==ჯ, რომლის გრაფიკი იქნება (ნახ, 99) 48 მონაკვეთი, რო- 

მელიც XC0CX კუთხის ბისექტრისის ნაწილია. 

  

  

ნახ. 29. 

თუ --= +=3%>, მაშინ, როგორც ეს ზემოთ გვქონდა გან- 

მარტებული, ჯ=% --ჯ,. როცა 1:-ი მატულობს, წ-ი კლებულობს 

-5--დან – <--მდე. გრაფიკი #= 2 –ჯ განტოლებისა იქნება 4C 

მონაკვეთი, თუ «+ <X< -=, მაშინ ჯ=X 922: ამ უკანასკნე- 

ლის გრაფიკი იქნება Cს მონაკვეთი და ა. , მაშასადამე, X= 

= Cთ70 51) (310 :) ფუნქციის გრაფიკი წარმოგვიდგება უწყვეტი ტე- 
ხილი ხაზის სახით. 

§ 18. ძირითადი ღამოკიდებულებანი შექცეულ 
ფუნქციათა შო.რის 

დავამტკიცოთ რომ, 

C2'0 51% 2 –L თ„C 608 X == 

=L
C 

განვიხილოთ ორი შემთხვივა: 

1) როცა Xჯ>0 (იხ. ნახ. პნ), ავიღოთ ტრიგონომეტრიული 

წრე, აქ 072510 X == 4C რკალს, CM = ჯ სინუსის ხაზია; X= CVM=> 

=0VXV მონაკვეთს, რომელიც C08 კუთხისათვის კოსინუსის ხაზია. 
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ვინაიდან 8C რკალი = თ. 008 X და რკალი 80 IL რკალი 40 =-> 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

  

  
  

თ?“ §10 X-+ თ2?“C 008 X == ->. 

# 

-ჭ; ” % 

“2 4, 6 # | 
/ 

  ს 
#?, 

ნახ. 30, 

2) როცა X < 0 (ნახ. 81). 
აქ თ?” §10 X უარყოფითი 21/) რკალია. X == I171= 0VM == XX; 

რI-0 -0§X დადებითი 47# რკალია,. რადგან / 407 აბსოლუტუ- 

რად ეტოლება 80# კუთხეს, ამიტომ სამართლიანია ტოლობა 

. ჯ 
თ?“C 510 X -L თ?“C 008 X=-ე- 

(0-6 8911 X უარყოფითია, თ?-0 008§ X კი დადებითი), შემთხვევას, რო- 
ცა «=0, მკითხველი ადვილად დასძლევს. 

: გეომეტრიულად მტკიცდება აგრეთვე მეორე დამოკიდებუ» 
ლეჭაც: 

თ?0 ხთ X + თ?C 0სფ X== - 

გამოვარკვიოთ, რა დამოკიდებულება არსებობს თ/081ი X და 

თ»C 608 V 1-1-X2 ფუნქციათა შორის. 
%V«M



  

    

  
24 

4, /7V + რ _ «/ 

თს 

/# 

X<C0 #.,, 

ნახ, 31. 

ადვილად გასაგები, რომ როგორიც არ უნდა იყოს X-ი, (უარყო- 

ფითი თუ დადებითი) Cთ7X-C 005 MI 1-1 ყოველთვის არაუარყოფითია 

(– 1==X=<-1), მაგრამ Cთ1'/6510 X ფუნქციის ნიშანი დამოკიდებუ- 

ლია X-ის ნიშანზე. თუ ამ გარემოებას მივიღებთ მხედველობაში, 
  

ადვილად მიეხვდებით, რომ ით»651ი X=0ი»C 6008 /1–X22>· როცა 
0==X=.1, მაგრაძ თ/0 §1ი X = –- 070 005 / 1--22, როცა –1=5 

  <=X< 0. მაგალითად, V-X §81Iი   =– თი?” 008 #2 , მაგრამ 

_ #“–> · 

ძ7C 510 (– #,- ) = – 070 009 2 =–-   

9 4“ 

ფუნქცია ი»C §10 / 1-- 2 აგრეთვე არაუარყოფითია, 010 00§ ჯX 

ფუნქციაც არაუარყოფითია; თ“ §10 X იცვლება |– ს 4 შუა- 

ლედში, მეორე კი |0, #) შუალედში. თ; 31% V/ 1--X98 =–=0თ/0 008 X2 თუ 

0=X%=1), და 0თ7C “008 X==% -– 02-60 510 V 1-- 22, თუ –1=%<ლ0. 
ზემოთ დამუშავებული მასალა შექცეული ფუნქციების შესახებ 
სრულიად საკმაოა საშუალო სკოლისათვის.



მასწავლებელს შეუძლია უფრო ღრმად გაიცნოს ეს სა- 

კითხი, თუ იგი გულმოდგინედ შეისწავლის პროფ. C. II. LI080- 

C0M08-ის წიგნს „Cლ6იგI9ხIC +0M>0C9CMლ0IიMყსლლჯხ>. თVIIIIIIII)" 
(მეორე გამოცემა, 1947). 

თავი VI 

ტრიგონომეტრიული განტოლებანი 

§ 19. უმარტივესი ტრიგო.ნო.მეტრიული განტო.ლებანი 

ასეთი განტოლებანი იქნებიან, მაგალითად, 

LX= 1; IX= –-0,3; 51)) X=> – 0,4; 0ლ05X=>= 5; ხC5 X=4; 

§1) 2X== 0,3; 00354 X= – 0,7 და ა. შ. 

აზოვხსნათ (2 5 X=4; დაეწერთ 2==წX, ვიპოვით 1ყ4, შემდეგ 2 

კუთხის ტაბულურ მნიშვნელობას, ე. ი. იმ მნიშვნელობას, რომელ- 

საც გვაძლევს ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ლოგარითმული 

ცხრილი (ტაბულა). ამ მნიშვნელობის გარდა ჩვენს განტოლებას 

აკმავოფილებენ სხეა კუთხეებიც მათი ზოგადი სახე იქნება: 

2=#+-Lთ, სადაც ასოთი თ აღნიშნულია 2 კუთხის ტაბულური 

მნიშვნელობა, თუ ახლა 2 ნაცვლად დავწერთ წX, მივიღებთ 

ჯ თ 
ნX=#>X+თ; X=V#----+ +. 

თუ (ICX ფუნქციის მნიშვნელობა უარყოფითია, როგორც LაX= 

= –- 0,3 განტოლებაში, ძაშინ ჯერ ვპოულობთ 7190 L2X=>790,8, 

ამ ლოგარითმის მიხედვით, შემდეგ ვეძებთ ”X კუთხის ტაბულურ 

მნიშვნელობას და, თუ მას აღვნიშნავთ თ ასოთი, X# კუთხის ზოგადი 

სახე იქნება: 

LL... 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი: 

1 
§ X#X= –- 0053 5: 

8 X აღვნიშნოთ წ» ასოთი, გვექნება 0603) => –– 
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ცხადია განტოლებას აკმაყოფილებს კუთხე 190? ანუ“. რადიანი, 

ეს კუთხე წარმოადგენს თავისი აბსოლუტური მნიშვნელობით უმ? 

ცირეს კუთხეს. ზოგადი სახე » კუთხისა იქნება: 

შევამოწმოთ, 

2 22 2 > 22 1 
––- >2+-- = <–< –-–- |= ს + =-–-–-, 008 1C> + 3 005 (·» – 3 იიი. 8 5 

მიზანშეწონილია აქვე შევნიშნოთ, რომ კუთხის ზოგადი სახე 

მაშინ უფრო მარტივია, როდესაც კუთხე მოცემულია თავისი ტან- 

გენსით, და ყველაზე რთული, როდესაც კუთხე მოცემულია თავისი 

სინუსით. ამიტომ ცდილობენ ტრიგონომეტრიული განტოლება ისე 

გარდა:მნან, რომ საძებნი ტრიგონომეტრიული ფუნქცია იყოს ტან- 

გენსი, მაგრამ, თუ ასეთი გარდაქმნა გამოიწვეეს განტოლების გარ- 

თულებას, მაგალითად, მიგვიყვანს განტოლებამდე, რომლის ამოხსნა 

ელემენტარული ალგებრის საშუალებით შეუძლებელია, მაშინ ასეთ 

ცდას თავი უნდა დავანებოთ. ზემოთ განხილული იყო ტოლობანი, 

რომლებიც გვაძლევენ საძიებელი კუთხის რომელიმე ეC“თი ფუნქციის 

მნიშვნელობას. 

§ 20. ტრიგო.ნო.მეტრიული განტო.ლების ამოხსნის 
%«ოგალი ხერხი 

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ ტრიგონომეტ- 

რიულ განტოლებაში შედის ერთ ფუნქციაზე მეტი, მაშინ ისეთი გარ- 

დაქმნა უნდა მოვახდინოთ, რომელიც ერთი რომელიმე ფუნქციის 

საშუალებით შეცვლის ყველა დანარჩენ ფუნქციას. მაშინ საქმე გვექ- 

ნება მხოლოდ ერთ რომელიმე საძებნ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციას- 

თან. შემდეგ ვიპოვით ამ ფუნქციის რიცხვით მნიშვნელობას და ამ 

უკანასკნელის საშუალებით შივიღებთ საძებნი კუთხის ზოგად სახეს. 

აი, ამაში მდგომარეობს ტრიგონომეტრიული განტოლების ამოხსნის 

ზოგადი ხერხი. ' 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითები: 

1. 609(თ–- %) 005 (თ – X) –+ 0,75 => 0057? თ. 

7. მ. კონიაშვილი 97



აქედან ვწერთ: 

008” თ 008“ V -– 51112 თ III" X –L 0,76 == ლ057თ, 
(1 – 3)I”თ)ლლვ'". §1))ზთ 51ი” X –I- 0,76 == 0603?V, 

008“ X –– 511)" თ (C05პ X –L- 8112 X) ––- 0,765 ==ტიყ2Cთ. 

აქედან ალვ“ + == +: სა08 X== + --: თუ 00§ X == ფს მაშინ 

წ 

თუ 003X= “– თ მაშინ X== 9 IX X + რი (9) 

შეიძლება თუ არა ეს ორი რიგი ამონახსენებისა გამოვსახოთ 

ერთი ფორმულით. 

ზივცეთ 11 ფორმულას შემდეგი სახე: 

X=9/1+% + გ =0X+1)X+ -- · (Iს 

2X სადაც # მთელი რიცხვია ლუწ რიცხვებს გვაძლევს, 97; + 1 
კი კენტ რიცხვებს იძლევა. 

L და 1ILI ფორზულები გვეუბნებიან რომ X რკალის საპოვნე- 

ლად საჭიროა რკალი -- მივუმატოთ ან გამოვაკლოთ როგორც 

2%X, ისე (27: 4+- 11ჯ-კს, ეს მოთხოვნა მათემატიკურ ენაზე ასე 

დაიწერება: X == L% + -–ს სადაც # რიცხვს უნდა მივცეთ როგორც 

კენტი, ისე ლუწი მნიშვნელობანი. 

შემოწმება 

შემოწმების პროცესს გავამარტივებთ, თუ შემდეგი ფორმულით 

ვისარგებლებთ: 

ფ082თ -+ 0082 X ==9005(თ-L 2)ლ09§Cთ X). 

გავაბრავლოთ ჩვენი განტოლება ორზე და დავწეროთ: 
ლ08 9თ -L- 008 2 X –L- 1,6 == 9 00§7თ. სახით. აქედან მივიღებთ: 

1 
9 X= --–-, 605 5



ჩავსვათ X ნაცვ- ად M#M «+ 3 მაშინ გვექნება: 

27 LL 
008 (-»» + “ვ => ი% 

მაშასადამე, განტოლება სწორად არის ამოხLსნილი. 

ცხადია, რომ მოცემული განტოლება შეიძლება ამოვხსნათ 

უფრო მარტივად, თუ თავიდანვე ვისარგებლებთ ზემოთ მოყვანილი 

ფორმულით”. 

ეს მაგალითი გვასწავლის, რომ ზოგადი ხერხის მოხმარება არ 

წარმოადგენს ყოველთვის მის აუცილებლობას, და იქ, სადაც მშე- 

საძლებელია, უნდა ვისარგებლოთ უფრო მოკლე გზით, ამოხსნის 

ზოგად ხერხს არ უნდა მივმართოთ. 

8. (9X=L(ყX. ეს განტოლება დავწეროთ 

2(0X 

1-8” X 
წინააღმდე: შემთხვევაში (ფ2X არ იქნებოდა LX ტოლი. 

ამოხს5ა ვაწარმოოთ ასე: გადავიტანოთ LყჯX მარცხნიე, დავი- 

ყვანოთ საერთო მნიშკ6ნელზე და გავამრავლოთ 1 – (ყე? X-ხე. მივი- 

ღებთ: (დ X(1 ++ (ე?X) ==20. 1-C-Iყწ X 0, რადგან ხყმ X=>0. რჩტება 

მხოლოდ (=X=0, და X«=V#>. 

შემოწმება 

(2 := (9 > = 0. 

=19X სახით. შევნიშნოთ, რომ 1 –- ხი“ X «. 0, ვინაიდან 

ვ. 51) X-L-605 X = I/ 9 . აქედან 

I _ 

ძი X--ყმი (->- – »)=V 9; 

უვ –_. ( << #“– 
ემდეგ: 2510 –- 605 +- +)= 2; 

X X 

აქედან 008 წ _ +) = 1 და X==9#X-L ->, რადგან 

ჯ 5 2% _– -- - == 7. 

4 

# მაშინ საუბარიც არ დაგეჭირდებოდა (I) და (II) ფორმულების გაერ- 
თიანების შესახებ, თუმცა ეს საუბარი საინტერესო საკითხს შეეხებოდა. 
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შემოწმება 

ს(:»-+-+) + (05 ( +=+ +)=+X X2 1 #2 VI 

განვიხილოთ ამ განტოლების ამოხსნის სხვა ხერხი 

ავახარისხოთ ორივე ნაწილი კვადრატში. გვექნება: 

1 + 251) XC60<X== 2; 511 2X== 1: 

21=2# =+-2 X=XM>-- --: 

წინათ კი მივიღებთ X=9%=–- > 

'
 -.
 

ცხადია, მიღებული ფორმულა შეიცავს გარეშე ფესვებს, სა- 

ხელდობრ §10 X--C082= –M/ 2 განტოლების ფესვებს, რადგან 

თუ ამ განტოლებას კვადრატში ავახარისხებთ, კვლავ მივიღებთ 
1–- 9 51)0 XCლ0§5%+%==2 განტოლებას. 

განტოლების ორივე ნაწილის კვადრატში ახარისხება სასურ- 

ველი არაა. იგი მაშინ იხმარება როდესაც სხვა გამოსავალი არა, 

გვაჟვს, მაგალითად, ირაციონალური განტოლების ამოხსნისათვის. 

მაგრამ მაშინ გარეშე ფესვების საკითხის გამორკვევა სავალდე- 
ბულოა. მაგალითად, ზემოთ მიღებული იყო ფორმულა X= 

=#X=–+-ჯ, რომელიც გარეშე ფესვებსაც შეიცავს, 
გამოვყოთ აქედან: ფა #2 ი0§2=> #92 განტოლების ფესვე- 

ბი. მივიღოთ M#=>=0, მაშინ +=-%; §1)) --+იი8-- =V 9. 9 ;: მაშა–- 

სადამე, + წარმოადგენს მოცემულ განტოლების ფესვს. ნათელია, 

22 რომ მივუმატოთ > რიცხვს M-ჯერ, სადაც X მთელი დადე- 

ბითი ან უარყოფითი რიცხვია, მივიღებთ ჩვენი განტოლების ფეს- 

ვებს. ამ ფესვების ერთობლიობა გამოისახება X=9X=+--ფორ- 

მულით. 

შემდეგ ავიღოთ # == 1 და, მაშასადამე, +==+-+, გვექნება 

ჯი C + ი )+იია(, LX + +) –-M/92 ღა არ V 9. ცხა- 
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დია, =--+- რონ მივუმატოთ 9»: მარჯვენა მხარეზე ისევ 

#9 მივიღებთ. ე. ი. კენტ რიცხეჯერ აღებული :, მიმატებული 

+ რიცხვს, ჩვენი განტოლების ფესვებს არ იძლევა, 

განვიხილოთ კიდევ ერთი ხერხი: 

, 
81ს X-I-608 X == 31) « + L§ => ბი92:=/ 9: ყი(» + “I

 )=1 

უკანასკნელად გავეცნოთ ხერხს, რომელიც უფრო ზოგადი სახისაა. 

იგი ხშირად ართულებს ამოხსნას, ეს ხერხი მაშინ არის აუცილებე- 

ლი, როდესაც მისი უფრო მარტივი სახეები (მოდიფიკაციები) ვერ 

სძლეეენ საკითხს. 

ავიღოთ ისევ ის განტოლება „და გამოვსახოთ 511 ჯ და 009 X 

«=9ი6--- + =9 M2-L ““, 

რაციონალურად LV – ფუნქციის საშუალებით. ამას ჩვენ მო- 

ახერხებთ, თ ისარგებლებთ ცნობილი თორმ ბით: ვასვქოხეათ, თუ ვ გბგეილე ც ლი ფ ულე 

; XX 
ი _ 

. 2 1ყ 95 

810 > == ჯ 

1-- IC -- 

დღა 

· ვ 

1--Xყ 3 

C052= რო, 

1+%8“ -- 

შევიტანოთ §1ს დ-ის და 008 2:-ის ეს გამოსახულებანი 

510 7; -- 00981=V 9. განტოლებაში, მივიღებთ: 

(V 2 -L1) ხებ -ე- – 9: 2-+V 3 1=0, აქედან მივიღებთ 

(8 -.- ფუნქციის მნიშვნელობას, და შემდეგ სC:: ფუნქციის მნიშვნე- 
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ე:% 

ლობასაც 218“5 

M6-- - > 
1-– სყ 9. 

ფორმულის შემწეობით და ა. შ. 

სასარგებლოა აგრეთვე შემდეგი ფორმულების (ცოდნა, რო- 
დესაც საჭირო ხდება ზოგადი ხერხის გამოყენება: 

  

8. 1 
811)” 2: == 1 

1+ Lთ? ჯ 
და 

ი0§7=--- 1... 
“ 14 (0; “ 

4, ი9იX-–+-00038X=06 განტოლების ამოხსნას აწარმოებენ ასე: 

. ხ 6 
8)0ი X ++ –– 008 21= –-. 

+ თ ი 

აღვნიშნოთ 4 დ, მაშინ თ შეიძლება გამოვიანგარიშოთ; ზივი- 

ღებთ: §10 :: 008 დ –– C08 X 810 დ= – 009: აქედან 810 (+X-–- დ)=> 

=–+- 005 დ, რადგან რკალი დ (ცნობილია, გალოგარითმების სა- 

შუალებით ვიპოვით ჯერ ისეთ მახვილ ჩ კუთხეს, რომ 

. 0 
8)0 8 == ე 60§ დ; 

ჩ 
შემდეგ დავწერთ » -+ #«==%ი-+C– 1)” 8 და უკანასკნელად 

+=%X -LLC-- 1)” ჩ-- დ. 
განტოლებას ეჟნება ამონახსნები, თუ –– 1 == 910 (X-L დ)ლ1, რაც 

შეიძლება შევცვალოთ უფრო მოხდენილი პირობით 

გზ 

85. 609“დ =1, 

X ეს ფორმულები არ ივარგებს, როდესაც X= ჯ(2VX-L1). 
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მკითხველს ევალება გამოსახოს (0§V% თ, ბ, 20 ასოების 'საშუალებით 

და იპოვოს განტოლების ამოხსნის შესაძლებლობის პირობა 

იძ=თ.- ა? სახით. ამ განტოლებამი თ %0 და 06% 0. აქ სა- 

1 
ჭიროა ვისარგებლოთ 009 დ == 71102 დ ფორმულით, 

§ 91. განტოლებანი, როგლებიც წარმოადგენენ ორი 

ერთნაირსახელიანი ფუნძციის ან ფუნქციიხა და მისი 

კოფუნძძშიის - ტოლობას 

1. 810 თX==§510 ხX, 

2. 608 თX=> 008 6», 

8. 810 თოX == 003 0X, 

4. ვ1100X= –– 00§0X, 
ნ. სუთV=- –– (თ MX და ა, შ. 4 

აქ ხელსაყრელია გამოვიყენოთ შემდეგი დებულებანი: 

1) ორ რკალს რომ ერთნაირი სინუსი ჰქონდეს, საჭიროა და 
საკმაო ,„ ან რკალების ჯამი ეტოლობოდეს (2V#%-1)>-ს, ან მათი 
სხვაობა ეტოლებოდეს 9#X-ს, სადაც # მთელი რიცხვია. 

2) ორ რკალს რომ ერთნაირი კოსინუსი პქონდეს, საჭიროა 

და საკმარისი, რომ მათი ჯამი ან სხვაობა ეტოლებოდეს 9X#>-ხ, 

3) ორ რკალს რომ ერთნაირი ტანგენსი ჰქონდეს, საჭიროა და 

საკმაოა, რომ მათი სხვაობა ეტოლებოდეს #»-ს. 

გამოვიყენოთ პირველი დებულება. 

ავიღოთ განტოლება §1/) 3 X=>= 510 ნ X. 

აქ ან 3X-4+-ნX==(9%#-–I-1)X ან ოლმბლბის მაშასადამე, მში- 

ვიღებთ ასეთ ამონახსენებს: X=#ჯ ++-- , და X== XX. 

შემოწმება. 

შემოწძებას ჩავატარებთ იმავე დებულების შემწეობით. მაგა- 

ლითად, §10 ( 3». ++ ლა! 5X. +695” , რადგან 

ჯ 8X ჯ 5%X 
86-+“-ინ%-, +-ვ =(2X-I-1)%. 
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ავიღოთ ახლა §1)8%=–-ილიისე"” განტოლება. მივცეთ მას 

311I(-–8+) = 911) (C= 5 ») განტოლების სახა და შემდეგ გამო- 

ვიყენოთ, პირველი დებულება. 
ამოხსნის პრინციპი აქ ცხადია: ან ფუნქცია უნდა შევცვალოთ 

მისი კოფუნქციით, ან პირიქით; ეს ხდება დაყვანის ფორმულების 

გამოყენებით. არც ნიშნის საკითხი უნდა დავივიწყოთ. 

§ 22, განტი) ლების ამო.ხსნა მარცხმნა ნაწილის 
მამრავლებად ღაშლით 

განვიხილოთ მაგალითები: 

1, უმარტივესი მაგალითი იქნება §1L X· 60§ X==0. შემდეგ ვწერთ: 

ან §I))I X=0, ან ლ005X==0, დანარჩენი ნათელია, 

2. §)I1I09X==9008X; აქედან 9 C08 X (§I) X–– 11=0. 
· 

ან C0§X=>0; X=9#79 + -“, 

2 

' ან 810 X – 1==0; X == 13; ჯი. 

I 
. 

შემოწმება ადვილია, 

: ., X , ჯ 

3.1– 0ლ05X= 881-ე“, 1 –008X – 2 311-ე: =0; 

9 §)ც?- – 98II-'=0; 9510-.-| 8) –– – 1 |) =0 და ა, შ 3)“ ე. 2311-ე ==0; 3105 81) –ე )= და ა, შ. 

4. / 9ფძიX=წX:ს6VX(/ 9 005X –– 1)==0. ან IVX==0, ან 
Xჯ 

      

/ 9ლ0X-– 1=90 და, მაშასადამე, X==> MX > და X= 9M# + + +" 

§III (X –- >) _ ი: 1... 
C0CX 0; 511) («-––თ) · 0559 CC 0; ცხადია, წილადი 

-ა > 0, რადგან C05X%0,% მაშ. რჩება მხოლოდ 

I 8. (+ თ)=-0, და ა. შ. 

1) 1.1 . 
% თუ C0§5X =0, ლი = 0 უაზრობაა, 
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ნ. §103X--351)2%X-+-§80%=0; აქედან 2510 2X005X-- 

–--5909%X=0, რადგან §103X-L-910X= 95!) 2X6ც05§;–. დაშლის 

შემდეგ მივიღებთ: §1I 9 X(1 –L 9 005 X) = 0 და ა. შ, 
7. 98111X –- ლ0X==1; 510 X–(1–-ლ0ი§5X) ==0; 

9 §Iს -– – 2009? – =0; §Iს -გ- 605 -ვ 005" –- =0; 

2 005 „ლო. % =0 შ 2 L( 314 ვ ი052- |= და ა, შ. 

8. 89102 X= 4510)?X, აქედან 9 §(I)I 605 V#-–- 4 9103; = 0; 

81 X (C08 X –– 98)ს“ X)==0; 51)) X(608 V –– 2 –L 9 605“ X) = 0; 
ან 51LX=- 0, ან 00§ჯ –– 9-4+-9005“ X=0, 

რაც კვადრატულ განტოლებას წა“-მოადგენს. ამ განტოლების მხო- 

ლოდ ერთი ფესვია ვარგისი. 

§ 23. ერთგვაროვანი განტო.ლებანი 

ჩვენ აქ შევეხებით ისეთ ერთგვაროვან განტოლებას, სადაც 

მხოლოდ 31) X და 608X შედის. საშუალო სკოლის პროგრამა მეტს 

არ მოითხოვს, 

განტოლებას ერთგვაროვანი ეწოდება, თუ მის ყოველ ცალ- 

კეულ წევრში შემავალი ფუნქციისა და კოფუნქციის მაჩვენებლების 

ჯამი ერთნაირია, მარჯვენა ნაწილში კი ნულია (საზოგადოდ). მა- 

გალითად, განტოლება 8 51)" X –– 9 0ლ0§?წ X-–– 8 5II%00X=0 ერთ- 
გვაროვანია. აქ ყოველ ცალკეულ წევრში §I) X და 003 X ხარისხე- 

ბის მაჩვენებლების ჯამი ეტოლება 2. მართლაც, 9-0 =25+0= 

=1 –+- 1 ==9. მაჩვენებლების ჯამს ერთგვაროვნობის ხარისხი ეწო- 

დება, ჩვენს მაგალითში ერთგვაროვნობის ხარისხი ეტოლება ორს, 

1. ამოვხსნათ მოცემული მაგალითი. რადგან ამ გან- 

ტოლებაში 0098 X არ ეტოლება ნულს (მაშინ ხომ §1)X აგრეთვე 

ნულის ტოლი იქნებოდა, რაც შეუძლებელია), ამიტომ შეიძლება 

ყველა წევრი გავყოთ ლივ" X-ზე, და განტოლება გადავწეროთ: 
C057 X (6 (ყბX-- 8(თX-–-9)=>0, და წს X – ვ(ოX-9=-0. 

2. 9511? X -I- 4 60? X= 8. 

ამ განტოლებას გარეგნულად არა აქვს ერთგვაროვანი განტო- 

ლების სახე, მაგრამ არსებითად ერთგვაროვანია მართლაც, ეს 
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განტოლება შეგვიძლია ასე დავწეროთ: 2 §1))? X –I- 4 60§? X == 

=8385I)ი1X--3ლ00§პ2, შემდეგ ილ00§% X-- 51)2X=0 ან L-2X=>-1, 
რადგან 00§? X+0. შეიძლება ასეც 00952%==0. ყველაზე ხელსაყრე- 

ლი ხერხი ასეთია: ვინაიდან 9§107X-+200582X=-2. ამიტომ 
2 -L 900531X=- 8 და ა. ფშ. 

ვ. განვიხილოთ განტოლება. §1I)ჰ X 008 X –L- 6083 X §1ი X = 0, 

რომლის ერთგვაროვნობის ხარისხი 4-ია. 

ამ შემთხვევაში გაყოფა არ შეიძლება არც §)1)X ზე, არც 

005X-ხზე რადგან როგორც §11%X ისე 008X-იც შეიძლება ნულის 

ტოლი იყოს. თავისთავად ცხადია, რომ არც §10 X C0§ X-ზე შეიძლება. 

გაყოფა. ეს ერთგვაროვანი განტოლება ამოიხსნება მამრავლებად 

დაშლის ხერხით. _ 

4. §11)? X – 8107 X 608 X –L- 511 % 605“ X==0. აქ შეიძლება გა- 

ყოფა 005” #-ზე, რადგან 008 დ %0. გვექნება (7 X + Lფ? X -I- ხყ X=0; 
აქედან ან L>2X==0, ან ნი.X-+- IX+1=0, ამ განტოლების 

ორივე ფესვი წარმოსახვითია და მიუღებელი. 

§ 24, ამოცანები ტრიგბო.ნო.მეტრიულ განტო.ლებათა 
შედღგმნაჭე 

ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის თეორიას მნიშვ–- 

ნელოვანი პრაქტიკული გამოყენება აქვს გეომეტრიაში, მექანიკაში, 

ფიზიკასა და საზოგადოდ ტექნიკაში„ მოვიყვანოთ ორი მაგალითი, 

1, რა კუთხეს ქმნის 48C 0) სწორკუთხედში 4C დიაგონალი 

48 გვერდთან, თუ ცნობილია, რომ, როდესაც სწორკუთხედის 

4#) ფუძეს გავადიდებთ სამჯერ, ამ მეორე სწორკუთხედის დიაგო- 
ნალი 4” შექმნის 48 გვერდთან ორჯერ მეტ 84X# კუთხეს 

(ნახ. 82). 

# C “ 
  

      
ნახ. 32 
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48 L 4X; 4#= 8 47; 

#84)2=9? / 840C;: / 3840=-+. 

ნახაზიდან, ცხადია, რომ 8 (ეყ X==137 9 ჯ. ამოვხსნათ ეს განტოლება: 

მა 
1- წე 
  81X= 

რადგან X % 0 და («2 «0, შეკვეცოთ (1§ X-ზე: მივიღებთ: 

ვ 38(02X==9, 

ამოცანას უპასუხეს მხოლოდ ერთი ფესვი X => 2- 

2. 480 სამკუთხედში გვერდი 8C=1; 483=>-1,5; 
#” 804=292 / 840. რას უდრის კუთხე #4? (ნახ. ვ8I. 

2“ ი 

“4 
ნაზ. 33. 

შევადგინოთ განტოლება. 

1 _ _ 1,6 

იხ”  81095X 
29 310 X 6058 == 1,5 511». რადგან აქ X=5%0, §10X ფუნქციის მნიშვ- 
ნელობაც ნულს არ ეტოლება. ასეთ პირობებში §10 X-ზე შეჯვეცა 

შესაძლებელია. მაშასადამე მივიღებთ. 609§X=>=0,7ნ6. დანარჩენი 

ადვილია, მოვიყვანოთ მაგალითები მექანიკიდან და ფიზიკიდან. 

ვ. მატერიალურ წერტილზე მოქმედებს ორი, თითოეული 

1 კგ-ის ტოლი, ძალა. რას ეტოლება მათ შორის კუთხე, თუ კუთ- 
ხის და მომქმედი ძალების ორჯერ გადიდებით ტოლქმედი ძალა 

უცვლელი რჩება? 

, (+= / 4). აქედან §109%X=-1,0ნ6 8I0)X ანუ 
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4. ორი სანთელი დაშორებულია ერთი მეორესაგან 40 სმ-ით. 

ორი ბრტყელი სარკე ვერტიკალურად დგას ისე, რომ პირველი 

სარკე დაშორებულია პირველი სანთლიდან 20 სმ-ით, ხოლო მეორგ 

სარკე მეორე სანთლიდან §0 სმ-ით. რა კუთხეს ჰქმნის ერთი მეო- 

რესთან ეს ორი სარკე, თუ ცნობილია, რომ სანთლების გამოსახუ- 

ლებანი (ანარეკლები) ერთი მეო“ეს ემთხვევიან? 

ამ უკანასკნელი ამოცანების ამოხსნაც ტრიგონომეტრიული გან- 

ტოლების შედგენას მოითხოვს. 
« 

»ჯ 

თუ გადავათვალიერებთ ზემოთ მოყვანილ მაგალითებს ტრი- 

გონომეტრიული განტოლებების ამოხსნაზე, დავინახავთ, რომ ეს 

საქმე მოითხოვს ტრიგონომეტრიულ გარდაქმნებს.- აქ შეუძლებელია 

რაიმე ზოგადი სახის განსაზღვრის მიცემა საჭირო გარდაქმნების 

ჩასატარებლად. გარდაქმნების მიზანია მივიღოთ, რაც შეიძლება 

მარტივი სახის განტოლება, ამიტომ საკმაოდ უნდა ვავარჯიშოთ 

მოსწავლე ტრიგონომეტრიული გარდაქმნების წარმოებაში. ტრი- 

გონომეტრიულ გარდაქმნებს ტრიგონომეტრიული საკითხების ამო- 

ხსნაში და ფორმულების გამოყვანაში ისეთივე მნიშვნელობა აქვს, 

როგორც ალგებრულ გარდაქმნებს სახოგადოდ ალგებრაში. სავარ- 

ჯიშო მასალა არ უნდა იყოს რთული. ტრიგონომეტრიული განტო- 

ლების ამოხსნაზე მაშინ უნდა გადავიდეთ, როდესაც გონიომეტრია 

დამუშავებულია მთლიანად, ვინაიდან ტრიგონომეტრიული განტო- 

ლება ხშირად ამოიხსნება სხვადასხვა გზით, და მიზანშეწონილი 

გზის შერჩევა წარმოადგენს ისეთ საკითხს რომელსაც უფრო 

იოლად და შეგნებულად ამოარჩევს ის მოსწავლე, რომელიც გაც“ 

ნობილია გონიომეტრიას მთლიანად. საჭიროა აღვნიშნოთ, რომ 

გარდა აქ მოყანილი ხერხებისა, რომლებიც საკმაოა საშუალო სკო- 
ლისათვის, არსებობენ სხვა ხერხებიც, მაგალითად, წარმოებული 

პროპორციის ხერხი, ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ნამრავლის 

ჯამად გარდაქმნის ხერხი გარემოება რომელზეც საჭიროა მივუ- 

თითოთ მასწავლებელს, იმაში მდგომარეობს, რომ ძალიან ხშირად 

ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნისას კუთხის ზოგადი 

სახე მიიღება სხვადასხვა გარეგნული ფორმით იმის და მიხედვით, 

თუ რა გზით მივიღოეთ ამონახსენი-. ეს გარემოება აბნევს მოსწავ- 

ლეებს. ერთმა განტოლება ამოხსნა ერთი გზით, მეორემ მეორე გზით, 
ორივემ წესიერად ამოხსნა, მაგრამ ამონახსენი მიიღეს სხვადასხვა 

სახისა და გარეგნულად იმდენად განსხვავებული, რომ შედეგში არც 
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ერთია დარწმუნებული, არც მეორე. ასეთ მოვლენას ტრიგონო- 

მეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის პროცესში ხშირად აქვს ადგილი, 

რაც აზროვნების საკმაოდ რთულ მუშაობას მოითხოვს. საკითხს, 

რომელიც ჩვენ მხედველობაში გვაქვს, შეიძლება ვუწოდოთ საძებ- 

ნი კუთხის ზოგადი სახის ფორმულების გარდაქმნა 

და გაერთიანება (გამარტივება). ეს საკითხი მეტად მნიშ- 

გნელოვანია და მოითხოვს ანალიზის ჩატარებას. კონკრეტულობი- 

სათვის განვიხილოთ შემდეგი: 

ა) თუ # ასოთი აღვნიშნავთ მთელ რიცხვს, მაშინ X=-X წარ- 

მოადგენს ყოველ მთელ #იცხვს, როგორც დადებითს, ისე უარყო- 

ფითს, მაშასადამე, X==” გვაძლევს ყველა მთელ რიცხვთა სიმ. 

რავლეს; 
ბ) 9%-+1 და 9#7-–- 1 გვაძლევს კენტ რიცხვთა ერთნაირ სიმ- 

რავლეს, ხოლო 9%# -––- ყველა ლუწ რიცხვთა სიმრავლეს; 
ბ) 4X + 1 გვაძლევს იმავე სიმრავლეს, რასაც გვაძლევს 2#-+1 

ან 2X –– 1, მაშასადამე, 4 # + 1 შეიძლება შევცვალოთ ან 9#-+-I 
ან 2#-–– 1 გამოსახულებით; 

დ) წარმოვიდგინოთ, რომ ერთისა და იმავე განტოლების 
ამონახსენი გამოისახება #X= #-108+ 927 ფორმულით, რო- 

დესაც კუთხის ზოგადი სახე გამოთვლილია ერთი გზით, და 

X=#-54 + 97 ფორმულით, როდესაც ეს ფორმულა მიღებულია 

სხვა ხერხის გამოყენებით. 

რომელია სწორი პასუხი? 

ამ საკითხს შეუძლებელია გვერდი ავუხვიოთ. ეს საჭიროებს 

დამატებით გამოკვლევას. ჩვენ ვიტყვით: ორივე ფორმულა სამართ- 

ლიანია, ორივე საძებნი X კუთხის მნიშვნელობათა სრულიად ერთსა- 

დაიგივე სიმრავლეს გვაძლევს, მართლაც, 

X=–=#-108? + 97? ==97? (47; + 1), 

რაც შეიძლება უფრო მოკლედ გამოვსახოთ, 

X== 27? (9) ++ 1)==ჯ-549 + 97” ფორმულით. 

ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნისას ამგვარი საკით- 

ხები ხშირად წარმოიშობა. 

საკითხი: ექვივალენტური არიან თუ არა გამოსახულებანი 

X=1–-4Xჯ და X=4X%-L1, სადაც # მთელ რიცხვს გამოსახავს? 
პასუხი: ექვივალენტური არიან. 
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საკითხი: რა უფრო მარტივი ფორმულით შეიძლება შევ- 

ცვალოთ გამოსახულება 

ჯ ჯX 
X-+X=.-– –_ II .-– +C= 6 5-+C-I#M-4, 

თუ ცნობილია, რომ #=>-20, 4, 8, 19, 16... და ასე შემდეგ? 

პასუხი: : =9%95+--+-. 

საკითხი: ექვივალენტურია თუ არა X=IMჩ და X=%--1 ან 

X==/#--4? 

პასუხი: ექვივალენტურია, 

ე) ტრიგონომეტრიული განტოლების ფესვები ხშირად რამდე- 

ნიმე ფორმულით გამოისახება. თითოეული ფორმულა ამონახსენების 

გარკვეულ სერიას იძლევა. იბადება კითხვა, შეიძლება თუ არა ამ 

ფორმულების ან მათი ნაწილის შეცვლა ისეთი ერთი ფორმულით, 

რომელიც მოგვცემს განტოლების ფესვებს უგამონაკლისოდ. 
განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც ფესვები გამოისახებიან სამი 

შემდეგი ფორმულის საშუალებით: 

%=8#--; %=(8-+1) ->-; «ე=(8%-+-9) --. 

ადვილად შესამჩნევია, რომ 8#, 8#/-+1 და 37-+9 ასო 1;-ს ყო- 

ველი მთელი მნიშენელობისათვის გვაძლევს სამ თანამიმდეგრობით 

მთელ რიცხვს უგამონაკლისოდ. მაგალითად, თუ Xჯ=>1, მივიღებთ 

8, 4, 5; თუ X#==4, მივიღებთ 19, 13, 14: თუ #=> – ვ, მივიღებთ 
– 9 – 8 –-– 7 და ასე შემდეგ. აქედან დავასკვნით, რომ ამ სამი 

ფორმულის ერთობლიობა გვაძლევს უგამონაკლისოდ იმავე ფესვებს, 

რასაც გვაძლევს ერთი შემდეგი ფორმულა X= X +, რომელიც 

აერთიანებს სამ ზემოთმოყვანილ ფორმულას, 

განვიხილოთ კიდევ ერთი“ მაგალითი, X, =127%-L -- და 

%ე = XI + –- -ვ-. მეორე ფორმულა გადავწეროთ ასეთი სახით: 

ჯ » (> # # 
%=%%ი-- -=ჩროე+-5= -ე- (9-1) + -– 

ხოლო პირველ ფორმულას მივცეთ ასეთი სახე: 
ჯ · # 

% == %X#X +-კ= “ი -2%-+-ც-. 
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მაშასადამე, ჩვენ ვხედავთ, რომ ფესვების გამოთვლისათვის უნდა 

- გავამრავლოთ როგორც კენტ, ისე ლუწ რიცხეზე და ნამრავლს 

მივუმატოთ > რაც მოკლედ გამოისახება »#=M- + 4 ფორ. 

მულით. ცხადია, ასეთი გაერთიანება ყოველთვის არ შეიძლება, 

საქმე მოითხოვს ფორმულების ანალიზსა და მიზანშეწონილ გარ- 

დაქმნებს, უფრო დაწვრილებით ამ საკითხის შესახებ იხილეთ ჟურ- 

ხალი „Mმ0X6M#MმIIVM2 8 IIII0CI" M# 2. 1939 I. გვ. 57. IM070XVM8 

#CC0M64088II49 M06060მ308მIIVM # VI90I00III6IIIMI 000MV-I 06VIL6- 
L10 8MIმ VIII08 8 X0MIXI090:10L0MV906C%IX VიმცყლიეყყიიეX“ 8. II0- 
XV986ცმ. 

კითხვა: როგორი ერთი ფორმულით შევცვალოთ 

+259 
9 
  L2% == მა და X2 -= 2 

§ 25. ტრიგო.ნო.მეტრიულ განტო. ლებათა ამოხსნის 
გრაფიკული ხერსი 

ავიღოთ განტოლება ჯ –- §1ი X==0. აღვნიშნოთ §Iი ჯასოთი 

+», მაშინ გვექნება /==381ი 2 ერთი მხრივ და X= -- ჯ მეორე გხრივ, 
უჯრედიან ქაღალდხე (მილიმეტრიან ქაღალდზე) ავაგოთ #=>=-–-ჯ 

და /=510X ფუნქციათა გრაფიკები, მაშინ გრაფიკების გადაკვე- 

თის წერტილის აბსცისი მოგვცტენს განტოლების ფესვს. ასე ამოიხს- 

ნება განტროლებანი: 

1 –- X=91იX; X2--3)02==0: 1თ2 – წთ ჯ; 1. ყსX=0, 

და სხვა ამგვარი. 

§ 26. ტრიგო.ნომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის 

სხვა ფემთხვეჭვები 

საშუალო. სკოლის მათემატიკის კურსში „განუზღვრელო- 

ბის ახსნაზე" საუბარი უადგილოა. თუ რომელიმე გამო- 

სახულება ჯ-ის რაიმე მნიშვნელობისათვის გვაძლევს ეგრეთწოდებულ 

> განუზღვრელობას, ამ უკანასკნელს უნდა შევხედოთ როგორც 

უაზრობას და დავტოვოთ განხილვის გარეშე. 
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ავიღოთ განტოლება: 

811) 3 ჯ 

§1%M 2; 0038 ჯ 

გავრცელებულია მცდარი მსჯელობა: წილადი რომ ნულს: 

ეტოლებოდეს, საჭიროა მრიცხველი ნულის ტოლი იყოს, და 

ვწერთ: 
ი))) 3ჯ == 0; 3X==#%; 2==#--. 

როდესაც 7 რიცხვი 3-ის ჯერადია, მაშინ მნიშვნელში მდგომი თა- 

ნამამრავლი §II17 ნულის ტოლია, და განტოლების მარცხენა ნა- 

_ 0 
წილში მივიღებთ -6' ასეთ შემთხვევაში განტოლებას ეკარგება 

აზრი, იგი უშინაარსო ხდება და #=#--- ამონახსეი მხოლოდ 

მაშინ ივარგებს, თუ რიცხვი ჯარ იქნება 3-ს ჯერადი. 

აქ შესაძლებელია ასეთი მიდგომა: 

911) 3 + 

810 X C08 ჯ 
–- 
2. 

ვიპოვოთ IIი და შევთანხმდეთ, რომ, თუ ეს 

დაა” 

ზღვარი იქნება ნულის ტოლი, როდესაც X#--ჯერადია 3-სა, 

მაშინ 7: = #- აღებული განტოლების” ფესვს წარმოადგენს. მაგ- 

რამ ეს იქნება საქმის უნაყოფო გართულება, რასაც საშუალო სკო- 

ლაში თავი უნდა დავანებოთ. 

სხვათა შორის, აქვე საჭიროა მივაქციოთ ყურადღება ერთ წესს, 

რომლითაც ჩვენ ვსარგებლობთ, როდესაც ტრიგონომეტრიული გან–- 

ტოლების მარცხენა მხარე წარმოდგენს ნამრავლს, ნულის ტოლს, 

ავილოთ სავსებით ტრივიალური შემთხვევა: §1ი ჯ = 5111 2:; X = ? 

ცხადია, ჯ-ს შეიძლება მივცეთ ნებისმიერი მნიშკნელობა. 

ამოვხსნათ ასე (თუმცა ამგვარად არავინ ამოხსნის): 

(1––1) §91)იX=09 

0.51)):==0; 5)))X==0; X==7>. 

და. მაშასადაზე, დავკარგეთ ფესვეზი. მკითხველი უნდა მიხვდეს 

რაშია საქმე. აღნიშნული ფაქტი გვასწავლის რომ თუ განტოლე. 
ბის მარცხენა მხარე წარმოადგენს ნამრავლს, ჩვენ შეგვიძლია ფეს- 

ვების გამოსაანგარიშებლად თითოეული თანამამრავლი მხოლოდ. 
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მაშინ გავუტოლოთ ნულს, როდესაც არც ერთი თანამამრავლი 

რად არ ბა ნულს / იგივურად არ ეტოლება, ხულს. 

განვიხილოთ 811) X · CL X=–-0 განტოლება. თუ ავიღებთ 81)) ჯ==0 

რომლის ფესვებია X=X%X>, მაშინ CL=–CX ==60%8#X= + 00, და მი- 

ვიღებთ 0-(+C0) ==0; ცხადია, ასეთი ტოლობა უაზრობაა; ფეს- 

ვები X =- XX უვარგისია. თუ კი ავიღებთ 06: >7X=-0, მაშინ. მივიღებთ 

2X==(9X –1+- 1) -> და მოცემულ განტოლებაში ჯ-ის ნაცვლად ჩასმის 

შემდეგ გვექნება: (+1)-0 ==0, რაც მისაღებია; ამ ფესვების მიღე- 

ბა ასეც შეიძლებოდა: 005 X= 0; X= მარ -- =(4#ჯ + 1) 5 

რაც ექვივალენტურია Xჯ=>=(2Xჯ + 1). .· ცხადია, ეს უკანასკნელი 

ამონახსენი 00§ ჯ==0 განტოლებისა პირდაპირაც შეიძლებოდა და 

გვეწერა, თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ-5)0 ; # 0 აუცილებე- 

ლი პირობაა იმისა, რომ განტოლებას აზრი არ დაეკარგოს. მაგ- 
რამ, როდესაც 81ი X«+0, მაშინ მოცემული განტოლების §1ი ჯ-ზე 

შეკვეცა დასაშვებია, 

ნათქვამთან ღაკავშირებით განვიხილოთ 

წილადი სახის ტრიჟჯონომეტრიული განტოლებანი. 
ასეთი განტოლებანი ამოიხსნება შემდეგი ხერხით განტოლე- 

ბის ყველა წევრი გადავიტანოთ მის ერთ ნაწილში და გავაერთ- 

მნიშვნელოვანოთ, მივიღებთ ნულის რტოლ წილადს; შემდეგ ამ წი- 
ლადის მრიცხველი გავუტოლოთ ნულს და ამოვხსნათ მიღებული 
განტოლება. მისი ამონახსნებიდან უნდა შევინარჩუნოთ მხოლოდ 

ისინი, რომლებიც არ გვაძლევენ განუზღვრელობას მოვიტანოთ 

მაგალითები: 

| 
(%ი§ 21: 1 ––-–“ =0; 0099X=>0; 1+-/0+X 0; C099:: : 

9X=9%214+ -- X=%X + ! X=9% 3 ვ X=%%2+ >. 

ამ ამონახსნებიდან უნდა შევინარჩუნოთ მხოლოდ „== M% + + 

თუ ავიღებთ ჯ= MX - > მაშინ გვექნება 

8. მ. კონიაშვილი. 1)3



წ-აელ 
>-–- 

(+V(55 –) # -–, +)? 

ი ე 90%. ყებ, 
'" L+-600§X. '' ?' 

+ 810 X. · .. X 
გაეეეელეა2 – 89 -– = 0; 
1--008X 2 

  

· Xჯ ჯ 

§)0 # ––- იIი - (9510 ––– 608 X, 
: 9 2 

1-<2-008X 
=-   

2 61 %#ჯ. ჯ.- 95 ჯ ი .X 
610 5 005 85“ 51 2 605 9. 

== _ = 

' 1 -L 60 %. 

81ი X (' –- 008 #) 

 L! 27:--,; 

11-90§1 

· X 3 “ =- 0 
8§Iი C 608 3 0 

თუ §10 X=-0, X=- #% (# მთელი რიცხვია), თუ კი 1 -LCC0§ X=0, 

X=%, >, სადაც #, კენტი რიცხვია,ა მაშასადამე,„ (2#M-LC1)X 

სახის ამონახსენი არ ივარგებს, და განტოლების ფესვები იქნება 

X== 9 % 7 | შემოწმებისათვის ონდა ვისარგებლოთ მოცემული 

განტოლებით, 

ვ, 1-+6082X _ ე. 
C08 X , 

1-C9ი032X==200ყ? X=- 0, აქედან ც08 X = 0, მაშასადამე მრიცხვე- 
ლი და მნიშვნელი ერთდროულად ნულის ტოლი ხდებიან არგუ- 

მენტის, 66+1-- მნიშვნელოზეზისათვის;, „განტოლებას ფესვები 

არა. "აქვს. 
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გადავიდეთ განტოლებათა სისტემაზე: 

1. 51)1X-C095/ ==0,86 . «(1 

C0§X · 5111) = 0,114 (2) 

აქ ჩვენ გვაქვს ორი ორუცნობიან ტრიგონომეტრიულ განტო- 
ლებათა სისტემა, ამნაირი სისტემის ამოხსნისათვის საზოგადოდ იქ- 

ცევიან ასე: პოულობენ X -+ / ჯამს და X –– / სხვაობას და შემდეგ 

X და #V კუთხეებს კუთხეები უნდა იყოს აღებული მხოლოდ მა- 

ხვილი, 

შესაძლებელია აგრეთვე გამოვიანგარიშოთ ჯერ X-L7/, ან X-–-#7 

და კიდევ + შეფარდება. ცხადია, ამ შემთხვევაშიაც შევძლებთ X 

და ”» კუთხეების პოვნას ცალ-ცალკე. 
ზემომოყვანილი პრინციპით რომ ვისარგებლოთ ჩვენს შემთხვე- 

ვაში, ჯერ შევკრიბოთ, შემდეგ გამოვაკლოთ ჩვენი განტოლებანი. 

მივიღებთ: 

5?1! (% –– )) ==0,5 

აი, 7/)==0,99. 

შემდეგ, საზოგადოდ, გპლოგარითმების საშუალებით ვიპოვით X-IL-V 

ჯამს “და ჯ –- / სხვაობას და დასასრულ ცალ-ცალკე X, V კუთხეს. 

2, X-+- 7=თ; 51X –- 5177=, 

:.%+171 X-# __. ვწერთ 25: -–-ე–“ C05 რ“ == თ; 

წ. X-- 4 

9 51% -“- 009 27=V; (09 >---X=- M 
2 3 2 აეე თ 

2 0,0 -ვ- 

    

აქედან გალოგარითმებსს„ საშუალებით ვიპოვით ჯერ “2, 

შემდეგ X–– 7 და საბბოლოოდ X და ჟ კუთხეს ცალ-ცალკე. 
ვ. V-- 7==თ; :5!)1X (5111 == თ. 

გავამრავლოთ მეორე განტოლება 9-ზე, მივიღებთ 9 §1?1X (5:217==9თ, 

რადგან C09 (X-- 7») –– C0§ (X -L 7) == 9 5(MX 51) == 90, შეიძლება 
დავწეროთ C98 (X -–– 7) – C09 თ = 20. აქედან 
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C09(X –– X”)== 96–+– 6089. 

გალოგარითმებით ვიპოვით #ჯ -- / სხვაობას, შემდეგ კი X და 
კუთხეს. 

5:0X. 7 
4 %2=ძ9: ფუ, 

ავიღოთ ჯერ მეორე ტოლობის წარმოებული პროპორცია შემდეგი 
სახით: 

5ა911X –– 511) __ MM – 
5111X–- ა?) MM +» აქედან; 

  

  

1-7 
2 MM %+ XX”. « 

–- - –=–- რ =-- _იLC7 თი თობა 5” ძ „გაეუეაეაეასს'ღა'უე 

9? 

–»” #–-#% _თ. 
ვწერთ ჯ(ყ + “ე“= ი-L I (27) 5. საიდანაკ გალოგარითმებით 

ვიპოვით X –– 7 სხვაობას, და დასასრულ X% და X» კუთხეებს, 

8. X-+-- /==თ; 10% +- 107 == 0. 

' 5171 (% –– 7) 
ჯერ დავწეროთ #0X-L 1ყ) = იორი რ. 

221 თ 
შემდეგ +%05XC5ე ი აქედან 

C0§X · თვე = --9, შემდეგში ამოხსნა იმნაირივეა, 

როგორც მე-3 მაგალითის ამოხსნა. 

განვიხილოთ უკანასკნელად ტრიგონომეტრი- 

ული განტოლებანი შებრუნებულ ტრიგონომეტ- 

რიულ ფუნქციებში. 
#3 
  1. 070 51» 2X == Cთ7C 9M.    

არ დაგვავიწყდეს, რომ 6720521X ფუნქცია აიღება 

ჯ 
|– + «| შუალედში.   

116



თუ რკალები ტოლია, მათი სინუსებიც ტოლნი უნდა იყვნენ, 

მაშ, 9X=X-+L 5. და X= 5. 

შეამოწმებს თითონ მკითხველი 

2. თI>05:11X == C7C008X. 

შევცვალოთ ამ განტოლების მეორე ნაწილი თ.0§1) IV 1--X2 ფუნქ- 
ციით; მაშინ განტოლებას დავწერთ ასე: 

თ/05:)(X == თ70§9) M 1--X9, 

და მაშასადამე X => V 1--2X9მ;      

მეორე ფესვი არ ვარგა, რადგან 

C27C511ბ                 

, . 1 
ვ. თ7”051)1X == 9C2?C511?ბ “ 

ავიღოთ ორივე მხარის სინუსი. რადგან 

89005 --= =2 +M3+-V23 

92თ==961თ· 00ენ2თ>თ ფორმულის თანახმად და 452?#თ1/'05121X => X, 

V ვ. 
ამიტომ X= –გ“. 

4. C2?C 5111X == 201( (C05X. 

მოვძებნოთ ორივე მხარის სინუსი, გვექნება: 

X==9XI 1–-Xპ, 

აქედან X(1--9V 1--X2) == 

V 3 V3 
X, ==0; Xვ == ა ჯკ=--   
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V§ Vვ3 
X==0 და Xგ==-- ე ვარგა %, == –5-. 

შევამოწმოთ მიღებული ამონახსნები. 

ა) Cთ/ი 51110 = 0, რადგან თ#/C §1#X აიღება 

ლ 3 –+ <- | გგალედში, ხოლო თ? 60§ 0 =:90?; 2თ2'ც0C0§ 0==1809 

და მაშასადამე, X, = 0 არ წარმოადგენ მოცემული განტოლების 

ამონახსენს, 

ბა თ2:C§241 (– +232.) => –- 609, 

907060009 (– – =800“. 

ეს ფესვიც არ ვარგა. 

ბ) თ/05991 3 == 609,     8 
5 == 60"; 20C2060§ 5 

და, მაშასადამე, X წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახ- 

სენს. 
თავი VII 

ტრიგონომეტრიის გამოყენებანი 

§ 27, მე-15 და 983-ე პარაგრაფებში მოცემულია ამოცანები 

როგორც გეომეტრიიდან, ისე ფიზიკიდან, რომელთა ამოხსნა სწარ- 

მოეს ტრიგონომეტრიის გამოყენებით. მოვიყვანოთ 

სხვა მაგალითებიც. 

წარმოვიდგინოთ, რომ მოძრავ 4 წერტილზე, რომლის წო- 

ნასწორობის წერტილი არის 0, მოქმედებს რაიმე მუდმივი მიმარ- 

თულების ძალა, რომელიც ამ წერტილის წონასწორობის მდე- 

ბარეოზიდან დაცილების პროპორციულია. ასეთია, მაგალითად, 

მგრეთწოდებული დრეკადი ძალები, 
საზოგადოდ დრეკადი ძალები იწვევს დრეკად რხევებს, რომ- 

ლებიც პარმონიული რხევადი მოძრაობის ამა თუ იმ შემთხვევას 

(სახეს) წარმოადგენენ. 

აქ ჩვენ შევეხებით მარტივ ჰარმონიულ რხევით მოძრაობას, 

წარმოვიდგინოთ, რომ ნივთიერი წერტილი წრეწირის #8 წერ- 

ტილიდან (ნახ, 34) უცვლელი სიჩქარით იწყებს მოძრაობას და 

მთელ წრეწირს გაივლის #' წამში, მაშინ, ცხადია, მისი პროექცია 

40 დიამეტრზე მოძრაობს 0 ცენტრიდან ჯერ 4 წერტილისაკენ, 
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შემდეგ 4 წერტილიდან 0 წერტილისაკენ . „და უბრუნდება ·0 წერ- 
ტილს (წონასწორობის მდებარეობაა), თუ ნივთიერი წერტილი შე- 

ასრულებს ერთ ბრუნს. 

  

  
ნახ, 34. 

პროექციის მოძრაობა 40 დიამეტრზე თანაბა#ი აღარ იქნება, 

ნახაზზე წრეწირი დაყოფილია 12 თანასწორ ნაწილად. 84., 4ე4 ლ 

44 თანატოლ რკალს ნივთიერი წერტილი _ გაივლის ერთსა 

და იმავე დროის განმავლობაში, სახელდობრ, –-- ეწ განმავლობა- 

ში; მაგრამ მისი პროექცია 46C დიამეტრზე იმავე –, – სფ განმავლო- 

ბაში შესაბამისად გაივლის ჯერ 079.. შემდეგ 8.9, შემდეგ, 19;:4 
მანძილს. ცხადია, , 

098. > 8.8, > 8,4 

მაშ, პროექციის მოძრაობა #40 დიამეტრზე სხვა სახისაა. ისმება 

კითხვა, რა კანონის მიხედვით ზდება პროექციის მოძრაობა? · 

დავუშვათ, რომ წრეწირზე მოძრავი წერტილი ერთ წამში 

გაივლის თ რკალს, მაშინ ს წამში გაივლის 8.:4:==თ% რკალს, 

ხოლო მისი პროექცია გაივლის 0ხ2== 5== #51I0 თ1 მანძილს, სა- 
დაც 7" წრეწირის, რადიუსია, მიღებული ფორმულა წარმოადგენს 
პასუბს დასმულ კითხვაზე. ასეთ მოშრაობას მარტივი ჰარმონიული 
რხევითი მოძრაობა ეწოდება. 
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აღვნიშნოთ,. რომ ასეთი მოძრაობის დახასიათებისათვის არაა 

აუცილებელი თ სიდიდის მოცემა. საკმარისია, თუ გვეცოდინება # 
სიდიდე -- ოხევის პერიოდი, მაშინ. 

2 2XL 
თ= და , 8=7#5)–-, 

1. #7 

თუ ნივთიერი წერტილი იწყებს ავის მოძრაობას არა 8 წერტი· 

ლიდან, არამედ სხვა M · წერტილი. ან, მაშან "ჩვენნი ფორმულა ში- 

იღებს ასეთ სახეს: ”/ “კ ა | 

“თ 
“
9
 

21: ' 
V გიი( ++ ', 

სადაც ჯ=8M რკალს: მარტივი არმი ნიუეხი რხევითი მოძრაობა 

ხდება 4C დიამეტრის გასწვრივ. 
ჰარმონიულ რხევით მოძრაობას დიდი გამოყენება აქეს 

აკუსტიკისა და ოპტიკის მრავალი მოვლენის შესწავლისას. 

როგორც დავინახეთ, მარტივი ჰარმონიული რხევითი მოძ- 

რაობა გამოიხატება სინუსოიდაკყლეური კანონით. 

, ამავე კანონის მიხედვით ხდება დინამომანქანების ცვლადი დე- 

ნების ძალისა და ძაბვის (ყვლილება. ამიტომ ელექტროტექნიკაში 

ასეთ დენებს სინუსოიდალური დენები ეწოდება. აქედან ცხადია 

ტრიგონომეტრიის თეორიული და პრაქტიკული მნიშვნელობა. 
სამკუთხედების ამოხსნა საშუალებას იძლევა ვიპოვოთ მანძი- 

ლი ორ წერტილს შორის მისი უშუალოდ გაზომვის გარეშე. დედა- 

მიწაზე დიდი მანძილის უშუალო გახომვა არ გვაძლევს საიმედო 

პასუხს, კუთბეების გაზომვა კი გაცილებით უფრო ადვილია და საკ- 

მაოდ ზუსტიც. ამიტომ დედამიწაზე გაზომვისას მიღებულია ასეთი 

ხერხი: დედამიწაზე აიღებენ ორ“ ისეთ წერტილს, რომელთა შორის 

მანძილის უშუალო, გაზომვა ადვილია და საიმედო, და იმ სამკუთ- 

ხედის. კუთხეებს პოულობენ, რომლის ესა თუ ის ელემენტი საძებნ 

სიდიდეს წარმოადგენს, თუ როგორ ხდება სახელდობრ სხვადასხვა 

შემთხვევაში საძებნი სიდიდეების გამოანგარიშება, აქ არ ვილაპა- 

რაკებთ. ეს საკითხი დამაკმაყოფილებლად არის დამუშავებული 

რიბკინის ტრიგონომეტრიაში (იხ, §§ 117-დან 1926-მდე, 1947 წა 

და არავითარ ზედმეტ განმარტებას არ მოითხოვს. 
“. ტრიგონომეტრია გვეხმარება აგრეთვე დედამიწის მნიშვნელო- 

- 
I 
თ
 

  IM



ვანი ნაკვეთის ზედაპირის გეგმის გადაღებაში, აქ ჩვენ განვიხილავთ 

ეგრეთწოდებულ პოტენოტის ამოცანას, 
წარმოვიდგინოთ, რომ რუკაზე (გეგმაზე) რომლის მასშტაბი 

ცნობილია, აღნიშნულია სამი სხვადასხვა ადგილი 4, #, C7; საჭი- 

როა ამავე რუკაზე მეოთხე M# ადგილის აღნიშვნა (ნახ. 35), ცხა- 

  

  

ნახ 35, 

დია, თუ ვიპოვით M48 და M#C8 კუთხეს, ადვილად ავაგებთ # 
წერტილს. 

რუკა საშუალებას გვაძლევს გავიგოთ 480 სამკუთხედის 48 

და 80 გვერდი და მათ შორის მდებარე 4#8C კუთხე. გარდა ამისა, 
კუთხსაზომი იარაღით გავიგებთ 24XV/ 8 და 8MVC კუთხესაც. ამრი- 

გად, მონაცემების რიცხვი საკმაოა პოტენოტის ამოცანის ამოსა- 

ხსნელად. 

მოვიტანოთ აღნიშევნები: 

48=0; 80=ხ; /480=VL; /4018=თ; /0აIC,=8ზ. ეს ყველა- 
ფერი ცნობილია, /M#48=-X; /MC8 =>. 

M48C ოთხკუთხედია, კუთხეების ჯამი 360“ ეტოლება და, 
მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ: ჯ + 7= 860? –– (-–- 3 + +). 

თუ გავიგებთ X -–- 7) სხვაობას, გამოვიანგარიშებთ Xჯ და 7 

კუთხეს. 

შევადგინოთ პროპორცია: 

ვს» __ ხვით 
9ყიჯ) ძ§58I08 7 
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რადგან 43M და /2MC სამკუთხედებიდან ჩანს, რომ 

81 თეს ჯ _ ხში” 

817) თ 5179 8 

ვიპოვოთ დამხმარე დ კუთხე ისეთი, რომ 

L.თდ= ხ5107 თ . 
ნწ - ყი ზ ? 

ზემოთ მიღებული პროპორცია ასეთ სახეს მიიღებს: 

წიX _.» წფდ 

მი”. 1? 
  

ავიღოთ შემდეგი წარმოებული პროპორცია: 

610 X –– 310 უ _ “ყდ–1 

§91ს X“+–-5)იჯ წილდ–+-1. 

X-I 
810 X –“ 51ი · _ წ 2 

80 X + 80 7... : X-+-)' 
8-5 

  

ხოლო   

LჯLდ-–-!1!  ბ(უდ–-Iყ45“   

  

= == 10(დ –– 46“). 6დLI 1+1-Vნდ.!)ნდძნ ი? იზ) 
ახლა ჩვენ გვაქეს: 

(C--> M 

"== ს (დ –– 40”), 

რადგან კუთ.ხე ჯ ვიპოვეთ და X + / ჯამიც ცნობილია, ვიპო- 

ვით ჯ –– ჯ სხვაობას და შემდეგ ჯ და 7 კუთხეს. 
როგორც ვხედაეთ, ტრიგონომეტრიას პრაქტიკაში ძალიან 

ფართო გამოყენება აქვს. 
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სავარჯიშო 

#2 –– ა0§ X ფუნქცია |6, XI შუ- 
ალედში? სადღაა ის დადებითი, სად »უარყოფითი, სად ნულის 

ტოლი? 
პ 

2. Cთ= – <- რას ეტოლება 81» თ? 

1. როგორ ი/ვლება 
  

3. გაამარტივეთ ჯამი: CI”-თ-–+- 1-2 პას, #090Cთ. 

4. დაამტკიცეთ, რომ 

_'ყთ-+Iწ98 
CIწთ-+- 683 

  =I(ყთ.L88 

5. მოცემულია ფუნქციები: 

1) ჯX=1-+510X, 2) 31 >" ვ) 251ი #X, 

4) V :: –– ი05X, 5) IიX–– 005 X, 6) 9 005ჯ, რომელია პერიოდული? 
პას. პირველი, მეორე, მესამე და მეექვსე პერიოდულია, დანარ- 

ჩენი არა, 

6. იპოვეთ §II X C05X ფუნქციის პერიოდი. პას. §10 X 60§X== 

= 3. 810 2 X, რომლის პერიოდია ». 

7. იპოვეთ 1) §10 9XX, 2) §10 4, 3) V -ვ- პერიოდი: პას. 

1 
1) 1, 2) 2! 8) ვ”. 

8, ააგეთ §1C(X--თ) და 810(X-–- თ) ფუნქციის გრაფიკი. რი. 

თი განსხვავდებიან ამ ფუნქციების გრაფიკები => §Iი ჯ ფუნქციის 

გრაფიკისაგან? 

9. ააგეთ გრაფიკები §1ი C + >) და 810(X-+-) ფუნქ- 

ციებისა და ამ გრაფიკების საშუალებით გამოიყვანეთ ცნობილი 

დაყვანის ფორმულები, 
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10. ხ4C=-+, (68 = -;-; რა ს ეტოლება თ--8 ჯამი? თ და ჩ 

= 

47 
· 

_ მ, 

11. გააპარტივეთ წილადი ღლ 

მახვილი კუთხეებია. პას. «+ 8=> 

1–– 298102თ 
12. გაამარტივეთ წილადი 9 (ცივ? თ-1 

18. გაამარტივეთ ილივ?ბთ -–– §101თ. 

14. არგუმენტის რა მნიშვნელობებისათვის (0, 2L) შუალედში 

810 X –+– 0098 X ჯამი იქნება: 1) დადებითი, 9?) უარყოფითი, ვ) ნუ- 
ლის ტოლი? 

16. არგუმენტის რა მნიშვნელობებისათვის აქვს აზრი შემდეგ 

ფუნქციებს: 

1) V 3ი7, 217 9– იჯ; 3) /V9510::, 4)V 858109X, 

8) V 1“–– ლ0§ჯ? 

16. მოცემულია ტოლობა ყი > = 2; შეიძლება აქე- 

დან მივიღოთ დასკვნა, რომ თ/7-0 81) „ე =+ ჯ?   

პას. არ შეიძლება, რადგან თ1§ §1ს ჯ ფუნქციის განსაზღვრის 

არე |– 1. +< | შუალედია. შეიძლება დავწეროთ 

X 

9 4” 
  თ7“0 810. 

. ”. 3 ვ 
17. სწორია ტოლობა თ!%0 810 (311 ლ «) == ვი პას. არა, 

3 · 

სწორია ასეთი დასკვნა იძ7081ი (+ 2 % )= +, 

ჯ 
აგრეთვე იიივმი ( «(ი -ვ- #)--<. 
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18, ამოხსენით განტოლება თ;0 81)) X == 07C 00 § VI ე? 

პას,; 0=ჯ=1. 

19. ამოხსენით განტოლება 608§ 4; => | ჯ | . 

ეს განტოლება ამოიხსნება ასე: ავაგოთ კოსინუსოიდი და 

»=> IX | ფუნქციის გრაფიკი შემდეგ ვპოულობთ ნახაზე ორი 

გრაფიკის კვეთის წერტილებს, განტოლებას ორი ამონახსნი აქვს. 

20. დაიყვანეთ ლოგარითმულ სახეზე 1 + 8)ით--იივთ ჯამი, 

მითითება, 

1+5)სთ--009თ==9 თინ! +991 --- 605--- = 

=9 იი8 -- C -. -L 81» +): დანარჩენი ნათელია. 

21. დაიყვანეთ ლოგარითმულ სახეზე 

2 ვი –ლ + >) „ 608 ( 4 -– +) –+ ლ08თ ჯამი. 

მითითება, ეს ჯამი ადვილად დაიყვანება წინა მაგალი- 

თის სახეზე მართლაც, ამ ჯამის პირველი წევრი ეტოლება 

1 + .51ი თ. 

თ ავი VII 

ტრიგონომეტრიის სასელმძღვანელოების მოკლე 
მიმოსილვა 

§ 58. ელემენტარული მათემატიკის არც ერთ დარგში არ 

მოგვეპოვება იმდენი სახელმძღვანელო, რამდენიც ტრიგონომეტრია- 

ში. დავასახელებ სწორხაზოვანი ტრიგონომეტრიის სახელმძღვანე- 

ლოების ავტორებს. 

ნ. ბილიბინი, ემილ ბორელი, ბრიო და ბუკე, ს. ბუდაევსკი, 

გებელი, გესენბერგი, პროფ. გლაზენაპი, ა. დიმიტრიევი, ნ, დი- 
სენიი (IIV-C08ხ#), ეგუნოვი, ა, ვოინოვი, პ. ზლოტჩანსკი, ნ. კილ- 

დიუშევსკი, ა. მალინინი„ ვ. მროჩეკი„ პროფ. ს, ნოვოსელოვი, 

ვ. კროგიუსი, ბ. პიოტროვსკი, ე. პრჟევალსკი, ა, ჟილინსკი, ა. რე- 
ბიერი, ნ, რიბკინი, ა. სერრე, ნ. სლეტოვი (C»M6C108), თ, სიმაშ- 

კო, გ. ტიმე ნ. შაპოშნიკოვი, ვ შიდლოვსკი, ვერა შიფ (8008 
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LIIIდდრ), ს. ჩემოლოსოვი, პ. შმულევიზი, პროფ. ა. ბერმანტი და 

ლ. ლუსტერნიკი. ! 

ეს სახელმძღვანელოები გამოცემულია სხვადასხვა დროს და, 

რა თქმა უნდა, ერთიმეორისაგან განირჩევიან: 

1. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა განსაზღვ- 

რის პრინციპით. 

ზოგი ავტორი ასეთ განსაზღვრას ტრიგონომეტრიული ხაზე- 

ბის საშუალებით იძლევა, მაგალითად, ნ. რიბკინი. ასეთი ავტორე- 

ბის რიცხვი ყველაზე მეტია. 

ზოგს ტრიგონომეტრიული ფუნქციის ცნება მოცემული აქვს 

პროექციის შესახებ ძირითადი თეორემების გამოყენებით. ასეთია 

ა, ბერმანტის და ლ. ლუსტერნიკი „ტრიგონომეტრია“, სადაც 

ეგრეთწოდებული შეკრების თეორემა დამტკიცებულია პროექციის 

თეორიის საფუძველზე. 

ასეთივე მიდგომით დამუშავებულია აქ აღნიშნული საკითხები 

ბრიო-ბუკეს, ბუდაევსკის, პიოტროვსკის, კროგიუსის და ნოვოსელო- 

ვის -სახელმძღვანელოებში. ასეთი ავტორების რიცხვი "ჯერჯერობით 

მცირეა. 

ზოგი ავტორი ტრიგონომეტრიული ცნების დამუშავების დროს 

სარგებლობს მართკუთხა კოორდინატებით, მაგალითად, ემილ ბო- 

რელი და ვერა შიფი. ასეთი ავტორების რიცხვი ყველაზე ნაკ- 

ლებია, 

ამასთან უნდა აღენიშნოთ, რომ ეს ორი ავტორიც პროექ“ 

ციის ცნებით სარგებლობს, 

2. რამდენად დაწვრილებით და მაღალხარის- 

ზოვნად არის გადმოცემული მასალა. 

ამ მხრივ შეიძლება დავასახელოთ ა. სერრე, ნ, ბილიბინი, 
ე· პრჟევალსკი, რომელთა სახელმძღვანელოები მდიდარია ამოცანე-· 

ბით; პიოტროვსკი ნოვოსელოვი, ბერმანტი და ლუსტერნიკი, 

კროგიუსი, შმულევიჩი და გლახენაპი, რომელთა სახელმძღვანელოებ- 

ში დიდი ყურადღება ექცევა გამოანგარიშების შემოწმებას (საკონ- 

ტროლო შემოწმებას), 

გლაზენაპის სახელმძღვანელოში მოყვანილია სხვადასხვა ამო- 

ცანა გეომეტრიიდან, მექანიკიდან, ფიზიკიდან, გეოდეზიიდან და 
ასტრონომიიდან. ზუსტ და კარგად ჩამოყალიბებულ განსაზღვრებს 

და თეორემების მტკიცებას იძლევა ნოვოსელოვის ტრიგონომეტ- 
რია, რომელიც შედგენილია სამასწავლებლო ინსტიტუტისათვის, 
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ვ, რამდენად ვრცლად და წესიერად არის დამუ- 

შავებული შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნ- 
ქმციების თეორია. 

ამ მხრივ დავასახელებთ შემდეგ ავტორებს: ს, ბუდაევსკის, 

ა, სერრეს, ვ. მროჩეკს, ნ. შაპოშნიკოვს, კროგიუსს და ყველაზე 

მეტად ს, ნოვოსელოვს. ამ უკანასკნელად დასახელებული ავტორის 

წიგნი: „0602IIML6 »X»0M-I0ს0M010M90ლII რდVIIIIIM“ ყეელაზე 
უკეთესად არის შედგენილი, 

4, რამდენად ·სარგებლობს ავტორი გრაფიკუ- 

ლი ხერხით. 

ამ მხრივ დავასახელებთ ს, ნოვოსელოვს, ვ. მროჩეკს, ა. რე- 

ზიერს, ს, ბუდაევსკის, ნ. ბილიბინს, ბერმანტს და ლუსტერნიკს. 

ქართულ ენაზე ზოგვეპოვება შემდეგ ავტორთა ტრიგონომეტ- 

რიის სახელმძლვანელოები: ა. დევიძე და ხარაბაძე, კ. სულაქვე- 

ლიძე, ს. შარაშენიძე, ჯიშკარიანი და ა. ხარაბაძე. 
გარდა ამისა, ქართულ ენაზე არის ნათარგმნი რიბკინის, 

აგრეთვე ბერმანტისა და ლუსტერნიკის ტრიგონომეტრიის სახელ- 

მძღვაზბელოები, 
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ნაწმჩო! I 

ბეო.მეტრიული ამოცანები აგებაჭზე 
(კონსტრუქტიული ამოცანები) 

M#. ამოცანის ამოხსნა 

გეომეტრიული ამოცანა აგებაზე წარმოადგენს ისეთ ამოცანას, 

რომელიც მოითხოვს რაიმე ნაკვთის ამოცანაში მოცემული პირობე- 

ბის დახაზვას ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, აგებაზე ამოცანის ამოხსნა წარმოებს 

სწორი ხაზებისა და წრეხაზების გავლების საშუალებით. 

გეომეტრიულ ამოცანას აგებაზე შეიძლება ჰქონდეს ამონახ- 

სენთა ერთი0, ორი და მეტი რაოდენობა. 

ამოცანის სრული ამოხსნა შედგება შემდეგი ოოხი ნა- 

წილისგან. 

1, ამოცანის ანალიზი და მისი ამოხსნის გეგმის შემუშავება; 

2. გეგმის შესრულება ფარგლისა და სახაზაეის საშუალებით; 

8. დამტკიცება, რომ მიღებული ნაკვთი მართლაც აკმაყოფი- 

ლებს ამოცანის პირობას, 

4. ამონახსენთა ყველა შესაძლებელი შემთხვევისა და მათი 

რაოდენობის გამოკვლევა. 

მაგალითისათვის გავარჩიოთ შემდეგი ამო- 

ცანა: : 

წრეხაზის გარეთ მოცემული 4 წერტილიდან გავავლოთ მკვეთი 

ისე, რომ ამ მკვეთის წრეხაზის შიგნითა ნაწილი მოცემულ მონაკვეთს 

ეტოლებოდეს. 
IV ანალიზი 

წარმოვიდგინოთ, რომ 48 საძებნი მკვეთია (ნახ. 1), ადვილი 

გასაგებია, რომ 4788 მკვეთი იქნება მხები იმ წრეხაზისა, რომლის 

ცენტრი 0 წერტილშია, ხოლო რადიუსი ეტოლება 0IL) მონაკვეთს, 

რომელიც 48 მკვეთის პერპენდიკულარულია, 0» რადიუსი რომ 

ვიპოვოთ, მოცემულ წრეში ჩავხაზოთ 8C მონაკვეთის ტოლი ქორდა, 
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მაგალითად #VM, და 0 წერტილიდან დავუშვათ პერპენდიკულარი 
0#. ნათქვამიდა5 გამომდინარეობს აგების ხერხი. 

  

  

II, ნაკვთის აგება 

მოცემულ წრებაზში ჩავხაზოთ მოცემული მონაკვეთის ტოლი 

ქორდა #VM. 0 წერტილიდან დავუშვათ მასზე CX პერპენდიკულარი 

და 0” რადიუსით შემოვხაზოთ წრეხაზი. #4 წერტილიდან გავავ- 

ლოთ მიღებული წრეხაზის მხები 48 და 4L. 

111. დამტკიცება 

(აგების სისწორისა) 

რადგან მხები 48 დაშორებულია 0 წერტილიდან 00=07მან- 
ძილით, ამიტომ მონაკვეთი (ქორდა) 7:72 ეტოლება ქორდა M#V-ს: 
ამრიგად 48 მკვეთის წ“–ეხაზის შიგნითა ნაწილი ნოცემული მონა- 
კვეთის ტოლია და, მაშასადამე, 4.8 სწორედ ის მკვეთია. რომელსაც 

ვეძებდით. 

IV, ამონახსენის გამოკვლევა 

თუ მოცემული მონაკვეთი წოეხაზის დიამეტრზე მეტია, ამოცანა 

შეუძლებელი ხდება. 
წრის გარეთ მდება«ე ერთი წერტილიდან შეიძლება გავავლოთ 

წრეხაზისადმი ორი მხები, ამიტომ 4 წერტილიდან გავლებული 

ორივე მხები 48 და 4” აკმაყოფილებს ამოცანის პირობას და აზ- 

გვარად ამოცანას ორი ამონახსენი აქეს, 
განვიხილოთ კიდევ მაგალითი: ავაგოთ ტრაპეცია, 

რომლის ოთხივე ზვერდი მოცემულია. 
9. მ. კონიაშვილი 12



L ანალიზი 

წარმოვიდგინოთ, რომ საძებნი ტრაპეცია -8C 90) აგებულია 
(ნახ. 2) მაშინ, თუ C წერტილზე გავავლებთ 472 გვერდის პარალე- 
ლურ C# ხაზს, გამოიყოფა ნაკვთი C/)#, რომლის აგება არავითარ 
სიძნელეს ა“ წარმოადგენს. 

მართლაც, ეს ნაკვთი სამ- 
# C კუთხედია. ამ სამკუთხედის 

გვერდი 0» მოცემულია, 
გვერდი C#X= 7378, რომელიც 

  

/ / „აგრეთვე მოცემულია, გვერ– 
2 7 იე ლი #9 ეტოლება მოცემულ 

. «44#) და /3C გვერდების სხვაო- 

ნახ. 2. ბას, მაშასადამე, ჯერ ავაგებთ 

C/2# სამკუთხედს და შემდეგ ადვილად მივიღებთ თვით 4/7:C 

ტრაპეციასაც. 

: II. ტრაპეციის აგება 

C79), CI და #») სამი ცნობილი მონაკვეთის საშუალებით ავა- 
გოთ C07; სამკუთხედი, განვაგრძოთ: შემდეგ გვერდი ## მარცხნივ 

და მოვკვეთოთ 80 გვერდის ტოლი მონაკვეთი #4. საჭაროა ვიპო - 

ვოთ კიდევ წვერო #. ამას ვიპოვით, თუ C წერტილიდან შემოეხა- 

სავთ რკალს C8=4# რადიუსით, ხოლო' ,1 წერტილიდან 18= CV 
რადიუსით და ამოვარჩევთ გადაკვეთის 8 წერტილს 47 გვერდის 

ზევით და აგებული სამკუთხედის მარცხნიე. (იხ, ნახ. 9). 

I. დამტკიცება 
დავამტკიცოთ, რომ აგებული ნაკვთი მართლაც ის ტრაპეციაა, 

რომელსაც ვეძებდით. 

რადგან C8=4# და 48=C0/., ამიტომ 48C0C/; ნაკვთი პარა- 
ლელოგრაზი იქნება, ე, ი. გვერდი 8C0 პარალელურია 4 გვერდი- 

სა; რადგან #0 ეტოლება მოცემული ფუძეების სხვაობას, ამიტომ 

47) ეტოლება სწორედ იმ მონაკვეთს, რომელიც მოცემულია, რო- 

გორც ტრაპეციის ქვემო ფუძე. გვერდები 48, 80C, C7#) შესაბამი- 

სად ეტოლება მოცემულ მონაკვეთებს. 

I–V. ამოზსნის გამოკვლევა 

ცხადია, რომ ტრაპეციის აგებისათვის გვესაჭიროება C7)”2 სამ- 

კუთხედის” აგება; ეს კი მოხდება მაშინ, როცა. CM+C» > LL, ან 
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სხვანაირად, C#-–-C# > 4#/ – 8C. მაშასადამე, ტრაპეციის აგება 

შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როდესაც მისი ფერდების ჯამი მე- 
ტია ფუძეთა სხვაობაზე. 

შენიშვნა: 8 წერტილის პოვნა შეგვიძლია აგრეთეე, თუ C წერ- 

ტილიდან გავავლებთ 2 //-ს პარალელურ სწორს, ხოლო 4 წერტილზე 

C#Mს პარალელურს, ამ შენიშვნიდან გამომდინარეობს, რომ ამოცანას 

აქვს ერთი ამონახსენი, ე. ი. პირობების მიხედვით შეიძლება “მბოლოდ 

ერთი გარკვეული ტრაპეციის აგება. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი. ავაგოთ წრე- 

ხაზი, რომელიც ეხებოდეს მოცემულ #MIV სწორს და მოცემულ 0 

წრეხაზს 4 წერტილში, · 

  #/ 

  

ნახ. 3. 

I ანალიზი 

წარმოვიდგინოთ, რომ 0, წრეხაზი საძებნ წრეხაზს წარმოად- 

გენს. მაშინ, ცხადია, Cომ 0210, ხაზი სწორ ხაზს წარმოადგენს და, 

მაშასადამე, საძებნი წრეხაზის ცენტრი უნდა ვეძებოთ 0 გ სწორზე. 

გარდა ამისა შევნიშნოთ, რომ 0 წრეხაზისადმი გავლებული მხები 

24 წერტილზე იმავე დროს იქნება მხები 0, წრენაზისადმი იმავე 4 

წე-ტილში, ნახ. 3-ზე ეს მხები C7) სწორია. მაშასადამე, წერტილი 

0, უნდა მდებარეობდეს აგრეთვე CჩX კუთხის ბისექტრისაზე. 

I. აგება 

გავავლოთ C0, წრეხაზისადმი CL) მხები 4 წერტილში. გავყოთ 

#C#XV შუაზე, განვაგრძოთ C4 სწორი. 0, სწორისა და CM 
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კუთხის ბისექტრისის გადაკვეთის წერტილი CV, იქნება საძებნი 

წრეხაზის ცენტრი, რადიუსი კი 0,4. ნახაზზე 0,9 |! 7#/V7. 

II. დამტკიცება 

00, სწორი გეომეტრიული ადგილია ყველა იმ წრეხაზების 

ცენტრებისა, რომლებიც ეხებიან 0 წრეხაზს #4 წერტილში: CM 

კუთხის ბისექტრისა კი გეომეტრიული ადგილია იმ წრეხაზების 

ცენტრებისა, რომლებიც ეხებიან ამ კუთხის გვერდებს, (ე. ი. C 

და #/M-ს). რადგან 0, წერტილი წარმოადგენს ამ ორ გეომეტრიულ 

ადგილთა გადაკვეთის წერტილს, ამიტომ აგებული 0, წრეხაზი 

ეხება როგორც მოცემულ წრეხაზს, ისე MM სწორს, 

IV, ამოხსნის გამოკვლევა 

გარდა 0, წრეხაზისა, რომელიც აგებულია ნახ. 3-ზე, შეიძლე- 

ბა ავაგოთ მეო“ე წრეხაზიც, თუ ცენტრად მივიღებთ 04 სწორის 

და CM კუთხის ბისექტრისის გადაკვეთის წერტილს. ამგვარად 

მივიღებთ ორ ამონახსენს. პირველი ამონახსენი გვაძლევს მოცემუ- 

ლი და აგებული წრეხაზის გარეგან შეხებას, მეორე კი --შინაგან 

შეხებას, 

თუ C4 ეპერპენდიკულარება M#MV სწორს, მაშინ აგება მარ- 

ტივდება, ამოცანას ერთი ამონახსენი რჩება; ადგილი ექნება ან ში- 

ნაგან ან გარეგან შეხებას თუ კი MM სწორი გაივლის, 0 და 4 

წერტილებზე, მაშინ ამოცანას არ ექნება არც ერთი ამონახსენი. 

მკითხველს არ უნდა ეგონოს, რომ სწორი MV უსათუოდ 

უნდა იყოს აღებული მოცემული წრესაზის გარეშე. 

შემდეგში, ადგილის მოგებისა და ამოცანათა მეტი რიცხვის 

ამოხსნის მიზნით, არ ვიძლევით ამოხსნას, ასეთი ვრცელი სახით, 

და მკითხველს ევალება თვითონ გამოჰყოს ამოხსნის ის მთავარი 

ოთხი მომენტი, რომლის შესახებ ვისაუბრეთ ზემოთ. 

ჩნ. ამოცანათა ამოხსნის ხერხები 

თუ გადავათვალიერებთ იმ ხერხებს, რომლებსაც ჩვენ ვიყენებთ 

სხვადასხვა გეომეტრიულ ამოცანათა აგებაზე ამოხსნის დროს, და- 

ვინახავთ, რომ ამ ხერხების რიცხვი არც ისე დიდია, 

დავასახელებთ იმ ხერხებს, რომლებითაც სარგებლობს მასწავ- 

ლებელი და მოწაფე სრულ საშუალო სკოლაში: 

1. გეომეტრიულ ადგილთა ხერხი, 
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„ მსგავსობის ხერხი (ან მსგავსი ნაკვთების ხერხი). 
. დამხმარე ნაკვთების ხერხი, 
„ ნაკვთის გარდაქმნის ხერხი. 
ალგებრული ხერხი. 

დავახასიათოთ თითოეული ხერხი ცალ-ცალკე. 

I გეომეტრიულ ადგილთა ხერხი მდგომარეობს 

შემდეგში: ძლიერ ხშირად მოცემული ამოცანა ადვილად ამოიხსნე- 

ბა, თუ ვიპოვით ისეთ M# წერტილს, რომლის ცოდნა საკმარისია 

იმისათვის, რომ შემდეგ ავაგოთ საძებნი ნაკვთი. თუ წერტილი 7” 
ისეთი წერტილია, რომ ერთი მხრივ ის დევს ერთს გეომეტრიულ 
ადგილზე და მეორე მხრივ მეორე გეომეტრიულ ადგილზე, მაშენ, 
ცხადია, რომ M# წერტილის საპოვნელად „ჩვენ ვისარგებლებთ ამ 

ორი გეომეტრიული ადგილით, საჭირო #ჯ წერტილი იქნება გეო- 

მეტრიულ ადგილთა გადაკვეთის წერტილი, 
ავიღოთ ამოცანა. 
1. ავაგოთ წრეხაზი, რომელიც გაივლის 4 წერ- 

ტილზე და ეხება მოცემულ #/" სწორს 8 წერტილში 

ნახ, 4). 
' ს ეხადია, რომ ადვილად ავაგებთ წრეხაზს, თუ როგორმე ვიპო- 

ვით მის ცენტრს, რადგან მაშინ გვეცოდინება რადიუსიც. მაშასადა- 
ე, ზემოთ დასახელებული 1 წერტილის როლს ამ ამოცანაში თა- 
მაშობს საძებნი წრეხაზის ცენტრი. მაგრამ ნათელია, რომ ეს ცენ- 
ტრი ეკუთვნის ორ გეომეტრიულ ადგილს – ა) გეომეტრიულ ადგილს 
იმ წრეხაზების ცენტრებისა, რომლებიც ეხება #I სწორს #8 წერ- 
ტილში და ბ) გეომეტრიულ ადგილს იმ წრეხაზების ცენტრებისა, 

რომლებიც გაივლის „1 და 8 წერტილებზე. 

პირველი გეომეტრიული 
ადგილი იქნება სწორი ხა- 

ზი, რომელიც ეპერპენდიკუ- 

ლარება M#M# სწორს #8 წერ- 

ტილში, მეორე გეომეტრიუ- 

ლი ადგილი იქნება სწორი, 

რომელიც ეპერპენდიკულა– 
რება „48 ქორდას და ჰყოფს 

# მას შუახე. აქედან ჩანს, რომ 

ამოცანა აიგება შემდეგნაი- 

ნახ. 4. რად: 8 წერტილიდან გავავ- 

| ლებთ 8C I 72; 48 მონაკვე- 
თის შუაწერტილზე გავავლებთ CL L48:C8 და («0-ს გადაკვეთამი 

მივიღებთ 0 წერტილს, რომელიც იქნება საძებნი წრეხაზის ცენტრი, 
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ხოლო 08 მონაკვეთი მისი რადიუსი. თუ 8 წერტილზე #XII სუო- 

რისადმი გავლებული პერპენდიკულარი გაივლის მოცემულ 4 წერ- 

ტილზე, მაშინ ცენტრი იკნება #48 მონაკვეთის შუაწერტილში, 

ამოცანა შეუძლებელია იმ შემთხვევაში, როდესაც წერტილი # 

დევს #X#L სწორზე და არ ემთხვევა 8 წერტილს. უკანასკნელ შემთხვე- 
ვაში ამოცანას ეჟნება უსასრულო მრავალი ამონახსენი, 

ამოცანას, რომელსაც უსასრულო მრავალი ამო- 

ნახსენი აქვს, განუზღვრელი ამოცანა ეწოდება. 
2, განვიხილოთ კიდევ შემდეგი მაგალითი. 
მოცემულია ერთმანეთის პარალელური ორი სწორი ხაზი 48 

და 00, და მკვეთი #I. გავავლოთ წრენაზი, რომელიც ეხება სა- 
მივე ხაზს (ნახ. 8). 

ცხადია, რომ წრეხაზს 

  

  

  

ადვილად გავავლებთ, თუვი- 4 „4 

პოვით მის ცენტრს, უკანასკ- წ მ 

ნელი დევს ერთის მხრივ „7 #--ს დ 

ბისექტრისზე, მეორეს მხრივ 7 „CC 

სწორზე, რომელიც ეპარალე- “ 

ლება 18 და CI) სწორებს 

და თანასწორი მანძილით 

დაშორებულია ორივესგან. დანარჩენი ნათლად ჩანს ნახაზიდან, აზო- 

ცანა ყოველთვის შესაძლებელია, ე წერტილი საძებნი წრეხაზის 

ცენტრია. 
მკითხველი თითონ დაასახელებს იმ ორ გეომეტრიულ ადგილს. 

რომლითაც ჩვენ ვისარგებლეთ. 

შეიძლებოდა გვესარგებლა ორი ბისექტრისითაც. 

II. მსგავსობის ხერხი გამოიხატება შემდეგში: თუ სა- 

ძებნი ნაკვთის აგება უშუალოდ გვიძნელდება, მაგრამ ადვილია მისი 
მსგავსი ნაკვთის აგება, ჯერ ამ უკანასკნელს ვაგებთ, რის შემდეგ 

მას ვადიდებთ ან ვამცირებთ იმდენჯერ, რამდენჯერაც საჭიროა, 
რომ დავაკმაყოფილოთ ამოცანის პირობები. 

მაგალითები. 

1. მოცემულ #4”. კუთხეში ჩავხაზოთ ისეთი წრეხაზი, როზე- 
ლიც კუთხის შიგნით მდებარე M# წერტილზე გადიოდეს (ნახ, 6). 

ჩავხაზოთ ჯერ რომელიმე წრეხაზი; ცხადია, მისი (ცენტრი იქნება 
48 ბისეჭტრისზე. ამ უკანასკნელზე ავიღოთ ნებისმიერი წერტილი 
0 და დავუშვათ 4# სწორზე პერპენდიკულარი 0.00 რადიუსით 

შემოვხაზოთ წრეხაზი, ეს წრეხაზი გადაჰკეთს 4M#M სწორს C და C, 

წერტილში, თუ ახლა 01) რადიუსს გავადიდებთ იმდენჯერ, რამ-. 
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დენჯერაც XV მეტია 21C-ზე ცხადია, ადვილად ავაგებთ საძებნ 
წრეხაზს, ამ მიზნით გავველოთ ##M წერტილზე ხაზი M0, პარალე- 

ლური 00) ხაზისა, ი, წერტილი იქნება საძებნი წრეხაზის ცენტრი, 

M0,; კი რადიუსი. ეს რომ დავატკიცოთ, საკმარისია გამოვარკვიოთ 

  

  

რომ 0,M=C0:#= 0, M, სადაც 0)MX და 0, წარზოადგინენ შესა- 

ბამისად 4# და X4/”' გვერდებისადმი პერპენდიკულარებს. 

    
0, V 40, 0,M 40, 

=---0 ==“ 1. ბ - რადგან 6C –-6 და მი 0? შეიძლება დავწე 

0» C0,#X 
როთ, რომ «დიC“.” ასი: მაგრამ 00=0 /,, მაშასადამე 0C1)MI=0)X. 

გარდა ამისა 0,#M=0,MV იმიტომ, რომ 0 წერტილი დევს 20 ბი- 

სექტრისზე. საბოლოოდ გვექნება: 0,)M=0,#=0;V. თუ 0 წ/ეხა- 

ზის და 4» სწორი ხაზის გადაკვეთის მეორე C, წერტილს შევუ- 

ერთებთ 0 წერტილს და გავავლებთ XMI0:-ს პარალელურად 0C, 

რადიუსისა, ვიპოვით მეორე ამონახსენს. მეორე წრეხაზის ცენტრი 

იქნება 0: წერტილში, 

2. ავაგოთ სამკუთხედი „1/3C, რომელშიაც მოცემულია C წვე- 

როსთან მდებარე კუთხე თ, სიმაღლე # ამ წვეროდან დაშვებული და 

შეფარდება-”> იმ მონაკვეთებისა,ა რომლებადაკ იყოფა ფუმე სი- 

მაღლით, (ნახ, 7). 

თუ შეფარდება > მოცემულია ორი მონაკვეთის შეფარდების 

სახით, ამოცანას ამოვხსნით ასე: 
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ნახაზზე /)-=>=V/I!; 17M== 9; /MIM=V; 0 წრეხაზის ცენტრია. 

წრებაზი ეხება MM სწორს ა წერტილში და გაივლის 7) და # 

წერტილებზე. 
0 ცენტრის საპოვნელად საჭიროა აღვმართოთ MV სწორისადმი 

7) წერტილიდან 710 პერპენდიკულარი და L# სწორისადმი მის 

შუაწერტილიდან #0 პერპენდიკუ- 
ლარი, ცენტრი 0 წარმოადგენს ამ 

ორი პერპენდიკულარის გადაკვე- 

თის წერტილს, 

შემდეგ 00 რადიუსით შემოვ- 

ხაზოთ წრეზაზი,  წერტიღიდან 

აღვმართოთ პერპენდიკულარი და 

ამ პერპენდიკულარისა და წრეხა- 

ზის გადაკვეთის წერტილი C შე- ჯ 7 

გვუერთოთ # და #, წერტილებს. 

თუ ახლა C წერტილიდან მოვზო- 

მავთ CL” მონაკვეთს, მოცემული # 

სიმაღლის ტოლს, და # წერტილზე ნახ, 7. 

გავავლებთ 48 სწორს 7)X-ს პა- 

რალელურს, მივიღებთ საძებნ. 480 სამკუთხედს. მართლაც), ამ სამ- 

კუთხედში კუთხე C=თ, რადგან ის იზომება იმავე რკალის ნახევ- 

რით, რომლითაც იზომება კუთხე #0XM; CX სიმაღლე ეტოლება # 

4” 0#/ 0) 

#.”8 #ი #7 
მსგავსობის:ხერხი ნაყოფიერად გამოიყენება შემდეგ 

შემთხვევებში: 

ა) თუ ამოცანაში მოცემულია მხოლოდ გრთი ხაზოვანი 

ელემენტი (მაგალ., გვერდი, სიმაღლე, ბისექტრისა, მედიანა, პე– 
რიმეტრი), დანარჩენი მონაცემები კი კუთხეებს და შეფარდებებს 

წარმოადგენს, როგორც ეს დავინახეთ მეორე ამოცანაში. 
ბ) თუ ამოცანა მოითხოვს ისეთი ნაკვთის აგებას, რომელსაც 

უნდა ჰქონდეს გარკვეული მდებარეობა ზოცემული ხაზებისა და 

წერტილების მიმართ, და თუ ამ ამოცანის ერთი პირობის მოცი- 

ლებით შეგვიძლია ავაგოთ მთელი სისტემა საძებნი ნაკვთის მსგავს 

და მსგავსად განწყობილ ნაკვთებისა, 

ასეთ შემთხვევას წარმოადგენს პირველი ამოცანა. 

ამ შემთხვევაზე ამოვხსნათ კიდევ ერთი მაგალითი, 

C     
  

      

მონაკვეთს, გარდა ამისა 
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8, მოცემულ 488C სამკუთხედში ჩავხაზოთ კვადრატი ისე, რომ 

მისი ერთი გვერდი /#C ფუძეზე მდებარეობდეს, დანარჩენი ორი 

წვერო კი 48 და 8C გვერდებზე 40 ფუძედ უდიდესი გვერდი 
ავიღოთ, (ნახ. 8), 

ავაგოთ ისეთი კვადრატი, რომლის ერთი გვეოდი ემთხვევა +C 

ფუძეს, და ერთი წვერო დევს 48 გვერდზე, ამით ჩვენ გავთავი- 

სუფლდით ერთი მოთხოვნისაგან” რომ კვადრატის წვერო მდება- 

რეობდეს აგრეთვე 83C გვერდზე, ცხადია, რომ ასეთ პირობებში ჩვენ 

შეგვიძლია ავაგოთ უამრავი კვადრატი. სისტემა ამ კვადრატებისა 

წარმოადგენს მსგავს და მსგავსად დალაგებულ ნაკვთების სისტემას. 

ამ კვადრატების წვე- 
როები #, 7”, და ასე 

შემდეგ, ყველა ერთ 47 
სწორზე იქნებიან და- 

ლაგებული, საძებნი 
# ” 

„-L72 " M% კვადრატის IL) წვეროც 

| იყოს, ე. ი. წერტილი I) 

“ ” 770 #0 “ 7 წარმოადგენ” 3; და 
' 80 სწორების გადაკ- 

ნახ, მ. ვეთის წერტილს. მაშა- 

სადამე, საკმაოა ავა- 

გოთ ნებისმიერი კვადრატი M#IMV#C, შემდეგ გავავლოთ 4L სწორი, 

ვიპოვოთ წერტილი L. მაშინ 0 MXXIC კვადრატი საძებნი კვადრატი 

იქნება, დავამტკიცოთ ეს. 

06 I 4C. 4”V და 40C მსგავსი სამკუთხედებიდან გვაქვს: 

/ 

  

  

  

          
  

40 _ 0თ. 

44 LV' 

აგრეთვე 40 და 40 სამკუთხედებიდან ვწერთ: 

ბ)  0X#. 
ჰი  #0' 

–ნCთ 0M- 
ზაშასადამე, “6 ი -ხნ0.' 

რადგან V= XC აგების თანახმად, ამიტოზ 11I#=0C. გარდა 

ამისა რადგან 0#I 21C და 0)C | 40, კუთხე C0)# მართია, და 

აგებული ნაკვთი კვადრატია, 

შენიშვნა. ეს ამო.კანა შეიძლება ამოვხსნათ ასეც: ავიღოთ 
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ნებისმიერი კვადრატი და შემოვხაზოთ მოცემული 27#8C სამკუთხე– 

დის მსგავსი „, შემდეგ მიღებულ ნაკვთს ან შევამცირებთ ან გავადი- 

დებთ, ზოგიერთ სახელმძღვანელოში ასეთი ხერხი მიღებულია, რო- 

გორც ერთერთი დამოუკიდებელი ხერხი, რომელსაც შებრუნებულობის 

ხერხს უწოდებენ (M010ი 06ი20XI0CIIMI), რადგან მოცემული ამოცანის 
ნაცვლად ვაგებთ მის შებრუნებულს. შებრუნებულ ამოცანას ვადგენთ 

ამ გზით ერთერთ მონაცემს ვსინჯავთ, როგორც საძებნს, ხოლო 

საძებნი მიიღება მონაცემად. ეს გზა გამოგვადგება მაშინ, როდესაც 

პირდაპირი ამოცანის ამოხსნა გვიძნელდება, მაგრამ მისი შებრუნე- 
ბული ამოცანის ამოხსნა სიძნელეს არ წარმოადგენს: 

ეს ხერხი არსებითად ახალ რამეს არ წარმოადგენს და შეიძლება. 

განხილულ იქნეს როგორც ერთერთი მოდიფიკაცია (ვარიანტი) 

მსგავსობის ხერხისა. 

II. დამხმარე ნაკვთთა (ფიგურათა) ხერხი 
ზოგიერთ ამოცანაში ადვილად შეიძლება დავხაზოთ საძებნი ნაკვ-. 

თის ნაცვლად ისეთი ნაკვთი, რომელიც საძებნ ნაკვთზე გადასვლის 

გზხას გვაძლევს. ეს ხერხი შეიძლება გამოდგეს, როცა ამოცანაში მო- 

ცემულია ორი გვერდის ჯამი ან სხვაობა. მაშინ ვხაზავთ ჯერ დამხ.· 

მარე ნაკვთს, რომელშიაც, როგორც ელემენტი, შეგვაქვს მონაკვეთი 

მოცემული ჯამის ან სხვაობის ტოლი. დამხმარე ნაკვთის ასაგებად 

შეიძლება ვისარგებლოთ ან ყველა მონაცემებით, ან მათი ნაწილით. 
ამ ხერხის განმარტებისათვის განვიხილლოთ შემდეგი მაგალითები 

(მაგალ. # 92 ამოღებულია რიბკინის კრებულიდან: გვ. 28; #ს 60). 

1. ავაგოთ სამკუთხედი 18C, რომელშიაც მოცე- 

მულია გვერდი ზ, კუთხე „I და დანარჩენი ორი გვე#+- 

დის ჯამი « (ნახ. 9). 
საძებნია სამკუთხედი 48C. ამისათვის გავავლოთ მონაკვეთი 

ხ, ე. ი. ფუძე 21C. # წერტილთან ავაგოთ კუთხე 4. დავუმატოთ 

2480 სამკუთხედის ,18 გვერდს მონაკვეთი #8/), გვერდი 80 ს ტოლი, 
და შევაერთოთ ”» და თ წერტილები #10 მონაკვეთით. მივიღეთ 

დაზხმარე სამკუთხედი /71C, რომლის აგება ადვილია, რადგან ცნო- 

ბილია მისი ორი გვერდი–- 40 და 4/)=8 და მათ შორის მდებარე 

კუთხე 4; ახლა, თუ გავყოფთ #C გვერდს შუაზე მისდამი #X პერ- 
პენდიკულარით, მივიღებთ გადაკვეთის წერტილს #-ს, რომელიც იქნება 
საძებნი სამკუთხედის მესამე წვერო (4 და (7 ორი წვერი გვაქვს). 

ტ 4XC წარმოადგენს დამხმარე ნაკვთს. 
„ დამტკიცება ადვილია თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ 

22=>» და 8/= 8C, და მაშასადამე, 488 -+ 8C=%.



9. 18C კუთხის შიგნით მოცემულია წერტილი 
X. ამ წერტიოზე გავავლოთ სწორი ხაზი ისე, რომ 
მისი მონაკვეთი, მოთავსებული კუთხის გვერდებს 
შორის, M წერტილზე შუაზე იყოფოდეს ( ნახ. 10). 

თუ გავავლებთ 8Iს) მონაკვეთს #/ წერტილზე ისე, რომ 81 
მონაკვეთი ეტროლებოდეს #I) მონაკვეთს, და შემდეგ L)# და ჩX' 
ხაზებს 8C და #8„I გვერდების პარალელურად, მივიღებთ #IL)##8 
პარალელოგრამს, რომლის მეორე დიაგონალი #/” იყოფა # წერ- 
ტილში შუაზე. დასახელებული პარალელოგრამი წარმოადგენს ამ 

შემთხვევაში დამხმარე ფიგურას, 

რომლის აგება არავითარ სიძნე- 

ლეს არ წარმოადგენს. დამტკი- 

ცება იმისა, რომ /#-/" დიაგონალი 

გაივლის MV# წერტილზე და იყოფა 

   
ნახ. 9. ნახ. 10. 

შუაზე ხდება ასე: 8MI1)/' ფიგურა პარალელოგრაზია-- M# წერტილი 
მისი 81) დიაგონალის შუაწერტილია; # მეორე დიაგონალია, და 
რადგან ეს მეორე ჰყოფს პირველს შუაზე, ამიტომ იგი გაივლის M 
წერტილზე და თვითონაც ამ წერტილში იყოფა შუაზე როგორც 
ვხედავთ, დასახელებულ პირობებში ამოცანა ყოველთვის შესაძლე- 
ბელია. 
ედ ვ. ავაგოთ სამკუთხედი 18C, რომელშიაც მოცე- 
მულია კუთხე 4, სიმაღლე /? და 2 კუთხის ბისექტ- 

რისა /”/. ნახ. 11, 
ცხადია, ადვილად შეგვიძლია ავაგოთ დამხმარე მართკუთხა 

სამკუთხედი ##IL. შემდეგ ავაგებთ „I8C სამკუთხედს, რაც უკვე 
ადვილია (დამხ, ფიგ. ხერხი). 

კუთხე 4 მოცემულია, 4#=7/"; ,10=7); /C4I))==/I):1 8= 

=> 24 „ აქ 21M#L) სამკუთხედი დამხმარე ნაკვთია,   

ამ მესამე მაგალითში ჩვენ ვისარგებლეთ მხოლოდ ორი მო- 
ნაცემით დამხმარე 4” სამკუთხედის აგებისათვის. მესამე მონა- 
ცემით (კუთხე 4) ვისარგებლეთ საძებნნ 4#.78C ნაკვთის აგებაზე 
გადასვლისას. 
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მკითხველი მიაქცევს ყურადღებას იმ გარემოებას, რომ ამ უკა- 

ნასკნელი სამი ამოცანის ამოხსნისათვის ჩვენ არ ვსარგებლობდით 
არც გეომეტრიული ადგილის ხერხით, არც მსგავსობის ხერხით და 

არც იმ ხერბით, რომელზედაც ახლა გადავალთ, ამით ეს ხერხი გან- 
სხვავდება სხვა ხერხებისაგან. 

თუ დამხმარე ნაკვთის აგებისათვის 
“ ვისარგებლებთ სხვა რაიმე ხერხით, 

მაშინ აგებას უნდა მივცეთ ამ 

ხერხის სახელწოდება. საზოგადოდ 

გეომეტრიული ამოცანა აგებაზე 

უფრო ხშირად ამოიხსნება ორი- 

სამი და მეტი ხერხის დახმარე– 

ხით, 

  

ნახ. 11, 

V., ნაკვთის გარდაქმნის ხერხი. თუ საძებნი 
ნაკვთის ელემენტები (მაგალ., გვერდები, კუთხეები და სხვა) ისეა 
დალაგებული ერთიმეორის მიმართ, რომ გეომეტრიული კავშირი 

მათ შორის ნათლად არა სჩანს, მაშინ ვცდილობთ ისე გარდავქმნათ 

ნაკვთი, რომ ეს კავშირი გამომჟღავნდეს –– ნათელი გახდეს. 

ნაკვთის გარდაქმნისათვის სარგებლობენ ან 1) მისი რომელიმე 
ელემენტის პარალელური გადატანით, გადაადგილებით, ან 2) მისი 
ყველა ან ზოგიერთი ნაწილის ბრუნვით ღერძის ირგელიექე, ან '3) მი- 

სი ყველა ან ზოგიერთი ნაწილის ბრუნვით წერტილის ირგვლივ. 
ამ გზით მიღებულ ნაკვთში ელემენტები შეიძლება უფრო მჭიდ- 

როდ დალაგდნენ, და ამიტომ კავშირი და გეომეტრიული დამოკი- 

დებულება მათ შორის ადვილად შევაჩნიოთ. 

ანეიხილოთ (ჯალ/კა ა ეს შემთხვევა, 
ს) ტრაპეციის აგება მისი ოთხი გვერდის მიხე- 

დვით. ეს მაგალითი ამოხსნილია შესავალში, როგორც ვხედავთ 

ნახ, 9-ზე, აქ გვერდი 24/3 გადანაცვლებულია (გადატანილია) პარა- 
ლელურად C# მდგომარეობაში. 

9) ავაგოთ მართკუთხა ტრაპეცია, თუ მოცემუ- 
ლია მისი ფუძეთა ჯამი და ფერდები. (ნახ. 19). 

გავავლოთ 4 წერტილზე 4X# მონაკეეთი 71C გვერდის პარალე- 

ლური, მივიღებთ 48# სამკუთხედს, რომლის # კუთხე მართია. ამ 
სამკუთხედს ადვილად ავაგებთ, კათეტი #/; ცნობილი გახდება. შემ- 
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დეგ 44) და #C ფუძეების ჯამს გამოვაკლებთ 8X#;, მონაკვეთს და 
სხვაობას გავყოფთ შუახე, მივიღებთ /##) გვერდს. 40 გვერდს რომ 
მივუმატოთ 1872 მონაკვეთი, მივიღებთ 8C გვერდს. დანარჩენი ნათე- 

ლია, განვიხილოთ ახლა მაგალითი, სადაც ნაკვთის გარდაქმნა ხდება 

ბრუნვის საშუალებით გარკვეულად ამორჩეული ღერძის ირგვლივ. 
ვ) მოცემულია სწორი ხაზი IM და მის ერთი მიარივ ორი 

წერტილი / და #8. 21/X სწორზე უნდა ვიპოვოთ ისეთი წერტილი C, 
რომ 74CM ეტოლებოდეს 8CV კუთხეს (ნახ. 13). 

მოვაბრუნოთ 4C8 ნაკვთი 1IV ღერძის ირგვლიი 180 გრადუ- 
სით. მაშინ C წერტილი დარჩება IV სწორზე; 8 წერტილი დაიკა- 

ვებს 8, წერტილის მდებარეობას. 8.) ეტოლება #,//-ს, და 808, 
ეპერპენდიკულარება #MV სწორს. რადგან 7 8C/) ==-/ #)C8; და 
იმავე დროს ეტოლება /40#VM, ამიტომ /4CM#= /#M0C98,. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ 40798, სწორი ხაზია. ამის შემდეგ ადვილად 

ვიპოვით C წერტილს. 

რ _ 4 4 4 
  

      

ნახ. 12. ნახ. 13. 

ამისთვის დავუშვათ პერპენდიკულარი /; წერტილიდან M#M 
სწორზე და მიღებული მონაკვეთი სი განვაგრძოთ ჰ/M სწორის 

ქვევით 0ნC8,=სს მანძილით. 8; წერტილი შევუერთოთ 4 წერტილს 

სწორი ხაზით. #8, და #XV სწორების გადაკვეთის წერტილი C 

იქნება საძებნი წერტილი. ამას თვითონ მკითხველიც დაამტკიცებს. 

როგორც ეს ზემოთ იყო ნათქვამი, ნაკვთის გარდაქმნა შეიძლება 

მოვახდინოთ აგრეთვე ნაკვთის ან მისი ნაწილის ბრუნვით მოხერხე- 

ბულად შერჩეული წერტილის ირგვლივ, აი ამის მაგალითი: 

ტ4ტ) მოცემულიასამი სწორიხაზი #7,0,7 და 4 წეC- 

ტილი ი» სწორზე. საჭიროა ავაგოთ ისეთი ტოლ- 

გვერდა სამკუთხედი, რომლის ერთი წვერო იყოს# 

წერტილში, დანარჩენი ორი კი 0 და 7” სწორ ხაზებზე 

( ნახ. 14). 
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#M# ეპერპედიკულარება # სწორ ხაზს, ბრუნვის მიმართულებას 

გვიჩვენებს ისარი. 

# / C - 

7 

2 
2 

      
ი)

 

ნახ. 14. 

წარმოვიდგინოთ, რომ ჩვენ მოვაბრუნეთ -4XC სამკუთხედი და 

თვით # სწორიც LV წერტილის ირგვლივ 60” -ით. მაშინ, ცხადია, 

LV მონაკვეთი მობრუნდება აგრეთვე 60 -ით და დაიკავებს „LI, მდე- 

ბარეობას, სწორი 7, რომელიც »M სორს ეპერპენდიკულარება, 

დაიკავებს 7, სწორის მდებარეობას და #/,-ის პერპენდიკულარული 

დარჩება. C წერტილი დაემთხვევა 8 წერტილს, აქედან გამომდი- 

წარეობს ამოცანის ამოხსნის გხა. წ წერტილიდან დავუშვებთ ”.I 

პერპენდიკულარს 7: სწორზე. შემდეგ #XM მონაკვეთს მოვაბრუნებთ 
4 წერტილის ირგვლივ ისე, როგორც გვიჩვენებს ისარი; XI, წერ- 

ტილზე გავავლებთ 7, პერპენდიკულარს ##/, სწორი ხაზისადმი, ეს 
პერპენდიკულარი 7, გადაჰ-ვეთს 0 სწორს გარკვეულ ც წერტილში. 

ამგვარად ვიპოვეთ საძებნი სამკუთხედის გვერდი #8 დანარჩენი 

ადვილია. 

შენიშვნა: ზოგიერთ სახელმძღვანელოში პარალელური გა- 

დანაცვლება, წერტილის ირგვლივ ბრუნვა და სწორი ხაზის ირგვლივ 

ბრუნვა განიხილება და ითვლება როგორც სხვადასხვა დამოუკიდე- 

ბელი ხერხი, და არა როგორც სხვადასხვა სახეები და საშუალებანი 

ერთი მთავარი ხერხისა, რომელსაც ზოგიერთი ავტორი უწოდებს 

ფიგურის გარდაქმნის ხერხს (ავგუსტ ადლერი), ზოგიერთი კი უფრო 

მოკლედ გადანაცვლების ან გადაადგილების ხერხს (CIC0ლ006 I606- 
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1(6C0IIM9)), როგორც ამას ხმარობს პროფ. ნეკრასოვი. (იხ. #8ო:0+ 
ბაეოილი-ის „წ6ი0იიყი IL60M06X0M90CMMX ი00”000VVIM", C0Cლმ, 
1924 L. II. LI6LიმCლ08. C06იმ8M6 IL060M0Xი0IV0CMMX 3მუმყ ყე 
0I0CX006!IM6, M0CM8ცმ, 1892 ჯ.). 

4, ავაგოთ /# MსცყჩC ისე, რომ გვერდები #8 და XC ეტოლებო- 
დეს შესაბამისად რ და ბ მონაკვეთებს ხოლო „7C0 და „/78-ს 
სხვაობა ეტოლებოდეს >. კუთხეს (ნახ. 18). 

ნახაზზე კ ( წარმოადგენს სა- 

'ძებნ სამკუთხედს. „CC /”/-+I80= 

=»: „18=-0; 1C=>7/. 

მოვაბრუნოთ 180 -ით „,8C 

სამკუთხედი #+L' ღერძის ირგვლივ. 

”I ღერძი ეპერპენდიკულაორება 

8C0გვერდს და ყოფს მას შუაზე. 

მაშინ ,1 წერტილი გადავა /) წერ- 

ტილში, C წერტილი /: უერტილში 

და /ს .185C მიიღებს IV-ს მდგო- ნახ. 15. 

მარეობას. · 

შევჩერდეთ 4 MC სამკუთხედზე. მისი გვერდი C#)=ი, „C= ხხ, 
კუთხე 4C00= / 21C8 – 7 .18C=V, რადგან // CC8= / 2/C. 
ამგვარად მოცემული ელემენტები უფრო მჭიდოოდ დალაგდნენ. 

აღნიშნულ სამკუთხედში ”ვენთვის ცნობილია ორი გვერდი და მათ 

შორის მდებარე კუთხე «, ავაგებთ ჯერ „L/ C სამკუთხედს და შემ- 

დეგ მისი დახმარებით ადვილად აიგება საძებ ნი /ს+I/3C. მკითხველზე 

შეიძლება ასეთმა ამოხსნამ მოახდინოს შთაბევგდილება, რომ აქაც ჩვენ 

ვხმარობთ დამხმარე ნაკვთთა ხერხს, მაგრამ ეს სწორი არ არის. 

საქმე ამაშია, თუ რა გზით შეიქნნა დამხმარე ნაკვთი, აქ დამხმარე 
ნაკვთი მივიღეთ ღერძის ირგვლივ ბრუნვის საშუალებით, ამიტომაც 
ხერხსაც იგიეე სახელწოდება აქვს. 

V. ალგებრული ხერხი. § 1. წინასწარი შენიშვნები. 

ხშირად საძებნი ნაკვთის აგება ადვილია, თუ (კნობილია მისი 
ელემენტი, მაგალ., გვერდი, ან ამ ელემენტის მდებარეობა, მაგალ., 
მანძილი სამკუთხედის წვეროდან და სხვ. 

თუ შევძლებთ ისეთი განტოლების შედგენას, რომელიც გვაძლევს 

დამოკიდებულობას საძებნი ნაკვთის ამა თუ იმ ელემენტის და სხვა 

მონაცემთა შორის, მაშინ ამ ელემენტს ავაგებთ, თუ მას გამოვიან-   143



გარიშებთ მიღებული განტოლებიდან, მხოლოდ საჭიროა ვიცოდეთ, 

რომ აგება შესაძლებელი იქნება მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, რო- 

დესაც ჩვენთვის სასურველი ელემენტი გამოიხატება ფორმულით, სა– 
დაც შემავალ მოცემულ მონაკვეთებზე ვაწარმოებთ ოთხ არითმეტიკულ 

ოპერაციას ან კიდევ კვადრატულ ამოფესვასაც სასრულ რიცხ- 

ვჯერ. 
წარმოვიდგინოთ, რომ საძებნი მონაკვეთი X გამოისახა ასე: 

11X=C206+ზხზ 

ვ. X=V ი2- ხ? 

  

    

  

4 X=M/იზხ 

იხს 

ხნ. 1= თ8 

–_–_ იხ+ი0ძ–იV/ 

20ხ 
7. X= 8” 

ვ, »-- 9 2 V ხ? –- 406 
· “' _– 9 ა 

0ნაშინ ეს მონაკვეთი შეგვიძლია ვიპოვოთ ფარგლისა და სახა–- 

ზავის საშუალებით, ე. ი. ავაგოთ. 

ზემოთ მოყვანილ განტოლებებში თ, ჯ, C, ძ, 0, /, X, ი, MX 
ასოები გამოსახავენ მონაკვეთებს, 

პირველის აგება ცნობილია. 

მეორეში X წარმოადგენს თ, მ, C მონაკვეთების მეოთხე პრო- 
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პორციულს, რაც შეიძლება დავწეროთ, ასე:. --= - “#-ს ვიპოვით 

შემდეგი აგებით (ნახ, 16), 

    
  

XX ტ «მ 2 

ნახ, 16. 

მონაკეეთი „I /7= თ 
ი · სL#M=ხ 

4X=- 6 

· IM 
და მაშასადამე ##9=X. 

1. შენიშვნა. შესაძლებელია თ, ბ, C მონაკვეთების მოკვეთა 
480C კუთხის გვერდებზე კიდევ სხვანაირადაც. 

ე 9 
9. შენიშვნა. თუ 8=0, მაშინ X =- 5. და X შეიძლება ავაგოთ 

ასე: (იხ, ნახ, 17). 
აქ 80=0თ:; 40=ხ; 41.80; 40) 48; X=10C. 

მესამეში: X=V თ2 + 98? , X წარმოადგენს ან ჰიპოტენუზას 

ისეთი მართკუთხა სამკუთხედისა რომლის კათეტებია ძ .და „ბ. ან 

კათეტს სამკუთხედისა, რომლის ჰიპოტენუზა არის რთ და კათეტი წ. 

  

  

I 

ნახ, 17, ნახ, 18. 

მეოთხეში: X=- Vიხ „აგება წათლად ჩანს შე- 18 ნახაზიდან. 

10, მ. კონიაშვილი ) 1) 145 
ი.



ნახაზზე #MI)=თ; 

· სთ=ხ; 

· 50=00; 

08 რადიუსით შემოხაზულია წრეხაზის ნახევარი, 

L80 და 4) წარმოადგენს #/ იხ. 

მეხუთეში: X=- _9C წარმოვიდგინოთ ჯერ ასე: 

X = 2 +; ჯერ ავაგოთ მონაკვეთი 7=4, როგორც ეს 

უკვე იყი განმარტებული, და, როდესაც ჯ-ს ვიპოვით, ავაგებთ 

«== XC. 
6 

„· ს 0მხ+იძ-“V/ 
მეექვსეში: X=- -X1 6 - >. შეიძლება ავაგოთ ასე: 

ვიპოვოთ ჯერ X +- ი –“– ი, რაც ადვილია, აღვნიშნოთ ეს ალ– 

-V ჯებრული ჯამი ასოთი ჯ, მაშინ ჯ- 2, 2 _ – 

მეშვიდეში: X=- 1-2 ჯერ ვიპოვოთ მონაკვეთი 9თ, შემ- 

დეგ 30; აღვნიშნოთ 2თ=>=#»1 და 30 == ი, მაშინ მივიღებთ »=--%, 

2 
რის აგება უკვე ვიცით; ან ჯერ ვიპოვოთ »7== რდა შემდეგ «== --X- 

თ + M6ხ?:-–- 400 
„აე –, რ. 

მივცეთ X-ს შემდეგი სახე: 

+ ა(.- 5“) 

9 
4თ6C 

ავაგოთ ჯერ 37= ----, შემდეგ 2=-ხ--I, 

მერვეში: X= 

  

  X == 
: 

ბ 

Cდ-+% 
შემდეგ. # == V 02, მაშინ X+ => “––5   

რაც სრულიად ადვილია. 
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1 
ისმება საკითხი: როგორ ავაგოთ მონაკვეთი X =. V 9, X=-კ-, 

4 
X = 7 9 და სხვა ამგვარი მონაცემი. 

C, მრთგვაროვანი ღა არაერთგვაროვანი ალგბგებრული 
გამოსახულებანი, ერთგვაროვნო.ბის დარღვევა და მისი 
აღდგენა, გმო. მეტრიული ფო.რმულების და განტოლებათა 

ერთგვაროვნო ბა 

წარმოვიდგინოთ, რომ ძიოხ" C/ , |” ერთწევრში თ, ხ, C.. 

../ ასოებით აღნიშნული გვაქვს გარკვეული სხვადასხვა სიგრძის 
მონაკვეთები; მაშინ VI-+-72-I-»-L . +ჯხარისხების მაჩვე- 

ნებელთა ჯამს ეწოდება ერთწევრის განზომილება, 

მაგ.) თ?ხ სამი განზომილებისაა, თ3ბ01-– ექვსი განზომილებისაა, C-–- 

რთი განზომილებისაა, ხო ო“ ნულოვანი განზომი ბისაა, ვი- ე გბ ლე ლო ზულოვ გ ლე მ 

ნაიდან + =0ძ!ხ-) და 1 + (–– 1)=0, 

თუ ერთწევრი წარმოადგენს წილადს, მაშინ ცხადია, მისი 

განზომილება ეტოლება მრიცხველის განზომილებას მინუს მნიშვნე- 
3 

ლის განზომილება, მაგ., 00% სამი განხომილებისა, რადგან 
ძ-ჯ 

24+84+1–(2--1)=ვ3. 

მრავალწევრს ეწოდება ერთგვაროვანი, თუ მისი ყველა წევრი 

ერთი და იგივე განზომილებისაა, მაგ., 4010-–-–3ტ0?---50ბ60 ერთგვარო- 
ვანი ალგებრული გამოსახულებაა, რადგანაც ყველა წევრები ერთი 
და იგივე განხომილებისაა სახელდობრ, სამი განზომილებისა, თუ 

მრავალწევრის წევრები სხვადასხვა განზომილებისაა, მაშინ იგი არა- 

ერთგვაროვანია, მაგ., 609 –– 8თ!ხ –+ 26 არაერთგვაროვანია. 

ერთგვაროვანი მრავალწევრის დამახასიათებელი თვისება მდგო- 

მარეობს იმაში, რომ თუ მის თითოეულ ასოს გავამრავლებთ #-ზე, 
მაშინ თვითონ მრავალწევრი გამრავლდება #7-ზე, “სადაც ჯ გვიჩეე- 

ნებს ამ მრავალწევრის განზომილებას მართლაც, ავიღოთ ნთ“ხ-–- 

– 3თხ“-IL-701ძ და შევიტანოთ თ, დ, 2 და ძ-ს ნაცვლად #0, #ხ, 710, 10, 
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მივიღეხთთ 6 (თC)? (21ბ) –– 3(4!0() (710) -+ 7 ()!0)” (210) ==5117X9 ' 1168 –– 

–- 816 ' I 0?-L-71)702-1ძ=0X5Cს 8იხ?-- 70%), სადაც 3 გეიჩვენეზს 
50ზ%ბ – ვიხ11- 7010 გამოსახულების განზომილებას. 

ტოლობას (და განტოლებას) ეწოდება ერთგვაროვანი, თუ მისი 
წევრების ერთ მხარეზე გადატანის შემდეგ მივიღებთ ერთგვაროვან 

გამოსახულებას, 

აღსანიშნავია ის გარემოება, რომ გეომეტრი- 

ული ტოლობანი და განტოლებანი უსათუოდ ერთ: 

გვაროვანი უნდა იყოს. თუ გავიხსენებთ გეომეტრიულ ფორ- 

მულებს, დავინახავთ, რომ ეს ფორმულები ერთგვაროვანია, 

მოვიყვანოთ მაგალითები: 

1. ტრაპეციის შუა ხაზი (| ეტოლება მისი ფუძეების ნახევარ ჯამს 

_ ი–+ხ 
00 9 
  :; მარჯვენა და მარცხენა მხარე ერთი განზომილებისაა. 

9. ირიბკუთხა სამკუთხედში გვაქვს, როგორ ვიცით, ახეთი და- 

მოკიდებულება 

((2==09%.I-ხ2-- 2ხ· 41; 

აქ მარჯვენა მხარეც ორი განზომილებისაა და მარცხენაც. 

8. პარალელოგრამში დიაგონალების კვადრატების ჯამი მისი 

გვერდების კვადრატების ჯამს ეტოლება, 

4C + 801= 48:-+ 80 - 001-+ 4IM:ქ; 

ორივე მხარე ორი განზომილებისაა. 

4. თუ წრეხაზში ავიღებთ ”M წერტილს და გავავლებთ ამ 
წერტილზე ორ 48 და CV ქორდას, მაშინ დავინახავთ, რომ 

#M·:M#M8= 0M-' MV; 

აქაც ორივე მხარე ერთი და იგივე განზომილებისაა. 

წე/ 

/ თ-% 
მარცხენა მხარეზე ბ, ერთი განზომილებისაა, იგი გამოსახავს მონა- 
კვეთს (წესიერი მრავალკუთხედის გვერდს), 7პი„ ორი განზომილეზბი- 

ხ. ბხა= ----–_- ფორმულა აგრეთვე ერთგვაროვანია, 
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საა, ხოლო მნიშვნელი I 5'-% ერთი განზომილებისაა. მაშასა- 

დამე, მარჯვენა მხარეზედაც ერთი განზომილების სიდიდე გვაქვს. 

6. ავიღოთ ახლა სამკუთხედის ფართობის ფორმულა 8-9, 

აქ ასო 5 ფართობს გამოსახავს და ორი განხომილებისაა, ძ და # 
ასოები კი მონაკვეთებს გამოსახავენ და მაშასადამე თM და მასთან 

ერთად ი გამოსახულებანი ორი განზომილებისაა, 

7. წაკვეთილი კონუსის მოცულობა IV = --იM(M- ა-ში. 

აქ მარცხენა მხარეზე I სამი განზომილების სიდიდეა, # ერთი განზო- 

მილებისაა, #“-L-7-2-IL- #7 ორი განზომილებისაა, ხოლო -- =M#(/) –+ 

+”-+-”7) სამი განზომილებისაა, რიცხვები + > და შ, 3, 7--–გან- 

ყენებული რიცხეები არიან და ნულოვანი განზომილების გამოსახუ- 

ლებებს წარმოადგენენ მკითხველმა კარგად უნდა შეითვისოს ის 

აზრი, რომ ფორმულების ერთგვაროვგნობა გეომეტ- 

რიაში გეომეტრიულ კანონს წარმოადგენს. 

წარმოუდგენელია, რომ ვახდენდეთ შედარებას მონაკვეთისა 
და მოცულობისა, ან მონაკვეთისა და ფართობისა, ან კიდევ ფარ- 

თობისა და მოცულობისა, წარნოუდგენელია, რომ მონაკვეთი მივუ- 
მატოთ ან გამოვაკლოთ მოცულობას, შედარება შეიძლება მოხდეს 

მოცულობისა მოცულობასთან, ისე, როგორც შესაძლებელია შედა- 

რება დროისა დროსთან, ან წონისა წონასთან წარმოვიდგინოთ, 

რომ აგებაზე რაიმე გეომეტრიული ამოცანის ამოხსნის დროს ჩვენ 

მივიღეთ ალგებრული განტოლება, ამოვხსენით ეს განტოლება, სა- 

დაც #-ით აღნიშნული გვქონდა მონაკეეთი, ე, ი. ერთი განზომილების 

სიდიდე. (ცხადია რომ ძაშინ მარჯვენა მხარეზედაც გამოსახულება 

უნდა იყოს ერთი განზომილების, – რადგანაც ამას მოითხოვს გეომეტ- 
რიული ფორმულის ერთგვაროვნობის კანონი, ავიღოთ ეხლა ერთ- 

გვაროვანი გამოსახულება, მაგ., 4C:შ –– 30C-+ 6000. წარმოვიდგინოთ, 

რომ რC და შ მონაკვეთები გაზომილი არიან 0 მონაკვეთით, როგორც 
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საზომი ერთეულით, მაშინ რა მოხდება? ჩვენი გამოსახულება მი- 
იღებს სახეს: 4010-–-30+ნიბ, რადგანაც 6 = 1, მივიღეთ გამოსა- 
ხულება, რომლის ერთგვაროვნობა დაირღვა, მაგრამ, ცხადია, და- 
ირღვა არსებითად კი არა, არამედ ასე ვთქვათ, ფორმალურად, 

გარეგნულად. 
ამ გამოსახულებაში წევრები სხვადასხვა განზომილების არიან, 

ერთგვაროვანობის დარღვევას წარმოადგენს აჯგჯ- 

რეთვე ის შემთხვევაც, როდესაც წევრების განხომილება 

ერთნაირი დარჩა, მაგრამ განზომილების მაჩვენებელი # შეიცვალა. 
მაგ., 4030--ნთხბი გამოსახულებაში 6 მივიღოთ სიგრძის საზომი 

ერთეულის ტოლი, მივიღებთ ერთგვაროვან 480%9–-წიბ' გამოსახუ- 

ლებას, რომლის განზომილების მაჩვენებელი # იქნება სამის, და 

არა ოთხის ტოლი, როგორც წინეთ იყო. ცხადია, რომ აქაც 

ერთგვაროვანობა ირღვევა ფორმალურად. 
იმ შემთხვევებში, როდესაც ერთგვაროვანობა დარღვეულია 

ფორმალურად, შეგვიძლია აღვადგინოთ მისი ერთგვაროვანობა, თუ 
ხელახლა შევიტანთ იმ ასოს, რომლის რიცხვითი მნიშვნელობა მი- 
ღებული იყო ერთის ტოლად, და თუ გვეცოდინება გამოსახულების 

პირვანდელი ფორმის განზომილების მაჩვენებელი #. 
განვმარტოთ ნათქვამი მაგალითებით. 

1. აღვადგინოთ ერთგვაროვნობა 409%–-70თCხ91+9 გამოსახულე. 
ბაში, თუ მონაკვეთი თ პირვანდელ გამოსახულებაში მიღებული 

იყო ერთეულის ტოლი და ერთგვაროვანობის მაჩვენებელი კი X 

იყო ხუთის ტოლი, ცხადია, ყოველი წევრი უნდა ყოფილიყო ხუ- 
თი განზომილებისა, მაშასადამე, 4ი? უნდა გავამრავლოთ C-ზე, 

მეორე 06-ე და მესამე წევრი 9 გავამრავლოთ #6ნ. მივიღებთ: 

40თ20)--70ხჰ3%0-L90წ. 
9. წილადმა რომლის განხომილება ორის ტოლია, მიიღო 

სახე 

%. 8 
საასელ“ იმის შემდეგ, როდესაც 2 გავუტოლეთ 

ერთეულს, 
ცხადია, ერთგვაროვანობას აღვადგენთ, თუ დავწერთ: 

ნ 0:00 -–– 9იხიბ-I4 ძი) 

8ძ0 -L 1091 , 
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მაშინ მრიცხველის განზომილება იქნება 4, მნიშვნელის 2 და წილა- 
დის 2. მრიცხველიც ერთგვაროვანი გახდა და ზნიშვნელიც. 

3. ფესვმა, რომლის განზომილება ერთის ტოლია, მიიღო საზე: 

1/ 60ხ–-5. ჯ= 
“ 99 

იმის შემდეგ როდესაც 2” მონაკვეთი გავუტოლეთ ერთეულს. 

აღვადგინოთ ერთგვაროვნობა. თუ ფესვის განზომილება ერთის 

ტოლია, მაშინ ფესექვეშა გამოსახულების განზომილება სამის ტო- 
8 

ლი უნდა იყოს, რადგან V C3 =–- თ. ამნაირ განზომილებას მივიღებთ 
ყეელაზე მარტივად, თუ მრიცხველში გვექნება ოთხი განზომილების 
გამოსახულება, მნიშვნელში კი ერთი განზომილებისა, ამ უკა: 

ნასკნელს კი ჩვენ მოვახერხებთ, თუ მრიცხველს დავწერთ 6001-5001) 
სახით, ხოლო მნიშვნელს 90C-L თ სახით. 

6C00?--50!. 
ამგვარად, მივიღებთ ფესვს / თ -8- 92 LC 

აქ მრიცხველის განზომილება 4-ია, მნიშვნელის 1, მაშასადამე, 

ფესვქეეშა გამოსახულების განზომილება ვ-ია და ფესვისკი §:3=-1. 

ვ / ნიხ–5. 6Cხ02 –5 0! 
თუ შევადარებთ V# “ 91-2- 5 L თ ფესვს V-– 20-L9 ფეს- 

ვთან, დავინახავთ, რომ ეს უკანასკნელი შეიძლება მივილოთ პირ- 

3/ 6ნ8ზ–5 

ველი ფესვიდან, თუ “<+96.: ფესვში თ და ბ-ს ნაცვლად 

ჩავსვამთ - და 4 შეფარდებებს, გავამარტივებთ და შემდეგ 

მიღებულ გამოსახულებას გავამრავლებთ 69, სადაც 3 წარმოადგენს 

ფესექვეშა გამოსახულების განზომილების მაჩვენებელს. მოვახდინოთ 

ეს ოპერაციები: 

  

ი ბ თხ 

ა–ა|ახ||ა'ს'ს„ ––_– 
– - == 2 LL 2 · 

9L+ 9 6+0თ (20 + 0)ი 

ღა
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6თხტ? –-50 

96-+-ძ 

მაშასადამე / 9 ე -> ერთგვაროვანობის აღდგენის შემდეგ მი- 

XI 

აააიააი ახლა ეს წილადი 0"-ზე, მივიღებთ 

იღებს / აიხ0- 50 >> 00% 5C სახეს, 

' 4, წარმოვიდგინოთ, რომ მონაკვეთი ჯX=V/ 2; აქ ფესვქვეშა 

რიცხვი 2 არ არის განყენებული რიცხვი, იგი არის ორი განზომი- 

ლების სიდიდე. იგი წარმოიშვა ასე: X==V 207; ფესქვეშა C მონაკვე- 

თი შიღებულია ერთეულად, და X=V 9 შეიძლება წარმოვიდგი- 

ნოთ ან როგორც თ=V 1?-LI?, ე. ი, როგორც ჰიპოტენუზა 

მართკუთხა სამკუთხედისა, რომლის თითოეული კათეტი ეტოლება 

ზომის ერთეულს, ან როგორც #=V 9.1, ე. ი. როგორც საზჟა- 

ლო პროპორციულ ორ მონაკვეთს თ==9 და ხ ==1 შორის. 

5, #=V 3; აქ შეიძლება მოგიქცეთ ასე: X=V 1--C723 ); 
თუ ავაგებთ »=V 2, მაშინ მივიღებთ X=V1--)' და ჯ იქნება 

მონაკვეთი, რომელიც წარმოადგენს ისეთი მართკუთხა სამკუთხედის 

პიპოტენუზას, რომლის ერთ კათეტი მტოლება ზომის ერთეულს, 

მგორგ კი ჯ-ს; X=V2. 
6, განვიხილოთ კიდევ X7==V2-–V78-.. რადგანაც ჯ წარმოად- 

გენს მონაკვეთს, ამიტომ V 2-–-V#/ §. ფესვიც უნდა გვაძლევდეს 

მონაკვეთს, თუ ავიღებთ გამოსახულებას V 2601-- /3ვ3ი ან 

V 90" –– 6736: და 06 ასოს შევარჩევთ, როგორც ზომის ერთეულს, 

ცხადია, მივიღებთ სწორედ გამოსახულებას "V2-V3, მაშა- 

სადამე,. X მონაკვეთი რომ ავაგოთ, ჯერ უნდა ავაგოთ 7,=- V 3. 

(იხ. ზემოთ, მაგალ. # 4), მივიღებთ V 20'–ი2 ==V 0(90 –– 2)-ს 
და ამ უკანასკნელს ავაგებთ, როგორც საშუალო პროპორციულს 

0 და 20–-–5 შონაკვეთებს შორის. 

  

მოვიტანოთ მაბალითები აბებაზე 

'9თ'ხ –– 500" -L 4თხ4 . 
1. ავაგოთ შონაკვეთი 1; == 38. -- ეძ ;



ამისათვის შეიძლება მოვახდინოთ შემდეგნაირი გარდაქმნა: 

ს არ | (20 -– § <–- -L40) ხს) 

__–_” 
(§--- ძ) 

სადაც 
ც. ვე? 

71=პ3ი -55-+4ძ და გ=- -ძ, 

როგორც პირველი განზომილების სიდიდეები, წარმოადგენენ 
მონაკვეთებს. მაშასადამე, საპოვნი მონაკვეთი მიიღებს სახეს: 

__ მ) 

საზოგადოდ, თუ ჯ მონაკვეთი მოცემულია ისეთი წილადის 

საშუალებით, რომლის მრიცხველიც და მნიშვნელიც რაციონალუ- 

რად არიან გამოსახულნი თ, 0, 0..,.ი მონაკვეთების საშუალებით, 

და თუ მრიცხველი წარმოადგენს # განზომილების გამოსახულებას, 

მაშინ მრიცხველში უნდა გავიტანოთ ფრჩხილებს გარეთ M#M–#1 

განზომილების ერთწევრა თანამამრავლი, ხოლო მნიშვნელში # –– 9 

განზომილების ერთწევრა თანამამრავლი. 

მოვიყვანოთ ამაზე კიდევ ერთი საღი 

  

    

გ 
იბ/ 5 –2 ა თ. 

_ მიხ'ძძ– -2041:900/ = 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულებანი პირველი განზომილე- 

„-=–_ 9ხ/ _ ს# ბის არიან, ამგვარად, 7: რ/2 =->, 

სადაც 

98 ხთ 2ცე' , 5ძ/. 
>»–X= # – ბ უე ბ ' 

2-. 40) _ 301 = 7 2 
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9. ავაგოთ #==V 01-00 თ. აკგოთ ჯერ ზ==ხC ე. ი, 

X=V ბი ; შემდეგ 2=V ით“- 7. და დასასრულს ჯX=V 22 -- ძ). 

შეიძლება მოვიქცეთ ასეც: 

+=V/ +(2+%V-%) =V#2C+-7- >: 
” 

„=5% 8=–- 

ძ” თ. 

სადაც 

8. ავიღოთ კიდევ მაგალითი #-V/ 2- V 3, აღვადგი- 
V 5 

ნოთ ჯერ ერთგვაროვნობა, რისთვისაც გადავწეროთ ასე: 

2-V9+ =// 4:60 -- 0/ 50.50 50 =- 09% 30.50. 
X=6 

ჯერ ავაგოთ 26 თ=V 30.50; მდე, <7 5+ 50.40; მა– 

შინ «=)/ 23%, რასაც ადვილად ავაგებთ, 

შენიშვნა: ყველა მაგალითში, სადაც ვსარგებლობთ #6 

მონაკვეთით, როგორც საზომი ერთეულით, 
ეს მონაკვეთი უნდა ითვლებოდეს, როგორც 

მოცემული. 

სავარიგიშო მასალა აგებაზე 

1. X=CV წ 

2. X==თ ი. მითითება: ჯ =V/% · თ; 7= იხ 
0 ; C 

, ხ6. ხ"6 
3. X=. /თCთ- 7. თ, ფბ ---- -Lთ?; მითითება: 7 ==; : „; = ხ7 

  

4. +=1/ თ3პ3ხ ; მითითება: X=V/ი V იხ 

§. =6/ 2=V “2 =1/ თ V2> თ? V2ეპ. 

6. X == I 3– V 2 ; (საზომი ერთეულით ისარგებლეთ). 

7 X=V ი1-I-25 (მითითება ისეთივეა, როგორც 6-ში).



ალგებრული ხერხით გეომეტრიული ამოცანის ამოხსნა შედგე- 

ბა სამი ნაწილისაგან; 

1. განტოლების შედგენა, 

2. ამონახსენის გამოკვლევა, 

8. საძებნი ნაკვთის აგება. 
განვიხილოთ შემდეგი მაგალითები, 

1. მოცემულ სამკუთხედში, რომლის ფუძეა თ მონაკვეთი და 

სიმაღლე #, ჩავხაზოთ 2?»უ პერიმეტრის მქონე მართკუთხედი. 

4 

  

        

ნაზ. 19. 

მოცემულია 80 =0C0V; 4 = /: MMნ0 საძებნი მართკუთ- 
ხედია, წ 

ა) განტოლების შედგენა 

ცხადია, მართკუთხედს ადვილად ავაგებთ, თუ ვიპოვით ან 
4L ან MX, ან XC, ან XII მონაკვეთს, ამოვარჩიოთ #L მონაკვეთი 

და, აღვნიშნოთ იგი ჯ-ით, მაშინ »I/> = ჯ – XჯX, რადგან #V/>-I+-VM= 

=Mჩ?2--Xს = ი. 480 და 4X»X სამკუთხედები მსგავსია. 

  

„.8C _ M# ი #ი”–-–ჯ 
ვწერთ: ულ ე ან ჩ-ჯ 

აქედან: 
#(0 –– ჯ) 

–– ი. () 
ბ) ამონახხენის გამოკვლევა 

გადავწეროთ განტოლება შემდეგი სახით: 

ი-»”»”» ჩ-–-ჯ 

ი–=  ## ” 
1ნ6წ



ამონახსენი (1) რომ აკმაყოფილებდეს ამოცანას, საჭიროა,რომ 

0=Xჯ=7/”. დავანებოთ თავი ზღვრულ მდგომარეობას, როდესაც 
X=0 ან == 7. დაწერილი პროპორციიდან ჩანს, რომ, თუ X<7V), 

ის უსათუოდ ნაკლები იქნება · ნახევარპერიმეტრზედაც, რადგან 

თ > 0 და # >0. განვიხილოთ მოთხოვნა (#0860ც88IIVC), რომ ჯ<V7. 
/(02- #(C–ჯ) ი 

იგ–7. <#, ი 
  ანუ ” <1, ##-ზე შეკვეცის შემდეგ. 

ახლა, თუ 06 >V7/, ე.ი. ფუძე მეტია სიმაღლეზე, მაშინ თ–#>0, 
და უტოლობის ორივე ნაწილის (6--/).ზე გამრავლებისა და გამარ- 
ტივების შემდეგ მივიღებთ »ჯ > 7, ე. ი. ნახევარპერიმეტრი შერჩე- 
ული (მოცემული) უნდა იყოს #-ზე მეტი, 

თუ კი ი<#/, მაშინ უტოლობა მიგვიყვანს ჯ</”/ პირობაზე. 
ე. ი. თუ თ<7#, მაშინ ნახევარპერიმეტრი #7 უნდა მოცემული იყოს 

# სიმაღლეზე ნაკლები. 
გარდა ამისა საჭიროა, რომ X>>0. ამისათვის, ან 1<2რთ და 

#<0 პირობებს უნდა პქონდეს ადგილი, ანი >თ და#>თ პირო- 
ბებს. თავი მოვუყაროთ ყველა მოთხოვნას, მივიღებთ შემდეგს: 

4) ი>ს: თ>7ი; 2>7/, რაც შეიძლება მოკლედ დაიწეროს 
C>># უტოლობათა სახით. 8) ი<7/; ჯ-ს; თ<7, რაც 
მოკლედ დაიწერება ძ«–7ჯ <,ს უტოლობათა სახით. ზემოხსენებუ- 
ლიდან გამომდინარეობს დასკვნა, რომ ნახევარპერიმეტრი უჯ უნდა 
იყოს შერჩეული საზოგადოდ თ და # სიდიდეთა შორის, თუ ამას 

დავარღვევთ, ამოცანას არ ექნება ამონახსენი. 

შევჩერდეთ ხღვრულ შემთხვევებზე. 
ნათელია, რომ თუ ჯ==0, მაშინ ჩახახული "მართკუთხედის 

სიმაღლე=-–0, ფუძეები იქნება 80 მონაკვეთის ტოლი, ამ შემთხვე- 

ვაში 2 = ძი, რაც ჩანს 

  პროპორციიდანაც, 
მ-–-X ჩ–: 

თ ” 

თუ აქ ავიღებთ ;; ნულის ტოლს, გვექნება -/- = I; #=6. 
თუ კი 21=/, მაშინ ჯ ==ჯ, ე. ი, 2==#, ამ შემთხვევაში ჩახაზული 

მართკუთხედი წარმოდგენილი იქნება #4 ნაკვთით, ეს ნაკვთი იქ- 

ნება ერთიმეორეზე დამთხვეული მონაკვეთი #4. 
ვთქვათ ახლა, რომ C6==/, მაშინ გვექნება: 

უჯ ი-–-ჯ “==     პჯ ე. ი, 1==0თ, 
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| ეს იმას გვიჩვენებს, რომ, თუ სამკუთხედის ფუძე თ ეტოლება 

მის # სიმაღლეს, მაშინაც ი=Vთ, მაგრამ ეს შემთხვევა არსებითად 

განსხვავდება ზემოთ განხილული შემთხეევისაგან, როდესაც აგრეთ- 

ვე მივიღეთ ჯუ =-თ. 7) შეიძლება ი.ს ტოლი იყოს, როდესაც ჯ ეტო- 

ლება 0-ს, ხოლო 0«%#;: 7 უსათუოდ C-ს ტოლი იქნება, თუ 

2 ==#. ამ უკანასკნელ შემთხვევაში ამოცანას ექნება უამრავი ამო- 

ნახსენი. 
შევნიშნოთ, რომ თუ «=/, მაშინ უჯ უსათუოდ ეტოლება 

ძ-ს, მაგრამ, თუ 2 ==0, ეს იმას არ ნიშნავს, რომ # ეტოლე- 
ბა 7-ს, 

» /ა ” 

ი #”# 9 07 7 

  

        

  

ნახ, 20. 

გე) პგება 
განვიხილოთ მხოლოდ შემთხეევა ->» >”. დავწეროთ ამო- 

ნახსენი C--# ==” სახით (ნახ. 90). 
ი–»ია» XX 

სნ0 == თ; #4 =>V!. 
მოვზომოთ ” წერტილიდან 0 -– /, სხვაობის ტოლი მონაკვე- 

თი X##; შემდეგ 0 – ჯ» სხვაობის ტოლი #C. შევაერთოთ სწორით 

4 და # წერტილი და გავავლოთ 4#-ს პარალელური CL მონაკ- 

ვეთი, მაშინ ჯ = #I მონაკვეთს, რადგან 

ML # ი -ს #7 

წი რიე 
ახლა, როდესაც ვიცით 1 მონაკვეთი, ადვილად ავაგებთ სა- 

ძებნ მართკუთხედ M#XM#ჩCV)-ს. 

შენიშვნა: მკითხველს ევალება გამოარკვიოს, თუ როგორი 

უნდა ავარჩიოთ » მონაკვეთი, რომ მოცემულ 
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სამკუთხედში ჩახაზული მართკუთხედი კვადრატი 

იყოს. 

2თ/M 

C+V 

2. 48CM9 პარალელოგრამში, რომლის გვერდი 4838=->ძ და 
გვერდი 8C= ბ, გავვლოთ 4 გიერდის პარალელური სწორი #X 

ისე, რომ მივიღოთ 4,8#% და MC ორი მსგავსი პარალელოგ- 
რამი (ნახ. 91), 

  პასუხი: ა» == 

ა) განტოლების შედგენა 

9 “ “ი 4800--პარალელოგრამია, 
45=0; 8C= ბ. 
48I#%C= #MIXC/). 
#X | CX II 48. 

//, 41==7. 

მაშინ +. == 
ნახ, 21, ი ხ.-Xჯ 

აქედან 

4 X # ტ6-ჯ , 
  

_ +-ხ+Vბ'-–-401 =--ძლ:0 2 

ბ) გამოკვლევა. 
ამონახსენი ივარგებს, თუ 0 < X <- ხ და ამავე დროს ნამდვი- 

ლი იქნება; ამონახსენი ნამდვილი რომ იყოს, საკმარისია პირობა: 

ხ2>9თ, ე. ი. გვერდი ბ არ უნდა იყოს 9თ-ზე ნაკლები, X98-–- 0X -L 
-L61== 0 განტოლების ორივე ფესვი დადებითია, მაშასადამე 0<Xჯ 

მოთხოვნა თავისთავად კმაყოფილდება. 

ფესვები ში მონაკვეთზე ნაკლებია. საკმარისია ამაში დავრწმუნ- 

დეთ უდიდესი ამონახსენის მიმართ: 

_–- 7221 ხ+ აბ) ი! 4ი '<=ხ; 

როგორც დავინახეთ, მოთხოვნა 0=Xჯ<ს კმაყოფილდება თავისთა- 

ვად. მაშასადამე, ამოცანის ამოხსნის შესაძლებლობისათვის საქირო 

და საკმარისია მხოლოდ ერთად-ერთი პირობა ხ=<მ/. ორივე ამო- 

ნახსენი ვარგისია. 

რადგან V 62 –– 409 <-9%; ამიტომ: 
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გ) აგება, 
აგებისათვის ამონახსენს მივცეთ სახე; 

ხ +V ხ1!– (20! 
გაა„ს'ს'”„გ„გეაეუ– 47 

ავაგოთ ჯერ V M?--(9თ)', შემდეგ მრიცხველის ორივე მნიშ–- 

ვნელობა და დასასრულს +#, და X,, რაც სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

3, კვადრატში, რომლის გვერდი თ მონაკვეთის ტოლია, ჩავხა- 

ზოთ კვადრატი, რომლის გვერდი ბ მონაკვეთს ეტოლება (ნახაზი 22). 
4800 ადრატია. 48 =ი0ძ. 

MXM#2C0 საძებნი. კვარრატია, –# რ“ > C 

გვერდი MM= ხ. 

Xჯ=> 

  

ა) განტოლების შედგენა. /V 

თუ ვიპოვით (C”» მონაკვეთს, 0 

ადვილად ავაგებთ M#MXV#MC კვად- 

რატს. მივიღოთ მიმართულება C 

წერტილიდან # წერტილისაკენ, 4 7 ი 
როგორც დადებითი და აღვნი?- 
ნოთ CX» მონაკვეთი X ასოთი. აღვ- ნახ. 22. 

ნიშნოთ, რომ CV, 07, 40 და 8X მონაკვეთები ტოლნი უნდა იყვნენ. 
მაშინ 8#M მონაკვეთი ეტოლება თ-+# სხვაობას, ეს უკანასკხელი 

კი ეტოლება CV მონაკვეთს, ამგვარად გვეკნება (თ -– X)1 -L X? == 

== ხხ“. აქედან 2X2? –- 2თX –- 1 -- 01==0 და 

ი + V 2ხ'- ი 
X------.. 

2 

ბ) გამოკვლევა. 
ამონახსენი აკმაყოფილებს ამოცანას, თუ 0=–=%X< 0. განსაკუთ- 

რებული შემთხეევები, როცა X==0 ან X=ძ, ცალკე იკნება განხილუ- 

ლი, გარდა ამისა ამონახსენი უნდა იყოს ნამდვილი. ეს უკანასკნე- 

ლი მოთხოვნა რომ შევასრულოთ, საკმარისია, რომ 206”2>თ2, 

      

– 0 „-- 

ე. ი. ხბ>-V 9. მონაკვეთი სბ არ უნდა იყოს 5V 2-ფზე ნაკლე- 

ბი, თუ თ.'იქნება ხ-ზე მეტი, მაშინ ორივე ფესვი იქნება დადებითი, 

როგორც ეს ჩანს განტოლებიდან, როდესაც ჩვენ მოვითხოვთ, რომ 

1იყ



თ იყოს 0ხ-ზე მეტი, ცხადია, არ უნდა დაგვავიწყდეს ის მოთხოვნაც, 

« – 
რომ ბ არ უნდა იყოს -/ 2-სე ნაკლები, 

აუცილებელია კიდევ, რომ ჯ<-0 ე. ი. 
აუ32-_ იზ (=242 თ” 

ამოვხსნათ ეს უტოლობა, მივიღებთ ბ << ი; აქ ახალი ზოთ- 
ხოვნა არა გვაქვს. 

დავსვათ საკითხი, შესაძლებელია თუ არა, რომ ერთი ამონახ- 
სენი გამოვიდესდადებითი, მაგრამ მაინც არ ვარგოდეს, და თუ შე- 
საძლებელია, როდის? ვთქვათ ბ >>0, მაშინ 981-–- ი?' > ი; 

9 __ ა? _ ის: __ ც? 

91-12: - 0 -ი, მეორე ამონახსენი 64-20 0. უარყო- 

ფითი გამოვა, ამ შემ»ხვევაში არც ერთი ამონახსენი არ არის მისა- 

ღები, მაშასადამე, ან ორივე ფესვი ვარგა ან არცერთი“. ფესვები 

რომ გამოსადეგი იყოს, აუცილებელი და საკმარისია, რომ 

90V 2 
2 
  =ბ < CV, განვიხილოთ ახლა განსაკუთრებული შემთხვევები: 

ი) ვთქვათ 92 =ხ. ე. ი, 2ხ%=- თბ, მაშინ დ = --, 

2) ვთქვათ ი = ბ, მაში5 „=>“?   ; ე. ი. #,==0; X,=0 და 
ჩახაზული კვადრატი ემთხვევა მოცემულ კვადრატს. 

გამოკვლევის პროცესში, რასაკვირველია, ასეთი განსაკუთრე- 

ბული შემთხვევებიც უნდა იყღს განხილულნი, მაგრამ პრაქტიკულად 

ისინი ხშირად დიდ ინტერესს არ წარმოადგენენ, ზოგჯერ კი უფრო 

მეტს, ვიდრე ზოგადი. 

გგ აგება. 
ამონახსენის აგებისათვის მივცეთ ფორმულას ასეთი სახე: 

თ+ V(CხV 5 ჯ–ძ' 
2 , 

# შესაძლებელია ამოცანის რედაქციის შეცვლით მივიღოთ ისეთი მონათე– 
სავე ამოცანა, რომლისათვის 6 იყოს ბ-ხე ნაკლები, და ორივე დესვი, რთი და–- 

დებითი–- მეორე უარყოფითი, გამოდგეს. 

1%



(შემდეგ იხ. ნახ. 23). –4#/)C7) კვადრატია. 470:==ი, (#M%X6 კვადრატია; 

0X=0C=ზ, მაშინ ცხადია CX= სხ 9, C»#' რადიუსით C წერტი- 

ლიდან0” როგორც ცენ- "# #44“ # 

ხლ
 

ლუ 
ხ
ა
ლ
ი
 

  ტრიდან, შემოხაზულია 

რკალი, რომელიც ჰკვეთს / 

48 გეერდს M წერტილში. 

4 

ღლ
. 

  
        

  

ცხადია, 1M2== CM2-–– % 

–01=CIს-ი0= “ 
4 

=(ბ V 2)?-ი2? და, მაშა- 2 
ნახ, 23. 

სადამე, #8M =- VI, (ხV 2)'–>61. მოვზომოთ ახლა #9 წერტილიდან 
80 სწორზე ი მარცხნივ და მარჯვნივ 13MV და 8# მონაკვეთები 8M მო- 
ნაკვეთის ტოლი; მაშინ CV იგნება გაორკეცებული უდიდესი ფესვი 
ხოლო C” გაორკეცებული უმცირესი ფესვი. ამ მონაკეეთების ნა- 
ხევრები C0 და CC, წარმოდგენენ საძებნ მონაკვეთებს, (იხ, ეგან- 
ტოლების შედგენის დასა წკისი). ვიპოვით რა 0X#-ს, ავაგებთ MMVჩ60 
კვადრატსაც. (ნახ. 2 

ჩ. სავარჯიშო. მასალა მოკლე მითითებებით 

მკითხველისათვის, უპირველეს ყოვლისა, ცნობილი უნდა იყოს 
იმ ძირითადი გეომეტრიული ამოცანების აგება, რომლებიც მოქვა- 
ნილი და ამოხსნილია კისელევის გეომეტრიის კურსში, აქ ჩვენ 
ვაძლევთ სხვა ამოცანებს, რომლის უმრავლესობა ამოღებულია რიბ- 
კინის გეომეტრიულ ამოცანათა კრებულიდან, ნაწ. I, პლანიმეტრია, 
1934 წ. გამოცემა. 

1. მოცემულია კუთხე თ, ავაგოთ 8- -- კუთზე (ნახ. 94), 

#480=თ; მაშინ „ 48» = 

=90 -–- თ. 3X წარმოადგენს 

481) კუთხის ბისექტრისას; 

მაშასადამე, /48#M= “ 

2ი/ · =“9-ბი კე 4. # VC. 
9 - # .: - 

ნახ. 24. “ 
11. მ. კონიაშვილი 161 

/ 

რ“
..
.



9. ვიპოვოთ « კუთხის ნახევარი (ნახ. 96). 
თ 4/ 2#480=ი; 18= -ჯ, 

/ რადგან MM = 13. აქ ამო- 

_ “რ I ცანა მოითხოვს < კუთხის 

ს C ) 
ჟ =- VI X · ქ” პოვნას და არა თვით თ 

წ” კუთხის შუაზე გაყოფას. 

3. ავაგოთ მართკუთხა 
. სამკუთხედი, თუ ცნრბილია 

ჰიპოტენუზა და პროექცია ერთერთი კათეტისა ჰიპოტენუზაზე 
ნახ, 96). ' 

! ი მოცემულია 4C ჰიპოტენუზა : 2. 

და 48 კათეტის 4/) პროექცია 

ჰიპოტენოზაზე. 40=00. 

მითითება. 4 წერტილი- 

დან მოვზომოთ 4/) მონაკვეთი 

ნახ. 35, 

ჰიპოტენუზაზ,, მ) წერტილიდან 4 იC 
, ” M/) 

აღვმართოთ პერპენდიკულარი ჰი- 

პოტენუზისადმი და ამ ოკანასკნე- ნახ. 26. 

ის შუა 0 რტილიდან 0.4 რადიუსით შემოვხაზოთ ნახევარ- 

წრეხაზი, ს ალველის წერტილი 8 შევუერთოთ 4 და 0 წერტი- 
ლებს. ამოცანა ამოხსნილია გეომეტრიულ ადგილთა ხერხით. რა 

წერტილების გეომეტრიულ ადგილებს წარმოადგენენ სწორი #87 

და 480 რკალი? 
4, ავაგოთ სამკუთხედი, რო- 

მელშიაც მოცემულია ფუძე, მისი 8 8 

მოპირდაპირე კუთხე თ და მედია- 

ნა (ნახ. 27). 

ნახაზზე 40 საძებნი სამკუთ- 

ხედის ფუძეა, /. მისი მედიანა; 

კუთხე C4# ეტოლება მოცემულ . 

თ კუთხე. C4 L 4#, 0# L 40, 
მაშასადამე, “0 წერტილი წარმო- სალ 
ადგენს ცენტრს წრეხაზისა, რო- 
მელიც გაიგლის /4 და/ C წერტი- 
ლებზე. ” წერტილიდან შემოეხა- ა დ ე9ძოვსა-, 
ზოთ 18 რადიუსით. რკალი. გა- 

169 ნახ. 27,



დაკვეთის #8 და 8, წერტილები იქნება საძებნი სამკუთხედის წვე- 

როები,. ამ შემთხვევაში ამოცანას აქვს ორი ამონახსენი, 

მკითხველი თვითონ გამოარკვევს როდის ექნება ამოცანას 

ერთი ამონახსენი, როდის არც ერთი, ამოცანა ამოხსნილია გეო- 

მეტრიულ ადგილთა ხერხით. ერთი ადგილია რკალი 4#8,8C, მეო- 
რე –წრეხაზი, აგებული #) წერტილიდან, როგორც ცენტრიდან #98 

მედიანით, მიაქციეთ ყურადღება იმას, რომ .7(:218C= #C0თ.:18=თ, 

რადგან ეს კუთხეები იზომება ერთიდაიმავე რკალის ნახევარით, 

ნ. ავაგოთ პარალელოგრამი, თუ ცნობილია მისი ორივე 

დიაგონალი. და მახვილი კუთხე 2 (ნახ. 28).“ 

480C9 საძებნი პარალე- 
ლოგრამია. (88 სამკუთხე- 

დი შეგვიძლია ავაგოთ ისე, 

როგორც ამოც. 4, რადგან 

აქ ცნობილია ფუძე /:7#, მე- 

დიანა 21# და კუთხე 4. 

შემდეგ ამისა ავაგებთ თვით 

–_ 

პარალელოგრამს, 4 

ი. მოცემულ წრეხახში ნახ. 28. 

ჩავხაზოთ სამკუთხედი, რომლის ორი კუთხე მოცემულია (ნახ, 99). 

ჩავბაზოთ მოცემულ წრეხაზში ჯერ კუთხე /)==90 – ,/(4-I-#8), 

გავავლოთ 48 ქორდა, შემდეგ ავაგოთ 7C48 მოცემული 4 კუთ- 
ბის ტოლი, 40 სწორის და წრეხაზის 

გადაკვეთის C წერტილი შევუერთოთ 
4 და 8 წერტილებს, მივიღებთ საძებნ 

408 სამკუთხედს: რადგან „(0=/ი 

და კუთხე C18 ეტოლება მოცემულ >” 
კუთხეს, ამიტომ კუთხე C84 აგრეთვე 4 

ტოლი იქნება მეორე მოცემული კუთ- 

ხისა. 

7. ვიპოვოთ გეომეტრიული ად- 

გილი ისეთი წერტილებისა რომელთა 

მანძილების შეფარდება კუთხის გვერ- 

დებამდე უდრის /I: 1. 

ნახაზზე 840 მოცემული კუთხეა; 

ნახ. 29. 
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MX ს 40 და MI= ს0X#=იI: XLI 48 და »I=-#M==1. M7XC | 4#; 

MM, | 4C. # წერტილი MM; და ##-ის გადაკვეთის წერტილია. 
მაშინ ## სწორი იქნება საძებნი გეომეტრიული ადგილი. ცხადია, 

რომ შეგვიძლია გავავლოთ 

ჯ# წერტილზე 48 გვერდის 
პარალელური, » წერტილ- 

ზე 4C გვერდის პარალე- 
ლური ამოცანას ექნება 

ოთხი ამონახსენი, 

დაასახელეთ აქ ის გე- 

; ომეტრიული ადგილები, 

” რომლებითაც ჩვენ ვისარ- 

  

  

  
_ გებლეთ ”» წერტილის სა- 
ნა0. პ0. პოვნელად, 

8, ვიპოვოთ მონაკვეთი, რომელიც იმდენჯერ მეტი იქნება მო- 

ცებულ I მონაკვეთზე, რამდენჯერაც მონაკვეთი ფშ მეტია -C მონა- 

ჰვეთზე (ნახ. ვ1). 

ნახაზზე 114# კუთხე ნებისმიერია. 4M=ბხ: 40-60; #X==7/%; 

##I #7. 4XC საძებნი მონაკვეთია. 
9, მოცემულია კუთხე 840 და M წერტილი /8 გვერდზე. 40 

გვერდზე ვიპოვოთ წერტილი V ისეთი, რომ 4M-L #V=>=V მონა. 

კვეთს. 
ამ ამოცანის ამოხსნა 

იზ. III, ნახ. 9. აქ მხოლოდ 

რედაქციაა შეცვლილი. 
10, მოცემულია კუ- 

თხე 840 და წერტილი 
M მის შიგნით. ვიპო- 

ვოთ წერტილი, რო- 

-ნაბ. 31, მელიც ერთნაირად 

იყოს დაშორებულიამ კუთხის გვერდებიდან, ხო- 

ლო M წერტილიდან კი გარკვეული /! მანძილით 

(ნახ, ვ2). 
მითითება: 4 არის 84C კუთხის ბისექტრისა. # წერტი- 

ლიდან შემოხაზულია წრეხაზი #7 რადიუსით; # და #”” გადაკვე- 
თის წერტილები წარმოადგენენ ამოცანის ამონახსნებს, ე. ი, საძებნ 

წერტილებს. 
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მკითხველი გამოარკვევს, როდის არ იქნება შესაძლებელი ამო“ 
ცანის აგება, 

(ამოცანა ამოხსნილია 

გეომეტრიულ ადგილთახერ - ჭ 
ხით. დაასახელეთ ეს გეო- “ >» 

მეტრიული ადგილები). : 
11, მართი კუთხის 

გაყოფა სამ ტოლნაწი- 

ლად ფარგლისა დასა- 4“ ჯ ( 

ხაზავის საშუალებით 

(ნახ. 33), 

“ 

  

მსახ. 37. 

2840C=90?; 4/ => 4 M= MX; 

მაშასადამე, ,„/M4/)==60?; 
7##48=>=90” –- 609 => 809. 

181. იპოვეთ მოცემულ 48 

სწორზე ისეთი წერტილი V#M, 

რომელიც მეორე მოცემული 

02 სწორიდან დაშორებული 
იყოს ჯ მანძილით (ნახ. 34). 

  

4 ჩ წ 

ნახ. 33. 

ჯსს I 00: M#IL=#; MX II Cი. 
M# წერტილი:ვიპოვეთ გეომეტრიულ ადგილთა ხერხით. ამო- 

ანას აქვს ორი ამონახსენი, იპოვეთ მეორე. ამისათვის განაგრძეთ 
/#/) და 48 სწორი ხაზები მარჯვნივ. 

  

მახ. 34. 

18. იპოვეთ წერტილი, რომელიც თანასწორად 
არის დაშორებული 4 და 8 ორი მოცემულ წერტი- 
ლიდან და ი» მანძილითაა დაშორებული 00 სწორი- 
დან (ნახ. 35): 
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#X=ი 1 Cს; 7”0=:7;; 

დ წერტილზე გავლე- 
ბულია VII C7'. 

4“ 4“ + 

1 # # 2 / 2 L 48 გაყოფილია შუ- 
: აზე V წერტილში. M 

დ “ 

წერტილზე გავლებუ- 
C წ – ლია M# I 48. #X' და 

X სწორების გადა- 

ნახ. 35. კვეთის წერტილი MV 

საძებნი წერტილია. (დაასახელეთ აქ გეომეტრიული ადგილები). 
ამოცანას აქვს ორი ამონახსენი, მეორეს ვიპოვით, თუ გავავ- 

ლებთ C#) სწორი ხაზის პარალელურს მის ქვევით 1, მანძილზე 
დაშორებით. 

14. მოცემული მახვილი კუთხის გვერდებს შორის 
მოათავსეთ გარკვეული სიგრძის მონაკვეთი ისე, 
რომ იგიეპერპენდიკულარებოდეს ერთერთ გვერდს 
(ნახ. ვ6). 

ნახ. 36-ზე L#I 4C. ტ 
#X ეტოლება 7 მონა- 2: 

კვეთს. “. “ 

#VL პარალელურია 21C 
სწორი ხაზისა. 

ჯნC) 40. „ | 1.“ 
L'ნ საძებნი მონაკვეთია ? ” 

ნახ. 36. 

18, ავაგოთ რომბი, როზ- 

ლის დიაგონალებია 4 სმ და 

3. სმ (ნახ, 37). 
აგება ნათლად სჩანს ნახაზიდან. 

(8=3 სმ; 40=07; CC) ! 47: 

.-0C=2 სმ; 0X9=>9 სმ. 480CL საძებ- 
ნი რომბია, 

დაამტკიცეთ, რომ 4C8L) რომბია. 

16. ავაგოთ წრეხაზი, რო- 

მელიც ეხება /7/8/41C-ს ორივე 
ვერდს და ერთ მათგანს M 
ე რტილში (ნახ. 38). 

MV და 4M სწორების გადაკეე- 
თის წერტილი 0 იქნება საძებნი. 

  

 



წრეხაზის ცენტრი, ხოლო 0#M მისი რადიუსი. ამოცანა ამოხსნილია 
გეომეტრიულ აღგილთა ხერხით, დაასახელეთ აქ გეომეტრიული ად- 

გილები. 

MVX=48; 4» ბისექტრისაა #4C კუთხისა. 

  

  

47 

ნახ. 38. 

17. ორ პარალელურ სწორ ხაზს შორის მოცე- 

მულია წერტილი 4. გავავლოთ წრესხაზი, რომელიც 

ეხებოდეს ორივე სწორს და გაივლიდეს 44 წე+“- 

ტილზე (ნახ. 39). : 

  

  

რ– 4 2 
”') 

მ 9 ' # 
ი Iს  - 

ნახ. 39. 

4 წერტილიდან ML მონაკვეთის ტოლი რადიუსით შემოვხა- 

ზოთ რკალი, რომლის გადაკვეთის წერტილები ## სწორთან იქნება 

0 და 0,;ეს წერტილები იგნება საძებნი წრეხაზების ცენტრი; მათი 

რადიუსები კი იქნება C4 და C,4, რომლებიც #/# მონაკვეთის 

ტოლია, დაასახელეთ ამ შემთხვევაში გეომეტრიული ადგილები. 

ააგეთ წრეზაზები. ' 

ნახაზზე 80 I XX; MM=7იX: 

M#M#X=8C; M#V გაყოფილია შუაზე # წერტილშა; XX "II 80. 
18. მოცემულ MM სწორზე ვიპოვოთ ისეთი წერ- 

ტილი, საიდანაც 48 მოცემული მონაკვეთი სჩანს 

გარკვეული თ კუთხით (ნახ. 40). 
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გავაკლოთ ჯერ 4 წერტილზე ნებისმიერი სწორი ## და ამ 

სწორზე ნებისმიერად აღებულ X# წერტილთან ავაგოთ კუთხე 4#X==თ, 

შემდეგ 8 წერტილზე 
გავავლოთ V# II #»". 
მიღებულ #8 სამ- 

კუთხედზე შემოვხაზოთ 

წრეხაზი, ამ წრეხაზისა 
და MM სწორის გადა- 

კვეთის წერტილები C 
და C, იქნება საძებნი 

წერტილები. 4078 და 

4Cთ 8 კუთხეები ტო- 
ლია“ თ კუთხისა. ამოცა- 

ხას აქვს ორი ამონახსენი. როდის ექნება ერთი ამონახსენი? რო- 

დის არც ერთი! 

19, ავაგოთ ბ, რომლის პერიმეტრი ვტოლება 

მოცემულ ჯ სიგრძეს და რომელიც მსგავსია მოცე- 

მული 480 სამკუთხვედისა (ნახ. 41), 
ვიპოვოთ 480 საზკუთხედის პერიზეტრი და შემდეგ გვერდები 

48, 8Cთ, 40 შევამციროთ ან გავადიდოთ იმდენჯერ, რამდენჯე- 
რაც მეტი ან ნაკლები ლქნება მოცემული სამკუთხედის პერიმეტრი 

მოცემულ ჯ) პერიმეტრზე. ნახაზზე ეს შიიღებს ასეთ სახეს (ნახ, 41): 

  

ნახ. 40. 

ჩ 
4 #ტ, . 

  

ი
ლ
 

  

ნახ. 41. 

480 მოცემული #-ა. ვიპოვოთ ამ #ტ-ის პერიმეტრი /ჯ,. 
48–-80+40=8I=ი, 8X%=ი: CMI X0,. 4#.Cთ, I 40; 4.8თ 
საძებნი სამკუთხედია; 

ზვერდები 44, 40, CC უნდა. შევამციროთ, რასაც ვაკეთებთ 
ასე: წერტილი # ღა .C შევაერთოთ და გავავლოთ XC სწორის პა- 

(68



რალელური #C, სწორი ხაზი, მიღებული 4:8C, სამკუთხედი იქნება 

საძებნი სამკუთხედი (მსგავსობის ხერხი). 

20. ავაგოთ ტოლფერდა სამკუთხედი, თუ მოცე- 

ზულია წვეროსთან მდებარე კუთხე და მისი სიმაღ- 

ლისა და ფერდის ჯამი. 

ჯერ ავაგოთ მართკუთხა სამკუთხედი, რომლის ერთი მახ- 

ჯილი კუთხე ეტოლება მოცემული კუთხის ნახევარს, შემდეგ ავაგოთ 

ბმის მსგავსი მართკუთხა სამკუთხედი, რომლის ჰიპოტენუზისა და 

კათეტის ჯამი მოცემულია, დასასრულ ავაგებთ საძებნ ტოლფერდა 

სამკუთხედს (მსგავსობის ხერხი), 

21. ავაგოთ სამკუთხედი 400 ისე, რომ /4 .ეტო- 
ლებოდეს მოცემულ #« კუთხეს; 40: 40C=7:7; სადაც 

  

  

  

” და # მოცემული მონაკვეთებია, და ჩახაზული წრე- 

ხაზის რადიუსი L მონაკვეთის ტოლი იყოს (ნახ. 

49). 

ავაგოთ კუთხე თ და მის 4 წვეროდან მოვკვეთოთ ერთ გვერ- 

დზე #I, მეორე გვერდზე #2 მონაკვეთი, ამ მონაკვეთების ბოლოები 

# და ს შევაერთოთ ს) სწორით,- მიღებულ #L0 სამკუთხედში 

ჩავ<ხაზოთ წრეხაზი, აღვნიშნოთ ამ წრეხაზის რადიუსი #7 ასოთი. მი- 

ღებული სამკუთხედი გავადიდოთ ან შევამციროთ XL და 7” რადიუ- 

სების მიხედეით. 

ნახაზზე (49) 40=/; 4I=7; #0 ბისექტრისაა თ კუთხისაა; 

MIX 4; MM=ს; MI 4; 0, წერტილი XV და „0 სწორე- 
ბის გადაკვეთის წერტილია. 0, წერტილიდან L რადიუსით შემო- 
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ხაზულია წრეხაზი და, დასასრულ, ამ წრეხაზისადმი გავლებულია 

80 მხები #2 გვერდის პარალელურად. (მსგავსობის ხერხი). 

22. ავაგოთ სამკუთხედი /#/#9C,რომელშიაც მოცე- 
მულია გვერდი C და 7 #7, სიმაღლეები (ნახ, 43). 

ავაგოთ მართკუთხა სამ- 

L წ ზ კუთხედი C8L), რომელშიაც. 
ცნობილია პჰიპოტენუზა თ და 

" კათეტი MI. შემდეგ ავაგოთ 
მართკუთხა სამკუთხედი #C0X 

ხ1ა CL ისე, რომ C8/) და 80X) სამ- 
კუთხედებს ჰიპოტენუზა «რ 
ჰქონდეთ საერთო და C#=M,. 

00 და 8X კათეტებს გან- 

ვაგრძობთ მათი გადაკვეთის. 
ნახ. 43, 4 წერტილამდე. (დახმარე 

ფიგურათა ხერხი). 48C საძებნი /+-ა. 

93. ავაგოთ ტოლფერდა ტრაპეცია 480წ,რომელ- 
შიაც მოცემულია ქვედა ფუძე 4», დიაგონალი «XC, 

რომელიც ეპერპენდიკულარება CI) ფერდს (ნახ. 44). 
48=0XI); 40 L0ო». 
რადგან 4C#M მართკუთხა სამკუთხედში (კსნობილია 47 პიპო- 

ტენუზა და 4C კათეტი, შეგვიძლია ავაგოთ დამხმარე 40# სამკუთ- 
ხედი, შემდეგ C წერტილზე გავავლებთ 4M) ფუძის პარალელურ C#8 
სწორს და 4 წერტილიდან 07» ფერდის ტოლი რადიუსით შემოვ- 

#-
 

  

  

ნახ. 44, 

ხაზავთ რკალს, რომლის გადაკვეთის წერტილი „8 იქნება საძებნი 
ტრაპეციის მეოთხე წვერო. (დამხმარე ფიგურათა ხერხი), 

შენიშვნა. გადაკვეთის მეორე წერტილი 8, იქნება. 

48,C0CL პარალელოგრამის მეოთხე წვერო. 
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24. ავაგოთ სამკუთხედი 18C, რომელშიაც ცნო- 
ბილია გვერდი ძ, დანარჩენი ორი გვერდის (ს და C-ს) 
ჯამი და სიმაღლე 7, (ე. ი.წ 

გვერდზე დაშვებული) (ნახ, 
48). 

8M=)სხ: 3M= MX; 

4M 80: 89 LC», 

ჯერ ავაგოთ დამხმარე სამ- 

კუთხედი 80, რომელშიც ცნო- 
ბილია, გვერდი C0=4C-+L478= 

ხ-+ ი. გვერდი თ და სიმაღლე 
Mხ; ეს ადვილია, თუ შევამჩნევთ, ნახ. 45, 

რომ 80/, მართკუთხა სამკუთხედ- 
ში ვიცით პიპოტენუზა # და კათეტი #ს. შემდეგ ავაგებთ 480 
სამკუთხედს, (იხ. თავი #8. ნახ, 7), აქ ჩვენ გამოვიყენეთ დამხმარე 

ფიგურათა და გეომეტრიულ ადგილთა ხერხები. 
95. ავაგოთ 4808 პარალელოგრამი, რომელშიაც 

მოცემულია ორი გვერდი 8.1 და 80 და თ კუთხე 4C 
და 80 დიაგონალებს შორის (ნახ, 46), 

ს წვეროზე გავავლოთ #4#C დიაგონალის პარალელური სწორი 

და ამ სწორზე მოვკვეთოთ ჩნ” მონაკვეთი 4C დიაგონალის 
ტოლი, ცხადია, CI) = 2 I; 

  

#801=»თ მაშასადამე, 6 
80I სამკუთხედში ცნობი- 

ლია ფუძე 8#= 27278; მე- „==“ 

დიანა 40=8C და კუთხე 

8ს#. მაშასადამე, ჯერ ავა- ე 

გებთ 80), სამკუთხედს და “ 

შემდეგ 480L პარალელოგ- 

რამს, აქ ' ვისარგებლეთ პა- 4 

რალელური გადატანის ხერ- 

ხით, 

96. ორი წრეხაზის # 

გადაკვეთის წერტილ- 
ზე გავავლოთ მკვეთი ნახ, 46. 

ისე, რომ წრეხაზების შიგნით მოცემულიამ მკვეთის 
ნაწილი გარკვეული |! სიგრძის იყოს (ნახ. 47). 
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48 საძებნი მკვეთია. C წერტილი წრეხსაზების გადაკვეთის 

ერთ-ერთი წერტილია, : 
0 და 0, მოცემული წრეხაზების ცენტრებია. 40 LC; 0,9.L 

LI C8; 0,M პარალელურია 4# მკვეთისა და ეტოლება 47 მკვეთის 

ნახევარის. ამგვარად, 

პარალელური გადატა- 

„“– . ააა ნის საშუალებით მივი- 
  

    

  

/V ღეთ მართკუთხა საზ- 

#“ '" _)), „ კუთხედი ·00,M. ამ 

, | სამკუთხედში ცნობი- 
ლია პიპოტეზუზა 00, 

და კათეტი 0,M=-. 

ჯერ ავაგებთ ამ სამ- 

კუთხედს და დასასრულ 

ნახ. 47. C წერტილზე გავავ- 
ლებთ 0,M კათეტის პარალელურს, 

რადგან 01)M#<00,, ამიტომ მკვეთი #48 მიიღებსს უდიდეს 

მნიშვნელობას, როდესაც იგი იქნება პარალელური 00, ხაზისა. ეს 

ამოცანაც ამოხსნილია პარალელური გადატანის ხერხით. 
9. მოცემულ ორ წრეხაზს შორის მოათავსეთ ძ 

სიგრძის მონაკვეთი ისე, რომ იგი იყოს პარალელუ- 
რი მოცემული M7” სწორი ხაზისა (ნახ, 48), 

0# I MXV; 
00,=ძ; C)C=0სM 

01L | 0,C; 07, II 0:#. 
ცენტრი C გადა- 

ვაადგილოთ Cს წერ- 
ტილში ისე, რომ 00; 

ეპარალელებოდეს #VMV 

სწორს და ეტოლებო- 

დეს თ მონაკვეთს. 0, 

წედტილიდან როგორც ნახ. 48 
იდა ა- - 

ხს რადიუსით ახაზოთ რკალი, რომელიც 0, წრეხაზს გადაჰ- 

კვეთს C0 და 8 წერტილებში, გავავლოთ შემდეგ 07) || 0,0 _ და 
07#, || 0,8; მაშინ, ცხადია, მონაკვეთები LC და 8,8 ტოლი იქნება 
ძ მონაკვეთისა და პარალელური MV სწორი ხაზისა. 
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ეს ამოცანა ამოხსნილია პარალელური გადატანის ხერხით, 

რომელიც წარმოადგენს როგორც ზევით იყო განმარტებული, 

ნაკვთების გარდაქმნის ხერხის ერთერთ მოდიფიკაციას, 

98. მონაკეეთი 48 გადაკვეთილია #V სწორი ხა. 

ხით C წერტილში, ვიპოვოთ #MV სწორზე ისეთი 

წერტილი Iს, რომ კუთხეები 40C და 608 ტოლხი 
იყვენენ (ნახ. 49), 

წარმოვიდგინოთ, რომ წერტილი I) ვიპოვეთ და, მაშასადამე, 

#2-4))C=7C049; თუ ჩვენ მოვაბრუნებთ #L0C სამკუთხედს 1809-ით 

#MV ღერძის ირგვლივ, ცხადია, რომ ს წერტილი დარჩება თავის 

ადგილზე, 4 წერტილი გადაადგილდება 4; წერტილში ისე, რომ 
44  MV და C#4=04. რადგან 

/#40C=/0CI8, წერტილები #8; 4, და 

ს დალაგდება ერთ სწორ ხაზზე. ამ #7 

მსჯელობიდან გამომდინარეობს ამოცა- V 

ნის ასეთი აგება: 4 წერტილიდან MX 
სწორზე უნდა დავუშვათ პერპენდიკუ- 

ლარი 40. განვაგრძოთ იგი და მის 

გაგრძელებაზე მოვზომოთ 04, მონაკ.· 

ვეთი 0/ პერპენდიკულარის ტოლი. 

შემდეგ შევაერთოთ 8 და #, წერტი- 

ლები სწორით #8. და განვაგრძოთ 

84, MIX Lწორთან გადაკვეთის წერტი. 
ლამდე. L) წერტილი იქნება საძებნი 

წერტილი. როდის იქნება შეუძლებელი 

ეს ამოცანა? გაარჩიეთ შემთხვევა, რო- ნახ. 49. 

დესაც M#MV ჰკვეთს 48 მონაკვეთს შუა 

წერტილში. (აქაც ჩვენ გამოვიყენეთ ფიგურის გარდაქმნის ხერხი, 

გარდაქმნა მოვახდინეთ ღერძის ირგვლივ ბრუნვის საშუალებით). 

29. მოცემულია 0 და C, ორი წრეხაზი და სწორი 
#48. გავავლოთ 48 სწორისიდმი ისეთი C0 პერპენ- 

დიკულარი სწორი, რომლის ნაწილები წრეხაზების 

შიგნით ტოლი იყოს (ნახ. წ0). 
მოცემულია 0 და 0, წრეხაზები და სწორი 4VM, 
Cს) სწორის ასაგებად, CC, მონაკეეთი გავყოთ შუაზე X 

წერტილში და ამ წერტილზე გავავლოთ 48 სწორის პარალელური 
#65 სწორი. შემდეგ მოვაბრუნოთ 0 წრეხაზი 4,8, სწორის ირგ- 
ვლივ 180 გრადუსით,' მივიღებთ 0,. წრეხაზს. ვთქვათ, Cე წრეხაზი 
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ჰკვეთს 0, წრეხაზს » და 1) წერტილებში. ცხადია, საძებნი CV 

სწორი განისაზღვრება MV და IL წერტილებით. 

ნახაზზე 0C, L#,8,, # წერტილი 00,-ის შუა წერტილია; 

4,8, I #ც; CX I #0,; CM იქნება ტოლი #M1)-სი. 
რამდენი ამონახსენი აქვს ამოცანას? 
გამოარკვიეთ ამოცანის აგების შესაძლებლობის პირობა. 
ამოცანა ამოხსნილია ბრუნვის ხერხით. 

#20, “4 7, 

  

  

    

  

მ ჩ 

ნახ. 50. 

80, ავაგოთ კვადრატი, რომლის ორი მოპირდა- 

პირე წვერო მოთავსებული იყოს მოცემულ MM 

სწორზე, ორი დანარჩენი კი–.ორ მოცემულ 0 და 0, 

წრეხაზზე (ნახ, 5§51.). 
ნახაზზე 80 საძებნი კვადრატია, საკმაოა ვიპოვოთ მისი ერ- 

თი, მაგალითად C წვეროს მდებარეობა, რომ ავაგოთ შემდეგ თვით 

კვადრატიც. მართლაც, მაშინ გვეცოდინება CV მონაკვეთი (C# L 
I MV,; რატომ?), გავიგებთ დიაგონალ 4C-ს, რომელზედაც ადვი- 

ად ავაგებთ კვადრატს. 
ა თ წერ ტილის საპოვნელად მოვაბრუნოთ 0 წრეხაზი MM სწთრჯს 

ირგვლივ 180“-ით, მივიღებთ C: და 0, წრეხაზების გადაკვეთის 

C და L წერტილებს. დანარჩენი ნათელია. ამოცანა ამოხსნილია 

ღერძის ირგვლივ ბრუნვის ხერხით. რამდენი ამონახსენი აქვს ამო- 

ცანას? როდის შეუძლებელია აგება? საკმაო რიცხვი ამოცანებისა, 

რომლების ამოხსნა შესაძლებელია ნაკვთთა გარდაქმნის ხერხით, 

მოცემულია იულიუს პეტერსენის წიგნში; 1„M0C10/LI # I6860- 
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აი9M90 იი 006100109 IC0M0102I90CMVIVX 3მIმყ IIმ I0CX008MVC“, 

M0CლX#88, 1892. წიგნი შეიცავს 400-ზე მეტ ამოცანას, 

  

ნახ. 51, 

81. კვადრატში ჩავხაზოთ ტოლგვერდა სამკუთ” 

ბედი ისე, რომ მისი ერთი წვერო ემთხვევოდეს 

კექადრატის წვეროს (ნახ, §#2). 

/#:4X8 საძებნი სამკუთხედია. „/M#4, ცხადია, ეტოლება 168”-ს 

ისე, როგორც /8Lი. თუ MM” გვერდს მოვაბრუნებთ 16წ6“-ით, 

წერტილი M გადავა V, წერტილში, რომელიც საძებნი სამკუთხედის 

4» გვერდზე იქნება ამგვარად, გვერ- 
დი #MMVM #” წერტილის ირგვლივ მოვა- 

ბრუნოთ 1წ”-ით და # წერტილი შევუ- 

ერთოთ XV, წერტილს, მიღებული მონა- 

კეეთი განვაგრძოთ, IV და 77V, სწო- 

რების გადაკვეთის 4 წერტილი იქნება 

მეორე წვერო საძებნი სამკუთხედისა. 

დანარჩენი ნათელია, როგორც ნათელია 
აქ ხმარებული #” წერტილის ირგვლივ 

ბრუნვის ხერხი. 

ვიდრე გადავალთ შემდეგ ნახ. 52. 
ამოცანაზე, რომელსაც აგრეთ- 

ვე ამოვხსნით იმავე ხერხით, გავერკვეთ წინასწარ 

შ ემდეგ თეორიუ ლ საკითხში, 
წარმოვიდგინოთ MM სწორი ხაზი, და წერტილი 4 მის გარეშე 

მოვაბრუნოთ »M#V ხაზი 4 წერტილის ირგვლივ. რაიმე გარკვეული 
თ კუთხით (ნახ, 53). ამისათვის მოვიქცეთ ასე: 2 წერტილიდან 
მოცემულ M#IVV სწორზე დავუშვათ „I პერპენდიკულარი; 4# მოვა- 
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ბრუნოთ 4 წერტილის ირგვლივ « კუთხით”. მაშინ წერტილი 7” 

გადაადგილდება #, წერტილში, ცხადია, 4#,== 4”, გავავლოთ 

შემდეგ #, წერტილზე #/,V, სწორი 71#, სწორისადმი პერპენდიკუ- 
ლარულად, რომელიც იქნება M#V სწო- 

რის ახალი მდებარეობა. 

ავიღოთ ახლა M#MV სწორზე ნების- 

მიერი 8 წერტილი და დავსვათ კით- 

ხვა, საით გადაადგილდება ეს წერტი- 

ლი. ცხადია, რომ წერტილი LI გადაად- 

გილდება 8, წერტილში, რომელიც 
ღევს #,M, სწორზე და დაშორებოლია. 

4 წერტილიდან 4,8 მონაკვეთის ტოლი 

მანძილით. ეს უკანასკნელი დასკვნა შე- 

იძლება გამოვთქვათ MV სწორის ყო- 

ველი წერტილის შესახებ. ამ დასკვნას, 

და საზოგადოდ დასმულ საკითხზე მო- 

ცემულ განმარტებას დიდი მნიშვნელობა 
აქვს აგების საქმეში. განვიხილოთ ამის შემდეგ ამოცანა: 

89. პარალელოგრამში ჩავსაზოთ ტფოლფერდასამ- 
კუთხედი, რომლის წვეროსთან მდებარე კუთხე 

ეტოლებოდეს თ კუთხეს, ხოლო წვერო ემთხვევო: 
პარალელოგრამის ერთ-ერთ წვეროს. (ნახ. წ4). 

ნახაზზე 4800 პარალელოგრამია. C7#) საძებნი სამკუთხედია. 
2XC0=თ; /4XC=ძ. თუ როგორმე ვიპოვით 0 წერტილს. ად- 

ილად ავაგებთ საძებნ სამკუთ- 
ხედს. წარმოვიდგინოთ, რომ 4M V 

/C. 

  

ნახ. 53. 

სწორი მოვაბრუნეთ C წერტილის 
ირგვლივ თ კუთხით ისე, როგორც 

ეს ზემოთ განვმარტეთ. მაშინ 4VM CI 
სწორი დაიკავებს“ M#M-0 სწორის #4 
მდებარეობას და გადაკვეთს #41) ი 
სწორს იმ 0 წერტილში, რომე- 
ლიც იქნება საძებნი სამკუთხედის 
მეორე წვერო. დანარჩენი ნათე-   ლია. 4 ? » 

33. მოცემულია წრეხაზი 
დღა ორი წერტილი 44 და ს ნახ, 54. 
მის გარეშე. გავავლოთ ამ წრეხაზისადმი მხები ისე, 
რომმანძილი 4 წერტილიდან ამ მხებამდე ეფარდე- 

# აქ მობრუნებულია საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით. C 
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ბოდეს მანძილს, იმავე, წერტილიდან პერპენდიკუ- 

ლარამდე, რომელიც და შვებულია 8 წერტილიდან 
მხებისადმი, ისე როგორც 1:29 (ნახ. §5). 

ნახაზზე VI. საძებნი მხებია 0 მოცემულ წრეხაზისადმი; ს I I IV; 

4 LMVM, 40.10; 4#M: 4C=>1:9. 
“ წარმოვიდგინოთ, რომ მართკუთხა /ა 48C მოვაბრუნეთ 4 წერ- 

ტილის ირგვლივ 30”-ით; მაშინ მივიღებთ 4#8,C0, სამკუთხედს. აქ 

48,.=4ც; 4Cფ=4C. ცხადია, კათეტი #სV,C, იქნება #» მხების 
პარალელური. ” წერტილში 7,8, კეეთს XIV “მხებს რადგან 
40: 4L=9, ამიტომ 18,=2 4. მაშასადამე, წერტილი »# ყოფილა 

  

ნახ. 55. 

486, ხაზის შუაწერტილი. ამგვარად 418, მონაკვეთს გავყოფთ შუ- 

აზე და ამ შუაწერტილიდან ვავლებთ მბხბებს წრეხსაზისადმი (მკით- 

ხველს არ უნდა ეგონოს, რომ წერტილი » არის შეხების წერტი- 

ლი #). 
ამ მაგალითზე მკითხველი ნათლად ხედავს, რომ 48C სამკუთ- 

ხედის 4 წერტილის ირგვლივ ბრუნვის საშუალებით, ამ სამკუთ- 

ხედმა მიიღო ისეთი მდებარეობა, რომელმაც, მოგვცა „, კავშირი 

48.Cფ და 4MX#-ორ სამკუთხედს შორის.. ამ „კავშირით ჩვენ. ვისარ-. 

გებლეთ: ვიპოვეთ ის წერტილი #, საიდანაც , გავლებული ,მხები.. 

)M#V იქნება საძებნი მხები. 
33, ავაგოთ წრეხაზი, როჭიელიც გ აითვ.ლ ი'დე ს. 

ორ მოცემულ წერტილზე და ვხებოდეს მო- 
ცემულ წრეხაზს (ნახ. 56). : ი _I 

2! 
19. მ. კონიაშვილი 177



0 მოცემული წრეხაზია, ხოლო 4 და სც მოცემული ორი წერტილი. 
გავავლოთ » და 8 წერტილებზე ნებისმიერი 0, წრეხაზი; 

რომელიც კეეთდეს მოცემულ წრეხაზს, წარმოვიდგინოთ, რომ ქორ- 

და #8 კეთს CL ქორდას # წერტილში. ამ » წერტილიდან გა- 

ვავლოთ მხები ”” მოცემული 
წრეხნაზისადმ.- "შემდეგ 4, I 

და # წერტილზე გავავლოთ წრე- 
ჟ ხაზი (ამას შეასრულებს მკითხვე- 

ლი), მივიღებთ საძებნ წრეხაზს 

რადგან ##.# ც=1ს0.IსL = XI). 

თუ I წერტილიდან გავავ- 
ლებთ მეორე ##, მხებს, მივი- 

ღებთ შეხების მეორე წერტილ 

X-ს. მაშასადამე, ამოცანას აქვს 
ნას, 56. ორი ამონახსენი. 

თუ პერპენდიკულარი #Lს, ქორდის შუა წერტილიდან აღმარ- 

თული, გაივლის 0 წერტილზე, მაშინ # წერტილი იქნება უსასრულო- 

ბაში, რადგან #8 და C0ს პარალელური იქნება. ამ შემთხვევაში 
ორიიგე მხები ვა ბული უნდა იყოს #8 ქორდის პარალ რად. 

94 # და 8 წერტილებზე ური ოთ ფრეხაზი, რო. 

მელიც მოკვეთს მოცემულ სწორზე გარკვეული # 
სიგრძის ქორდას (ნახ. წ7). 

  
  

  

ნახ. 57. 

განვაგრძოთ #8. ვთქვათ, რომ #8 ჰკვეთს M»V სწორს 7” 

წერტილში. აღვნიშნოთ ცნობილი მონაკვეთი 8I, ასოთი ში, ხოლო 

#0) --ასოთი ჯ. მაშინ რადგან #LM-0ს0LM=M0C-0IL,, დავწერთ 
1 , 

(თ--ხ)ბ=(C-|-I)X, საიდანაც =-+-(4/ ჯ"-I-4ხ(თ-Lხ)--” ). 
უარყოფითი ფესვი არ ივარგებს, 
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ამ ამონახსენის აგებისათვის მივიღოთ /?=-40'(თ-L-2), შემდეგ. 

ავაგოთ V 2 -C 77, როგორც ჰიპოტენუზა სამკუთხედისა რომლის 

კათეტებია # და #, ამის შემდეგ ადვილად ვიპოვით +. 

CI)=-/I; #4ტსცს=-თ. 
ნახაზზე: 

10IL.=ხ; სევვლლ 

ჯ=9V/ §ხC+-9),5+=I/ წ (თ-Lხ) (იხ. ნახ, 58), 

L8 =ხ; 48=თ; L4=-0-+Lთ; 04= 

=“ + უ 2 ML.   

35, მოცემულია # რადიუსის # 

წრეხაზი დღა 48 სწორზე წე- 

რტილი MM. ავაგოთ წრეხაზი, 

რომელიც ეხებოდეს მოცემულ 
წრეხაბს CC ს სწორს # წე- “ოი –3-4 

რტილში (ნახ. 59). ი ნხ56. ““ 

ნახაზზე 0,M==0,C=X; 0C=7; 

CM | 48; 0MI 48; 0L I 0, M. 
აღვმართოთ M#ი პერპენდიკულარი 48 სწორი ხაზისადმი და 

აგრეთვე დავუშვათ 0V პერპენდიკულარი 48 სწორზე, მაშინ 0 
და #M მონაკვეთები ცნობილი იქნებიან. აღვნიშნოთ CIM#=>თ, 

##M=ხ. 
ცზადია, რომ საძებნი წრეხაზის ცენტრი10, უნდა მდებარეობდეს 

#( ”პერპენდიკულარზე. 

==”. თუ ვიპოვით 0,X რა- 

დიუსს, მაშინ ადვილად 
ავაგებთ საძებნ წრე- 

2" ხაზს, აღვნიშნოთ 0, IV 
რადიუსი X-ით, დავუ- 

შვათ 0 წერტილიდან 

0» პერპენდიკულარი 

// V M ს; სწორზე, მივიღებთ 

ნახ, 59. 0#0, სამკუთხედს, სა- 
ა 00 ==7 

00=MM-ს; 0,9=X-0#--X-თ: მაშასადამე: · 12 
C-LX)==(X-–-2)“-I-ნ?, აქედან 

ოა » 

  

+ 
ა ა 

      

–%
»,
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__ (11-01 – ჯ2 

XX“ ა (ი+-7)' 

აგებისათვის ამონახსენს მივცეთ ასეთი სახე: 

  

ფხეეე. ი-–-” გ? 
2 = 9(თ-+2) ' 9იი–:) 2 + 9(თC+7ჯ” 
  

გ) 6–-”/ 
ჯერ ავაგოთ »/= <(-17' შემდეგ –– შევკრიბოთ და მივი- 

ღებთ წ. ეს ყველაფერი ჩანს 60 ნახაზიდან. 

  

  
ნახ. 60. 

0M=-იV; M#X=ხ: M#M=6- 7; M-თ+7; 

L=-2XM=-2(6-+2);' #0=%-ე-”; #6 L LM, 

შენიშვნა: ნახ, 60-ზე წრეხაზები ერთმანეთს უნდა ეხებოდნენ. 
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შენიშვნები, 1. როდესაც ვადგენთ განტოლებას ამოცანის 
ალგებრული ხერხით ამოხსნის დროს, უცნობი მონაკვეთი X ითვლე- 

ბა ყოველთვის როგორც დადებითი სიდიდე. თუ ამონახსენი უარ- 

ყოფით მნიშვნელობას მიიღებს, ყოველთვის საჭიროა გამოვიკვლი- 

ოთ, რამდენად და რა პირობებშია ის გამოსადეგი. თუ უარყოფითი 

ამონახსენი დასაშვებია ამოცანის პირობების მხრივ, მაშინ ამასაც 

უნდა გავუწიოთ ანგარიში. ხანდახან შესაძლებელია ამოცანის შინა- 

არსის ისეთი განზოგადება, როდესაც X-ის უარყოფით მნიშვნელო- 

ბასაც აქვს კონკრეტული შინაარსი, 

2. ზემოთ იყო ნათქვამი, რომ საძებნი მონაკვეთი X შეიძლება 

ავაგოთ მხოლოდ ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით იმ შემთხვე- 

ვაში, როდესაც მოცემულ მონაკვეთებზე ვაწარმოებთ ოთხ არითმე- 

ტიკულ და კვადრატული ამოფესვის ოპერაციებს, ე. ი. როდესაც 

გამოსახულება, რომელიც გვაძლევს X მონაკვეთს, შეიცავს მხოლოდ 

რაციონალურ ოპერაციებს და კვადრატულ ირაციონალობას, 
ვ 

თუ X=0თVM/ 959, ან თ წარმოადგენ“ კუბური განტოლების 

ფესვს, მაშინ მონაკვეთის აგება ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით 

შეუძლებელია, შეუძლებელია აგ”ეთვე იმ შემთხვევაშიაც, როდესაც 

მონაკვეთი X გამოისახება კვადრატული ფესვით რაიმე ტრანსცეზ- 

დენტული სიდიდიდან, როგორიცაა X=V » , «==V 6 ,X= V C08თ, 
სადაც თ ნებისმიერი სიდიდეა. 

ამით აიხსნება ის გარემოება, რომ ფარგლისა და სახაზავის სა- 

შუალებით შეუძლებელია ამოხსნა ეგრეწოდებული კუბის გაორკე- 

ცების ამოცანისა. ეს ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომ ფარგლისა 

და სახაზავის საშუალებით ავაგოთ ისეთი კუბის წიბო, რომელიც 

თავისი მოცულობით ორჯერ მეტია მოცემულ კუბზე. 
თუ ამ უკანასკნელის წიბოს აღვნიშნავთ C ასოთი, მაშინ 

ვ ვ 

  

საძებნი წიბო %X# = V 903=-C V 9. მივიღეთ გამოსახულება, რო- 

მელიც შეიცავს კუბურ ირაციონალოზას. 

აგრეთვე ნებისმიერი კუთხის სამ ტოლ ნაწილად გაყოფა (ეგ- 

რეწოდებული კუთხის ტრისექცია) შეუძლებელია ფარგლისა დღა 

სახაზავის საშუალებით. 
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ვანცელმა (VV8ML7CI1) პირველმა დაამტკიცა 1837 წელს, რომ 
კუთხის ტრისექცია დამოკიდებულია კუბურ განტოლებაზე, რომლის 
ფესვები შეუძლებელია გამოვსახოთ კვადრატული ფესვების საშუ- 

ალებით. 

თუ თ კუთხე ის კუთხეა, რომელიც უნდა გავყოთ სამ ტოლ 

ნაწილად, მაშინ გვექნება: 

C0§თ ==4 C0§91 -- – 8008-- (1) 

მივიღოთ თ კუთხის კოსინუსის ხაზი, როგორც საზომი ერთე- 

ული, და ვიპოვოთ -- კუთხის კოსინუსის ხაზი. აღვნიშნოთ ეს უკა- 

ნასკნელი -- წილადით, მაშინ ტოლობა (1) მიიღებს X--- ვX-–-< ი=0 

განტოლების სახეს, სადაც თ წარმოადგენს თ კუთხის კოსინუსის გა- 
ორკეცებულ ხაზს, ე. ი. 

2 C0§თ ==თ; 200§ -> = 2. 

შეიძლება C ავიღოთ ისეთი, რომ მიღებული განტოლება ამო- 

იხსნას კვადრატულ რადიკალებში. მაგ, თუ ძ=0, მაშინ მივიღებთ 

X--8X=-0 განტოლებას, 

ამ განტოლების ფესვებია 0, V 3,–V 3. თუძ=V 9, მაშინ 

გვექნება #2 –- §X –-V 9 ==0; ამ განტოლების ფესვებიც კვადრა- 
ტულ რადიკალებში გამოისახება. მაგრამ თუ თ=1, მაშინ: 

#8 ვ --–-1=0 

განტოლების ფესვები კვადრატულ რადიკალებში აღარ გამოისახება, 
ზოგიერთი კუთხე, როგორიცაა, მაგალითად, 909, 459 და სა- 

ზოგადოდ ფა სადაც X მთელი დადებითი რიცხვია, “გაიყოფა სამ 

ტოლ ნაწილად ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით, 

არ უნდა გვეგონოს, რომ კუთხის ტრისექცია სრულიად შეუძ- 
ლებელი საქმეა. თუ ვისარგებლებთ სხვა მრუდეებით, მაგალ., კო- 
ნუსური კვეთებით, ამოცანა უკვე დასაძლევი ხდება. 
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ამნაირივეა ამოცანები წრის კვადრატურის და წრეხაზის გა- 
სწორხაზოვანების შესახებ, 

პირველი ამოცანა, მდგომარეობს იმაში რომ ფარგლისა და 

სახაზავის საშუალებით ავაგოთ კვადრატი, რომლის ფართობი ეტო- 
ლებოდეს მოცემული წრის ფართობს. 

მეორე ამოცანა მდგომარეობს იმაშიი რომ ფარგლისა და სა- 

ხაზავის საშუალებით ვიპოვოთ მონაკვეთი, რომელიც თავისი სიგ- 

რძით ეტოლება მწრეხაზის სიგრძეს. 

ეს ორი უკანასკნელი ამოცანა ამოუხსნადია. 

რომ წრის კვადრატურა ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით 

ამოუხსნად ამოცანას წარმოადგენს, ეს პირველად მკაცრად დაამტ- 
კიცა ,ლინდემანმა (L1იძითგი»ი) 1889 წ. 

3. კერძოდ საინტერესოა ამოცანები, რომლების ამოხსნა შე- 

საძლებელია მხოლოდ სახაზავის საშუალებით, ე. ი. მხოლოდ სწორი 

ხაზების გავლებით, ან მხოლოდ ფარგლის საშუალებით, ე. ი, წრე- 

ხაზების გავლების საშუალებით, ამგვარად შესაძლებელია: 

ა) ფარგლისა და სახაზავის გეომეტრია. 

ბ) სახაზავის გეომეტრია (შტეინერის აგებანი). 

ასეთი ამოცანების ამოხსნის დროს, ჩვენ ვსარგებლობთ კიდევ 
სიბტყეზე მოცემული რაიმე ფიგურით – პარალელოგრამით, კვად- 

რატით, წრეხაზით. 

გ) ფარგლის გეომეტრია (მასკერონის – I908CII010X1- ის აგებანი). 

იხ. #8IVCI გბიალი. 1600M9M LI60M6X10MV0CMVX ი0CX0008ML. 
M3I8IMMC 8I0006. CI6CCლმ. 1924. 

4. ზოგიერთი ავტორი აღიარებს მხოლოდ ორ მთავარ ხერხს 

გეომეტრიულ ამოცანათა აგებისა: 

ა) გეომეტრიულ ადგილთა ხერხი, რომელსაც აკუთვნებენ ძვე- 

ლი საბერძნეთის უდიდესი ფილოსოფოსის პლატონის სკოლას. 
ბ) მეორე ხერხი მდგომარეობს შემდეგში: ! 
სიბრტყეზე (ან სივრცეში) ამყარებენ ამა თუ იმ გეომეტრიულ 

შესაბამობას და საძებნი ნაკვთის ნაცვლად აგებენ წინასწარ გარ- 

დაქმნილ ნაკვთს, რომლის შექცეული გარდაქმნით პოულობენ სა- 
ძებნ ნაკვთს. 

რადგანაც შესაბამობა შეიძლება იყოს სხვადასხვანაირი, ამი - 

ტომ ამ მეორე ხერხს, ცხადია, -უნდა ჰქონდეს მრავალი მოდიფი- 

კაცია. (იხ. მაგალ. 8. #28Lგ98-ის წერილი „0Cყ0ც8ხხი MICM IC0- 
M6CX0MIM". „919IIIILI0060 სს. C/08მ0ს | იმხმ»მ, +. 13). პროფ. 
მ. სიმონი (M. CIM9VI) ასახელებს ოთხ ხერხს, 
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L. სტერქმო.ვმეტრიული ამო.ცანები აგებაჭზმ 

სტერეომეტრიული აგება არსებითად განსხვავდება პლანიმეტ- 

რიული აგებისაგან, იმ დროს, როდესაც ეს უკანასკნელი ჩვენ შეგ- 

ვიძლია ტექნიკურად შევასრულოთ სიბრტყეზე ფარგლისა და სახა- 

ზავის საზუალებით, სივრცეში ამ ხელსაწყოებით ვერ ავაგებთ 

ნაკვთს. მაგალითად, თუ სივრცეში მოცემულია სამი წერტილი, 

როგორ ვუჩვენოთ ფაქტიურად ის სიბრტყე, რომელიც ამ სამი 

წერტილით სრულიად განისაზღვრება, ცხადია, აქ ჩვენ უნდა დავ- 
კმაყოფილდეთ მხოლოდ იმ გარემოებით, იმ აზრით, რომ სამ წერ- 

ტილზე შეიძლება გავავლოთ ერთი გარკვეული სიბრტყე. ეს შესაძ- 

ლებლობა ლოგიკური შესაძლებლობაა. ამას ჩვენ სისრულეში ვერ 

მოვიყვანთ ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით, აქ ნახაზს ვერ მი- 

ვიღებთ, 
ქვემოთ მოყვანილი სტერეომეტრიული აგებანი დამყარებულია 

შემდეგ ძირითად აგებაზე: 
1) ყოველ სამ წერტილზე, რომლებიც ერთ სწორზე არ იმკო- 

ფება (ან, წერტილზე და სწორზე), შეიძლება გავავლოთ სიბრტყე. 
2) შეიძლება ვიპოვოთ სიბრტყისა და სწორის გადაკვეთის 

წერტილი. 
3) შეიძლება ვიპოვოთ ორი სიბრდყის კეეთა. 
ამ განმარტეზის შემდეგ ამოვხსნათ ამოცანები: 
1. 4 წერტილიდან დავუშვათ პერპენდიკულარი 

MM სიბრტყეზე 
4 წერტილზე, გავავლოთ ისეთი L სიბრტყე, რომელიც კეეთ- 

დეს MM სიბრტყეს. ” სიბრტყეზე 4 წერტილიდან დავუშვათ პერ- 
პენდიკულარი ამ სიბრტყეების გადაკვეთის 8C0 სწორზე. 

პერპენდიკულარისა და 80 სწორის გადაკვეთის ს) წერტილი- 

დან აღვმართოთ პერპენდიკულარი I -MM სიბრტყეში, შემდეგ 

ჩIა პერპენდიკულარზე და 4 წერტილზე გავავლოთ სიბრტყე 0 და 

ამ უკანასკნელ სიბრტყეში დავუშვათ პერპენდიკულარი 1)I სწორზე 
4 წერტილიდან, რაც იქნება პერპენდიკულარი MM სიბრტყისადმი. 

შენიშვნა, დამტკიცება: აგების სისწორისა ადვილია. ნახაზს 

გააკეთებს მკითხველი. 
, MM სიბრტყეზე მდებარე. · 4 წერტილიდან აღ: 

ს ვმართოთ პერპენდიკულარი ამ სიბრტყისადმი. 

M#M სიბრტყეში 4' წერტილზე გავავლოთ 48 სწორი და ამ 

სწორზე ნებისმიგ6რი სიბრტყე X. უკანასკნელზე 4 წერტილიდან 

აღემართოთ 4C პერპენდიკულარი 48 სწორისადმი„ აღვმართოთ 
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აგრეთვე პერპენდიკულარი 2Lს იმავე 48 სწორისადმი #M# სიბრ- 
ტყეში, 40 და 4C სწორზე გავავლოთ სიბრტყე C და ამ უკანასკ- 
ნელში აღვმართოთ პერპენდიკულარი 4 წერტილიდან 2#4C სწორი 

საღმი, მივიღებთ საძებნ პერპენდიკულარს, 

შენიშვნა: 1 და 9 ამოცანების აქ მოყვანილ ამოხსნას აქვს 
თეორიული მნიშვნელობა, პრაქტიკულად ეს ამოცანები ამოიხსნება 

სხვადასხვა ხელსაწყოსა და ხერხის საშუალებით, მაგალითად, თუ 

სიბრტყე პორიზონტალურია, ვისარგებლებთ შვეულით ან ორი 

მართკუთხა სამკუთხედით. ამ უკანასკნელი ხელსაწყოთი შეიძლება 

ვისარგებლოთ იმ შემთხვევაშიაც, როცა სიბრტყე პორიზონტალური 

არ არის. 

3, 4 წერტილზე გავავლოთ ს8C სწორის პარალე- 
ლური სწორი ხაზი. 

ჯერ გავავლებთ #4 წერტილზე და 80 სწორზე სიბრტყეს, 

შეძდეგ ამ სიბრტყეში # წერტილზე ავაგებთ IC სწორის პარალე- 

ლურ სწორს, 

4,. 4/ წერტილზე გავავლოთ XM სიბრტყის პარა- 
ლელური სწორი. 

#I# სიბრტყეში გავავლოთ ნებისმიერი სწორი და შემდეგ 4 
წერტილზე გავვლოთ ამ სწორის პარალელური, ამოცანას აქვს 

უსასრულო მრავალი ამონახსენი. 

5. 60 სწორისადმი მის გარეშე მდებარე 4 წე- 

რტილზე გავავლოთ პერპენდიკულარული სიბრტვე. 

8C სწორზე გავავლოთ ორი სიბრტყე-ერთი მათგანი 4 წერ- 

ტილზე. 4 წერტილიდან დავუშვათ პერპენდიკულარი 8C სწორზე. 

ამ პერპენდიკულარისა და 1C სწორის გადაკვეთის ს წერტილიდან 

აღვმართოთ პერპენდიკულარი 0 მოცემულ 8C სწორი ხაზისადმი 
მეორე სიბრტყეში დასასრულ ##I და LI სწორებზე გავავლოთ 

სიბრტყე. ეს უკანასკნელი იქნება საძებნი სიბრტყე. 
6. 4 წერტილზე გავავლოთ სიბრტყე, რომელიც 

ეპარალელებოდეს ორ სხვადასხვა სიბრტყეზე მდე: 

ბარე 80 და LI სწორებს. 
4 წერტილზე გავავლოთ ს8C სწორის პარალელური 4M 

სწორი და IL სწორის პარალელური 4M სწორი. დასასრულ 4V 
და „Iს სწორზე გავავლოთ სიბრტყე · 

7. 48 სწორზე გავავლოთ სიბრტყე Cხ სწორის 

პარალელური. 
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4ც სწორზე ავიღოთ ნებისმიერი წერტილი # და ამ წერ- 

ტილზე გავავლოთ CI) სწორის პარალელური #” სწორი, თუ ახლა 
238 და #X სწორზე გავავლებთ სიბრტყეს, მივიღებთ საძებნ სიბრტეს. 

8. ქ წერტილზე გავავლოთ 1/V სიბრტყის პარა- 

ლელური სიბრტყე. 
4 წერტილიდან დავუშვით +8 პერპენდიკულარი 2IMV სიბრტ- 

ყისადმი, 4 წერტილზე გავავლოთ 48 სწორისადმი პერპენდიკუ- 
ლარი სიბრტყე. მივიღებთ საძებნ სიბრტყეს. 

9. ვიპოვოთ უმოკლესი მანძილი 4348 და 00 ორ 
ალმაცერ სწორს შორის. 

–+8ც სწორზე გავავლოთ სიბრტყე CL სწორის პარალელური, 
ხოლო CI) სწორზე 48 სწორის პარალელური. მანძილი ამ ორ 
სიბრტყეს შორის იქნება საძებნი უმოკლესი მანძილი. 

10, მოცემულ MM» სწორზე ვიპოვოთ ისეთი #4 
წერტილი, რომელიც თანასწორად იყოს დაშორე- 
ბული 8 და 0 ორი მოცემული წერტილიდან. 

80 მონაკვეთი გავყოთ შუაზე, ამ შუაწერტილზე გავავლოთ 
ჩსი0 სსწორისადმი პერპენდიკულარული სიბრტყე 0. ამ სიბრტყისა 
და MIM# სწორის გადაკვეთის წერტილი საძებნ წერტილს წარ- 
მოადგენს, 

11. მოცემულ + წერტილზე გავავლოთ ისეთი 
სწორი, რომელიც კვეთდეს სივრცეში მოცემულ §#C 
და სს ორ სწორს. 

ამისათვის გავავლოთ ორი სიბრტყე–-ერთი + წერტილზე და 
80 სწორზე, მეორე #· წერტილზე და ს სწორზე. ამ ორი სიბრ- 
ტყვის გადაკვეთის სწორი ხაზიი რომელიც, ცხადია გაივლის #4 
წერტილზე, იქნება საძებნი სწორი. 

19, ვიპოვოთ MX სიბრტყეზე ისეთი წერტილი 

X»ა, რომელიც თანასწორად იყოს დაშორებული 
სივრცეში (და არა ერთ სწორზე) მოცემულ ს, 0დაჩ 
სამი წერტილიდან, (ნახ. 61). 
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ნახ, 61-ხზე M არის C8 მონაკვეთის შუა წერტილი, X--კი 80 
მონაკვეთის შუაწერტილი. 

გავავლოთ I, წერტილზე C8 სწორისადმი პერპენდიკულარული 
სიბრტყე, ხოლო MX წერტილზე 810) სწორისადმი პერპენდიკულარუ- 

ლი სიბრტყე. ამ ორი სიბრტყის გადაკვეთის #0 სწორი ხაზისა 
და MM სიბრტყის გადაკვეთის # წერტილი საძებნ წერტილს წარ- 

მოადგენს. 

13. ვიპოვოთ მოცემული სფეროს დიამეტრი (იხ. 

ნახ, 62). 

# წერტილიდან, როგორც ცენტრიდან, შემოვხაზოთ მრუდ- 
ფეხებიანი ფარგლის საშუალებით ##სC წრებხაზი სფეროს ზედაპირ- 
ზე, ცხადია, მანძილი ფარგლის ფეხებს შორის იქნება 4# ქორდის 

ტოლი. წრეხაზზე, ავიღოთ ნებისმიერად 4, 8, 0 სამი წერტილი. ფარ- 

გლის საშუალებით ჩვენ შეგვიძლია 

2 გავიგოთ სამი ქორდა #8, #0 და 

რ #”7ა 80 და ცალკე ავაგოთ სიბრტყეში 

“C---- სამკუთხედი +800. შემოვხაზოთ ამ 

სფე ეი სამკუთხედზე წრეხაზი ვიპოვით 

ს ცენტრს და რადიუს 4IL-ს. შემ- 
დეგ ამისა ავაგებთ „2LI) მართ- 

კუთხა სამკუთხედს, რაც შესაძლე- 

ბელია, რადგან ვიცით #L პიპო- 

ტენუზაა და 4L კათეტი. თუ ახლა 
ჩვენ აღვმართავთ #L ჰიპოტენუ- 

> ზისადმი პერპენდიკულარს 4 წერ–- 
7 ტილში და განვაგრძობთ IX) კა- 

ნახ 62. თეტს, ვიპოვით X, წერტილს. LL, 
იქნება საძებნი დიამეტრი. ამგვა- 

ორად ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით ვიპოვეთ მოცემული 

სფეროს დიამეტრი. 
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