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აუკ 519.8 

მრავალკრიტერიული (ვექტორული) და ზოგადად არასკალარული ოპტიმიზაციის 

თეორიაში დუალობას მნიშვნელოვანი ადგილი უკავია. ეს იმ გარემოებითაა გაზოწვე- 

ული, რომ შესაძლებელია მასზე დაფუძნებული ამოცანის ამოხსნის ეფექტური 

ალგორითმესის, პროცედურებისა და მეთოდების აგება. მონოგრაფიაში ვითარდება 

დუალობის თეორია ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის არასასრულ- 

განზომილებიან სივრცეებში. მონოგრაფიის დასაწყისში განხილულია კლასიკური 

მრავალკრიტერიული ამოცანები სასრულგანზომილებიან სივრცეებში: მოყვანილია 

რიგი ცნობილი, უკვე კლასიკურად ქცეული დებულებები და შედეგები ზოგადი ხა- 
სიათის ამოცანისათვის. მეორე ნაწილში კი პირველადაა ფორმალიზებული დუალური 

ამოცანები არასასრულგანზომილებიან სივრცეებში და დაღგენილია მათი სხვადასხვა 

მნიშვნელღვანი თვისებები. 

მონოგრაფია; გათვალისწინებულია გამოყენებითი მათემატიკის, მართვისა და ოპ- 

ტიმიზაციის სპეციალისტებისათვის, აგრეთვე, შესაბამისი სპეციალობების მაღალი 

კურსების სტუდენტებისა და ასპირანტებისათვის. 

დასაბეჭდად დამტკიცებულია საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის 
ა. ელიაშვილის სახელობის მართვის სისტემების ინსტიტუტის 

სამეცნიერო საბჭოს მიერ 

პასუხისმგებელი რედაქტორი - ტექნ. მეცნ. დოქტორი, აკადემიკოსი ვ. ჭიჭინაძე 

რეცენზენტები: ტექნ. მეცნ. დოქტორი, პროფესორი ა. გუგუშვილი 

ფიზ.-მათ. მეცნ. დოქტორი, პროფესორი გ. ცერცვაძე 

ნამუშევარი შესრულებულია საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის # 6.1 
პროექტის ფარგლებში, რომელსაც მიღებული აქვს 1997 - 1998 წ.წ. გრანტი. 

'მოდესტა", 2000
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გადაწყვეტილების მიღებისას (როგორც ინდივიდუალურისა, ასევე. ჯგუ- 
ფურის) გადაწყვეტილების მიმღებ პირს მრავალ ურთიერთდაპირისპირებულ 

მაჩვენებელთან აქვს საქმე. ეს მაჩვენებლები ახასიათებენ ამა თუ იმ სის- 

ტემის მდგომარეობას ან მიმდინარე პროცესის ვითარებას. ამიტომ სისტემის 

მათემატიკური მოდელის აგების შემდეგ მიიღება მრაგალკრიტერიული (ზო- 

გადად ვექტორული ან არასკალარული) ამოცანა. ამასთან დაკავშერებით, 

ბოლო ოცწლეულის განმავლობაში ფართოდ ვითარდება გადაწყვეტილების 

მიღების თეორია მრავალი კრიტერიუმის გათვალისწინებით. 

სასრულგანზომილებიან სივრცეებში ამ თეორიის ერთ-ერთ ძირითად, 

ფუნდამენტურ ცნებას წარმოადგენს პარეტო-ოპტიმალური, ანუ ეფექტური 

ამონახსნის ცნება. ის წარმოადგენს რიცხვითი ფუნქციის მაქსიმუმის წერ- 

ტილის განზოგადებას რამოდენიმე ფუნქციის შემთხვევაზე: ამონახსნი პა- 

რეტო-ოპტიმალურია, თუ კი ნებისმიერი კრიტერიუმის გაუმჯობესება შესაძ- 

ლოა მხოლოდ სხვა კრიტერიმების მნიშვნელობათა გაუარესების ზხარჯზე. 

აღნიშნული ცნების სახელწოდება იტალიელი ეკონომისტის და სოციოლო–- 

გის ვ. პარეტოს (1848 – 1923) სახელთან არის დაკავშირებული. საქონლის 

საბაზრო გაცვლის პროცესის მათემატიკური შესწავლის დროს მან პირველ- 

მა დაიწყო მისი გამოყენება. 

პარეტო-ოპტიმალური ამონახსნების თვისებების შესწავლას და მოძებნის 

მეთოდებს მიეძღვნა მრავალი ნაშრომი და მონოგრაფია, რომელთა რაოდენო- 

ბა უკვე რამოდენიმე ათასს აღწევს. ოპერაციათა კვლევის სხვადასხვა მიმარ- 

თულებაში, მათემატიკურ ეკონომიკიში, ოპტიმალური მართვის თეორიასა და 

სხვ. მომიჯნავე დარგებში ეს საკითხები ლრმად განიხილება. ძირითადი 

კვლევები დაფუძნებულია წრფივი და ამოზნექილი პროგრამირების თანამე- 

დროვე მიღწევებზე და მათ შორის შეიძლება გამოიკვეთოს რამდენიმე სახის 

ძირითადი მიმართულება: 

ოპტიმალობის აუცილებელი და საკმარისი პირობების დადგენა; 

დუალური ამოცანების შედგენა; 

დუალური ამოცანების გამოყენება მოცემული ამოცანის ამონახსნთა 

ეფექტური მოძებნისათვის. 

კლასიკური მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის ძირი- 

თადად დამუშავებულია დუალობის თეორია, რომლის საფუძველზეც აგებუ- 

ლია ამონახსნთა სიმრავლეების ძიების ეფექტური მეთოდები. (ამ თეორიას
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საფუძვლად კლასიკური ერთკრიტერიული ამოცანების დუალობის თეორია 

უდევს.) 
ამასთან ერთად, ბოლო წლებში უფრო მეტი ყურადღება ეთმობა არა 

კლასიკურ მრავალკრიტერიულ ამოცანებს, არამედ მრავალკრიტერიულ ამო- 

ცანებს არასასრულგანზომილებიან” კრიტერიულ სივრცეებში. ეს გამოწვეუ- 

ლია რეალური მართვის პროცესების რთული მოდელების საშუალებით უფ- 

რო ზუსტ აღწერასთან. აღნიშნული ამოცანების კვლევა დაფუძნებულია არა- 

წრფივ ანალიზზე, რომელიც თავის მხრივ წარმოადგენს მრავალსახა ასასვა- 

თა თეორიის შედეგს. მრავალსახა ასასვათა თეორია კი კლასიკური ანალი- 

ზის ბუნებრივი განზოგადოებაა. 

კლასიკურ ანალიზში საქმე გვაქვს ისეთი სახის ასაზვასთან, როდესაც 

თითოეულ წერტილს ასახვის განსაზღვრის არედან შეესაბამება ერთადერთი 

მნიშვნელობა ასახვის მნიშვნელობათა არედან. პრაქტიკული ამოცანების 

ამოხსნისას სიტუაცია, უმეტეს შემთხვევაში, გართულებულია. ასახვის საშუ- 

ალებით თითოეულ წერტილს განსაზღვრის არედან შეესაბამება არა ერთად- 

ერთი წერტილი ასახვის მნიშვნელობათა არედან, არამედ მთელი სიმრავლე. 

მაგალითისათვის შეგვიძლია მოგიყვანოთ კონფლიკტური სიტუაცია, როდე- 

საც ერთი მხარის მიერ გამოყენებულ კონკრეტულ სტრატეგიას შეიძლება 

დაუპირისპირდეს მოწინააღმდეგის სტრატეგიების მთელი ერთობლიობა. 

წარმოდგენილი მონოგრაფიის ძირითადი მიზანია მრავალსახა ასახვათა 

თეორიის გამოყენება არასკალარული ოპტიმიზაციის ცენტრალური პრობლე- 

მების კვლევისა და გადაწყვეტისათვის, და უფრო მეტიც დუალური თეორი- 

ის საფუძვლების ჩამოყალიბებისათვის. ჩვენი აზრით, აღნიშნული მიდგომა 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანებისადმი კარგ პერსპექტივას იძლევა 

და წარმოადგენს წინ გადადგმულ ნაბიჯს არასკალარული ოპტიმიზაციის 

თეორიის სრულყოფის გზაზე, თუ კი გავითვალისწინებთ იმ გარემოებას, 

რომ დღეისათვის ამ პრობლემებისადმი მიდგომათა არსებულ მრავალფეროვ- 

ნებაში ჯერ კიდევ ძნელია გამოიკვეთოს ზოგადი და რაციონალური. 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ქვეშ იგულისხმება ოპტიმიზაციის ისეთი 

ამოცანა, რომელშიც კრიტერიული სივრცე არ არის აუცილებლად სასრულ- 

განზომილებიანი. უკვე კლასიკურად ქცეული მრავალკრიტერიული ამოცანე- 

ბისათვის ეს სივრცე ყოველთვის სასრულგანზომილებიანია. ეს გარემოება 

ზუსტად მიუთითებს მრავალკრიტერიული ამოცანის ამონახსნის ცნებათა 

მრავალფეროვნებაზე. ამ ცნებათა უმეტესი ნაწილი არ ექვემდებარება განზო- 

გადოებას არასასრულგანზომილებიან კრიტერიულ სივრცეზე, ვინაიდან ამ 

განსაზღვრებებში პრინციპულად ფიგურირებს სასრულგანზომილებიანობის 

ფაქტორი. მეორე მხრივ, უმეტეს პრაქტიკულ ამოცანებში კრიტერიული 

სივრცე არ არის სასრულგანზომილებიანი,
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ვინაიდან ნებისმიერი არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანა შეიძლება 

დაყვანილ იქნეს კრიტერიულ სივრცეში ექსტრემალურ წერტილთა სიმრავ- 

ლის ფუნქციონალურ დახასიათებაზე, შემოთავაზებული მონოგრაფია ითვგა- 

ლისწინებს აღნიშნულ წერტილთა სიმრავლის კვლევას და პრინციპულად 

ახალი შედეგების დადგენას. 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის გარკვეული სტრუქტუ- 

რის მქონე კონუსით ნაწილობრივ დალაგებული კრიტერიული სივრცის ფიქ- 

სირებული ქვესიმრავლისათვის განისაზღვრება ექსტრემალურ ელემენტთა 

რამოდენიმე ცნება. შეისწავლება ასეთ ელემენტთა სიმრავლეებს შორის კავ- 

შირი და დგინდება მათი ზოგიერთი ტოპოლოგიური თვისებები. 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანის დუალური ამოცანის აგებისათ- 

ვის, ძირითად არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანასა და მის დუალურ 

ამოცანას შორის ურთიერთ მიმართებათა შესწავლის მიზნით კონსტრუირდე- 

ბა სპეცკიალური ტიპის მრავალსახა ასახვის შეუღლებული მრავალსახა ასა- 

ხვა. დგინდება შეუღლებული ასახვის ზოგიერთი თვისება, კერძოდ, მიიღება 

სხვადასხვა დებულება მისი დიფერენცირებადობის შესახებ, რომელიც გამოი- 

ყენებ დუალური თეორიის აგებისათვის. მუშავდება დუალობის ძირითადი 

პრინციპი და შეისწავლება არასკალარული ოპტიმიზაციის ძირითადი ჯა 

შეუღლებული ამოცანები. 
სასრულგანზომილებიანი მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის უკვე 

კლასიკურად ქცეულ დუალობის შედეგებთან ერთად არასკალარული ოპტი- 

მიზაციის ზოგადი ამოცანისათვის მონოგრაფიაში დამუშავებულია პრინციპუ- 

ლად ახალი მიდგომები და დამტკიცებულია მთელი რიგი ახალი დებულებე- 

ბისა რომლებიც მიღებულია ბოლო ხანს უშუალოდ ავტორების მიერ. 

ძირითადად, ყველა კლასიკური შედეგი მოყვანილია დამტკიცების გარეშე, 

შესაბამისად გამოყენებული ლიტერატურის მითითებით. 

მასალა მონოგრაფიაში წარმოდგენილია 4 ძირითად თავში, რომელთა 

დატვირთვა განაწილებულია შემდეგნაირად. პირველ თავს აქვს ზოგადი ხა- 

სიათი, მასში განიხილება ზოგადი ცნებები კლასიკური მრავალკრიტერიული 

ოპტიმიზაციის თეორიიდან. მეორე თავში განიხილება ზოგადთეორიული სა- 

კითხები ვექტორული ფუნქციების უნაგირა წერტილების, მაქსიმინებისა და 

მინიმაქსების შესახებ. შემოდის დუალური მრავალკრიტერიული ამოცანების 

ზოგადი კონსტრუქცია სასრულგანზომილებიანი სივრცეებისათვის. მესამე 

თავში მრავალსახა ასახვათა თეორიის საფუძველზე შეისწავლება არასკალა- 

რული ოპტიმიზაციის ამოცანები. ეს ისეთი ამოცანებია, რომელთათვისაც 

კრიტერიული სივრცე ზოგად შემთხვევაში ბანახის სივრცეს წარმოადგენს. 

აიგება სპეციალური ტიპის მრავალსახა ასახვა, რომელიც თავის მხრივ ორი 

მრავალსახა ასახვის თანაკვეთის სახით წარმოდგინდება. ეს ასახვები გარ- 

კვეულ ბუნებრივ პირობებს აკმაყოფილებენ. აგრეთვე, კრიტერიულ სივრცეში 

5



წინასიტყვაობა 

მითითებული მრავალსახა ასახვის ინვარიანტული წერტილის მეშვეობით გა- 

ნისახლვრება ექსტრემალური წერტილი (იმ შემთხვევაში, როდესაც სივრცე 

კონუსის მეშვეობით ნაწილობრივ დალაგებულია). ეს გარემოება მრაგალსახა 

ასახვათა თვისებების საფუძველზე, კერძოდ, წარმოებულისა და კოდიფერენ- 

ციალის სტრუქტურიდან გამომდინარე, ექსტრემალური წერტილების დახასი- 

ათების საფუძველს იძლევა. აღნიშნული მიდგომა საკმაოდ მოხერხებულია, 

ვინაიდან ის C კონუსის სტრუქტურის გარკვევის საშუალებას იძლევა. დგინ- 

დება კრიტერიულ სივრცეში მოცემული სიმრავლის ექსტრემალური წერტი- 

ლების არსებობის პირობები. ბოლო, მეოთხე თავში არასკალარული ოპტიმი- 

ზაციის ამოცანის დუალური ამოცანის აგებისათვის, ძირითად არასკალარუ- 

ლი ოპტიმიზაციის ამოცანასა და მის დუალურ ამოცანას შორის ურთიერთ 

მიმართებათა შესწავლის მიზნით კონსტრუირდება სპეციალური ტიპის მრა- 

ვალსახა ასახვის შეუღლებული მრავალსახა ასახვა. დგინდება შეუღლებული 

ასახვის ზოგიერთი თვისება, კერძოდ, მიღებულია სხვადასხვა დებულება მი- 

სი დიფერენცირებადობის შესახებ, რომელიც გამოიყენება დუალური თეორი- 

ის აგებისათვის. მუშავდება დუალობის ძირითადი პრინციპი და შეისწავლება 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ძირითადი და შეუღლებული ამოცანები. 

ვინაიდან მონოგრაფია გათვალისწინებულია მკითხველთა ფართო წრეზე, 

ავტორები შეძლებისდაგვარად შეეცადნენ, რათა შესაბამისს ადგილებში მოეყ- 

ვანათ აუცილებელი განმარტებები და ფაქტები, რომლებიც არ შედიან ოპტი- 

მიზაციის თეორიის გავრცელებულ კურსებში. 

ფორმულები, თეორემები, დასკვნები, მაგალითები და ნახატები აღინიშნე- 

ბიან მონოგრაფიის ერთი თავის ფარგლებში თანმიმდევრულად. 

ავტორები მკითხველებს წინასწარ უხდიან მადლობას გამოგზავნილი შე- 

ნიშვნებისა და კომენტარებისათვის.



ძირნთადი აღნიშვნები 

C - ცარიელი სიმრავლე. 

ტX8 - # და 8 სიმრავლეების დეკარტული ნამრავლი. 

ჩ:4-38 - # ასახვა 4 სიმრავლიდან 8 სიმრავლეში. 

L4ტ-32“ - LI მრავალსახა ასახვა 4 სიმრავლიდან 8 სიმრავლეში. 
L (85) - ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე. 

ნ" - #-განზომილებიანი ევკლიდეს სივრცე. 

0Cა =(0,0,...,0) - 8” სივრცის ნულოვანი ელემენტი. 

), 22" ელემენტებისათვის: 

X>2 <2 X»,>22,, ჯ = 1,2,...,M1; 

»>2<>X»X22»#2; 

წ»X>2<21, >2,,1=1,2,..., MI; 

» >22C X»X=7 ან X»,>72, ერთი მაინც I=1,2,...,7V1-სათვის. 

XI =(»C L" »>მ ა) - დადებითი ორჯ/ანტი " სივრცეში. 

LL» = > =(»C ს” | X>20C)) - არაუარყოფითი ორტანტი #” სივრცეში. 

  

2), 2C X ელემენტებისათვის (X - ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე, რომე- 

ლიც ნაწილობრივ დალაგებულია ამოზნექილი, ჩაკეტილი, მახვი- 

ლი C კონუსის მეშვეობით): 

2ე>:ე <3 7, – 226 C; 

2, > 7ჯე 43 7, – 2:16 CM(0); 

2) > 2 <2 2, – 2 C 10LC ; 

4CX სიმრავლისათვის (X - ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე): 

#4#(CI4) (4") - # სიმრავლის ჩაკეტვა (სუსტი ჩაკეტვა); 

ჯM4 – ტ სიმრავლის შიგა ნაწილი; 

ოს ტ=4ტ4-იხ,ტ -# სიმრავლის საზღვარი; 

„I ტ - 4 ამოზნექილი სიმრავლის ფარდობითი შიგა ნაწილი; 

22 - # სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა სიმრავლე; 

C0IIV ტ - # სიმრავლის ამოზნექილი გარსი; 

C0MV#ტ - 4 სიმრავლის ამოზნექილი ჩაკეტვა; 

C0ჩ ტ - # სიმრავლის კონუსური გარსი;



ძირითადი აღნიშვნები 

ტინ - # სიმრავლის მხები კონუსი »” წერტილში; 
MიX # (MI ტ) # სიმრავლის მაქსიმალურ (მინიმალურ) ელემენტთა სიმ- 

რავლე. 

4#, 8CX სიმრავლეებისათვის (X - ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე): 

#4+8=(CX | »=ძ+ხ, იC 4, ხC ს); 

#-8=(»X67X | X=0-ჩ, იC 4, ხ6 8); 

2L=(20თC X |თC #), 7.6 LI. 
  

MX” - M სიმრავლის შეუღლებული კონუსი. 
X -X ტოპოლოგიური სივრცის დუალური, შეუღლებული სივრცე. 

#0... ო - კრიტერიუმები (მიზნის ფუნქციები). 

/= C.ჩ.---Iო) - ვექტორული კრიტერიუმი. 
X, - #, კრიტერიუმის სკალა. 

# - (ვექტორული) შეფასებების სიმრავლე. 

X = /(X)=(»XC ნ" | X=/(Xი,XCX) მიღწევადი (ვექტორული) შეფა- 
სეავბის სიმრავლე. 

2 >» > -, თანადობები X-ში, რომლებიც ინდუცირებულია შესაბამი- 

სად >, 2 >, = თანადობებით. 

##) = M2X 1 ( ”(X) ) - ეფექტური, პარეტოს მიხედვით ოპტიმალური შე- 
ფასებების (ამონახსნების) სიმრავლე. 

5(X) ( 5#X) ) - სუსტად ეფექტური, სლეიტერის მიხედვით ოპტიმალური შე- 

ფასებების (ამონახსნების) სიმრავლე 

+. | 2. 

>> ჩხ; (2. 
;=) 

<X> – XC X წრფივი ფუნქციონალის მნიშვნელობა XCX წერტილში. თუ X 
ჰილბერტის სივრცეა, მაშინ ეს სკალარული ნამრავლია. 

C – ეკუთვნის. 

V - ნებისმიერობის კვანტორი. 

3 - არსებობის კვანტორი. 

= - იმპლიკაცია "გამომდინარეობს", 

«<2 – ექვივალენტობა. 

LI - ნორმა ნორმირებულ სივრცეებში.



თავი 1 

ვექტორული ოპტიმიზაციის აგოცანებმ 

ამ თავში განიხილება ზოგადი ცნებები კლასიკური მრა: 
ვალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიიდან. კერძოლ ამო“ 
ცანის ფორმალური ჩამოყალიბება, ამონახსნთა ცნებები და. 
სხვა დამხმარე ფაქტები. 

1. ზობადი ცნებები მრამალპრიტერიული 

ოპტიმიჭაციის თუორიდან 

1. გადაწყვეტილების მიღებისასს (როგორც ინდივიდუალურისა, ასევე 

ჯგუფურის) გადაწყვეტილების მიმღებ ჰირს მრავალ ურთიერთდაპირისპირე- 

ბულ მაჩვენებელთან აქვს საქმე. ეს მაჩვენებლები ახასიათებენ ამა თუ იმ 

სისტემის მდგომარეობას ან მიმდინარე პროცესის ვითარებას. ამიტომ სისტე- 

მის მათემატიკური მოდელის აგების შემდეგ მიიღება მრავალკრიტერიული 

(ზოგადად ვექტორული ან არასკალარული) ამოცანა. ამასთან დაკავშირებით, 

ბოლო ოცწლეულის განმავლობაში ფართოდ ვითარდება გადაწყვეტილების 
მიღების თეორია მრავალი კრიტერიუმის გათვალისწინებით. 

გადაწყვეტილების მიღების კონცეფცია, როგორც აზროვნების პირველადი 
საფუძველი, იხილავს გადაწყვეტას როგორც ალტერნატივათას გონივრულ 
ამორჩევას გარკვეული სიმრავლიდან. ამ ალტერნატივებს, მათში შესაბამისად 

ჩადებული კონკრეტული შინაარსის საფუძველზე, უწოდებენ სტრატეგიებს, 
გეგმებს, ვარიანტებს და ა.შ. ამორჩევას ის ადამიანი ახდენს, რომელიც 

იღებს გადაწყვეტილებას და მიისწრაფვის გარკვეული მიზნის მისაღწევად. 

ასეთი პირის როლში შეიძლება იყოს ერთი ადამიანი ან ადამიანთა მთელი 

ჯგუფი, რომლებიც უფლებამოსილი არიან მიიღონ გადაწყვეტილება, ისინი 

პასუხს აგებენ მიღებული გადაწყვეტილების შედეგებზე. 
გადაწყვეტილების მიღების დროს მათემატიკური მეთოდების გამოყენება 

გულისხმობს შესაფერისი მათემატიკური მოდელის აგებას, რომელიც ფორმა- 

ლურად გამოსახავს პრობლემურ სიტუაციას, ანუ გადაწყვეტილების მიღების 

სიტუაციას. განსაზღვრულობის პირობებში გადაწყვეტილების მიღების ამო-
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ცანებისათვის (ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის), როდესაც შემთხვევით და 

განუზღვრელ ფაქტორებს ადგილი არა აქვს, ასეთი მოდელის კომპონენტებს 

წარმოადგენენ X ალტერნატივათა სიმრავლის ყველა ის ელემენტი, რომლე- 

ბიდანაც უნდა ამოირჩეს ერთი საუკეთესო, ანუ ოპტიმალური ამონახსნი და 

მოხდეს გადაწყვეტილების მიმღები პირის პრიორიტეტების აღწერა. იმისათ- 

ვის, რომ უზრუნველყოფილი იყოს ამორჩევის (თავისუფლების) შესაძლებ- 

ლობა, X» სიმრავლე უნდა შეიცავდეს ორ ალტერნატივას მაინც. 

2. მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებში ამონახსნთა უპირა- 

ტესობებით შედარება სდება არა პირდაპირ, არამედ X სიმრავლეზე განსაზლ- 

ვრული რიცხვითი /|, /2,---ყი,... ფუნქციებით, რომელთაც ეწოდებათ კრიტე- 

რიუმები (და, აგრეთვე, ხარისხის ანუ ეფექტურობის მაჩვენებლებით, კრიტე- 

რიალური ფუნქციებით, მიზნობრივი ფუნქციებით და ა.შ... იგულისხმება, 

რომ M1=2; იმ შემთხვევაში, როცა #I=1, ოპტიმიზაციის ამოცანა ერთკრიტე- 

რიულია. 

ყოველი # კრიტერიუმისათვის რიცხვთა ღერძზე მიეთითება X, ქვესიმ- 

რავლე, რომლიდანაც # ღებულობს თავის მნიშვნელობე»ჯს. პრაქტიკულად, X, 
ქვესიმრავლე (მას ხშირად /# კრიტერიუმის სკალას უწოდებენ) განისაზლ- 

ვრება იმ შინაარსის მიხედვით, რომელსაც ის ატარებს. მაგალითად, თუ წი- 

ნასწარ ცნობილია, რომ # კრიტერიუმის მნიშვნელობა დადებითი· ან 

არაუარყოფითია (ახასიათებს მასას, ღირებულებას და ა.შ.), მაშინ შეიძლება 

მივიღოთ X)=(0,99) ან I,=|0,=). თუ # კრიტერიუმის მნიშვნელობები ქვე- 

მოდან და ზემოდან რაიმე ბუნებრივი ძი და ხ საზღვრებით არის შემოსაზღ- 

ვრული, მაშინ I2:=(0,6ხ) (თუ # - რესურსების მარაგის დახარჯული ნაწილია, 

მაშინ X2:=(0,1)). თუ / კრიტერიული ფუნქციის მნიშვნელობები მხოლოდ ნუ- 

ლი და ნატურალური რიცხვებია (ვთქვათ, /ვ განისაზღვრება რაიმე ობიექტე- 

ბის დათვლის შედეგად), მაშინ Xვ=(0,1.2,...). თუ /4 მნიშვნელობაზე არ 

არის რაიმე შინაარსობრივი შეზღუდვა, მაშინ X=(–- 99,+99 )=# და ა.შ. 

ეგრეთ წოდებული კერძო (აგრეთვე ლოკალური) /, (=1,2,...,MI, კრიტე- 
რიუმები ქმნიან ვექტორულ კრიტერიუმს /=(ჩყჩ,..-/თ). ითვლება, რომ ყოვე- 
ლი X ამონახსნი მთლიანად ხასიათდება შესაბამისი (ვექტორული) შეფასე- 

ბით, ე.ი. #X) ვექტორით. ამიტომ, ყველა ამონახსნთა X სიმრავლიდან ოპტი- 

მალური ამონახსნის ამორჩევა დაიყვანება მიღწევადი შეფასებების 

X = /(X)=წC წ” |»= /(X),»X6 X 
სიმრავლიდან ოპტიმალური შეფასების ამორჩევაზე, სადაც #” - /II/-განზომი- 

ლებიანი სივრცეა, რომელსაც კრიტერიული სივრცე ეწოდება. აუცილებლო-
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ბის შემთხვევაში ეს სივრცე შეიძლება ევკლიდეს სივრცედ ჩაითვალოს, რო- 

მელსაც გააჩნია მეტრიკა, განსასღვგრული შემღეგი ტოლობით: 
„ ”? 

IX-X 1=(»X- »”-»- 34%”? <>, – ი 
I 

რეალურ ამოცანებში / სიმრავლის აგება ხშირად რთულია ან საერთოდ 

შეუძლებელია. ამიტომ განსახილველად შემოაქვთ შედარებით უფრო ფართო 

სიმრავლე CV", რომლის ელემენტებსაც შესაძლებელია შინაარსობრივი 

აზრი მიეცეს. უფრო ხშირად ყველა ამონახსნთა სიმრავლე ” 277 არის მრა- 

ვალგანზომილებიანი XV“ =X, XX, X...X1, პარალელეპიპედი. ზოგჯერ ” მიი- 

ღება I“ -საგან ამა თუ იმ შეზღუდვის მეშვეობით, რაც დამყარებულია მი- 

უღწევადი ან შინაარსობრივი დატვირთვის არმქონე ვექტორების უგულვე- 
ბელყოფაზე. 

# სიმრავლის განხილვის შემოღება მთელ რიგ უპირატესობებს იძლევა. 
მაგალითად, წარმოიშვება საშუალება არა ერთი ამოცანის, არამედ ამოცანათა 

მთელი ოჯახის განხილვისა, რომელთაგან თითოეულისათვის მიღწევადი შე- 

ფასებების სიმრავლე შედის X -ში, კერძოდ, შესაძლებელი ზხდება ოპტიმა- 

ლური ამონახსნის ამოცანის ამა თუ იმ პარამეტრებთან დამოკიდებულების 

ხასიათის შესწავლა. 

შემდგომში ამონახსნი ყოველთვის აღინიშნება X ასოთი, რომელსაც შეიძ- 

ლება ახლავდეს სხვადასხვა ინდექსები, ხოლო მისი შესაბამისი შეფასება »” 

ასოთი იმავე ინდექსებით. მაგალითად: )/=/X), »# =ჩX) და ა.შ. თუ მოცემუ- 

ლი ვექტორული შეფასება LX მიღწევადია და მას რამოდენიმე ამონახსნი 

შეესაბამება, მაშინ X-ის ქვეშ ნებისმიერი მათგანი შეიძლება იგულისხმებო–- 

დეს (ე.ი. ნებისმიერი ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს #X )=V» ტოლო- 

ბას). 

ვ. ინდივიდუალურ გადაწყვეტილებათა მიღების ამოცანებში კრიტერიუმე- 

ბი ემსახურებიან ამონახსნთა არსებით თვისებათა (ნიშანთა) "ინტენსიურო- 

ბის" გამოხატვას. მაგალითად, ზოგიერთ ნაკეთობათა შედარებისას შეიძლება 

გამოყენებული იქნას ისეთი კრიტერიუმები, როგორიცაა მასა, ღირებულება, 

გამოშვების თარილი, შესახედაობა და ა.შ. ჯგუფურ გადაწყბეტილებათა მი- 

ღების ამოცანებში /, კრიტერიუმი ახასიათებს ამონახსნთა "ხარისხს" (ან 

უპირატესობას) (1.2,...,I) ჯგუფში შემავალი (L-ური ინდივიდის თვალსაზ- 

რისით. მაგალითად, თუ ამონახსნების რიცხვი სასრულია და IL ინდივიდმა 

მოახღინა მათი რანჟირება (დაალაგა უპირატესობის მიხედვით), მაშინ შეიძ- 
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ლება მივიღოთ /(X)=! - ყველაზე დიდი უპირატესობის მქონე X' ამონახსნი- 

სათვის, //(X')=2 - უპირატესობის მიხეღვით მომდევნო X" ამონახსნისაოვის, და 

ა.მ. 

თავიანთი ხასიათის მისეღვით კრიტერიუმები იყოფა რაოღენობრივ და 

ხარისხობრივ კრიტერიუმებად. უხეშად რომ ვთქვათ, კრიტერიუმი რაოდენო- 

ბრივია, როდესაც აზრი აქვს მისი მნიშვნელობების შედარებას, მივუთითებთ 

რა, თუ რამღენად ან რამდენჯერ მეტია ერთი მნიშვნელობა მეორეზე, და 

ხარისსობრივია, როღესაც ასეთი შეღარებები აზრს მოკლებულია. რაოდენო- 

ბრივი /; კრიტერიუმის მაგალითია მასა. თუ მასის საზომი ერთეული ფიქსი- 

რებულია, მაშინ შეიძლება ლაპარაკი იმაზე, თუ ერთი ნაკეთობა რამდენჯერ 

მძიმეა მეორეზე: წონათა შეფარდება არ იცვლება, თუ ზომის ერთი ერთეუ- 

ლიდან გადავდივართ მეორეზე, ანუ ჯ-ის #ქ,-ში გარდაქმნის შემდეგ, სადაც 

#>0. გასაგებია, რომ ყველა სხვა გარდაქმნის შემთხვევაში, (რომელიც არ 

არის L დადებით რიცხვზე გამრავლება), შეიძლება /#, მნიშვნელობის თავიდან 

მოცემული თანაფარდობა შეცვალოს. 

განხილულ მაგალითში /;, კრიტერიუმის დასაშვები გარდაქმნებია ყველა 

დადებითი წრფივი გარდაქმნები და მხოლოდ ისინი. ზოგადად, თ ფუნქციას 

უწოდებენ # კრიტერიუმის დასაშვებ გარდაქმნას, თუ CთX/V) ფუნქცია კვლავ 
აღმოჩნდება კრიტერიუმი, რომელიც იგივე თვისებას აფასებს, რასაც /7;. #-ის 

#M=CდCჩ)-ით შეცვლით /, სიმრავლე იცვლება X, = Cთ(#7,) სიმრავლით. 

ამრიგად, ყველა კრიტერიუმს უკავშირებენ თ დასაშვებ გარდაქმნათა სიმ- 

რავლეს და ამბობენ, რომ ამ კრიტერიუმს აქვს თ ტიპის სკალა, ანუ შეფა- 

სება ხღება დ ტიპის სკალის მიხედვით. როგორც წესი, 0 სიმრავლე შემო- 

დის კრიტერიუმის განსაზღვრასთან ერთად, მაგრამ ზოგჯერ სკალის განსაზ- 

ღვრა საკმაოდ რთული დამოუკიდებელი ამოცანაა. 

ზემოთ მოყვანილ მაგალითში Cთ =თე=( დ | დ(2)=2, I>0 ). ასეთი ტიპის 

სკალას ფარდობის სკალას უწოდებენ, რადგანაც შენარჩუნებულია შემდეგი 

სიდიდეების შეფარდება: MV, =2! „2 = C = 20018. 

გავრცელებულია, აგრეთვე, დ =თ,,=(C|! თ(C2)=L:+I, M>0) ტიპის სკალაში 

გაზომვის შემთხვევა. აქ დასაშვები გარდაქმნაა L დადებით რიცხვზე გამრავ- 

ლება და ნებისმიერი რიცხვის დამატება. ასეთ სკალას ინტერვალთა სკალას 
უწოდებენ. ეს სასელწოდება გამომდინარეობს იმ თვისებიდან, რომ შენარჩუ- 

ნებულია ინტერვალთა თანაფარდობა: 

ვ -2 _ 0> +0-C0C+0 2 დით 
22-72 (LL +!)-(I +/) 

12



%ზოგადი ცნებები მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიიდან 

ისტერვალთა სკალის მქონე კრიტერიუმის მაგალითია "ნაკეთობის გამოშვე- 

ბის თარიღი" დროის გასასომად აუცილებელია დაფიქსირდეს მასშტაბი და 

აღრიცხვის დაწყება. 
სკალა მით უფრო სრულყოფილია, რაც უფრო ვიწროა დასაშვებ გარდა- 

ქმნათა თ სიმრავლე. ინტერვალთა სკალაზე არანაკლებ სრულყოფილი სკა- 

ლის მქონე კრიტერიუმებს უწოდებენ რაოდენობრივს. უმრავლეს შემთოხვევა- 

მში რაოდენობრივი კრიტერიუმები შეესაბამებ ობიექტური ("ფიზიკური") 

თვისებების ობიექტურ გაზომვებს. თუმცა, საკმაოდ ხშირად გამოიყენება ინ- 

ტერვალთა სკალაზე ნაკლებ სრულყოფილი სკალის მქონე კრიტერიუმებიც. 
ნაკლებად სრულყოფილი კრიტერიუმების სკალას, რომელიც გვხვდება 

ოპტიმიზაციის ამოცანებში, წარმოალგენს რიგობრივი სკალა, რომლისთვისაც 

დასაშვებ გარდაქმნათა 4, სიმრავლე შედგება მონოტონურად ზრდადი ყვე- 

ლა ფუნქციისაგან: 09 = თდ,კ=(დ! 7!>7? = Cთ(7')> დ(C7”)). რიგობრივი სკალის 

მქონე კრიტერიუმებს უწოდებენ ხარისხობრივს. ხარისხობრივი კრიტერიუმის 

მნიშვნელობების შედარებას აზრი აქვს მხოლოდ "მეტი", "ნაკლები" და "ტო- 

ლი" თანადობისათვის – ისინი მხოლოდ მონოტონური გარდაქმნებისას ინა–- 

ხებიან. მაგრამ იმის გარკვევას, თუ რამდენჯერ ან რამდენით მეტია ერთი 

მნიშვნელობა მეორეზე, აზრი არა აქვს. რიგობრივი სკალის მქონე კრიტერი- 

უმების გამოყენება ბუნებრივია, როდესაც ამონახსნები რანჟირებულია, ანუ 

განლაგებულია რომელიმე თვისების ინტენსიურობის ზრდის ან კლების მი- 

ხედვით, ღა მხოლოდ შემდეგ მათ მიეწერება რიცხვითი მნიშვნელობები იმ- 

გვარად, რომ მეტ ინტენსივობას შეესაბამებოდეს მეტი (ან, პირიქით, ნაკლე- 

ბი) რიცხეი. ჩვეულებრივ ასეთი რანჟირება ხდება სუბიექტური "გაზომვები- 

სას", მაგალითად, ხდება სუბიექტის აზრის გამოხატვა ამონახსნთა უპირატე- 

სობის შესახებ. 

საკმაოდ ხშირად სუბიექტური გაზომვები სრულდება ქულობრივ სკალა- 

ზეც. მაგალითად, ექსპერტებს შეუძლიათ ქულებით შეაფასონ ნაკეთობის გა- 

რეგნული სახე. ქულობრივი სკალის მქონე კრიტერიუმებს უჭირავთ "შუა- 

ლედური" მდგომარეობა რაოდენობრივ და ხარისხობრივ კრიტერიუმებს შო- 

რის. 

მტკიცებას, მოცემული ტიპის სკალების მქონე კრიტერიუმების მნიშვნე- 

ლობის შესახებ, უწოდებენ ადეკვატურს, თუ მისი ჭეშმარიტულობა არ იცვ- 

ლება სკალის ტიპებით განსაზღვრული ყველა დასაშვებ გარდაქმნათა კრიტე- 

რიუმებისათვის გამოყენებისას, ამიტომ, პრაქტიკული მრავალკრიტერიული 

ოპტიმიზაციის ამოცანების ანალიზისას და ამოხსნისას გამოყენებულ უნდა 

იქნეს მხოლოდ ის განსაზღვრებები და ცნებები, მეთოდები და პროცედურები, 

რომლებსაც ადეკვატური დასკვნებისა და რეკომენდაციების მიღებისაკენ მივ- 

ყავვართ. 
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ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

მაგალითად, ფართოდ გამოიყენება მრავალკრიტერიული ამოცანის ამოსს- 

ნის მეთოდი, რომელიც დაფუძნებულია ჯ ვექტორული კრიტერიუმის ერთი 

#Cჩ)12...» /=) განზოგადოებული ფუნქციით, ე.წ. ნახვევის სახით წარმოდგენა- 

ზე. ძნელი არ არის დავრწმუნდეთ იმაში, რომ ეს კრიტერიუმი იმ ამოცანე- 

ბისათვის, რომლებსაც ახლავს ხარისხის კრიტერიუმი, არ გამოდგება. ავი- 

ღოთ ყველასე უფრო გავრცელებული კრიტერიუმი - წრფივი /#, =2.M/, 
1) 

"ნახვევი", სადაც /ს რაღაცა დადებითი რიცხვებია, რომლებიც ახასიათებენ 

კრიტერიუმების შეფარდებით მნიშვნელობებს (ე.წ. მნიშვნელობის, ანუ წონი– 

თი კოეფიციენტები) ვთქვათ, მაგალითად, #I!=2, /((=/I0=1, /#LX)=C2,8), 

#X")=(1,27). მაშინ #» გვიჩვენებს, რომ X" უკეთესია, ვიდრე X, რაღგანაც 

2+8<1+27. მაგრამ, თუ პირველი კრიტერიუმისათვის გამოვიყენებთ დასაშვებ 

გარდაქმნას თ,()=7” · ხოლო მეორესათვის თა()=2. (ე.ი. I, შევცვალოთ ჩ#ჩ- 

ით, ხოლო # კი #4 -ით), მაშინ დასკვნა აღმოჩნდება საწინააღმდეგო, 

რადგანაც 32+2>1+3. 

სხვადასხვა ტიპის სკალებში გაზომვების საკითLები, უფრო ზუსტი გაც- 

ნობისათვის, შეიძლება ვნახოთ წიგნში (28). ზუსტი და სრული აღწერა გა- 

ზოშვათა მათემატიკური თეორიისა მოცემულია მონოგრაფიებში (33, 40). 

#. როგორც უკვე აღნიშნული იყო, X სიმრავლიდან ოპტიმალური ამო- 

ნახსნის გამოყოფა უნდა მოხდეს გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ 

უპირატესობების თანადობის არჩევის საფუძველზე. ეს უპირატესობები ფორ- 

მალიზებულად /IV2,.--ჰთ კრიტერიუმების საშუალებით უნდა იყვნენ აღწერი- 

ლი. გადაწყვეტილების მიღების თეორიაში უპირატესობების აღსაწერად შე- 

მუშავებულია სპეციალური ზოგადი მეთოდები. უფრო დაწვრილებით ეს სა- 
კითხები გაშუქებულია მონოგრაფიებში |28, 59). 

9. შემდეგ თავებში ყურადღება დაეთმობა როგორც ზოგადად სასრულ- 

განზომილებიან მრავალკრიტერიულ ამოცანებს, ასევე უსასრულოგანზომილე- 

ბიან მრავალკრიტერიულ ამოცანებს. 

სასრულგანზომილებიან მრავალკრიტერიულ ამოცანებში X არის LL" სივ– 

რცის ქვესიმრავლე. ასეთ ამოცანებში X სიმრავლე, როგორც წესი, უფრო 

ფართო სCხ” სიმრავლიდან გამოიყოფა სპეციალური შეზღუდვების საშუა- 

ლებით, რომლებიც უფრო ხშირად წარმოდგენილია შემდეგ უტოლობათა 

სახით: 

X=(:6# |§,(020,§,(X.-20,...,§,(X)>0), (1.1) 
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ზოგადი ცნებები მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიიღან 

სადაც თ.ე), )I=1,.../ა სიმრავლე #--ზე განსაზღვრული რიცხვითი ფუნქცი- 
ებია, რომლებიც #§(X)= =0=(68|,82,.--..5() შეზღუდვათა ვექტორ-ფუნქციას შე- 

ადგენენ. ამასთან იგულისხმება, რომ #ჩ....ჰო განსაზღვრული არიან /#2-ზე. 
ს სიმრავლის როლში ხშირად გამოდის ან მთლიანად ” სივრცე, ან მისი 

სპეციფიური ქვესიმრავლე, მაგალითად, არაუარყოფითი ორტანტი #1, რო- 

მელიც “შედგენილია არაუარყოფითკომპონენტებინი ყველა ვექტორით: 

სხ» =(X6C ს" |X,>20,X,20,...,X,20). პრაქტიკულად, ს სიმრავლე გამოიყოფა 

8" სივრციდან X ცვლადზე დადებული ყველაზე მარტივი და ცხადი შეზღუდ- 
ვების საშუალებით. ამრიგად, თუ X, წარმოადგენს I“ური ტიპის რესურსის 

საჭირო რაოდენობას, მაშინ X,>0 და შეიძლება ჩაითვალოს, რომ 95=L: · 

წ. X (ან ნ) სიმრავლის სტრუქტურისა და /(X) (აგრეთვე §/X)) ფუნქ- 
ციების თვისებებიდან გამომდინარე გამოიყოფა მრავალკრიტერიული ამოცანე- 

ბის სხვადასხვა კლასები. ამრიგად, თუ X, (0), სიმრავლე შეიცავს ელემენ- 

ტების სასრულ რაოდენობას, მაშინ ამოცანას ეწოდება სასრული, ხოლო თუ 

X, (0), აღრიცხვადია, ე.ი. სასრულია ან თვლადია, მაშინ ამოცანას ეწოდება 

დისკრეტული. კერძოდ, თუ ყოველი X ვექტორის X, (M),-დან ყველა X, კომ- 

პონენტი მთელი რიცხვია, მაშინ ამოცანას ეწოდება მთელრიცხობრივი. თუ 

ვექტორები, რომლებიც ადგენენ X, (0), სიმრავლეს, ბულისაა (ე.ი. შესდგე- 

ბიან მხოლოდ ნულებისა და ერთიანებისაგან), მაშინ თვითონ ამოცანას ეწო- 

დება ბულის ამოცანა (ანუ ბულის ტიპის ამოცანა). 

თუ X (ან 2) სიმრავლე ამოზნექილია, ხოლო ყველა //X) (აგრეთვე §/X)) 

- ჩაზნექილი ფუნქციებია, მაშინ ამოცანას ეწოდება ჩაზნექილი. კერძოდ, თუ 

X პოლიედრული სიმრავლეა (ე.ი. ხ”-დან "ამოჭრილია" წრფივ უტოლობათა 

და ტოლობათა სისტემის საშუალებით), ხოლო ყველა /XX) წრფივია, მაშინ 

მრავალკრიტერიული ამოცანა წრფივია. 

სპეციალურ კლასის სახით გამოიყოფა, აგრეთვე, ის ამოცანები, რომლებ- 

შიც ყველა #CI) (და §#X)) ფუნქციები დიფერენცირებადია (სოგჯერ უწყვე- 
ტად დიფერენცირებადობაც მოითხოვეება). ამასთან, როგორც წესი, იგულისხ- 

მება, რომ # სიმრავლე ღიაა (მაგალითად, მის როლში გამოდის თვითონ #" 

სივრცე, ან დადებითი 5” =10L5; = (XC 8” |X, >0,X, >0,...,X, >0) ) ორტან- 

ტი ან რაიმე X C 1იLI ქვესიმრავლე. 
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12. უპირატესობის თანადობები 

1. საკმარისად სოგადად და კარგადაა დამუშავებული უპირატესობათა ბი- 

ნარულ თანაღობების ენაზე აღწერის ხერხი. საზოგადოდ, ბინარული თანა- 

დობები შეიძლება გამოყენებულ იქნენ და პრაქტიკულად კიდევაც იხმარებიან 
არა მარტო უპირატესობათა, არამედ ნებისმიერი ბუნების ობიექტებს შორის 

სხვადასხვა ხასიათის წყვილ-წყვილი კავშირების ასაღწერაღაც. 

როგორც ცნობილია, 0 ბინარული თანადობა # სიმრავლეზე ეწოდება წ 

=4X4 სიმრავლის ქვესიმრავლეს, ანუ (ი,0ხ) დალაგებულ წყვილთა ერთობლი- 

ობას, სადაც 0,ხC4#. თუ (ძ,ხ)C/, მაშინ ამბობენ, რომ C /-თანადობაშია ხ- 
თან და ამ ფაქტს აღნიშნავენ 00ხ ჩანაწერით. 

შეიძლება განხილული იქნეს ჩ-არული თანადობებიც, როგორც #" სიმ- 

რავლის ქვესიმრავლე. 

ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ბინარულ თანადობებს და ამიტომ ზედსართა- 

ვი სახელი "ბინარული" ხშირად გამოტოვებული იქნება. 

ბინარული თანადობებისადმი, როგორც სიმრავლეებისადმი, ყველა თეორი- 

ულ-სიმრავლური ოპერაცია გამოიყენება, მათ შორის თანაკვეთის ოპერაცია 

(ს, გაერთიანების ოპერაცია L), სხვაობის ოპერაცია ს და სხვა. თანადობები- 

სათვის შემოღებულია სპეციფიკური ოპერაციები. ი '-ის ქვეშ იგულისხმება 

0-ს შებრუნებული თანადობა, რომელიც განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

ი'' =((ი,ხ)C #“ | (§,ი)C ი), 
ე-ი. (0,ხ) წყვილი შედის #0 “ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა (ხ,ძ) წყვი- 

ლი შედის /-ში. 

ვთქვათ, 8C4ტ. #/ ე =((ძ,ხ)C 0 |ი,ხC 8) თანადობას ეწოდება 0-შეზღუდ- 

გა 8-ზე. 

0 თანადობას ეწოდება რეფლექსური, თუ (0ი,0)C0 V9ი6C#, და #0 თანა- 

დობას ეწოდება ირრეფლექსური, თუ (თ,ძი)C/0, ე.ი. 0ი00 არ არის მართებუ– 

ლი არცერთი ძ-სთვის, 064. 

0 თანადობას ეწოდება სიმეტრიული, თუ (0,ხ)C/0 პირობიდან გამომდინა- 

რეობს (ხ,თ)C0 ; 0 თანადობას ეწოდება ასიმეტრიული, თუ (ი,ხ)C/0 პირო- 

ბიდან გამომდინარეობს (ხ,ი)20, და ეწოდება ანტისიმეტრიული, თუ 

(ი,ხ)C0 და (ხ,ი)C0 პირობიდან გამომდინარეობს ძ=ხ. ასიმეტრიული მიმარ- 

თება, ცხადია, ირრეფლექსურიც არის. 

0 თანადობას ეწოდება ტრანზიტული, თუ ი0ხ და ხ0C-დან გამომდინა- 

რეობს ძ/0. 

ძ და ხ ელემენტებს #4-დან ეწოდებათ შედარებადი 0 თანადობის მიმართ, 

თუ სამართლიანია #0ხ ან ხიი, ხოლო ეწოდებათ არაშედარებადი, როდესაც 
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არასამართლიანია არც ძ«/0ხ ღა არც ხეძ. 0 თანადობას ეწოდება სრული (ან 

ბმული), თუ ნებისმიერი ორი 0#,ხ66#ტ ელემენტი შეღარებადია (მათ შორის, 

როცა რ=ხ). თანადობას, რომელიც არ არის სრული, ეწოდება ნაწილობრივი 

(ან არაბეული). ' 

მაგალითად, > თანადობა (“არანაკლები”) ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე- 

ზე რეფლექსური, ანტისიმეტრიული, ტრანზიტული და სრულია, ხოლო თა- 

ნადობა > (“მეტი”) ირრეფლექსურია, ასიმეტრულია, ტრანზიტულია, მაგრამ 

არ არის სრული (რადგანაც თ>0 არ არის სამართლიანი). 

რეფლექსურ, სიმეტრიულ და ტრანსიტულ თანადობას ეწოდება ექვივა- 
ლენტობა. ექვივალენტობის თანადობის მაგალითია მიმართება “=”, ვექტორ- 

თა ტოლობის თანადობა #”-დან. ექვივალენტობები მათემატიკაში დიდ როლს 

თამაშობენ. ეს იმით აიხსნება, რომ ისინი მჭიდროდ არიან დაკავშირებული 

სიმრავლეთა დაყოფასთან. ტ სიმრავლის არაცარიელ ქვესიმრავლეთა L4,) 
ერთობლიობას ეწოდება #4 სიმრავლის დაყოფა, თუ 4, სიმრავლეები წყვილ- 

წყვილად არ თანაიკვეთებიან ( 4, I I 4, =C,/ #I ) და ერთობლიობაში მთელ 

# სიმრავლეს შეადგენენ (L |#,=#4#). თვით 4, სიმრავლეებს ეწოდებათ 
,# 

„დაყოფის კლასები. 

თუ #0 ექვივალენტობაა, მაშინ ის წარმოქმნის # სიმრავლის დაყოფას 

შემდეგნაირად: თ და ხ ეკუთვნიან ერთიდაიგივე კლასს (ე.წ. ექვივალენტობის 

კლასს) იმ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ (ი,ხ)C/0. პირიქით, თუ მოცე- 

მულია 4 სიმრავლის დაყოფა (4,0), მაშინ 0 თანადობა, განსაზღვრული 

(თ,ხ)C/0 პირობით მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ძ და ხ ეკუთვნიან დაყო- 

ფის ერთსა და იგივე კლასს, იქნება ექვივალენტობა. 

ირრეფლექსურ ტრანზიტულ (და ამიტომ ასიმეტრულ) თანადობას ეწო- 

დება მკაცრი (ნაწილობრივი) დალაგება. ხოლო რეფლექსურ და ტრანზი- 
ტულ თანადობას – (ნაწილობრივი) კვაზიდალაგება. ანტისიმეტრიულ კვა- 

ზიდალაგებას (ნაწილობრივი) დალაგება ეწოდება. 

განვიხილოთ =, =, >,> თანადობები, რომლებიც ს” -ზე განსაზღვრული 

არიან შემდეგნაირად: 

იახ < ძ,5%,,!=1,2....,/!; 

ძიძ>ხ 3 იX,0#ჯხ (ანუ სამართლიანი, I უტოლობა იძ,2%,, 

ამასთან ერთი მათგანი მაინც მკაცრია); 

ი>ხ «3 ძ,>ხ,,I=12,....,/; 

ი>ხ «<2 ი=ხ ან ი,>ხ, ერთი ICL(1,2,...,/.)-სთვის მაინც.
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ადვილი დასანახია, რომ > თანადობა ნაწილობრივი დალაგებაა, > და 

> მკაცრი ნაწილობრივი დალაგებებია, ხოლო > რეფლექსურია (მაგრამ არ 

არის არც სიმეტრიული და არც ტრანზიტული). 

ამ ოთხი თანადობის ურთიერთ კავშირი შეიძლება გამოსახული იქნეს 

სქემით, რომელიც მოყვანილია ნახ, 1.1-ზე. 

ლC--C 
= 

ნახ. 1.1 

ლ“ “--ლ 

ამ სქემის შესაბამისად, მაგალითად, ძ>ხ უტოლობიდან გამომდინარეობს, 

რომ სამართლიანია აგრეთვე რი2>ხ,იX,0ი >ხ უტოლობები, ამიტომ 

>C>C= C>. შევნიშნოთ, აგრეთვე, რომ > და =-ის გაერთიანება არის 

=>. აგრეთვე, სასარგებლოა მხედველობაში გვქონდეს ის ფაქტი, რომ ძ>ხ 

სამართლიანია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ხ>ძ არ სრულდება. 

სამართლიანია შემდეგი დებულება. 

თეორემე 1! (30. თძ>ხ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

<ს,>><სხ> უტოლობა სრულდება რომელიმე /! ვექტორისათვის M 

სიმრავლიდან, სადაც 

M - " |II, >0,/M4, >0,..../I, >0,2 /, -II 
/”) 

ვთქვათ, VI” ისეთი ფუნქციაა, რომელიც 4-ს ასახავს CV სიმრავლეში, რო- 

მელზეც განსაზღვრულია შბ თანადობა. ეს #-ზე ინდუცირებს 0 თანადობას 
შემდეგნაირად: (ი,ხ)C #4 «5 (V/(0),VI(ხ))C ბ. ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ 

0 თანადობა რეფლექსურია (ირრეფლექსურია, სიმეტრიულია, ტრანზიტუ- 

ლია), მაშინ ასეთივე იქნება 0. აქედან გამომდინარეობს: თუ 0 ექვივალენ- 

ტობაა (კვაზიდალაგებაა, მკაცრი დალაგებაა), მაშინ 0-ც ასეთივე ტიპის თა- 

ნადობა იქნება. 

18



უპირატესობის თანადობები 

2. უპირატესობათა ასაწერად ფართოდ გამოიყენება ბინარული თანადო- 

ბები, რომლებიც # სიმრავლის ურთიერთშედარებად ობიექტებზე მოიცემა 

(მრავალკრიტერიალურ ამოცანებში ასეთ სიმრავლეებს წარმოადგენენ ამო- 

ნახსნთა X სიმრავლე და შეფასებათა X სიმრავლე). 

უპირატესობის (მკაცრი) თანადობა #”: ი”ხ ნიშნავს, რომ თ ობიექტი 

(მკაცრად) უპირატესია, ვიდრე ხ. 

ბან ურჩევლობის თანადობა 1: ი/ხ ნიშნავს, რომ თ და ხ ობიექტები 

ერთნაირია უპირატესობის თვალსაზრისით (თუ ამორჩევას შევზლუდავთ 

მხოლოდ ამ ორი ობიექტით, მაშინ სულერთია რომელს ამოვირჩევთ). 

არამპაპრი უპირატესობის თანადობგა #: ი/:ს ნიშნავს, რომ თ ობიექ- 

ტი არანაკლებ უპირატესია, ვიდრე ს, ანუ ადგილი აქვს თ/შხ ან 0IMხ თანა- 

დობას; ფორმალურად /? არის ” და I-ის გაერთიანება. 

უპირატესობათა თანადობებს ყოველთვის უნდა ახასიათებდეს შემდეგი 

თვისებები: ” ასიმეტრიულია (და ირრეფლექსურია); | რეფლექსური და სი- 

მეტრიულია, # რეფლექსურია; / და I არ იკვეთებიან (0”Mხ და იIხ არ შე- 

იძლება ერთდროულად სამართლიანი იყოს). სასარგებლოა მხედველობაში 

გვქონდეს, რომ #” და / შეიძლება აღვადგინოთ /?-ის მიხედვით: 

იIხ, როდესაც ერთდროულად სრულდება ი#Mხ და ხ#ჩი, ანუ I=7XIIX“ I; 

იხ, როდესაც იხ მართებულია, ხოლო ხIMი არაა მართებული: 

=IVMI I =7#7V/. 
ამრიგად, 1 არის I-ის "სიმეტრიული ნაწილი", ხოლო # - #-ის "არასი- 

მეტრიული ნაწილი". 

ზოგად შემთხვევაში IM, ” და I თანადობები არატრანზიტულებია. თუ # 

აღმოჩნდება ტრანზიტული, მაშინ ტრანზიტული იქნებიან ” და /; ამ შემთხ- 

ვევაში # კვაზიდალაგებაა, #X - მკაცრი დალაგება, 1 - ექვივალენტობა, ამასთან 

#” ტრანზიტულია I-ს მიმართ: იჩს, ხIC, იIხ და ხLX პირობებიდან გამომდი- 

ნარეობს ძ#0. 

3. ვთქვათ, 4-ში მოცემულია # არამკაცრი უპირატესობის თანადობა 
(რომელიც, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, წარმოქმნის ” და I თანადობებს), 

ხოლო 8 #-ს ქვესიმრავლე. თ=8 ობიექტს (ელემენტს) ეწოდება საუ- 

კეთესო (ოპტიმალური) #-ის მიხედვით (8-ში), თუ ის არანაკლებ უპირა- 

ტესია, ვიდრე ნებისმიერი სხვა ობიექტი ,8-დან, ანუ თუ ი Mი სამართლიანია 

ნებისმიერი ძ-სთვის ,8-დან. საუკეთესო ობიექტი ერთადერთია 7 ალი 
ტობის სიზუსტით, ე.ი. თუ ხ აგრეთვე საუკეთესოა ,8-ში, მაშინ 0 "Iხ. 

8-დან ერთი ელემენტის ამორჩევაა საჭირო, მაშინ შეიძლება ნებისმიერი საა 

უკეთესოს არჩევა (თუ ასეთები 8-ში არსებობენ). თუ # რიგის თანადობაა, 

მაშინ საუკეთსო ელემენტი ერთადერთია. 

19



ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

სამწუხაროდ, თუ /#/ თანადობა არ არის ბმული კვაზიდალაგება, მაშინ 

საუკეთესო ელემენტი შეიძლება სასრულ „8 სიმრავლეშიც არ აღმოჩნდეს. 

მაგალითად, თუ „8=(ი,0,C) და II=LL(ი,ძ), (#,ხ), (C.C), (ხ.C)), მაშის 8-ში საუ- 

კეთესო ელემენტი არ არსებობს (თ და ხ არაშედარებადნი არიან /#-ის მი- 

მართ). ამის გამო საჭირო ხდება მაქსიმალური ობიექტის შედარებით სუსტი 

ცნების შემოლება. შემდეგისათვის მაქსიმალური ობიექტის ცხება მოხერხე- 

ბული იქნება შემოვიღოთ სამაგალითოდ ზოგადი შემთხვევისათვის: როცა არ 

იგულისხმება, რომ მაქსიმალური ობიექტი აუცილებლად უნდა შედიოდეს #8 
სიმრავლეში. 

ი%C#/4 ობიექტს ეწოდება ფარდობითად მაქსიმალური 8-ში #”-ს მიმართ 

(ანუ არადაქვემდებარებული, არადომინირებადი), თუ „8-ში არ არსებობს 

ცებ ობიექზე მკაცრად უპირატესი 2 ობიექტი, ანუ თუ იჩე"-ს ადგილი არა 

აქვს არც ერთი 0C/#9-სთვის. თუ კ) ობიექტი ეკუთვნის „8-ს, მაშინ მას უწო- 

დებენ მაქსიმალურს #-ს მიმართ „,8-ში. ახლახანს განხილულ მაგალითში 
მაქსიმალური (8-ში) ელემეხტებია 0ძ და ხ. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

8-ში საუკეთესო ობიექტი მაქსიმალურიცაა. შებრუნებული დებულება, რა 
თქმა უნდა, სწორი არ არის. 

აღვნიშნოთ #-ს მიმართ „,8-დან მაქსიმალური ობიექტების სიმრავლე 

MიXი8-ით. ეს სიმრავლე შინაგანად მდგრადია იმ გაგებით, რომ, თუ 0, 

ხCM0X-8, მაშინ შეუძლებელია შესრულდეს თხ ან ხსნი. ამ სიმრავლეს 

ეწოდება გარეგანად მდგრადი (55), თუ ყოველი ძC,3 ობიექტისათვის, რომე- 
ლიც არ არის მაქსიმალური, მოიძებნება, უფრო უპირატესი მაქსიმალური 

ობიექტი, ე.ი. სამართლიანი იქნება ით რომელიმე თ C#I0CLX-8-სთვის. გარე- 
განად (და, რა თქმა უნდა, შინაგანადაც) მდგრად #M0X.8ს "სიმრავლეს 

ეწოდება #” თანადობის ბირთვი „8-ში (132, 133). (აქვე აღვნიშნოთ, რომ თა- 

მაშთა თეორიაში შინაგანად და გარეგანად მდგრად ქვესიმრავლეებს უწოდე- 

ბენ ნეიმან-მორგენშტერნის ამონახსნებს, ხოლო ბირთვად მიღებულია მაქსი- 

მალური ელემენტების სიმრავლე.) 
მდგრადობის ცნებას დიდი მნიშვნელობა აქვს. მართლაც, თუ #M0X-»8 

სიმრავლე გარეგანად მდგრადია, მაშინ ოპტიმალური ობიექტი (ანუ ის, 

რომელიც გადაწყვეტილების მიმღები პირის მიერ საკმარისად სრული უპი- 

რატესობათა გამოვლენი+" შემდეგ ჩაითვლება საუკეთესოდ) ამ სიმრავლიდან 

უნდა იქნეს ამორჩეული. თუ კი M0X-8 გარეგანად მდგრადი არ აღმოჩნდება, 

მაშინ იმისათვის, რომ ამორჩევა ამ სიმრავლის ფარგლებით შევზღუდოთ, 

არავითარი საფუძველი არა გვაქვს, რთული არ არის შევამოწმოთ, რომ თუ 

# კვაზიდალაგებაა, ხოლო 8 სიმრავლე სასრულია, მაშინ MძიXი8 სიმრავლე 

არაცარიელია და უფრო მეტიც, გარეგანად მდგრადია; ამასთან, M0X-8 შეიძ- 

ლება ავაგოთ "პირდაპირი გადარჩევის" გზით, თუ კი 8-ს ყოველ ობიექტს 
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შევადარებთ დანარჩენებს ღა ყველა მაქსიმალურს ამოვირჩევთ. ამრიგად, თუ 

M კვაზიდალაგებაა, მაშინ MძX-ს სიმრავლე შეიძლება არც იყოს გარეგანაღ 

მდგრადი (C კერძოდ, იყოს ცარიელი) მხოლოდ /#-ს უსასრულობის დროს. 

მაქსიმალური ელემესტების სიმრავლის არაცარიელობისა და გარეგანად 

მდგრადობის სხვადასხვა სახის პირობები მოცემულია შრომებში (3, 25, 64, 

86, 131). 

შენიშვნა 11 ზემოთ განიხილებოდა ერთი ოპტიმალური ობიექტის ამორ- 

ჩევის ამოცანა. მაგრამ, არსებობს ამოცანები, სადაც საჭიროა არა ერთი, 

არამედ რამოდენიმე საუკეთესოს ამორჩევა, ან საჭიროა დალაგდეს ობიექტე- 

ბი უპირატესობათა მიხედვით და ა.შ. ასეთი ამოცანებისათვის მაქსიმალური 

ობიექტისა და ბირთვის ცხება თავის მნიშვნელობას კარგავს. მაგალეთად, 

თუ საჭიროა ” საუკეთესო ობიექტის ამორჩევა ("კონკურსის" ამოცანა), მა- 

შინ შეუძლებელია ვამტკიცოთ, რომ ყველა ისინი #”-ს მიმართ მაქსიმალური 

ობიექტებია. უმარტივესი მაგალითი: #8 = (0, ხ, CI, ”” = LC, C)). აქ MთX-ი8 = 

=(ძ, 6), მაგრამ, თუ საჭიროა ორი საუკეთესო ობიექტის ამორჩევა, მაშინ C- 

ს იგნორირება ან გადაგდება არ შეიძლება: თუ გადაწყვეტილების მიმღები 

პირი დამატებით გვაცნობებს, რომ C-ს აქვს უპირატესობა ვიდრე ხ-ს, მაშინ 

სა«იებელი ობიექტები აღმოჩნდებიან ძ და C. ამოცანეაში, რომლებშიც აუცი- 

ლებელია დადგენილი L რაოდენობით საუკეთესო ობიექტების ამორჩევა, მი- 

ზსანშეწონილია გამოვიყენოთ #-ს მიმართ XI-მაქსიმალური ობიექტის ცნება 

(36). 

შენიშვნა 12 სშირად გამოიყენება აგრეთვე ყველაზე ცუდი და მინიმა- 

ლური ობიექტის ცნება. ი-C8 ობიექტს ეწოდება ყველაზე ცუდი #8-ში, თუ 

ყველა ძC,8-სთვის სამართლიანია ძიMი. რძიC1პ3 ობიექტს ეწოდება მინიმა- 

ლური 8-ში #-ს მიმართ, თუ არცერთი იC6-სთვის არ სრულდება თ0I2. 8- 

დან #”-ს მიმართ ყველა მინიმალური ობიექტების სიმრავლე აღვნიშნოთ 

MIჩიხ. 

#. რიცხვით V ფუნქციას, განსაზღვრულს #-ზე, ეწოდება #-ს მიმართ 
ზრდადი (არაკლებადი) თუ #ი#ჩხ-დან გამომდინარეოს  V/”(0თ) >V/(#) 

(V(0)=/(ხ)) უტოლობა ნებისმიერი ით, ხC4#-სთვის. სამართლიანია შემდეგი 

დებულება (იხ., მაგალითად, (L7, 34)). 

თეორემა 12. ვთქვათ, 8C4 და ი%C8 წერტილში მიიღწევა #-ს მიმართ 

8-ზე არაკლებადი V/ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. იმისათვის, რომ ე! 

ობიექტი იყოს #-ს მიმართ მაქსიმალური, საკმარისია შესრულდეს ერთი-ერ- 
თი მაინც შემდეგი ორი პირობიდან: 

ა) V ზრდადია #-ს მიმართ 18-ზე; 

ბ) რ წერტილი V-ს ერთადერთი მაქსიმუმის წერტილია „8-ზე. 
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8C#4 ქვესიმრავლეს ვუწოდოთ ფარდობითად ზემოდან ჩაკეტილი #-ში 

M-ის მიმართ (”-ს მიმართ), თუ ნებისმიერი ძთC# და ხC,8-თვის თძ/?ხ-დან 

(8ხ-დან) გამომდინარეობს, რომ #C8. ადვილად შესამოწმებელია შემდეგი 

დებულებები (იხ. (39, გვ. 22)). 
თეორემა 13. თუ 8,=4, #64, და 8, /I6CV, ქვესიმრავლეები ფარდობითად 

ზემოდან ჩაკეტილებია #-ში #-ის (#”-ს) მიმართ, მაშინ ასეთივე თვისება ექ- 

ნება 13 =L |/3, სიმრავლესაც. 
)#2I 

თეორემა 14. თუ V/ არაკლებადია L-ს მიმართ 4-ზე, მაშინ ნებისმიერი 1 

რიცხვისათვის )3=(იC # IV(0) >! ს) ქვესიმრავლე ფარდობითად ზემოდან 

ჩაკეტილია 4#-ში #-ს მიმართ. 

თეორემა 15. ვთქვათ, 8C#4 ფარდობითად ზემოდან ჩაკეტილია #-ში #-ს 

მიმართ. მაშინ 068 ობიექტი ფარდობითად მაქსიმალურია #>-ს მიმართ #8-ში 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ის მაქსიმალურია #-ში #-ს მიმართ. 

ამბობენ, რომ V” რიცხვითი ფუნქცია წარმოადგენს I სრულ კვაზიდა- 

ლაგებას 4#4-ზე, თუ 0#ხ პირობა არის სამართლიანი მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა V/(თ) >=V/(ხ). V ფუნქციას, რომელიც არამკაცრ უპირატესობის 

თანადობას ქმნის, ფახეულობის, აგრეთვე, სარგებლობის ფუნქციას უწოდე- 

ბენ. ეს სახელწოდება შემორჩა იმ დროიდან, როდესაც შეცდომით თვლიდ- 

ნენ, რომ ყოველ ობიექტს გააჩნია რაიმე ობიექტური ფასეულობა (სარგებ- 

ლიანობა), რომლებიც ასახავენ იმ უპირატესობებს, რასაც ანიჭებენ მათ 

ადამიანები. თანამედროვე თვალსაზრისით სარგებლიანობის ფუნქცია წარმო- 

ადგენს მხოლოდ "ტექნიკურად მოსახერხებელ" საშუალებას უპირატესობათა 

აღსაწერად: სუბიექტს მიეწერება ისეთი რიცხვითი ფუნქცია, რომელიც, ასე 

ვთქვათ, მაქსიმიზირდება მისი ქმედებებით. გასაგებია, რომ ფასეულობის 

ფუნქცია წარმოადგენს ზარისხობრივ კრიტერიუმს: იგი განსაზღვრულია ნე- 

ბისმიერი ზრდადი გარდაქმნის სიზუსტით. ფასეულობის ფუნქციის არსებო- 

ბის პირობები მოყვანილია |28, 57)-ში. აქ აღვნიშნავთ მხოლოდ იმ ფაქტს, 

რომ ფასეულობის ფუნქცია არსებობს ნებისმიერი სრული კვაზიდალაგები- 

სათვის, როდესაც სიმრავლე დათვლადია, ე.ი. სასრულია ან თვლადი. 

თუ # სიმრავლეზე განსაზღვრულია V ფასეულობის ფუნქცია, რომელიც 

წარმოქმნის /#? არამკაცრი უპირატესობის თანადობას, მაშინ ნებისმიერი 8C#4 

-თვის, ცხადია, რომ 

M0X„8 = 1ხC 8 |V(ნ) = თმXVV(9) | 
«8 

ამასთან ერთად #-ს მიმართ ყველა მაქსიმალური ობიექტი 8-დან საუ- 

კეთესოა. 
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უპირატესობის თანადობები 

9. ბინარულ თანადობათა "ენის" დამახასიათებელ თავისებურებას წარმო- 

ადგენს დაშვება იმის შესახებ, რომ უპირატესობის მიხეღვით ორი ობიექტის 

შეთანადების მედეგი არ არის დამოკიდებული ალტერნატივათა 4 სიმრავლის 

შემაღგენლობაზე. თუმცა, რიგ შემთხვევებში ასეთ გარემოებას ადგილი აქვს 

და მის გასათვალისწინებლად გეიწევს მივმართოთ უპირატესობათა აღწე- 

რის უფრო მდიდარ "ენას", რომელიც დაფუძნებულია ამორჩევის ფუნქციის 

გამოყენებაზე, 
ვთქვათ V არის # სიმრავლის არაცარიელ ქვესიმრავლეთა ერთობლიობა. 

ამორჩევის ფუნქცია (V -ზე) ეწოდება C ასახვას, რომელიც ყოველ /13C V 

სიმრავლეს შეუთანაღებს CC) C 8 ქვესიმრავლეს. იმ კერძო შემთხვევაში, 

როდესაც მოცემულია მკაცრი უპირატესობის / თანადობა, ამორჩევის ფუნქ- 

ცია შეიძლება განისაზრვროს ტოლობით: C(/#8)= M0X,8 , 8 CV. მოცემული 

ამორჩევის ფუნქციის მიხედვით უპირატესობის ბინარული თანადობის შემო- 

ტანის საკითხი გაცილებით უფრო ფაქიზი აღმოჩნდა (28, 111). ამორჩევის 

ფუნქციის აპარატი წარმოადგენს ამორჩევის ზოგადი თეორიის საფუძველს. 

ბოლო დროს ეს თეორია ინტენსიურად ვითარდება (11. 
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ეეეტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

1.3. პრმძტერიშმთა ღავოუკიდებლობა 

ეპირატესობის მისელვიყ) 

1. მრავალკრიტერიულ ამოცანაში ყოველი XCX ამონახსნი სავსებით ხა– 

სიათდება თავისი X=/X) შეფასებით, ამიტომ ოპტიმალური ამონახსნის ამორ- 

ჩევა დაიყვანება მიღწევადი შეფასებების / სიმრავლიდან ოპტიმალური შეფა- 

სების ამორჩევაზე. ამასთან დაკავშირებით, გადღაწყვეტილების მიმღები პირის 

უპირატესობათა აღწერა თავდაპირველად ხორციელდება ყველა შეფასებათა 

7 სიმრავლეში. პრაქტიკულად ასეთი აღწერა ჩვეულებრივ ხდება უპირატე- 
სობის ბინარული თანადობის ან ფასეულობის ფუნქციის საშუალებით. 

გადაწყვეტილების მიმღები პირის უპირატესობათა შესახებ სრული ინ- 

ფორმაცცის არარსებობის შემთხვევაში (/,/,...,/, კრიტერიუმების ჩამონათ- 

ვალის გარდა), 7 სიმრავლეში შეიძლება განხილული იქნეს მხოლოდ გა- 

ნურჩევლობის თანადობა, რომელიც წარმოადგენს შეფასებათა ვექტორების 

ტოლობის (=) თანადობას, როგორც #” -დან (ამასთან არამკაცრი უპირატე- 
სობის თანადობა ემთხვევა =-ს, ხოლო მკაცრი უპირატესობის თანადობა 

აღმოჩნდება ცარიელი). განურჩევლობის თანადობა = ამონახსნთა სიმრავ- 

ლეში ინდუცირებს განურჩევლობის M დამოკიდებულებას: X-XI როდესაც 

#MC0=#(), ე.ი. ამონახსნები რომელთაც გააჩნიათ ტოლი შეფასებები, 

ერთნაირებია უპირატესობის მიხედვით. # თანადობა წარმოადგენს ექვივა- 

ლენტურობას და X სიმრავლეს ყოფს კლასებად, რომლებიც შედგებიან უპი- 
რატესობის მიხედვით ერთნაირი ამონახსნებისაგან. 

ამგვარად, თუ ამოცანა არატრივიალურია, ე.ი. თუ X სიმრავლე შეიცავს 

ერთ შეფასებაზე მეტს, მაშინ ოპტიმალური ამონახსნის ამორჩევა გადაწყვე– 

ტილების მიმღები პირის უპირატესობათა შესახებ ინფორმაციის გარეშე შე- 

უძლებელია. 

2. ერთკრიტერიუმიან ამოცანებში (როცა MI=1) ამ სახის სრული ინ- 
ფორმაცია ჩვეულებრივ მდგომარეობს შეფასებათა უპირატესი ცვლილების 

მიმართულების ჩვენებაში X# =V სიმრავლეზე, რომელიც წარმოადგენს რიცხ- 

ვითი წრფის ქვესიმრავლეს. ეს აიხსნება იმით, რომ გამოყენებით ამოცანათა 

უმრავლესობაში კრტერიუმად არჩეულია ისეთი ფუნქციები, რომელთათვისაც 

ყოველთვის ან უფრო დიდი მნიშვნელობაა უპირატესი მცირესთან შედარე- 

ბით, ანდა პირიქით, მცირე უპირატესია დიდთან შედარებით. 

პირველ შემთხვევაში კრიტერიუმი ხშირად ატარებს მოგების, შემოსავ- 

ლის (ან სხვა) აზრს, გამოხატავს დასახული მიზნის მიღწევის ხარისხს 
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კრიტერიუმთა დამოუკიდებლობა უპირატესობის მიხედვით 

(მაგალითად, გეგმიური დავალების შესრულების პროცენტს), ან ასახავს 

"ტექნიკურ" მახასიათებლებს, რომლებიც სასურველია გაზრდილ იქნეს (მაგა– 

ლითად, ოპერატორის მუშაობის მოსასერხებლობა, რომელიც ექსპერტების 

მიერ ქულებით ფასდება). 
მეორე შემთხვევაში კრიტერიუმი ატარებს ნაკლოვანებათა, რესურსთა და- 

ნახარჯთა და სხვა ასრს, ან აღწერს "ზექნიკურ" მახასიათებლებს, რომლე- 

ბიც სასურველია მინიმიზირებულ იქნენ (მაგალითად, გარემოს დაბინძურება). 
რამდენადაც მეორე შემთხვევა ადვილად დაიყვანება პირველზე, მაგალი- 

თად #-ის შეცვლით –-/M-ით, ამიტომ ორივე შემთხვაში ერთკრიტერიული 

ამოცანა შეიძლება ფორმულირებული იქნეს მაქსიმიზაციის ამოცანის სახით, 

ე.ი. ამოცანაზე, რომელშიც კრიტერიუმის მეტ მნიშვნელობებს ენიჭებათ უპი- 

რატესობა ნაკლებთან შედარებით. #, კრიტერიუმის მაქსიმიზაციის ამოცანაში 

» -ზე განსაზღვრული მკაცრი უპირატესობის თანადობა წარმოადგენს რიცხ- 

ვებს შორის ჩვეულებრივ "მეტობის" (>) თანადობას. ამგვარად, მაქსიმიზაცი- 

ის ამოცანაში კრიტერიუმი ფასეულობის ფუნქციის როლს თამაშობს: ნების- 

მიერი ორი X, X. ამონახსნი შედარებადია უპირატესობის მიხედვით და მათ 

შორის საუკეთესოა ის, რომლისთვისაც კრიტერიუმის მნიშვნელობა მეტია. 

აქედან გამომდინარე, ოპტიმალური » შეფასება არის უდიდესი XI-ში (იხ. 

ნახ. 1.2), ხოლო ოპტიმალურია ნებისმიერი ჯ 'CX ამონახსნი, რომლისთვი– 

საც #, მაქსიმუმალურ მნიშვნელობას ღებულობს X-ზე: 

ჩC)=+ი0ბ%X #(X)=X" 

  

  

  

” 
· 

კ). რ 2- 
"C 9“-- -7, 

=> M რ 

»” 

ნახ. 1.2 

თუ ასეთი ამონახსნი არ არსებობს, განსახილველად შემოაქვთ ამონახსნ- 

თა მაქსიმიზირებადი (X”) CX მიმდევრობა, რომელიც აკმაყოფილებს შემ- 

დეგ ტოლობას: 

1Iიი /,(X ”) =§5სდ /,(X). 
ა =Xჯ 
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ვეჭტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

თუ კრიტერიუმი შემოსაზღვრულია 1-ზე ზემოდან, მაშინ ნებისმიერი წ >0- 

თვის (ე.ი. ნებისმიერი მოცემული სიზუსტისათვის) მოიძებნება ისეთი M 

რიცხვი, რომ ნებისმიერი 7 >IV-თვის ადგილი ექნება უფოლობას 

5სი /,(X)– ჩ(X”) § წ. 
=X 

შევნიშნოთ, რომ არადინამიკური ხასიათის გამოყენებით ამოცანებში კრი- 

ტერიუმის ზემოდან ან ქვემოდან შემოუსაზღვრელობა ჩვეულებრივ მიუთი- 

თებს პრობლემური სიტუაციისათვის აგებულ მათემატიკურ მოდელში არსე- 

ბულ ცთომილებაზე (მაგალითად, არ არის გათვალისწინებული რესურსების 

შემოსაზღვრულობა). 

ადვილი დასანახია, რომ ოპტიმალური ამონახსნის განსაზღვრება ადექვა- 

ტურია ისეთი # კრიტერიუმისათვის, რომელსაც აქვს მხოლოდ რიგობრივი 

სკალა. მაქსიმიზირებადი მიმდევრობის განსაზღვრა ადექვატურია, როდესაც 

დასაშვებია ამ კრიტერიუმის უწყვეტი მონოტონური გარდაქმნები. 

არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ნებისმიერი ერთკრიტერიული ამოცანა ადვი- 

ლად წარმოიდგინება მაქსიმიზაციის ამოცანის სახით უპირატესობის ზრდის 
ერთი მიმართულების მოცემის გზით. ზოგიერთ შემთხვევაში ამისათვის საჭი- 

როა უპირატესობათა შესახებ უფრო სრულ. ინფორმაცია. თვალსაჩინოები- 
სათვის განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი (43), ვთქვათ, ჩ# არის შეკვეთის 

შესრულების დრო, ამასთან კრიტერიუმისათვის არასასურველია როგორც 

მითითებულ I“ ვადაზე გვიან, ასევე ვადაზე ადრე შეკვეთის შესრულება. ამ 

შემთხვევაში #,) სკალაზე გვაქვს უპირატესობის ზრდის ორი მიმართულება 

(იხ. ნახ. 1.23) და სხვადასხვა ნიშნის /|-/ გადახრების შესადარებლად აუ- 

ცილებელია დამატებითი ინფორმაცია. კერძოდ, თუ დადგენილია, რომ 

მხოლოდ ნიშნით განსხვავებული გადახრები ერთნაირი უპირატესობის 

მიხედვით, მაშინ საწყისი ამოცანა შეიძლება დავიყვანოთ ახალი |/, I | 
კრიტერიუმის მინიმიზაციის ამოცანაზე. 

უპირატესობის ზრდის უპირატესობის, ზრდის 

მიმართულება მიმართულება 
  წ /, 

  

  

1 

ნახ. 1.3 

მ. მრავალკრიტერიულ ამოცანებში უპირატესობის მიხედვით ერთმანეთს 

ადარებენ ვექტორულ შეფასებებს, ე“. #=Vის />... ჩი) ვექტორული კრიტე- 
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კრიტერიუმთა დამოუკიდებლობა უპირატესობის მიხედვით 

რიუმის მნიშვნელობებს. იუნებრივია რომ უპირატესობის მიხედვით ერთ- 

მანეთს შევადაროთ ის ვექტორული შეფასებები, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

განსხვავდებიან მხოლოდ ერთი კომპონენტით. ამიტომ, ინფორმაცია ერთი 

კერძო კრიტერიუმის მნიშვნელობის შეცვლის უპირატესობის შესახებ ყველა 

სხვა კრიტერიუმის ფიქსირებული მნიშვნელობისას ყველაზე უფრო ხელმი- 

საწვდომი და საიმედოა. ამიტომაც არის, რომ პირველ რიგში მისი მიღება 

და ამოცანის ანალიზისათვის გამოყენებაა მიზანშეწონილი. 

საზოგადოდ / კრიტერიუმის მნიშვნელობები უპირატესობის მიხედვით 

ერთმანეთს სხვადასხვაგვარად შეიძლება შეეფარდებოდნენ, იმისდა მიხედვით, 

თუ რომელი მნიშვნელობებია ფიქსირებული ყველა სხვა კრიტერიუმისათვის. 
სხვაგვარად რომ ვთქვათ, + და ! რიცხვებისათვის I,-დან, მაგალითად, შე- 

იძლება აღმოჩნდეს, რომ 0”, X»2..... XI-Iს) 5, XI+Iა+.- »#») შეფასება უპირატესია 

CI.2,.-.-, »-, § XI8+I-..· Xო)-ზე, თუმცა (წარ X2ს--+-I+5, XI+ს--» X>) ნაკლებად 

უპირატესია (XV X2,--"» XI-ს 4, XI+I»--- XI) -სთან შედარებით. მაშინ, თქმა იმისა, 

თუ #/, კრიტერიუმებიდან რომელია უპირატესი (/, ან /), დანარჩენი კრიტე- 

რიუმების მნიშვნელობების მითითების გარეშე, შეუძლებელია. 

# კრიტერიუმს, რომლისთვისაც ადგილი აქვს ზემოთ აღნიშნულ გარემო- 
ებას, უპირატესობის მიხედვით დანარჩენ კრიტერიუმებზე დამოკიდებულს 

უწოდებენ. მაგალითად, თუ /, და # ოთახის სიგრძე და სიგანეა, ხოლო # – 

ჭერის სიმაღლე, მაშინ მობინადრის თვალსაზრისით /# უპირატესობის მიხედ- 

ვით დამოკიდებულია L(ჩ)/2)-ზე. მოვიყვანოთ მეორე მაგალითი: /, (ოთახის 

ტემპერატურა) და ჩ (მისი ტენიანობა) კრიტერიუმებიდან თითოეული უპი- 
რატესობის მიხედვით ერთმანეთზეა დამოკიდებული (მხედველობაში გვაქვს 

კომფორტი ადამიანისათვის). 

უფრო ხშირად გვხვდება ისეთი კრიტერიუმები, რომელთა მნიშვნელობები 
შეიძლება დავალაგოთ უპირატესობის მიხედვით დანარჩენი კრიტერიუმების 

მნიშვნელობების განხილვის გარეშე. მაგალითად, ზემოთ მოყვანილი შემოსავ- 

ლის, ნარჩენებისა და სხვა კრიტერიუმები. ასეთ კრიტერიუმებს უწოდებენ 

უპირატესობის მიხედვით დანარჩენებისაგან დამოუკიდებელ კრიტერიუმებს 

(78). უფრო ზუსტად, # კრიტერიუმი უპირატესობის მიხედვით დამოუკიდე- 

ბელია დანარჩენი VI-I კრიტერიუმებისაგან, თუ ნებისმიერი ოთხი შეფასები- 

სათვის, რომლებსაც აქვთ სახე 

თ 272...X#-II 35, XIს... Xო), 0”, »,..., »VI08ჩ XVI+Iს-·· Xთ), 

(XI) X2,--»XI-წ XX)». (XII Xვ--ს X-XI XV) ს 
თანადობიდან 

CI, X2...·X-II 5, X+Iს---» X)/მ0V), X2.-- -, I-IV ჩ )I+Iს+--» Xთ) 
ყოველთვის გამომდინარეობს თანადობა 

(XV, X2ს--XI-ჯ+ 8 X-ს.» XV ) 9 (XI, X2»---, X–I,ჩ X)+--+ XV) · 
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ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

თუ # კრიტერიუმი დამოუკიდებელია უპირატესობის მიხედვით დანარჩენ 

კრიტერიუმთა სიმრავლისაგან, მაშინ X, სიმრავლეზე შეიძლება შემოვიღოთ 

არამკაცრი უპირატესობის /შ, თანადობა, ე.ი. ვიგულისხმოთ, რომ +/V/, როცა 

CI, 2 2)+-+-)/-1ა 5ა XI/+13:..ა Xი)#MC0/, 2... X»-ს I XIII... პი) 

რომელიმე ორი (ე.ი, ორი ნებისმიერი) ასეთი სახის შეფასებისათვის. ამის 

გარდა, # სიმრავლეზეც შეიძლება შემოვიღოთ არამკაცრი უპირატესობის 

Mთ თანადობა, თუ ვიგულისხმებთ, რომ: 1I"ც)', როცა 7, = XV, ყველა IX#I- 

თვის, და XIX. 

ამოცანებს, რომლებშიც ყველა კრიტერიუმი დამოუკიდებელია უპირაჯზე- 

სობის მიხედვით, ანუ, ყოველი კრიტერიუმი დამოუკიდებელია უპირატესობის 

მიხედვით ყველა დანარჩენი კრიტერიუმების სიმრავლისაგან, ხოლო ყოველი 

კრიტერიუმის მნიშვნელობათა სიმრავლეზე არამკაცრი უპირატესობის თანა- 

დობას წარმოადგენს > თანადობა ("არა ნაკლები"), ეწოდებათ მრავალკ- 

რიტერიული მაქსიმიზაციის ამოცანები. ასეთ ამოცანებში ყოველი კრიტერი- 

უმისათვის სასურველია გვქონდეს რაც შეიძლება დიდი მნიშვნელობა, ანუ, 

როგორც ამბობენ, სასურველია ყოველი კრიტერიუმის მაქსიმიზაცია. თუ 

ამოცანაშში სასურველია ყოველი კრიტერიუმის მინიმიზაცია, მაშინ მას 

ეწოდება მრავალკრიტერიული მინიმიზაციის ამოცანა. 
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ეფექტური, სუსტად ეღექტური ზეფასებები და ამონაზსნები 

1.4. ეფექტური, სუსტად ეფექტური 

ფეფასებშუი და ავმრონასსნებმ 

1. მრავალკრიტერიულ მაქსიმიზაციის ამოცანაში ორი ვექტორული შე- 

ფასებიდან, რომლებიც განსხვავდებიან მხოლოდ ერთი კომპონენტით, უპირა- 

ტესობა ენიჭება იმას, რომლისთვისაც ეს კომპონენტიც მეტია. მაგრამ რა 

შეიძლება ითქვას X» და )'' ვექტორულ შეფასებებზე, რომელთათვისაც სრულ- 

დება უტოლობები 
3) > X/, ;=1)2,...,I7 (1.2) 

თავდაპირველად განვისილოთ ინდივიდუალური გადაწყვეტილების მიღე- 
ბის მრავალკრიტერიული ამოცანის შემთხვევა. დავუშვათ, რომ მისაღები გა- 

დაწყვეტილების უპირატესობა აღიწერება არამკაცრი უპირატესობის /ზ თანა- 

დობით ” -ზე, ამასთან, ცნობილია, რომ იგი არა მარტო რეფლექსურია, 

არამედ ტრანზიტულიცაა (ე. ი. წარმოადგენს კვაზიდალაგებას). თუ ჩავთვ- 

ლით, რომ 1” =X, XX, X...X7 , მაშინ ვექტორული შეფასებებისათვის, მათი 
კომპონენტებისათვის თანადობის თანმიმდევრულად გამოყენებით, შეგვიძლია 

ჩავწეროთ: 
(#72. 7,092 X-ს X„პ, 

CV X2»-» X„)IXCXI, XI. 2737.» 

(07257 XIX, X2ა-» XV). 
ამ თანადობისა და I-ის ტრანზიტულობის საფუძველზე ვასკვნით, რომ 

სამართლიანია 1'M/', ე.ი. ვექტორული შეფასება X არანაკლებ მისაღებია, ვიდ–- 

რე X“ _ 

თუ შეუძლებელია იმის მტკიცება, რომ # ტრანზიტულია, ან თუ I არ 

წარმოადგენს 1, XIე X...XX,, პირდაპირ ნამრავლს, მაშინ შეუძლებელია ფორ- 

მალური გზით მივიდეთ ფორმულირებულ მტკიცებამდე. თუმცა, ნებისმიერ 

შემთხვევაში იგი იმდენად ბუნებრივია, რომ ინდივიდუალური გადაწყვეტილე- 
ბების მიღებისას შემოდის როგორც აქსიომა. ამ აქსიომის მიღება, რომელსაც 

ხშირად პარეტოს (ძლიერ) აქსიომას უწოდებენ, ნიშნავს შეფასებათა #7 სიმ- 

რავლეში არამკაცრი უპირატესობის თანადობის შემოტანას, რომელიც ემთ- 

ხვევა > (ნაწილობრივ) დალაგებას ვექტორებისათვის L” სივრციდან. 

არამკაცრი უპირატესობის > თანადობას შეესაბამება განურჩევლობის = 

თანადობა და მკაცრი უპირატესობის > თანადობა ( ”> »” ნიშნავს, რომ სა- 

მართლიანია (1.2) უტოლობები, ამასთან, ერთი მათგანი მაინც მკაცრია). 
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ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

2. ეხლა განვიხილოთ ჯგუფური გადაწყვეტილების მიღების მრავალკრი- 

ტერიული ამოცანა, როცა / წარმოადგენს (1,2,...,.1) ჯგუფში შემავალი I|- 

ური ინდივიდის ფასეულობის ფუნქციას, ასე რომ /,(X)> /,(X) ნიშნავს, 

რომ გადაწყვეტილება X არ არის X გადაწყვეტილებაზე უარესი I-ური ინდი- 

ვიდუმის თვალსაზრისით. ასეთ ამოცანაში ” შეფასებათა სიმრავლეზე გან- 

საზღვრულმპად “უპირატესობის თანადობზ “უნდა ასახოს "ჯგუფური 

თვალსაზრისი", რომელიც აგრეგირებას გაუწევს ინდივიდუალურ თანადობას. 

თუ )=X, ე.ი. #X) = #X), მაშინ X და X' გადაწყვეტილებათა ექვივალენტობის 

შესახებ დასკვნა შეიძლება გაკეთდეს მთელი ჯგუფისათვისაც. გასარკვევი 

დაგვრჩა საკითხი: თუ (1.2)-ში ერთი უტოლობა მაინც მკაცრია, შეგვიძლია 

თუ არა ჩავთვალოთ, რომ გადაწყვეტილება X უპირატესია X'-ზე? 

სამწუხაროდ, ყველა რეალურ სიტუაციაში ამ კითხვაზე დადებითი პა- 

სუხს ვერ გავცემთ. მართლაც, თუ (1.2)-ში მხოლოდ ერთი მკაცრი უტო- 

ლობაა, ეს ნიშნავს, რომ X უპირატესია X-ზე ჯგუფის მხოლოდ ერთი წევ- 

რისათვის, ხოლო ყველა დანარჩენისათვის ორივე გადაწყვეტილება ტოლფა- 

სია. მაგრამ ზოგიერთ სიტუაციაში შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ "ერთი ხმა" 

ძალიან ცოტაა, და მაშინ ჯგუფი მთლიანობაში ვალდებული არაა ნათვალოს, 

რომ X გააჩნია უპირატესობა X'-ზე. 

ისე ჩანს, რომ სხვადასხვა სიტუაციებში X» და X»' შეფასებათა შედარების 

შედეგი შეიძლება დამოკიდებული იყოს იმაზე, თუ რამდენი მკაცრი უტოლო- 
ბა სრულდება (1.2)-ში. მაგრამ ყველაზე სუსტი დაშვება მდგომარეობს იმა- 

ში, რომ X» მთელი ჯგუფისათვის უპირატესია »X' -თან შედარებით, თუ კი 

(1.2)-ში ყველა უტოლობა მკაცრია, ამ დაშვებას, რომელიც მიღებულია 

ჯგუფურ გადაწყვეტილებათა თითქმის ყველა ცნობილ მოდელში, (და რო- 
მელსაც პარეტოს "სუსტი" აქსიომა ეწოდება), # -სე შემოაქვს მკაცრი უპი- 
რატესობის თანადობა, რომელიც ემთხვევა L"-ის ვექტორებისათვის განსაზ- 

ღვრულ > თანადობას (უფრო ზუსტად, მის შეზღუდვას 4 -ზე): X>V' ჭეშმა–- 

რიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X»,> X,, MI=1,2,...,V. ამგვარად, 

ამოცანის სპეციფიკიდან გამომდინარე, მკაცრი უპირატესობის # თანადობა 

სხვადასხვაგვარად შეიძლება შემოვიღოთ, მაგრამ ის აუცილებლად მოიცავს 

> თანადობას. სხვადასხვაგვარი შეიძლება იყოს აგრეთვე არამკაცრი უპირა- 

ტესობისა და განურჩევლობის მიმართებები. ყველა ამ თანადობების გან- 

საზღვრის საკითხი საკმაოდ რთულია და ჯგუფურ გადაწყვეტილებათა თეო- 

რიის კვლევის საგანს წარმოადგენს (26, 28, 55, 61, 111). 

8. ამგვარად, მაქსიმიზაციის მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის ” 

სიმრავლეზე შემოტანილია არამკაცრი უპირატესობის > თანადობა, მკაცრი 
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უპირატესობის ორი > და > თანადობა და განურჩევლობის = თანადობა. 

ზოგადი განსაზღვრის თანახმად, »6CX# შეფასებას ეწოდება საუკეთესო 2 -ის 

მიმართ (X-ში), თუ ნებისმიერი XC” შეფასებისათვის სამართლიანია »>V. 

ვინაიდან > თანადობა წარმოადგენს (ნაწილობრივ) დალაგებას, შეიძლება 

არსებობდეს მხოლოდ ერთი ასეთი »#» წერტილი (ნახ. 1.4ა). 

2X:#« 

  

  

  
ნახ. I1.4ა 

ანალოგიურად, მინიმიზაციის ვექტორული ამოცანისათვის შეიძლება არ- 

სებობდეს ერთადერთი X#.C IX”, ისეთი რომ X»X2 7). ნებისმიერი X»7C 7 -თვის 

(ნახ. 1.4ბ). 

17 I;I 

  

  

    
0 XI 

ნახ. 1.4ბ 

#. თუ პრაქტიკულ მრავალკრიტერიულ ამოცანაში არსებობს უდიდესი 

> თანადობის მიმართ მიღწევადი » შეფასება, სწორედ იგი უნდა ჩაითვა– 
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ლოს ოპტიმალურად. სამწუხაროდ, ასეთი შემთხვევა რეალიზდება ძალზე 

იშვიათად: როგორც წესი, V შეფასება არ არსებობს (იხ. (651). ეს დაკავში- 

რებულია იმასთან, რომ > დალაგება არ არის სრული. მაგალითად, თუ 

), > X#., მაგრამ 7, >:4, მაშინ )' და X შეუსადარნი არიან => -ის თანადო- 

ბით. ამიტომ ამოცანის არსიდან გამომდინარე, გვიწევს გამოვიყენოთ შეფასე- 

ბები, რომლებიც მაქსიმალურნი არიან >-ისა და >-ის მიხედვით. 

X1CV შეფასებას ეწოდება მაქსიმალური X-ში >(>)-ის მიმართ, თუ არ 

არსებობს ისეთი )C 1 შეფასება, რომ X»> »? (/> »”).ასეთი შეფასებებისათ- 
ვის, ჩვეულებრივ, გამოიყენებ სპეციალური სახელწოდებები. შეფასებას, 

რომელიც მაქსიმალურია =>-ის მიმართ X–-ში, უწოდებენ ეფექტურს, ასევე 

ოპტიმალურს პარეტოს მიხედვით პარეტო-ოპტიმალურს, პარეტოს 
ოპტიმუმს. X-ის ყველა ასეთ შეფასებათა სიმრავლეს უწოდებენ ეფექტურს, 

ან პარეტოს სიმრავლეს და აღნიშნავენ #X7Iე-ით. 

შეფასებას, მაქსიმალურს >-ის მიმართ, უწოდებენ სუსტად ეფექტურს, 

ასევე სუსტად ოპტიმალურს პარეტოს აზრით, პარეტოს სუსტ ოპტიმუმს, 

ოპტიმალურს სლეიტერის აზრით. ყველა ასეთ შეფასებებათა სიმრავლეს X- 

დან ვუწოდებთ სუსტად ეფექტურს და აღვნიშნავთ +«5(10-ით. 

ვინაიდან X» > ) -დან გამომდინარეობს X»> », ამიტომ X-ის მიმართ ყო- 

ველი ეფექტური ვექტორული შეფასება სუსტად ეფექტურიცაა, ასე რომ 
#C) C 500. მართლაც, თუ »# არ არის სუსტად ეფექტური, მაშინ რაიმე 

XCX-თვის უნდა შესრულდეს X» > ”»” თანაფარდობა, ხოლო მასთან ერთად 

»>X”, ასე რომ X»” შეუძლებელია იყოს სუსტად ეფექტური. 
M)=2-თვის, მხატვრული გამოთქმა რომ ვიხმაროთ, #XIX) წარმოადგენს I 

სიმრავლის ჩრდილო-აღმოსავლეთ საზღვარს (იმ ნაწილების გარეშე, რომლე- 

ბიც ერთერთი საკოორდინატო ღერძის პარალელურია ან მდებარეობენ საკმა- 

ოდ ციცაბო და ღრმა ღრმულებში), ხოლო +«5(X) დამატებით შეიძლება მოI- 
ცავდეს საზღვრის ვერტიკალურ და ჰორიზონტალურ უბნებს. 

ნახ. 1.5-ზე MXX”) სიმრავლე (X-ის ეფექტური საზლვარი) წარმოქმნილია 

ხი, ძი მრუდებით (ძ და 6 წერტილების გარეშე) და #0-თი, ხოლო 45()) 

შედგება ორი ნაწილისაგან – იხიძ(6 (2-ს ჩათვლით) და #/00ძ. ამაში აღვი- 

ლად დავრწმუნდებით, თუ შევნიშნავთ, რომ წერტილები, რომლებიც =-ის 

აზრით »”-ზე უკეთესია, ავსებენ მართ კუთხეს, რომლის გვერდებიც კოორდი- 

ნატთა ღერძების პარალელურია, ხოლო წვეროს წარმოადგენს » წერტილი 

(თვითონ » წერტილი გამოირიცხება); >-ის აზრით X»-ზე უკეთესი წერტილე- 

ბი, შეადგენენ ამ კუთხის შიდა ნაწილს. 
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1,7 

ა) 
ნახ. 1.5 

5. >, >, > თანადობები, რომლებიც განსაზღვრულია შეფასებათა სიმ- 
რავლეზე, წარმოქმნიან აზრობრივად ანალოგიურ ლ -,> თანადობებს ამო– 

  

.
   

ნახსნთა სიმრავლეში. მაგალითად, X>X< #(0 > /თტ. > თანადობა, 

წარმოადგენს (ნაწილობრივ) კვაზიდალაგებას, ხოლო > და > მკაცრ 

(ნაწილობრივ) კვაზიდალაგებებს. შეგახსენებთ, რომ განურჩევლობის –-, 

თანადობა, რომელიც წარმოქმნილია = ტოლობის თანადობით, ექვივალენტო- 

ბას წარმოადგენს. 

> -ის მიმართ უდიდეს ამონახსნს შეესაბამება =-ის მიმართ უდიდესი 

შეფასება X-ზე. ამრიგად, > -ის მიმართ უდიდესი ამონახსნი მაქსიმუმალურ 

მნიშვნელობას ანიჭებს X-ზე თითოეულს /), #2... ო კრიტერიუმებიდან. ასე- 

თი ამონახსნები, როგორც უკვე აღნიშნული იყო, უეჭველად შეიძლება ჩაით- 

ვალოს ოპტიმალურად, მაგრამ ისინი პრაქტიკულად თითქმის არასდროს არ- 

სებობენ. 

ამონახსნს, რომელიც მაქსიმალურია > ის მიმართ ( > -ის მიმართ), შე- 

ესაბამება მაქსიმალური შეფასება >-ის მიმართ (>-ის მიმართ) X-ზე. ჩვეუ- 

ლებრივ, ამ ამონახსნთათვის, გამოიყენება სახელწოდებანი, რომლებიც შესა- 
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ბამისი შეფასებების დასახელებათა ანალოგიურია. შემდგომში გამოყენებული 

იქნება ტერმინები "ეფექტური", "სუსტად ეფექტური" და, აგრეთვე, "პარე- 
ტოს მიხედვით ოპტიმალური" და "პარეტოს მიხედვით სუსტად ეფექტური" 

ამონახსნები. 

ამრიგად, XXCX ამონახსნი ეფექტურია, თუ არ არსებობს ისეთი XCX 
ამონახსნი, რომ. X> X", ე-ი. რომლისათვისაც სრულდება #(X)> /(CX?) პი- 

რობა. XICX ამონახსნი სუსტად ეფექტურია, თუ არ არსებობს ისეთი X6CX 

ამონახსნი, რომ X>XI, ეი. რომლისათვისაც სრულდება #(X)> #/ (»X.) პი- 

რობა. ეფექტურ ამონახსნთა სიმრავლე აღნიშნული იქნება #/(X)-ით, ხოლო 

სუსტად ეფექტურ ამონახსნთა სიმრავლე – 5,/(X)-ით. ცხადია, #/(X) C 5#7X). 

აღვნიშნოთ, რომ ჩ/(X) სიმრავლის აგების ამოცანას (23, 80) შრომებში 

ეწოდება ვექტორული მაქსიმიზაციის ამოცანა. 

შენიშვნა 11 ეფექტური ამონახსნის ცნება კარგავს თავის აზრს, როდე- 
საც მოითხოვება რამოდენიმე საუკეთესო ამონახსნის შერჩევა. 

ნ. ზემოთ მოყვანილი გარეგანად მდგრადობის განმარტების თანახმად 

ეფექტურ შეფასებათა XX) სიმრავლეს (სუსტად ეფექტურ შეფასებათა §5(1) 

სიმრავლეს) ეწოდება გარეგანად მდგრადი, თუ ნებისმიერი X»C 7VსV#-XI)-სათვის 

(შესაბამისად XC XV V 5(#)-სათვის) მოიძებნება ისეთი X» C#X#) (შესაბამისად 
XC 5(-)), რომ ».>» (შესაბამისად X" > 7). ბუნებრივია, შესაძლებელია 
ვილაპარაკოთ ეფექტურ (სუსტად ეფექტურ) ამონახსნთა გარეგანად მდგრად 

სიმრავლეზე როგორც ამონახსნთა სიმრავლეზე, რომელსაც შეესაბამება 

ეფექტურ (სუსტად ეფექტურ) შეფასებათა გარეგანად მდგრადი სიმრავლე. 
აღვნიშნოთ, აგრეთვე, რომ უფრო მოსახერხებელია გამოვიყენოთ ეფექ- 

ტურ შეფასებათა სიმრავლის გარეგანად მდგრადობის რამდენადმე განსხვავე- 

ბული განსაზღვრება: #XI) სიმრავლე გარეგანად მდგრადია, თუ ნებისმიერი 

»X6 X#-სათვის მოიძებნება ისეთი X-CნC0), რომ »?> ». ადვილია დავინახოთ, 

რომ მოცემული განსაზღვრება ზემოთმოცემულის ექვივალენტურია. 

მართლაც, ვთქვათ, #XIX) გარეგანად მდგრადია განხილული პირველი გან- 

საზღვრების მიხედვით. ავიღოთ ნებისმიერი XC” შეფასება თუ XC/XX), 

მაშინ »”> » სამართლიანია »/ =/-სათვის. ხოლო თუ XCIXIX), მაშინ არსე- 

ბობს ისეთი » C/X7) შეფასება, რომ X»” > >, ასე რომ წ»"> » მართებულია. 

ვთქვათ ახლა პირიქით, #CI) გარეგანად მდგრადია მეორე განსაზღვრების აზ- 

რით. ავარჩიოთ ნებისმიერი XC XVVIX)) შეფასება. მისთვის მოიძებნება შეფასე- 
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ეფექტური, ხუსტად ეფექტური შეფახებები ღა ამონახსნები 

ბა X» CIX7”) ისეთი, რომ X»"> 7. მაგრამ, რადგან » არ არის ეფექტური, 

ხოლო »” ეფექტურია, ამიტომ »”# > XX. 

ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის თანახმად, კვაზიდალაგების ბირთვის არ- 

სებობის შესახებ სასრულ სიმრავლეზე, შეიძლება მტკიცება იმისა, რომ თუ 

”» სიმრავლე შედგება შეფასებათა სასრული რაოდენობისაგან, მაშინ ეფექ- 

ტურ და სუსტად ეფექტურ შეფასებათა და ამონახსნთა სიმრავლეები გარე- 

განად მდგრადია. თუ 7 უსასრულოა, მაშინ აღნიშნული სიმრავლეები შეიძ- 

ლება არ იყვნენ გარეგანად მდგრადები. მაგრამ ოპტიმიზაციის ამოცანებისათ- 

ვის ბუნებრივ დაშვებებში (X კომპაქტია, ხოლო ყველა /; ნახევრადუწყვეტია 

ზემოდან), ეს სიმრავლეები გარეგანად მდგრალღები აღმოჩნდებიან. 

მაბალითი 11 ვთქვათ, რომ X ერთეულოვანი კვადრატია, რომლიდანაც 

"ამოგლეჯილია" მარჯვენა ზედა წვერო (იხ. ნახ. 1.6). ამ X-სათვის /%)) 

სიმრავლე, ცხადია, ცარიელია, ხოლო 5()) წარმოქმნილია კვადრატის ზედა 

და მარჯვენა გვერდებით ((1,1) წერტილის გარეშე). 5(/) სიმრავლე 
გარეგანად მდგრადია: ყოველ X=07/|,X2:)C ” წერტილს, რომლისთვისაც X»;<1, 

+1 
X»<1, შეიძლება შევუსაბამოთ, მაგალითად, #=(7 XI) წერტილი, ამას- 

თან »2>/. 

  

  
?»" 

ნახ. 1.6 

ზემოთაღნიშნულთან დაკავშირებით ინტერესს იწვევს საკითხი იმის შესა- 

ხებ, თუ როდის არის #(/) სიმრავლის გარეგანად მდგრადობა §5(#) სიმრავ- 

ლის ანალოგიური თვისების ტოლფასი. ამ კითხვის პასუხს შეიცავს შემდე- 

გი დებულება. 
თეორემა 16 (39). თუ #X1) სიმრავლე გარეგანად მდგრადია, მაშინ 5(X)- 

იც გარეგანად მდგრადია იმ “შემთხვევაში როდესაც MC»)=(X»” CX | 

» > ») სიმრავლე ჩაკეტილია და შემოსაზღვრული ნებისმიერი XC 5(X)-სათ- 

– 
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ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცანები 

ვის, 5(/)-ის გარეგანი მდგრადობიდან გამომდინარეობს /X1)-ის გარეგანი 

მდგრადობა. 

7. ვთქვათ, # ნებისმიერი კვაზიდალაგებაა X სიმრავლეზე. # ვექტორული 

კრიტერიუმი, განსასღვრული X-ზე, წარმოქმნის #1 კვაზიდალაგებას, თუ > 

თანადობა ემთხვევა /#-ს რა “შემთხვევში არსებობსს ვექტორული 

კრიტერიუმი, რომელიც წარმოქმნის რაიმე კვაზიდალაგებას? როგორია ასე- 
თი კრიტერიუმის მინიმალური განზომილება? როგორ ავაგოთ იგი? ამ სა- 

კითხების შესწავლას აქვს არამარტო თეორიული მნიშვნელობა, არამედ 

პრაქტიკულიც. მაგალითად, დასახელებული კრიტერიუმის მითითება შეიძლე- 

ბა აღმოჩნდეს კვაზიდალაგების მოცემის ეკონომიური ხერხი. თუმცა, რადგან 

ჩამოთვლილი საკითხები მონოგრაფიის თემასთან პირდაპირი კავშირში არ 

იმყოფება, ჩვენ მათ არ განვიხილავთ. დაინტერესებულმა მკითხველმა შეიძ- 

ლება მიმართოს შესაბამის ლიტერატურას (29, 32, 66, 76, 81). 

8, მრავალკრიტერიულ ამოცანაში უპირატესობის თანადობის მოცემის 

ერთერთი ხერხი შემდეგში მდგომარეობს: ჩ” სივრცეში გამოიყოფა რაიმე C 
კონუსი (დომინირების კონუსი), და იგულისხმება, რომ »#9 CV, როდესაც 

X-X»CC. ცხადია, რომ C=ჩხ>» -თვის მიიღება > თანადობა, ხოლო C = #>» - 

თვის კი მიიღება > თანადობა. აქედან გამომდინარე, მაქსიმიზაციის მრავალ- 

კრიტერიული ამოცანა წარმოადგენს კონუსის მიხედვით ოპტიმიზაციის ამო- 

ცანის კერძო შემთხვევას (7, 134, 135). 

განვიხილოთ შემთხვვევა როდესაც C კონუსი პოლიედრალურია (მრა- 

ვალწახნაგაა): C=1%/C ჩ” | 8»>0,, | სადაც -8 არის IXII-განზომილებიანი 
რიცხვითი მატრიცა. ასეთი კონუსისათვის X-»CC ჩართვა ტოლფასია იმისა, 

რომ 8(XI-X»)2=0ყც,, ე.ი. 8» > 8» აქედან გამომდინარე, საწყისი ამოცანა / 

ვექტორული კრიტერიუმით რომელშიც უპირატესობანი განსაზღვრულია 

პოლიედრალური კონუსის საშუალებით, ახალი ვექტორული 

#9 =(ჩ I... )C8/ კრიტერიუმის განსაზღვრის შემდეგ, აღმოჩნდება 
"ჩვეულებრივი" მრავალკრიტერიული მაქსიმიზაციის ამოცანა (68, 136). 

9. (სუსტად) ეფექტური ამონახსნის განსაზღვრება "სტატიკურია" იმ 
თვალსაზრისით რომ ის დაფუძნებულია ამონახსნთა წყვილწყვილად შედა- 

რებაზე და არ არის დაკავშირებული საკითხთან: შესაძლებელია თუ არა 

"რბილი" გადასვლა ერთი ამონახსნიდან მეორეზე, უფრო უპირატესზე, 

"ინფინიტეზიმალურად" ("დადებითი სიჩქარით") გავზრდით რა თითეულ 

კრიტერიუმს. ზოგიერთ მოდელებში ასეთი გადასვლის განხორციელების შე- 
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ეფექტური, სუსტად ეფექტური შეფასებები და ამონახსნები 

საძლებლობა დიდ ინტერესს წარმოადგენს. ასეთ მაგალითს წარმოადგენს 

პირდაპირი გაცვლის მოდელი, რომელშიც ყოველი მომხმარებელი მონაწილე- 

ობს გაცვლაში, ისწრაფვის რა თავისათვის უდიდესი სარგებლიანობის მქონე 

საქონლის ერთობლიობის შეგროეებას, ე.ი. ფორმალურად - მაქსიმიზაცია გა- 

უკეთოს თავის ღირებულების ფუნქციას. ამ სახის მოდელებს ჯერ კიდევ 
XIX-ე საუკუნეში ფ. ეჯვორტი და ვ. პარეტო განიხილავდნენ. გაცვლის მო- 

დღელში ეფექტური არის მდგომარეობა (მომხმარებელთა შორის საქონლის 

განაწილება), რომელიც არ შეიძლება გაუმჯობესებულ იქნეს საქონლის 

კვლავგადანაწილების გზით არც ერთი მონაწილისათვის, ზოგიერთ სხვა მო- 

ნაწილეთა "ინტერესების შებლალვის" გარეშე. ამგვარად, პარეტოს მიხედვით 
ოპტიმალობა ასახავს ეკონომიკური წონასწორობის იდეას: თუ მდგომარეობა 

არ არის ეფექტური, მაშინ ხორციელდება ვაჭრობა, რომელიც მიგვიყვანს 

ეფექტურ მდგომარეობამდე. 
თუ გაცვლის პროცესს განვიხილავთ როგორც წვრილ გარიგებათა მიმ- 

დევრობას, რომელიც ხელსაყრელია ყველა მონაწილისათვის, მაშინ იგი 

ფორმალიზებულად შეიძლება ავღწეროთ გლუვი მრუდით, რომლის გასწვრივ 

მოძრაობისას ყველა კრიტერიუმი ინფინიტიზიმალურად იზრდება. მაშინ 

შეიძლება გამოვყოთ ის მდგომარეობები, რომელთაგანაც არ გამოდის ასეთი 

ტიპის არცერთი გლუვი მრუდი. ასეთ მდგომარეობებს ს. სმეილმა პარეტოს 

კრიტიკული წერტილები უწოდა ცხადია რომ ასეთი წერტილების 
ერთობლიობა (პარეტოს კრიტიკული სიმრავლე) შეიცავს სუსტად ეფექტური 
წერტილების მთელ სიმრავლეს, მაგრამ ზოგად შემთხვევაში ამ უკანასკ- 

ნელზე ფართოა (პარეტოს კრიტიკული წერტილის განსაზღვრის "ლოკა- 

ლური ხასიათის" გამო). მაგალითად, 1.5 სურათზე პარეტოს კრიტიკულ 

წერტილთა სიმრავლეში, ყველა სუსტად ეფექტურის გარდა, შევა ისეთი 

ამონახსნებიც, რომელთა შეფასებები ძევს საზლვრის მონაკვეთზე. 

პარეტოს კრიტიკული წერტილის ცნება გლუვი ფუნქციის სტაციონარუ- 
ლი (კრიტიკული) წერტილის ცნების განზოგადებას წარმოადგენს (ე.ი. წერ- 
ტილისა, რომელშიც მისი გრადიენტი ნულად გადაიქცევა). პარეტოს აზრით 

ოპტიმალობის უფრო დაწვრილებითი განხილვა, აღწერილი "დინამიკური" 
მიდგომის საფუძველზე მონოგრაფიის ფარგლებს სცილდება; დაინტერესებულ 

მკითხველს შეუძლია მიმართოს ს. სმეილის შრომებს (54, 112). 

10. ეფექტური და სუსტად ეფექტური შეფასებების სიმრავლეები გამო- 
ყოფილი იქნა X-დან უპირატესობის დამოკიდებულების ზოგიერთ მარტივ 

დამახასიათებელ თვისებათა საფუძველზე. მაგრამ ეს სიმრავლეები მიზანშე- 

წონილია განვიხილოთ უფრო ზოგად სიტუაციაშიც, როდესაც დაშვებულია 

უპირატესობის აღწერა ამორჩევის C ფუნქციით, რომელიც განსაზღვრულია 
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» სიმრავლის საკმაოდ «ფართო» V”–” ქვესიმრავლეების ერთობლიობაზე 

(ცხადია, XC VI). 

ჩვენს მიერ განხილულ შემთხვევაში მრავალკრიტერიული მაქსიმიზაციის 

ამოცანას განისახღვრებ “შემდეგი პირობით თუ XC2 XX” C2 2CVV, 

შეფასებები ისეთებია, რომ », > » და X»/ = V, ყველა დანარჩენი 7-1 ცალი 

IC M-თვის, მაშინ » დ C(2). 

პარეტოს აქსიომა ძლიერ (სუსტ) ვარიანტში შემდეგნაირად ფორმულირ- 

დება: თუ XC, შეფასებისათვის (26 V/) 2 სიმრავლეში მოიძებნება »” შეფა- 

სება ისეთი, რომ Xჯ;> X», ყველა IC M-თვის, სადაც ერთი უტოლობა მაინც 

მკაცრია ( X; > X/ ყველა IC M-თვის), მაშინ »/“ C(2). 

ეს აქსიომა, რომლიდანაც გამომდინარეობს, რომ CC) C #”C»”) (შესაბამი- 

სად C(X) C 5(/)) ხშირად გამოიყენება ამორჩევის ფუნქციების საშუალებით 

უპირატესობათა აღწერისას (26, 551). 
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1.5. ბიბლიოგრაფიული მონაცემები 

მრავპვალკპკრიტერიული ოპტიმიჭაციის 

თეორიიდან 

მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიის ფუძემდებლური იდეები ჩამოყალი- 
ბებულია მონოგრაფიებში (9, 44, 89). ვექტორული ოპტიმიზაციის პრობლემატიკა 
სასრულგანზომილებიან სივრცეებში ფართოდაა გამოკვლეული და მისი ძირითადი შე- 

დეგები მოყვანილია სხვადასხვა მონოგრაფიებში, კერძოდ, (39, 82, 108, 113)-ში. ამ 

შრომებში მოყვანილია მრავალკრიტერიული ამოცანის ამოსახსის მრავალი ალგორით- 

მი და პროცედურა. დაინტერესებულმა მკითხველმა აქვე შეიძლება მონახოს მრავალი 

ბიბლიოგრაფიული მითითება ვექტორული ოპტიმიზაციის სხვადასხვა თანამედროვე 

ასპექტებზე. სტატიკური მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის პრობლემების შესწავ- 
ლას ეძღვნება (1011. ვექტორული ამოცანების სხვადასხვა კლასიფიკაცია მოყვანილია 

(24, 82, 113) შრომებში. 
უფრო მოგვიანებით წარმოიშვა მრავალკრიტერიულ ამოცანათა ისეთი კლასები, 

რომლებშიც ვექტორულ მიზნობრივ ფუნქციათა და ალტერნატივათა სიმრავლის 

სტრუქტურის მიმართ სპეციალური მოთხოვნები იქნა წამოყენებული (იხ. (13, 1391). 

კრებადი მრავალკრიტერიული ამოცანების მიმართ სპეციფიკური მიდგომა შემოთავა- 
ზებულია ნაშრომში (100), რომელიც უფრო მოგვიანებით ორი პირის ანტაგონის- 

ტურ თამაშებზე განზოგადდა (98)-ში. საინტერესო შედეგები იქნა მიღებული მონო- 
გრაფია (135)-ში რომელიც ეხება მრავალკრიტერიული ამოცანების ამონახსნთა 
სხვადასხვა კლასების სტრუქტურის შესწავლას და კვლევას. რიგი საკითხებისა, 

რომლებიც დაკავშირებულია მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებისთვის 
ამონახსნთა სიმრავლეთა აგებასთან, განხილულია შრომებში II14, 16, 19, 20, 22, 

91, 93). ზოგად დომინანტური კონუსის შემთხვევაზე განზოგადოებული კონუსური 

ეკსტრემალური წერტილების ზოგიერთი თვისება გამოკვლეულია (117, 1341-ში, 
ამასთან (116, 1181)-ში დამტკიცებულია თეორემები ვექტორული ოპტიმიზაციის ამოცა- 

ნებისათვის მინიმაქსებისა და უნაგირა წერტილების შესახებ. მართვის ზოგიერთი 

ვექტორული ამოცანა გამოკვლეულია (63)-ში„ ხოლო ნაწილობრივ დალაგებულ 
სივრცეებში ვექტორული აპროქსიმაციის ამოცანები ვრცლად განხილულია (27, 77, 
114)-ში. მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის სტოქასტური ამოცანები საკმაოდ ფარ- 
თოდ და ღრმადაა განხილული (721-ში. 

ამასთან ერთად, ბოლო ხანს მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიაში ამო- 

ცანების ახალი კლასები შეისწავლება. ეს ამოცანები რეალური პრაქტიკიდან გამიმ- 

დინარეობენ. აქ შეგვიძლია ავღნიშნოთ: მრავალკრიტერიული არასაკუთრივი ამოცანე- 

ბი, რომლებიც პირველად გამოკვლეულია იქნა (49, 96, 971-ში, მრავალკრიტერიუ- 
ლი ამოცანები განუზღვრელობის გათვალისწინებით (13, 17), მრავალკრიტერიული 
ამოცანები არასრული ინფორმაციის პირობებში (12) და მრავალი სხვა. 

როგორც აღვნიშნეთ, ამჟამად ერთ-ერთ პრიორიტეტულ მიმართულებას მრვალ- 

კრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორიაში წარმოადგენს ამოცანები განუზღვრელობის 
გათვალისწინებით. ეს ისეთ ამოცანათა კლასია, რომელშიც სისტემის შესაბამის მო- 

დელში გათვალისწინებულია გარე ფაქტორების ზეგავლენა. სისტემაზე ამ ზეგავლე- 
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ნას ახდენს ბუნების რაიმე შეშფოთებები, ცდომილებები და სხვა მოქმედი ფაქტორე- 
ბი. ამ განუზღვრელი ფაქტორების შესახებ არავითარი სტატისტიკური (ალბათური) 

ხასიათის ინფორმაცია არაა მოცემული ღა განუზღვრელ ფაქტორების შესახებ მხო- 

ლოდ მათი დიაპაზონების არეა ცნობილი. ამასთან დაკავშირებით, ვექტორული მაქსი- 

მინის არსებობის საკმარისი პირობები ღრმადაა შესწავლი (90, 107, 138)-ში. უფრო 

ზოგად, ნაწილობრივ დალაგებულ სივრცეებში, განუზღვრელობის პირობებში მრავალ- 
კრიტერიული ამოცანების კონუსურად ოპტიმალური წერტილების თვისებები გამოკ- 
ვლეულია (1221-ში. 

შევნიშნავთ, რომ მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის თეორია მჭიდროდაა დაკავ- 

შირებული და გადაჯაჭვული კლასიკურ თამაშთა თეორიასთან. ამ თეორიების ზოგი- 
ერთი კავშირი გამოკვლეულია (|1301)-ში. რიგი მოსაზღვრე საკითხების შესწავლას 
ეძღვნება (62, 127) შრომები, თამაშთა თეორიაზე დაყრდნობით მრავალკრიტერიული 

პრობლემები ნაწილობრიგ დალაგებულ სივრცეებში გამოკვლეულია (83)-ში. აქვე 
აღვნიშნავთ, რომ თვით მრავალკრიტერიულ თამაშთა თეორია დღეს მეცნიერების 

ერთ-ერთი უთანამედროვესი მიმართულებაა. მისი ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი პრობლე- 

მა, კერძოდ, ანტაგონისტური მრავალკრიტერიული თამაშების უნაგირა წერტილებთან 
დაკავშირებით შეისწავლება (15, 471-ში. 

სტატიკური ვექტორული ამოცანების კვლევამ განუზღვრელობის გათვალისწინე- 
ბით საფუძველი ჩაუყარა მრაგალკრიტერიული დინამიკური ამოცანების შესწავკლას 

განუზღვრელობის პირობებში, რომლის ფუნდამენტური კონცეფციაც მკაფიოდაა ჩამო- 
ყალიბებული რიგ მონაგრაფიებში (იხ., მაგალითად, (21, 139)). 

სხვადასხვა სახის მრავალკრიტერიული ამოცანების ამონახსნთა სიმრავლეების 

დადგენისათვის გამოიყენება ეფექტური მეთოდები. მაგრამ, ხშირ შემთხვევებში, შესა– 

ბამისი პროცედურები შრომატევადია. ამასთან, ხშირად გადაწყვეტილების მიმღებ 

პირს აინტერესებს მიიღოს არა ზუსტ ამონახსნთა სიმრავლე, არამედ მისი გარკვეუ- 
ლი თვალსაზრისით მიახლოება. ამისათვის შეისწავლება ე.თწ. ზღვრული ამოცანები. 

ამასთან დაკავშირებით, კრებადი მრავალკრიტერიული ამოცანები, როგორც კლასიკუ- 

რი შემთხვევისათვის, ასევე განუზღვრელობის გათვალისწინებით, შესწავლილია (50- 

53, 100, 102-104)-ში. ეს შედეგები, აგრეთვე, განზოგადებულია დინამიკურ ამოცანე- 

ბსეც (95, 99, 124, 125), 

მრავალკრიტერიული ამოცანების ერთ-ერთი გამოყენება V წერტილის მიახლოე- 
ბის ამოცანებისათვის გამოკვლეულია (56, 1261-ში. 
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თავი 2 

დუალობა პლასიპური 

მრავალპრიტერიული ოპტიმიჭაციის 

აქოცანებში 

ამ თავში განიხილება ზოგაღთეორიული საკითხები ვე- 
ქტორული ფუნქციების უნაგირა წერტილების, მაქსიმინების» 
და მინიმაქსების შესახებ. შემოდის დუალური მრავალკრიტე- 
რიული ოპტიმიზაციის ამოცანების ზოგადი კონსტრუქცია 
რიგი ევკლიდური კრიტერიული სივრცეებისათვის ცნობილი 
ფაქტი ნებისმიერი სტრუქტურის მქონე დალაგებული ტო- 
პოლოგიური სივრცისათვისაა განზოგადოებული. ყველა ფაქტი 
ევკლიდური სივრცისათვის მოყვანილია დამტკიცების გარეშე. 
დაინტერესებულ მკითხველს ეს მასალა შეუძლია მოიძიოს 
მონოგრაფია (391-ში. 

2.1. პექტორული ფუნქციების 

უნაგირა წყვილები 

დუალობის საკითხები მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებისათ- 

ვის გაცილებით რთულია, ვიდრე ანალოგიური საკითხები ერთკრიტერიული 

ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის. ეს იმითაა გამოწვეული, რომ ჩვეულებრივი 

ოპტიმიზაციის თეორიის დუალობისაგან განსხვავებით (6), სადაც დუალობა 

დაკავშირებულია ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე წრფივად დალაგებული სიმრავ- 
ლის მაქსიმალური და მინიმალური ელემენტების დამთხვევასთან, დუალობის 

ცნება მრავალკრიტერიულ ოპტიმიზაციაში დაფუძნებულია ნაწილობრივ და- 

ლაგებულ სიმრავლეებში მაქსიმალური და მინიმალური ელემენტების ცნებებ- 
ზე. გადასვლა ღერძზე წრფივად დალაგებული სიმრავლეებიდან სიმრავლეებ- 
ზე ევკლიდეს სივრცეში, დუალობის შესწავლისას, არ არის ტრივიალური. 

უხეშად რომ ვთქვათ, სკალარულ შემთხვევაში, იმისათვის, რომ მივიღოთ 

პირდაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნთა დამთხვევა, საკმარისია 

დავრწმუნდეთ, რომ არ არსებობს "წყვეტა" პირდაპირი და დუალური ამოცა- 
ნების ამონახსნთა სახეებს შორის. თუ ასეთი წყვეტა არ არის, მაშინ აღნიშ- 

ნული სახეთა სიმრავლეები "შეწებდებიან" წერტილში, რომელიც ერთდროუ- 
ლად იძლევა პირდაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნებს. მრავალკრი- 

ტერიულ შემთხვევაში ეს "შეწებება" პირდაპირი და დუალური სიმრავლეები- 
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დუალობა კლასიკური მ2რავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებში 

სა საკმარისი არ არის; ღუალური კონსტრუქცია ისეთი უნლა იყოს, რომ 

პირდაპირი და დუალური სიმრავლეები "შეწებდეს" თავიანთი მაქსიმალური 

და მინიმალური ელემენტების სიზუსტით. 

არსებული პუბლიკაციები, მიძღვნილი მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაცი- 

ის დუალობისადმი, პირობითად შეიძლება დავყოთ ორ ჯგუფად. შრომათა 

პირველ ჯგუფში |30, 69, 73-75, 79, 87, 110, 121) დუალობა, ასე თუ ისე, 

დაკავშირებულია ლაგრანჟის ტიპის ფუნქციებთან. შრომათა მეორე ჯგუფში 

L7L 120, 1371 დუალობა შეისწავლება შეუღლებული ფუნქციების აპარატის 
გამოყენებით და აქ მიღებული შედეგები წარმოადგენს ფენხელის დუალობის 

თეორიის შემდგომ განზოგადებას, რომ არ შევეხოთ მეორე მიმართულების 

შრომებს, ამ თავში შემოთავაზებული, დუალობის ისეთი კონსტრუქცია, 

რობპბლის ჩარჩოებშიც ჯდება შრომათა პირველი ჯგუფის მიდგომა. ძირითა- 

დაღ, აქ მოყვანილი მასალა ეყრდნობა პუბლიკაციებს (30, 37, 39). 

მათემატიკურ დაპროგრამებაში დუალობის კლასიკური თეორია ფართოდ 

იყენებს რიცხვითი ფუნქციების უნაგირა წყვილების, მაქსიმინებისა და მინი- 

მაქსების ცნებებს. ამ პარაგრაფში ანალოგიური ცნებები, რომლებიც აუცილე- 

ბელია მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის დუალობის თეორიის განვითარე- 

ბისათვის, შემოდას ვექტორული ფუნქციებისათვის. 

1. ვთქვათ, X და X ორი, ნებისმიერი ბუნების მქონე, არაცარიელი სიმ- 
რავლეა, 2 ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე, რომელიც დალაგებულია 

C ამოზნექილი, ჩაკეტილი, სხეულოვანი და შვერილოვანი (C(ა--C=(0)) კო- 

ნუსის საშუალებით, ხოლო #:XXI-–327 მოცემული ასახვაა. ყველა აღნიშნუ- 

ლი დაშვება გამოყენებული იქნება მხოლოდ ამ პარაგრაფის ბოლომდე. 

განსაზღვრის სახით მივიღოთ, რომ თუ 7), 7:62, მაშინ: 

2,222 <2 2, – 2: C C; 

2) # 7ე «<3 2 – 2: C CMV(0) ; 

2 > 2ე C3 2, – 2:61იLC ; 

2) X შე -2 7, – 2:16 101C ; 

2 > 2 (>: ჯ7. 
განსაზღვრა 21 (»?/)CXXV ვექტორს ეწოდება M(X,») ვექტორ-ფუნქცი- 

ის ძლიერი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება შემდეგი პირობა: 

#(%უ") < CI", 7") < XCX',»), VXC X, VC X. (2.1) 

განსაზღვრა 22. (9, )6XXV ვექტორს ეწოდება M(X,/) ვექტორ-ფუნქცი- 
ის ძლიერი-სუსტი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება შემდეგი პირობა: 
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გმექტორული ფუნქციების უნაგირა წყვილები 

M(CX?) < XCX, 79) < X(CX?, 7»), %VX6C XI, V»C #, (2.2) 

განსაზღვრა 23, (+) )CXXV ვექტორს ეწოდება M(X,») ვექტორ-ფუნქცი- 
ის სუსტი-ძლიერი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება შემდეგი პირობა: 

M(იV7ბ)< M(X9, 7?) < X(C»”,»), VXC X, V/C I. (2.3) 

განსაზღვრა 24. (Xმ?/)CXXX ვექტორს ეწოდება X(X,/) ვექტორ-ფუნქცი- 
ის სუსტი უნაგირა წყვილი, თუ სრულდება შემდეგი პირობა: 

MC: V/") < MCჯ9, უზ) < X(CX”,»), VXC X,VV6C X, (2.4) 

თანახმად > და > თანადობების განსაზღვრისა, M#M(X»”)< M(X9?,X»") 
პირობის შესრულება ყველა XCX-თვის ნიშნავს იმას, რომ 

XC, »") > M(CX ».) თანაფარდობა არ სრულდება არცერთი X6CX-თვის. ანა- 

ლოგიურად, #C9, ბ) < X(X9,») პირობის შესრულება ყველა X”6C7-თვის 

ნიშნავს, რომ პირობა M(X”,»") > M(X",») არ სრულდება არცერთი XC V- 
თვის. 

ცხადია, რომ ნებისმიერი ძლიერი უნაგირა წყვილი უნაგირაა (2.2)-(2.4)- 

ის აზრითაც, და ყოველი ნახევრადძლიერი (ძლიერი-სუსტი და სუსტი- 

ძლიერი) უნაგირა წყვილი, ასევე, სუსტ წყვილს წარმოადგენს. თუ ჩვენ 

განვიხილავთ 27 სივრცის სახით ჩვეულებრივ ჯ" სივრცეს სტანდარტული 

დალაგებით (C კონუსი არაუარყოფითი ორტანტია), მაშინ ძლიერი უნაგირა 

წყვილი ეს არის ჩვეულებრივი უნაგირა წერტილი # ვექტორ-ფუნქციის 

ყველა კომპონენტისათვის ერთდროულად: (2.) სამართლიანია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ როდესაკც ვოველი 1=1,2,...,I-სათვის სრულდება 

M,(X, 7) < M,(X»",»") < M,(X”,7) უტოლობები ყველა XCX, X6 V-სათვის. 
ამასთან დაკავშირებით, ცხადია, რომ ძლიერი უნაგირა წერტილები საკმაოდ 

იშვიათად არსებობენ. 

განსახილველად შემოვიტანოთ შემდეგი ოთხი სიმრავლე: 

0' =L I( |6< 2 |9<MC.»)) 
XX) 

0' =L I( )657 | >2XC.»)) 
XX” აX 

M' =L I( |6C 7 | ჩ< MC.) 
IX6X )CV 

M?=| I( |ჩC 7 |M> MC-») 
7 XX 
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ღღალობა კლასიკური მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებში 

ამ სიმრავლეებს თამაშთა თეორიის ტერმინოლოგიაში აქვთ ბუნებრივი 

ინტერპრეტაცია, თუ # აღნიშნავს მოგების ვექტორულ ფუნქციას, ხოლო Xჯ 

ღა I, შესაბამისად, პირველი და მეორე მოთამაშის სტრატეგიების სიმრავ- 

ლეს. (პირველი მოთამაშე ესწრაფვის მოგების ფუნქციის "მაქსიმიზაციას"). 

ამ შემთხვევაში 0' არის იმ მოგებათა სიმრავლე, რომლებიც პირველ მოთა- 

მაშეს შეუძლია თავისთვის უზრუნველყოს (მოკლედ, მისი გარანტირებული 

მოგებები), ხოლო M' არის იმ მოგებების სიმრავლე, რომელთა გაუარესების 

შესაძლებლობაც მას შეუძლია არ მისცეს მეორე მოთამაშეს ("დაცული" მო- 

გებები). ანალოგიური აზრი გააჩნია 0” ღა ს სიმრავლეებს მეორე მოთამაში- 

სათვის. 

შემოტანილ სიმრავლეთა განსასღვრებებიდან უშუალოდ შეიძლება დავრ- 

წმუნდეთ, რომ სამართლიანია (0' C MI! და 0? C MM? ჩართვები, რომლებსაც, 
ასევე, გააჩნიათ ცხაღი თეორიული სათამაშო აზრი. 

მართლაც, ვაჩვენოთ, რომ სრულდება ლ' C MI! ჩართვა. დავუშვათ, რომ 

იეC 0). მაშინ არსებობს ისეთი XICX ელემენტი, რომ X(X»',») – ძCC, VXC 7. 
მეორე მხრივ, C (ი (–<CV(0))=თ. ამიტომ #CXI,») – ძ C –CV0), VXC7#, ე.ი. 0 
– MCXI,»)C CV0), V»C 7. აქედან გამომდინარეობს: 0 X# #(X',X»), VXC X. მაშინ 

9C| |0C2 |ი» XCI.)1C(L |( |§C2 |92 CI ,;))=M'. უკანასკნე- 
ჯი” X%X #VIM 

ლიდან გამომდინარეობს, რომ 0! C MI. 

01C #M ჩართვის სამართლიანობა მტკიცდება ზუსტად ანალოგიურად. 

თეორქმა 21 სამართლიანია შემდეგი ჩართვები: 

0? – 0 C C; (2.5) 
(0! – I/”) ო (C V0)) = C; (2.6) 
(MI – 0?) რ (CC V«01)) = C. (2.7) 

დამტპიცება. „დავამტკიცოთ · (2. 5) ჩართვის სამართლიანობა. დავუშვათ, 

რომ #4 10! და ძ ?C 0“. მაშინ ძ” –ძ 'Cე0“–0!. ძ ?2C 0; პირობიდან გამომდინარე? 

ობს ისეთი X» CX ელემენტის არსებობა, რომ #0”-M(XX»)CC, VXCX. 2'C0' 

პირობიდან გამომდინარეობს „ისეთი XCX ელემენტის არსებობა, რომ MC IX) 

– 9!CC, VXCI. კერძოდ, XX და X=» სათვის ვღებულობთ: 

ე'-MCXX)6C C, 
MC») – ი'C C. 

C კონუსის ამოზნექილობის გამო C+CCC, , მიტომ (ი? – MC ,))+(MC ,»)– 

–90)CC აქედან კი ვღებულობთ იძ? -ი' C C, საიდანაც გამომდინარეობს 

(2.5).



ვექტორული ფუნქციების უნაგირა წყვილები 

ახლა დავრწმუნდეთ (2.6) ჩართვის ჭეშმარიტებაში. დავუშვათ წინააღმ- 

დეგი. მაშინ მოიძებნება 06 0! და MC ჩI ელემენტები, ისე რომ 

ი-Mს6C CV0). (2.8) 

ძC 0! პირობიდან გამომდინარეობს ისეთი X CX ელემენტის არსებობა, რომ 
MC) – ძ6 C, V»7C #. ჩC 9” პირობიდან გამომდინარეობს ისეთი X C X/ ელემენ- 
ტის არსებობა, რომ M(>,! )>7I, VXC X, ანუ M(X)!) –- MC C V01), VXCX. კერ- 

ძოდ, X=X” და )=) -სათვის ვღებულობთ: 
#თ »)-49ძ6 C, (2.9) 
MC) ) – MC CV0). (2.10) 

ცსაღია, C V(0)ამოზნექილი კონუსია, ამიტომ: C+(C V(0)) C CV0). (2.8) და 
(2.9) ჩართვიდან ვასკვნით: 

(ძ–#M) + MCC ,/ ) – ძ6 (CV0)) + C CC VX0). 
აქედან გამომდინარე 

XC I) – ჩC CV0). (2.11) 
(2.11) ჩართვა ეწინააღმდეგება (2.10)-ს. აქედან გამომდინარე (2.6) სამართ- 

ლიანია. 

დაბოლოს დავამტკიცოთ (2.7) ჩართვის ჭეშმარიტება. დავუშვათ წინააღმ- 

დეგი. მაშინ მოიძებნება #C/I' და ძC 0” ელემენტები, ისე რომ 

M-49C CM0). (2.12) 

ჩCM' პირობიდან გამომდინარეობს ისეთი X CX ელემენტის არსებობა, რომ 
MX MC> ,»), V XC V, ანუ #–M(X/) « C V0), VX6 X. 96 C? პირობიდან გამომდი- 
ნარეობს ისეთი ”/ C 7 ელემენტის არსებობა, რომ 4–-M(X) CC, VXCX. კერ- 
ძოდ, X=X და 3)=V –სათვის ვღებულობთ: 

ი -–XVX»)CC, (2.13) 
ჩ – MX) დ CM0). (2.14) 

როგორც ზემოთ უკვე აღვნიშნეთ, C+(CVL0)) C C V(0). ამიტომ (2.12) და 

(2.13) ჩართვიდან ვღებულობთ: 

თ -–ძ)+ძ–XCთ ») 6 (CM0))+CCCV0). 
აქედან გამომდინარე 

ს – MX 7») C CV0). (2.15) 
(2.15) ჩართვა ეწინააღმდეგება (2.14)-ს. აქედან გამომდინარე (2.7) სამართ–- 

ლიანია და თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. 

თუ ჩვენ კვლავ განვიხილავთ 27 სივრცის სახით ჩვეულებრივ #” სივრ- 

ცეს სტანდარტული დალაგებით (C კონუსი არაუარყოფითი ორტანტია), 

მაშინ თეორემა 2.1 გვიჩვენებს, როშ მაქსიმინის (მინიმაქსის) ანალოგი არის 

0' და MI სიმრავლეების წყვილი (შესაბამისად (1? და MI), ხოლო უტოლო- 
ბას (M:=1) 
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1II2X I01ი I CX, >») <. III ი12X M (XI) 
ჯV XI” = აCV” IC» 

შეესაბამება ამ სიმრავლეთა (2.5)-(2.7) თვისებები. 

2. უმარტივესი მაგალითები გვიჩვენებენ, რომ (XV) და (X",») წყვილე- 

ბი, რომლებიც წარმოადგენენ უნაგირა წყვილებს (2.2), (2.3) ან (2.4)-ის 

აზრით, შეიძლება იყვნენ არასადარი (ეი. არ არის სამართლიანი არც 

MC») > MCX IX»), დღა არც # (XX) < # (+, »”) უტოლობები), ან დომი- 

ნირებღეს ერთი მეორეზე (მაგალითად, #CXV)') > MCX”,»1) ), ხოლო (X"") 

და (X"») წყვილები შეიძლება არც იყვნენ უნაგირა. თუმცა, ქვემოთ მოყვანი- 

ლი მტკიცების თანახმად ძლიერი უნაგირა წყვილის არსებობა არსებით შეს- 

ღუღვებს ადებს ნახევრადძლიერ უნაგირა წყვილების სტრუქტურას. 

ვთქვათ, რომ VV” (შესაბამისად VI" ”, V ', V ”) – ძლიერი (შესაბამისად, 

ძლიერი-სუსტი„ სუსტი-ძლიერი სუსტი, დანარჩენი სამი ტიპისათვის) 

უნაგირა წყვილების სიმრავლეა, ხოლო IV, და VM-”, (MM) – (2.2) და 

(2.23) (2.4) ტიპის) სიმრავლეთა წყვილებია, რომლებიც არ არიან ძლიერი 

(ნახეგრადძლიერი). სამართლიანია 

თეორემა 22. თუ VV” # C, მაშინ ადგილი აქეს შემდეგ წარმოდგენებს: 

V” =X XI, M.”წ=X'XX#”, V.” =X"XI', 

(იმ შემთხვევაში როდესაც Vეა”=C ან VMი-” =0C, მაშინ XV” =C ან 

X"=C). ამასთან, ყველა ძლიერი უნაგირა წყვილი ექვივალენტურია, ხოლო 

ყოველი სუსტი უნაგირა წყვილი ან ძლიერის ექვავალენტურია, ან არაშედა- 

რებადია მასთან. 

აქვე გავიხსენებთ, რომ (X,») და (X"») წყვილები ექვვალენტურია, თუ 
ისინი აკმაყოფილებენ #(X',/) = #(X',X') ტოლობას. 

8. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

MX IL# | C1 = (26# | C+თფ ო# =(2)) 
- 4 სიმრავლის C-ექსტრემალურ წერტილთა სიმრავლე. 

ურთიერთკავშირს # ვექტორ-ფუნქციის უნაგირა წყვილებზე მნიშვნელო- 

ბებსა და ლ0', 0”, M' და ს სიმრავლეებს შორის, ადგენს 

თეორემა 23. სამართლიანია ჩართვა 

IL0V ს) C MI 09? (2.16) 

და ტოლობები 

M0V-)=0'LI07, (2.17) 

LI ო =0! (197, (2.18) 
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XCV")=I/I' (1C“. (2.19) 
დამტკიცება. თანამიმდევრულაღ დავამტკიცოთ (2.16)-(2.19)-ის სამართ- 

ლიანობა. 

ღავიწყოთ (2.16)-ით ვთქვათ, :6M(VV ') მაშინ მოიძებნება ისეთი 

(X0ი)C 'V”' წყვილი, რომ 2=/(,/9). ამასთან 09უ)C 9” ჩართვიდან ვასკვ- 

ნით: 22% / (X?,3:), VVCX” და / (X,1") 27 7, VXCX, საიდანაც უშუალოდ გა- 

მომდინარეობს: 
?C ( |ს« 7 |2> MC,3)IC M', 

#V 

26 ი CC2 წვინიენა- #7, 
ჯX 

ეი. 26 II VI-V? და ამით (2.16) დამტკიცებულია. 

გადავიდეთ (2.17)-ის დამტკიცებაზე. ვთქვათ, 2C X(V/” ). მაშინ მოიძებნება 

ისეთი (2, აC V/“ წყვილი, რომ 2=/LX9»9), და (2.1)-დან გამომდინარე 

XC. X)>17, V»6C7, 

2>2 XC»), VXC X. 
ე-. 

2C ()ნ<2 | LC») 22) 
)-V 

26 ()ნ« 7 | >> LCC »9)1 
XX 

რადგან 00 უ9C XXV, ამიტომ X%X, 7% X. ამრიგად ვღებულობთ: 

( |C< 2 | Cთ?,3)>71C I | |6< 2 | LC ?,;)>2)=0', 
»ჯ»” MX ს 

( CC 2 | > XC-X)1CL I ( | <2 | 2> #CC»))= 0'. 
IX ა-V =X 

ამიტომ 260501, ე.ი. M(V/-) C 0'ო0?. ახლა ვაჩვენოთ შებრუნებული 
ჩართვის სამართლიანობა. დავუშვათ, რომ 26C 0'-07”, მაშინ 7C ლ!, 2C 0”. 

ჯC 0' პირობიდან გამომდინარეობს ისეთი XCX ელემენტის არსებობა, რომ 

XC, ))>2, VC7, 
ხოლო 76 0” ჩართვიდან გამომდინარეობს ისეთი » C7 ელემენტის არსებობა, 
რომ 

2> M(CX,»”), VX6C X. 

კერძოდ, X=»” და )=/ თვის გვექნება: 
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#ლ09,ე)>2 §> #CIV,)'). 
ამრიგალ, 

XC» –?:26CC #69») –-26 -C, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

Mცმა – 16 CიოCC0. 
რადგან C«CX-–-C) =(0), ევრა = 2, ამიტომ, სინამდვილეში სრულდება პირო- 

ბები: 

XC -,))> XC,» ), VX76CX, 

M(ზ1,71?) > MC »X"), VXC X. 

ეი. (193) CM“ და 7? = MCX /) C/CV/ I). აქედან გამომდინარე 0'C0“%CM(V/ 9), 
ამრიგად (2.17) ტოლობა დამტკიცებულია. 

ვაჩვენოთ (2.18) ტოლობის სამართლიანობა. ვთქვათ, 2C X(VV/'უ. მაშინ 

მოიძებნება ისეთი (არაბ, V ” წყვილი, რომ 2=/ემეუ", სადაც »XCX და 

XXX. (XV )C VI" ჩართვიდან ვღებულობთ: 

XCმ,7)>:>, VXC7, 
M00))X»X127, MV»XC X. 

ამ ორი პირობიდან გამომდინარეობს: 

:C( |CC7 |MC9,))>:1CC', 
”” 

:C( |CC2 | MC») >72IC II, 
XX 

ე.ი. 2C(00'(VV, ან. M(V/”-I) C 0'ოჩ. 
ახლა დავრწმუნდეთ (V-VI C MX(VV/"") ჩართვის ჭეშმარიტებაში. დავუშვათ, 

რომ ?C 0'(5M?. მაშინ 7C 0' და 2CM7, საიდანაც ვღებულობთ, რომ არსებობს 

X%X და XC ელემენტები, რომლებისთვისაც სრულდება შემღეგი პირობე- 
ბი: 

XC ,))>2?, VXC7, 
XC 1» 2, VXC X. 

ამ უკანასკნელიდან ვღებულობთ: 
Iც9,.») – 2C C, VXCX, 

M(Xა”) – -C CV0), VXCX. 
კერძოდ, X=»X” და X=V თვის გვექნება: 

Mცმზებ) – 16 C, X(CI9ა9) – 2« CV0). 
აქედან ვასკვნით, რომ 

წMCა = 2. 
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ე-ი. 

X(X,))> MC) ), VXC 7, 
#X(CX>X»") # M(X»9,»ზ"), VXC 7X. 

ამრიგად, (X”,/")C VI”, ხოლო 2=M(X,/ 6 M(V/ ”), ე.ი. 0'CXM C MCV/-9) ჩართ- 
ვაც სამართლიანია, მაშასადამე სრულღება (2.18) ტოლობა. 

(2.19) ტოლობის დამტკიცება ზუსტად ანალოგიურია (2.18) ტოლობის 

დამტკიცებისა, ამიტომ მასზე არ შევჩერდებით. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 24. სამართლიანია ჩართვა 

M(V/") C IX IMI' | C V(0)1 რ I5X IM? | –C V0)1. (2.20) 
დამტკიცება ვთქვათ, 2:C#(V" ) მაშინ (2.17)-დან ვასკვნით, რომ 

?C 0'(C5:07. როგორც ადრე დავამტკიცეთ, 0'C#II, ე-ი. 7C,MI!, 7C 0“. დავუშ- 

ვათ, რომ 2C XLII | C V0)). მაშინ მოიძებნება 2 CM, ისეთი რომ 2? #7 და 
2-2 CC V0). მაგრამ 2? –2C ჩI'-2?, ხოლო (2.7)-ის თანახმად (MI! – 05რ 
“–XCV0))=თრ. ასე რომ, პჯ არ შეიძლება იყოს CVL0)კონუსის ელემენტი. 
მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 2C 5XIM9II | CV0)I, ე.ი. 

M(VV/") C 6X III I CV(0)). (2.21) 
ახლა დავამტკიცოთ 

#(V/) C 6X IM | –C V0)1 (2.22) 
ჩართვის ჭეშმარიტება. კვლავ ავიღოთ 26 M(VV”). მაშინ (2.17)-დან ვასკვნით, 

რომ 7C 0:07. როგორც ადრე დავამტკიცეთ, 0“CჩI, ეი. 7C 0!, 2C M?. და- 

ვუშვათ, რომ 26 XXIII” | –C V(0)). მაშინ მოიძებნება 77C //?, ისეთი რომ 7 “#7 
და 2-7? CC V0),. მაგრამ 2-7C60'-M, ხოლო (2.6)-ის თანახმად (0! – 

–M")XCV(01)=C. ასე რომ, 2-7? არ შეიძლება იყოს CV(0)კონუსის ელემენ- 
ტი. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ (2.22) ნამდვილად სრულდე- 
ბა. მაშინ (2.21) და (2.22)-ღან ვღებულობთ (2.20)-ს ჩართვას. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა 25. სამართლიანია ტოლობა 

M(Vო) = 6X (0' | C1 ო 6» L0?| –C). (2.23) 
დამტკიცება. პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ სრულდება ორი 

XCV ”) C 6X (0' | C), (2.24) 
M(V/ ') C % (01| –თ (2.25) 

ჩართვა, საიდანაც პირდაპირ გამომდინარეობს 

M(V/) C 8X L0'| Cო M–(0'|-–თ (2.26) 
ჩართვის სამართლიანობა. 

ვთქვათ, 7C M(V/ ”). მაშინ, (2.17)-ის თანახმად, 7:C(0 0”, ე.ი. 2CC0, 
?C 0”. დავუშვათ, რომ 76 #XL0! LC). მაშინ მოიძებნება 2'C (0, ისეთი რომ 
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უ:-2 C C V01. მაგრავ ='–:6 0'–0“C 0'-M, ხოლო (2.6)-ის თანასმად (0! – 
–M)რ(CV01))=ფ. ასე რომ, §'–ჯ არ შეიძლება იყოს (CV(0)) კონუსის ელე- 
მენტი. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 7:C#XLC' | CI, ე-ი. (2.24) 
სამართლიანია. 

ახლა დავამტკიცოთ (2.25). კვლავ ავიღოთ 26 #M(IV '). მაშინ (2.17) -დან 

ვასკვნით, რომ 7C 0!ო0?, ეი. 2C(2!, 2C 07. დავუშვათ, რომ 2C სXLC0" | –ფ. 

მაშინ მოიძებნება >”C 07, ისეთი რომ 7“–-:C-CV(0), ე.ი. -–2CCV0). მაგრამ 
·--60'-0' C M'-0". ამიტომ 2-2“C/I'-–0”. (2.7)-ის თანახმად (MI! –04)ო 
(XC V0))=თ. ასე რომ, 1-2 არ შეიძლება იყოს C VI0) კონუსის ელემენტი. 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ (2.25) ნამდვილალ სრულღება. 
ამრიგად (2.26) ჭეშმარიტია. 

(2.17)-ის თანახმად #(V/') = C' რო 0”. მაშინ (2.26)-დან ვღებულობთ: 

M(V/') C 6» L0' | C) ო 6» (0?| –თ C 0! ო 0“= MCV5), 
რის შედეგადაც გამომდინარეობს (2.23) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 2.6. სამართლიანია ტოლობა 

M(V/'') = LC: (0! | ფ ო ს» LM? | –C V0))1. (2.27) 
დამტკიცება. პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ სრულდება ორი 

XCM-M C LX I0' | თ, (2.28) 
MCV-ო C #X წ9?| –C V(0)) (2.29) 

ჩართვა, საიდანაც პირდაპირ გამომდინარეობს 

M(IV-M დ LC; (0! | ფ ო #X IV?I –C M0)) (2.30) 

ჩართვის სამართლიანობა. 

ვთქვათ, 2:C X(CVV ”). მაშინ, (2.18)-ის თანახმად, 2C(02'-MV/, ე.ი. 2CC0, 
2C MI. დავუშვათ, რომ ?CLXL0' | C1. მაშინ მოიძებნება ?'C0!, ისეთი რომ 
2 –7C C V 0). მაგრამ 2'–ჯC 0'-M?, ხოლო (2.6)-ის თანახმად (0! –-(5”ი 

“XCV0)) = C. ასე რომ, ?'–ჯ: არ შეიძლება იყოს C V0)კონუსის ელემენტი. 
მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 2C#XL0' | C), ე.ი. (2.28) სამარ- 
თლიანია. 

ახლა დავამტკიცოთ (2.29). ავიღოთ 1:CIMCV" ”). მაშინ (2.18)-დან ვასკვ- 

ნით, რომ 2C (0, ე.ი. 7C (00, 2C 9. დავუშვათ, რომ :C XXII” | –C V(0)). 
მაშინ მოიძებნება 7 CI”, ისეთი რომ ჯ:-–-2C -C V(0), ე”. 2-27C C V(0). მაგრამ 
=-722C0'-M. (2.6)-ის თანახმად (0' – M?)-XC V(0))=C. ასე რომ, 2-7“ არ 

შეიძლება იყოს CVM0)კონუსის ელემენტი. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკი- 
ცებს, რომ (2.29) ნამდვილად სრულდება. ამრიგად (2.30) ჭეშმარიტია. 

(2.18)-ის თანახმად #X(IV-') = 0! ლო I”. მაშინ (2.30)-დან ვღებულობთ: 
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M(Vო დ #>: (0! | ფ ო 6; (II?| –C V0)1 C 0' რო #M? = MCIV9, 
რის შედეგადაც გამომდისარეობს (2.27) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორეგა 27. სამართლიანია ტოლობა 

M(VV '") = IX (0? | –C) იო X IM' | C V(0)1. (2.31) 

დამტკიცება. პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ სრულდება ორი 

M(CV/) C X LC” | –ფ, (2.32) 
IV C ნX IM | C V(0)) (2.33) 

ჩართვა, საიდანაც პირღაპირ გამომდინარეობს 

M(V/5) დ ხX (01) –თფ ო ჩა» IMI I C V#0)1 (2.34) 
ჩართვის სამართლიანობა. 

ვთქვათ, 26 MCV/). მაშინ, (2.19)-ის თანახმად, 2C 0“-VII, ეი. 2C 0“, 

26 MI. დავუშვათ, რომ ?C LVL01 | –თ. მაშინ მოიძებნება 27C 07, ისეთი რომ 

2-7 C-C V0), ე.ი. 72-2? CC V0). მაგრამ (2.7)-ის თანახმად (M'–05ო 
(CV(0))=ფ. ასე რომ, 2–> არ შეიძლება იყოს C V0)კონუსის ელემენტი. 
მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 7C#XL0" | –C), ე.ი. (2.32). სა- 
მართლიანია. 

ახლა ღავამტკიცოთ (2.33). ავიღოთ 26 #(VV/ ”). მაშინ (2.101-დან ვასკვ- 

ნით, რომ 7C 07, ე.ი. 2C (07, 26. დავუშვათ, რომ 2C XIMI' | C V(0)). 
მაშინ მოიძებნება 2'C/M', ისეთი რომ 2'-7CC V0). მაგრამ 2'-7CI/'-07. 
(2.7)-ის თანახმად (MI! – 0“)-XC V(01)=C. ასე რომ, 2-2 არ შეიძლება იყოს 
C V0)კონუსის ელემენტი. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ (2.33) 

ნამდვილად სრულდება. ამრიგად (2.34) ჭეშმარიტია. 

(2.19)-ის თანახმად #(VV/"') = M' რ 07. მაშინ (2.34)-დან ვღებულობთ: 

MCV" 5) C 8X (0?|–Cთ ო ნ» IM' | C V0)1 C C” ო #II = XCIV'9, 
რის შედეგადაც გამომდინარეობს (2.31) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული 2.4-2.7 თეორემებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 

შედები 21 ვთქვათ, 2=ს”, C კონუსი არაუარყოფითი ორტანტია. მაშინ 

ა) X(V/”) სიმრავლე ემთხვევა > თანადობის მიმართ II'-ში მაქსიმალური 
და M?-ში მინიმალური ელემენტების ერთობლიობის თანაკვეთას, და აგრეთვე 

M(V/“) სიმრავლე ემთხვევა C'-ში უდიდესი და 0”-ში უმცირესი ელემენტე- 
ბის ერთობლიობის თანაკვეთას. 

ბ) XCV/ ') სიმრავლე ემთხვევა > თანადობის მიმართ 0'-ში მაქსიმალუ- 
რი და M-ში მინიმალური ელემენტების ერთობლიობის თანაკვეთას. 

ა. X(V ) სიმრავლე ემთხვევა > თანადობის მიმართ 0”-ში მინიმალური 
და # -ში მაქსიმალური ელემენტების ერთობლიობის თანაკვეთას. 

შედეგ 2.1-ში ჩამოყალიბებული ა) - გ) რეზულტატები ცალკე დამტკი- 
ცებულია მონოგრაფია (39|)-ში (იხ. § 4.1, თეორემა 3), სადაც აგრეთვე აღ- 
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ნიშნული იქნა, რო? ეს ა) - გ) ღებულებები გამომდინარეობს (42) ჩნაშრო- 

მის შედეგებიდან. 

ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ “სემოთ მოყვანილი დ", 0”, MI და M' 

სიმრავლეები შეიძლება იყოს წარმოდგენელი შემდეგნაირად: 

0' = LII I#C 1-C), (2.35) 
26X ად) 

0' = LI( MMC 1)+C), (2.36) 

M'= MC 11+C”C(0)1, 0.37) 
' 845, 14 

ს? -ყითი »#ა-C”CL0)), (2.38) 

სადაც C '=2%VსC. 

შემდეგში მაგალითების განხილვისას ჩვენ ვისარგებლებთ ერთი მარტივი 

ფაქტით. სამართლიანია ჩართვები: 

CC-C'C (0). (2.39) 

-–-CCC'VC (0). (2.40) 

ვაჩვენოთ, რომ სრულდება (2.39). ((2.40)-ის დამტკიცება ზუსტად ანა- 

ლოგიურია). ვთქვათ, 2CC. თუ 73=0, მაშინ 2C-C V)(0). დავუშვათ, რომ 2#0 

და 2C-C'V%XIL0). აქედან გამომდინარეობს, რომ 2C-C", ე.ი. 2C<-C. აქედან გა- 

მომდინარე 26 C”CX-C). ბოლო ჩართვა შეუძლებელია, რადგან C არის შვე- 

რილოვანი კონუსი, ე.ი. C(CX-–C)=(0). მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს 

(2.39)-ის სამართლიანობას. 

შევნიშნოთ შემდეგი ფაქტი. თუ X=(1,2,...,) და XIX=(1,2,...,(), ხოლო 

X:XX/ ა LL” ცალსახა ვექტორ-ფუნქცია, მაშინ XCXXXI), როგორც 

XXV დეკარტული ნამრავლის სახე L”-ში # ასახვის შემთხვევაში, შეიძლება 

წარმოდგეს იმ MXL-განზომილებიანი მატრიცის სახით, რომლის ელემენტებ- 

საც წარმოადგენენ #(X,)')=(MI(«,/),M2(X,/),...,M»(X,»)) ვექტორ-ფუნქციის 

მნიშვნელობები #”-ში, როცა XC (1,2,...,7) და XC (1,2,...,#). თუ მოხერხე- 

ბულობის მიზნით მივიღებთ, რომ #L(CXუ)=ძე, როცა X=I6 (1,2....,)) ღა 

ა=/6 (1,2,...,), მაშინ აღნიშნულის თანახმად მივიღებთ შემდეგ მატრიცას: 

(თ რე... 

M(XX))=| 92“ | (2.41) 
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ვექტორული ფუნ ქციების უნაგირა წყვილები 

კიდევ ერთხელ შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი (2.41) მატრიცის თითოეული 

მყ ელემენტი არის M-განზომილებიანი ვექტორი, რომელსაც შეიძლება ჰქონ- 

დეს კონკრეტული სახე ყოველი კონკრეტული # ასახვისათვის. კერძოდ, თუ 
M=M=M1=2, მაშინ X=(1 

  

,2), I=(1,2) და 

X(XX#)= M იე | (2.42) 
21 X»7 

“ზს აა 
ხ------“ 

    
“თ ”“ 

... 

  ად 
  

    სას    >V
 

.



დუალობა კლასიკური მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებში 

გეომეტრიული თვალსაჩინოების მიზნით ჩ#? სივრცეში (ი,ხ) ვექტორით 

წაძრული C=(76 ჩ”| :,>20, =2>0 ), CXI(0),-C და –C (0) კონუსები, შე- 
საბამისად, გამოსახულია ნახ. 2.1, 2.2, 2.3 და 2.4-ზე. 

განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი, რომლებიც ილუსტრირებას უკეთებს 

ზემოთმოყვანილ თეორემებს. ყველა ამ მაგალითში X = X = (1,2), ხოლო 
MC) = (MI(X2),M-(X») ვექტორ-ფუნქციის მნიშვნელობები მოცემულია 

(2.42) მატრიცის სახით, ამასთან, X - სტრიქონი, ხოლო I სვეტია. 

მაგალითი 21 ვთქვათ, # ვექტორ-ფუნქცია მოცემულია შემდეგი მატრი- 

ცის საშუალებით: 

იც 09. _ (3,0) (0,1) 

რი, 0; (20) (I,9) 

მაშინ 
0'=L I( |(«, –C), (2.43) 

ჯ=I.2 /=1,2 

0' =| I( I(ი,+C), (2.44) 
)5=),2=1,2 

M' =( I( I(,+C”V(0)), (2.45) 
I=I.2)=1.2 

/(? = | I( I(, –<C”V(0)). (2.46) 
1=),2X=!.2 

(2.43)-(2.46)-დან ვღებულობთ: 

0' = (8,0) – C1C (0,1 – CIVI I(2.0I) – C1(1(0.0) – C11= 
=(–C)LIIVI,0) – C1=(1,0) – C ; 

0: = ICვ,0)+CILILC2,0) +C)IL II9.1) + C1C (0,0) + C))= 
=(LC3,0)+C1VIVI11+C); 

MI! = |Lც,0) + C"LI(0)1IV(0,0) + C”VI (0111V 
ს ICდ,0)+ C”VIL(0)1CIVI.0) + C"LI (0)11= 

= | 6,0) + C”LI(0)1IV((0,1) + C” LI (0)1IVI (0.0) + C”LI (011; 

MI? = (3,0) – C”VI(0)1(1L(2,თ – C”LI(0)11IVI 
ს IC, – C”VI(0)1(1(0,0) – C” ს) (0111= 

=(0,0) – C”VI(0)1VII0,0) – C”VI (0)1 = (1,0) – C”LI(0). 
0', MI, 0? და M? სიმრავლეები წარმოდგენილია ნახ. 2.5 და 2.6-ზე, საიდა- 

ნაც ჩანს, რომ ადგილი აქვს შემდეგ თანადობებს: 
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0'=(C1,0)); 
0“=(630)); 

IMI' = ((0,1); (1,0); (2,0); (3,0)1; 
II" = ((0,1); (1.0); (2,0); (3,0)). 

უკანასკნელი ჩართვებიდან გამომდინარეობს: 

0' ო 0? =0, 
MI? რო 0! = ((1,0)), 
M! რ 0” = ((3,9)), 

MI! ლო MI? = ((0,1); (1,0); (2,0); (3,0)). 

  

     
ნახ. 2.5 ნახ. 2.6 

მიღებული შედეგიდან შეგვიძლია დავასკვნათ: (2,2) წერტილი წარმოადგენს 
ძლიერ-სუსტ უნაგირა წყვილს ((2.1ზ) ტოლობის საფუძველზე), (1,1) წერ- 

ტილი სუსტ-ძლიერ უნაგირა წყვილს ((2.19) ტოლობის საფუძველზე), 

ხოლო ტოლობა (2.17)-იდან გამომდინარე XCV )=C, ე.ი. განხილულ შემთ- 

ხვევაში ძლიერი უნაგირა წყვილი არ არსებობს. ვაჩვენოთ, რომ (1,2) წერ- 

ტილი წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. მართლაც: 

MXC1,2) – X(1,2) = (0,1) – (0,1) = (0,0)« C M(0); 

X#C2,2) – MX(1,2) = (1.0) – (0,1) = (1,–1)« C V(0); 

XC1,2) – MC1.1) = (0,1) – (3,0) = (–3,1)« C M0); 

M#XC1,2) – MX(1,2) =(0,1) – (0,1) =(0,0)C C V(0). 

სუსტი უნაგირა წყვილის განსაზღვრის თანახმად, უკანასკნელი თანადობები 

ასაბუთებს, რომ (1,2) წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. ამასთან, სხვა 

სუსტი უნაგირა წყვილები არ არსებობს. როგორც ჩვენ ვაჩვენეთ. M'(-VMV > 
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=((0,1);(1,0):(2,9); (3,0)), ე.ი. გარდა (0,1) წერტილისა I MI” მოიცავს 
სხვა წერტილებსაც, ამიტომ (2.16) ჩართვა სინამდვილეში მკაცრია. 

მაბალითი 22. განევისილოთ M(») ფუნქცია, რომელიც მოცემუ- 

ლია მატრიცით: 

5 რ -LII ი) დ.47) 

თ, ძა) (CI). (3,9) 

მაშინ კვლავ (2.43)-(2.46)-ღან ვღებულობთ: 

0' = IC2,2) – C1LIL(2.3) – C1ILI L0,1) – CIIIL(3,0) – C11= 
= (2,2) – C1LIICI,0) – C) = (2,2) – C ; 

0” = IC2,2)+ C1LIVLVI.I) + C11V IC2,3) + C)LII(3,0) + C11= 
=(L(2,2)+ C1LII(3,3)+ C1=(2,201+ C; 

MI! = I (2,2) + C”LI (0)1( (2,3) + C”LI (01110 
ს I0,1)+C”V(0)1(L((3,0) + C”LI (0)1)= 

=((2,2)+ C”V)(0)1LI IC.) + C”VI (0)1(00L(3,0) + C” LI (011)= 

=(2,2)+ C”LIL0) ; 

II? = IC2,2) – C”VI(0)1LIIV0,1) – C”VI(0)11V 
ს IC2.3) – C”LI (0)1(I((3,0) – C” LI (0111= 

=((2,2) – C” LI (0)1LI IC2.3) – C”V (0)1('1((3.0) – C” VI (0)11= 

=(2,2) – C”VI(0). 
ნახ. 2.7-ზე წარმოდგენილია (0! და (2? სიმრავლეები. 

ადვილი მისახვედრია, რომ //! მოიცავს (2.47) ტოლობით განსაზღვრული 

XM(CXX#) მატრიცის ყველა ელემენტს, გარდა M(1,2)=0თ,2=(2,3)-სა, ხოლო 7” 
მოიცავს ამ მატრიცის მხოლოდ ორ VX(1,1)=თ,,=(2,2) და MX(2,2)=თ:;=(3,0) 
ელემენტს. აქედან გამომდინარე გვაქვს: 

MI! რ I" = ((2,2), (3,0)). 

ამიტომ (2.16) ჩართვის თანახმად თუ ამოცანას გააჩნია სუსტი უნაგირა 
წყვილი ეს შეიძლება იყოს მხოლოდ ან (1,1) ან (2,2). პირველად ვაჩვენოთ, 

რომ (1,))) წერტილი წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. მართლაც: 

M(1,1) – M(1,1) = (2,2) – (2,2) = (0,0)C CV0); 
X(2,1) – XC1,1) = (1,1) – (2,2) =(–1,–1)C CV0); 
M(1,1) – X(1,1) = (2,2) – (2.2) = (0,0)“ CV0); 
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#(1,1) – #-(1,2) =(2,2) – (2,3) =(0, –1)« CVML0). 

XL. C” 

2 ად 
სააა'ჰ'ჰა' 
1-– ლ' 

  

22
22
22
22
22
22
22
 

  -–> 
2 X,     

ნახ, 2.7 

სუსტი უნაგირა წყვილის განსაზღვრის თანახმად, უკანასკნელი თანადობები 

ასაბუთებს, რომ (1,1) წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (2,2) წერტილი წარმოადგენს სუსტ უნაგირა 

წყვილს. მართლაც: 

#2) -- X(C2,2) = (2,3) – (3,0) = (–1, 3) CM0); 

XC2,2) – MXC2,2) = (3.0) – (3,0) =(0,0)C C M0); 

XLC2,2) – X(C2,1) = (3,0) – (1,1) =(2, –1)« C V(0); 

#XC2,2) – MX(2,2) = (3,0) – (3,0) =(0,0)C C (0). 

მართლაც, სუსტი უნაგირა წყვილის განსაზღვრის თანახმად, უკანასკნელი 

თანადობები ასაბუთებს, რომ (2,2) წარმოადგენს სუსტ უნაგირა წყვილს. 
გარდა ამისა, როგორც ეს 0' და 0” სიმრავლეების სტრუქტურიდან ჩანს 

(რასაც კიდევაც ადასტურებს ნახ. 2.7), 

0' ოთ =((22)). 
ამიტომ (1,1) წარმოადგენს ძლიერ უნაგირა წყვილს (იხ. (2.17) ფორმულა). 

მაბალითი 23. ვთქვათ, # ვექტორ-ფუნქცია მოცემულია შემდეგი 

მატრიცის საშუალებით: 

რს მი |_ (0,2) (1,0) დ.48) 

მუ 0: (0) (2,0) ' 

მაშინ კვლავ (2.43)-(2.46)-დან ვღებულობთ: 

ლ! = I(0,2) – CI(I(0,0) – C1IVI | დ,1) – C1LII(2,0) – C11= 
=-CLII-C1=-C; 
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= IC0,2)+ CILILC0,1) + C1IV) IVI,0)+ C)(IL(2,0) + CI1= 
=((0,2)1+ C1LIL(2,0)+ CI; 

IM! = I(0,2) + C”LI (011LIL(I,0)+ C”LI(0)11IV 
ს ILV9,1) + C”VI(0)1(1((2,თ + C”V(0)1): 

IM? = IL9,2) – C”LI (0)1LIL(0,1) – C”V) (0)11CI 
სI I0,0) – C”LI (0)1(1L(2,0) – C”V (01)11= 
=((0,2) – C”LI (0)1L) (2,0) – C”LI (011 = 

=-C”. 
ნახ. 2.8-ზე წარმოდგენილია 0' და II სიმრავლეები, ხოლო ნახ. 

2 2.9-ზე - 0? და II“. 

    

  

  

    

    

L X.# 0? 
«““ 

2 აასაააააააააასააააა 

მაა 1- ს 
ჯ 7 ჯ 

#8, ალ“ I (ა 
ი– 112. # 

0' ჯ 
ნახ. 2.8 აა ნახ, 2.9   

ვინაიდან 0'C07=Cთ, მაშინ ტოლობა (2.17)-ის თანახმად M# ვექტორ- 
ფუნქციას არა აქვს ძლიერი უნაგირა წყვილი. 0'(XI=თC გტტლობიდან, 
(2.18)-ის გათვალისწინებით, გამომდინარეობს, რომ M#M ვექტორ-ფუნქციას 

არც ძლიერი-სუსტი უნაგირა წყვილი გააჩნია. MIო07=((0,2); (2,0)) ტოლო- 

ბიდან (2.19)-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ, რომ გვაქვს ორი სუსტი- 

ძლიერი უნაგირა წყვილი: (1,1) და (2.2). 

აღვილი მისახვედრია, რომ ორივე M' და M? სიმრავლეები მოიცავენ 

(2.48) ტოლობით განსაზღვრული X(XX7) მატრიცის ოთხივე ელემენტს, ე-. 

M' რო /” = ((0,2); (1,0); (0,1); (2.0)). 
შევამოწმოთ, შეესაბამება თუ არა ამ თანაკვეთის რომელიმე წერტილს 

სუსტი უნაგირა წყვილი, რისთვისაც შევამოწმოთ (2.4) პირობის შესრულე- 
ბა ყველა წყვილისათვის. გამოვთვალოთ: (1,1) წერტილისათვის – 
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M#(1,1) – XVI,1) =(0,0)C C V(0); 
#LC2,1) –- X(1,1) = (0,1) – (0,2) =(0,–1)“ CV0); 

X#XCI,1) – XC1,1) =(0,0)« C V0); 
(1,1) – XC1,2) = (0,2) – (1,0) = (–1, 2)“ C V 0); 

(1,2) წერტილისათვის - 

#(1,2) – X(C1,2) =(0,0)C C V(0); 
#LC2,2) – XC1,2) = (2,0) – (1,0) = (1,0)C C; 

X(1,2) – #(C1,1) = (1,0) – (0.2) = (1, –2)C C V0); 
L1,2) – L(C1,2) = (0,0)« C V(0); 

(2,1) წერტილისათვის - 

X(1,1) – XLC2,1) = (0,2) – (0,1) =(0, 1)C C; 
#C2,1) – X(C2,1) = (0,0) C V0|; 
#C2,1) – MX(2,1) = (0,0)C C V(0); 

XC2,1) – XC2,2) = (0,1) – (2,0) = (–2,1)თ C V0); 
(2,2) წერტილისათვის – 

XC(1,2) – (2,2) = (1,0) – (2,0) = (–1,0)= C V(0); 
#C2,2) – MXC2,2) = (0,0)C CM0); 

#C2,2) – #(2,1) = (2,0) – (0,1) = (2, –1)C C V0); 
X(2,2) – XC2,2) =(0,0)C C V(0). 

აქედან ვასკვნით, რომ (1,1) და (22) წარმოადგენენ სუსტ უნაგირა 
წყვილებს (2.48) მატრიცით მოცემული ვექტორ-ფუნქციისათვის. 

მასალას მოყვანილი ფაქტების შესახებ თეორიულ-თამაშებრივ ტერმი- 

ნოლოგიაში დაინტერესებული მკითხველი შეიძლება გაეცნოს ვ.ვ. პოდინოვ- 
სკის და ვ.დ. ნოგინის ერთობლივ მონოგრაფიაში (39). 
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2.2. დუალშრი ამოცანების 

ყობალი პონსტრუქცია 

ამ პარაგრაფში ნაჩვენებია, რომ ეფექტურ ამონახსნთა მოძებნის ამოცანა 

საწყის მრავალკრიტერიულ ამოცანაში მჭიდროდაა დაკავშირებული ლაგრან- 

ჟის ფუნქციის უნაგირა წყვილების აგების ამოცანასთან. ფარმულირდება 

წყვილი ღუალური ამოცანებისა, რომლებიც შესაბამისად თავდაპირველი მაქ- 

სიმალური ელემენტებისა და დუალური სიმრავლის მინიმალური ელემენტე- 

ბის მოძებნაში მდგომარეობს. დგინდება, რომ სიმრავლე ამონახსნებისა,. რომ- 

ლებიც ერთდროულად წარმოადგენენ პირდაპირი და დუალური ამოცანების 
ამონახსნებს, წარმოადგენს პირდაპირი და დუალური სიმრავლეების თანაკვე- 

თას და ემთხვევა ლაგრანჟის ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეს მის უნა- 

გირა წყვილებზე. 

1. ვთქვათ, #= ითი ჩ, I) და § = (ლ, 82) .... დ) ვექტორ-ფუნქციები მო- 

ცემულია ს C L" სიმრავლეზე, ხოლო 

X=ს:6C 0 |ლა>0,),1 (2.49) 
შემოვიტანოთ ლაგრანჟის ვექტორული ფუნქცია 

LCX,7.) = (ჩიი+ < 7., §(X) >, /1(X)+ < #., § (21) >,....,#„(X)+ < #, § (X) >) (2.50) 

და განვიხილოთ ამ ფუნქციის სხვადასხვა ტიპის უნაგირა წყვილების თვისე- 

ბები IX #1 სიმრავლეზე. 

თეორემა 28. ლაგრანჟის (2.50) ფუნქციისათვის ძლიერი და სუსტად 

ძლიერი, და აგრეთვე ძლიერსუსტი და სუსტი უნაგირა წყვილების ცნებები 

0XIM სიმრავლეზე ექვივალენტურებია: 

V/' = VV", VV = VV (2.51) 
თუ (>, #) ნებისმიერი ტიპის უნაგირა წყვილია, მაშინ 

§(X-)>0ც,, <7X#,2(X)>=0, (2.52) 

ისე, რომ XI+CX. ამასთან, თუ (X 7) C V/, მაშინ X” ეფექტური ამონახსნია 
(ე.ი. X%/V( X)), და თუ (X,2) C VI, მაშინ X” მაქსიმუმის წერტილია X-ზე 
თითოეული /', #0, ·-·, I ფუნქციისათვის. 

თეორემა 2.ზ გვიჩვენებს რომ # ფუნქციის სუსტი უნაგირა წყვილები 

პირდაპირ არიან დაკავშირებული საწყისი მრავალკრიტერიული ამოცანის 

ეფექტურ ამონახსნებთან. შემდგომში განვიხილავთ L წყვილის მხოლოდ 

სუსტ უნაგირა წყვილებს და სიმოკლისათვის ვუწოდებთ მათ “უბრალოდ 
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დუალური ამოცანების ზოგადი კონსტრუქცია 

უნაგირა წყვილებს, ხოლო ყველა ასეთი წყვილების სიმრავლეს აღვნიშნავთ 

VV-თი, 

2. შემოვიტანოთ სიმრავლეები 0 =0' და I. = M? (§ 2.1), რომლებსაც 

შესაბამისად ვუწოდებთ პირდაპირს და დუალურს: 

0=LIით, 00=( I(9C 5” | 2<LC2) | 
Xჯ·») ი 

M = | IMCბ, Mრ-( 8" | M> LX2) ) 
X6- X%90 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ თუ XCI/V, მაშინ (XX) = C, ამიტომ 

0=L)0»=Lქ144 #” | 4</(» )=X., (2.53) 
XX ”·X 

სადაც X. =I – » 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ 77(#.) სიმრავლე (იხ. (39, ლემა 1.2.1)) შე- 

იძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახითაც: 

MC) =( |LIIM |</.M>> C0X2) ) (2.54) 
ა80V6M 

საღაც #2 ლაგრანჟის სკალური ფუნქციაა: 

(#2CII,X,#) =< IL, LCX,#) >. 

0 სიმრავლის (MI სიმრავლის) > თანადობის მიმართ მაქსიმალურ (მინი- 

მალურ) ელემენტთა სიმრავლეს აღვნიშნავთ MიXC0-თი (MV0I/I-ით). თეორემა 

2.23 და ტოლობა (2.27) გვიჩვენებს, რომ L ლაგრანუის ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობათა სიმრავლე უნაგირა წყვილების V სიმრავლეზე მჭიდრო კავშირშია 

MთX0 და MIIII სიმრავლეებთან. 

თეორემა 2:99. სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

MთX0 () MთII = 0 | III = LCVI). (2.55) 

ამ თეორემის თამახმად, თუ MიX0 C MIIMI, მაშინ 

M0იX0 = 01) 1I = LCVI); 

თუ MიX0 > MIII, მაშინ 

MM =0LI1#I = L(CV); 

საბოლოოდ, თუ M0XC0 = MIIII, მაშინ 

M0იX0 = MIIII = 0 L II = L(CVI). (2.56) 
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დუ:ლობა კლასიკური მრავალკრიტერიული ოპტიმიზაციის ამოცანებდზი 

8. (2.53) ტოლობისა და ლემა 2.2.1-ღან გამომდინარეობს (იხ. (29, გვ. 
76)), რომ ადგილი აქვს ტოლობებს 

M0თX:0 = M0IL | 002) = MიXV, = –00, 
XV 

სადაც #1) არის საწყისი მრავალკრიტერიული ამოცანის ეფექტურ შეფასე- 

ბათა სიმრავლე. 

ასე რომ, შემდეგი ორი ამოცანა ექვივალენტურია: 

პირდაპირი ამოცანა 1 ვიპოვოთ სიმრავლე M29X0. 

პირდაპირი ამოცანა 2. ვიპოვოთ სიმრავლე /X7. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

I/ LC-2) = (სი L (+), 10” C. (C 2)... 10” L„ (« 2) ) 

მაშინ, ადვილი შესამჩნევია, რომ (XX) სიმრავლე შეიძლება წარმოვადგინოთ 

შემდეგი სახით: 

CC) = “ CL” | ი<IM# მას XC 

აღნიშნულთან დაკავშირებით, პირდაპირი ამოცანა მდგომარეობს 

M0X IM LCX 2) = რთ > ნ” | >=Iი/ LCC 2), XC ი (2.57) 
ჯმ #„ ნ 166) 

სიმრავლის მოძებნაში. აქ »” =8XXX..X8 და L გაფართოებული რიც- 

ხვითი ღერძია, რომელიც მიიღება #-დან –% და +% სიმბოლოების დამატე- 

ბით. პირდაპირი ამოცანის ეს ფორმულირება ზემოთმოყვანილის ექვივალენ- 

ტურია (რამდენადაც მაქსიმალური ელემენტები, მათი განსაზღვრის თანახ- 

მად, უნდა ეკუთვნოდნენ ჩ”-ს). 
პირდაპირ ამოცანას შევუთანადოდ შემდეგი დუალური ამოცანა. 

დუალური ამოცანა. ვიპოვოთ MIIII სიმრავლე. 

დუალური მრავალკრიტერიული ამოცანების აგებული კონსტრუქცია შე- 
მოთავაზებული იყო ვ.დ. ნოგინის ნაშრომში (იხ. (30)); იქვე იყო დადგენილი 

Mთ:0 ლ MVIMI = 0 ო M, ტოლობა. 

სკალარულ შემთხვევაში (M1=1) პირდაპირი ამოცანა ღებულობს ჩვეულე- 

ბრივ სახეს (იხ. (2.57)): ვიპოვოთ 

იMმX 10L LCX,#.). 
X9 26 

მაგრამ, რადგან MC) სიმრავლე შეიძლება წარმოვადგინოთ 
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დუალური ამოცანების ზოგადი კონსტრუქცია 

#/(#/.) = I L | ს>ასნL(>2)) 
ჯი 

ტოლობის სახით, ამიტომ დუალური ამოცანა შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემ- 

დეგნაირად: ვიპოვოთ 

ოა სი L(CX,7). 

დუალური მრავალკრიტერიული ამოცანების შესწავლისას, ისევე რო- 

გორც სკალარული დუალური ამოცანებისათვის, პრინციპულად მნიშვნელოვა- 

ნია შემთხვევა, როდესაც ადგილი აქვს MXC = MIIII ტოლობას, ანუ, რო- 

დესაც პირდაპირი ამოცანის ყოველი ამონახსნი ამავე დროს არის ღუალური 

ამოცანის ამონახსნიც და პირიქით. ამასთან, ყოველი MCიXC, MIIII, 0CVI და 

LCV/ ) სიმრავლეთაგანი საწყისი მრავალკრიტერიული ამოცანის /XI) ეფე- 

ქტური შეფასებების სიმრავლეს ემთხვევა. 
ჩაზნექილი და წრფივი მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის მონოგრა- 

ფია (39) ში დაწვრილებით შესწავლილია ის პირობები როდესაც პირ- 

დაპირი და დუალური ამოცანების ამონახსნთა სიმრავლეები ერთმანეთს 

ემთხვევა. 
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თაჭი 3 

კონუსური ექსტრემალური 

წერტილების ფუნქციონალური 

მახასიათებლები 

ამ თავში მრავალსახა ასახვათა თეორიის საფუძველზე 
შეისწავლება არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანები. ეს 

ისეთი ამოცანებია, რომელთათვისაც კრიტერიული სივრცე 
ზოგად შემთხვევაში ბანახის სივრცეს წარმოადგენს. აიგება 

სპეციალური ტიპის გრავალსახა ასახვა რომელიც თავის 

მხრივ ორი მრავალსახა ასახვის თანაკვეთის სახით წარმოდ- 
გინდება. ეს ასახვები გარკვეულ ბუნებრივ პირობებს აკმაყო- 
ფილებენ. აგრეთვე, კრიტერიულ სივრცეში მითითებული მრა- 

ვალსახა ასახვის ინვარიანტული წერტილის მეშვეობით განი- 
საზღვრება ექსტრემალური წერტილი (იმ შემთხვევაში, რო- 

დესაც სივრცე კონუსის მეშვეობით ნაწილობრივ დალაგებუ- 
ლია). ეს გარემოება მრავალსახა ასახვათა თვისებების საფუძ- 
ველზე, კერძოდ, წარმოებულისა და კოდიფერენციალის 
სტრუქტურიდან გამომდინარე, ექსტრემალური წერტილების 
დახასიათების საფუძველს იძლევა. აღნიშნული მიდგომა საკ- 
მაოდ მოხერხებულია, ვინაიდან ის C-კონუსის სტრუქტურის 
გარკვევის საშუალებას იძლევა, დგინდება კრიტერიულ სივრ- 
ცეში მოცემული სიმრავლის ექსტრემალური წერტილების 
არსებობის პირობები. ძირითადი შედეგები მოყვანილია ნაშრო- 
მებში (48, 70, 84, 85, 128, 129). 

ჭ.I. მრაპალსახა ასახვათა თეორიის 

კავშირი მომიჯანავე მიმართულებებთან 

უკანასკნელ წლებში მკვეთრად გამოიკვეთა მრავალსახა ასახვათა თეორი- 

ის ახალი პრობლემა, რაც კლასიკური ანალიზის ბუნებრივ და პერსპექტი- 

ულ განზოგადოებასთანაა დაკავშირებული. აღნიშნული თეორიის ირგვლივ 

უამრავი პუბლიკაცია არსებობს, ძირითადი იდეები მოყვანილია მონოგრაფი- 

აში (31). 

მოცემული თეორია მჭიდრო კავშირშია ვექტორული ოპტიმიზაციის თეო- 

რიასთან. 
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მრავალსახა ასახვათა თეორიის კავშირი მომიჯნავე მიმართულებებთან 

მრავალსახა ასახვათა თეორია თანამედროვე ეტაპზე ფართოდ გამოიყენება 

მეცნიეერებისა და ტექნოლოგიების სხვადასხვა სფეროში. მოცემული თეორი- 

ის საფუძველზე აგებული არაწრფივი ანალიზი მრავალი კლასიკური ამოცა- 

ნის გადაწყვეტის ხელსაყრელ საშუალებად იქცა. განსაკუთრებით უნდა გა- 
მოიყოს მრავალსახა ასახვათა თეორიის პროდუქტიულობა ისეთ სამეცნიერო 

მიმართულებებში, როგორიცაა მათემატიკური ეკონომიკა, თამაშთა თეორია, 

ვარიაციული აღრიცხვა, ოპტიმალური მართვის თეორია და სხვა. 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, მონოგრაფიის ერთ-ერთ ძირითად მიზანს 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ცენტრალური პრობლემების გადასაწყვეტად 

მრავალსახა ასახვის თეორიის, როგორც ძირითადი ინსტრუმენტის, გამოყე- 

ნება წარმოადგენს. ავტორების აზრით, თუ გავითვალისწინებთ იმ გარემოე- 

ბას, რომ მრავალკრიტრიული ამოცანებისადმი დღემდე არსებულ მრავალ 
მიდგომათა შორის ძნელია გამოიყოს უფრო ზოგადი და რაციონალური, 

ზემოაღნიშნული მიდგომა არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანებისადმი 

საინტერესო უნდა იყოს. 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ქვეშ იგულისხმება ოპტიმიზაციის ისეთი 

ამოცანა, რომელშიც კრიტერიული სივრცე არ არის აუცილებლად სასრულ- 
განზომილებიანი. უკვე კლასიკურად ქცეულ მრავალკრიტერიული ამოცანები- 
სათვის ეს სივრცე ყოველთვის სასრულგანზომილებიანია. ეს გარემოება 

ზუსტად მიუთითებს მრავალკრიტერიული ამოცანის ამონახსნის ცნებათა 

მრავალფეროვნებაზე. ამ ცნებათა უმეტესი ნაწილი არ ექვემდებარება განზო- 
გადოებას არასასრულგანზომილებიან კრიტერიულ სივრცეზე, ვინაიდან ამ 

განსაზღვრებებში პრინციპულად ფიგურირებს სასრულგანზომილებიანობის 

ფაქტორი. მეიორე მხრივ, უმეტეს პრაქტიკულ ამოცანებში კრიტერიული 

სივრცე არ არის სასრულგანზომილებიანი. 

ვინაიდან ნებისმიერი არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანა შეიძლება 

დაყვანილ იქნას კრიტერიულ სივრცეში ექსტრემალურ წერტილთა სიმრავ- 
ლის ფუნქციონალურ დახასიათებაზე, მოცემული ნაშრომი ასეთ წერტილთა 

გამოკვლევას ეძღვნება. მოყვანილია ახალი შედეგები. 

მონოგრაფიის ეს ნაწილი გარკვეული თვალსაზრისით მჭიდრო კავშირშია 

შრომებთან (24, 115, 118, 134) ზოგიერთი მსგავსი შედეგი მიღებული იყო 

ნაშრომ (92)-ში, კერძოდ, ორი პირის ანტაგონისტური თამაშებისათვის მო- 

გების ვექტორული ფუნქციებით შემოთავაზებული იყო კონუსური უნაგირა 

წერტილების არსებობის საკმარისი პირობები, 
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მ.2. დამხმარე ცნებები 

მრავასახა ასახვათა თეორიიდან მოვიყვანოთ რამდენიმე ცნება (იხ. (31)). 

ვთქვათ, X და X სიმრავლეებია. ”IX–X2' ასახვას ეწოდება მრავალსახა ასახ- 

ვა, თუ ნებისმიერი XCX წერტილი / ასახვის საშუალებით აისახება MI(X) 
ქვესიმრავლეში 71-დან (27 აღნიშნავს X სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა 

სიმრავლეს, ანუ 27= (#4 | C7)). ქვესიმრავლეს MCX)CX ეწოდება X წერტილის 

სახე ან # მრავალსახა ასახვის მნიშვნელობა X წერტილში. სიმრავლეს #00.” = 
=(XCX | წ6ეჯთ) ეწოღება M-ის ეფექტურობის არე. I” ასასვას ეწოდება 

საკუთრივი, თუ /X0III->+C. სიმრავლეს LC) = ((X,»)C XXX» | XC #”C2)) ეწოდება 
L მრავალსახა ასახვის გრაფიკი. IC”) გრაფიკი სრულიად ახასიათებს #” 

მრავალსახა ასახვას. იმ შემთხვევაში, როდესაც X ამოზნექილი სიმრავლეა, 

#-ს ეწოდება ამოზნექილი, თუ კი I(#) ამოზნექილია XXX დეკარტულ ნამ- 
რავლში. თუ #) და LI ორი მრავალსახა ასახვაა X-დან I-ში, მაშინ 

Xჯ=ჩMI(V2> მრავალსახა ასახვა განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

X#LCX)=II(X)რI5თ0), VX6C X. 

თუ X წრფივი ტოპოლოგიური სივრცეა და 0 არის არაცარიელი და 

ამოზნექილი ქვესიმრავლე X-ში, მაშინ XC (02 წერტილისათვის შემდეგ სიმრავ- 

ლეს 
1 ია=0+0-» 

ეწოდება (0 სიმრავლის მხები კონუსი X წერტილში. 70(X) არის ამოზნექილი, 

ჩაკეტილი კონუსი X სივრცეში წვეროთი 0CX წერტილში. თუ 1იL0>C, 

მაშინ 1იIXICCX>I#CთC (შემდგომში სიმბოლოებით 0, Iი(0 და IX0=0 V 1M(0 

ყველგან, შესაბამისად, აღნიშნულია C, სიმრავლის ჩაკეტვა, შიგა ნაწილი და 

საზღვარი). ნახ. 3.1-ზე მოყვანილია სიბრტყის 0Cჩ” ქვესიმრავლე გამოყო- 

ფილი X6Cრ0 წერტილით, ხოლო ამ სიმრავლის შესაბამისი 10(Xი,ა და 

X0+70(Xი) კონუსები მოყვანილია ნახ. 3.2-ზე. 

თუ X ლოკალურად ამოზნექილი წრფივი ტოპოლოგიური სივრცეა, მაშინ 

X”' სიმბოლოთი აღვნიშნავთ X სივრცის ტოპოლოგიურად დუალურ სივრ- 

ცეს. ვთქვათ Xი არაცარიელი ქვესიმრავლეა X სივრცეშო, მაშინ შემდეგ სიმ- 

რავლეს 
X-=(ი6 X”| <ი,X>20, VX6 XV) 

ეწოდება არაუარყოფითი პოლარული კონუსი X90 სიმრავლისათვის. 
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Mე (2) = –70 (X) კონუსს ეწოდება ნორმალური კონუსი 0 სიმრავლისათ- 

ვის XC0 წერტილში. თუ X ჰაუსდორფის, ლოკალურად ამოზნექილი, 

წრფივი ტოპოლოგიური სივრცეა და C0 ამოზნექილი ქვესიმრავლეა X-ში, 

ი X0+7 0(Xი) 

ნახ 3.1 

10(%) 

ჟი
, 

    
ნახ 3.2 

მაშინ თე:X ააწთ)ს ფუნქციონალს რომელიც განისაზღვრება 

ტოლობით 

თი(?) =§5სი < 9ი,X>, 
«0 

0 სიმრავლის საყრდენი ფუნქცია ეწოდება, ხოლო ხ#ხ(0)=00„IIთე სიმრავლეს 

ეწოდება 0 სიმრავლის ბარიერული კონუსი. თუ X და XV» ბანახის სივრცე- 

ებია, #: X–532” მრავალსახა ასახვაა, ხოლო X7? და XV” დუალური სივრცეებია 

შესაბამისად X და X-თვის, მაშინ # :X” -> 2” მრავალსახა ასახვას, 
რომელიც განისაზღვრება პირობით 

ი6-(9) = C.–ძ)Cხ0 (ჩ) 
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ეწოღება ” ასახვის შეუღლებული ასახვა. თუ X და X ბანახის სივრცეებია, 

LL X-52' ამოსნექილი მრავალსახა ასახვაა, ხოლო (Xი,Xი)CI (M), მაშინ 

1LXIICX0,)'0) :X-32! მრავალსახა ასახვას, რომელიც განისაზღვრება ტოლობით 

I (0 CXი,Xი)) = I ILC=(%ი.Xი), 

ეწოდება # მრავალსახა ასახვის წარმოებული (Xი.Xი)CI(”') წერტილში. 

0/C0თა”) მრავალსახა ასახვის შეუღლებულ MIX, Xე) :V ->27 ასახვას 
ეწოდება #. X-ა2” მრავალსახა ამოზნექილი ასახვის კოდიფერენციალი 

(X.Xი)C IC”) წერტილში. ადვილი საჩვენებელია შემდეგი იმპლიკაციის სა- 

მართლიანობა;: 

ნC 9” CX.X) (0) «> 

< (ი,-0)C ხ(I (0M CC, XX))) = M-იცო CXი, 70) =–, არო (%, %ი) · 

ქვემოთ მოყვანილ მაგალითში წარმოდგენილია ამოზნექილი მრავალსახა 

ასახვის დიფერენციალისა და კოდიფერენციალის ანალიზური და გეომეტრი- 
ული სტრუქტურები. 

მაგალითი 31 ვთქვათ, რომ X=X=ს!, ხოლო X#:ნ'-36' მრავალსახა ას- 
ახვა განსაზღვრულია 

+L2:3), 0;1), #6) =1“ (2:33), XC (0;1) 
C, X C (0;1) 

ტოლობით. მაშინ # მრავალსახა ასახვის I(”M) გრაფიკს ექნება ნახ. 3.3-ზე 

მოცემული სახე. ამ სურათიდან ჩანს, რომ I (#7) ამოზნექილი ქვესიმრავლეა 

ცს =XXI დეკარტულ ნამრავლში. განვიხილოთ (Xი,Xი) წერტილის მდებარე- 

ობის რამდენიმე შემთხვევა IC#) სიმრავლეში. ცხადია, რომ (Xი,Xი) წერტილი 

შეიძლება იყოს I (”) სიმრავლის 

1 შიგა წერტილი; 
2. სასაზღვრო წერტილი; 

3. განაპირა წერტილი. 

სხვა ტიპის წერტილები IC”) სიმრავლეს არც კი გააჩნია. განვიხილოთ 
ცალ-ცალკე სამივე შესაძლო შემთხვევა. 

1. (X9ი,X0) = (0.5;2.8). 

მაშინ (X0CXის წერტილი IC”) სიმრავლის შიგა წერტილია, ე.ი. 

(Xი.Xი)C IიILV/ო. გვაქვს: 7ო(0-5;2.8)=წ ?. უკანასკნელიდან გამომდინარეობს, 
რომ #0L(0.5;2.8X(X)=ს', VXC 8. ხოლო – 1IX-)(0.5;2.8) = (8?)” = (0) , საიდა–- 

ნაც ვასკვნით: 

68



დამხმარე ცნებები 

X= 

2 4–- (0;3)+I (0; 
რ 

III „რ 
· ასს ლ 

(0:3) – 71», L- კრ 
1 · 

=--+ სააააასააააააააა, 
2.8 ააააააააააააააააააა, 

აააააააასააააააააააას 
2, სგაგააააავააავასააააააა: 

საააასასსასასაზასასMMსMსსოსასMს ს 

სასას ასსასს სასას ს სსააასასასასასსასას ს 
გღააააას ააეტდას · 
ჯა აას ასბ. ასთიიას .5;2. 

სასასასა სა ზააა აა ხა VVXVსXMსXსსსMსსსI 

იააასასაასააააასსასასაასააააასასასაააასასასაა 
სასასაასაასაააააასასაბაბბაბაააბასაასბაასააასაასსა 

   
    
ა ბ დასაგავავაბავააბაბაბაბაბაბაბაბაბააა IL) 

სააა საააასაასასასასასასაასაასაბსაასაასსასაასაასსსა 
საააა სააააააას სასი ვად MMMVსთსასსსს 

სააააააა დააბა ხასა აზ სასაასსასას 
» სასაააასაასას საზააააასასააააასაასაასასსაასაასასასსა 

საასასაასააასას მასასაასააააასაასაააასასაასასაასაზა 

ი სგსასსაასაასსგასს შსსს 
საპაასასასაასაასსასასსაბაასაოსXსMXMსსსX»ააასა ასას ს, 
საააააასაააასასა ზასაასასასასასსსასააასსსასასაააააააი 

I (XXI(0;3))=I„-ეMX90; 

ნახ. 3.3 

0, თუ0=0, 
M#-(0.5:2.8)' (ჟ) = | ი შ, თუ9»0. 

2. (Xი,Xი) = (0.5;2.5). 
ამ შემთხვევაში (Xი,Xი) წერტილი ILC/) სიმრავლის სასაზღვრო წერტილი, 

ე-ი. (Xი,X0)C მI (”). მაგრამ ეს წერტილი არ არის I(C#) სიმრავლის განაპირა 

წერტილი. გვაქვს: 7---(0.5;2.5)=( (X,»)C#6? | X>X ). ამიტომ, თუ #6! = 

=(X76 8' | 7>0) , მაშინ 

(+ 61, =VX, 0L(0.5:2.5)() = , ს თუX+=)» 
თ, თუ Xჯ # X». 
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გარდა ამისა, – II. (0:5;2.5) =((ი,–ი)C ს? | აპ)=09.0=0), საიდანაც 

ვასკვნით: 

.· –ი, თუ ძ = 7, 
I2L (0.5;:2.5 = 

( ) (ი) IC თუ მ  /#. 

3. (Xი,X0) = (0:3). 
ამ შემთხვევაში (Xი,Xი) წერტილი არის I(#) სიმრავლის განაპირა წერ- 

ტილი. გვაქვს: 7-ყი(0;3)=( (X,7)C 6'| X>0, )<» ). მაშინ 

)– >»! = 

IX (0:3XX) = > L,, თუX=X#X2C90, 

, თუ ჯ <0. 

გარდა ამისა, –7-ყო(0;3) = ((9,–ი)C L? | 9<0,0< 9<–4) , საიდანაც 
ვასკვნით: 

· (0:-ი), თუძ=-ი,49 <0, 
სXVC0; = (0;3) (9) თ თუ 9>0. 
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სპეციფიკური მრავალსახა ასახვის ძირითადი თვისებები 

ზ.3. სპეციფიპშრი მრავალსასა ასასვის 

ძირითადი თვისებები 

ვთქვათ, X არის ბანახის სივრცე, რომელიც ნაწილობრივ დალაგებულია 

ამოზნექილი, ჩაკეტილი, მასვილი, სხეულოვანი CCX კონუსით, ე.ი. C(CX-–C)= 

= (0), 1ი(C # C,. ვთქვათ, §პ ისეთი ამოზნექილი ქვესიმრავლეა X სივრცეში, 

რომ IიLC) # C. განვიხილოთ '_1C-V-– მრავალსახა ასახვა რომელიც გან- 

საზღვრულია შემდეგი ტოლობით: 

(:(I(:+C),Xჯ6C §ა; 

ჩ#ი0= (2 XC 6). 

ვიტყვით, რომ X-C() წერტილი C-ექსტრემალური წერტილია §) სიმრავ- 

ლისათვის, თუ Xი არის I მრავალსახა ასახვის ინვარიანტული წერტილი, 

ანუ სამართლიანია X(CX0)=(X0) ტოლობა. 

თუ 7X ბანახის სივრცეა, L ქვესიმრავლეა X-ში და თ: L-521 მრავალსახა 

ასახვაა, მაშინ Xი ნებისმიერი C-ექსტრემალური წერტილისათვის CთX(,) = 6) 

სიმრავლიდან XიC დ '(Xი) წერტილს არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანის 

ამონახსენი ეწოდება. 

აქაც და შემდგომშიც ვიგულისხმებთ, რომ (ა) სიმრავლე არაცარიელი 

ქვესიმრავლეა X ბანახის სივრცეში. 

ცხადია, #)0ჩI/' = 6). 
ვაჩვენოთ, რომ MI” ასახვა, რომელიც განსაზღვრულია (3.1) ტოლობით, 

არს ამოზნექილი მრავალსახა ასახვა.  ვთქვათდთ რომ (XI,X»I)CIC”ჩ), 

(X:.:/2)C LI. და თC (0,1), ეი. »,6§+-X(X,+C), 3:66) CC+C). მაშინ X»,C%4), 

»CX,+C, X2C§), X2CX:+C. ამრიგად, C/,C თC,+C, (1-0I)»:C (1-–თ)X-+C, ამი- 

ტომ Cთ/,+(1–თ)»/:C CXL,+(1–თ)X:+C, და ასევე Cთ/,+(1–თ)7:6 6ა, 

XCCX)+(1–თ)X:)=6პ-:(%,+(1<–Cთ)X:+C). ამის გამო, Cთ/I+(1–თ”/:C 

C MCXX,+(1–თX). უკანასკნელი ნიშნავს, რომ /#: X-32“ ასახვა ამოზნექილია. 
შემოვიღოთ 7): X-32X და #2: X-52X ორი მრავალსახა ასახვა შემდეგნაი- 

რად: 

(3.1) 

M(0= (> #29, (3.2) 
თ, XC C), 

ხC)= , +C, X6C 6-6); ც3) 

თ XCC). 

ცხადია, რომ სამართლიანია შემდეგი დამოკიდებულებები: 
#Cი = (#)CV2)Cი) = ჩI თხილი, (3.4) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ: 
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ჯი!IIM(X) = 120I)!),') = 12C0II1/”5. (3.5) 

თეორემა 31 თუ XC1IიLC6§), მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი 7 რიცხვი, 

რომ სრულდება შემდეგი პირობა: 

II (X+V,) – V,)1I 1LI)(X +II,) – V;) # (, 

VVI, ,V,), VCM2,V:)C 3 X28, 

სადაც 8 ერთეულოვანი სფეროა X სივრცეში. 

დამტკიცება, თუ XC §), მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი 0, რიცხვი, 

რომ X+0,8C0ი. განვიხილოთ ორი ნებისმიერი, მაგრამ ერთმანეთისაგან განს- 

ხვავებული VII, I(0C 0)8 ელემენტი. ვინაიდან X+IIL, X+I06C%5), ამიტომ # და #5 

მრავალსახა ასახვების (3.2) და (3.3) განსაზღვრების თანახმად აღგილი 

აქვს შემდეგ ტოლობებს: 

(3.6) 

#I(C X+I) =§ა, (3.7) 

#2( X+I2) = X +I(ნ0+C. (3.8) 

ვინაიდან X+0,8 C §ა, ამიტომ (3.27) ტოლობიდან ვღებულობთ: 

Xჯ+0,8 C #)( X +M)). (3.9) 

რადგანაც IM:C 0,8 და 2,8 ღია სფეროა, ამიტომ არსებობს ისეთი დადები- 

თი 0; რიცხვი, რომ V:+0ე8 C 0,8. ძეორე მხრივ, რადგანაც 0CC და 101C#C), 

ამიტომ 06.8”Cჰ)ი1C თანაკვეთა არაცარიელი ლღია სიმრავლეა, ე.ი. არსებობს 

ისეთი V 60,8“)იLC ელემენტი და დადებითი 6კ რიცხვი, რომ 

M +0ბა8 C1IიLC C C. (3.10) 

(3.10) ჩართვიდან ვღებულობთ, რომ 

X+M+M +288 CXჯ1+I0+C. (3.11) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ. (3.5) ტოლობას, მაშინ (3.11) ჩართვიდან და- 

ვასკვნით: 

Xჯ +I(:+LM +038 C IX X +). (3.12) 

რადგან M C0-8 და M:+0,8Cმ,8, ამიტომ V:+VX C 0,8. მაშინ არსებობს ისეთი 

დადებითი მ რიცხვი, რომ სამართლიანია ჩართვა 

I(:+M +ბა8 C 0,8. (3.13) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (3.13) ჩართვას, მაშინ (3.9)-დან ვღებულობთ: 

X+სხ+L +ბხ C L.(X+V)). (3.14) 

ვთქვათ, 7= იIი(0,,მე,მა,00ს) და 3/ (M2)=X+I(+M (7 დამოკიდებულია Vე- 
ზე). მაშინ (3.12) ღა (3.14) ჩართვებიდან მივიღებთ: 

1 (II2)+18 C XIC X+VI), 3 (M2)+18 C MX( X +!0), VII, M:C 18. 
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ეს ნიშნავს, რომ სამართლიანია (3.6) პირობა. ამით თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. 

ლემა 3.L თუ XC II. , მაშინ 1იL/(X) # C. 

დამტკიცება. (3.4) -დან გვაქვს 

1იL# (X) =1იLL#, (X) I | ”5(X)). 

ცხადია, 

IILII) (X) | I ა(X)1) =1იL#M(X) | 11ი(#(X) , 

და თუ გავითვალისწინებთ (3.2) და (3.3)-ს, გვექნება 

IIIC M) (X) | |10L #(X) = (19(6)) ( |)იLCX + C). 

მაგრამ XC 1ი1Cჩ C §), და ამის გამო სრულდება შემდეგი პირობა: 

0იL§)) ( 110LCX + C) = (IიL6§2) (1IX+IიLC). (3.15) 

ვინაიდან 1იLC2 » C7, 1იIC # C6 და XC IILC), მაშინ (3.15)-დან გამომდინარეობს: 

(00162) ( |1ი((X + C) # C. 

ამრიგად, მიღებული ტოლობათთდ ერთობლიობადან ვასკვნით, რომ 

10(M(CX) > დ. ამით ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 32 თუ XCIიLC2, მაშინ 0C1IიC(#, – #:XX). 

დამტკიცება დავუშვათ XCIი((·. ლემა 3.12-ის თანახმად გვაქვს 

1იC #2) # C , ამიტომ 19L 9 (X) ( | 101 #5 (X) # C.. 

ამდენად, არსებობს ისეთი », რომ XC 1იL#(X) და XC 1იწ#.(X) . ამი- 

ტომ 

0=X»>–-76C1იL#” (X) –1ი ”,(X). 

თუ ვისარგებლებთ იმ ფაქტით, რომ # და 8 სიმრავლეთა ამოზნექილობიდან 

გამომდინარეობს 1იC4+8 = 1იL(4+8) ტოლობა (იხ. (1191), მაშინ ვღებულობთ: 

1ი1 M(X) –1იLIე(X) = IიL#, (X) + 1ი((– ჩე; (X)) = 

=1იV6 (2) +(=ჩ,C9) =LიC6, – ჩ,)(X), 
რადგან #”, (X) და #:(X) ამოზნექილი სიმრავლეებია. 

ყოველივე ამის გამო, 0C 1MIC/9ე – #1XX). ამით დამტკიცება დასრულებუ- 

ლია. 

შენიშვნა 31 ნებისმიერი XCC) წერტილი არის ML : X-32” ჩზრავალსახა 
ასახვის უძრავი წერტილი, ე.ი. XC ICX), VXC 000. ამის გამო, თუ XC§4 

ისეთი წერტილია, რომ #(X) შედგება ერთადერთი წერტილისაგან, მაშინ 
#C(2:) = §X). 
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ამ შენიშვნაში X არის §) სიმრავლის სასაზღვრო წერტილი. მართლაც, 

თუ დავუშვებთ საწინააღმდეგოს, კერძოდ, რომ X არ არის «§პ სიმრავლის 

სასაზღვრო წერტილი, მაშინ უნღა შესრულდეს X CIიLC2 პირობა, რადგან 

X66ბ. ამ შემთხვევაში ლემა 3.1-ის თანახმად, 10( #”(CX) # 6 , ე.ი, #”L(CX) არ 

შეიძლება შედგებოდეს ერთადერთი ელემენტისაგან. 
ამრიგად, გვაქვს 

IC#,)=((X»)C XXX | »C M(X))=(Cჯ,»)C §-XX | 
| XC M,(X))=((X»X)C (XXX | XC §2) = (3.16) 

= ((X,/)C §–XX 62) =6§2-XC0ა, 

IC#,) = ((X,»)C XXX | XC IM(X)) =((X,)')C (XX | 

|»XC 5(X))=((+»)C §6XX | XC X+C) = (3.17) 

=((X,»)6 XXX |»- XC C) =((X,X+ 2)C (XXX | ჯC C). 

რადგან §) და C ჩაკეტილი სიმრავლეებია X სივრცეში, ამიტომ უშუალოდ 

(3.16) და (3.17) ტოლობებიდან გამომდინარეობს ILCMI)-ი და ILC”2)-ი სიმ- 

რავლეების ჩაკეტილობა XXX დეკარტულ ნამრავლში. ასევე ცხადია, რომ 

ICI) =1 (1) CI). (3.18) 

შენიშვნა 32 თუ (Xი,X»ი)CI (IX და XეC§ბ, მაშინ შესაძლოა მოიძებნოს 

ისეთი ელემენტი ჯიCC, რომ :/0=X0+7ი C 101 6). 
ამრიგად, იმ შემთხვევაში, როდესაც საქმე გვაქვს MX მრავალსახა ასახვის 

გრაფიკის რომელიმე წერტილთან, ყოველთვის ვიგულისხმებთ რომ 

(Xი„X0+50) C §XX() რომელიმე ჯეC C წერტილისათვის. 
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ვ.4. სპეციფიპშრი მრავალსახა ასასვის 

წარმოებული და კოდიფერენციალი 

ამ პარაგრაფში ზემოთ განსაზღვრულ ცნებებზე დაყრდნობით დავადგენთ 
სფეციფიკური ” მრავალსახა ასახვის დიფერენციალისა და კოდიფერენცია- 
ლის ანალიზურ სტრუქტურებს. მათ საფუძველზე შემდგომში მიღებული იქ- 

ნება არასკალარული ოპტიმიზაციის აუცილებელი პირობები. 

როგორც 3.2 პარაგრაფში იყო განსაზდლვრული თუ X წრფივი ტოპოლო- 
გიური სივრცეა და (0) არის არაცარიელი და ამოზნექილი ქვესიმრავლე X- 

ში, მაშინ XC (2 წერტილისათვის შემდეგ სიმრავლეს 

MC0=0+(0-») 
ეწოდება 0 სიმრავლის მხები კონუსი X წერტილში. მხები კონუსის შეუღ- 
ლებულ კონუს აქვს სახე: 

10(X)=(ი2C X” <»,X>>20, VXC 70(X)). 

გთქვათ, X წარმოადგენს ბანახის სივრცეს. LCX,X) სიმბოლოთი აღვნიშ- 

ნოთ X სივრციდან X-ში წრფივ უწყვეტ ოპერატოროა წრფივი სივრცე. 

ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას: 
თეორემა 32 ვთქვათ, X ბანახის სივრცეა, (+ არის X-ის ამოზნექილი 

კომპაქტური ქვესიმრავლე, ხოლო C” ამოზნექილი და ჩაკეტილი კონუსია X- 
ში. დავუშვათ, #C LCX,X), ხოლო C0 : X-32“ მრავალსახა ასახვაა, რომელიც 
მოცემულია პირობით 

#X+C, XC §), 
C(X) = 2 »თC. (3.19) 

მაშინ ნებისმიერი (Xი,X0)C IC0) და MCX, ძCX '-თვის ადგილი აქვს შემდეგ 
ტოლობებს: 

== _ | 4M +7C(2% – 4Xი), V 6 7ი(X-), 
#MC0C%, X6XII) = I ი "რჟ(CX), (3.20) 

· #'9–1ი(%), 9 C 7CCXე – 4Xა), 
#CLCXა.Xი) (9) = · (3.21) 

. ს 9 C 7CCX – 4%). 

დამტკიცება. ვინაიდან (–ჰ2 და C წარმოადგენენ X სივრცის ამოზნექილ და 

ჩაკეტილ ქვესიმრავლეებს, ხოლო 4 წრფივი უწყვეტი ოპერატორია X-დან 
X-ში, ადვილი საჩვენებელია, რომ 0 : X-32“ მრავალსახა ასახვა ჩაკეტილი 
და ამოზნექილია, ხოლო მისი I C0) გრაფიკი ამოზნექილი და ჩაკეტილი სიმ- 

რავლეა XXX დეკარტულ ნამრაელში. 
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პირველ რიგში დავამტკიცოთ (3.20) ტოლობის სამართლიანობა. ვთქვათ, 

(Xი.Xი)C I (C(2), (IC #. წარმოებულის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს: 

VC #XXXი.Xი)(() – (V,V)6 7-ყი)CXი» ია 

ეს უკანასკნელი ნიშნავს, რომ არსებობს წერტილთა ორი ისეთი მიმდევრობა 

IVა)CX, (V,)CX, და რიცხვთა მიმდევრობა (VI,), /I„> 0, რომ 

რაი ს -3 ბ (Xე + I,M,, ე +V/I,V,) C LIC0), V#7IC M. 

0 ასახვის (3.19) განსაზღვრის თანახმად ეს უკანასკნელი ნიშნავს: 

Xე +”, C §ა,VIC M, (3.22) 

2% +II,V, C #(Xე +II,M,)+ C, VII C M. (3.23) 

(3.23) ჩართვიდან გამომდინარეობს: 

Xი – 4ა: + I,(V, – ტს,)6C, VII C M. (3.24) 

ვინაიდან XეC(§ბ, M„, –3 V, და (+ კომპაქტურია, (3.22) პირობიდან გამომდინა- 
.– 

რეობს (M,)-ის კრებადობა რომელიმე ნამდვილი რიცხვისაკენ. მაშინ 7Xი(Xი) 

კონუსის განსაზღვრის თანახმად, ვღებულობთ, რომ სC7ი(Xი). მეორე მხრივ, 

რადგან 4ტ წრფივი უწყვეტი ოპერატორია X სივრციდან X-ში და აგრეთვე 

" –პVM, V 3V, ამიტომ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 

V, – I, 3 V-–- #V. 
„ა 

რადგან (Xი.X0)C ICC2), ამიტომ Xი–#4XიC C. 7C(X0-რXი) კონუსის განსაზღვრის 

თანახმად (3.24) ჩართვიდან ვასკვნით: V-#ტVC ICCI0-–4Xი). ამ უკანასკნელიდან 

გამომდინარეობს შემდეგი დებულება: 
თუ M670ი(VXი), მაშინ 

VC LX0XCXე,XიXI) = V6C 4M+7C(Xი – 4X). (3.25) 

მეორე მხრივ, ადვილი საჩვენებელია, რომ LI0LVIIXXXი,»0)C7ი(#ი). ამიტომ, 

თუ VC 7ი(Xი), მაშინ ეფექტურობის არის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს: 

V C 00000(%,X) <= #MCCXა,XიXV) = C. (3.26) 

ვაჩვენოთ (3.25)-ის საწინააღმდეგო ჩართვის სამართლიანობა. მხები კო- 

ნუსის განმარტებიდან გვაქვს: 

MC 1ი(Xე), VC #M+IC(Xი – ტX-) = 

3(V.) C X, (2,), 1, >0, V, –>+MV, Xე +1,V, 6 §ბ, VI C I, 

= 3(M,.) C X, I), 7.>0, M, –2V- #9, Xი – #4X +7,M, C C, VII 6 IM. 

(3.27) 
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დავუშვათ, /I = იVI) I «,,7,), V = M,+#"/,, VC MM. რადგან VM. 3 L- #I და 

4CXCX,X), ცხადია, რომ V 3V. (3.27)-დან მივიღებთ: - 

93(IV,) C X, (ჩM,). IM, >0, V, 2 4X% +/,V, C §), VV 6 M, 

3(V,) C X, (ჩI,), #, >0, V, =3V X – #Xე +, (V, – ტს,)C C, VIC VM. 

ამ უკანასკნელისა და C მრავალსახა ასახვის განსაზღვრის თანახმად სა- 

მართლიანია შემდეგი ჩართვა: 

(X +M,4,,)ი +/,,V,„)C IX0), VMC M. (3.23) 
ამგვარად, არსებობს ისეთი I(M,,V,)) C XXX წერტილთა მიმდევრობა 

და (ჩია), M„ > 0, რიცხვთა მიმდევრობა, რომ (V.,V,) 3 (V,) და სრულდება 

(328) პირობა. მაშინ, რადგან (Xი,Xი)CI(C0), სრულდება ჩართვა (LVV,V)C 

C 7IX0XXი.Xი). ამ ფაქტიდან პირდაპირ გამომდინარეობს: 

VC 9XC0C(X-,XიXV), VM6C 7ი(X)- (3.29) 

(3.25), (3.26) და (3.29)-დან გამომდინარეობს: 

4M +7C(20 – 4Xე), M 6 1ი(%), 
MC0C.7იXM) = I2 «C7Cა), 

V(CX-,X0) C I (0), VM C X. 

ამით ტოლობა (3.20) დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ (3.21) ტოლობის სამართლიანობა. 

(3.20) ტოლობიდან გამომდინარეობს: 

I (6C0C(CX·, X%)) = ((V,V)C 7(X0)X X | V-–- #4M6C 7C(Xი – 4X-)) = 

= ((M,IV+ #M)C 7ი(X-)X X | MC 1C(Xი – #X-)) = 7-0) (XIX). 

(3.30) 

მეორე მხრივ, კოდიფერენციალის განსაზღვრის თანახმად გვაქვს: 

?იC #0C,X) (9) ა) <ჰ0,-ძ2C –7ით (Xი. Xი)- 

თუ გავითვალისწინებთ (3.30)-ს, ამ უკანასკნელიდან გამომდინარეობს: 

ი6C 00(,X#) (ი) <= 
–“ </ის>-<0,V+/4ტ4M>=<ჩნ-#ტ90სM>-<90,V><0, 

VVC 7ი(Xა), VM'C 7C()ი – #Xი)- 

(3.31) 

შევნიშნოთ, რომ 7ი(Xი) და 7C0IC-4Xე) ამოზნექილი და ჩაკეტილი კონუ- 

სებია X სივრცეში პირველ რიგში განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც 

ძC 7CCX – #Xე). მაშინ აღნიშნული ეCV -თვის შეიძლება შევარჩიოთ ისე- 
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თი IV = IVXV)C 7C00-4#Xი), რომ <ძ,M())> <0. რადგან ნებისმიერი დაღებითი 

I-თვის გვაქვს IMV2)C 1C0ი-4რ%Xი), ამიტომ ნებისმიერი /)C X ფუნქციონალი- 

სათვის შეგვიძლია შევარჩიოთ I-ს ისეთი მნიშვნელობა, რომ (3.31) უტოლო- 
ბის მარჯვენა მხარე ღაირღვეს, ეს კი თავის მხრივ ნიშნავს, რომ 

ითM0თააი) (0), ეი, თუ # რ 7C(X - 4X)), მაშინ /X0(C”Xი.Xი) (მ)=C. ამის 
გარდა, რადგან 1ი(Xი0) და ”CVი-#Xი) ამოზნექილი და ჩაკეტილი კონუსებია, 
პირობა (3.31)-ის მარჯვენა მხარეში სრულდება მაშინ ღა მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც შესრულებულია შემდეგი დამოკიდებულებები: 
ი-#06-Iი(X) 96 1C()ი – 4Xი). 

ეი. ვღებულობთ: 

00(%,Xი)' (9) = (ი “იძი 46% 0-4), 
დ, ძი C 7C(Xი – 4X-)- 

ამრიგად, (3.21) ტოლობა დამტკიცებულია. ამით თეორემის დამტკიცება დას- 

რულებულია. 
(3.19)-ით ტოლობით განსაზღვრული 0: X–2%X მრავალსახა სახვისათვის 

დამტკიცებული თეორემა ((3.:0) და (3.21) ფორმულები) ცხადი სახით იძ- 

ლევა მისი წარმოებულისა და კოდიფერენციალის ანალიზურ სტრუქტურას. 
ლემა 3.3, ნებისმიერი (Xი,/0)6 LIC#>) წერტილისათვის და MCX, ძCX” ელე- 

მენტებისათვის სრულდება შემდეგი ტოლობები: 
M +1CCXი – #X-), M C 78 (Xა), ».»)6)= 3.32 ნ”, C%,XიXV) 2 4 “რ C), 6.32) 

· ძ – 1ი(C%), 9 C 7C(Xი – 4Xიე), ინC #)'C)= (3.33) 
2(Xი 7) (9) C ძC IL Cი – 4X). 

დამტკიცება. დამტკიცებისათვის საკმარისია ვისარგებლოთ თეორემა 3.2- 

ით, რომელშიც 4#CLCX,X) ოპერატორის ნაცვლად უნდა ჩავსვათ # იგივური 

ოპერატორი და გავიხსენოთ ის გარემოება, რომ # 'CL(X,X) აგრეთვე იგი- 
ვური ოპერატორია X · სივრციდან X სივრცეში. ამით ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.3, ნებისმიერი (Xი,X0)CIX#)) და MCX, ძCX  ელემენტებისათ- 

ვის სრულდება შემდეგი ტოლობები: 
1ი6C(Xი), LM C 1იCXი), 

. = 3.34 MI, (XXI) თ CC), (3.34) 

· – ი (Xი), 4 C 7ი(Xი), 
LI, (Xი.Xი) (09) = · (3.35) IL>X0+20/ L9 (> თრ 716»). 

დამტპიცება. (316) ტოლობის თანახმად გვაქვს I (# I) = §XXCჩ. ამიტომ 
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VC MM (Xე,X0XV) «< 

ლ (V,V)C 7-5) (Xი, Xი) =7ი«)(X0> XC) = 1ი(Xე,X0)X706(Xი» ი), 

MCრ7ი(Xე) <> MC 000, (X-.X)“ II(X,X6CXII) = თ, 

ე-ი., 

16CX), MC 7ი(X2), XVI (Xი, XიXM) = I ' რ 7ი(Xი) ე 
ი0%-07- 

ამგვარად, (3.34) ტოლობა დამტკიცებულია. დავამტკიცოთ ახლა (3.35) 

ტოლობის სამართლიანობა. ზემოთ მოყვანილი ფაქტიდან გამომდინარეობს: 

ICX, (X, Xი)) = ((M,V) C 7ი(X-)%7ი(CXი)) = ჩXნწ)(Xი. Xი), 

66 IM, (X,Xი) (მძ) «<> (#,-ძ)6 –7X-) (XX). 
ეს კი, თავის მხრივ, ნიშნავს 

<ი,,>-<ძ0ძ,V><50,VV6C 7ი(Xე), V7>6 708(CX#)- 

რადგან 7ი(Xია და Iი(#ი) ამოზნექილი, ჩაკეტილი კონუსებია X სივრცეში, 

ზემოთ მოყვანილ უტოლობას ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდე- 

საც /#C-7ი(X) ლა #ძC71ი(X) თუ რი-C71ი(Xა), მაშინ, ცხაღია, 

0ICXი,Xი) (9) = თ. ამრიგად, 
· –16(%), 0 C 7ი(Xი), 

0 (XX) რ-! 9-8 ჩო 
დ, 4 C 70(X%): 

ამით დამტკიცება დასრულებულია. 
ლემა 3.3 და თეორემა 3.3 ფაქტიურად გვაძლევენ M მრავალსახა ასახვის 

დიფერენციალისა და კოდიფერენციალის განსაზღვრის საშუალებას ცხადი 
სახით. 

თეორემა 3.4. თუ 1IიC) ჯ# თ, მაშინ სამართლიანია შემდეგი ჩართვები: 

(0,0) C 169L(I (”,) – I (Mე)), (3.36) 

(0,0) C 1იILCI-) (Xი, 0) – XIV) (XიV X0)), V(CX-,X)CIC,) (3.37) 

ლამტკიცება. თავიდან ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია (3.36) ჩართვა. 

რადგან 1იC(:#C, ამიტომ არსებობს X 6 191C).. ლემა 3.1-ის თანახმად გვაქვს, 

რომ Iი(X(X)#C, "საიდანაც გამომდინარეოს XC 1იL#(CX) C X#(CX) = 

= M(X) I I#M1(X) ელემენტის არსებობა. ამგვარად, 

(0.0) = (X, 7) – (X,7)C IX#,) – I C#-;). 
რადგან XC 1IიLC2, ამიტომ (+ 7)2XXX ნებისმიერი წყვილისათვის არსე- 

ბობს ისეთი დადებითი § რიცხვი, რომ 

ჯ+§XCIიL0, V§C (0,5), 
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ასევე არსებობს ისეთი , რიცხვი, როპ 

IX C I0LLI, – XX), V/IC L0,!), 

ვინაიდან ლემა 3.2-ის თანახმად 0 C 1IILCI, – /:XX). 

ვთქვათ, ძ = IIიCყ,7), მაშინ ზემოთ მოყვანილი მსჯელობიდან გამომდი- 

ნარეობს შემდეგი ჩართვების სამართლიანობა: 

X+IXC1ი(0, VI C (0,0), 

1; C 1იLCI, – ჩეXX), V/I!C (0,0). (3.38) 

აქედან, #1) ასახვის განსაზლვრის გათვალისწინებით, გამომდინარეობს ტოლო- 

ბები: 

ჩ,(X+L#X) =§) = ჩ”,(X). 

(3.38) დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს შემდეგი ჩართვა: 

»C(წ-ჩ)0=#ნ0)-ჩCე, VIC (0,8). 
ამიტომ, არსებობს ისეთი ორი 7), 2 ვექტორი, რომ 

ჯ,C I (X)= ს, (X+IX), 2: C L:(X) 

და 

I» = 2, – 2. 
ამგვარად, 

(0,0) +/((X,3) = (%,8) =(X+IX-– X,1, – X) = 
=(»X+IX,2) –(X,)'1)C IC#,)-– ICI), VIC (0,0). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (0,0)C C0LCIXCI-I)–I C/5))!. 
ვინაიდან I (MI)-I (ე) ამოზნექილი სიმრავლეა, ამიტომ 

C0L(I (MI)–I (I-2)) = IიL(I (I/”))–I (C/”3)). 

აქედან 

(0,0) C IიL(I (C#,) – I (#)). 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია (3.37) ჩართვა. თავიდან შევ- 

ნიშნოთ, რომ (3.18) ტოლობის თანახმად (X.)0)C I (”) ჩართვას ადგილი აქვს 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც (Xი,Xა)CI C”,)) და (Xი.X0)CI (”2). მეორე 

მხრივ, მხები კონუსის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს: 

ICI) C (Xა„Xი) + 7) (Xი, 2"), 

I CI) C (%V)”ი) + 7) CXი» Xი)- 

აქედან ვღებულობთ: 
ICI) –I CM) C7-,)(Xი» X0) – 7”) (X0+2): (3.39) 

  

'აი0 - 0 სიმრავლის ალგებრული შიგა ნაწილი. 
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რადგან 1IიIIX 5) – ICI5)) C IC/5) –IX/-),. (3.36) ღა (3.39)-ის გამოყენე- 
ბით, მივიღებთ (3.37)-ს. თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 3.3. ვინაიდან სამართლიანია ტოლობები 

I (07, (%0)) = 7”) CV0+ 2 

I (M-”ე(Xა, Xი)) = შინ) (2 XX, 

ამიტომ ნებისმიერი (Xი,Xი)C I (I) წერტილისათვის აღგილი აქვს შემდეგ ჩარ- 

თვას: 

(0,0) C IიIIC0ნ (XX) – LC0/>CX,X))). (3.40) 
თეორემა 35. ნებისმიერი (Xი,Xე)6ICI) წერტილისათვის და ნებისმიერი 

IC X ელემენტისათვის სამართლანია შემდეგი ტოლობა: 

#0 (Xი, 76XIM) = IM (X-, X6XVI) | | 0”1(Xი. 7იXV) = 

_ 7ი(Xი)! IIV + 7CCXი – Xა), M C 7ი(Xი), 

თ, M C 7ც(%ი). 

დამტკიცება. ცხადია, რომ 

ILICXXC%, X%)) = 7Xო (%Xე, X) = /წინ)იX6)(Xი, ი). 

რადგან IC#I) და IC#:) ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლეებია XXX 

დეკარტულ ნამრავლში, ამიტომ თეორემა 3.4-ის თანახმად გვექნება: 

(0,0) C IიLIC6.) – LCჩ-.)). 
ცნობილი ფაქტის გამოყენებით (იხ. |31)), ვღებულობთ შემდეგ: ტოლობებს: 

 ი(5)0X6)(X0» 70) = 7-6) (0; X0) I 17-ე (+; 70) = 

= I (0 (Xი, X9)) I 1I (0/,(Xი, Xი)) = 

= III (XI, 7ი) ი LI. (%, 7Xი)I. 

აქედან კი ვასკვნით: 

#CXL.Xი) = MX, (X--X0)LI IL) (Xე, Xი)- 

(3.32)-ისა და (3.34)-ის გამოყენებით ვღებულობთ: 

_ |7ი(X%)I 1IV +7CCXი – Xი)1, V C 7ი(Xი), 
იწთაარა (2 #C 7ა(Xე). 

თეორემა დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული თეორემით საბოლოოდ დადგინდა M მრავალსახა ასახვის 

დიფერენციალის სტრუქტურა. . 
თეორემა 3.6. ნებისმიერი (Xი,X0)CI (M) წერტილისათვის და ძCX ელე- 

მენტისათვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

სVXLXა, Xი) (9) = I, (Xი,X) (9,)+ #5(%.Xი) (4;), (3.41) 

სადაც რ = 9)+ძე. 
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დამტპიცება. რადგან I2X”(X0,X0). 12%) : X->2X ამოზნექილი და. ჩაკე- 
ტილი მრავალსახა ასახვებია, ამიტომ სრულდება (3.40) ჩართვა. მაშინ, 

ცნობილი ფაქტის გათვალისწინებით (იხ. |31)), მივიღებთ (3.41) ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ამ თეორემით დადგინდა I მრავალსახა ასახვის კოდიფერენციალის ანა- 

ლიზური სტრუქტურაც. 

ამრიგად, საბოლოოდ ვღებულობთ შემდეგ თანაფარდობებს: 

7 0ე), #6 7-(Xე), 
05 (%,X)60 = (2 “. ირას (8.42) 

, ი 07/ 

იჩ, C,XXM) = “ "7ი0%. რი+467ი იი (3.43) 
, 0 %VჯV“07! 

. –1ი(Xი), 9, 6 70 (7), 
0M(%,Xი) (9)=4_ “ი რჩ.9 (3.44) 

სთ 70 4 > ძ, C 7ი(CXი), 

· 4“ –1ი(X%ი), ძ; C ICCX% –- 4X-), 
IXI:(CXი,Xი) (91) = · (3.45) 

რამონ დ ძე 6 7CCXი – 4Xი), 

IM =#(X) III (X), C,X-)C LXX), (X-,X-)C IC). (3.46) 
(Xი.X%) C IC”) 

თეორემა 3.5-ის თანახმად 

თეორემა 3.6-ის თანახმად 

I CX,X) (9) = 09 (XX) (94) + M=CX,Xი) (4 ს), 09 =9, +ძე.(3.48) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ შენიშვნა 3.2-ს, იმ შემთხვევაში, როდესაც 

(X9.1%) C I (”), შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი ?იC C ვექტორი, რომ XC= Xი+2ი და 

Xი0+7ე C §ა, Xე C §პ. ამგვარად, ვღებულობთ შემდეგ თანაფარდობებს: 

–7ი(%ი), 9, C 70 (Xი + 2ი), 

დ, 9, C Iი(Xე + 7ი), 

(3.47) 

LI (X0LXი +7ჯე) (9,)= 

(3.49) 

4 –7ი(%), ძე C IC(7ი). 

თ, ძე 6 1C(2ი)- 
მიღებული თანაფარდობები არსებითად გამოყენებული იქნება მომდევნო 

პარაგრაფებში. 

1, (Xე,Xე + ში) (0;) = | 
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8.6. მხები კონუსის ერთი თვისება 

არასკალარული ოპტიმიზაციის კონუსური ოპტიმალობის აუცილებელი 

პირობების მისაღებად დაგვჭირდება მხები კონუსის ერთი თვისება #” მრავალ- 

სახა ასახვის ინვარიანტულ წერტილთან დაკავშირებით. 

თეორემა 3.7. თუ ”(Xი) = (Xი), მაშინ სამართლიანია ტოლობა: 

Iი170ი(X)I1C = თ. (3.50) 

დამტკიცება. რადგან C–> ამოზნექილი და ჩაკეტილი სიმრავლეა X სივრ- 

ცეში არაცარიელი შიგა ნაწილით, ამიტომ, ცნობილი ფაქტის. თანახმად (იხ. 

(311), გვაქვს 1017ი(Xი) # 66, ამასთან სრულდება პირობა 

IიIXი(Xა) = LI +6ი(0 –X). (2.51) 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი., ჩავთელით, რომ სამართლიანია შემდეგი 

თანაფარდობა: 

1M(7ი(Xე) I) C # რ. 

მაშინ არსებობს ? ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს 26C1იL7ი(Xი)ისC პი- 

რობას. (3.51) ტოლობიდან მივიღებთ: არსებობს ისეთი ს” ელემენტი, რომ 

2C (: წიი-»ა. აქედან შეგვიძლია გავაკეთოთ დასკვნა: მოიძებნება 

ისეთი XC1ი((, რომლისთვისაც სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

#2 = X – Xე. (3.52) 

რადგან C კონუსია, 2CC და ს >0, ამიტომ (3.52)-დან ვღებულობთ: 

X-–Xე 6 C. (3.53) 

მეორე მხრივ, სამართლიანია 1ი1 §ჩ C 62 ჩართვა, ამიტომ 

X6C 6), (3.54) 
(3.52) და (3.53) პირობებიდან ვღებულობთ შემდეგ ჩართვას: 

ჯ6C §9(/I(X-+C). (3.55) 

ახლა გავითვალისწინოთ ის გარემოება, რომ Xი არის §() სიმრავლის სასა- 

ზღვრო წერტილი. რადგან XC 1იI§2, ამიტომ X « X-. ე-ი., შეგვიძლია დავას- 

კვნათ: არსებობს ისეთი XC§) წერტილი, რომ X #%Xე ღა XC ”V(Xე). (ეს 

ფაქტი აშკარაა, (3.55) ჩართვიდან გამომდინარე). ეს კი ეწინააღმდეგება 

”(X0ი)=(Xი) პირობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 3.4. თეორემა 3.7 სამართლიანია მაშინაც, როდესაც X წარმო- 

ადგენს ნორმირებულ სივრცეს. 

იმისდამიუხედავად, რომ დამტკიცებული თეორემა 3.7 დამხმარე ხასიათი– 
საა ჩვენი კონკრეტული მიზნისათვის, მას გააჩნია თავისთავადი ინტერესიც. 
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3.6. კონუსური ოპტიმალობინს 

პმრობები 

წინასწარ შევნიშნოთ, რომ თუ X-იC('“ წარმოადგენს /> მრავალსახა ასახ- 

ვის ინვარიანტულ წერტილს, მაშინ სინამდვილეში Xი არის (ა) სიმრავლის C- 

მინიმალური წერტილი პარეტოს აზრით. თუ Xი აკმაყოფილებს I(CX0) =LC) ტო- 

ლობას, მაშინ X-ს ეწოდება §' სიმრავლის აბსოლუტური C-მინიმალური 

წერტილი. 
ამ შენიშვნის თანახმად, დებულება, რომელიც წარმოადგენს /”(Xი) = (Xი) 

ან M(CXი)=§' ტოლობიდან მიღებულ შედეგს, იქნება კონუსური ოპტიმალობის 

აუცილებელი პირობა, შესაბამისი აზრით. 

თეორემა 3.6-ის თანახმად სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

სჩიიI0XM(CX-,Xე + 7ე)1 = 00ი1M0I(X-,Xე + 7ე)1 + 

+ 00თ(0-(CXა,Xე + 7ე))”. 

მაგრამ (3.49) პირობის თანახმად ადგილი აქვს ტოლობებს 

M00IM(Xა,Xე + 20)1 =706(Xე + ჯია, 

I0MIL 0 (X-,Xე + 7ე)) = 7C(7ი). 
ამგვარად, შეგვიძლია დავასკვნათ: 

ჩი»ILM(Xა,Xე + ?ე)) =7ე(Xე + 2ე)+ 7C(7ი)- 

აგრეთვე, შევნიშნოთ, რომ ადგილი აქვს ჩართვას 

1ი(Xე + ?ე) I 17C(7ი) C 70 (Xი + 7ი) +1C(2ი)- 
თეორემა 3.6-ისა და (3.49) ტოლობის თანახმად მივიღებთ, რომ სამართ– 

ლიანია შემდეგი ტოლობა: 

9I(X,Xი + 20) (4, + 9;) = 

_ I9, – (5(%) +7(X)), 9, + 9; 6 1ი(7ი + X-)+76(წე,) (3.56) 
დ, ძ, + 9; C 1ი(7ი + Xე) + 1C (7). 

ახლა შევნიშნოთ, რომ 70(Xა) არის ჩაკეტილი კონუსი X” სივრცეში 

და 06 70(X), მაშინ 1(X-)+70(X%) =1ი(Xი) · ამის გარდა, თუ მხედველო- 

ბაში მივიღებთ იმ გარემოებას, რომ I (X.Xი +270) მუღმივი მრავალსახა 

ასახვა თავის ეფექტურობის არეში და, აგრეთვე, იმას, რომ 

0C 0 (XX + წე) , ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია დავუშვათ ტო- 

ლობა (3.56)-ში, რომ 4#(|=0. ამ შენიშვნის გათვალისწინებით, თუ დავუშვებთ, 

რომ 4;= ი, მივიღებთ, რომ სრულდება შემდეგი თანაფარდობა: 
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9 – 1ი(Xი). 4 6 7C(7ი), 
დ, ძთ 1-(2ი). 

თუ დავუშვებთ, რომ 7?0:=0 და გავითვალისწინებთ 7C(X-)=C“ ტოლობას, 

მაშინ (3.57)-დან ვრწმუნდებით შემდეგი თანაფარდობის ჭეშმარიტებაში: 

ძ-Xი(X)496 C", 

I2XCXა,Xი + 20) (9) = | (3.57) 

MIXL(Xა.Xე)' (9) = , (2.58) (X ი) (4) თ. ე«C ა 

(3.47)-დან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობა: 

შყ ,#C7, , ინს + 2)0)= (2 (Xე +7ე)I LV +7C(70)1 “ი ირ) ც5» 

, ი(C%ი). 

ცხადია, 
M + C(20) C 7ი(X-)+7C(7ი), VII C 1ი(Xე). (3.60) 

ვინაიდან #MXI(CX0,Xი+?ი)(ს)=C, VIC ”ი(Xი), (3.59) და (3.60)-დან გამომდი– 

ნარეობს ჩართვა 

სI(X-,Xე + 7ე0XM) C 786(Xი + 20) | 1II0(X-) +IC(20)), VII C X. (3.61) 

(3.50)-ის თანახმად მივიღებთ: 

1ი(Xი-) + 1C(7ი) C 1ი(Xი) + 1C(7ი) =1ი.C(XX+7ი) (3.62) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (3.61) და (3.62) თანაფარდობებს, საბოლო- 

ოდ გვექნება: 
#0X(XV,Xე + 70XI) C 70 (Xი + 7ე)! I7ი+C(Xი + 20), VM 6 X. (3.63) 

ლემა 3.4. ვთქვათ, (X,Xი) C IC”) და 

MCC )ა+C, VX6 §). (3.64) 

მაშინ ადგილი აქვს ჩართვას 

ლX-C)+CC7X1+C, VX6C0) (3.65) 

და, ამასთანავე, სრულდება შემდეგი ტოლობა: 

#(X)) = 9), (3.66) 

დამტკიცება. ნებისმიერი XC ო წერტილისათვის XC ”(X), ამიტომ (3.64) 

ჩართვიდან ვღებულობთ X6C /0+C. მაშინ 

(XC X-+C. (3.67) 

შეორე მხრივ, 

10+C C #M(CX-)+C = 

=(0-II(XI-+C))+CCX-+C+CCX%+C, V:60 

(3.67) და (3.68)-დან უშუალოდ გამომდინარეობს (3.65)-ის სამართლია– 

ნობა. (3.65)-დან, კერძოდ, ვღებულობთ: 

(3.68) 
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(აCX+C. (3.69) 

ვინაიდან #(Xა)=(62I(I(X-+C), შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ სრულდება 

(3.66) ტოლობა. ლემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებულ ლემაში Xე წარმოადგენს §2 სიმრავლის აბსოლუტური მისი- 

მუმის წერტილს. 
შენიშვნა 3.5. ცხადია, რომ ადგილი აქვს შემდეგ იმპლიკაციას: 

M(Xე)=%ა) «2 §1CX-+C. (3.70) 

თეორქმა 3.8. ვთქვათ, (Xი,Xი) C IC). დავუშვათ, რომ სრულდება პირობა 

X(0ეC1ი+C, VX6C §). (3.71) 

მაშინ ადგილი აქვს ჩართვას: 

IC. X0XI)CC, VVMVC X. (3.72) 

დამტკიცება. ლემა 3.4-დან გამომდინარეობს, რომ §2C Xე + C. ვინაიდან 

X0 6 ”I(X-) C%ჩ– და C ჩაკეტილი კონუსია, ამიტომ 

7იCX) C 7,ჯC(X + 0) C 7,,,I(X-) +7C(0)=0+C =C. 

ამრიგად, 

1ი6CXა) C C. (3.73) 

თუ კვკლავ ვისარგებლებთ ლემა 3.4-ით, მაშინ მივიღებთ (+CXა+C, და 

რადგან Xა6 (ს, (3.73)-ის დამტკიცების ანალოგიურად შეგვიძლია ვაჩვე- 

ნოთ, რომ ადგილი აქვს ჩართვას 

71ი6(X-) C C. (3.74) 

გინაიდან XიC M(CX0), შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ?ეC C ვექტორი, რომ X0= 

=X0ი+2ე C ML(Xი). ამიტომ გვაქვს: 

7ი+CLX0) = 7ი+C(Xი + 70) C 1ი(X) + ICC(2ი). (3.75) 
მაშინ (3.74) და (3.75) ჩართვებიდან გამომდინარეობს, რომ, აგრეთვე, 

სრულდება შემდეგი ჩართვა: 

7ი+C(Xი) C C +1C(7ი)- (3.76) 

რადგან C ამოზნექილი კონუსია, გვაქვს 

C C 7C(>%). (3.77) 

ამგვარად, გვაქვს C +7CLC70) C 7C(70) + 7CC(70) C 1C(2ე) ჩართვები და 
ამიტომ 

C + IC(70) C IC(70) C IC(:ი). 

ამის გამო ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

7ი+C(X0) = 7ი+C(Xი + 20) C 7C(70). (3.78) 

მაშინ (3.63), (3.73) ღა (3.78)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ: 
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MX CXა, ი XII) C 1ი(X0) I 17ი.C (06) C C IIIC(2ი), VV#6C X. 

(3.77)-ის თანახმად გვაქვს CI(I”IC(701=C, "MV17Xე 6 C. ამიტომ აქედან გამომ- 

დინარეობს (3.72) ჩართვა. თეორემა დამტკიცებულია. 

ლემა 3.5. თუ (Xი,X»0) C I (”), მაშინ ადგილი აქვს ჩართვას 

MC) – X C 9MMCXა.)0XX- Xა) VXC6C (> (3.79) 

დამტკიცება. გვაქვს §21– X C7ი(Xა) ჩართვა. ამიტომ ნებისმიერი XC()- 

თვის M =X-Xე C1ი(Xი). თეორემა 3.5-დან ვღებულობთ შემდეგ ტოლობას: 

7ი6(X) IIIX – Xე +7CCXი – X-)1 = 10 (X,)'0XX – Xი)- 
მეორე მხრივ, ვინაიდან §2– IX C7ი(X-) და MC) C5), VXC§62, გვექნება შემ- 

დეგი ჩართვა: 

MCX) – X7ი C1ი(Xი) VX6C §). (3.60) 

ამის გარდა, 

M(X)C X+C C X+)I – X- +ICCX – Xი), VX6 6), 

და, ამგვარად, 

M(X) – Xა C X- Xა +7C(Xი – XX), VX6C §), (3.81) 

(3.80) და (3.81) ჩართვებიდან გამომდინარეობს: 

MC) – Xი C 1იC(Xი)I 1IX – Xი + 7CCXი – X6)) = 
= MM(CX-,XXX- Xაე), VXC §). 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 3.9. თუ (%ი,Xი) C II და 

LXIXCXXი)CV) C C, VICX, 

მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

XC) CX»ი+C, VX6C%). 

დამტკიცება. ნებისმიერი XC§)-თვის განვიხილოთ V=X-XიC»X. რადგან 

MXVICX,10)(X-–X0ი) C C, მაშინ, თუ ვისარგებლებთ ლემა 3.5-ით, მივიღებთ ჩართ- 

ვას: 

#Cი – წი C 9MCი.X0XX–Xი) C C, VXC§), 
რაც ნიშნავს X#CX) C Xი+C ჩართვის სამართლიანობას ნებისმიერი XC§24 ელე- 

მენტისათვის, ამგვარად, თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 3.8 და 3.9-დან უშუალოდ გამომდინარეობს 

თეორემა 3.9. თუ (იი) 6 ICI), მაშინ ადგილი აქვს ექვივალენტობას 

MC)ლ_1XიC, VXCა) ==. IMIM(CX,Xი)I) CC, VVCX. 

გავიხსენოთ, რომ ამოზნექილი და ჩაკეტილი CCX კონუსი მახვილია, თუ 

სრულდება C«CX-–C) = (0) პირობა. 
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თეორემა 31L ვთქვათ, C მასვილი კონუსია X სივრცეში და (Xი,Xა) C 

CI (I). მაშინ სამართლიანია შემდეგი იმპლიკაცია: 

#0ეC-–1X0ლ+C, VXC§ა «> 1I0= X0, I” CXი) = 54. 

დამტპიცება. დავუშვათ, ICI) C Xი+C, VXC (6). ლემა 3.3-დან გამომდინა- 

რეობს, რომ §)C Xი-+C, 7CXი) = §), ამიტომ )'–%იC C, Xი–)0C C. ვინაიდან C 

მახვილია, ამიტომ Xე= ს და /(>Xი) = §პ. 

დავამტკიცოთ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, Xი = Xი და I/(CXე) = §პ. მაშინ (:C 

C>0+C ღა II(X)C Xი+C, VXC 6). თეორემა ღამტკიცებულია. 

თეორემა 3.11 სინამდვილეში ახასიათებს 6) სიმრავლის აბსოლუტური მი- 

ნიმუმის წერტილს L მრავალსახა ასასვის დიფერენციალის საშუალებით. 

ვინაიდან (Xი,Xი)C I (CM), VCXC62), თეორემა 3.11-დან ვღებულობთ: 

XC) CX0+C, VXCC) «> VIICXი) = §ბ. (3.82) 

(3.82) იმპლიკაციის გამოყენებით თეორემა 3.10-დან ვასკვნით: 

IMLX,7Xი)(II) C C, VVCX <> I”Xი) = C), (3.83) 
შენიშვნა 3.6. ის პირობა, რომ არსებობს XეC §ბ ელემენტი, რომელიც აკ- 

მაყოფილებს M(Xი) = §– ტოლობას, ხშირად ირღვევა. ამ პ:რობის შესრულება 

დამოკიდებულია §» ამოზნექილი სიმრავლისა და C ამოზნექილი კონუსის 
სტრუქტურაზე. ამ თვალსაზრისით, ეს პირობა უფრო მკაცრია, ვიდრე პირო- 

ბა, რომ არსებობს ისეთი X-C() წერტილი, რომლისთვისაც ადგილი აქვს 

#LCXი)=(Xის) ტოლობას. 
ზემოთ დამტკიცებული თეორემები წარმოადგენენ კონუსური ოპტიმალო- 

ბის აუცილებელ პირობებს. 
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3.7. თეორემა ინჭვარიანტული წერტილის 

არსებობის შესასებ 

შევნიშნოთ, რომ C და –C კონუსები ტოპოლოგიური თვისებებით ერთომა- 

ნეთისაგან არ განსხვავდებიან. ამიტომაც, ყველა ზემოთ მოყვანილი ფაქტი, 

რომელშიც ფიგურირებს C კონუსი, სამართლიანია –C კონუსისისთვაც. კერ- 

ძოდ, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას LI 2=MIII./5, სადაც #ე :X 327 

მრავალსახა ასახვა განსაზღვრულია ტოლობით 

X-C,XC 0), 

2, XC 6). 

და თუ მხედველობაში მივიღებთ იმ გარემოებას, რომ (–C) = –C”, მაშინ 
(3.58) ტოლობა შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

LV CX,X-) (9) = , “700945 “0, (3.84) 
C, იდ -C. 

თეორემა 312 თუ MXXი)= (X0), მაშინ არსებობს ისეთი 4C-C”V(0) ვექ- 
ტორი, რომ 06 #X (Xა,Xა) (0). 

დამტკიცება. განვიხილოთ სიმრავლე 

M# =7ი(X9) – C. 

ვინაიდან X”ი(Xი) ღა C ამოზნექილი კონუსებია X სივრცეში, ადვილი საჩ- 

ვენებელია, რომ # ასევე ამოზნექილი კონუსია X სივრცეში. მეორე მხრივ, 

1იLC ჯ თ, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ I1ი17ი(Xა) # C. იმის გამო, რომ 

0CC, სამართლიანია 7ი(Xი) C. X ჩართვა. ამგვარაღ, ვასკვნით, რომ IიLM > თ. 
ამიტომ # ამოზნექილი კონუსია X სივრცეში არაცარიელი შიგა ნაწილით. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ M#M %X. მართლაც, დავუშვათ, X C 1იL7ი(Xი). ვაჩვე- 

ნოთ, რომ XC M. დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ შეიძლება მოიძებნოს 

ისეთი X67ი(X) დღა XCC ორი ვექტორი, რომ »X=X+X»ჯ. ვინაიდან Iი(Xი) 

ამოზნექილი კონუსია, X 6 10(70(X.) და XC71ი(Xი). ამიტომ, X C 1იL7ი(X). 

რადგან )IC C, წინა ჩართვიდან შეგვიძლია დავასკვნათ: 10L7ი(X-)რ0C# C. მაგ- 

რამ თეორემის პირობის თანახმად /7I(Xი) = (Xი). მაშინ თეორემა 3.7-დან გა- 

მომდინარეობს, რომ 19I7ი(Xი)-IC = თ. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს 

იმ ფაქტს, რომ –-XC M. აქედან კი გამომდინარეობს: –XC X V#. ეს კი 

იმას ნიშნავს, რომ ##X. 

ახლა შევნიშნოთ, რომ 7ი(Xი) და –C ამოზნექილი კონუსებია X სივრცე- 

ში. ამიტომ ცნობილი ფაქტის თანახმად, ადგილი აქვს ტოლობებს 

ქი(X)-C) = M" =(-C) II7ი(X). 

MC) = | 
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რადგან /IL#X და 1იCVL > C, M” არ შეიძლება იგივურად ემთსვეოდეს (0) სიმ- 

რავლეს. ამიტომ არსებობს ისეთი ძC (–-C) (170ი(Xა) ვექტორი, რომ ძ70, 

ანუ არსებობს ისეთი 9C-C” V (0), რომ ძი C7ი(X). ამგვარად, ვასკვნით: 

0C9-7ი(X). მაშინ, (3.94) ტოლობის გამოყენებით, ეს უკანასკნელი 
ჩართვა ნიშნავს იმას, რომ 0C)2M(Xი,Xი) (9). სადაც იC-C” V (0). თეორემა 

დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული თეორემა წარმოადგენს კონუსური ოპტიმალობის ერთ- 

ერთ აუცილებელ პირობას პარეტოს აზრით ექსტრემალური Xე წერტილისათ- 

ვის. 

თეორემა 3.13. დავუშვათ, არსებობს ისეთი Xი-C§5–ჰ წერტილი, რომ 7(Xი)= 

=(Xი). მაშინ მოიძებნება ისეთი არანულოვანი წრფივი უწყვეტი ძCX ფუნქ- 

ციონალი, რომლისთვისაც სრულდება შემდეგი თანაფარდობა: 

ძC-C (IIი(X). 
დამტპიცება. თუ მხედველობაში მივიღებთ (3.84) ტოლობას, მაშინ თეო- 

რემის დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს თეორემა 3.12-დან. 
შენიშვნა 3.7. სრულდება შემდეგი ჩართვა: 

(0) – Xი C 7ი(%). 

აქედან ვასკვნით: 7ი(X-) C (C-- Xა). ამიტომ, თეორემა 3.13-ის პირობებში, 

აგრეთვე, სრულდება შემდეგი ჩართვა: 
-ძ6C6C II(CC-- X))'. 

ისმის პითხვა; რა პირობებში არსებობს XაCC;· წერტილი, რომელიც 

აკმაყოფილებს #L(CX0)= (Xი) ტოლობას? ამ კითხვაზე პასუხს გავცემთ თეორე- 

მა 3.14-ში. 

ვთქვათ, X წრფივი სივრცეა, ხოლო (02 არის X-ის არაცარიელი ქვესიმ- 

რავლე. 9C0 წერტილს ეწოდება 0 სიმრავლის კიდურა წერტილი, თუ 
არ არსებობს ღია ინტერვალი ბოლოებით C0-ში, რომელიც შეიცავს 4 წერ- 

ტილს ბანახხის » სივრცეს ეწოდება მკაცრად ამოზნექილი, თუ 

X, » 6 8, X#ჯ » პირობები უზრუნველყოფენ IX+ »XI<2 უტოლობას, სადაც 8 

ჩაკეტილი ერთეულოვანი სფეროა X-ში. 
ლემა 3.6. ვთქვათ, X მკაცრად ამოზნექილი ბანახის სივრცეა, 0 ამოზნე- 

ქილი კომპაქტური ქვესიმრავლეა X-ში, ხოლო XC X VსC. მაშინ არსებობს 

ისეთი 9C 0 წერტილი, რომელიც წარმოადგენს 0-ს კიდურა წერტილს და 
აკმაყოფილებს ექსტრემალურ ტოლობას: 

თამ -X-M- 2 => 
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ღამტკიცეგა. ვინაიდან პირობის ოანახმად (0. კომპაქტური ქვესიმრავლეა 

X-შიი,„ ხოლო III: I» ს LI (+») უწყვეტი ფუნქციაა 0-ში„ არსებობს 

მშ C 0, რომელიც აკმაყოფილებს (3.85) ტოლობას (67). გასაგებია, რომ 9 

არის (2 სიმრავლის საზღვრის წერტილი. მართლაც, თუ 1იL0 =0, მაშინ 

0-ს ყველა წერტილი სასაზღვროა, ღა, ამგვარად, # არის სასაზღვრო წერ- 

ტილი. დავუშვათ, რომ IიI22 #C და #CIიI:0. მაშინ მოიძებნება ისეთი 

დადებითი #7 რიცხვი, რომლისთვისაც სრულდება # +138 C C ჩართვა. მეორე 

მხრივ, ყოველთვის შეიძლება შერჩეული იქნეს იმდენად მცირე L>0 რიცხ- 

ვი, რომლისთვისაც სამართლიანი იქნება #++X(0 – X)C 6 +)8 ჩართვა. მა- 

შინ, ტოლობა (3.85)-ს თანახმად ვღებულობთ: 

|8 +X(9 – X) – XI = (1+4)|9 – X| < | წ –XI. (3.86) 

რადგან XC 0, გვაქვს |5 – XI # 0. გავითგალისწინებთ რა, რომ « დადები- 

თია, ვრწმუნდებით, რომ უტოლობა (3.86) წინააღმდეგობრივია. ეს კი იმას 

ნიშნავს, რომ სამართლიანია მ9C ს0 ჩართვა. ამის გარდა, 

II :X –> ნს +=) ასახვა ამოზნექილია და სასრულმნიშვნელობებიანია (- 

ზე, ამდენად, რ C 1იL00VIIIIII . კარგად ცნობილი ფაქტის თანახმად (60), 

II :X 3 ს ს (+=) ასახვა სუბდიფერენცირებადია 2 C IC წერტილში. ეს 

კი იმას ნიშნავს რომ არსებობს X 6 X ფუნქციონალი, რომელიც 

აკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობას: 

<X,0- 69 >+I59 – XI <Iდ-X,V9C X (3.87) 

განვიხილოთ M9M=8C XI<X,9-8>=0| ჰიპერსიბრტყე. გასაგებია, რომ 

ძი CI. ვინაიდან (3.87) სრულდება ნებისმიერი 0 6C X -თვის, კერძოდ (2 

სიმრავლეზე. (3.85) თანახმად |9 –XI <|6 – XI, V9C 0. ამდენად, (3.87) -დან 

ვღებულობთ: <X”,49-7 > <0,V#C 0. გასაგებია, რომ X არ შეიძლება 
იყოს ნულოვანი ვინაიდან წინააღმდეგ შემთხვევში შესრულდებოდა 

|9 –XI <Iი –XI, V.C X, უტოლობა, რომელიც არ არის სამართლიანი იმ 

მიზეზის გამო, რომ 0 # X. ამდენად, X” არის საყრდენი ფუნქციონალი, ხო- 

ლო /7 - საყრდენი ჰიპერსიბრტყე 0 სიმრავლისათვის #6 (002 წერტილში. 

დავუშვათ, რომ # არ არის 0 სიმრავლის კიდურა წერტილი. მაშინ 

არსებობს ისეთი ორი განსხვავებული 4,960 წერტილი, რომ ღია 

(9,,9:) ინტერვალი მოიცავს # წერტილს. რადგან 0 სიმრავლე ამოზნექი-, 
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ლია, არცერთი ამ წერტილებიდან არ შეიძლება იყოს 0 -ს შიგა წერტილი, 

ვინაიდან წინააღმდეგ შემთსვევაში ერთ-ერთი შემლეგი სამი L0,,0:). 

(ი,0:), (9,.0იე) ინტერვალიდან რომელთაგანაც თითოეული შეიცავს მ 

წერტილს, მთლიანად განთავსდებოდა 1ILC0 -ში„ რაც შეუძლებელია 

მ 6 MM0C ჩართვის თანახმად. ამრიგად, 94,,9ეC I, ბოლო ჩართვიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ 4,,ძე 6 II (X(9.. ამდენად, (3.87)-დან ვღებულობთ უტოლო- 

ბას: 

I7 –XI <|I9-–XI. V4C (§,.9;). 8.88) 
ვინაიდან (0,,0ე) ინტერვალის ნებისმიერი ელემენტი შეიძლება იყოს წარ- 

მოდგენილი (9, +(1 –I)ეე ამოზნექილი კომბინაციის სახით, სადაც !C(0,1), 

(3.88) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგნაირად: 

|2 –XI <II0V,+0 –1)4, – »|, VI C (0,1). 

კერძოდ, ბოლო უტოლობა სამართლიანია 1=1/2-თვის, მაშასადამე, ადგილი 

აქვს შემდეგ უტოლობას: 

|( -XI<+-IC -ი+C, –>). 6.89 
ახლა შევნიშნოთ, რომ I9, –-XI>0, Iთ –XI>90. ეს უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს 4,, 09; C 0, XC X VსVC, ჩართვებიდან. ამიტომ, თუ 

თ =CიXIIV, –I, I2, – XI L 
მაშინ Cთ>0 და ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვებს: 

(თ –X)I/ღC, (ძმ –<X)/ღთ6C #8. 

ვინაიდან ბანახის X სივრცე მკაცრად ამოზნექილია, სამართლიანია მკაცრი 

უტოლობა: 

I(ძ, – X) +(4; – X)| < 2თ. (3.90) 

(3.90)-ის გათვალისწინებით (3.89)-დან პირდაპირ ვღებულობთ უტოლობას 

L-X<0- თნ, –I, IV, –XI1 ცის 
ახლა გავიხსენოთ ის გარემოება, რომ ი” აკმაყოფილებს ექსტრემალურ 

(3.85) ტოლობას. მაშინ ადვილი შესამოწმებელია, რომ (3.91) უტოლობა 

წინააღმდეგობრივია. ამრიგად, არ არსებობს ღია (4,,0ე)C0 ინტერვალი, 

რომელიც მოიცავს 4CC წერტილს. ლემა დამტკიცებულია. 
ლემა 3.7. ვთქვათ, X ბანასის სივრცეა, (2 შემოსაზღვრული ქვესიმრავ- 

ლეა X-ში, ხოლო C ჩაკეტილი კონუსია X-ში, არაცარიელი შიგა ნაწილით. 

მაშინ არსებობს ისეთი XCX წერტილი, რომ 
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XC (02 ღა 0C7X+C. (3.92) 

დამტკიცება, ვინაიდან (2 შემოსაზღვრული ქვესიმრავლეა X-ში, ამიტომ 

არსებობს ისეთი დადებითი I რიცხვი, რომ 

0 CI#ჩ. (3.95) 

რადგან 1იIC#C7, Iი(CიILIC=Cფ და IIXC ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა X-ში, არ- 

სებობს ისეთი X»6C1IიLC ვექტორი, რომ 

ჰ9LI» – (I=თ >0 
(იხ. |67)). 

მეორე მხრივ, ნებისმიერი დადებითი ! რიცხვისათვის სამართლიანია 

IIIIXIC=LL;C ტოლობა. ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი , რიცხვი, რომ 

II (-7- 2|I=7თ >”. (3.94) 
თ 

მეორე მხრივ, ცხადია, ჯ-»=17C1იLC და 

|-71I>/, VX>C MC. (3.95) 

რადგან ნებისმიერი M#C”78 ელემენტისათვის გვაქვს VI <#, (3.95) უტოლო- 

ბა ნიშნავს იმას, რომ 

ჯ+I8 C1IILC C C, 

ე-იი., 

„8 C –2+C. (3.96) 
მეორე მხრივ, 0CIIC, და ამიტომ (3.95) უტოლობიდან გამომდინარეობს 

I2) >”. ეს კი ნიშნავს იმას, რომ თუ კი X=–2, მაშინ XC #8, და რადგან 

0 C #8, ამიტომ გვაქვს: XC 0. აქედან უშუალოდ ვღებულობთ: 

0CX+C, X6CX, XC0. 

ლემა დამტკიცებულია. 
ლემა 3.7-დან გამომდინარეობს, რომ თუ 

C=(X6XV0CI0CX+C), 

მაშინ C#C. ამიტომ არსებობს ისეთი XC C , რომ 

ი0(X+C) =X+C. (3.97) 

ცხადია, X+C წარმოადგენს 0 სიმრავლის კონუსურ გარსს წვეროთი 
XჯC 0 წერტილში. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი სხივი სათავით X- 

ში, რომელიც X+C კონუსში ძევს, უკიდურეს შემთხვევაში 0. სიმრავლის 

ერთ წერტილს მაინც შეიცავს. ამასთან, ცხადია, X+C, აგრეთვე, ამოზნექი- 

ლი და ჩაკეტილი სიმრავლეა, რადგან C კონუსი ამოზნექილი და 

ჩაკეტილია. 
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ლემები 3.6 და 3.7 წარმოადგენენ დამსმარე დებულებებს #“ მრავალსახა 
ასახვის ინვარიანტული წერტილის არსებობის დასასაბუთებლად. 

თეორემა 3.14. ვთქვათ, X მკაცრად ამოზნექილი ბანახის სივრცეა, (6) 

კომპაქტური ქვესიმრავლეა X-ში, ხოლო C ჩაკეტილი მახვილი კონუსია X- 

ში არაცარიელი შიგა ნაწილით. მაშინ არსებობს ისეთი XეC§) წერტილი, 

რომ ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

”M(X) = (XI. 
დამტკიცება. განვიხილოთ §2 სიმრავლის ამოზნექილი ჩაკეტილი გარსი 

ი0(C) . მაზურის თეორემის თანახმად (იხ. (8)), C0(0) კომპაქტური ქვესიმ- 

რავლეა X სივრცეში. ლემა 3.7-ღან გამომღინარეობს, რომ არსებობს ისეთი 

XC X წერტილი, XC C0(§)), რომელიც აკმაყოფილებს ჩართვას 

X+C=6C0(9). (3.98) 
ლემა 3.6-ის თანახმად, არსებობს კიდურა Xე C C0(C) წერტილი, რომე- 

ლიც აკმაყოფილებს ექსტრემალურ ტოლობას 
ვსი IV – XI =IXი – XL. (3.99 

თი(0) 

რადგან C0((პ) ამოზნექილი ქვესიმრავლეა X სივრცეში და Xე C C0(9)), 

00((პ) სიმრავლისათვის Xე C C0(()) წერტილში შეგვიძლია განვიხილოთ 

მხები კონუსი 1–ი) (Xი) · ადგილი აქვს ჩართვას 

C0(C) C Xე +7-,(X)- (3.100) 

ამრიგად, XC X+C, რადგან 0CC და X CC0(001CწX+C (3.98) ჩართ- 
ვის თანახმად. რადგან X+C ამოზნექილი სიმრავლეა, ნებისმიერი ნატურა- 

ლური #CM რიცხვისათვის შეგვიძლია განვსაზღვროთ (X) მიმდევრობა შემ- 

დეგი თანაფარდობის საფუძველზე: 

55>+ს-ჯ თ -ი2 ჯX+C ც.101) 

  ვინაიდან Xა-– XCC და X,,ე – X, = (Xე – X), VX 6 M , ამიტომ 
1 

XCL+1) 

  X.)+C=X4+C+ (X –=X) C 7, +C. (3.102) 1 

M(L +1) 

ახლა ნებისმიერი CM რიცხვისათვის განესაზღვროთ სიმრავლე: 

V/CX,) = («ი +1>,ი) (X%ი))I 1(X, + C). (3.103)
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რადგან +) C C0(6)) და XC C0(C)), ამიტომ X–XX 0, VIC M. ამგვარად 

VI CX,.,) C V/(X.) (3.104) 
და 

V(CX,) = ი +7-V, (X))I1(X+ C). 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ VI(X,) სიმრავლე შემოსაზღვრულია X სივრ- 

ცეში. ამიტომ VI(X) სიმრავლე შემოსაზღვრულია X სივრცეში ნებისმიერი 

MC M რიცხვისათვის. 

მეორე მხრივ, ცხადია, რომ ნებისმიერი LCM რიცხვისათვის V/ICX) სიმ- 

რაგვლე არაცარიელი და ჩაკეტილი სიმრავლეა X სივრცეში „ რადგან 

%ე +7-ი)(Xი) და X#+C ჩაკეტილებია. ვინაიდან X, C (X,X-I, VLC M, შეგვიძ- 

ლია განვიხილოთ შემდეგ უტოლობათა უსასრულო ჯაჭვი: 

+იი > #ს(VV/(X,)) > #ტ(VV/(X;)) >...> #(C(V/((XI)) >... (3.105) 

სადაც #(V/(X)) სიმბოლოთი აღნიშნულია VV(CX) სიმრავლის დიამეტრი. ამ- 

გვარად, (VIC=)), #>1,2,..., წარმოადგენს არაცარიელ ჩაკეტილ სიმრავლეთა 

მიმდევრობას X სივრცეში და ამასთან Iდ. ტ0V (X))=0. ვინაიდან X ბანა- 

სის სივრცეა, არსებობს ისეთი ერთადერთი #ი-CX ელემენტი, რომ 

( MMC.) = 6). (3.106) 
L“”I 

ეხლა შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან §– კომპაქტური ქვესიმრავლეა ბანახის 

სივრცეში და Xე წარმოადგენს C0((2) სიმრავლის კიდურა წერტილს, ამიტომ 

XიC§2 (იხ. (8)). რადგან §+ კომპაქტური ქვესიმრავლეა X სივრცეში, ამიტომ 

იგი ჩაკეტილია, ხოლო იი X =X ტოლობის გათვალისწინებით აქედან გა- 
–. 

მომდინარეობს ის, რომ (X) მიმდევრობაში არსებობს () სიმრავლის ელე- 

მენტთა ისეთი ქვემიმდევრობა რომელიც კრებადია Xი წერტილისაკენ. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ამ ქვემიმდევრობას 

კვლავ (X) ქვემიმდევრობა წარმოადგენს. 
ასევე, ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია მივიღოთ, რომ არსებობს 

ისეიი ნატურალური #ინV რიცხვი,ი რომ X,60), "MVM>M. რადგან 

C C C0(C) C X) + +7>/ი) (Xი) მრავალსახა # ასახვის განსაზღვრიდან ვღებუ- 

ლობთ შემდეგ თანაფარდობას: 

M#(CX,) = C (IC, + C) C სა +1-,,,(%)/(1(X, + C) =V/CX,), 
(3.107) 

V >. 
მეორე მხრივ, (3.101) ტოლობიდან ვღებულობთ: 
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X, =Xე -1რ% – 1), VILC I. (3.108) 

ამიტომ, (3.108) ტოლობიდან გამომდინარეობს: 

M(X.) = ჩC» -+% -ი|-იი(» --C% –7#) +C) 

VI > (ე. 
მაგრამ 

%-+CV -2+6=++0, სა 3-7 

ვინაიდან +% – X) + C C C, VI. ამიტომ 

MCC ე=2 00” 0ა+C)= XC), VM >. (3.109) 
M(CX)#C, რადგან XიC 6). 

უშუალოდ (3.107) და (3.109)-დან გამომდინარეობს: 

M#(CX-) C ICX,) -=VL(CX,), VI =2 V-. 

ამიტომ 

ჩM(X) CI |IC-) CL IIVVC=) =( |V/(C>,) = (X), 
L=L ხ-ხ L” 

ე-ი., #CXი)= (20) - 
თუ კი მხედველობაში მივიღებთ იმ გარემოებას, რომ Xე წარმოადგენს # 

მრავალსახა ასახვის უძრავ წერტილს, მაშინ დავასკვნით, რომ 10=Xი, ე.ი. 

MCXი)= (Xი). თეორემა დამტკიცებულია. 

როგორც უკვე შევნიშნეთ, ”# მრავალსახა ასახვის ინვარიანტული წერ- 
ტილი წარმოადგენს §2) სიმრავლის C-მინიმალურ წერტილს პარეტოს აზრით. 

ამიტომ, პარეტოს აზრით ღი სიმრავლის C-მინიმალური წერტილის არსებობა 

სინამდვილეში ექვივალენტურია I” ასახვის ინვარიანტული წერტილის არსე- 

ბობისა, 

ამიტომ, დამტკიცებული თეორემა 3.14 სინამდვილეში არის დებულება §) 

სიმრავლის C-მინიმალური წერტილის არსებობის შესახებ პარეტოს აზრით. 

შენიშვნა 3.8. თეორემა 3.14-ში არ მოითხოვებოდა (ა სიმრავლის ამოზ- 

ნექილობა. მისი შესრულებისათვის საკმარისია მხოლოდ §2 სიმრავლის კომ- 

პაქტურობა. არსებითია ის ფაქტიც, რომ C მახვილი კონუსია X სივრცეში, 

რადგან მისი მეშვეობით განისაზღვრება დალაგების მიმართება X სივრცეში. 
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ვ.მ. კონუსური ოპტიმალობის 

აუცილებელ პირობათა 

პრაქტიკული გამოჭენება 

სემოთ დადგენილი კონუსური ოპტიმალობის აუცილებელი პირობები ზო- 

გადი სასიათისაა. ამიტომ, მათი პრაქტიკული გამოყენება ყოველ კონკრე- 

ტულ სიტუაციაში მოითხოვს ამ სიტუაციის შესაბამის დაზუსტებას. ქვემოთ 

მოყვანილი იქნება ასეთი დაზუსტების ერთ-ერთი მაგალითი თეორემა 3.13- 
თვის. 

ვთქვათ, ” და X ლოკალურად ამოზნექილი წრუივი ტოპოლოგიური 
სივრცეებია. L არის ამოზნექილი ქვესიმრავლე X–ში. ვიგულისხმებთ, რომ X 

ნაწილობრივ დალაგებულია ზემოთ განსაზდვრული CC+X კონუსით, ხოლო 

§:L-X მოცემული ცალსახა ოპერატორია. 

ვიტყვით, რომ §:L-X ოპერატორი არის C-ჩაზნექილი, თუ ის აკმაყოფი- 

ლებს შემდეგ პირობას: 

§(თ) +(1 – თ)7;) – თ§C7,) – (1 – თ)§(X;)C C, 
V,, »; C L, VთC (0,1). 

§:L-X ოპერატორს ეწოდება C-ამოზნექილი, თუ –0:L->X არის C-ჩაზნექი- 
ლი. 

ახლა მოვითხოვოთ, რომ L იყოს ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავ- 

ლე X-ში, ხოლო §:Lა»”" იყოს უწყვეტი და C-ჩაზნექილი ისეთი ოპერა- 

ტორი, რომლისთვისაც C0(9(L)) ამოზნექილი ჩაკეტვა არის კომპაქტური 

ქვესიმრავლე X-ში. ამ შემთხვევაში §(L) არის კომპაქტური ქვესიმრავლე X- 

ში. მართლაც, §-ს უწყვეტობისა და L-ის ჩაკეტილობის გამო #§(L) ჩაკეტი- 

ლია X-ში. მეორე მხრივ, 9(L) C C0(§(L)), და რადგან C0(§(L)) კომპაქ- 

ტურია, ცნობილი ფაქტის თანახმად, მისი ჩაკეტილი §(L) ქვესიმრავლე, აგ- 

რეთვე, კომპაქტურია. ამ პირობებში თეორემა 3.13-ში მოვითხოვთ, რომ 

(+=C00(§(L)). 
ვაჩვენოთ, რომ თუ /”CXე) = (Xი), სადაც Xი C C0(§(L)), ადგილი აქვს XიC 

C2CL). დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, Xი C C0(9(L)) V9(L). რადგან Xი C 

CC0(2(L)), მოინახება ისეთი სასრული (X,)C §CL), I=1,2,...,C6 ერთობლიობა, 
რომ ჯე წარმოდგება შემდეგი ამოზნექილი კომბინაციის სახით: 

X- = ა 2. 5, =I, /. 20,I =12,...,L. 
ე ეუ 

რადგან (X) C 9(L), არსებობს ისეთი სასრული CV) C L ერთობლიობა, 

რომ 
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X =9(X), I! = 1.2,...,L. 

ვთქვათ, 
ნა L 

»X= 2,4). 2,6=L # >0,1=102,...,L. 
ჯ7=L "I 

რადგან L ამოზნექილია, XCL და X = §()')C §(L). მეორე მხრივ, §(L)C 

C00(0C(L)), ამიტომ XC C0(ე(L)) ვინაიდან § არის C-ჩაზნექილი ოპერატო- 

რი, ამიტომ C-ჩაზნექილობის განსაზღვრის გათვალისწინებით იოლად შეიძ- 

ლება დამტკიცდეს, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

: 

§0)– 2,450») =X-X-6 C, 
(5! 

ეი. 

XC6 Xე + C. (3.110) 

ცხადია, X%Xე, რადგან XC 2(L) დღა XC §9(L) დაშვების თანახმად. 

მაგრამ, XC C0(2(L)) და ამიტომ (3.110)-ის გათვალისწინებით ვღებულობი!: 

ჯC62(I(Xე+C) =7”(Xე). 

ეს კი ეწინააღმდეგება #CXი)=1ჯXე) პირობას, რაც თავის მხრივ ნიშნავს იმას, 

რომ XიაC(C(L). 

თეორემა 3.13-ის თანახმად, თუ XიCC0(9(L)) არის ” ასახვის ინვარიანტუ- 

ლი წერტილი, ე.ი. ILCXი) = (Xი0), მაშინ არსებობს ისეთი არანულოვანი ძCX (I 

ფუნქციონალი, რომ 

იC-C VI IC) (Xი)- 

რადგან სამართლიანია ჩართვა 

C0(9(L)) – Xე C ICC) (X9) (3.111) 

და 

5(-(,) (Xი) =(ძC ჯX. | <90,X>20, VXC ICიC,(1)) (Xი ), 

ამიტომ, (3.111)-ის გათვალისწინებით, უკანასკნელიდან ვღებულობთ: 

06 -M” V(0), 

<9, X>>0, VXC C0(§(L))-– Xე. (3.112) 

თავის მხრივ, §(L) C C0(§(L)) , ამიტომ (3.112)-დან გამომდინარეობს: 

<9,7X>>0, VXC §6(L)- X, 096 -M  V(0). 

ეს კი, ცხადია, ნიშნავს: 

<ე0,კX><0, VXC §(L)-Xე, ძ6C MX V(0). (3.113) 
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ზემოდ დამტკიცებულის თანახმად, XიC §(L). ამიტომ არსებობს ისეთი 

X0CL, რომ X0=#60X”ი). აქედან გამომდინარე, (3.113) შეიძლება ჩაიწეროს ექვი- 

ვალენტური სახით 

<9ძ,9())– 9(:-)><0, V»CL, ი6C X M(0). (3.114) 

რადგან Xი6L, (3.114)-დან უშუალოდ ვასკვნით: 

ია0X < 9, 8(») > =< 9, 8(X) > <0, 94C MX V(0). (3.115) 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა L კომპაქტური ქვესიმრავლეა X-ში, ხოლო 

X ბანახის სივრცეა, მაზურის თეორემის თანახმად (იხ. (8)), C0(02(L)) არის 

კომპაქტური ქვესიმრავლე X-ში, და ამიტომ ამ შემთხვევაში სამართლიანია 

(3.115) ტოლობა. 

ვთქვათ, X=L", X=ს” და C= 8”, V არის ამოზნექილი კომპაქტური 

ქვესიმრავლე #ნ"-ში, ხოლო #:V-ნ' ცალსახა უწყვეტი ვექტორ-ფუნქციაა 
ჩაზნექილი კომპონენტებით V-ზე (ჩვეულებრივი აზრით). ადვილი საჩვენებე- 

ლია, რომ ამ შემთხვევაში /!: V–)8" არის ჩაზნექილი ოპერატორი. განვიხი- 

ლოთ სიმრავლე 
#=(»CV |/,(X)20, ჯ=12,...,#). 

ცხადია, L ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა V-ში. V-ს კომპაქტუ- 
რობის გამო, L კომპაქტური ქვესიმრავლეა X-ში. თუ §:L-28” არის ცალსა- 

ხა უწყვეტი ვექტორ-ფუნქცია L-ხე ჩაზნექილი კომპონენტებით, მაშინ, 
ცხადია, დ არის #„; -ჩაზნექილი. ამიტომ დაცულია ყველა პირობა იმისათ- 

ვის, რომ სრულდებოდეს (3.115) ტოლობა, რომელიც (L”)” = ს” ფაქტის 

გათვალისწინებით ღებულობს შემდეგ სახეს: 
, ' 

X6()5V| ამინა. I) 2.98 ()= 2,980). (3.116) 

' 
სადღაც რძ=(9,,0;,..-.#„)C #” V(0). ვთქვათ, თ= 2-9. ცხადია, C>0. ამი- 

“I 

ტომ, თუ 7, =(#-)9,,! =12,...,, მაშინ (3.16) შეიძლება ჩაიწეროს შემ- 

დეგი სახით: 
L L 

ასა X 2,766) = 2 ,7,5,(X). ც.117) 
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უკანასკნელი, ცხადია, სინამდვილეში არის კარლინის კარგად ცნობილი 

დებულება (იხ. (231), )'C (ა)'C V | /I,C()) > 0,1 =1,2,..#) წერტილის ეფექტუ- 

რობის შესახებ, ე.ი. პარეტო ოპტიმალობის აუცილებელი პირობა #§# ვექტო- 

რული ფუნქციისათვის (X»C V | I,C) > 0, 1 =12,...«) სიმრავლეზე. ასე რომ, 

ამ შემთხვევაში #” ასახვის Xი ინვარიანტული წერტილის მოძებნის ამოცანა 

დაიყვანება ამოზნექილი პროგრამირების პარამეტრული ამოცანის ამონახსნის 

მოძებნაზე, სადაც პარამეტრის როლს თამაშობს 7 = (7,,7;.--··7„) ვექტორი 

(I | 7,>0,(=12,...,, 27, =1) სიმპლექსიდან, რომლის ამოსახსნელადაც 

შესაძლებელია გამოყენებული იქნეს ნებისმიერი ცნობილი მეთოდი. 
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თავი # 

დეალური თეფორიის საფუძვლები 

მართვის არასპალარული 

ოპტიმიჭჯჭაციის ამოცანებისათვის 

ამ თავში არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანის დუა- 
ლური ამოცანის აგებისათვის, ძირითად არასკალარული ოპ- 
ტიმიზაციის ამოცანასა და მის დუალურ ამოცანას შორის 
ურთიერთ მიმართებათა შესწავლის მიზნით 
სპეციალური ტიპის მრავალსახა ასახვის შეუღლებული მრა- 

ვალსახა ასახვა, დგინდება შეუღლებული ასახვის ზოგიერთი 
თვისება, კერძოდ, მიღებულია სხვადასხვა დებულება მისი 
დიფერენცირებადობის შესახებ, რომელიც გამოიყენება დუა- 
ლური თეორიის აგებისათვის. შემოთავაზებულია დღუალობის 
ძირითადი პრინციპი და შეისწავლება არასკალარული ოპტი- 
მიზაციის ძირითადი და შეუღლებული ამოცანები. 

4.1. ექსტრემალური ელემენტები 

ნაწილობრივ დალაგებულ სივრცეებში 

ვთქვათ, 2 წრფივი ტოპოლოგიური სივრცეა, C არის ამოზნექილი, ჩაკე- 

ტილი, სხეულოვანი მახვილი კონუსი 2-ში. ჩავთვალოთ, რომ 2 ნაწილობ- 

რივ დალაგებულია C კონუსით. ამასთან, განსაზღვრის სახით მივიღებთ, რომ 

ნებისმიერი >), 22C2 ორი ელემენტისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ექვივალენ- 
ტობებს: 

2 ==: 5 7 -76CC, 

2272 C2 72-26 CVM(0), (4.1) 

?>7 «<> 7 -726)9იC. 

აუცილებლობის შემთხვევაში, C კონუსით ნაწილობრივ დალაგებულ 2 

სივრცეს ჩავწერთ <2,C> წყვილის სახით. 

ვთქვათ, რომ §2“ არაცარიელი ქვესიმრავლეა <2.C>-ში. განვიხილოთ შე- 

მდეგი სიმრავლეები: 
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კიXმX§) = (2C §) | (C2– 2)(1C = (011, 

ჩიიIი 6) =(>C §) | (C'– 2)(1(–C) = (01), 

§ი0X6) = (2C 6) |(C) – 2)(1IIიLC =C), 

წი)ი§) = (2C 6) | (C:– 2)(1(–IიL(C) =C). 
ჩოთეX§ა და ”ისი§X სიმრავლეებს, შესაბამისად, ვუწოდებთ §) სიმრავლის 

მაქსიმალურ და მინიმალურ ელემენტთა სიმრავლეებს პარეტოს აზრით, ხოლო 
ზიიმX§») და §თIი §- სიმრავლეებს - §' სიმრავლის მაქსიმალურ და მინიმა– 

ლურ სიმრავლეებს სლეიტერის აზრით. თუ (2”) C2 მიმდევრობაა და 2C2, მა- 

შინ (2) მიმდევრობის ჩვეულებრივ კრებადობას, ანუ ძლიერად კრებადობას, 

და სუსტად კრებადობას 2 ელემენტისაკენ, შესაბამისად, აღვნიშნავთ 231 

და 2-2 სიმბოლოებით, ხოლო 4C7 ქვესიმრავლის ძლიერ, ანუ ჩვეულე- 

ბრივ ჩაკეტვას, და სუსტ ჩაკეტვას - 4 და 4" სიმბოლოებით. 

განვსაზღვროთ ახალი სიმრავლეები: 

ი5ს0%ა = ყIთმX(§) – C)”, 

იIიწC= ითIი(0+C)”, 

§§ს66) = §602X(0 – C)”, 

§1იწ §) = §იიIი(C2+C)” 
ჩნ5ს06ა-ს და ჩ01ML§6)-ს, შესაბამისად, ვუწოდებთ §ბპ სიმრავლის ზემაქსი– 

მალურ და ქვემინიმალურ ელემენტთა სიმრავლეებს პარეტოს აზრით, ხოლო 

550062 და §1ი(6Cპ-ს – §2 სიმრავლის ზემაქსიმალურ და ქვემინიმალურ ელე- 

მენტთა სიმრავლეებს სლეიტერის აზრით. 

განსაზღვრა 41 ი თმXC) C) ი იიIიC2 C) §60ი2XC2 L) §I9იIიC) გაერთიანების ნე- 

ბისმიერ 2ი ელემენტს ეწოდება §+ სიმრავლის C-ექსტრემალური წერტილი 
(ან უფრო მარტივად, §) სიმრავლის ექსტრემალური წერტილი). 

პირველ რიგში შევისწავლით §ბ სიმრავლის C-ექსტრემალურ წერტილებს 

პარეტოს აზრით. 

თეორემა 41 ვთქვათ, 72 რეფლექსიური ბანახის სივრცეა, ხოლო 0 - 

არაცარიელი ქვესიმრავლე <7,C>-ში. მაშინ სამართლიანია შემდეგი ჩართვა: 

ი5სი2C C ი იმჯC", (4.4) 

თუ ნებისმიერი MC 2-თვის §-(X(M+C) სიმრავლე შემოსაზღვრულია 2-ში, მა- 

შინ 

(4.2) 

(4.3) 

  

0 Cთ2XC” C ი”იმX(6) – C). (4.5) 
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დამტკიცება, ვთქვათ, 20C/5ს00C). მაშინ, (4.3)-ის თანახმად, გვაქვს, რომ 

20 6 7 თეX (0 - C)”, ხოლო (4.2)-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ: 

წ C(0-C)” (4.6) 

(დ- C – 2 ი C=(0). (47) 
(4.6)-დან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ მოიძებნება მიმდევრობები 

(>)CC) და (C”)CC, რომელთათვისაც 72ე =2' –C” ტოლობით განსაზღვ- 

რული (20) მიმდევრობა სუსტად კრებადი იქნება 2ი ელემენტისაკენ. ვაჩვე- 
ნოთ, რომ სინამდვილეში (C”)C C მიმდევრობა ძლიერად იკრიბება 0C2 

ელემენტისაკენ. დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ მოიძებნება დადებითი 6 

რიცხვი და (C”) – (C”) ქვემიმდევრობა, რომელთათვისაც შესრულდება პი- 

რობა 

8(0,§)| )(C”)1=0თ, (4.8) 

სადაც #8%(0,6) = (2C 7X |I2I <6) არის ჩაკეტილი ბირთვი 7-ში. (4.8)-დან 

უშუალოდ ვასკვნით, რომ 

IC >6, VI6VXV, (4.9) 

სადაც M ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეა. (§) მიმდევრობა განვსაზღვროთ 
შემდეგი ტოლობით: 

    

! C 
§ =6–– 

LC" 
რადგან ყო) ”9 (C”1CC და |+'|=6, MIC M, ამიტომ თ 

, (CV. 

(ჯ+') C C(198(09,§), (4.10) 

სადაც 98(0,6) არის 8(0,6) ჩაკეტილი ბირთვის საზღვარი. ახალი (§') მიმ- 

დევრობის ელემენტები განვსაზღვროთ ტოლობებით 
§ჯ'=C6" – კ, 16C M. (4.11) 

რადგან 1–- § - >0 ღა (ა) CC, ცხადია რომ (§+')CC. მეორე 
”, 

        

მხრივ, გვაქვს 2:0 +C"” =2”",16 M. ვინაიდან (2”) C(2')C6C1, ამიტომ 

(ჯი +C”) ლ–(C6ბა. გარდა ამისა, (4.11)-დან ვღებულობთ: 
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თე + = 2 +C" – ს, 1C VI, 

საიდანაც ვასკვნით, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

((2++)CC-C. (4.12) 
ვინაიდან 2 რეფლექსური ბანახის სივრცეა, ამიტომ I138(0,6) ჩაკეტილი 

ბირთვი სუსტად ბიკომპაქტურია (8). 98(0,6) არის სუსტად ჩაკეტილი ქვე- 

სიმრავლე #8(0,6)-ში, ამიტომაც იგი სუსტად ბიკომპაქტურია. C, როგორც 

ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლე ნორმირებულ სივრცეში, სუსტად 

ჩაკეტილია I41) ამიტომ (4.10)-ის გათვალისწინებით ზემოთ მოყვანილი 

მსჯელობის საფუძველზე ვასკვნით, რომ (§') მიმდევრობიდან შეიძლება გა- 

მო-იყოს ქვემიმდევრობა, რომელიც სუსტად კრებადი იქნება §ი0C C(X0,%0,5) 
ელემენტისაკენ, ეს ქვემიმდევრობა ზსოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია 
ისევ (+)-ით ავღნიშნოთ, ე.ი., 35,–>2§ე C CII98(0,6), რადგან § > 0, ამიტომ 

ჯე არის არანულოვანი ელემენტი C-ში. ამდენად, (4.12) ჩართვიდან ვღებუ- 
ლობთ: 

?I +5-პ?+§.6(0-C" 

ვთქვათ, ჯი =7ა+§ა. მაშინ, 7?ეC(22-C) და 7: – შე =3§ე 6 CV(0). 
აღნიშნული ჩართვა ეწინააღმდეგება (47) პირობას, საიდანაც ვასკვნით: 

C 2 0. ვინაიდან ყოველი ძლიერად კრებადი მიმდევრობა სუსტად კრება- 

ღიკცკ არის ამიტომ XC" ->0, და, რადგა CC" =2' -–2ეე ამიტომ 

2" – ჯე წი 0. გარდა ამისა 70 –პ 2, აქედან გამომდინარეობს კრებადობა: 

2" –3 70, საიდანაც ვასკვნით, რომ 7ე C C” მეორე მხრივ, იმის გათვალის- 
.–. 

წინებით, რომ 0CC, ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

(1C(§()1VC. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ C' C(0C-C) ამ უკანასკნე- 
ლი ჩართვის გათვალისწინებით და იმის გამო, რომ 2ე ელემენტი აკმაყოფი- 

ლებს (4.7) ტოლობას და ბ 69, სამართლიანია ტოლობა 

(C” – 2:)(1C =(0). 
ეს უკანასკნელი, ცხადია, ნიშნავს, 7: C იIი0X6C ჩართვის სამართლიანო- 

ბას. ამრიგად, დამტკიცებილია ჩართვა (4.4), ე-ი. 0§500§) C წ ი0მX ი” 
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ვაჩვენოთ ახლა თეორემეს მეორე ნაწილის "სამართლიანობა, ეი. 

დავამტკიცოთ, რომ ჭეშმარიტია შემდეგი ჩართვა: 

ჩი)0XC" C ი Iთი2X (6) – C). 
  

ვთქვათ, რომ ჯა: 6 #MიმX92. მაშინ 

ბჯ 690”, (4.13) 

(ი”-= )ი0=(0). (4.14) 

დაუშვათ, რომ ჯე C #Iი0XCC2 – C). მაშინ მოიძებნება ისეთი 2: C CX–C, 
რომლისთვისაც 

70 – წე 6 CVL0). (4.15) 

რადგან 7: C 6X-C, ამიტომ არსებობს მიმდევრობები (2) C 6) და (C”) C 
CC ისეთები, რომ 

7: = 2" –C" 2 .%- (4.16) 

რამდენადაც 1იLC # თ, ამიტომ ყოველთვის შეგვიძლია შევარჩიოთ #62 

ელემენტი ისეთი, რომლისთვისაც ადგილი ექნება შემდეგ ჩართვას: 
Xი C /7+1იLC. (4.17) 

ჩ +19MIC ლია სიმრავლეა 2 სივრცის ძლიერ ტოპოლოგიაში. ამიტომ, 
(4.16)-ის გათვალისწინებით შეიძლება დავასკვნათ, რომ მოიძებნება ისეთი 

MCV ნატურალური რიცხვი, რომ 

ბე = 2 –-C” C Mჩ+I2LC, VII > ი. (4.18) 

აქედან ვასკვნით: 

2" C M+10LC +C”, VII >. (4.19) 

რადგან CC C, VოCV, ამიტომ ცნობილი ფაქტის თანახმად IIIC + CC 

CIიIC, საიდანაც, კერძოდ, გამომდინარეობს ჩართვა 1M(C+C" CIიLC, VI>”ი. 

ამიტომ (4.19)-დან ვღებულობთ: 

2უCჩM+C, VI>/ი. (4.20) 

მეორე მხრივ, (2) C 0, ამიტომ (4.20)-ის თანახმად გვაქვს: 
(2) თ #II(სM+C), VიM>V%. (4.21) 

რადგან პირობის თანახმად # (ლ: #+C ნორმით შემოსაზღვრულია X2-ში, 
ხოლო 2 რეფლექსური ბანახის სივრცეა, ამიტომ ცნობილი ფაქტის თა- 

ნახმად 4ტ(-(Mჩ+C) არის სუსტად კომპაქტური ქვესიმრავლე 2-ში (8). ეს კი 
ნიშნავს იმას, რომ (2”), I>#M0, ქვემიმდევრობიდან შეიძლება გამოიყოს ქვემიმ- 
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დევრობა, რომელიც სუსტალ კრებადი იქნება რაიმე C=2 ელემენტისაკენ. 

ზოგადობის შეუზღულავად შეგვიძლია ვიგულისსმოთ, რომ 

2 3 თ, /M>7ე. (4.22) 

ვინაიდან (2) C §), ამიტომ 

თC C". (4.23) 

მეორე მხრივ, C" = 2" – 20, >. მაგრამ (20) მიმდევრობა ძლიერად 

იკრიბება 7ე ელემესტისაკენ; ამიტომ (20) მიმდევრობა სუსტადაც იკრიბება 
7: ელემენტისაკენ. ამის გამო (4.23) ტოლობაში სუსტ ზღვარზე გადასვ- 

ლით ვასკვნით: 

C'=2"' –2ე -3 თ – 7. 

რადგან (C") C C და C სუსტად ჩაკეტილიც არის, ამიტომ C) – შე, რო- 

გორც (C')CC მიმდევრობის სუსტი ზღვარი ისევ არის C-ს ელემენტი, ე.-ი. 

0) – ჯი C C. (4.24) 

(4.15) თანახმად კი ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 
70 “” 2 C C M(0). (4.25) 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ C+CV(0) C CVL(0), (4.24) და 

(4.25) ჩართვებიდან ვღებულობთ: 

0) – 7 C C M(0). (4.26) 

რადგან CC CL”, (4.26) ეწინაღმდეგება (4.14) ჩართვას, რაც თავის 
მხრივ ამტკიცებს ჯ»MიიმXCX” C ი იიმX((1- C) ჩართვის ჭეშმარიტებას. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 4.1-დან გამომდინარეობს ქვემოთმოყვანილი დებულებები. 
შედები 41 თუ 2 სასრულ განზომილებიანი სივრცეა, მაშინ თეორემა 

4.1-ის პირობებში ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

იოი2XC" = იიი2X(0) – C). (4.27) 
დამტკიცება რადგან სასრულგანზომილებიანი სივრცე რეფლექსურია, 

ხოლო სასრულგანზომილებიან სივრცეში სიმრავლეთა სუსტი და ძლიერი 

ჩაკეტვები ერთმანეთს ემთხვევა, ამიტომ (4.4) და (4.5) ჩართვები თეორემა 

4-1-ში ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

ჩნ იი2X(C) – C) C იCთ2X5, 

  

  

  

ჯ»IიმX 2 C ი 00მX (6) – C), 
საიდანაც უშულაოდ გამომდინარეობს (4.27). ამით შედეგი დამტკიცებულია. 
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შედები 42. თუ 7 არის რეფლექსური ბანახის სივრცე, ხოლო §) მასში 
ამოზნექილი ქვესიმრავლეა, მაშინ თეორემა 4.1-ის პირობებში ადგილი აქვს 

შემდეგ ტოლობას: 

ით2XC" = იიიიX(C – C). 

დამტკიცება. დებულება უშუალოდ გამომდინარეობს იმ მოსაზრებიდან, 

რომ ამოზნექილი §) სიმრავლის შემთხეევაში (:2-–C ასევე ამოზნექილი ქვე- 

სიმრავლეა, ხოლო რეფლექსურ ბანახის სივრცეში ამოზნექილი სიმრავლის 

სუსტი და ძლიერი ჩაკეტვები ერთმანეთს ემთხვევა. ამრიგად, შედეგი სამარ- 

თლიანია. 

ბანსაზლვრა 42 ნორმირებულ 2 სივრცეში C კონუსს ეწოდება ნორმა- 

ლური კონუსი, თუ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი 0>0, რომ სრულდე- 
ბა შემდეგი უტოლობა: 

|IX+XI)>8, VX,7C C, IX =IX»I =1. 

ბანსაზღვრა 4.3. <2,C> ნაწილობრივ დალაგებულ ნორმირებულ სივრ- 

ცეში |) ნორმას ეწოდება პოლიმონოტონური C-ზე, თუ არსებობს ისეთი 

მუდმივი დადებითი # რიცხვი, რომ პირობები CC, X-XCC განაპირობებენ 

შემდეგ უტოლობას: 
| XI < MIXI. (4.28) 

იმისათვის, რომ CC 27 კონუსი 7 ნორმირებულ სივრცეში ნორმალური 

იყოს, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 7 სივრცის ნორმა პოლიმონოტონუ- 

რი იყოს C-ზე (41). 

განსაზლვრა 4.4. ვიტყვით, რომ 4 C < 2.C > ქვესიმრავლე ნაწილობრივ 

დალაგებულ 2 სივრცეში რიგობრივად შემოსაზღვრულია ზემოდან, თუ არ- 

სებობს ისეთი 6C2 ელემენტი, რომ ხ-#CC. # C<7,C> ქვესიმრავლე ნაწი- 

ლობრივ დალაგებულ 2 სივრცეში რიგობრივად შემოსაზღვრულია ქვემოდან, 
თუ არსებობს ისეთი ძC2 ელემენტი, რომ 4–-იCC. C<7,C> ქვესიმრავ- 

ლე ნაწილობრივ დალაგებულ 2 სივრცეში რიგობრივად შემოსაზღვრულია, 

თუ იგი რიგობრივად შემოსაზღვრულია როგორც ზემოდან, ასევე ქვემოდან. 

თეორემა 42. ვთქვათ, (1C<2C> ქვესიმრავლე რიგობრივად შემოსაზღვ- 

რულია ზემოდან 7 ნორმირებულ სივრცეში, ხოლო C ნორმალური კონუსია 

2-ში. მაშინ ნებისმიერი #C7 ელემენტისათვის §2'(X(I+C) სიმრავლე ნორმით 

შემოსაზღვრულია 2-ში. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 2C§+-X#+C). მაშინ 2C§ა, 2–MC C. რადგან §) რი- 

გობრივად შემოსაზღვრულია ზემოდან, ამიტომ არსებობს ისეთი ძC2 ელე- 

მენტი, რომ თ–-2C C. ამდენად, გვაქვს: 
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V-26C, ი-ჩCC, 

= (4.29) 

2-ჩM6CC, (ი-I)-(>-–ჩM)C C. 

რადგან C კონუსი ნორმალურია, ზემოთ უკვე აღნიშნულის თანახმად, III 

ნორმა პოლიმონოტონურია C-ზე. ამიტომ, განსაზღვრა 4.3-ის თანახმად, 

(4.29)-დან ვღებულობთ, რომ არსებობს მუდმივი II, რომლისთვისაც ადგი- 
ლი აქვს შემდეგ უტოლობას: 

I2 – III < „II – III. (4.3თ 

მეორე მხრივ, გვაქვს 

I2I=I2+#–-MI <I2- MI+ IM, 
საიდანაც (4.30)-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ: თუ ძ => -/I+IჩI, 

მაშინ |2I <4. რადგან 2 ნებისმიერი ელემენტია §X-XM+C) სიმრავლიდან, ეს 
უკანასკნელი თავისთავად ნიშნავს §XXჩ+C) სიმრავლის ნორმით შემოსაზღ- 

ვრულობას 2 სივრცეში. თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული დებულება წარმოადგენს §XXM+C) სიმრავლის ნორმით 
შემოსაზღვრულობის აუცილებელ პირობას, 

განსაზღვრა 45. იითIი (+ და ით2X (> სიმრავლეებს ეწოდებათ გარეგა– 
ნად მდგრადი, თუ შესაბამისად ადგილი აქვთ შემდეგ ჩართვებს: 

(ა) C ითIი§6) +C, 

() C ჯხიმX §2 – C. 
ბანსაზლვრა 4.6. Cა C < 2,C > ქვესიმრავლეს ეწოდება C-ბიკომპაქტური 

(სუსტად C-ბიკომპაქტური) თუ ნებისმიერი 1ეC§4 ელემენტისათვის 

(2-–CთოთC არის ბიკომპაქტური (სუსტად ბიკომპაქტური) ქვესიმრავლე 2-ში. 

თუ 2 ლოკალურად ამოზნექილი წრფივი ტოპოლოგიური სივრცეა, 
ხოლო # C7 – არაცარიელი ქვესიმრავლე 2-ში, სიმრავლეს 

ხ(4) = (967 | თ დ) <+= ), 

სადაც თ: 27 –-31)(+თ) ფუნქცია განსაზღვრულია ტოლობით 

თ,(ი)=§სი < 9,X>,06C 7, 
>4 

ეწოდება # სიმრავლის ბარიერული კონუსი, ხოლო სიმრავლეს 

M(4) = –ხ(4)= ( 7C7 |<#ი,2> <0, Vი6Cხ(4) ) 
ეწოდება 4 სიმრავლის რეცესიული კონუსი. 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ნებისმიერი 2C4 ელემენტისათვის ადგილი 

აქვს შემდეგ ტოლობას: 
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M(4)=( |2(4- უ»(0). 
#>0 

ცნობილია, რომ, თუ # ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა 2-ში, 

მაშინ #4-ს სუსტად შემოსაზღვრულობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ Mხ(4)=7 (31, გვ. 37). სამართლიანია 

ლემა 4.L ვთქვათ, #4 ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა 7 ლოკა- 

ლურად ამოზნექილ წრფივ ტოპოლოგიურ სივრცეში. 4 სუსტად შემოსაზღ- 

ვრულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

MM(4) = (0). : 
დამტკიცება. დებულება ტრივიალურია იმის გამო, რომ /I(4) = –ჩ(C#ტ) = 

=(2) =(0). 
თეორემა 4.3. ვთქვათ, 2 სეპარაბელური და რეფლექსური ბანახის 

სივრცეა, ხოლო (აC<7»C> C-ბიკომპაქტური ქვესიმრავლეა 2-ში. მაშინ, 

დოიIიC- არაცარიელი სიმრავლეა და არის გარეგანად მდგრადი. თუ §2 ამოზ- 

ნექილი, ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა და ამასთან ჯო2XC) არაცარიელია, მაშინ 

(') სუსტად C-ბიკომპაქტურია. 
დამტკიცება. რადგან C არის ამოზნექილი, ჩაკეტილი და მახვილი კონუ- 

სი 2 სეპარაბელურ ბანახის სივრცეში, ამიტომ ცნობილი ფაქტის თანახმად 

(41), C-ზე არსებობს მკაცრად დადებითი ფუნქციონალი 

26CC =(26C7 | <7? ,2>>0, V2CC), 

რომლისთვისაც <2 ,2>>0, V2C CV(0). ვთქვათ, 2 ნებისმიერი ელე- 

მენტია §)-ში. რადგან §' არის C-ბიკომპაქტური, ამიტომ §4(I(2? – C) ბიკომ- 

პაქტური ქვესიმრავლეა 2-ში. ფუნქციონალური ანალიზიდან ცნობილი ფაქ- 

ტის თანახმად, არსებობს ისეთი 2” 6 6X(I(2-C), რომ 

თი <2? ,:>=<2 ,7 >. (4.31) 
L§CXVXV:-C) 

ვაჩვენოთ, რომ 2? “C/იიIი6, დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ მოიძებნება 
ისეთი ელემეტი 760 რომ 2?მ-7=06CV(00. რადგან 

2მ8C§II(2-C, ამიტომ 2Cი და 2 =2-090, 9CC, ე. 

7=7 -ნ=2-ი-ძმ. ცხადია, რომ 76 2-C. რაღგან 766, ამიტომ 

71C59II(2-C). მეორე მხრივ, 2 –?C CV(0). ამიტომ, იმის გათვალისწი- 
ნებით, რომ 2 მკაცრად დადებითი ფუნქციონალის C-ზე, ვასკვნით, რომ 
<7, -2>>0. ამდენად, მოიძებნება ისეთი 7?C61II(2-C) ელემენტი, 

რომ 

<7 ,20 > > <27',7>. (4.32) 
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(4.32) უტოლობა ეწინააღმდეგება (4.31) ტოლობას, რაც თავის მხრივ 
ამტკიცებს, რომ ?1C/იიი9), ეი ჯოისი: არაცარიელიაა რადგან 

21 C 20II(2-C), სადაც 2 CითIი0, ამიტომ 2 = 2" +#M, MC C. ვინაიდან 2 

ნებისმიერი ელემენტი იყო §' სიმრავლიღან, ამიტომ, ცხადია, რომ §) C 

Cიი)იC+C (რადგან 2+M6იო1ი0+C). ასე რომ, იიიIიC> გარეგანად მდგრა- 
ია. 

ს ვაჩვენოთ ახლა თეორემის მეორე ნაწილის სამართლიანობა. დავუშვათ, 

რომ იიVსი() არაცარიელია, §–' არის ამოზნექილი და ჩაკეტილი, მაგრამ §პ 

არ არის C-სუსტად ბიკომპაქტური. მაშინ მოიძებნება ისეთი 26 (> ელემენ- 
ტი, რომ (2-C)II§» არ იქნება სუსტად ბიკომპაქტური ქვესიმრავლე 2-ში. 

რადგან §': და C ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლეებია 2-ში, ამიტომ 

(2-C)I(I(ჩ) არის ამოზნექილი და ჩაკეტილი ქვესიმრავლე 2-ში. ამ სიმრავ- 
ლის ამოზნექილობა განაპირობეს მის სუსტად ჩაკეტილობას, ე+. 

(2-C)()(– არის სუსტად ჩაკეტილი ქვესიმრავლე 2-ში, და, ცხადია, 

(2-C)II§+ ამოზნექილია. რადგან (2-C)I(I§6ჩ” არ არის სუსტად ბიკომპაქ- 

ტური, მაგრამ არის სუსტაღ ჩაკეტილი, ამიტომ (2–Cწ0 არ შეიძლება 

იყოს სუსტად კომპაქტური. რადგან რეფლექსურ ბანახის სივრცეში სიმრავ- 

ლის სუსტად კომპაქტურობა ექვივალენტურია ამ სიმრავლის შემოსაზლღვრუ- 

ლობისა (8, გვ. 811, ვასკვნით: (2-C)(1§–” არ შეიძლება იყოს შემოსაზღვ- 

რული ქვესიმრავლე 2-ში, რადგან ნორმირებულ სივრცეში სიმრავლის შე- 
მოსაზღვრულობა და სუსტად შემოსაზღვრულობა ერთმანეთის ექვივალენ- 

ტურნი არიან (5, გვ. 263, 11, გვ. 184). ამიტომ, (2–C)II§> არ შეიძლება 

იყოს სუსტად შემოსაზღვრული. ვთქვათ, რომ L=(§2+C)II(2-C). ცსა- 

დია, 0CC. ამიტომ (2-C)()§+C L, და, რადგან (2-C)()§ა სუსტად შე- 

მოსაზღვრულია, ამიტომ L, აგრეთვე, არის სუსტად შემოსაზღვრული ქვე- 

სიმრავლე 2-ში. ლემა 4.1-ის თანახმად, ეს ნიშნავს იმას, რომ #L სიმრავლის 

რეცესიული კონუსი #I(L) არ შეიძლება ემთხვეოდეს (0) სიმრავლეს, ე.ი. 

M(L) =L |2(L-– X) # (0), (4.33) 
42>0 

სადაც X0 ნებისმიერი ელემენტია L-დან (31, გვ. 37), ამდენად, არსებობს ისე- 

თი 276 II(L) ელემენტი, რომ 2 #0. ეს თავის მხრივ ნიშნავს იმას, რომ 

2?C7.(L-»), VX»X6CLIL. 

კერძოდ, იმის გამო, რომ 0CC და 266), ამიტომ »=26C L, და სამარ- 
თლიანია შემდეგი ჩართვა: 

2C XL- 2). 0.3! 
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მეორე მხრივ, დაშვების თანახმად #იი)ი('“ არაცარიელი სიმრავლეა, ამი- 

ტომ, თუ 1იC #0ოIი§ბ, მაშინ, აგრეთვე, სამართლიანი უნდა იყოს ჩართვაც 

26 #(L- ჯი). (4.35) 

(4.34) ჩართვიდან ვღებულობთ: 

2+1!26C L. (4.36) 
(4.35) ჩართვიდან კი ვღებულობთ თანაფარდობას 

20+# '76 L, (4.37) 

სადაც 7ჯ0C/M0Mი0§). მაგრამ LC2-C და LC%§++C, ამიტომ (4.36) და 

(4.37)-დან შესაბამისად ვლებულობთ: 

2+7/ 76 2-C, (4.38) 

2:+# '26C6:+C. (4.39) 

(4.38)-დან ვასკვნით, რომ –L7;CC, (4.39)-დან კი უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს ისეთი 20C5ბა და #CC ელემენტების არსებობა, რომ 

20 +2 '72=7:+/# (4.40) 

ე.ი. ში – წე =-2 '2+M. რადგან – 2 '1+MCC და 2#0, ამიტომ 

70 – 20 C –C M(0). (4.41) 

რადგან 70C§ბა და 2იC/0MIX0Xბ, ამიტომ (4.41)-დან ვღებულობთ წინააღმ- 

დეგობას, რაც თავის მხრივ ნიშნავს იმას, რომ §2“ სინამდვილეში არის სუს- 

ტად C-ბიკომპაქტური ქვესიმრავლე 2 სივრცეში. თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემა მოთხოვნილ პირობებში ადგენს პარეტოს აზრით 

მინიმალურ ელემენტთა სიმრავლის ტოპოლოგიურ სტრუქტურას. 
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#.2 მრამალსახა ასახვათა 

შეუღლებული ასახვები 

დავუშვათ, რომ X და 7 ლოკალურად ამოზნექილი წრფივი ტოპოლოგი- 

ური სივრცეებია. ისევე როგორც ზემოთ, ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ 7 

სივრცე ნაწილობრივ დალაგებულია ამოზნექილი, ჩაკეტილი, სხეულოვანი, 

მახვილი C კონუსით. X -ით და 27 '-ით შესაბამისად აღვნიშნოთ X და 7 სივ- 

რცეთა შეუღლებული სივრცეები. ჩ#(2) = (< 7,C>)-ით აღვნიშნოთ 2 სივრ- 

ცის ყველა ქვესიმრავლეთა ერთობლიობა. განვიხილოთ მრავალსახა L: 

X-5MX<7,C>) ასახვა. #” ასახვის გრაფიკი აღვნიშნოთ I(C#”-თ, ე.ი. 

ყიიMM = ((X,2)CXX7 | :C X(CX)) = L CI). 

#” მრავალსახა ასახვის ეფექტურობის არე ეწოდება სიმრავლეს 

სი” = (XCX | #00) # 0). 

#: X-3ჩ(< 2,C >) ასახვას ეწოდება საკუთრივი, თუ L)0ILI არაცარიელი 

სიმრავლეა. ქვემოთ ყველგან ეიგულისხმებთ, რომ # საკუთრივი მრავალსახა 

ასახვაა. 

ბანსაზლვრა 47. LL X-5<2,.C>) მრავალსახა ასახვის ზეგრაფიკი ეწო- 

დება ნ/II სიმრავლეს, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 

სნიIM= ((X.20CXX7 | 7C #C>)+C). (4.42) 

ვთქვათ, რომ თ-ყი: X X2 -3M)(+-) არის ICI) სიმრავლის საყრდენი 

ფუნქციონალი, ე.ი. 
თიეა(X ,2 )=§სი 5§სი (< X ,X>+< 7 ,27>), 
Iო =X ხერ (4.43) 

V(CX ,2 )C X”X2. 

ხ0 CL))-ით აღვნიშნოთ IC”) სიმრავლის ბარიერული კონუსი, ე.ი. 

ხ(LIC#)) = მიი'თ,, =I(X ,2 )C XIX2" | თ. (X ,2 ) <+=%). (4.44) 

განსაყღვრა 4.8. L":2'-3IXX”) მრავალსახა ასახვას, რომელიც განსაზღ- 
გვრულია პირობით 

X6CLLC2) <= (ჯ,-2 )Cხ(IC”-), (4.45) 
ეწოდება L: X–-3#(C< 7,C>) მრავალსახა ასახვის შეუღლებული ასახვა. 

დი: X%X2 –5ა))(+=%) ნამდვილი ფუნქცია განვსაზღვროთ შემდეგი ტო- 

| .· · 

რიე. )=9,  ' -2), V(X,2 )C X X2 (4.46) 
მაშინ, განსაზღვრა 4.8-ის თანახმად, გვაქვს 
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მრავალსახა ასაზვათა მეუღლებული ასახვები 

X6CXC>.) = თი(X,2 ) <+, (4.47) 

დ : XX72 “–3/(# =IL(-=თ,+%) ) ნამდვილ ფუნქციას განვსაზღვრავთ 

ტოლობით 

თ(X,2') = ჰი. <2? ,7>, V(X7)6C X X2' (4.48) 

მაშინ შეიძლება განისაზღვროს თ ფუნქციის კერძო შეუღლებული ფუნქ- 

ცია პირველი არგუმენტის მიმართ (იხ. (601) დ'(C,2'):X” 3 # შემდეგი 

ტოლობის საშუალებით: 

თ'(X ,2.1= §სი(< X,X>-თ(?)), VX 6 XI (4.49) 
== XX 

თ ფუნქციის კერძო მეორე შეუღლებულს პირველი არგუმენტის მიმართ, 

ეი. თ C,2):X –3 # ნამდვილ ფუნქციას, ექნება სახე 

დ (X 2 )= §სი(<X ,X> -– დ (X,2 )), VX6C,X. (4.50) 
+6X” 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ სამართლიანია ტოლობა 

– Iიწ <2”,2>= 5სხ <-2?“,?>, 
5=8#ჩ(») (7 172) 

(4.49) ტოლობიდან მივიღებთ 
L · L = · – ჯინ < ., > = 

დ(ჯ,2) ას(<X ,X> ჰინ <2 ,2 ) 

=§სი( <Xჯ ,X>+ §სხნ <–-2 ,2>)= 
XX X%#C(V») 

=5ს0 §სი(<X ,X>-< 72 ,?7>). 
X6X X§#(+) 

ამრიგად, სამართლიანია ტოლობები: 

თ (X”,2)= დიო (X 2) = თიო(X ,-2) = 

=8ს0 5სი (<X ,X>-<2? ,2>), V(X,2 )6 XI X2" 
ს. 9 –-. 7 161! 

(4.51) 

(4.50) ტოლობიდან უშუალოდ ვღებულობთ: 

თ (»,2 )= 5სი(<» ,Xჯ> -რიც)(X 2 )= 
X<X” 

= §ს0(< X ,X> –თი)(X ,-2 )= 
»9X 

= §სი(<X ,X>-თ (X ,2 )), V(X,2 )6 XX2" (4.52) 
XX<X. 
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ცხადია, რომ Xჯ-–პ36თ (X 2) ფუნქცია, როგორც X-ზე აფინურ და 

უწყვეტ ფუნქციათა (< X ,X> –დთ (X,2') IX C X”) სიმრავლის ზუსტი წერ- 

ტილოვანი ზედა ზღვარი, არის X-ზე ამოზნექილი და ქვემოდან ნახევრად 

უწყვეტი ფუნქცია (60). ცხადია, რომ შეიძლება აიგოს თ (X 2) ფუნქციის 

კერძო შეუღლებული პირველი არგუმენტის მიმართ, ე.ი. განისაზღვროს 

ნამდვილი თ C,2):X”- 3 X ფუნქცია ტოლობით 

დ (X,> ა=5სი(<X ,X>-დ (X,7.)), V(X”,2 )C X X7”. 
XX 

მაგრამ მარტივად შეიძლება იმის ჩვენება, რომ დ“ '(X,2 1) ფუნქციის შე- 
უღლებულის განხილვას არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს, რადგან ყოველ- 

თვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

თ (X,7 )=თ (», 2), VCX ,2)C X X2" (4.53) 

გარდა ამისა, მარტივი საჩვენებელია, რომ სამართლიანია უტოლობა 

თ (X 1 )<თ(»2 ), V(CX,2 )C XX7“ (4.54) 

დავამტკიცოთ დამხმარე ხასიათის რამდენიმე დებულება. 

თეორემა 4.4. ნებისმიერი 2'C2' ელემენტისათვის სამართლიანია შემდეგი 
ჩართვა: 

ხი» C 007:დ C,2.). (4.55) 

დამტკიცება. გავითვალისწინოთ ის გარემოება, რომ 

ხითთ C,2 )=(XC X | დ (»,2') <+%). 

ვთქვათ, რომ XCI)0IL. მაშინ II0IIICX) # C და არსებობს ისეთი 

26C IL(CX) ელემენტი, რომ 

თდ(X,2 )= 1ინ <7 ,2><<7,2>. 
აიი) 

მაგრამ < 2 ,2><+თ, ამიტომ, თ(X,2 ) <+=, (4.54) უტოლობის თა- 

ნახმად, უკანასკნელიდან ვასკვნით, რომ დ“ (X,2 )<+=, VXC X, რაც, 
ცხადია, ნიშნავს იმას, რომ XC დ” C.,2'), ე.ი. 

M0»L C მიდ” C,?'). 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 4.5. ვთქვათ X ბანახის სივრცეა. მაშინ ნებისმიერი 

(X> )C)იI8იინ!ჩწX2” წყვილისათვის მოიძებნება წრფივი და უწყვეტი ფუნქცი- 

ონალი XCX”, რომლისთვისაც სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

<X,X>=თ (X ,2 )+დთ (»,2'). (4.56) 

დამტკიცება. რადგან ჯასთ” C,2) არის ამოზნექილი და ნახეგრად 

უწყვეტი ფუნქცია X-ზე, ამიტომ ცნობილი ფაქტის თანახმად L60, გე.23), 

თ CI>) არის უწყვეტი ფუნქცია 1იL/2იMIდთC,2.) -ზე. თეორემა 4.4-ის თა- 

ნახმად, ადგილი აქვს ჩართვას 100” C I20MIთ (,:), საიდანაც ელემენტა- 

რულად შეიძლება შემოწმდეს რომ ასევე სამართლიანია ჩართვა 

IMLI00VIM C I0L00Vთ („2 ). ზემოთ აღნიშნულის თანახმად, რდ (C,2.) 

უწყვეტია, აგრეთვე, I0L090/II”-ზე. ამიტომ, თუ XC1იL0V7I”, მაშინ დ C,2.) 

უწყვეტია » წერტილში. ამასთან XC 00Mდ (,2) და ამიტომ 

დ (,>;) <+თ, ცნობილი ფაქტის თანახმად, აღნიშნულ პირობებში (60, გვ. 

3), თდ C,2) სუბდიფერენცირებადია X წერტილში, ეი. არსებობს ისეთი 

XCX” ელემენტი, რომ X C მდ“ (2). მეორე მხრივ, ადგილი აქვს შემდეგ 
ექვივალენტობებს (60, გვ. 31): 

»Cმთ (X2) «> <X,X>= თ (X,2)+დთ (X2) (4.57) 

მაგრამ (4.53) ტოლობის თანახმად დ ”(X ,2 )=დ (X,2'). ამიტომ 

(3.16)-დან ვღებულობთ: 

<X,X>=Cთ(X ,2 )+Cთ (X,2.). 

თეორემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა 4.9. ვთქვათ, X და 2 ლოკალურად ამოზნექილი წრფივი 

ტოპოლოგიური სივრცეებია, ხოლო L:X->3(< 7,C>) მრავალსახა ასახვაა. 

მაშინ 

1. #-ს ეწოდება ამოზნექილი, თუ I(”) არის ამოზნექილი ქვესიმრავლე 

XX7 დეკარტულ ნამრავლში. 

2. X-ს ეწოდება C-ამოზნექილი, თუ ნებისმიერი ორი X|), XXCX წერტი- 

ლისათვის და ნებისმიერი #C (0,11 რიცხვისათვის ადგილი აქვს შემდეგ 

ჩართვას: 
2ნ(X)+(I – 2)X(CX,) C XMC2X, +(1 – 2)X) + C. 

#:X–-ან(< 2,C >) მრავალსახა ასახვის საშუალებით განვსაზღვროთ მრა- 

ვალსასა II.: X-2აIX<2,C>) ასახვა შემდეგნაირად: 
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;.(X)= ს. (X)+C, VX6C X. (4.58) 

მაშინ (ცხადია, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

ICI.) = ნ/I(ჯ). (4.59) 

მარტივად შეიძლება შემოწმდეს შემდეგი დებულებების სამართლიანობა: 
ლემა 42 იმისათვის, რომ IX: X–-3>M< 7,C >) მრავალსახა ასახვა იყოს 

ამოზნექილი, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ნებისმიერი ორი XI, X-CX 

წერტილისათვის და ნებისმერი #C(0,1) რიცხვისათვის ადგილი ჰქონდეს შემ- 

დეგ ჩართვას: 

#M(X,) +(1 – 2)(CX.) C X#LC2X, + (1 – #.)X,). 

ლემა 4.3. იმისათვის, რომ #, : X-3M(< 2.C >) მრავალსახა ასახვა იყოს 

ამოზნექილი, აუცილებელია და საკმარისი, რომ #:X–->ნ(< 2,C>) მრავალსახა 
ასახვა იყოს C-ამოზნექილი. 

განსაზღვრა 4.9-დან და ლემა 4.3-დან ვასკვნით, რომ თუ მრავალსახა 

#:X-3M(< 2,C >) ასახვისათვის LX) არის ამოზნექილი, მაშინ მრავალსახა 

#,:X-3)%< 7,C >) ასახვა არის ამოზნექილი. 

გავიხსენოთ რიგი განსაზღვრებისა, რომლებიც შემოღებული გვქონდა ად- 

განსაზღვრა 410. ვთქვათ, V წრფივი, ლოკალურად ამოზნექილი, ტოპო- 

ლოგიური სივრცეა, ხოლო 0 - არაცარიელი და ამოზნექილი ქვესიმრავლეა 

V-ში, ხოლო VიC (0. მაშინ, 70(Vი) სიმრავლეს, რომელიც განსაზღვრულია 
ტოლობით 

რე 

_– 

/, =| |–(02+Mე), 9(%) LI-C Vი) 

ეწოდება 0 სიმრავლის მხები კონუსი V-C(0 წერტილში. 

ICCVხ) არის ამოზნექილი და ჩაკეტილი კონუსი V ტოპოლოგიურ სივრცე- 

ში. 
განსაზღვრა 41 ვთქვათ, X და 2 ლოკალურად ამოზნექილი წრფივი 

ტოპოლოგიური სივრცეებია, ხოლო L:X-0-#L(< 2,C>) ამოზნექილი მრავალსა- 

ხა ასახვაა. მაშინ, #2/(Xი,70):X-3/X< 2,C >) მრავალსახა ასახვას, განსაზლვ- 

რულს ტოლობით 

ICICX, ?ი)) = 1) CXე, ი), (4.60) 

ეწოდება # მრავალსახა ასახვის წარმოებული (X»20)CI (I) წერტილში. 

განსაზღლვრა 412, 0/(CC 2ი):X-–3)X< 2,C>) მრავალსახა ასახვის შეუღლე- 

ბულ LIICXV 70) : 72 –პX"” ასახვას ეწოდება M ასახვის კოდიფერენციალი 

(XC720)CICჩ”) წერტილში. 
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თეორეგა 4.6. თუ #:X-2IX<7#C>) ამოზნექილი მრავალსახა ასახვაა და 

(Xს.20)C I (I), მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

სხ” Cი,?ი) (2 )=(X C X” | თ (X',:') =< XX >-–< 7 ,?ე >), 

V2 627. 
(4.61) 

დამტკიცება, განსასღვრა 4.8-ის თანახმად გვაქვს 

XC 9IM(Cთი,?) (2) <> (X,-:')C ს(I(CMICX, ?ე))). 

მაგრამ განსაზღვრა 4.11-ის თანახმად გვაქვს, რომ 

I CI2I (Xი, ?ი)) = 1-ყ.) (Xს,7ი), 

ამიტომ, სამართლიანია ექვივალენტობა 

X 6 0M”Cი.2)(2) <> (X,-2 )C ხ(1- ი (XI 7ი))- 

რადგან II >) (Xი, ში) არის კონუსი, ამიტომ ბარიერული კონუსის განმარტე- 

ბიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობა 

ხი (Xი„20)) = –ჩუიი) (Xი ში). 

ამდენად, ადგილი აქვს შემდეგ ექვივალენტობას: 
X 6 9ICდ,70) (2) «> (X,-2)6 –7%= (Xე, ?ი)). (4.62) 

გარდა ამისა, ცნობილი ფაქტის თანახმად |31, გვ. 109), ადგილი აქვს 

ტოლობას: 

– 7-ი-) (XV 70) = 

=((M,0)C X X2' | <ი,>+<9,2:>=C--(/,9)). 
(4.63)-დან (4.62)-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ: 

»Xჯ 6 MM(X,7>) (2) «2 

<ა <X,X>- <2 ბ >=Cთიყე(X,-2 )=Cდ (X 72). 

ეს კი თავის მხრივ ნიშნავს იმას, რომ 

MM(X”ა.7ი) (2 )=(X»X C X”| თ '(X,2 )=<X",Xე >- < 2',?ე >). 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 4.6-ში მოყვანილი შედეგედი გვაძლევს # : X–X/X< 2,C >) მრა- 

ვალსახა ასახვის კოდიფერენციალის მოხერხებულ სტრუქტურულ წარმოდ- 

გენას, რომელიც გამოყენებული იქნება ქვემოთ მოყვანილ მსჯელობებში. 
შენიშვნა 4.1 ხანი-ბანახის თეორემის ერთ-ერთი შედეგის თანახმად, თუ 

X” არის არანულოვანი ფუნქციონალი X-ზე, მაშინ ყოველთვის მოინახება ისე- 

თი X ელემენტი, რომ < X .X > #0. ამ დებულებით იოლად შეიძლება დამ- 

ტკიცდღეს, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

(4.63) 

117



დუალური თეორიის ხაღუძვლები ზართვის არასკალარული ოპტიმიზაციის ... 

IX, 26) (0) =(0). 

ამიტომ IX (Xი,2ე)“ მრავალსახა ასახვისათვის შინაარსობრივი დატვიროვა 

ენიჭება მხოლოლ იმ #VI” (X-,70) (2) სიმრავლეებს, რომელთათვისაც 220. 

შევნიშნოთ ახლა ის ფაქტი, რომ #:X->MX< 27,C>) მრავალსახა ასახვითა 

და (4.59) ტოლობიო განსაზღვრული /#',:X->M< 2,C >) მრავალსახა ასახვი- 

სათვის ყოველთვის ადგილი აქვს შემდეგ ჩაროვას: 

IღIოCIC). (4.64) 

ეს უკანასკნელი შეიძლება ელემენტარულად შემოწმდეს იმის გათვალის- 
წინებით რომ 0CC. ასე რომ, ნებისმიერი (Xი,2ი)C LC”) წყვილისათვის, 

აგრეთვე, სამართლიანია ჩართვა (Xი,?ი)6 I CL). 

თეორემა 4.7. ვთქვათ, # :X–->7(< 2,C>) არის მრავალსახა ასახვა ამოზ- 

ნექილი და ჩაკეტილი I(#) გრაფიკით. მაშინ, ნებისმიერი (Xი,20)C I (”) წერ- 

ტილისათვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

იჩთანალ- 16 # (X2ი) (2 ), 5-5 C, (4.65) 
დ, 20CC 

დამტაიცება. C : X-–3ს(< 2,C >) მრავალსახა ასახვა განვსაზღვროთ შემ- 

დეგი ტოლობით: 

CC0:) = C, VXC7X. 

რადგან C ამოზნექილი და ჩაკეტილია, ამიტომ C:X–-3M(< 2,C>) მრავალ- 

სახა ასახვაც ამოზნექილი და ჩაკეტილია. გარდა ამისა, ILX0IIC = X და 

აღგილი აქვს ტოლობას 

ICC) = ((X,2)CXX7X | 2CC ) = XXC. (4.66) 
რადგან 0! – 000IC = 10იIL – X = X, ამიტომ 0C1ი1(00/)L-9V>VXVXIC). 

თუ (X%ი,:ი)C IC”), მაშინ იმის გამო, რომ 0CC, ადგილი აქვს ჩართვას 

(Xი,0)C I CCთ) = XXC. ვინაიდან I და C მრავალსახა ასახვებია ამოზნექილი და 

ჩაკეტილი გრაფიკებით, ამიტომ, ცნობილი ფაქტის თანახმად (60), სამართ- 

ლიანია ტოლობა 

II + C)(X-,7ე +0)” = 0IXCX-.2ე)' + 0C(X.0)”. 

მაგრამ M+C=/”,, ამიტომ, ნებისმიერი 2C2“ ელემენტისათვის უნდა სრულ- 
დებოდეს შემდეგი ტოლობა: 

I" (Xი,7ი) (2 )= 9XCX-, 7) (2 )+ 0C(X,0)' (2'). (4.67) 

ამრიგად, X CL,(XV7ი) (7) ჩართვას ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მა- 

ში” როდესც X =X+ის, საღაც X, 6 9MC-,2)(2) და 

XC 0C(X,0) (2'). თავის მხრივ, გვაქვს 
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XC 90CC00,%) (=) «<> (%,-2 )6 –79XC) (X-)0). 

მაგრამ, რადგან (4.66)-ის თანასმად I (CC) = XXC, ამიტომ 

–7იCთ (Xი:0) = –7X,C (X-,0) = –7' (X-) X7C (0) = 

=-(X)' XC” =-(0)XC”, 

ეი. 

XC 9C(CX.0)' (2) «> (X,-2 )C (0)X(-C) 
უკანასკნელიდან მარტივად ვასკვნით, რომ 

.. |0 >: CC, 
#MCCX.0) (2 )= C CC 

(4681) ტოლობის გათვალისწინებით (4.67)-დღან უშუალოდ ვღებულობთ, 

რომ 

(4.68) 

., ა. |0X(CX,27ი) (2), 2 CC”, 
სნI.CXI,7ი0) (2 ) = ი · · 

დ, 2CC 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 4.7 სინამდვილეში ამტკიცებს, რომ I”: X–3IX< 2,C >) მრავალ- 

სახა ასახვის კოდიფერენციალის განხილვას 7VC სიმრავლის წერტილში 

აზრი არა აქვს, საკმარისია IL (XV წი) (2) განხილულ იქნას მხოლოდ 2 CC 

წერტილებში და ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ, თუ # არის ამოზნექილი და 

ჩაკეტილი მრავალსახა ასახვა, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

97/.C?ი) (2 ) = 9”CC2ი) (2), V> C C”, (4.69) 
ზემოთ ჩვენ უკვე ვაჩვენეთ, რომ, თუ #:X-2M(<2,C>) არის ამოზნექილი, 

ამოზნექილია, აგრეთვე, II: X-2ჩM(<27,C>). 

სინამდვილეში„ სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც თუ #,: 

X–3/X< 7,C >) ამოზნექილია, მაშინ #:X-3IX< 7,C >) ასევე არის ამოზნექი- 
ლი. მართლაც, გვაქვს: 

XC») = L,0ე – C 

ამიტომ, ნებისმიერი ორი XI, X6X წერტილისათვის და ნებისმერი 

#C (0,1) რიცხვისათვის გვექნება: 

4V(CX)) + (1 – #.)XCX,) = 

= #M.(X,) – #.C + (I – 7,)X, (X,) – (1 – #)C = 

= VI, (X)+(1 – 7), (C) – C C 
C #(2X, +0 – 2)X,) – C = IC7>X, + (1 – 4)X,), 
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რაც. ლემა 4.2-ის თანახმად, უკვე ნიშნავს #: X-3>9M(< 7,C >) მრავალსახა 

ასასვის ამოზნექილობას. ამრიგად, სინამდვილეში სამართლიანია 

თეორქმა 4.8. იმისათვის, რომ #:X->0< 2,C>) მრავალსახა ასახვა იყოს 

ამოზნექილი, აუცილებილია ღა საკმარისი, რომ #„,:X-X»/X< 7,C>) მრავალსა- 

ხა ასახვა იყოს ამოზნექილი, 

თუ # : X-3IX< 7,C >) ამოზნექილი მრავალსახა ასახვაა, მაშინ თეორემა 

4.8-ისა და თეორემა 4.6-ის გათვალისწინებით ნებისმიერი (Xთ70)C I (”+) = 

=L/I(”) წერტილისათვის სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

XI" (70) (2) = 

=(XCX” | თ» ,: )=<X ,Xა>-<: >), V> C 2”. 

მაგრამ თეორემა 4.7-ის თანახმად, თუ X# არა მარტო ამოზნექილი, არა- 

მედ ჩაკეტილიც არის, ე.ი. ICI) = ICI) ჩაკეტილია, მაშინ (4.70) ტოლობა 

შეიძლება განხილული იქნას მხოლოდ CC7 სიმრავლეზე და ჩაწერილ იქ- 

ნას შემდეგი სახით: 

(47თ) 

MC ე7ი) (2) = 

=(»X C XI | დ (X ,” )=<X ,Xა>-< 7,2 >), V> CC“ 

ამდენად, სამართლიანია 
თეორქემა 4.9. ვთქვათ, X":X->M< 2C >) არის ამოზნექილი მრავალსახა 

ასახვა, რომლისთვისაც #/2I(”) ჩაკეტილია. მაშინ, ნებისმიერი (Xი,20)C სია 

წერტილისა და 2 CC” ფუნქციონალისათვის სამართლიანია (4.71) ტოლობა. 
შენიშვნა 42 თუ (Xი,2ი)C19LIC#.), მაშინ 7,.-->)(X02ი)= XX2, ე.ი. 

7 > )(X0; 70) = ((0,0)). აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი ტოლო- 

ბა: MM. (70) (0) = (0) . ამრიგად, XX. (X-, 7”) მრავალსახა ასახვას შინა- 

არსობრივი დატვირთვა გააჩნია მხოლოდ I (M,) სიმრავლის სასაზღვრო წერ- 
ტილებისათვის, ე.ი. როცა (X-,70)C 9I (M,), სადაც მICM.)-ით აღნიშნუ- 

ლია I (M,) სიმრავლის საზღვარი. მეორე მხრივ, რადგან ICI ,)=L9I(I), ამი- 

ტომ ადგილი აქვს შემდეგ ექვივალენტობას: 
(CXე,7ი)C 9LICM,) «> (Xა.2ი)C9;იI(M) «<> 

“ა: X-6 000, 7?:C9(M(X-)+C). 

შენიშვნების 4.1-ის, 4.2-ის და თეორემა 4.7-ის გათვალისწინებით შე- 

მოვიტანოთ 

განსაზღვრა 413, ვთქვათ, #:X--M<2,C>) არის ამოზნექილი მრავალსა- 

ხა ასახვა რომლისთვისაც #02!) ჩაკეტილი ქვესიმრავლეა XX2-ში. 

ვიტყვით, რომ # კოდიფირენცირებადი· Xე C სიის" წერტილში, თუ ნების- 

(4.71) 
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მიერი (Xე,20) 6 მ#/I(L) ელემენტისათვის მოიძებნება 26C6C V(0) ფუნქცი- 

ონალი, რომლისთვისაც 

MM(%ე,?ე) (2) = 
=(X CX” | თ(ჯX,2 )=<X ,X- >–< 7',2ე 2# 6). 

შენიშვნა 4.3. ზოგადობის შეუზღუდავად, განსაზღვრა 4.13-ში შეგვიძლია 

ვიგულისსმოთ, რომ მოითხოვება 2 CC II8MXC0,I) ელემენტის არსებობა, 

სადაც -8(0,)=(2 C 2 IICII =I. ეს უშუალოდ გამომდინარეობს მრავალსა– 

ხა MX(CX.2:ე) ასახვის სტრუქტურისა და დ ფუნქციის განსაზღვრებიდან. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა C, = C III9(0,1). 

განვსაზღვროთ ახლა #” : X–-3/%< 7,C >) მრავალსახა ასახვის კიდევ ორი 

განსხვავებული ტიპის შეუღლებული ასახვა რომელთაც, გაურკვევლობის 

თავიდან აცილების მიზნით, ჩვენ ვუწოდებთ # ასახვის პოლიარას და ბიპო– 

იარას. 

“ განსაყღვრა 414. #9:X ->9(<2,C>) მრავალსახა ასახვას, რომელიც გან- 
საზღვრულია ტოლობით 

#(XL )=(26C 2 | >CC.:<72,2>=0C (X ,2,)), 

ეწოდება # მრავალსახა ასახვის პოლიარა. 

განსაყღვრა 415, §9:X-3(< 7,C>) მრავალსახა ასახვას, რომელიც გან- 
საზღვრულია ტოლობით 

#%C)=(2C 7 | XC C.:<72,,2>=Cთ (CX.2,))), 

ეწოდება # მრავალსახა ასახვის ბიპოლიარა. 

ამ ასახვებისათვის ქვემოთ დავადგენთ დუალობის ზოგიერთ თანადობას. 

ქვემოთ, ყველგან ჩავთვლით, L:X->MX< 2,C>) არის ამოზნექილი მრავალ- 

სახა ასახვა ჩაკეტილი ზეგრაფიკით. 

5:X–3”(<2C>) მრავალსახა ასახვა განგლსახღვროთ შემდეგი ტოლობით: 

წ0X =(26C 7 | (+.2)C #იI(”)). (4.72) 

თეორემა 41.19. ვთქვათ, # :X–3M(< 27,C>) მრავალსახა ასახვა კოდიფერინ- 

ცირებადია Xე 6 00," წერტილში. მაშინ, ადგილი აქვს ტოლობას: 

9ძ(MCXა) + C) = 95(X)). (4.73) 
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დამტკიცება. ვთქვათ, ჯე C შ(I(X-)+C). მაშინ ნებისმიერი I! ნატურა- 

ლური რიცსვისათვის არსებობს ისეთი ელემენტები 1, C 86,+), რომ 

20+7, 6 M(X-+C). ეს ნიშნავს იმას, რომ ((+Xა.2ე + 2,)) მიმდევრობა არის 
ქვესიმრავლე #ნიMჩ)-დან. მეორე მხრივ, ცხადია, რომ დ, > 0. ამიტომ 

=0+7, 2 ღე. რადგან #)I(#”) ჩაკეტილია ვასკვნით, რომ (X?იე)C ს/I(L). ეს 

კი ნიშნავს, რომ ჯე6 5(Xი). ამით დამტკიცებულია შემდეგი ჩართვა: 

მძ(MCX)) + C) C მ§C«). (4.74) 

მეორე მხრივ, რადგან #” კოდიფერენცირებადია Xე 6 აის”, წერტილში, 

მოიძებნება ორი ისეთი X C X” და 2, CC, ფუნქციონალი, რომ 

თ (X ,2,)=5სი §სი (<X ,X>-<7,2>)= 
=X=7C») 

=<X ,I.>- <>. 
აქედან უშუალოდ ვასკვნით შემდეგი უტოლობის სამართლიანობას: 

<X,ხ>-<7ჯ7,7>>2<X ,X>-<7)2>, 
VXC X,V2C XCX). 

კერძოდ, X=Xი წერტილისათვის უკანასკნელიდან ვღებულობთ 
<2..2-72:><50, V26C #(Xე). (4.75) 

ვაჩვენოთ, რომ ჯე არ შეიძლება იყოს §(Xი) სიმრავლის შიგა წერტილი. 

დაუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ მოიძებნება ისეთი ორი 26C M(CXა) და 

C6C1I0LC ელემენტი, რომ 7: =7+6C6. ვინაიდან (4.75) სამართლიანია ნების- 

მიერი 26 MCXი) ელემენტისათვის, უკანასკნელი ტოლობის გათვალისწინე- 

ბით ამავე (4.75) უტოლობიდან ვღებულობთ: 

<2,,6 ><0. (4.76) 

რადგან 2, C C” V(0) და CC1Iი(C, ცნობილი ფაქტის თანახმად ყოველ- 

თვის ადგილი აქვს შემდეგ უტოლობას: 

<:>,C>>0. 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 
70 C 1ML5(Xი). (4.77) 
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ვინაიდან ჯე: 6 9(M(C(X-)+C) და სამართლიანია (4.74) ჩართვა, (4.77)- 

დან უშუალოდ ვასკვნით: 

9ძ(M(Xა) + C) C მ5(Xა). (4.78) 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ სამართლიანი იქნება შებრუნებული ჩართვაც: 

95 (X-) C ი(IV(CXე) + C). 

წინასწარ შევნიშნავთ, რომ § ასახვის განსაზღვრიდან უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს /CXი) + C C §(Xი) ჩართვა, ე.ი. 1M1M(Xი) + C C1იL%(Xი). ამიტომ, ცხა- 

დია, რომ ნებისმიერი :აC 95(Xი) ელემენტისათვის სამართლიანია თანადობა 

9?) C 1იL(/ CXე)+C). (4.79) 

მეორე მხრივ, სი0I(”)-ის ჩაკეტილობა განაპირობებს 5(Xი)-ის ჩაკეტილო- 

ბას ამიტომ, იმის გამო, რომ 2ეC ძ5C), უშუალოდ გამომდინარეობს 

20C 5(X0) ჩართვა. ეს კი, თავის მხრივ, ნიშნავს იმას, რომ 

?0 C /'(Xი) + C. (4.80) 

(4.79) და (4.80), ცხადია, გვაძლევს ჩართვას 

ჯი C ძ(I”(Xი) + C). 

ამით ფაქტიურად დამტკიცებულია, რომ 
9ძ5(Xე) C ძ(M(X-) + C). (4.81) 

(4.78) და (4.81) გვაძლევს (4.73) ტოლობას, რაც სრულიად ამტკიცებს 

თეორემას. 

ამდენად, გარკვეულ პირობებში #”(X))+C და ა5(Xი) სიმრავლეთა საზღ- 

ვრები ერთმანეთს ემთხვევა. 

თეორემა 41 ვთქვათ, L :X-2/(< 2,C>) მრავალსახა ასახვა კოდიფერინ- 

ცირებადია Xე- 6 სით" წერტილში. მაშინ სამართლიანია შემდეგი ჩართვა: 

მ(”C))+ C) C MC). (4.82) 

დამტკიცება. ვთქვათ, 2C09(”CC)+C). რადგან ”» კოდიფერენცირებადია 

XC 00 წერტილში, მოიძებნება 2::6CC, და X 6 X” ფუნქციონალები, 
რომელთათვისაც სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

დ (X,2)=<X ,Xა>-<7,2>, 

საიდანაც ვგასკვნით: 

<7 ,2>=<X,X>-Cთ(X,2,)< 

< 5სი(<X ,X->- თ (X ,2,))=Cთ (Xე,?,). 
X6X 
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ეი. სამართლიანია უტოლობა 
<2..2> < დ (Xი2,). (4.83) 

მეორე მხრივ, გვაქვს: 

თ(X.2.) ><X ,X>-<7,,27>, VXC X,V76C /(X). 

კერძოდ, X=Xი წერტილისათვის სამართლიანია უტოლობა 
<X,X->-თ(X,2,) <<7,7>. (4.84) 

რადგან 26 მ(M(X)+C), ამიტომ 5(X)-ის ჩაკეტილობისა და თეორემა 4.10- 
ს თანახმაღ, ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

7 C IM(CXი) + C, 

ეი. არსებობს 26 M(CXა) ღა CCC ორი ისეთი ელემენტი, რომ 2= 2+, 

ვი. =7:-C და 76 IX). ამიტომ, (4.84)-ის თანახმად გვექნება: 

<X,X->-თ(X,2.) <<7.2>-<7ჯ,6>. 

მაგრამ CCC და 2, C CL, ამიტომ < 2,,C >> 0. აქედან ვასკვნით, რომ 

<X,X>-დთ(X.2,) << 7,2>, 

საიდანაც გამომდინარეობს 

§სი(< X ,X- > – თ (X ,2,))=დ (X,.2,) <<:,2>. (4.85) 
M»9XI 

(4.83) და (4.85) უტოლობებიდან უშუალოდ ვღებულობთ ტოლობას 

<ჯ,2>=Cთ (X,:,). 
განსაზღვრა 4.15-ის თანახმად, ეს უკანასკნელი უკვე ნიშნავს იმას, რომ 

26 M XX). ასე რომ სამართლიანია ჩართვა (4.82). თეორემა დამტკიცებულია, 
დამტკიცებული თეორემით ფაქტიურად დამყარდა თანადობა XCX0)+C 

სიმრავლის საზღვარსა და I XX) სიმრავლის შორის. 
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#.8. დუალობის ძირითადე პრინციპი 

დავუშვათ, როგორც წინა ნაწილში, რომ X ღა 7 წრფივი ტოპოლოგი- 

ური სივრცეებია, 27 სივრცე ნაწილობრივ დალაგებულია ამოზნექილი, 

ჩაკეტილი, სხეულოვანი (არაცარიელი შიგა ნაწილით), მახვილი C კო- 

ნუსით. აუცილებლობის შემთხვევაში C კონუსით ნაწილობრივ დალაგებულ 

7 სივრცეს ჩავწერთ < 2,C > წყვილის სახით. X -ით და 2 -ით შესაბამისად 
აღვნიშნოთ X და 2 სივრცეთა შეუღლებული სივრცეები. /X2)=/X< 2,C>)–-ით 

აღვნიშნოთ 2 სივრცის ყველა ქვესიმრავლეთა ერთობლიობა. განვიხილოთ 

#:X–5”ჩ%< 7,C >) მრავალსახა ასახვა. 

ვთქვათ, §–» არაცარიელი ქვესიმრავლეა < 2,C >-ში. განვიხილოთ შემდეგი 

სიმრავლეები: 

ჩიო20X6) = (2C §) |(C – 2)(1C =(0)), 

ჩიIი69= (2C C) | (2 – 2)(1(–C) =(01)), 

#ყიმX62პ = ცომX(0 - C), 

ჩი)ი(ა = ხთIი(C+C. 

დნი)მX (2 (იიი ('პ) სიმრავლეს ვუწოდებთ §) სიმრავლის მაქსიმალურ ელე- 
მენტთა სიმრავლეს პარეტოს აზრით (მინიმალურ ელემენტთა სიმრავლეს პა- 

რეტოს აზრით). 

თდ:XX7 –ა (17 = ?LI(-თ,+=)) ნამდვილი ფუნქცია განვსაზღვროთ ტო- 

ლობით 

თ(X,2') = 1იწ <7 ,2>, V(CX,> 1C XX7. 
=#(X) 

როგორც წინა ნაწილში, თ ფუნქციის თ (,2 ):X ->+# კერძო შეუღ- 
ლებული ფუნქცია პირველი არგუმენტის მიმართ განისაზღვრება ტოლობით 

თ (X”,>) = 5სი(<X ,X> – თ(X. 2 )), VX” C X” 
XX 

ხოლო დ ფუნქციის თ („2 ):X -+# კერძო მეორე შეუღლებულს პირვე- 
ლი არგუმენტის მიმართ ექნება სახე 

დ '(CX,2') = §სი (< X,X>-Cთ(X ,7?')), VXC X. 
XჯX6X 

მრავალსახა ასახვების დუალობის ძირითადი პრინციპის ჩამოყალიბები- 

სათვის წინასწარ დავადგინოთ რამდენიმე დებულება. 

თეორემა 42 ვთქვათ, 2 რეფლექსური ბანახის სივრცეა, ხოლო 

XC1იCV020IIX. მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

ნჩოგX #%V) = ი თიX L- ცე. (4.86) 
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(აქ L9:X-3<7,C>) მრავალსახა ასახვა #LX-3#/(< 2,C>) მრავალსახა ასახ- 
ვის ბიპოლიარაა (იხ. განსასღვრა 4.15)). 

დამტკიცება, წინასწარ ვაჩვენოთ # XX)-C ქვესიმრავლის ჩაკეტილობა 2 
სივრცეში. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

§%9%(0)-C=(:C 7 | 77:6CC::<>2,2>5 თ (ი?) (4.87) 

მართლაც, ვთქვათ, 2C/ %X) –C. მაშინ 2=7-6, სადაც 76 # (>, 

CCC. 7CM 9» ჩართვიდან გამომდინარეობს ისეთი 2, C C, ელემენტის 

არსებობა, რომ 

<7..2>=Cთ (X 2). (4.88) 

მეორე მხრივ, C C C, რაც, ცხადია, ნიშნავს შემდეგ უტოლობას: 

–<7,,C><0. (4.89) 

(4.88) ტოლობისა და (4.89) უტოლობის შეკრებით ვღებულობთ: 

<2 ,7>-<2,6>=<7,,7-C>=<7,,2> <თ (X.2,), 
რაც, ცხადია, ნიშნავს, რომ 

2C(2C2 | 2>6C.=):<72,,2>< თ (CX,2,)). 

ამით ფაქტიურად დამტკიცებულია ჩართვა 
თCს -CC(26C 7 | 93>6C,.:<7,,2>5< თ (I 2,)).) (4.99) 

ახლა ვთქვათ, 2>C(2C 2 | 3>CC,.:<2,,2>5< თ (X2,)). მაშინ ყო- 

ველთვის მოიძებნება ისეთი 2, C C, და CCC ორი ელემენტი, რომ 

<7,2>= თ (X,2,) –<7,6>. 

ეს ნიშნავს შემდეგ ტოლობას: 

<7:.2+6>= თ (X,2), 
ეი. 2+C6C L%(X, საიდანაც უშულაოდ გამომდინარეობს 26C #9 ც ე –-C 

ჩართვა. ამით დამტკიცდა, რომ 

LIC)-C=(:C2 | 3:1CC,:<:,2>< თ (=2)) (4.91) 

(4.90) და (4.91) ჩართვებიდან კი გამომდინარეობს ტოლობა (4.87). 

ვთქვათ, რომ 2 არის MIX) –C სიმრავლის ზღვრული წერტილი. მა- 

შინ მოიძებნება ისეთი (2,) C I 9C0 -C მიმდევრობა, რომ 7, 3, 2. რად- 

გან ნებისმიერი ნატურალური #M-თვის 2, C MI %X(X) –C, ამიტომ (4.87) ტო- 

ლობის თანახმად მოიძებნება ისეთი (2,.) C C, მიმდევრობა, რომ 
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<2, >< თ” (X 2). (4.92) 

რადგან 7 რეფლექსური ბანახის სივრცეა, ამიტომ C, არის სუსტად ბი- 

კომპაქტური ქვესიმრავლე 27 ში. აქედან გამომდინარე, ზოგადობის შეუზღუ- 

დავად, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ მოიძებნება 206 C, ფუნქციონალი, 

რომლისკენაც (2. )CC1 მიმდევრობა სუსტად იკრიბება, ეი. 2, –) 2. 
მეორე მხრივ, თ” ფუნქციის განსაღვრიდან უშუალოდ ვღებულობთ, რომ 

მოიძებნება ისეთი (X.) C X. მიმდევრობა, რომლისთვისაც ადგილი აქვს 

უტოლობას 

<X.X>- თ (X,2,,) >თ (X,2,)– 1, VII =1,2,1... (4.93) 
· 

(4.92) ღა (4.93)-დან ვღებულობთ: 

· · · · ა 1 

< X,,X> –Cდ (X,,2,.) > <სასბ >--, VI =I,22,..., 
ჩ 

ე·ი· 

<X,X>-<7ე,0 > > 02 (X,2,)-1, VI=123,... (494) 
8 

თავის მხრივ, (4.51) ტოლობებიდან გვაქვს: 

თ (X.,27.,) ><X,X>-<2,..2>, VXC X,V26C IC>»). 

უკანასკნელი ფაქტის გათვალისწინებით, (4.94)-დან ვღებულობთ: 
· – – 1 

<X,X-X>-<7.,-72> >- -, VI =1,2,1,..., 
” 

ე“. 

.-– ი = ! კს .. რ. +“. 

<X,%-X> < <2,,2-2.>+- (4.95) 
V ა = 1,2,1,..., VXC X, V2 C M(X). 

რადგან XC1I0CV20IIII, მოიძებნება 0C27 წერტილის ისეთი LI მიდამო, რომ 

X+L C120IIIL, რაც იმას ნიშნავს, რომ #(CX+I/) >» (, VIIC V. ვინაიდან –M6C XC, 

აგრეთვე დაცულია პირობა M#(X-V) # CC, VIMC LI. თუ (4.95)-ში თანმიმდევრო- 

ბით ჩავსვავთ X=+X+ს და X=X-V-ს, სადაც  მნებისმიერი წერტილია 

ხ-ში, მიგიღებთ: 

· .· _ 1 
<Xეხ> < <?,,2-2.>+-, 

” 

VI =1,2,3,...,VMICV,V2726C MI(CX+II), 
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L) · – I 

< XI > 2-<2,ია2-72ი>--, 
#M 

VI = 1,2,3,..., V ს C V,V2C M(X-V), 

ე“. 

ი · რ, · – “რ 1 

< X,,#«> < <7,,2- 0>+<2?2,, 2 -2>%+-, 
/)) 

VII =1,2,3,...,CV IC IV, V2C MCX+!V!), 

ა · “რ · – რ 1 

<XM>2 2-<2?2ია,2- ი 2-<ბს2-2>-, 
” 

VI = 1,2,12,..., VI C I,V2>2 C MI(CX –V). 

რადგან 72,, 23 ბი: 72, -პ. 2 დღა # -30, უკანასკნელი ორი უტოლო- 

ბიდან ვასკვნით: 

<X.#><M, MVი=1.2,,...,VMCV, (4.96) 

სადაც M რაიმე დადებითი მუდმივი რიცხვია. 

უტოლობა (4.96) ამტკიცებს, რომ (X.) C X” მიმდევრობა სუსტად შე- 

მოსაზღვრულია 0C2 წერტილის L/ მიდამოზე, საიდანაც უშუალოდ გამომდი- 
ნარეობს ამ მიმდევრობის სუსტი შემოსაზღვრულობა მთელ 2 -ზე. აქედან კი 

გამომდინარეობს ისეთი X C 2 ელემენტის არსებობა, რომ X" –> X. მეო- 
რე მხრივ, მარტივად შეიძლება დამტკიცდეს თ :X X2 -3M ფუნქციის ნახევ- 
რად უწყვეტობა ქვემოდან, ე.ი. სამართლიანია შემდეგი უტოლობა (60): 

-- სი თ (I, 2) > დ (X 2). (4.97) 
(MX. -2.)-MXX 1) 

ამიტომ, (4.97)-ის გათვალისწინებით (4.94)-ში ზღვარზე გადასვლით ვღე- 

ბულობთ: 

<X ,X>-დთ (X 7) > < ჯე,2>, (4.98) 

საიდანაც დ” ფუნქციის განსაზღვრიდან ვღებულობთ: 
თ (XI) > < ჯწი,2>. 

ვინაიდან 1.0CC,, ამიტომ (4.87)-ის თანახმად 26 I CX)-C. ამით 

#9C)-C “სიმრავლის ჩაკეტილობა დამტკიცებულია. 

რადგან ს CX)-C ჩაკეტილია, ამიტომ ეს სიმრავლე სუსტად ჩაკეტი- 

ლიცაა, ეი. ჩ9(X)-C = XV) -C. მეორე მხრივ, (4.87) ტოლობის 
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თანახმად #9CX) არის IM (X)-C “სიმრავლის საზღვარი, რომელიც, ცხა- 
დია, არის ჩაკეტილი და მითუმეტეს სუსტად ჩაკეტილი, ე.ი. სამართლიანია, 

აგრეთვე, ტოლობა #L თე) =# %Cჯ), გარდა ამისა, როგორც უკვე ზემოთ 

იყო დამტკიცებული, ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

ჩნყიმX #9C0 = იIი2X(#%V(X) – C) C ი თმX #VCX), (4.99) 

მეორე მხრივ, მარტივად შეიძლება იმის ჩვენება, რომ ყოველთვის სამარ- 

თლიანია შემდეგი ჩართვაც: 

#0ი28X L%9CX) C #0IმX(#V (X) – C). (4.100) 

ამრიგად, (4.99) და (4.100) ჩართვები, ცხადია, იძლევიან ტოლობას: 

ჩიემX LV C>) = იIიმX XV (-). 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შემდეგში დაგვჭირდება შემდეგი დებულება: 
თეორემა 413 ვთქვათ, XC1იV00M1. მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

ჩართვა: 

დნიი2X 1196) C 9§(X). (4.101) 

დამტკიცეგა. პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ 

ჩნიეჯ L%(Cი C §00. (4.102) 

განსაზღვრის თანახმად გვაქვს: 

§(X) =(2C 7 |(X.2)C ნიI(M))= (2C 7 | 26 MCX)+C). 

დაუშვათ, რომ (4.102) არაა სამართლიანი. მაშინ მოიძებნება ისეთი 

ჯ6 ჩიიმX L%CX) ელემენტი, რომ 2C5C0), რაც თავის მხრივ ნიშნავს 
(X,2)C სიI(#I). რადგან L#2I(CM) ამოზნექილი და ჩაკეტილია (დაშვების თანახ- 

მად), ამიტომ შესაძლებელია ((X,2)) და ს»XI(ჩ”) ჩაკეტილ სიმრავლეთა მკაცრი 

განცალება (ხანი-ბანახის თეორემის საფუძველზე). ე.ი. მოიძებნება ისეთი 

(X ,–> )CX X2”V((0,0)) ფუნქციონალი, რომ 
ასი §სიხ (<X,X>-<7?,7>) < 
XX 266(2/C (4.103) 

< <X,X>-<7,2>. 
(4.103)-დან ვასკვნით, რომ, კერძოდ X = X-სთვის და ნებისმიერი 7 -სთვის, 

26 ICX)+C , შესრულდება შემდეგი უტოლობა: 

<7? ,7> > <7 ,?2>. (4.104) 

კერძოდ, ნებისმიერი 26C M(X) ფიქსირებული წერტილისათვის და ნების- 

მიერი CCC ელემენტისათვის გვექნება: 
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<> ,52>4+<2 ,C> > <2? ,2>, VC6 C. (4.105) 

(4104) შეიძლება შესრულდეს მსოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 2 CC”. 
ცხადია, დ #0, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში (4.104)-დან მივიღებთ: 

5სი<Xჯ ,X> < <X ,ჯ>. (4.106) 
IX 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ (X.20170, ამიტომ 2 #70 დაშვები- 

დან ვღებულობთ X” # 0. ამიტომ (4.106) არაა სამართლიანი. მიღებული წინა- 
აღმდეგობა ამტკიცებს ?C C V0) ჩართვას, და, ცხადია, ზოგადობის შეუზღუ- 

დავად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ 2 C C.. შეგვიძლია, აგრეთვე, ჩავთვა- 

ლოთ, რომ 2 =2:6CC,. მაშინ, თ ფუნქციის განსაზღვრიდან და (4.103) 

უტოლობიღან პირდაპირ ვღებულობთ: 
თ (X 2.) < <X,X>-<7),2>. 

აქედან ვასკვნით: 

<ჯ:,:> < <X,X>- თ (X 2.) < 

< 5ს0(<X,X>-–დ (»2,))=დ (X,2,). 

ამდენად, დადგენილია შემდეგი უტოლობა: 

<7ჯ.,2> < დ (X.2,). (4.107) 

რადგან 2, #0, ამიტომ ყოველთვის შეგვიძლია შევარჩიოთ ისეთი C6C 

ელემენტი, რომ ადგილი ჰქონდეს ზუსტ ტოლობას (C X 0): 
<7,,2+C>=Cთ (X 7). 

ეს კი, ცხადია, ნიშნავს: 2 + C C ჯ>V9 (>). ვთქვათ, რომ 7=2+0. რადგან 

C20, ამიტომ 7 #7. მეორე მხრიე, 7C IC), ამიტომ 72 –-2C XIX) – 2, 
და, რადგან >-2=0, გვექნება CC (MI 9%X(X) – 2)/1C. ვინაიდან C # 0, ეს 

ნიშნავს იმას, რომ (M (X) – 2)(1C # (0). ეი. 2C იიიმXX MX). მაგრამ 

თეორემა 4.12-ის თანახმად /2ი08X I %(X) = 0 იიმX I (>). ეს კი ნიშნავს 

იმას, რომ 2C 7იიმX II 98CX). მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს შემდეგი 
ჩართვის სამართლიანობას; 

ჩიეგX #96 C 50». 

ამით (4.102) დამტკიცებულია. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ /202X LI (CX) C მწ(X). (4.102)-ის თანახმად, თუ 

2C ”ყიემX #9ი ე, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 26 1ი15(X). დაუშვათ საწინა- 
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აღმდეგო. ე.ი. მივიღოთ, რომ 26C1915(X). მაშინ, საკმარისად მცირე დადები- 

თი 6 რიცხვისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

2 + CჩX(0,1) C 5(). 

რადგან 26C ჩიიმX #%(X), ამიტომ 26C #9) -C (თეორემა 4.12-ის თანახ- 

მად), ე.ი. არსებობს ისეთი 76 I (X) და CC C, რომ 2=17-6C6. ვინაიდან 
სამართლიანია ჯ6C 2+C8%0,I) ნებისმიერი 6 რიცხვისათვის, ამიტომ, კერ- 

ძოდ, ?1-CC <+1680,ს. მეორე მხრივ, 76 IL 9%(X). ამიტომ მოიძებნება 

ისეთი 27, CC. ელემენტი, რომ <?,,7>=Cთ (X,2,). მაგრამ 

თ (> 2,)= 5სი(<X,X> – თ (X,2,)), 
X4X 

ამიტომ ნებისმიერი ნატურალური " რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

XC X“, რომ სრულდება უტოლობა 

<:7,7>-1 < <X,X>-Cთ (X.,2,). (4.108) 
ჩ 

ამასთან ერთად, მარტივად შეიძლება შემოწმდეს შემდეგი უტოლობა: 

თ'(X..2,) > ვსი §სი (<X,X>-< 7,2 >). (4.109) 
=9X ჩ(2)+C 

ამიტომ, სამართლიანია შემდეგი უტოლობა ((4.108) და (4.109) -დან): 

<X,X>-<7,,2> < <X,X>-< 2, 7>++, 
//! 

VXC X,V2C XCX)+C. 

კერძოდ, X = X -თვის ვღებულობთ: 
<7,2> > <7,7>-+, V26 X6)+C. ტ.110) 

ჩ 

შეორე მხრივ, 2–C +180,ს C 5(X), და, ე.ი. 

2-6 +180,ს C M(CX)+C. 

ამიტომ ნებისმიერი MC +8(0)) ელემენტისათვის 

2=7-6C+MC VM(CX)+C. 

ამიტომ, (4.1101-დან ვღებულობთ: 
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–_” . _ 1 
<7?,,2-C+M> 2 <1,,?2>--, 

ჩM 

VI =1,2,3,..., VII C 18(,). 

აქედან ვასკვნით: 

._ · 1 
–-<1:,ცC>+<7,,M> =>--, 

” 

VII = 1,2,3,..., VII C 18(0,). 

რადგან CCC ჩართვიდან გამომდინარეობს < 2,,6 > >0, სამართლია- 

ნია შემდეგი უტოლობა: 

<7..V> > _1. VII) = 1,2,3,..., VII C +8C6,ს. 
ჩ 

გინაიდან ეს უკანასკნელი სამართლიანია ნებისმიერი ნატურალური ” რიცხ- 

ვისათვის, ამიტომ 

<7.,M> 20, VVMC +8(0,). 

რადგან 18(0,1) არის 0-ის სიმეტრიული მიდამო, ადგილი აქვს შემდეგ 

უტოლობასაც: 

<7X,M> <0, VVC +80,,. 

ამრიგად, 

<7,#>=0, VVC +8(0,. 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, ნიშნავს, რომ ჯ, =0, რაც ეწინააღმდეგება პირო- 

ბას 2, CC V(0). მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 2C IML5(»). 

ამიტომ, (4.102)-ის თანახმად :6C 95(»X) ამით დამტკიცებულია ჩართვა 

(4.101). თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 4.4. ვთქვათ, 8 არის ქვესიმრავლე (2,1) ტოპოლოგიურ სივრცე- 

ში. მაშინ 8 შეიძლება განვიხილოთ როგორც (LC8,ჯი) ტოპოლოგიური სივრცე, 

სადაც +” = ( 80 | VCXL). >”-ს ეწოდება 2#-დან 8-ზე ინდუცირებული ტო- 

პოლოგია. გარდა ამისა, თუ # C 8, მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

8 VC8%4) = #. ამიტომ, თუ 8V4 არის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე (8,717) სიგრცე- 

ში, მაშინ # იქნება ღია ქვესიმრავლე (8, 1) სივრცეში. 

დავადგინოთ ჩრCე-ის პარეტოს აზრით მაქსიმალურ ელემენტთა სიმრავ- 

ლის სტრუქტურა ინდუცირებულ ტოპოლოგიაში. 
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თეორემა 414. ვთქვათ, #:X-2X(C<7,C>) მრავალსახა ასახვა კოდიფერენ- 

ცირებადია XC1იL00II” წერტილში. მაშინ, ით2Xჩ/ XX) არის ღია ქვესიმრავ- 
ლე 9ძ(M0Cე+C-ში ინდუცირებული ტოპოლოგიის აზრით. 

დამტკიცება. ზემოთ უკვე დამტკიცებული დებულების თანახმად, იმის 

გამო, რომ # კოდიფერენცირებადია XCIი(00II წერტილში, გვაქვს (თეო- 

რემა 4.12, თეორემა 4.13, თეორემა 4.10): 

ი იიგX #V(X) = ნ იიმX #%(X) C ძ5C:) =9(”C) + C). 
ამდენად, სამართლიანია შემდეგი ჩართვა: 

ჩიგX # V(X) C ძ(”(X) + C). (4.111) 
თუ მ(MC0ე)+C)-ს განვიხილავთ როგორც ტოპოლოგიურ სივრცეს ინდუცი- 

რებული ტოპოლოგიით და მივიღებთ, რომ # = ითეჯ/” 9 (ი და 8=9ძ(ჩი)+თ, 

მაშინ, შენიშვნა 4.4-ს გათვალისწინებით, დებულების დასამტკიცებლად საკ- 

მარისია ვაჩვენოთ, რომ 9(M(CX)+C) V ჩიიმX#V 9 (+) არის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე 

9ძ(MC)+C)-ში ”” ტოპოლოგიის აზრით. 

ვთქვათ, ჯ არის მ(”(X)+C) ს 7 02XM %XX) სიმრავლის ნებისმიერი ზღვრული 
წერტილი. მაშინ, ცნობილი ფაქტის თანახმად (10, გვ. 78), 2 არის აღნიშნუ- 

ლი სიმრავლის ზღვრული წერტილი როგორც 2 სივრცის ტოპოლოგიაში, 

ისევე #7 ტოპოლოგიაშიც. მაშინ მოიძებნება (2„)C0მ(XM(CX)+CVთომX” %იი. მიმ- 
დევრობა, რომელიც კრებადი იქნება 2 ელემენტისაკენ ჯ” ტოპოლოგიის აზ- 

რით. აქედან ვასკვნით, რომ (2) =ძ(M(C0+C), მაგრამ (2) თიCი2Xჩ %X). ამას- 
თან, (2) მიმდევრობა კრებადი იქნება 7 ელემენტისაკენ 27 სივრცის ტოპოლო- 

გიის აზრით. მაგრამ 9(M(CX)+C) არის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე 2-ში, ამიტომ 

2C9(MCX)+C). ვაჩვენოთ, რომ 7C ნოთმX#69 (»). ამით დამტკიცდება, რომ 

2C ძ(MC>)+Cთ " ით2XLV%9, რაც, თავის მხრივ, დაამტკიცებს ძ(MCX)+C) V 
სი2X” ცე ქვესიმრავლის ჩაკეტილობას მ(M(CX)+C)-ში 1” ტოპოლოგიის აზ– 

რით. დაგუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი. მივიღოთ, რომ 

?6C იოეX” ცე. (4.112) 
თეორემა 4.11-ის თანახმად, მ(MCX)+C) C XC. ამიტომ (2) C M%%X, 

თუმცა (2) CთC/იიი82XM %X), ეს ნიშნავს იმას, რომ მოიძებნება (C,) CCV01 მიმ- 
დევრობა და 10,+7) მიმდევრობისათვის სრულდება (C.+2,) C M%(იე ჩართვა. 

რადგან, თეორემა 4.11-ის თანახმად, ძ(M(X)+C) CI%9, ამიტომ ჩვენ განვიხი- 

ლავთ (C,+7,) მიმდევრობის მხოლოდ იმ ქვემიმდევრობას, რომელიც შედის 

მძ(”C)+C)-ში, რადგან »” ტოპოლოგიის აზრით მხოლოდ ასეთი ქვემიმდევრო- 

ბის განხილვას აქვს აზრი. სიმარტივისათვის ამ ქვემიმდევრობას ისევ 

(2,+2,) -ით აღვნიშნავთ, ე.ი. ჩავთვლით, რომ (,„+>) C9(C0)+C. ვინაიდან წე 

კოდიფერენცირებადია XC)იL00”I" წერტილში და C,+7.C ძ(/(9)+C), მოიძებ- 
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ნება უ.6C, და X6X · ფუნქციონალები, რომლებიც დააკმაყოფილებენ 

შემდეგ უტოლობას: 

<XX>- <2, +7> 2 <ჯIას>-<7,.7>, 

VXC X,V2C X#(CX)+C. 

კერძოდ, რადგან /IXX)+C არის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე და 2-C 9(IMC1)+C), 

ამიტომ 2.6 I(X)+C, ე”. (4.113) ტოლობაში შეგვიძლია მივიღოთ X=X და 

7 = 2. (4.113) ამ შემთხვევაში მიიღებს შემდეგ სახეს: 

<:,,0.+7,> 5 <7,,7>, V76 X(CX)+C, 

(4.113) 

ე+. 

< ჯ,,.C, > <0. 

რადგან (C.)CC, ამიტომ 

<2?2..C > 20. 

ამრიგად, 
<7,,C–->=0, Vი =1,2,2,... (4.114) 

(4.114)-ის გათვალისწინებით (4.113)-დან ვღებულობთ: 

<X ა X>-< ჯე. > 2 <X,X>-<7,,,?>, 

VXC X,V?C M(CX)+C. 

მაგრამ XC190LX0XIIM. ამიტომ (4.115) უტოლობიდან მარტივად შეიძლება 

დადგინდეს (X.) C X” მიმდევრობის სუსტი შემოსაზღვრულობა, ე.ი. მოიძებ- 

(4.115) 

ნება ისეთი XCX ელემენტი, რომ X, -3 X.. მეორე მხრივ, (2..) CC, 
ჩარ: 

ხოლო, ცნობილი ფაქტის თანახმად (41), C, არის სუსტად ჩაკეტილი. ამი- 

ტომ, თუ 2, –) 2:, მაშინ 2: CC? რადგან ჯ, -) 7, ამიტომ (4.115)-ში 

ზღვარზე გადასვლით ვღებულობთ: 
<X,X>-<7?,2> 2 <X,X>-<7,,7>, 

VXC X,V>2C XI(CX)+C. 

მეორე მხრივ, რადგან 2C9(MCX)+C) C IM(X)+ C, ამიტომ (4.116)-დან და 

დ ფუნქციის განსაზღვრიდან უშუალოდ ვასკვნით: 

<X ,X>-<7,2>=Cდ (X ,7.)), 

(4.116) 

ე«- 
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<2: ,2>=<X,X>-თ (X ,2,) < 

< §სი(<X ,X>-Cდ (X ,:,)) = თ '(X.?,). 
XI9X 

ამრიგად, სამართლიანია შემდეგი უტოლობა: 

<272> <5 დ (X72,). (4.117) 

(4.114)-დან უშუალოდ ვღებულობთ 2, CIიLC,. ამიტომ, თუ (4.117) 

სრულდება ზუსტი ტოლობის სახით, მაშინ მოიძებნება ისეთი CC CVL0) 

ელემენტი, რომ < 2,,C >=0, და, აგრეთვე, შესრულდება ტოლობა 
<2.,27+C>=Cთ (X,2)). (4.118) 

თუ (4.117) სრულდება მკაცრი უტოლობის სახით, მაშინ მითუმეტეს არ- 

სებობს ისეთი CC CV(0), რომელიც, აგრეთვე, აკმაყოფილებს (4.118) ტო- 

ლობას. ამრიგად, ყველა შემთხვევაში არსებობს ისეთი C6C CV(0) ელემენ- 

ტი, რომ 

2+CC L9გთ), CC CV%(0). 
ეს უკანასკნელი კი, ცხადია, ნიშნავს: 

CC(#%(X) -2)/)C, C#0. (4.119) 

მეორე მხრივ, (4.112)-ის თანახმად, (#'მ(X) – 2)/1C = (0), რაც ეწინა- 

აღმდეგება (4.1)შ) პირობას მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს 
მ(”C)+Cთ" თ2X#--Cი სიმრავლის +” ჩაკეტილობას, რაც თავის მხრივ ნიშ- 

ნავს იმას, რომ #02XჩM >) არის ლია ქვესიმრავლე მ(”(X)+თ-ში »L” ტოპო- 
ლოგიის აზრით. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.15. თუ #:X->”(<7,C>) მრავალსახა ასახვა კოდიფერენცირე- 

ბადია XC1იL00III წერტილში, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას: 

ჩოგXV ში C ჩიი)ი/ ლი. (4.120) 
დამტკიცება. თეორემა 4.10-ისა და თეორემა 4.13-ის თანახმად გვაქვს: 

ჩთიXჩ9%ი C ძ(/”Cი0)+თC. (4.121) 

რადგან მ(XM(X)+C) C ”CX)+C, ამიტომ (4.121)-დან ვღებულობთ: 

ჩოიX #9») C MC) + C. 

ვთქვათ, :C/.თ2X/” XX). თეორემა 4.I1-ის თანახმად /2იიმXX XX) C 
C#%ლCი. ამიტომ, 76 # %C), ხოლო ” XX)-ის განსაზღვრიდან უშუალოდ ვღე- 
ბულობთ ისეთი 2, CC, ფუნქციონალის არსებობას, რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს შემდეგ ტოლობას: 
<7.,2>=Cთ (CX,?)). (4.122) 

135



დუალური თეორიის საფუძვლები მართვის არასკალარული ოპტიმიზაციის ... 

ვთქვათ რომ C ნებისმიერი ელემენტია C V(0)-დან. მაშინ, ცხადია, 

< 2.,C >2>0. ვაჩვენოთ, რომ სინამდვილეში ადგილი აქვს < 7.,C >>0 

მკაცრ უტოლობას. მართლაც, თუ ეს უკანასკნელი არ სრულდება, მაშინ ად- 

გილი ექნება < 7,,C>=0 ტოლობას. (4.122)-დან კი გამომდინარეობს: 

<7. 2+C>=თდთ C,2.). 

ეს კი, თავის მხრივ, ნიშნავს, რომ 2+06C #9 (X). რადგან, თეორემა 4.12-ის 

თანახმად, ჩთიჯ7%9%ცე = დხოიიXI%%%ე, ამიტომ 2C ითიXX7 7. ეი. 

(შია – 0 როC= (0), 
მაშინ, როცა CC (ჩსხე–უიოC CCC V0). ამდენად, მიღებული წინააღმდეგობა 

ამტკიცებს შემდეგი უტოლობის სამართლიანობას: 

<7,C> >0, VCC CVM(0), 

ცნობილი ფაქტის თანახმად, ეს უკანასკნელი ნიშნავს, რომ 

2. CIMLC,. 

გავიხსენოთ ახლა, რომ რადგან #: X-3M< 7C > ამოზნექილი მრავალსახა 

ასახვაა, #(X)+C აგრეთვე ამოზნექილია. ამიტომ XCX)+C” = XCX)+C, ანუ 
(M(ი+C)-ს სუსტი ჩაკეთვა ემთხვევა მის ძლიერ ჩაკეტვას. საბოლოოდ 

ჩი)ი ”(CX) = LIინ LC) = ნიი (XIC0 +C). დებულების დასამტკიცებლად 

უნდა ვაჩვენოთ 26 ჩIMიI0 (MCX)+ C) ჩართვის სამართლიანობა. დაუშვათ სა- 

წინააღმდეგო, ე.ი. მივიღოთ, რომ 27% იIიIი(M/(X)+C). მაშინ მოიძებნება 

ისეთი C6C-CVსV(001 ელემენტი, რომ CC((M(CX)+C) –-7)II(-C) აქედან 

ვასკვნით, რომ არსებობს ისეთი 76 XCX)+C ელემენტი, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს 6=2+-27, ან 2=2+C პირობას. ამიტომ გვექნება: 

<7.2> =<2,2>-<7,,-6>. 
მაგრამ –C6C CV(0), ამიტომ, ზემოთ უკვე დამტკიცებულის თანახმად, 

<7..-C>>0. ამრიგად, (4.122)-დან ვღებულობთ შემდეგ უტოლობას: 

<7>.,2> < <7,,2>=თ LCX,7,), 

ე«. 

<7.,27> < თ (+, 2) = §სი(<X,X> – თ (X ,2,)). 
LX. 

ამდენად, არსებობს X CX ” ფუნქციონალი, რომელიც აკმაყოფილებს უტო- 
ლობას: 
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თ(X 2.) < <X,X>-<7,,7> < 

. · _ა ს ლეა (4.123) 
< §სი §სინ (<X,X>-<2,,V >), V26 MICX)+C. 

»9X =8ნ(+)+C 

მეორე მხრივ, ”(X) + C ჩაკეტილია, ამიტომ X#(CX)+C = #C2)+C. ამას- 

თან სამართლიანია თანადობათა შემდეგი ჯაჭვი: 

სი §სი (<X,X>-<2,,V>) < 
XMა8X ა9ჩ(X#C 

· წ – (4.124) 
< 5ს0 5ს0ი (<ჯX ,X>–<72?,,V>)=0C (X ,2,). 

XX M2#C») 

(4.124) ეწინააღმდეგება (4.123)-ს, რაც, თავის მხრივ, გვაძლევს იმას, 

რომ სანამდვილეში ადგილი აქვს ჩართვას 

2C წ თIი(M#/(X) + C) = იი XC). 

ამთ დამტკიცებულია (4.20) ჩართვის სამართლიანობა. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
ზემოთ დადგენილი ფაქტები საშუალებას იძლევიან მნიშვნელოვანი დე- 

ბულების, ე.წ. დუალობის ძირითადი პრინციპის, მისაღებად. 

თეორემა 4116. ვთქვათ, #:X–3IX<2,C> ) მრავალსახა ასახვა კოდიფერენ- 

ცირებადია XC1ი(00„” წერტილში. მაშინ სამართლიანია შემდეგი თანადო– 

ბები: 

ჩიIი”ნი C ჩ%ი, (4.125) 
ჩითმX ს %X) = 1იLმიIი7XX), (4.126) 

სადაც 10L0MიIი”(CX) გაიგება 9ძ(M(X)+C) სიმრავლეზე 2-დან ინდუცირებული #«” 

ტოპოლოგიის აზრით. 

დამტკიცება. მარტივად შეიძლება შემოწმდეს, რომ ადგილი აქვს შემდეგ 

ჩართვას: 

ნთIიXVC) C 9ძ5C). 

მაგრამ, თეორემა 4.10-ის თანახმად, ძ5(X)=9ძ(M(X)+C), ხოლო თეორემა 2.11- 

ის თანახმად, მ(M(X)+C)C # ე). ამდენად, (4.125) ჩართვა დამტკიცებულია. 
ვაჩვენოთ ახლა (4.126) ტოლობის სამართლიანობა. თეორემა 4.14-ის 

თანახმად, ჩიIი2X/- 9 (X არის ღია ქვესიმრავლე 9მ(/Cე+Cთ სიმრავლეში ”” ტო- 

პოლოგიის აზრით. თეორემა 4.12-ის თანახმად, ჩიმXჩ”%ი = ჩიიXM%ია, 

ხოლო თეორემა 4.15-ის გათვალისწინებით ჩოიმXნ ე C ჩოსიXC.. ამი- 

ტომ, სამართლიანია შემდეგი ჩართვა: 

იიიმX”%მ%ი C ჩიIი#ჩლი. (4.127) 
რადგან ნთმXM-%C0 არის ღია 1” ტოპოლოგიის აზრით, ამიტომ (4.127)- 

დან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ, ვინაიდან #ი)ი/(CX) არის ქვესიმრავლე 

9ძ(MC)+C-ში, ამიტომ +” ტოპოლოგიის აზრით სამართლიანი იქნება ჩართვა 
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ჩ#ი)მXI XX) C 1იLIიI06#76ი. (4.128) 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ სამართლიანია შემდეგი ჩართვაც: 

1იხმი)ი/ცე C ინიგXI%ე. (4.129) 
ვთქვათ, 26C 1ი(”თ1ი/”/(X). (4.125)-ის სამართლიანობის გამო უკანასკნე- 

ლიდან ვასკვნით. ჯ6C #%%ი, ვაჩვენოთ, რომ სინამდვილეში ადგილი აქვს 26C 

C ითოე»ჯ 9 (+) ჩართვას, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი. მივიღოთ, რომ 26 

რიიი2XX 0). მაშინ მოიძებნება ისეთი CC CV(0)ს ელემენტი, რომ 

7=2+C6 #90), რადგან 2 6 ითიXI XX), ზოლო თეორემა 4.12-ისა და 

თეორემა 4.10-ის გათვალისწინებით, ჩეX#7V9 C(») C ძ(/(X)+C), ამიტომ 1?C 

C9(M(X)+C). აქედან უშუალოდ ვასკვნით 26 M(X)+C. XIL(CX)+C-ის ჩაკეტი- 

ლობის გამო, 26C ”(X)+C. ამიტომ, C კონუსის ამოზნექილობის გამო გვექნება: 

2=2+CCM(CX)+C+CC7”(X+C=X#(X)+C. 

ვინაიდან მ(M(X)+C) C #9(X)I(I(IC0+C), 26 #V9CX)II(XC0+C) და 
+” ტოპოლოგიის აზრით საინტერესოა მხოლოდ მ(IVCX)+C) სიმრავლის ელე” 

მენტები, ჩავთვლით, რომ 7 6C 9ძ(;MCX)+C). რადგან #CIიI(CX) C 9ძ(M”(C>)+C), 

1Iწნიი)ი#Cი) C ჩოIიX0ე, 7C1იL-იი)იXCX) და #იი!ი ”CX) = წIVI0 (# C(X) + C), 

ამიტომ მოიძებნება 0C2: წერტილის ისეთი LV მიდამო, რომ 

(2+C)(19(MCთ)+C) C ჯთIი(M”VC0C)+ C). (4.139) 

მაგრამ M(CX)+C არის ამოზნექილი ქვესიმრავლე 2-ში #-ისა და C-ს 

ამოზნექილობის გამო, (#(CX)+C) = /(CX)+C და 12?,2C MCX)+C, ამიტომ 

7(I)=I7+(1–1)7:=I(72+C)+(1-–-1)7ჯ= 

=7+ICC V(CX)+C, VICI0,1). 

ვაჩვენოთ, რომ 7(I)Cმ(MCX9)+C), VIC (0,1). დაუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ 
მოიძებნება ისეთი ? C (0,1), რომ X(07)= >+16C IიLVCX)+C). რადგან # 
კოდიფერენცირებადია X C 10'00XX წერტილში და 7=2+6C6C7/(X)+C, 

ამიტომ მოიძებნება XCX “და >, CC; ორი ფუნქციონალი, რომელთათვისაც 
სამართლიანი იქნება შემდეგი უტოლობა: 

<X,X>-<72,2> 2 <X,X >-<7,27 >, 

VX' C X,V2> C /(X )+C. 

კერძოდ, »ჯ” =Xჯ-თვის უკანასკნელიდან ვღებულობთ 

<7..7> < <7,2' >, V2' 6 /(I)+C. (4.131) 

138



დუალობის ძირითადი პრინციპი 

რადგან (#(X)+C) = ”C)+C, ამიტომ მ(ჩ(X)+თC ჩC2)+C. განვიხილოთ 

ნებისმიერი 2' = 5(I()+M=2+!1C+VM6C(2+C)II9(MC)+C) ელემენტი. მა- 

შინ, იმის გათვალისწინებით, რომ 7 =7+C, (4.131)-დან ვღებულობთ: 

<217.,2+C> < <72,,2+16+V>, VV6LI. 

უკანასკნელიდან ვასკვნით: 

<2.,C-1C> < <7,,M>, VV6V, 

ე“. 

((-I)<7.,C> < <ჯ,V>, ყMV6CV,. 

მაგრამ (1-–71>0 და რადგან C6 CV(0), ამიტომ < 2,,C> >0. საბოლო– 

ოდ ვღებულობთ: 
<7X,V>>0, VVCV. 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ LV არის 0C27 წერტილის სიმეტ- 

რიული მიდამო, უკანასკნელიდან ვასკვნით, რომ 2, =0. ეს კი ეწინააღმდე- 

გება 2. C C, პირობას, რაც, თავის მხრივ, ამტკიცებს, რომ სამართლიანია 

შემდეგი ჩართვა: 

?2(I()=2+IC6C XVCX)+C, VICI(0,I!). 

რადგან >+I/6 -> 0, ამიტომ საკმარისად მცირე დადებითი (>0 რიცხ- 

ვისათვის ადგილი აქვს ჩართვას 

70 )=2+I!CC(2+V)()ძ(MI(CX)+C). 

ამიტომ, (4.130)-დან ვღებულობთ: 

2(0')6 ითIი(”C0+C). 
უკანასკნელი ნიშნავს შემდეგი პირობის შესრულებას: 

((–(C2)+C) – ?'())(IC=C) =(0). (4.132) 
მაგრამ 2 = 2( “ა)-IC66C ჩ#6ი+C. ამიტომ 

–-!C6(MC)+C)-7? ())II(-C). 

ვინაიდან –IMX #0, ამიტომ (4.132) ტოლობა წინააღმდეგობრივია, ე.ი. 

7C ჩთეX#V9 (X»). ამით ფაქტიურად დამტკიცებულია შემდეგი ჩართვა: 

1MI/IXXი10#CX) C ითეX#%%ი. 

(4.128)-თან ერთად ეს უკვე ნიშნავს, რომ სამართლიანია (4.126). თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 
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4.#. არასპალარული ოპტიმისაციის ძირითადი 

და უეუღლებული აბჭოცანები 

ვთქვათ, ”–” ლოკალურად ამოზნექილი წრფივი ტოპოლოგიური სივრცეა, 

სოლო ” - მისი შეუღლებული სივრცე (X-ში გვაქვს თ(”,” 9 სუსტი ტო- 

პოლოგია, სოლო /” -ში - Cთ(X ,)) სუსტი ტოპოლოგია). X და <2,C> იგივე 

სივრცეებია, რაც სემოთ, სოლო X” და 7 - მათი შეუღლებულები. <7.C> 

სივრცეში მაქსიმალურ ელემენტს აღვნიშნავთ +«ი,, 

ვთქვათ, #/:X-3 < 2,C >V (+%,) ფიქსირებული ცალსახა ასახვაა. ჩავთვა- 

ლოთ, რომ ეს ასახვა საკუთრივია, ეი. არსებობს ისეთი XC”, რომ 

#/C7#=,. 
არასკალარული ოპტიმიზაციის (მინიმიზაციის) ძირითადი ამოცანის ქვეშ 

ვგულისხმობთ იმ 2C 2 ელემენტების მოძებნის ამოცანას, რომლებიც აკმაყო- 
ფილებენ შემდეგ პირობას: 

2 C #ჩიჰი/7. 
აღვნიშნოთ ეს ამოცანა (L)-ით. 

ცხადია, (L)-ამოცანის ყველა ამონახსნთა სიმრავლე, რომელსაც ჩეენ 

აღვნიშნავთ MიIი(ჯ)-ით, განსაზღვრის თანახმად მოიცემა ტოლობით 

ჩოი)ი(L) = ჩიი1ი/0/. 

ჩავთვალოთ, რომ #იIი(ს)#C. თუ /0;)=2C IX0III)/LX), მაშინ ნებისმერ XC 
C #"თ ელემენტს ვუწოდებთ არასკალარული ოპტიმიზაციის (მინიმიზაციის) 

ამოცანის ამონახსნს. 

ახლა ვთქვათ, რომ მოცემულია ცალსახა V/:IXX-3 2L)(+ი9,) ასახვა, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს პირობას 

VCX»,0) =/ცე, VX6C I. (4.133) 

ცხადია, ყოველი „ფიქსირებული ჯC7' ფუნქციონალისათვის განსაზღვრუ- 

ლია ნამდვილი <7” ,VI(,-) > :XXX –3 IC) (491 ფუნქცია. ამიტომ, შეგვიძლია 

ავაგოთ ამ ფუნქციის ჩვეულებრივი შეუღლებული (იხ. (60)) განსახღვრული 
ტოლობით 

V (V,X ,>)= 
= 5სხ (< »,/>+<X ,X>- < 7? ,V(CV,X) >). 

(X.XXXX 

(4.134) 

განვიხილოთ V, :V XX” –3ჩ(C7,C 2) მრავალსახა ასახვა, განსაზღვ- 

რული ტოლობით 

VIC) ,X )=(26 2 | 371CC1:< 21,2>=V (#,X,2.)).  (4.135) 
ცხადია, ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს: 
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V (0,X ,7,)= 5სი (<X ,X>-< 7).V(V,X) >), 
(>+XIXX (4.136) 

V>- CC..X 6X", 

V,(0,X )=(2C 2 | 3:CCL: < >,2>=V (0,»”,2:), 
VX 6 X” 

ტოლობა (4.137)·-ით "სინამდვილეში განსაზღვრულია მრავალსახ: 

–V,(0,):X” –+<2,C > ასახვა. ამიტომ 

–V,(0,X“) = | |(–V:(0,X”)) C<2,C >. 
»CX 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ძირითადი (L)-ამოცანის შეუღლებული 

(მაქსიმიზაციის) ამოცანის ქვეშ გვესმის ისეთი 2C2 ელემენტების მოძებნი! 

ამოცანა, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობას: 

2C იი2X(-V,(0,X”)). 

ეს ამოცანა აღვნიშნოთ (# )–ით. 

ცხადია, (L")-ამოცანის ყველა ამონახსნთა. სიმრავლე რომელსაC 

ჩი2XCწ )-ით აღვნიშნავთ, განსაზღვრის თანახმად მოიცემა ტოლობით 

იიმXCL) = „იმX(–V, (0, X”)). 

თუ ?C/ჯMი92XCL), მაშინ 2C –V/:(0,X”.), და (–VI(0,X”) – 2)(1C =(0). 
მაშინ, ნებისმიერ X” 6 (–V/,(0,)) '(2) ელემენტს ეწოდება (L )-ამოცანი! 

ამონახსნი. 

ახლა შევნიშნოთ, რომ ყოველი ფიქსირებული XCX ელემენტისათვის! 

VXCX,X)C<2,C>. ამიტომ, შეგვიძლია განვსაღვროთ #:X-2#ჩ(<2,C>) მრავალ- 

სახა ასახვა შემდეგი ტოლობით: 

XC) = ჩთIიVI,X), VX6C X. (4.138) 

პირობა (4.133)-ის თანახმად, ადგილი აქვს ტოლობას V#X,0) = #1). ამი· 
ტომ, (4.138)-დან უშუალოდ ვღებულობთ: 

#XL(C0) = წოIი #7 = #იIIIXL). (4.139) 

ყველგან ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ დაცულია 
პირობა #. ნებისმიერი XCX-თვის MჩოIიVLCIX,7X) გარეგანად მდგრადია. 

რადგან #თIიV(/ „X) = იიი (V07,X) + C | ამიტომ, გარეგანად მდგრადო: 

ბის განსაზღვრის გათვალისწინებით, (#) პირობის შესრულება ნიშნავს იმას 

რომ ნებისმიერი X6 X ელემენტისათვის ადგილი აქვს ჩართვას 

V/I(წ”,X)+ C C ჩოთIი(VC7,X) + C)+ C. (4.140) 

14) 

(4.137)
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” ფუნქციის განსაზლვრიდან კი, ცხადია, (4.140) ჩართვა ექვივალეენტუ- 

რია შემდეგი ჩართვისა: 

VLCX,X)+C C MI(X)+C, VXC X. 

გარდა ამისა, ისევ ” ფუნქციის განსაზღვრიდან, ასევე, გამომდინარეობს 

ჩართვა 

Xლ0CV(CV,X)+C, VX6C X. (4.141) 

შევნიშნოთ, აგრეთვე, რომ, რადგან 0CC, სამართლიანია ჩართვაც: 

VI”, X) C V(CX,X)+C C VCX)+C, VX6C X. (4.142) 

ისევე, როგორც ზემოთ, #”:X-2IX<2,C>) მრავალსახა ასახვისათვის, რო- 

მელიც კონკრეტულად განსაზღვრულია ტოლობა (4.138)-ით, შეიძლება თ, 

თ”, “, წზ და ჯი ფუნქციები შემდეგი ტოლობებით განისაზღვროს: 

დ (X”,2 )=5ს0ი §სი(<X ,X>-<7 ',7>), 
XXX =5”C»X) 

V(X ,2 1C XIX7", 

დ (»X,2-) = §სი(<X ,X>-Cდთ(X ,2.)), 
Xჯ9X. 

V(X 2 )C XX7., 

#%X)=(2C 2 | 3:1CC,:<7,2>=Cთ (X”,2,)), 

VX C X”, 

§%9C)=(2C 7 | 3::C C;:<2:,2>=თ (CX,2,)), 

VXC X. 

ამასთან, (4.57) ტოლობების თანახმად, გვაქვს 

თC)-C=(:C 7 | 3:6C::<7,2><თ (X2))), 

VXC X. 

თეორემა 4.7. ვთქვათ, შესრულებულია (#) პირობა. მაშინ ადგილი აქვს 

ცოლობას: 

V.(0,X )= M%CX), VX 6 X” (4.143) 
დამტკიცება, (4136) ტოლობის საფუძველზე გვაქვს: 

V (0,»X ,2,) > <X ,X>-–<7,V(V,X) >, 

VXC X,V/C I, V 7, 6 C,. 

უკანასკნელი, ცხადია, ექვივალენტურია უტოლობისა 
V (0,X ,2,) > <X,X>-<2,,2>, 

VXC X,Vჯ;C VI(XV,X),V 7, C C,. 
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რადგან XC C;, ღა 2, ფუნქციონალი უწყვეტია 2-ზე, ამიტომ ბოლო 

უტოლობიდას ვღებულობი»:: 

V (0,X ,2,) ><X ,X>-<7,,2>, 

VXC X,V>C V(V7,X)+ C,V7, C C1. 
(4.141)-ის გათვალისწინებით, აქედან ვასკვნით: 

V (0,X ,2,) > <X,X>-<7,,2>, 

VXC X,V26C M(X),V>, C C,. 

V (0,X”,2,) > §სი §სი(<X ,X>-<2:/,2>), 
X%X 28») 

VX C X ,V2,C C.. 
ამდენად, სამართლიანია შემდეგი უტოლობა: 

V (0,X , 2) >თდ (X,2,), VX 6 X .V>CC. (4.144) 

მეორე მხრივ, გვაქვს: 

V (0,X ,2,)=§სი §ს0 (<X,X> –< 2,,2>), 
XX :6V(C7,X) 

VX C X ,V> CC. 

(4.142)-ის გათვალისწინებით, ამ პირობიდან ვღებულობთ: 

V (0,X ,2,) < §სი §სი (<X,X>-<72,,2>) < 
XXIX =#(X)+C 

< §სი §ს0ი(<X ,X>-<7,2>)=Cთ (X ,2)), 
XX თCი 

V» CX ,V>, CC... 

ამდენად, დადგენილია აგრეთვე უტოლობა 
V (0,X ,2,) < დ (X ,2,), VX CX ,V>, CC). (4.145) 

(4.144) და (4.145)-დან ვღებულობთ შემდეგ ტოლობას: 

V (0,X ,2,)=დ (X» ,2,), VX C X ,V2, CC). (4.146) 

(4.137)-ში (4.146)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

V,(0,X )=(2C 7 | 3:C C,:< 2;,2>=Cდ" (X",21)), 

VX C XI, 
რაც, ნმ ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად, ნიშნავს, რომ 

V.(0,X”) = #მ%(X), VX'C XI 
თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 418. ვთქვათ, შესრულებულია (#.) პირობა და 06C 1იL2X0II#. მა- 

შინ, სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

ი თმX #0) = /)IიეXCL ). (4.147) 

დამტკიცება. ვთქვათ, 2C /იეX #%(0). მაშინ, ცხადია, 26C # (0). ამი- 

ტომ, მოიძებნება ისეთი უ5, C C, ელემენტი, რომ აღგილი ექნება ტოლობას 

<7ჯ.,2>=C (0,7). 
რადგან 06 1ი(00#MI#-, ამიტომ, თეორემა 4.5-ის თანახმად, მოიძებნება ისე- 

თი X C X ელემენტი, რომ 

დ (0,=,)=-დ (X",დ,). 

ამდენად, სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

<7.2>=-თ (LX ,2,). 
ეს კი, #? ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად, ნიშნავს, რომ 26C –# %(ჯ”). 

რადგან – MIX )C -#მ%X”), ამიტომ 76 –-#მ%მ(X”), ვაჩვენოთ, რომ სინამ- 

დვილეში 26 /MიმX(-M (X”)), დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ მოიძებნება 

ისეიიი ?C-MI%XX ) ელემენტი რომ 1?-2=C6C6CV(0. ვინაიდან 

716 -M/X”), ამიტომ მოიძებნება ისეთი ორი XCX' და 2, CC, ფუნქციო- 

ნალი, რომ ადგილი ექნება ტოლობას 
<ჯ,2>=-თ (X ,2,). 

მაგრამ 

-თ(X 2) 5 5სს(-დ“C „2,)) =თ (0,2), 

ამიტომ სამართლიანია უტოლობა 

<2.,7> < თ (0,ჯ;)). 

ეს, ცხადია, ნიშნავს, რომ 7C #-9(0)-C, ე.ი. მოიძებნება ისეთი 66 C, 

რომ 7?+0=2+6+6=2+C' 6 M%(0), სადაც C'=6+66 CVML0), რადგან 

2CC, C6CVM(0). ამდენად, ვღებულობთ C' C (IX (0) - 2)წIC ჩართვას, 

ამასთან C' #0. ეს კი ეწინააღმდეგება 76 იIMიეX IM 980) პირობას. მიღებუ- 

ლი წინააღმდეგობა ამტკიცებს ჩართვას 

26 იიიმX-# XI), 
რაც, თავის მხრივ, ნიუნავს: 
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))IიმX /7%(0) C ი ეX(C-/#/ მ%(X")). (4.148) 
მეორე მხრივ, რადგან დაცულია პირობა (#), ამიტომ სამართლიანია თე- 

ორემა 4.17, რომლიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობის 

სამართლიანობა: 

-V.0,X.)=-M%X). 
ეი 

იიი%X(=V(0,X")) = 7თი0X-#%X")). 
ეს უკანასკნელი კი ნიშნავს, რომ ((4.148)-ის თანახმად) 

#0 00X #“V (0) C /# ი)0მXCL). (4.149) 

ახლა ვაჩვენოთ ჩართვა (4.149)-ის შებრუნებული ჩართვის სამართლია- 

ნობა. 

ვთქვათ  76C #MიმX(L). მაშინ მოიძებნება ისეთი X CX', რომ 

26 -Mმ%(X ), საიდანაც, ”” ფუნქციის განსაზღვრის გათვალისწინებით უშუ- 

ალოდ გამომდინარეობს ისეთი 2, CC, ელემენტის არსებობა, რომლისთვი- 

საც შესრულდება ტოლობა 

<ჯ,2>=-თ (X,2,). (4.150) 

ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია აგრეთვე ტოლობა 

–თ(,:2)=თCთ” (0,7,). (4.151) 
მართლაც, თ-ის განსაზღვრიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ყო- 

ველთვის სამართლიანია უტოლობა 

დ” (0,>) > –დთ (XI ,2,). (4.152) 

ვაჩვენოთ, შებრუნებული უტოლობის სამართლიანობაც: 

თ (0,2,) < – დ (X”.2,). (4.153) 

დაუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი. მივიღოთ, რომ 

თ“ (0,2) > –თ'(X 2). 

თეორემა 4.5-ის თანახმად, მოიძებნება ისეთი X C X ელემენტი, რომ- 
ლისთვისაც 

თ '(0,2,)=-–Cთ'(ჯ ,?,), 
ე.ი. უნდა შესრულდეს შემდეგი უტოლობა: 

-დ'(X 2) > – დ (X 2). 
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(4.1:50)-ის გათვალისწინებით, უკანასკნელიღან ვღებულობთ: 

–დ'(X ,2,) > <უ,,?>. 

რადგან 2, 6 C,, ამიტომ მოიძებნება ისეთი CC CV(0) ელემენტი, 

რომ 

<2: 2+C>=-თ (ჯ ,2,). 

ეს უკანასკნელი, მ-ის განსაზღვრის თანახმად, ნიშნავს, 2>+C C –_” %(Xჯ ა) 

ეი. 66 (-L %X» )- 2)ჩC და C #0. უკანასკნელი, ცხადია, ეწინააღმდეგე- 

ბა პირობას 

26 ი იიმXCL ) = # იი3X(–/” /(X )). 
ეს, თავის მხრივ, ამტკიცებს (4.151) ტოლობის სამართლიანობას. ამიტომ 

(4.150) და (4.151)-დან უშუალოდ ვღებულობთ: 

<ჯ.2>=C (0,2). 

ეს ტოლობა, I” ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად, ნიშნავს იმას, რომ 
2C LI%0). 

მეორე მხრივ, თეორემა 4.5-ის საფუძველზე იოლად შეიძლება ვაჩვენოთ, 

რომ II%0) C –X%X”). 27C#%%0) პირობიდან გამომდინარეობს 0C-#“%0) – 2 
ჩართვა. მეორე მხრივ, 26 ჟი)მXC–X LX”). ეი. 

(–L"(CX”)-–2)(16 =(0). 

ვინაიდან MI X0) C –ჩ-%X”), ვღებულობთ: 
0C(#V(0) – )(ICC(C-#X ) –2)(1C =(0). 

ეს კი ნიშნავს: 

(#-C) – 2)(1C =(0). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 26 /#0M0X # (0). ამით ფაქტირად დამტ- 

კიცებულია შემდეგი ჩართვაც: 
დნი2XCL ) C იIიმX # “ (0). (4.154) 

(4.154)-თან ერთად (4.149) ამტკიცებს (4.147) ტოლობას. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. . 
ამდენად, თეორემა 4.18 ამყარებს კავშირს შეუღლებული (L )-ამოცანის 

პარეტოს აზრით მაქსიმალურ ელემენტთა სიმრავლესა და #'”X0) სიმრავლის 
პარეტოს აზრით მაქსიმალურ ელემენტთა სიმრავლის შორის. 

როგორც ეს უკვე ზემოთ აღვნიშნეთ, ვთვლით, რომ /(0) = /%ი1ი/LI) = 
ჩიI(CL)#C,. სინამდვილეში ეს უკანასკნელი გულისხმობს შემდეგი პირობის 

შესრულებას: 
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პირობა 8. #ი)ი V(X,0) # C. 

ეს უშუალოდ გამომდინარეობს V ფუნქციის მიმართ ზემოთ მოთხოვნილი 

(4.133) პირობიდან. 

თეორემა 419. ვთქვათ, რომ #Iი)ი(V/(/,0)+C) გარეგანად მდგრადია. 

მაშინ, ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

MI # (0) = ჯ(0). (4.155) 

დამტკიცება. ვთქვათ, 26 ჩთIი ”(0). მაშინ, ცხადია, 2C XC0). მეორე 

მხრივ, გვაქვს: 
I (0) = 7 იVIი(V/(#,0)) = #9 MI)ი (V/(7,0) + C). 

ამიტომ, 

ჯ#(0) C V/I(#,0) + C. 

C კონუსის ამოზნექილობისა და ჩაკეტილობის გათვალისწინებით, იოლად 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ჩართვა: 

V/(V,0) + C + C CVV/(X,0) + C. 

ამიტომ, #0) + C C VI(XV,0)+C, საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს: 

#(0) + C CV/VI,0) + C. (4.156) 

მეორე მხრივ, ცხადია, #(0) C #(0)+C. ამიტომ სამათლიანია ჩართვა 

2 C V/(X.0) + C. 

ჩ ი0I9 (V/(X,0) + C) -ის გარეგანად მდგრადობის გამო, ადგილი აქვს შემ- 

დეგ ჩართვას: 

VI(V,01+ C C ჯCდIი(V(X,0)+ C)+ C. 

ამდენად, 
?6C დნიიIი(V(7,01)+C)+C. 

ეს კი, თავისთავად, ნიშნავს შემდეგს: 

მოიძებნება ისეთი 76 /იიIი(V(V,0)+C)= /(0) C #C0)+C, რომ 
2-26C-C. 

ასე რომ, 7? – 2C(#(0)+C – 2)II(–C). მაგრამ 76 ჩი #(0). ამიტომ, 

(M(C0)+C – 2)I I(–C) =(0). 
ეს კი ნიშნავს იმას, რომ 2= 26 M(0). ამით დამტკიცდა ჩართვა 

ნიი VI (0) C # (0). (4.157) 

ვაჩვენოთ შებრუნებული ჩართვის სამართლიანობა. 
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გთქვათ, 26C I (0). მ»შინ, (4.156)-ის თანახმად 

26 I#(0)+C CVI()”,0) + C, 

სოლო, იმის გამო, რომ „იIი (V0”,0)+ C) გარეგანაღ მღგრადია, არსებობს 

ისეიი 26 იIIი(V0/,00+C) ელემენტი რომელიც აკმაყოფილებს 

7-2:6C პირობას. ვინაიდან 7X(0) +C C VIC7,0)+C, ამიტომ მარტივად შე- 
იძლება დამტკიცდეს შემღეგი ჩართვის სამართლიანობა: 

# 2ი19 CV/0/,0) + C) C /)IთIი (X (0) + C). 

ამდენად, XC სსიიIი CM(0) + C. 

მეორე მხრივ, 2C M(C0)+C. ამიტომ, 

შ–26C(?-(ჩ(0)+C))რCC. 
აქედან ვასკვნით: 

2–76 ((X(0)+C) –7)ო(–C. 

რადგან 7C /Iი(M(0)+C), ამიტომ 2–?76 ((C(0)+C) –7)რ(-C). 
ეი. 2=26C ი თI0(#C) + C). ამით დამტკიცებულია შემდეგი ჩართვაც: 

M(0) C ჩ»იი/(0). (4.158) 

(4.157) და (4.158) გვაძლევენ (4.155) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. 

VI: XX –3 2 ს) (+თ,) ასახვას (4) ღა 08) პირობებთან ერთად დამატებით 

მოვთხოვთ კიდევ ერთი პირობის დაკმაყოფილებას. 

პირობა C. (4.138) ტოლობით განსაზღვრული #': X–-3/X< 2,C >) მრავალ- 

სახა ასახვისთვის 0 C 10LI0II#, ამასთან, XL კოდიფერენცირებადია 0 წერ- 

ტილში. · 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ძირითადი (ჯ) და შეულლებული (L) 
ამოცანებისათვის დუალობის დებულება მდგომარეობს შემდეგში. 

თეორემა 4:20. ვთქვათ, V/: IXX –3 7. C) (+=.) ასახვა აკმაყოფილებს (#.)- 
(C) პირობებს. მაშინ: 

ა) ნებისმიერი 2C/იიI(L) ელემენტისათვის მოიძებნება ისეთი 2, 6 C, 
ფუნქციონალი, რომ 

<:,,2> = 013X(-V (0,X ,2,)); 
ბ) ადგილი აქვს ტოლობას 

#მ1IიეX(L ) =1IიL/2იიIII#”.). 
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დამტკიცება. განვიხილოთ შემდეგი სიმრავლე: 

0= I5I+ 7 |< 2,,2> = ი10XL–დ (X”,2,)11. 

ვაჩვენოთ, შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა; 

L%(0) = 0. (4.159) 

მართლაც, თუ 260, მაშინ მოიძებნება ისეთი ჯ, C C, ელემენტი, რომ 

< 2,,2>= M0მX(-დ (X ,2,)). 
#6X 

რადგან < 2? ><1+თი, ამიტომ 

იიმX(–დ” (X”,2,)) = §სი(–დ (X”,2,)). 
X6X »9X' 

ეს უკანასკნელი კი, თ ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად, ნიშნავს, რომ 
<2.,2>=Cთ (0,2), რაც ჯ9 ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად, თავის 

მხრივ, ამტკიცებს 26 #9 ჩართვას. ამით დამტკიცებულია 

0CV»“%) 
ჩართვა. 

ვაჩვენოთ ამ უკანასკნელი ჩართვის შებრუნებული ჩართვის სამართლია- 

ნობაც. ვთქვათ, 7C#I”X0). რადგან 0C1იL00I#, ამიტომ, თეორემა 4.5-ის 
თანახმად, მოიძებნება ისეთი 2 CC, და XCX” ორი ფუნქციონალი, რომ 

თ (0,2,)=-დ (> ,2,)=<72,,2>. 

რადგან დ” (0,2,) = 5სი (–თ (« ,2,)) = – დ (X”,2), ამიტომ 
#«CX 

<7,2>= დე»(–დ (X ,2,)). 
#ჯC 

ეს კი, ცხადია, ნიშნავს 7C (0 პირობის შესრულებას. ამით დამტკიცდა შემდე- 

გი ჩართვა: 

L"%0) C 0. 
ე.ი. (4.159) ტოლობა სამართლიანია. 

ვინაიდან #” კოდიფერენცირებადია 0ლ1ი'ს0ი,”» წერტილში, თეორემა 

416-ის თანახმად სრულდება შემდეგი პირობები: 

ჩნიIიX(0) C LV%0), (4.160) 
ჩითმX #"%0) = 19 ნიIი#/(0). (4.161) 

აქ 1ი“ჩიი/”(0) გაიგება 7-დან 9(”(0)+C) სიმრავლეზე ინდუცირებული ტო- 

პოლოგიის აზრით. 

მაგრამ Mო)ი(ირ) = #0), ხოლო, თეორემა 4.9-ის თანახმად, #იIი/'(0) = 

=/(0), ამიტომ, (4.160)-დან ვღებულობთ: 
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დნიი1ი(L) C #90). (4.162) 

(4159) ტოლობის გამოყენებით ვღებულობთ, რომ თუ 2: არის ნების- 

მიერი ელემენტი #იIი()-ში, მაშინ, (4.162)-ის თანახმად, 2C ” 0). ამიტომ, 

მოიძებნება ისეთი 2, C C, ფუნქციონალი, რომ 

<2,,2>= იმXL-თ (X ,2,)). 
XC 

(4.146) ტოლობის გათვალისწინებით, უკანასკნელიდან ვღებულობთ: 

< 2,,2> = ი00X(–V (0,X ,2,)). 
5 

ამით თეორემის ა) ნაწილი დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.18-ის თანახმად /#I9XI”X0) = ”თ8XCL ). ამიტომ, (4.161) -დან 

ვღებულობთ შემდეგ ტოლობას: 
ჩ–ო2X(CL") = 10Lჩიი)ი”ჯ(0). (4.163) 

რადგან თეორემა 4.19-ის თანახმად #0CVIიXC0) = XC0) = თIი(L), ამიტომ 

(4.163)-დან ვღებულობთ ტოლობას 

ჩიიმXCL") = Iი(ჩიIი(CL), 

სადაც 1ი(Mი:9CL) გაიგება 2-დან ძ(”/(0)+C) სიმრავლეზე ინდუცირებული 
ტოპოლოგიის აზრით. ამით დამტკიცდა თეორემის მეორე ბ) ნაწილიც. ამ- 

რიგად, თეორემა მთლიანობაში დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული შედეგი სინამდვილეში წარმოადგენს არასკალარული ოპ- 

ტიმიზაციის შეუღლებული ამოცენების ამონახსნთა სიმრავლეებს შორის კავ- 

შირის გამომხატველ ძირითად დებულებას. 
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მრავალკრიტერიული (ვექტორული) და ზოგადად არასკალარული ოპტი- 

მიზაციის თეორიაში დუალობას გარკვეული მნიშვნელოვანი ადგილი უკავია. 

ეს იმ გარემოებითაა გამოწვეული, რომ შესაძლებელია მასზე დაფუძნებული 
ამოცანის ამოხსნის ეფექტური ალგორითმების, პროცედურებისა და მეთოდე- 

ბის აგება. მონოგრაფიაში განვითარდა დუალობის თეორია ვექტორული ოპ- 

ტიმიზაციის ამოცანებისათვის არასასრულგანზომილებიან სივრცეებში. მონო- 

გრაფიისს დასაწყისში განხილული იქნა კლასიკური მრავალკრიტერიული 

ამოცანები სასრულგანზომილებიან სივრცეებში, მოყვანილი იყო რიგი ცნობი- 

ლი, უკვე კლასიკურად ქცეული, დებულებები და შედეგები ზოგადი ხასია- 
თის ამოცანისათვის. მეორე ნაწილში კი პირველად იქნა ფორმალიზებული 

დუალური ამოცანები არასასრულგანზომილებიან სიგრცეებში და დადგენილი 

იქნა მათი სხვადასხვა მნიშენელოვაჩი თვისებები. 

ვინაიდან ნებისმიერი არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანა შეიძლება 

დაყვანილ იქნეს კრიტერიულ სივრცეში ექსტრემალურ წერტილთა სიმრავ- 
ლის ფუნქციონალურ დახასიათებაზე მონოგრაფიაში გათვალისწინებული 

იქნა აღნიშნულ წერტილთა სიმრავლის კვლევა და დადგინდა პრინციპულად 
ახალი შედეგები. 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანებისათვის გარკვეული სტრუქტუ- 

რის მქონე კონუსით ნაწილობრივ დალაგებული კრიტერიული სივრცის ფიქ- 

სირებული ქვესიმრავლისათვის განისაზღვრა ექსტრემალურ ელემენტთა რა- 

შოდენიმე ცნება. შესწავლილია ასეთ ელემენტთა სიმრავლეებს შორის კავში- 

რი და დადგენილია მათი ზოგიერთი ტოპოლოგიური თვისება. 

არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანის დუალური ამოცანის აგებისათ- 

ვის, ძირითად არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანასა და მის დუალურ 

ამოცანას შორის ურთიერთ მიმართებათა შესწავლის მიზნით კონსტრუირე- 

ბული იქნა სპეციალური ტიპის მრავალსახა ასახვის შეუღლებული მრავალ- 

სახა ასახვა. დადგინდა შეუღლებული ასახვის ზოგიერთი თვისება, კერძოდ, 

მიღებულია სხვადასხვა დებულება მისი დიფერენცირებადობის შესახებ, რო- 

მელიც გამოყენებულია დუალური თეორიის აგებისათვის. დამუშავდა დუალო- 

ბის ძირითადი პრინციპი და შესწავლილია არასკალარული ოპტიმიზაციის 

ძირითადი და შეუღლებული ამოცანები. 
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სასრულგანზომილებიაი მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის უკვე 

კლასიკურად ქცეულ დუალობის შედეგებთან ერთად არასკალარული ოპტი- 
მიზაციის ზოგადი ამოცანისათვის მონოგრაფიაში დამუშავებული იქნა პრინ- 

ციპულაღ ახალი მიდგომები და დამტკიცდა მთელი რიგი ახალი დებულებე- 
ბისა. 

აგრეთვე, უნდა აღინიშნოს, რომ საზოგადოდ, არასკალარული ოპტიმიზა- 

ციის ამოცანა, ე.ი. ამოცანა, სადაც კრიტერიული სივრცის სასრულგანზომი- 

ლებიანობა არსებით ფაქტორს არ წარმოადგენს, უშუალო კონტაქტშია თა- 

მაშთა თეორიასთან. ის გამოწვეულია იმ გარემოებით რომ, მაგალითად, 

ჩვეულებრივი ანტაგონისტური თამაში შეიძლება ჩამოყალიბებული იქნეს, 

როგორც არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანა კონკრეტული კრიტერიუ- 

ლი სივრცისა და რიგის განსაზღვრული კონკრეტული კონუსით. ამ მხრივ 

მონოგრაფია წარმოადგენს ერთ-ერთ პირველ მცდელობას თამაშთა თეორიისა 

და მრავალკრიტერიული ამოცანებისათვის ერთი პოზიციის შესაქმნელად, 

მათ შორის კავშირის დადგენისათვის და შემდგომი ანალიზისათვის. ავტორ- 

თა აზრით ასეთი საკითხების წინა პლანზე წამოწევა მათი შემდგომი უფრო 

ღრმა დამუშავების თვალსაზრისათ მნიშვნელოვანია მრავალი სოციალური და 

ეკონომიური პრობლემის გადაჭრისათვის, რამდენადაც იმ მრავალალმიზნობ- 

რივი ამოცანების გადაწყვეტისათვის, რომელთაც წამოჭრის საბაზრო ეკონო- 

მიკა თვით "ოპტიმალური ამონახსნი" კლასიკური აზრით ხშირად არ ასა- 

ხავს ან ვერ ასახავს პრობლემის ჭეშმარიტ შინაარს, არ აკმაყოფილებს მე- 

ტად თუ ნაკლებად დასაბუთებულ მოთხოვნებს. 
მასალა მონოგრაფიაში წარმოდგენილი იქნა 4 ძირითად თავში, რომელთა 

დატვირთვა განაწილებულია შემდეგნაირად. პირველი თავი ზოგადი ხასიათი- 

საა, მასში განიხილება ზოგადი ცნებები კლასიკური მრავალკრიტერიული 

ოპტიმიზაციის თეორიიდან. მეორე თავში განიხილება ზოგადთეორიული სა- 

კითხები ვექტორული ფუნქციების უნაგირა წერტილების, მაქსიმინებისა. და 
მინიმაქსების შესახებ შემოტანილ იქნა დუალური მრავალკრიტერიული 
ამოცანების ზოგადი კონსტრუქცია სასრულგანზომილებიანი სივრცეებისათ- 

ვის. მესამე თავში მრავალსახა ასახვათა თეორიის საფუძველზე შესწავლი- 

ლია არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანები. ეს ისეთი ამოცანებია, რო- 

მელთათვისაც კრიტერიული სივრცე ზოგად შემთხვევაში ბანახის სივრცეს 

წარმოადგენს. აგებულია სპეციალური ტიპის მრავალსახა ასახვა, რომელიც 

თავის მხრივ ორი მრავალსახა ასახვის თანაკვეთის სახით წარმოდგინდება. 

ეს ასახვები გარკვეულ ბუნებრივ პირობებს აკმაყოფილებენ. აგრეთვე, კრი- 
ტერიულ სივრცეში მითითებული მრავალსახა ასახვის ინვარიანტული წერ- 

ტილის მეშვეობით განსაზღვრულია ექსტრემალური წერტილი (იმ შემთხვე- 
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ვაში, როდესაც სივრცე კონუსის მეშვეობით ნაწილობრივ დალაგებულია). ეს 

გარემოება მრავალსახა ასახვათა თვისებების საფუძველზე, კერძოდ, წარმოე- 

ბულისა და კოდიფერენციალის სტრუქტურიდან გამომდინარე, ექსტრემალუ- 
რი წერტილების დახასიათების საფუძველს იძლევა. აღნიშნული მიდგომა 

საკმაოდ მოხერხებულია, ატარებს ზოგად ხასიათს და საშუალებას იძლევა 

განხილულ იქნეს არაგლუვი ამოცანებიც. დგინდება კრიტერიულ სივრცეში 

მოცემული სიმრავლის ექსტრემალური წერტილების არსებობის პირობები. 

ბოლო, მეოთხე თავში არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანის დუალური 

ამოცანის აგებისათვის, ძირითად არასკალარული ოპტიმიზაციის ამოცანასა 

ღა მის დუალურ ამოცანას შორის ურთიერთ მიმართებათა შესწავლის მიზ- 

ნით, კონსტრუირებულია სპეციალური ტიპის მრავალსახა ასახვის შეუღლე- 

ბული მრავალსახა ასახვა. დადგინდა ასეთი შეულლებული ასახვის ზოგიერ- 

თი თვისება, კერძოდ, მიღებულია სხვადასხვა დებულება მისი დიფერენცირე- 
ბადობის შესახებ, რომელიც გამოყენებულია დუალური თეორიის აგებისათ- 

ვის. დამუშავდა დუალობის ძირითადი პრინციპი და შესწავლილია არასკალა- 

რული ოპტიმიზაციის ძირითადი და შეუღლებული ამოცანები. 
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(86-100M0%) M, 3 060ICM C#/986, MCM8მ80MV0M% 00XMMV3მVMV. 3+0 3ხ382M0 +CM 06CL0- 

#ICI0CI80M, 910, 0CIMI085I827C II8 IICM, 803M0XM0 I0C-00CIIM6 3თდდ61ლო#(8M6IX მIII090#MX- 

M08, II00IIC/ი M# MCI0)I08 06106CIIV% 3მ02VM. 8 M0ყ0ო2მ0MM 0238M#8გCIC# X600#9 180M- 
თო6IM0C9M 0029 3მI28M 80-00M0M% 00I#MMM#M32IIMM 8 66CM0MCVM0M60MLIX I00CI22MCX8მ8X. 

8 #M2426 M0M002დMM 0მCCM270M#M8810ICM XIგCCMM6CIVM6 MM0IL0M0IMXI60CM2706V616 32,I8MV# 

8 M09M691M0M60MხIX Iი0თეიმMIთო82X, M0M866M 0901 #386CIMხIX, XXC6C CI28MIMX II26CCM- 

96CMMMM, VI860X-MCIIMM M იCV)ხ12108 XVI# 3228 06II6-0 XმიმVX60მ. 80 3X000M XC 

ყმCIM, 80608ხI6 0000M2MM3088MნI 280MCIL8CMM-I6 3მI2VM 8 66CMX0M69M0M6ი0M6%IX II900CI- 

იგმ8თი82X # VCIმMI081/1CLII6! MX 023IIVVMხI6 88XILნ6I6 C80MCI8მ. 
MიM0020M# 08CCყს)ომყგ M2 C60M2MMCI08 8 0672CIV თიმ ი01 M216M8I#MM, 

Vი08806MM9 M 001#MM#38LIMM, 8 +2MX%6 IMგ2 CIVIC89X08 CIმ9IIIIMMIX MXV06C08 # მ2CIM02MX0ც8 C0- 
თურ მ)ინ!ს#X 60CILIM216M0CICM. 

1 6V0IIMCM# 
"M0,7ILCI #4." 
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