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წინასწარი შენიშვნები წიგნით სარგებლობის შესახებ 

მკითხველისაგან მოითხოვება საშუალო სკოლის მათემატიკის კურ- 
სის ცოდნა და წიგნზე დამოუკიდებლად მუშაობის მნიშვნელოვანი გა- 
მოცდილება. გარდა ამისა, წიგნის პირველი კითხვის დროს მკითხველისა- 
გან მოითხოვება იცოდეს ძირითადი ლოგიკური კავშირებისა და ძირი- 
თადი კვანტორების შინაარსი და მათი ელემენტარული თვისებები. 

თავები იყოფა პარაგრაფებად, ამასთან, ზოგიერთი პარაგრაფი იყო- 
ფა პუნქტებად. თავები გადანომრილია (ათობითი სისტემის მიხედვით აღ–- 
ნიშნული ნულისაგან განსხვავებული) ნატურალური რიცხვებით, პარა- 
გრაფები – II. ი სახით წარმოდგენილი ნატურალურ რიცხვთა წყვილე- 
ბით,პუნქტები კი Iი.: ი: 6 სახით წარმოდგენილი ნატურალურ რიცხვთა 

სამეულებით. ამასთან, ხსენებული წყვილებისა და სამეულების პირველი 
კომპონენტი თავის ნომერია, მეორე – პარაგრაფისა, მესამე კი – პუნ- 

ქტისა. პარაგრაფების ნუმერაცია ყოველ თავში ხელაზლა იწყება, პუნქტე- 
ბისა კი ყოველ პარაგრაფში იწყება ხელახლა. პარაგრაფებისა და პუნქტე- 
ბის ციტირება წარმოებს შესაბამისი წყვილებისა და სამეულების მიხედ- 
ვით – შემდეგი სახის ფრაზებით: (იხ. 3.5)”, (იხ. 3.5.2)”, თავებზე მითითება 
კი წარმოებს რომაული ციფრებით – შემდეგი სახის ფრაზებით: (იხ. III 
თავი)». კონტექსტში გეხვდება განსაზღვრებები, შეთანხმებები, თეორე- 
მები, ლემები. წინადადებები და თეორემების, წინადადებებისა და ლემე– 
ბის შედეგები. თეორემები დანომრილია პარაგრაფების მიზედვით (I) .ი) 
სახის გამოსახულებებით. სადაც ი და ი ნატურალური რიცხვებია, ამას- 

თან, ი1 გვიჩვენებს პარაგრაფის ნომერს, ი კი – თეორემის ნომერს. თეო– 

რემათა ციტირება წარმოებს (M; (თ :ი9))) სახის გამოსახულებებით, სა- 

დაც M, II და 0 ნატურალური რიცხვებია და X მიუთითებს თავის ნომერს; 
თავის ფარგლებში ციტირებისას (M:(თ -ი))-ის ნაცელად ავიღებთ 

(Iი ი #ს. ანალოგიურად წარმოებს წინადადებების, ლემებისა და ზოგი– 
ერთი განსაზღვრებების და შეთანხმებების გადანომერა და ციტირება. თუ 
რომელიმე თეორემას ორი ან მეტი შედეგი აქვს, მაშინ ეს შედეგები ინომ- 
რება რომაული ციფრებით (შედეგი 1. შედეგი LI და ა. შ.). მათი ციტირება 
წარმოებს შემდეგი სახის ფრაზებით: ,,(5; (3.6)) თეორემის II შედეგის 
ძალით, ,,იხ. (2.1) თეორემის შედეგი“ და ა. შ. განსაზღვრებათა უმრავლე- 
  

”» რედაქტორის შენიშენა: წინამდებარე წიგნი წარმოადგენს მეორე ნაწილს სამი 

ნაწილისგან შემდგარი სახელმძღვანელოსი. ამის გამო ტექსტში გვხვდება მი–- 
თითება მესამე ნაწილზე, რომლის გამოცემა გათვალისწინებულია. 3



სობა მოცემულია ნუმერაციის გარეშე. მათი ციტირება წარმოებს თავზე. 
პარაგრაფზე და. შესაძლოა, პუნქტზე მითითებით (იხ. III თავი) ან (იხ. 3.5) 
ან (იხ. 4.5.3.) სახის გამოსახულებებით. ანალოგიურად წარმოებს ფორმე- 
ლებისა და კონტექსტის სხვა ნაწილების ციტირება; ამასთან. ფორმულები 
გადანომრილია მრგვალ ფრჩხილებში მოცემული ნატურალური რიცხვე- 
ბით და მათი ნუმერაცია ყოველ პუნქტში ხელახლა იწყება. ასეთ ციტირე- 
ბათა მაგალითებია: ,,3.4.2.(8) ფორმულის ძალით“. ,,იხ. 1.3.4.(8) ფორმუ- 

ლა“. „იხ. (8) ფორმულა“ (უკანასკნელი სახის ციტირება გამოიყენება 
პუნქტის ფარგლებში) და ა. შ.მითითებები გარეშე ლიტერატურაზე იმავე 
წესებით წარმოებს. მაგრამ იმ განსხვავებით. რომ დასაწყისში ემატება 
კვადრატულ ფრჩხილებში ჩასმული ლიტერატურის ნომერი. ასეთ ცი- 
ტირებათა მაგალითებია: (იხ. (12); 3.4.2X8)). (იხ. (12); 3.4). შენიშვნები, 
როგორც წესი. არ ინომრება – გამონაკლისს შეადგენს ერთმანეთის მომ–- 
დეენო შენიშენები. ასეთ შემთხვევებში გვექნება: შენიშენა IL. შენიშვნა 11 
და ა. შ. წინადადება, თეორემებისა და ლემებისაგან განსხვავებით, შესაძ- 
ლოა ყალიბდებოდეს კონტექსტში მოცემული ცნებების საფუძველზე – 
იგი შესაძლოა არ იყოს დამოუკიდებელი კონტექსტისაგან. თეორემები, 
ლემები და შედეგები კი არსებითად მთლიანად ყალიბდება კონტექსტისა– 
გან დამოუკიდებლად. 

ტერმინთა' საძიებელი მიუთითებს გეერდს ან გვერდებს, სადაც მო- 
ცემულია ამ ტერმინის განმარტება (ტერმინით აღნიშნული ცნების გან- 
საზღვრა) პირდაპირი ან არაპირდაპირი გზით. ტერმინისა და ამ ტერმი- 
ნით აღნიშნული ცნების განსაზღვრის არაპირდაპირი გზით მოცემა გუ- 
ლისხმობს ისეთ ტერმინთა და ამ ტერმინებით აღნიშნულ ცნებათა გან- 
საზღვრებების მოცემას. რომლებიდანაც ზოგად შეთანხმებათა საფუძ- 
ველზე გამომდინარეობს საძიებელი განმარტება – ზოგჯერ მითითება 
წარმოებს იმ გვერდებზეც. სადაც მოცემულია ხსენებული ზოგადი შე- 
თანხმებები. უკანასკნელი სახის მითითებებს ფრჩხილებში ვათავსებთ. არა- 
პირდაპირი გზით შემოტანილი ტერმინების ბოლოში (ტერმინთა საძიე- 

ბელში) დასმულია % სიმბოლო. 
დამტკიცებაში შემოტანილი ტერმინები გამოიყენება მხოლოდ ამ 

დამტკიცებაში. იგივე ტერმინები შეიძლება სხვა შინაარსით შემოტანილი 
იქნან სხვა დამტკიცებაში. ამიტომ ასეთი ტერმინები არაა ხაზგასმული 
კონტექსტში და არც ტერმინთა საძიებელში გეხედება. 

  

! რედაქტორის შენიშენა: ტექნიკური მიზეზების გამო წინამდებარე გამოცემას 

ტერმინთა საძიებელი არ ახლავს.



ზოგიერთი აბზაცის დასაწყისში დასმულია % ნიშანი იმის აღსანიშ- 

ნავად. რომ ეს აბზაცი შეიძლება გამოტოვებულ იქნეს წიგნის პირველი 
კითხვის დროს. ეს ხშირად იმასთანაა დაკავშირებული, რომ ამ აბზაცის 
გაგება ძნელია წიგნის პირველი კითხვის დროს ან მას დამატებითი ხასი– 
ათი აქვს. ანალოგიური მიზნით " ნიშანი ზოგჯერ დაისმის პუნქტის წინ. 
ან თეორემის წინ. ან შენიშენის წინ და ა. შ. (ამ შემთხეევაში შეიძლება გა–- 

მოტოვებულ იქნეს მთელი პუნქტი, შესაბამისად თეორემა დამტკიცები- 

თურთ. შესაბამისად შენიშვნა და ა. შ.). 
ზოგჯერ მტკიცების დასასრულს და აგრეთვე შენიშენის დასასრულს 

ვსვამთ ნიშანს ". 
ფრჩხილებში სიტყვათა მოთავსება წარმოებს სხვადასხვა მიზნით 

(კონტექსტი უზრუნველყოფს გაუგებრობათა თავიდან აცილებას). ასეთ 
მიზანთა მაგალითებია: 

მ) ორი წინადადების (თეორემის) ერთდროულად მოკლედ ჩამოსაყა- 
ლიბებლად. 

ხ) გამარტივებული ტერმინებისა და წინადადებების დამაზუსტებელ 
ფრაზებს ხშირად ფრჩხილებში ვათავსებთ. 

C) როცა რაიმე ფრაზის გამოტოვებით წინადადების შინაარსი არსე- 

ბითად არ იცვლება, მაშინ ასეთ ფრაზას ფრჩხილებში ვათავსებთ და, 

მაშასადამე. ფრჩხილებში მოთავსებული ფრაზა არსებითი არ არის. 

ძ) ცნებისა და ამ ცნების კერძო სახის ერთდროულად განსაზღვრის 
მიზნით. მაგალითად. განვსაზღვრავთ რა ცნებას ,,ელემენტთა ოჯახის ((+ური) 
ელემენტი“ ვგულისხმობთ, რომ ამით ისაზღვრება ცნება ,,ელემენტთა 

ოჯახის ელემენტი“ და მისი კერძო სახე ,,ელემენტთა ოჯახის 1-ური ელე- 

მენტი“ 
6) ზოგჯერ დამაზუსტებელ ფრაზას ფრჩხილებში ვათავსებთ იმ მიზ- 

ნით, რომ გავამართლოთ კონტექსტის უახლოეს მომდევნო ნაწილში იგი- 
ვე დამაზუსტებელი ფრაზის გამოტოვება. 

1) ზოგჯერ ფრხილებში ვათავსებთ ისეთ ფრაზას, რომლის გამოტო–- 
ვება შესაძლებელია ადრე შემოტანილი შეთანხმების საფუძველზე. 

ამა თუ იმ სიტყვის ან ფრაზის ზაზგასმისათვის გამოიყენება ან გამუ- 
ქებული ასოები ან ბრჭყალები (ბრქყალები გამოიყენება სხვა ჩვეულებრი- 
ვი მიზნებისთვისაც). თუ კონტექსტში მოცემული წინადადების სწორად 
გაგების საშიშროებაა, მაშინ ზოგჯერ ამ წინადადების სათანადო შერჩეუ- 
ლი სიტყვა ან ფრაზა გამუქებული ასოებით არის მოცემული (გამ უქებუ- 
ლი ასოებითაა ხაზგასმული).



III თავი 

3 ლობიპური ოპერატორები, მეტათეორია, 

ინტერპრეტაცია. სიმრავლისა და კლასის 

ცნებებთან დაკავშირებული 

ზოგიერთი ბანსაზლღმრა და აქსიომშურ 

სიმრავლეთა თეორიის მაბალითები 

ვე მეტზათეორია და ინტერპრეტაცია, 

ლოგიპური ოპერაციების შინაარსის 

განსაზღვრა 

L იყოს მოცემული ფიქსირებული ძირითადი მათემატიკური თეო- 

რია, ა” იყოს LLCI) ენის განსაზღვრებადი ინტერპრეტაცია, XL იყოს ამ 

ინტერპრეტაციის საგანთა არე – უნივერსუმი (თუ L(I1) თანამედროვე 

ენაა, მაშინ შერჩეულია საგანთა # არე, წინააღმდეგ შემთხვევაში იგი 

ცალსახად განისაზღვრება). ვიგულისხმებთ, რომ შემზღუდავი წესების 
სისტემის დახმარებით (ცალსახად) განსაზღვრულია პროპოზიციული და 
საგნობრივი ცვლადებისა და საკუთრივი კონსტანტების შინაარსი და აღ- 
ნიშნული ტიპის არასაკუთრივი კონსტანტების მნიშვნელობათა არეები 
და ამ არეებიდან შერჩეულია ხსენებული არასაკუთრივი კონსტანტების 

მნიშვნელობები. იგულისხმება, რომ 1 არის ქ- ტიპის თეორია. მკითხვე- 

ლი ადვილად შეამჩნევს თუ როგორ უნდა მოდიფიცირდეს შემოტანილი 

განსაზღვრებები და აღნიშვნები 1” და I” (1 -და ქ” - ტიპის) თეორი- 
ებისათვის. ამასთან, განსაზღვრებებისა და აღნიშვნების შემოტანისას ვი– 
სარგებლებთ, აგრეთვე, უკანასკნელი ორი თეორიის ფორმებით და მათი 
გამარტივებული აღნიშვნებით შეორე თავში მოტანილი ზოგადი შეთანხ– 
მებების საფუძველზე. 

პირველ და მეორე თავში მოტანილი მასალის საფუძეელზე გვაქეს 
ზოგადი წარმოდგენა მეტასიმრავლეებსა და მეტაკლასებზე და LXI) ენის 
ინტერპრეტაციაზე. ვიცით, რომ ოპერატორთა მნიშენელობების არეები 
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მეტაკლასისა და მეტასიმრავლის ცნებების საფუძველზე განისაზღერები- 
ან, თავის მხრივ მეტაკლასისა და მეტასიმრავლის ცნებების დაზუსტება 

მოითხოვს თეორიის ალფაბეტის სიმბოლოთა შინაარსის ცოდნას. ლოგი- 
კური წრე რომ არ მივიღოთ, აუცილებელია ხსენებული ცნებები პარალე– 
ლურად იქნენ დაზუსტებული, რაც საკმაო სიძნელეებთან არის დაკავში- 
რებული.ეს სიძნელეები მოიხსენებოდა მხოლოდ ფიქსირებული დამხმარე 
თეორიის ენა რომ გამოგვეყენებინა უნივერსუმის საგნებიდან მეტასიმ- 
რავლეებისა და მეტაკლასების ასაგებად. საჭიროდ ვთელი მეტასაგნების 
ასაგებად დამხმარე თეორიის ალფაბეტის სიმბოლოებით გამდიდრებული 
1 თეორიის ენის გამოყენებას. მეტაკლასისა და მეტასიმრავლის ცნებების 

დაზუსტებამდე არ გვექნება დაზუსტებული, მაგალითად, ამა თუ იმ ოპ- 
ერატორის მნიშვნელობათა არის ცნება, მაგრამ ეს ხელს ვერ შეგვიშლის 

ვილაპარაკოთ ასო-ოპერატორების მნიშვნელობათა სისტემაზე და მასთან 
დაკავშირებულ სხვადასხვა ცნებებზე, რომელთა შინაარსი საბოლოოდ 
დაზუსტდება მეტასიმრავლისა და მეტაკლასის ცნებების დაზუსტების სა– 
ფუძველზე. მანამდე კი, ლოგიკური წრის მიღების თავიდან აცილების 

მიზნით, დაზუსტებული ცნებები გამოიყენება შეზღუდულად. 

3.1.1 პროპოზიციული კავშირები. ამ პუნქტში გავეცნო- 
ბით ხუთ მარტივ ლოგიკურ ოპერატორს: –, /# V, 3, «<2, რომ- 

ლებსაც უწოდებენ აგრეთვე პროპოზიციულ კავშირებს. მომდევნო პუნ- 
ქტში გავეცნობით ოთხ ოპერატორულ ნიშანს: V, 3, +, 1, რომელთა 

დახმარებით, აგრეთეე, ადგენენ ლოგიკურ ოპერატორებს. 

ჩვეულებრივ ენაში გამოიყენება კავშირები: ,,არა“, ,,და“, ,,ან“, „თუ... 

მაშინ... , „ეკვივალენტურია. მაგალითად, ,,# ნაკლებია 4-ზე“ და ,,X მე- 

ტია 3-ზე“ წინადადებიდან აღნიშნული კავშირებით მიიღება წინადადე- 
ბები: ,,X ნაკლებია 4-ზე და X მეტია 3-ზე“, ,,ჯ მეტია 3-ზე ან # ნაკლებია 

4-ზე“ ,,არა 1 ნაკლებია 4-ზე,“ ,,თუ X ნაკლებია 4-ზე, მაშინ X მეტია 3-ზე“, 
„არა # ნაკლებია 4-ხზე და X ნაკლებია 4-ზე“ და ა.შ. –, /MXV, –>, <2, 

პროპოზიციული კავშირები ჩვეულებრივი ენის ,„არა,' ,,ან, „და,“ ,,გა- 

მომდინარეობს," „ეკვივალენტურია“ კავშირებს შეესაბამებიან და ძირი– 

თადად ამ კავშირების შინაარსს გამოხატავენ. 

გთქვათ, /# და ხ მოცემული 1I შინაარსული თეორიის ისეთი ნების– 

მიერი ფორმულებია, X...სXე ასოების ისეთი ნებისმიერი მიმდევრობაა, 

მც..მე კი X,....X, ასოების მნიშვნელობათა ისეთი ნებისმიერი სისტე- 
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მაა, რომ X,,...,X, ასოებს შორის იმყოფება # და 8 ფორმულების ყველა 

თავისუფალი ცვლადი და განსაზღვრებად C«# ინტერპრეტაციაში განსაზ- 
ღვრულია # და 6 ფორმულების მნიშვნელობები X,,...,X, ასოების მნიშ- 

ვნელობათა 8,,...,8, სისტემისათვის. არ გამოვრიცხავთ ი = 0 შემთხვევას. 

ამ შემთხვევაში # და 8 წინადადებებს წარმოადგენენ. ი > 0 შემოხვევა– 

შიც # და ფორმულებს განვიხილავთ, როგორც (X,....X, ასოების 

მნიშვნელობათა სისტემაზე დამოკიდებულ) წინადადებებს. ჯერ-ჯერობით 
ვიგულისხმოთ, რომ # და ფორმულებს გან უზღვრელი მნიშვნელობები 

არ აქვთ (ეს პირობა სრულდება ამ წიგნში განხილული თითქმის ყველა 
კონკრეტულად მოცემული შინაარსული თეორიების ინტერპრეტაციებ- 

ში – გამონაკლისს შეადგენს მხოლოდ 5, 5., 5) და §2 თეორიების ინ- 

ტერპრეტაციები). 
1. 2 და 8 წინადადებათა (ფორმულათა) კონიუნქცია 

აღინიშნება („% /+ 8)-ით (იკითხება: ,,# და ს“) და განსაზღვრით არის წი- 

ნადადება (ფორმულა), რომელიც ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა #-ც პეშმარიტია და 8-ც ჭეშმარიტია (ე.ი. X,,....X, ასოების 

მნიშვნელობათა მ,,...,8, სისტემისათვის #/V 8 წინადადება ჭეშმარიტია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ხსენებული ასოების მნიშვნელობათა იმა- 

ვე სისტემისათვის X წინადადებაც ჭეშმარიტია და 8 წინადადებაც ჭეშ- 

მარიტია). აქვე შევნიშნოთ. რომ პროპოზიციული კავშირების შინაარსის 
განსაზღვრისას ფრჩხილებში ვსვამთ „ფორმულას“ და პირველ პლანზე 

ვაყენებთ ,,წინადადებას“ – ამით ხაზს ვუსვამთ იმას, რომ პროპოზიციუ- 
ლი კავშირების შინაარსი წინადადებებად განხილულ ფორმულებზე მო- 
ქმედებაში ვლინდება. შემდგომ, პროპოზიციული კავშირების შინაარსის 
განსაზღვრებებში, სიმარტივისათვის, ფორმულებს აღარ ვახსენებთ; მა– 
გრამ მკითხველმა უნდა იგულისხმოს, რომ წინადადებებთან დაკავში- 
რებული ცნებების შემოტანით ფორმულებთან დაკავშირებული შესაბამ- 
ისი ცნებებიც შემოიტანება). #/+ 8 კონიუნქციას უწოდებენ აგრეთვე # 

და 8 წინადადებათა (ფორმულათა) ლოგიკურ ნამრავლს და მას 
აღნიშნავენ აგრეთვე #Lს8-ით; ამასთანავე, # და წინადადებებს (ფორმუ- 
ლებს) ეწოდებათ / /+ 8 ნამრავლის თანამამრავლები (# არის პირ- 

გელი თანამამრავლი, ჩკი – მეორე თანამამრავლი). /" პრო- 

პოზიციული კავშირის სახელწოდებაა ,,და“ და, როგორც) ვხედავთ, /" 
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პროპოზიციული კავშირი დაახლოებით ისეთივე როლს ასრულებს შინა- 

არსული მათემატიკური თეორიის ინტერპრეტაციაში, როგორ როლსაც 
ასრულებს „და“ კავშირი ჩვეულებრივ ენაში. აქვე შევნიშნოთ, რომ პრო- 

პოზიციულ ოპერატორთა (კერძო პროპოზიციულ კავშირთა) როლი 
შინაარსული მათემატიკური თეორიის ინტერპრეტაციაში მხოლოდ მიას- 

ლოებით ემთხვევა მათ სახელწოდებათა როლს ჩვეულებრივ ენაში. აღნიშ- 
ნულ სახელწოდებათა შინაარსი ჩვეულებრივი ენის წინადადებებში არსე- 
ბითად არის დამოკიდებული კონტექსტზე. კონტექსისდა მიხედვით მათ, 

პროპოზიციული კავშირისაგან განსხვავებით, შეუძლიათ გამოხატონ, მა- 
გალითად, მიზეზ-შედეგობრივი კავშირები და მოვლენათა მიმდევრობი- 

თობა დროში. პროპოზიციული კავშირის შინაარსი ზუსტად განისაზ- 
ღვრება მისი განსაზღვრით და იგი არსებითად არაა დამოკიდებული კონ- 
ტექსტზე. ამის დასადასტურებლად სათანადო მაგალითების მოტანა თი- 

თოეული პროპოზიციული კავშირის შემთხვევაში სიძნელეს არ წარმო- 
ადგენს. მაგალითად, იმ დროს, როცა შინაარსულ მათემატიკურ თეორიე- 

ბში 7” და C/ # სავსებით ტოლფასი წინადადებებია, შესაძლოა 

სრულიად სზვადასხვა შინაარსით იქნეს გაგებული ,,და“ კავშირის გამოყ- 

ენებით შედგენილი შემდეგი რთული წინადადებები: ,,შევხედე და შემე– 

შინდა“ და ,,შემეშინდა და შევხედე“. მკითხველი ქვემოთ სხვა ლოგიკური 
კავშირების შინაარსის განსაზღვრასთან ერთად გზადაგზა ნახავს ამ სა– 
კითხთან დაკავშირებით შემდგომ შენიშენებს. 

შენიშვნა. ზემოთ აღნიშნულის შესაბამისად ვიგულისხმებთ, რომ 

X# და 8 ფორმულების კონიუნქციის ძირითადი აღნიშენაა #/" #8, რომ- 

ლის ნაცვლად კონტექსტში გამოყენებულია I” თეორიის (7 /+ 8) ფორ- 

მა და მისი # /V 8 გამარტივებული აღნიშვნა. 

დასასრულ შევნიშნოთ შემდეგი: > და 8 წინადადებათა, ფორმულა- 

თა კონიუნქციის განსაზღვრაში გამოყენებული ფრაზა ა ლილო « ასო–- 

ების მნიშვნელობათა 8,,...,9, სისტემისათვის #/+18 წინადადება ჰჭეშმა- 

რიტია 9-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ხსენებული ასოების იმავე 

სისტემისათვის X» წინადადებაც ჭეშმარიტია ი”/-ში და 8 წინადადებაც 

ჭეშმარიტია C-ში“ არ უნდა მივიჩნიოთ შემდეგი დასკვნის საფუძვლად: 

„978 ფორმულა არის X.,,...,.X, ასოების მნიშვნელობათა სისტემაზე 

დამოკიდებული წინადადება“. ეს დასკვნა სწორი იქნება მხოლოდ იმ შემ– 
თხეევაში, როცა X,,...,X, ასოებიდან ყველა ცვლადია. ხსენებული ფრაზა 
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მიუთითებს მხოლოდ იმას, რომ »/I8 ფორმულა შეგვიძლია გან- 

ვიხილოთ (ან,რაც იგივეა, უნდა განვგიხილოთ)როგორც %Xც..ა%. 

ასოების მნიშენელობათა სისტემაზე დამოკიდებული წინადადება. აქვე 

შევნიშნოთ. რომ / ოპერატორის (სიმბოლოს) =/ ინტერპრეტაციული 

შინაარსის მოტანილი განსაზღვრა ძალამია მხოლოდ იმ შემთხვევაში. 
როცა /" მოცემული (I თეორიის ლოგიკური კავშირია. ანალოგიური შე- 

ნიშენა მხედველობაში გვექნება სხვა ფორმების. ოპერატორებისა და ოპ- 

ერატორიული ნიშნების შემთხვევაში შენიშენის ცხადად მოტანის გარეშეც. 

2. 4 და ნწინადადებათა დიზუნქცია აღინიშნება (#V CI-ით 

(იკითხება: ,,,/MM ან 8“) და განსაზღვრით არის წინადადება, რომელიც 

მცდარია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #-ც მცდარია და ს-ც მცდა- 

რია. #V 8 დიზუნქციას უწოდებენ აგრეთვე # და 8 წინადადებათა 

(ლოგიკურ) ჯამს და /ს და ს-ს ეწოდებათ ამ ლოგიკური ჯამის შე- 
საკრებები (#არის პირველი შესაკრები. სკი – მეორე შესაკ- 
რები). V პროპოზიციული კავშირის სახელწოდებაა ,,ან“. 

შეენიშნოთ, რომ ჩვეულებრივ ენაში კავშირი ,,ან“ იხმარება ორი აზ- 

რით. ერთი იმ აზრით, რომელიც არსებითად შეესაბამება V -პროპოზი–- 
ციული კავშირის აზრს შინაარსული მათემატიკური თეორიის ინტერ- 
პრეტაციაში და მეორე იმ აზრით. რომლის თანახმად ## და 8 წინადადე- 

ბებისაგან შედგენილი, ,,#M ან ნ" წინადადება ითვლება ჭეშმარიტად მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ. როცა # და 86 წინადადებებიდან ერთი მცდარია, 

მეორე კი – ჭეშმარიტი. ქვემოთ ,,ან“ კავშირს გამოვიყენებთ პირველი 
აზრით. მეორე აზრის გამოსახატავად კი გამოვიყენებთ კავშირს ,,ან... ან...“ 
(ან X.ან 8). 

3, 4 წინადადების უარყოფა აღინიშნება (| ––< #I-ით (იკითხება 

„არა /%) და განსაზღვრით არის წინადადება. რომელიც ითელება ქეშ- 

მარიტად. როცა # მცდარია და ითვლება მცდარად, როცა # ჭეშმარი- 

ტია ·#-ში, სიმარტივისათვის –<#-ს ნაცვლად ზშირად წერენ ” -ს, 

მაგრამ მკითხველმა ყველგან > უნდა წარმოიდგინოს როგორც – 2». 

<5 პროპოზიციული კავშირის სახელწოდებაა „არა“ და როგორც ვხე- 

დავთ. ამ პროპოზიციულ კავშირს დაახლოებით ისეთივე შინაარსი აქვს 
შინაარსული მათემატიკური თეორიის ინტერპრეტაციაში, როგორი აზ- 

რიც აქვს ჩვეულებრივ ენაში კავშირს ,„,არა“. 
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4. #4 და 86 წინადადებათა გამომდინარეობა (იმპლიკა- 

ცია) აღინიშნება I/#M –> 81-ით (იკითხება: ,,/M-დან გამომდინარეობს ჩხ“ 

ან „ს იმპლიცირებს 8-+'"') და განსაზღვრით არის წინადადება, რომელიც 

მცდარია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა # ჭეშმარიტია და წ მცდარია. 

#-ს ეწოდება # –> 8 იმპლიკაციის წანამძღვარი ანუ ანტეცე- 

დენტი.Mხ+ კი ეწოდება – შედეგი ანუ კონსეკვენტი. 
–> პროპოზიციული კავშირის სახელწოდებებია ჩვეულებრივი ენის 

შემდეგი კავშირები: ,,გამომდინარეობს“ (,გამომდინარეობა“), ,,იმპლი– 

ცირებს“ (,,იმპლიკაცია“), ,,თუ... მაშინ...“ , „არა... ან.„“. ამ კავშირების ში–- 

ნაარსი ჩეეულებრივ ენაში რამდენადმე განსხვავდება ,,–> “ პროპოზიცი- 

ული კავშირის შინაარსისაგან. მიუხედავად ამისა, შემდეგში ჩვეულებრი- 

ვი ენის ხსენებულ კავშირებს (მეტაენაში) გამოვიყენებთ ისეთივე აზრით, 
როგორი აზრითაც შინაარსულ მათემატიკურ თეორიებში გამოიყენება 

“> პროპოზიცი ული კავშირი, ,,/ს –> 8“ იმპლიკაცია იკითხება აგრეთ– 

ვე შემდეგნაირად. ,,თუ #. მაზინ 8“. ამასთან. ნაცვლად ერთი და იმავე 

აზრის მქონე ფრაზებისა: ,,X»-დან გამომდინარეობს 8“ და „თუ #X, მაშინ 

ს“. იმავე აზრით იხმარება შემდეგი ფრაზები: ,,8 არის აუცილებელი პი- 

რობა #-თვის“ ,,M არის საკმარისი პირობა 8-თვის“. ეს ფრაზები უფრო 

ზუსტად ასე გამოითქმის: ,,ნ არის აუცილებელი პირობა იმისათვის, რომ 
ადგილი ჰქონდეს #-ს“ ,,# არის საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ ად- 

გილი ჰქონდეს 8-ს“ 

მოტანილი განსაზღვრის მიხედვით ,,#M –> 8“ ქეშმარიტია ყოველთ- 

ვის, როცა # მცდარია. ეს ფაქტი შეიძლება ასე გამოითქვას: ,,მცდარიდან 

ყველაფერი გამომდინარეობს.“ ასევე ის ფაქტი. რომ ,,/#M –> 8“ 

ჭეშმარიტია ყოველთვის, როცა 8 ჭეშმარიტია, შეიძლება ასე გამოითქვას 

„ჭეშმარიტი ყველაფრიდან გამომდინარეობს“. 

შენიშვნა: როგორც აღენიშნეთ „გამომდინარეობს“ და ,„,თუ..., მა- 

შინ...“ კავშირების შინაარსი ჩვეულებრიე ენაში რამდენადმე განსხვავდება 

>“  პროპოზიციული კავშირის შინაარსისაგან. ჩვეულებრივ ენაში 

იგულისხმება. რომ როცა # და 8 წინადადღებებია და # წინადადება 

მცდარია. მაშინ წინადადებას ,,თუ #.მაშინ 8“ არ აქვს აზრი. მაგრამ ასე– 

თი გაგება მათემატიკაში დაუშვებელია. მართლაც, მაგალითად, ვთქვათ 

I”



„ფერმას დიდი თეორემის" სახელწოდებით ცნობილი # წინადადების! 

გამოყენებით დამტკიცებულია რაიმე 8 წინადადება. არ ვიცით ჭჰეშმარი- 

ტია თუ არა # წინადადება. მაგრამ წინადადება ,,/#-დან გამომდინარეობს 

ჩ“ ჭეშმარიტია. ასევე ,,/#-დან გამომდინარეობს 8" შეიძლება იყოს ჭეშ- 

მარიტი წინადადება მაშინაც. როცა 8 მცდარი წინადადებაა. მეორე 

მხრივ. ერთი წინადადებიდან მეორის გამოყვანა (ე.ი. გამომდინარეობს 

დამტკიცებ2) მაშინაა საინტერესო, როცა არ ვიცით პირველი წინადადება 
ჭჰეშმარიტია თუ მცდარი – თუ ვიცით რომ პირველი წინადადება ჭეშ- 
მარიტია. მაშინ ზსენებული გამოყვანა მეორე წინადადების ჭეშმარიტო- 

ბის დამტკიცებად იქცევა (ამასთან. პირველი წინადადების ქეშმარიტობის 

დამტკიცებიდან და ხსენებული გამოყვანიდან მსჯელობათა უბრალო გა- 
ერთიანებით მიიღება მეორე წინადადების ჭეშმარიტობის დამტკიცება). 

თუ ვიცით. რომ 8 ჭეშმარიტია, მაშინ 8 წინადადების დამტკიცება შეგ– 

ვიძლია მივიჩნიოთ სც წინადადების გამოყვანად ნებისმიერ ფიქსირებულ #" 

წინადადებიდან (რამდენადაც 8-ს გამოყვანა #-დან გულისხმობს რომ მი- 

ვიჩნიოთ # ქეშმარიტად და დავამტკიცოთ 6). თუ ვიცით რომ ჯ მცდა- 

რია.მაშინ # –> 8 შემდეგნაირად დამტკიცდება (ვგულისხმობთ. რომ ვი- 

ცით იმპლიკაციის შინაარსი. როცა წინამძღვარი ჭეშმარიტია» ვთქვათ 

# –> 8 მცდარია. მაშინ ს მცდარია, # კი ჭეშმარიტია. ამასთან, ვიცით. 

რომ # მცდარია. ე.ი. # ერთდროულად არის ჭეშმარიტიც და მცდარიც. 

ეს წინააღმდეგობაა. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს იმას. რომ 

ჩვენი დაშვება არაა მართალი. მაშასადამე X# –> ჩ არის ჭეშმარიტი. 

დასასრულ შევნიშნოთ. რომ გამომდინარეობის ცნებას ჩვეულებრივ 

ენაში აქვს სხვაგვარი აზრი იმ შემთხვევაშიც კი. როცა წანამძლვარი და 

შედეგი ორივე ჭეშმარიტია. მართლაც, წინადადება ,,თუ 5 = 10 : 2, მა– 

შინ პარიზი საფრანგეთის დედაქალაქია“ ჭეშმარიტი წინადადებაა იმპლი– 
კაციის მოტანილი განსაზღვრის მიხედვით. მართლაც, „პარიზი საფრანგე- 

თის დედაქალაქია“ არის ჭეშმარიტი და ამიტომ მთელი წინადადება ჭეშ–- 
მარიტია (მიუხედავად იმისა ჭეშმარიტია თუ არა წანამძღვარი – განხი- 
ლულ წინადადებაში წანამძღვარიც ჭეშმარიტია). გამომდინარეობის ცნე- 

  

' რედაქტორის შენიშვნა: იმ დროისათვის, როცა ხელნაწერი იქმნებოდა ფერმას 
დიდი თეორემა ღია მათემატიკურ პრობლემად ითვლებოდა, დღეს ვითარება 

სხვაგვარადაა, თ'უმცა ამან კონტექსტში გატარებული შინაარსის გასააზრებ- 
ლად მკითხეელს ხელი არ უნდა შეუშალოს.



ბის ჩვეულებრივი ენის მიხედვით გაგების შემთხვევაში განხილული წინა- 

დადება ჭეშმარიტი არაა: ის ფაქტი, რომ ,,პარიზი საფრანგეთის დედაქა- 
ლაქია“ არაფრით არ გამომდინარეობს 5 = 10 : 2 წანამძღვრიდან – რად- 

გან გამომდინარეობის ჩვეულებრივი გაგება გულისხმობს, რომ შედეგი 
როგორღაც ,,გამომდინარეობს“ წანამძღვრიდან, რომ შედეგსა და წანამ– 

ძღვარს შორის უნდა იყოს რაღაც შინაგანი კავშირი. ასეთი კავშირი არ 
შეიძლება გვქონდეს, როცა წანამძღვარი და შედეგი სავსებით სხვადასხვა 

ტიპის წინადადებებია. გამომდინარეობის ასეთნაირი გაგება მათემატიკუ- 

რი თეორიების შემთხეევაში მეტისმეტად ვიწრო იქნებოდა. საქმე იმაშია. 

რომ მათემატიკურ თეორიებში ხშირად აბსტრაჰირებას ახდენენ წინადა- 
დების შინაარსისაგან – წინადადებაში ყურადღება ექცევა მხოლოდ იმას, 

ჭეშმარიტია თუ მცდარი იგი. მაშასადამე. მათემატიკურ თეორიებში გა– 

მომდინარეობის ცნება უნდა განისაზღვროს ,,ჭქეშმარიტობის“ და ,,მცდა- 

რობის“ ტერმინებით. 

5. 4 და 8 წინადადებათა ეკვივალენტობა (ტოლძა- 

ლოგნება) აღინიშნება (X#«>ს)-ით (იკითხება: ,/# ეკვივალენტურია 

8-სი“ ან ,,# ტოლძალოვანია 8-სი“) და, განსაზღვრით, არის წინადადება, 

რომელიც ითვლება ჭეშმარიტად ·#-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#” და 8 წინადადებებიდან ორივე ჭეშმარიტია, ან როცა ორივე მცდარია. 

«> ოპერატორის სახელწოდებებია: ,,ეკვივალენტობა“, ,ეკვივალენტუ- 

რია“. ,,ტოლძალოვგნება“,. ,,ტოლძალოვანია“, „მაშინ და მხოლოდ მაშინ“. 

#«->86 წინადადება იკითხება ასეც: ,,# მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 8“. 

ამასთანავე. ნაცვლად ერთი და იმავე აზრის მქონე ფრაზებისა ,,>» ეკვივა– 

ლენტურია 8-სი“ და ,,X# მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 8“ იხმარება 

აგრეთვე ფრაზები: ,,#-დან გამომდინარეობს 8 და პირიქით“; ,,#-ს აქვს 

ადგილი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ადგილი აქეს 8-ს“; ,,# არის აუ- 

ცილებელი და საკმარისი პირობა 8 პირობისათვის“; ,,იმისათვის, რომ ად- 

გილი ჰქონდეს # პირობას აუცილებელი და საკმარისია შესრულებული 
იყოს 8 პირობა“, 

ცხადია. #<>8 ეკვივალენტობა ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა ჰეშმარიტია როგორც #->8 გამომდინარეობა (იმპლაკაცია), 

ისე 8 –> # გამომდინარეობა,. 
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პროპოზიციული კავშირები უნდა განვიხილოთ. როგორც ფუნქცი- 

ები. რომელია არგუმენტები (მოცემული მათემატიკური თეორიის) წინა- 

დადებებია და რომელთა მნიშვნელობები ისევე წინადადებებია. 
ამასთან. ყოველი წინადადება უნდა გავაიგივოთ ამ წინადადების 

ჭეშმარიტულ მნიშვნელობასთან. ამრიგად, შეიძლება ითქვას, რომ /V V, 

–.4>2 პროპოზიციული კავშირები (L, წ -> (1 ს ტიპის ორადგილია- 

ნი ფუნქციებია, –– კი იმავე ტიპის ერთადგილიანი ფუნქციაა. 
პროპოზიციული კავშირები უმარტივესი სახით ლოგიკის ოპერა- 

ტორებია. ოპარენდების (ან არგუმენტების) რიცხვის მიხედვით ლოგიკუ- 
რი ოპერატორი. კერძოდ, პროპოზიციული კავშირი, შეიძლება იყოს 

„ადგილიანი (ი = 1, 2,...), ამასთან. ჭჰეშმარიტულ. მნიშვნელობათა 

აღმნიშვნელ ( და I კონსტანტებს ხშირად განიხილავენ,როგორც ნუ- 

ლადგილიან ლოგიკურ ოპერატორებს (როგორც ნულად- 
გილიან პროპოზიციულ კავშირებს). 

ამრიგად. ზემოთ აღნიშნულის შესაბამისად, L და წ უნდა განვიხი- 

ლოთ როგორც სათანადო ტიპის ნულადგილიანი ფუნქციები. 
შევნიშნოთ, რომ ზემოთ გამოყენებული ფრაზები ,,პროპოზიციული 

კავშირები უნდა განვიხილოთ როგორც ფუნქციები“. „შეიძლება 
ითქვას. რომ პროპოზიციული კავშირები არიან ყველგან განსაზღვრუ- 
ლი ფუნქციები“ და ,,წ (კონსტანტები უნდა განვიხილოთ როგორც სა- 

თანადო ტიპის ნულადგილიანი ფუნქციები“. მიუთითებენ მხოლოდ იმას, 
რომ აღნიშნულ პროპოზიციულ კავშირებს ვაიგივებთ შესაბამის ფუნ–- 
ქციებთან. C პროპოზიციული კავშირის შესაბამისი ფუნქცია აღინიშნე– 

ბა წვ -თი და მას C-ს მიკავშირებული ფუნქცია ეწოდება.ანალო- 

გიურ ფრაზებსა და ტერმინებს გამოვიყენებთ სხვა ოპერატორებისა და 
ოპერატორული ნიშნების შემ.იხვევაში (ამასთან, ხშირად დავკმაყოფილ- 

დებით მხოლოდ იმაზე მითითებით, თუ როგორ განიხილება C ოპერატო- 
რი ან ოპერატორული ნიშანი როგორც ფუნქცია). ამასთან, ვგულისხ- 
მობთ, რომ (არანულადგილიანი) ოპერატორის ან ოპერატორული ნიშ- 
ნის შინაარსის განსაზღვრა ნიშნავს მისი მიკავშირებული ფუნქციის გან–- 
საზღვრას. 

ამრიგად. ჯერჯერობით ვიცნობთ ორ ნულადგილიან, ერთ ერთადგი- 
ლიან და ოთხ ორადგილიან პროპოზიციულ კავშირს.



2.2-ში მოტანილი ზოგადი შეთანხმების შესაბამისად –+, /#V, ->, 

<> ოპერატორების მიკავშირებული ფუნქციები =7 ინტერპრეტაციაში 
შესაბამისად აღინიშნებიან შემდეგი 

რიცცს /#ეს MVMსხ “?ყს %“?ყე, 

სიმბოლოებით. ზემოთ აღნიშნულის შესაბამისად, უკანასკნელი აღნიშ- 

ვნების ნაცვლად გამოიყენება აგრეთვე 1, წ.) (,, 1.,, +, აღნიშვნები. ეს 

უკანასკნელი აღნიშვნები ხაზს უსვამენ იმ გარემოებას, რომ –, /V, V, 

–“–,<> პროპოზიციული კავშირების მიკავშირებული ფუნქციები ინ- 

ტერპრეტაციაზე დამოკიდებულნი არ არიან (ეს თვისება ოპერატორთა 

შორის მხოლოდ და მხოლოდ პროპოზიციულ კავშირებს აქვთ – ასევე, 

სხვა ასოებისაგან განსხვავებით, პროპოზიციული ასოს მნიშვნელობათა 
არე და საკუთრივი პროპოზიციული კონსტანტის მნიშვნელობა არაა და- 
მოკიდებული ინტერპრეტაციაზე). 

ახლა ადვილი დასანახია, რომ განხილული პროპოზიციული კავში- 
რების მიკავშირებული ფუნქციები შეიძლება განისაზღვროს შემდეგი 

ე.წ.ჭეშმარიტულ მნიშვნელობათა ცხრილებით: 

# 8 L. 
(1 ( L ( 1 

(( ჯ ( ჯ L 
LL ( წ 

წ ( ( 

(პირველ სვეტში მოცემულია ქეშმარიტულ მნიშვნელობათა დალა– 
გებული სისტემები გამარტივებული ფორმით, სხვა ნებისმიერ სვეტში მო- 
ცემულია მიკავშირებული ფუნქციის აღნიშვნა და ამ ფუნქციის მნიშვნე– 
ლობები ხსენებულ დალაგებულ სისტემაზე. ამასთან, ი-ადგილიანი პრო- 

პოზიციული კავშირის მნიშვნელობათა არეა (§ წ) –> (LL) ტიპის ყველა 

ყველგან განსაზღვრულ ი-ადგილიან ფუნქციათა მეტასიმრაელე). მოტა- 
ნილი ცხრილებიდან პირველი წარმოადგენს /V, –> , ორადგილიანი 

  

L – 
  

  

        

  

პროპოზიციული კავშირების L., I, L,, წს მიკავშირებული ფუნქციე- 

ბის ჭეშმარიტულ მნიშვნელობათა გაერთიანებულ ცხრილს. 
ორადგილიანი პროპოზიციული კავშირის მიკავშირებული ფუნქციის 
ჭქეშმარიტულ მნიშვნელობათა ცხრილი შესაძლოა ჩაიწეროს შემოკ- 

15



ლებული სახითაც. ასეთი შემოკლებული სახე, მაგალითად, (. ფუნ- 

ქციის ჭქეშმარიტულ მნიშვნელობათა ცხრილის შემდეგია: 
  

  

  

( LI” 

( LL 
ჯ (I         

იგულისხმება, რომ წ, -ს სვეტში მოცემულია ჭეშმარიტულ მნიშვნე– 

ლობათა დალაგებული წყვილების პირველი კომპონენტები, L, ს სტრიქონ- 

ში კი – მეორე კომპონენტები, ამასთან, L„ ფუნქციის მნიშვნელობა მოცე- 

მულ წყვილზე მოცემულია წყვილის პირველი კომპონენტის შესაბამის 
სტრიქონსა და მეორე კომპონენტის შესაბამის სვეტის გადაკვეთაში. 

3.1.2 ლოგიკური ოპერატორული ნიშნებისა და 
კვანტორების როლი ფორმების მნიშვნელობების გა- 
მოთვლისას. ვთქვათ, 8 არის ი-ადგილიანი (ი >0) მარტივი ოპერა- 

ტორი, C4)...ტ,, კი ი-ადგილიანი კვანტორია. 8 მარტივი ოპერატო- 
რის როლის განსაზღვრა (ფორმის მნიშვნელობების გა- 

მოთვლისას) გულისხმობს 6/%,...-, სახის ფორმის მნიშვნელობის გან- 

საზღვრას (განსაზღვრებად თ/ ინტერპრეტაციის მიმართ) მისი თავისუფალი 
ასოების მნიშვნელობათა ნებისმიერი სისტემისათვის იმ შემთხვევაში, როცა 

(1, 2,...,ი1-დან აღებული თითოეული I-თვის განსაზღვრულია 2; ოპერან- 

დის მნიშვნელობა იმავე ასოების მნიშვნელობათა იმავე სისტემისათვის; 
ამასთან, ეს პირობა უნდა სრულდებოდეს იმ შემთხვევაშიც, როცა = , = 

დღა ლ პრედიკატებისაგან განსხვავებული (ყველა ან) ზოგიერთი საკუთ- 

რივი კონსტანტა ასო არასაკუთრივ კონსტანტად არის მიჩნეული (რაც 
შესაძლებლობას გვაძლევს განვიხილოთ ასოების მნიშენელობათა ისეთი 
სისტემები, რომლებშიც ამა თუ იმ არასაკუთრივ კონსტანტად მიჩნეული 
საკუთრივი კონსტანტის მნიშენელობაა მისი მნიშვნელობათა არედან 

აღებული ნებისმიერი ობიექტი). C4,...4,, კვანტორის როლის გან- 
საზღვრა (ფორმის მნიშვნელობების გამოთვლისას). გულის- 

ხმობს Cთ/4,...ტ #...#ე სახის ფორმის მნიშვნელობის განსაზღვრას მისი 

2. .:%, თავისუფალი ასოების მნიშვნელობათა ნებისმიერი მევ... მ, სის- 
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ტემისათვის იმ შემთხევევაში. როცა LI, 2....,I)11-დან აღებული თითოგული 

I-თვის განსაზღვრულია /#%, ოპერანდის მნიშვნელობები #,...ტ, XX ,...-.%V 
ასრების ხ,.....0, მ.მ, სახის ყველა სისტემისათვის, სადაც. (1, 2,...,I11-დან 

აღებული თითოეული I-თვის ხ, არის #4, ასოს მნიშვნელობათა არედან 

აღებული ობიექტი; ამასთან ეს პირობა უნდა სრულდებოდეს იმ შემთხვე- 
ვაშიც, როცა =. = და C პრედიკატებისაგან განსხვავებული (ყველა ან) 

ზოგიერთი საკუთრივი კონსტანტა ასო მიჩნეულია არასაკუთრივ კონ- 
სტანტად. ოპერატორული ნიშნის როლის განსაზღვრა (ფორ- 
მის მნიშვნელობების გამოთვლისას) გულისხმობს შესაბამისი თი– 
თოეული კვანტორის როლის განსაზღვრას. 

როგორც აქ შემდეგშიც ხშირად, სიმარტივისათვის, ნაცვლად ტერ- 

მინისა „ოპერატორის როლი ფორმის მნიშენელობების გამოთვლისას“ 

ვისარგებლებთ ტერმინით ,,ოპერატორის როლი“ ანალოგიური აზრით 

იქნება გამოყენებული ტერმინები ,,კვანტორის როლი“ და ,,ოპერატორუ- 
ლი ნიშნის როლი" 

წინა პარაგრაფში აღვწერეთ რა პროპოზიციული კავშირების რო- 
ლი ფორმების მნიშენელობების გამოთელისას დაუყოგნებლივ ცხადი გახ– 

"და პროპოზიციული კავშირის შინაარსი – ხსენებული როლის აღწერით 

საკმაოდ იოლად განისაზღვრა პროპოზიციული კაეშირების მნიშვნელო- 

ბათა არეები და მიკავშირებული ფუნქციები. ამ პუნქტში აღვწერთ ძირი– 

თადი თეორიის ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორების როლს. ამის 

შემდეგაც მათი შინაარსის განსაზღვრა საკმაო სიძნელეებთან არის დაკაე– 
შირებული. მხედველობაშია V, 3. +, L, :V,-3,7+ ოპერატორული ნიშ- 

ნები და მათი შესაბამისი კვანტორები. 
V, 3. XV. 1, /V,-3,-C ოპერატორული ნიშნების შესაბამისი კვანტო- 

რებისათვის. გარდა 2.1-ში მოტანილი სამი პირობისა, დამატებით მოით- 

ხოვება შემდეგი (მ) პირობის შესრულება. 

(8). ვთქვათ, C არის ერთ-ერთი V/, 3, 1, 1, ·V,- 3.-L სიმბოლოები– 

დან.თუ 0 მოცემული თეორიის ალფაბეტის სიმბოლოა.მაშინ C არის (1, 1) 

წონის მქონე ოპერატორული ნიშანი, რომლის შესაბამის კვანტორებში 

ოპერატორულ ასოებად მხოლოდ საგნობრივი ასოები გამოიყენება. 

გთქვათ. Vტ და 34 კვანტორებია. V ს ეწოდება ზოგადობის 
ოპერატორული ნიშანი, 3-+ ეწოდება არსებობის ოპერატო- 

რული ნიშანი. V/Vმს-ს ეწოდება ზოგადობის კვანტორი #ოპე- 
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რატორული ასოთი. 34 -სკი ეწოდება არსებობის კვანტორი # 

ოპერატორული ასოთი. V0ტ4 #-ს ეწოდება # ფორმულის გან- 

ზოგადება 4ტ-თი. 34 #-ს კი ეწოდება # ფორმულის დადასტუ- 
რება რ-თი. ამასთან. ისინი შესაბამისად იკითხებიან ფრაზებით 
„ყოველი #-თვის ”»“ და ,,არსებობს ისეთი /ბ. რომ 7“ 

ვთქვათ. # მოცემული IL თეორიის ნებისმიერი ფორმაა. V ,,...,V ,, კი 

ასოების ისეთი ნებისმიერი მიმდევრობაა, რომლის წევრთა შორის იმყო- 
ფება # ფორმის ყველა თავისუფალი ცვლადი. მაშინ X» ფორმის მნიშვნე- 

ლობა V,....V,, ასოების «7 ინტერპრეტაციის მიმართ მნიშვნელობათა 

მ,..სმ,, სისტემისათვის. განსაზღვრით, არის # ფორმის მნიშვნელობა 

V,, ,....V, რა----. ასოების მნიშვნელობათა მე... მ,,ს ხ.,...ხ, სისტე- 

მისათვის, სადაც V-X, მიმდევრობის მისაღებად საკმარისია V-ს Vე 

მიმდევრობიდან ამოვაგდოთ განმეორებითი წევრები და # ფორმის დაბ–- 
მული ასოები. 24,,...,2, არის V ,,.-., წV,, მიმდევრობაში არმყოფი # ფორ- 
მის ყველა ერთმანეთისაგან განსხვავებული თავისუფალი ასოების (კონ– 
სტანტების) მიმდევრობა, ხ,....,ხ, კი არის 2... 7 ასოების (კონსტან– 

ტების) მნიშვნელობები ·„/7 ინტერპრეტაციაში. ქვემოთ ამ პუნქტში ეს შე- 
ნიშვნა ყველგან უნდა ვიქონიოთ მხედველობაში. 

ვთქვათ. ახლა. რომ -# მოცემული I თეორიის ნებისმიერი ფორმუ- 

ლაა. X,,....>X, არის #-გან და ერთმანეთისაგან განსხვავებული # ფორ- 

მულის ყველა თავისუფალი ასოს მიმდევრობა, V,,....V კი ასოების 
ისეთი ნებისმიერი მიმდევრობაა, რომლის წევრებს შორის გვხვდება 2 

ფორმულის #-გან განსხვავებული ყველა თავისუფალი ცვლადი (ე.ი. 

VMტ6 »# ფორმულის ან. რაც იგივეა. 34 # ფორმულის ყველა თავისუფა- 

ლი ცვლადი). 
როგორც წინა პუნქტში, ჯერჯერობით აქაც ვიგულისხმოთ. რომ >» 

ფორმულა განუსაზღვრელ მნიშვნელობებს არ ღებულობს. 

Vტ ღა 304 კვანტორების როლი გამარტივებულად შეიძლება ასე 

განისაზღვროს. განსაზღვრით. V/ს „ს, შესაბამისად 3/' #, არის წინადა- 

დება (ფორმულა), რომელიც ჭეშმარიტია C // ინტერპრეტაციაში) მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ. როცა (// ინტერპრეტაციის მიმართ) # ასოს ყოველი, 
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შესაბამისად ერთი მაინც, მნიშვნელობისათვის # წინადადება არის ჭეშ- 

მარიტი. 

მოტანილი განსაზღვრის დაზუსტების მიზნით შევნიშნოთ შემდეგი. 
იმისათვის, რომ შესაძლებელი იყოს ვილაპარაკოთ /# ასოს ამა თუ იმ 

მნიშვნელობისათვის 7## წინადადებაზე, აუცილებელი და საკმარისია, წი- 

ნასწარ დაფიქსირდეს # ფორმის რ#-გან განსხვავებული თავისუფალი ასო- 

ების მნიშენელობები. ამიტომ ცხადია, რომ V/ბ # და 34 # ფორმულე- 
ბის (ჭეშმარიტული) მნიშვნელობები დამოკიდებული იქნება # ფორმუ- 

ლის #-გან განსხვავებული თავისუფალი ასოების მნიშვნელობათა სისტე- 

მაზე; # ასოს მნიშვნელობაზე აღნიშნული ფორმულების მნიშვნელობები 

დამოკიდებული არ იქნება და, მაშასადამე, V/ # და 51M # ფორმულე- 

ბისათვის /#, მხოლოდ დაბმულ ასოს წარმოადგენს. ამასთან, /#ბ-გან გან- 
სხვავებული ასოს შემოსვლა MV/ს X, შესაბამისად 34 /#, ფორმულაში 

წარმოადგენს ასოს თავისუფალ შემოსვლას მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა ეს შემოსვლა წარმოადგენს ასოს თავისუფალ შემოსვლას განხი- 

ლული ფორმულის 2» ნაწილში. მაშასადამე, VI/ს #ს, შესაბამისად 34 7, 

ფორმულა შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც #/ ფორმულის # 

ასოსგან განსხვავებული თავისუფალი ასოების (ან, რაც იგივეა, V# X, 

შესაბამისად 3/# #, ფორმულის თავისუფალი ასოების) მნიშვნელობათა 

სისტემაზე დამოკიდებული წინადადება – ჭჰეშმარიტული მნიშვნელობა. 
მოტანილი გამარტივებული განსაზღვრის ზუსტი ფორმაა შემდეგი. 

V/M #, შესაბამისად 34 #, არის ფორმულა, რომლის (ჭეშმარიტული) 

მნიშვნელობა X,,...,X, ასოების მნიშვნელობათა 2,ც-.,მ, სისტემისათვის 

არის 1 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #, X,,...,.X, ასოების მნიშვნელო- 

ბათა მ, 2,/...,მ, სახის ყველა, შესაბამისად ერთი მაინც, სისტემისათვის # 

ფორმულის მნიშვნელობა არის L (სადაც 8 არის # ასოს მნიშვნელობათა 

არედან აღებული ნებისმიერი ობიექტი – ე.ი. IM. უნივერსუმიდან აღებუ- 

ლი ნებისმიერი საგანი). 

საზოგადოდ, შეგვიძლია ვილაპარაკოთ Vი #, შესაბამისად 

34 #., ფორმულის ჭეშმარიტულ მნიშვნელობაზე V ც...V. ასოების ნე- 

ბისმიერი ხ,,..,ხ,, სისტემისათვის (ცხადია, V ,,...,V , ასოების ისეთი ნე– 

ბისმიერი მიმდევრობაა, რომლის წეგრთა შორის იმყოფება V/ # ფორ- 
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მულის (ან, რაც იგივეა, 34 # ფორმულის) ყველა თავისუფალი ცვლადი; 

ამასთან, ეს უკანასკნელი ჭეშმარიტული მნიშვნელობა იგიეეა, რაც V// #6, 

შესაბამისად 34 /7#, ფორმულის ჭეშმარიტული მნიშვნელობა V,ია. ა VI, 

,, სისტემისათვის, სადაც V-ს VI, 

მიმდევრობის მისაღებად საკმარისია Vს..აV,, მიმდევრობიდან ამოვაგ– 

დოთ განმეორებითი წევრები და VI / (ან, რაც იგივეა, 34ს #) ფორმის 

დაბმული ასოები. 

განვიხილოთ მაგალითები 5, თეორიიდან. ფორმულები 

“/X = +; (X+ V)X = X” + V” + 2XX; “V/(X+ V)? = X+ V 

(5, თეორიის ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში) წარმოადგენენ X და V 

ცელადების მნიშვნელობათა სისტემაზე დამოკიდებულ წინადადებებს, 
ე.ი. X და V ცვლადები ამ ფორმულების თავისუფალ ცვლადებს წარმო- 
ადგენენ (ამ ფორმულებში დაბმული ცვლადები არ გვაქვს). რაც შეეხება 
ფორმულებს 

ასოების მნიშვნელობათა ხ,,..,ხ 

3X IVX =X); (ს) 
VX  IX+XV)” = X” +V” +2XIVI; (2) 

V; წლ 2 =X+ », ფა 

93» IV ?:CCV)= XI, (4) 
ისინი მხოლოდ V ცვლადის მნიშვნელობაზე დამოკიდებულ წინადადებებს 

წარმოადგენენ, გარდა უკანასკნელისა, რომელიც % ? და X ცვლადების 

მნიშვნელობათა სისტემაზე დამოკიდებული წინადადებაა. ამასთან, (1) 
ფორმულა შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც V და 2 ასოებზე დამოკიდე- 
ბული წინადადება. ადვილი დასანახია, რომ (1) ფორმულის მნიშვნელობა 

V = 95-სათვის არის 1 (ე.ი. V = 5-სათეის (1) წინადადება არის ჭეშმარიტი), 
V = – 5+ათვის კი (1) ფორმულის მნიშვნელობა არის წ. ასევე, ცხადია, 

რომ (2) ფორმულის მნიშენელობა X-ის დადებითი მნიშენელობებისათვის 

არის 1, V-ის უარყოფითი მნიშვნელობებისათვის კი არის IL. (3) ფორ- 
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მულის მნიშვნელობა V-ის ყოველი მნიშენელობისათვის არის წ. მართ- 
ლაც. V«ის მოცემულ ნებისმიერ ფიქსირებულ Vე მნიშვნელობისათვის 

VX /ნ + Vი)” = X+X0 მცდარია, რამდენადაც თუ შევარჩევთ X-ის 

ისეთ Xე მნიშენელობას, რომლისთვისაც Xე + Vე< 0 (ასეთი Xე-ის არსე- 

ბობა ცხადია), მაშინ X = Xე მნიშვნელობისათვის “IX + Vი 1 =X+ V0 

ფორმულა მცდარ წინადადებას წარმოადგენს. 
განვიხილოთ ახლა, %X4# , შესაბამისად 14 , კვანნტორები. როგორც 

ვიცით, +ს ეწოდება განუსაზღვრელი დესკრიპციის (აღწერის) 

ოპერატორული ნიშანი, 1Lს კი ეწოდება განსაზღვრული დეს-. 

კრიპციის ოპერატორული ნიშანი.ამის შესაბამისად, +4ტ -ს ეწო- 
დება განუსაზღვრელი დესკრიპციის ოპერატორი (კვანტო- 
რი), ტ# ოპერატორული ასოთი, 14 ს კი ეწოდება განსაზღვრუ- 
ლი დესკრიპციის ოპერატორი (კვანტორი).ტ ოპერატორუ- 

ლი ასოთი. ხშირად 1 სიმბოლოს ნაცვლად იყენებენ ,,“ სიმბოლოს 

(შებრუნებულ იოტას). აქვე შევნიშნოთ, რომ + ოპერატორულ ნიშანს 

უწოდებენ ჰილბერტის ოპერატორს (იგი ჰილბერტმა შემოიტანა 

და მას იგი აღნიშნავდა C-ით). «#4 # და 1/ს X# ტერმები შესაბამისად იკით- 

ხება ფრაზებით: „საგანი # ისეთი, რომ ჯ"“ და ,, ერთადერთი საგანი #ს ისე- 

თი,რომ #“. 

ვიგულისხმოთ ისევ, რომ /#%#,X,,...,X,, V ,ც..., –,, სიმბოლოებისათეის 

სრულდება ზემოთ აღნიშნული პირობები. 
+# და 1რ კვანტორების როლი გამარტივებულად შეიძლება ასე გა– 

ნისაზღვროს. განსაზღვრით, +/" #, შესაბამისად 14 /#, არის ტერმი, რო– 

მელიც აღნიშნავს (/#ს ასოს მნიშენელობათა არედან აღებულ) ნებისმიერ, 

შესაბამისად ერთადერთ, ისეთ # საგანს, რომლისთვისაც # წინადადება 

ჭეშმარიტია; თუ ასეთი საგანი არ არსებობს, მაშინ +/ა #, შესაბამისად 

L4 ს, აღნიშნავს # ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებულ ნებისმიერ 

საგანხ. 
. მოტანილი განსაზღერის დაზუსტების მიზნით შევნიშნოთ შემდეგი. 

იმისათვის რომ შესაძლო იყოს ვილაპარაკოთ # ასოს ამა თუ იმ მნიშვნე- 
ლობისათვის # წინადადებაზე, აუცილებელი და საკმარისია, წინასწარ 
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დაფიქსირდეს # ფორმის #რ#-გან განსხვავებული თავისუფალი ასოების 

მნიშენელობები. ამიტომ ცხადია, რომ +/ს #, შესაბამისად L/ხ #, ტერმე- 

ბის მნიშვნელობები დამოკიდებული იქნება # ფორმულის /"-გან განსხვა– 

ვებული თავისუფალი ასოების მნიშვნელობათა სისტემაზე; # ასოს მნი- 

შენელობაზე აღნიშნული ტერმების მნიშვნელობები დამოკიდებული არ 

იქნება და, მაშასადამე, «ტ # და 14 # ტერმებისათვის /# მხოლოდ დაბ- 

მულ ასოს წარმოადგენს. ამასთან, /ბ"-გან განსხვავებული ასოს შემოსვლა 

+404 #, შესაბამისად 14 #, ტერმში წარმოადგენს ასოს თავისუფალ შე- 

მოსვლას განხილული ტერმის # ნაწილში. მაშასადამე, +/“ბ #, შესაბამი- 

სად 14 „ს, ტერმი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც # ფორ- 

მულის # ასოსგან განსხვავებული თავისუფალი ასოების (ან, არც იგივეა, 

14 ,#. შესაბამისად 10 #, ფორმულის თავისუფალი ასოების) მნი”შვნე- 

ლობათა სისტემაზე დამოკიდებული საგანი, 

მოტანილი გამარტივებული განსაზღვრის ზუსტი ფორმაა შემდეგი. 

4რ ,V. შესაბამისად 14 #, არის ტერმი, რომლის მნიშვნელობა ალლ თ 

ასოების მნიშვნელობათა ნებისმიერი მ,..»მე სისტემისათვის არის # ასოს 

ნებისმიერი, შესაბამისად ერთადერთი, ისეთი მე მნიშვნელობა, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას: # ფორმულის მნიშვნელობა რ,X.,...%, ასოე– 

ბის მნიშვნელობათა შე,მეა--მე სისტემისათვის არის § თუ # ასოს ასეთი 

მე მნიშვნელობა არ არსებობს, მაშინ განხილული ტერმის მნიშვნელობა 

XI... >X, ასოების მნიშვნელობათა მ,,...,მ, სისტემისათვის არის #ს ასოს 

ნებისმიერი რე მნიშვნელობა. 

განსაზღვრ.ულობისათვის ვიგულისხმებთ შემდეგს: მოცემული თე- 

ორიის ნებისმიერ 8 ფორმულას, ნებისმიერ ხ საგნობრივ კვნტორულ 

ასოს და 8 ფორმულაში მყოფი ხ-გან განსხვავებული ყველა თავისუფალი 

ასოს მნიშვნელობათა ყოველ დალაგებულ სისტემას ეთანადება ხ ასოს 

ყველა ისეთი მნიშვნელობების მეტაერთობლიობა, რომლისთვისაც 8 

ფორმულა ქეშმარიტია (როცა ხ-გან განსხვავებული 8 ფორმულის თავი- 

სუფალი ასოების მნიშვნელობები ხსენებულ მნიშვნელობათა სისტემაში 
მოცემული მნიშვნელობებით არის დაფიქსირებული»; თითოეულ ასეთ 
არაცარიელ მეტაერთობლიობაში (შემდეგში ვნახავთ, რომ ეს მეტაერ- 
თობლიობები მეტასიმრაელეებია) და, აგრეთვე. ხ ასოს მნი შენელობათა 
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არეში (ე.ი. MX არეში) მონიშნულია თითო საგანი; ამასთან, შესრულე- 

ბულია შემდეგი მ პირობა; იმ შემთხვევაში, როცა მოცემული თეორია 

სიმრავლეთა თეორიაა და ზსენებული მეტაერთობლიობა (მეტასიმრავლე) 
სიმრავლეს შეიცავს ელემენტად, მაშინ ამ მეტაერთობლიობაში მონიშ- 
ნული საგანი სიმრავლეა, თანაც, როცა აღნიშნული მეტაერთობლიობა 

ცარიელ სიმრავლეს შეიცავს ელემენტად, მაშინ ამ მეტაერთობლიობაში 

მონიშნული საგანი ცარიელი სიმრავლეა, იმ შემთხვევაში კი, როცა სა- 
განთა არე რიცხვთა რაიმე სიმრავლეა და ხსენებული მეტაერთობლიობა 
ნულს შეიცავს ელემენტად, მაშინ ამ ერთობლიობაში მონიშნ ული საგანი 

ნულია. ამასთან, +/ # ტერმის მნიშვნელობა 2.24, ასოების მნიშვნე- 

ლობათა CI სისტემისათვის არის # ფორმულის, # ასოს და C სისტემის 

შესაბამის # მეტაერთობლიობაში მონიშნული საგანი ან # არეში მო- 

ნიშნული საგანი იმისდა მიხედვით # მეტაერთობლიობა არაა ცარიელი. 

თუ ცარიელია (არ გამოირიცხება შემთხვევა, როცა თ სისტემა ცარიე- 

ლია), LV # ტერმის მნიშვნელობა კი იმავე თ სისტემისათვის არის /" მე– 

ტაერთობლიობის ერთადერთი საგანი ან M. არეში მონიშნული საგანი 

იმისდა მიხედვით # მეტაერთობლიობა ერთადერთი საგნისაგან შედგება 

თუ არა (მაშასადამე, 14 X# სახის ტერმების მნიშვნელობების განსაზღვრა 

მოითხოვს მხოლოდ ერთი საგნის მონიშვნას # არეში). უკანასკნელი წი–- 

ნადადება გამარტივებულად შეიძლება ასე გამოითქვას. X/ს აღნიშნაეს #ბ 

ასოს ისეთ მნიშვნელობათა არაცარიელ მეტაერთობლიობაში მონიშნულ 
საგანს, რომლებისთვისაც # წინადადება ჭეშმარიტია; თუ ასეთი მეტაერ- 

თობლიობა ცარიელია, მაშინ + # აღნიშნავს # ასოს მნიშვნელობათა 

არეში მონიშნულ საგანს; L/ს # აღნიშნავს /#ს ასოს ისეთ ერთადერთ მნიშ- 

ვნელობას, რომლისთვისაც # წინადადება ჭეშმარიტია; თუ 4 ასოს ასეთი 

ერთადერთი მნიშვნელობა არ არსებობს, მაშინ L4ხს # აღნიშნავს # ასოს 

მნიშვნელობათა MX არეში მონიშნულ საგანს. 

მეტაერთობლიობაში მონიშნული საგნების მოტანილი განსაზღერი- 
დან ბუნებრივად ინდუცირდება შემდეგი განსაზღვრა. #»# ფორმულის, 4 

საგნობრივი კვანტორული ასოს და V ,,...,V,, ასოების მნიშვნელობათა 

ხ,,...,ხ,, სისტემის შესაბამისს მეტაერთობლიობად უნდა მივიჩნიოთ >» 

ფორმულის, 4 საგნობრივი კვანტორული ასოს და V,, „ს ”,, არევა რ“, 

23



ასოების მნიშენელობათა ხ, – ხ, CI... C, სისტემის შესაბამისი 8 მე– 

ტაერთობლიობა. სადაც V, ==” მიიღება V,ს...VM/ მიმდევრობიდან 

განმეორებიოი წევრებისა და ისეთი წევრების ამოგდებით. რომლებსაც #» 

ფორმაში თავისუფალი შემოსელა არ აქვთ ან ემთხვევა რ ასოს. 27),..-.2., 

კი # ფორმის ყველა ერთმანეთისაგან და #,V ,,...,V,, ასოებისაგან განსხვა- 

ვებული თავისუფალი ასოების (კონსტანტების) მიმდევრობაა, C,,...,C, 

კი #).....2, კონსტანტების მნიშვნელობებია. ამასთან , ზემოთ აღნიშნუ- 

ლის ანალოგიურად. 8 მეტაერთობლიობით და 8-ში და L--ში მონიშნუ- 
ლი საგნებით უნდა განისაზღვროს საგანი. რომელიც აღინიშნება ტერ–- 
მინით ,, L.4 /%. შესაბამისად 14 >. ტერმის მნიშენელობა V.ე..აV. ასოე- 

ბის მნიშვნელობათა ხ,,.....ხ,, სისტემისათვის“ (ცხადია. V,,.., V,, ასოების 
ისეთი ნებისმიერი მიმდევრობაა, რომლის წევრთა შორის იმყოფება 
+რ /+ ტერმის (ან. რაც იგივეა, 1(სV /# ტერმის) ყველა თავისუფალი ცვლა- 
დი). ცხადია. ეს უკანასკნელი მნიშვნელობა იგიეეა, რაც. L/“ზ -#ს, შესაბამისად 
14 „ს. ტერმის მნიშვნელობა V,, ს V, ასოების მნიშნელობათა ხ, ,...,ხ 

სისტემისათვის. ასევე ცხადია. რომ აღნიშნული მნიშვნელობა იგივეა, რაც 
+ტ /#. შესაბამისად L/ს #, ტერმის მნიშვნელობა V, “ა V,, ასოების მნი– 

შენელობათა ს... ხ. სისტემისათვის, სადაც V, .....V,, მიიღება V, ,...,V 

მიმდევრობიდან საკუთრივი კონსტანტების ამოგდებით. 

ცხადია. თუ X/....X, ასოების ნებისმიერი ისეთი მიმდევრობაა. რო- 

შელიც ერთ მაინც საკუთრივ კონსტანტას შეიცავს, მაშინ 2 ც..%, ასოე– 

ბიდან ზოგიერთი (ერთი მაინც) საკუთრივი კონსტანტის არასაკუთრივ 

კონსტანტად მიჩნევით ფართოედება მოცულობა ცნებისა, რომელიც 

აღინიშნება ტერმინით: ,, XI,...:#X, ასოების მნიშვნელობათა სისტემა“. 

"” 

" 

3.1.3 %ზ ოგადი შემთხვევა · ზოგად შემთხვევაში. როცა ფორ- 

მისათვის დაიშვება განუსაზღვრელი მნიშენელობებიც (ე.ი. როცა განიხ– 

ილება სამმნი შვნელობიანი ლოგიკური თეორია) მოტანილი განსაზღერე- 
ბები უნდა განზოგადდეს გაფართოებული არეებისათვის. ე.წ. ჭეშმარი–- 
ტული განუსაზღერელი მნიშვნელობის მცდართან ნაწილობრივად გაიგი– 

ვების პრინციპის საფუძველზე. ეს პრინციპი გულისხმობს იმას, რომ ოპე- 
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რატორის მნიშვნელობის გამოანგარიშებისას განუსაზღვრელი ჰჭეშმარი- 
ტული მნიშვნელობა უნდა მივიჩნიოთ მცდარად. ამ პრინციპის საფუძ- 
გველზე მიღებული განზოგადებული ოპერატორებისათვის შევინარჩუ- 
ნებთ აღნიშვნებს, სახელწოდებებსა და ფორმის წასაკითხად გამოყენე- 
ბულ ფრაზებს (სხვა სახის განზოგადოებებისათვის იძულებული ვიქნებით 
ვისარგებლოთ შეცვლილი ან, უკიდურეს შემთხვევაში, მოდიფიცირე- 

ბული აღნიშვნებით, სახელწოდებებითა და ფრაზებით). ზემოთ მოტანი- 

ლი განსაზღვრებები ზოგად შემთხვევაში, როცა განზოგადებას ვაწარ- 

მოებთ ხსენებული პრინციპის საფუძველზე და, მაშასადამე, აღნიშვნებს, 

სახელწოდებებსა და წასაკითხად გამოყენებულ ფრაზებს ვინარჩუნებთ, 

შემდეგ სახეს იღებენ (მოგვყავს განსაზღვრებათა მხოლოდ ის ნაწილები, 
რომლებიც ეხებიან ფორმის მნიშვნელობებს – მხედველობაშია ფორმის 

მნიშვნელობები მოცემული თეორიის CV ინტერპრეტაციაში. 
1. 3 და 8 წინადადებათა (ფორმულათა) კონიუნქცია 

X2/ 8, განსაზღვრით, არის წინადადება, რომელიც ჭეშმარიტია, როცა 

/#-ც ჭეშმარიტია და 8-ც. სხვა შემთხვევაში იგი მცდარია. 

2. 4 და წინადადებათა დიზუნქცია »V ს, განსაზღვრით, 

არის წინადადება, რომელიც, ჭეშმარიტია, როცა # და სხ წინადადებე- 

ბიდან ერთი მაინც ჭეშმარიტია. სხვა შემთხვევაში იგი მცდარია. 
3. 1 წინადადების უარყოფა –<–+/ მცდარია, როცა # ქჭეშ- 

მარიტია. დანარჩენ შემთხვევაში იგი ჭეშმარიტია. 
4. 2 და 8 წინადადებათა გამომდინარეობა (იმპლიკა- 

ცია) # –> 8, განსაზღვრით, არის წინადადება, რომელიც მცდარია, რო- 
ცა # არის ჭეშმარიტი და 8 არ არის ჭეშმარიტი (2 შემთხვევა 9-დან). და– 

ნარჩენ შემთხვევაში იგი ჭეშმარიტია. 
5. 2 და 8 წინადადებათა ეკვივალენტობა (ტოლძა- 

ლოვნება) #ჯ# «+ #, განსაზღვრით, არის წინადადება, რომელიც ქეშმა- 

რიტია. როცა # და 8 ორივე ჭეშმარიტია ან როცა არც ერთი მათგანი არ 

არის ჭეშმარიტი (5 შემთხვევა), სხვა შემთხვევაში იგი მცდარია. 

6. VMტ >, შესაბამისად -1/ტ #, წინადადება არის ჭეშმარიტი, როცა 

რ ასოს ყოველი, შესაბამისად ერთი მაინც, მნიშენელობისათვის /” 

წინადადება არის ჭეშმარიტი. სხვა შემთხვევებში მცდარია. 
7. «ე # არის ტერმი, რომელიც აღნიშნავს (#4 ასოს მნიშენელო- 

ბათა არედან აღებულ) ნებისმიერ ისეთ რი საგანს, რომლისთვისაც # 
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ჭეშმარიტია; თუ ასეთი საგანი არ არსებობს. მაშინ +/" # აღნიშნავს # 

ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს. განსაზღვრუ- 

ლობისათვის აქაც ვიგულისხმებთ, რომ +4 /# აღნიშნავს სათანადო მეტა- 

ერთობლიობაში ,,მონიშნ ულ საგანს“. 

8. 1ტ /## არის ტერმი. რომელიც აღნიშნავს (/#ს ასოს მნიშვნელობათა 
არედან აღებულ) ისეთ ერთადერთ საგანს, რომლისთვისაც # ჭეშმარი- 

ტია; თუ ასეთი (ერთადერთი) საგანი არ არსებობს, მაშინ 14 აღნიშ- 

ნავს #4 ასოს მნიშენელობათა არეში (ე.ი. # არეში) ,,მონიშნულ საგანს“. 

3.1.4 დამატებითი ოპერატორები და ოპერატორუ- 
ლი ნიშნები. ახლა განვსაზტეროთ (5, თეორიის) დამატებითი 

იი“ <2, 2, = (1 ) 

ოპერატორების შინაარსი და ·ჟV,>.3 და ·+ ოპერატორული ნიშნებისა 
და შესაბამისი კვნტორების როლი ფორმების მნიშენელობების გამოთ– 
ქლისას. ზემოთ /V, V, –, –>, <> ოპერატორთა შინაარსისა და ფორმის 

მნიშვნელობების გამოთვლისას V/, 3, ჯ, 1 ოპერატორული ნიშნების გან- 
საზღვრებები გავავრცელეთ გაფართოებულ არეებში აღნიშვნებისა და 
ტერმინოლოგიის შენარჩუნებით. იმავე სიმბოლოების შინაარსისა და სა– 
თანადო როლთა გაფართოებულ არეებში გავრცელების შედეგად მი- 
იღება (1) სიმბოლოების შინაარსი (გარდა = სიმბოლოს შინაარსისა, 
რომელიც = სიმბოლოს შინაარსის განსაზღვრის გაფართოებულ არეში 
გავრცელების შედეგად მიიღება) და “V/,- 7, ·+ ოპერატორული ნიშნების 
როლები. 

"სომ. ქ)–< 2, <> მარტივ ოპერატორებთან და ·M//, 34, ·+/ბ 

სახის კვანტორებთან დაკავშირებული ტერმინოლოგია მიიღება /V, V, –, 

5,4 ..V MM. 50,-+4ტ ოპერატორებთან დაკავშირებული ტერმინო-: 

ლოგიიდან დამაზუსტებელი სიტყვის ,ზუსტის“ გამოყენებით. სახელ- 
დობრ. აღნიშნული მარტივი ოპერატორების შინაარსი, ოპერატორული 

ნიშნებისა და კვანნტორების როლი ფორმების მნიშვნელობების გამოთ– 
ვლისას და 'შესაბამისი ტერმინოლოგია შემდეგნაირად განისაზღერება. (ამ 
განსაზღვრებებს საფუძვლად უდეეს ე.წ. განუზღვრელ მნიშენელობებზე 
ოპერირების ზუსტი პრინციპი (იხ. 3.1.9)). 
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1. 4 და # წინადადებათა (ფორმულათა) ზუსტი კონი- 

უნქცია აღინიშნება (#M#-/+8)-ით (იკითხება: ,,#% და 8 ზუსტი აზრით“) 
და, განსაზღვრით, არის წინადადება, რომელიც ჭეშმარიტია, როცა #-+8 

ჭეშმარიტია და 8-ც ჭეშმარიტია; მცდარია, როცა # და 8 წინადადებე- 

ბიდან ერთი მაინ მცდარია; სხვა შემთხეევაში იგი არის განუსაზღვრელი. 

“IV პროპოზიციული კავშირის სახელწოდებაა ,,ზუსტი და“. 

2. # და #წინადადებათა ზუსტი დიზიუნქცია აღინიშნება 

IM+VV 8)-ით (იკითხება: ,,# ან წ ზუსტი აზრით“ ) და. განსაზღვრით. არის 

წინადადება. რომელიც მცდარია, როცა #-ც მცდარია და -ც მცდარია; 

ჭეშმარიტია. როცა # და 8 წინადადებებიდან ერთი მაინც ჭეშმარიტია; 

სხვა შემთხვევაში იგი არის განუსაზღვრელი, /V პროპოზიციული კავში–- 

რის სახელწოდებაა ,,ზუსტი ან“. 
3. 2 წინადადების ზუსტი უარყოფა აღინიშნება L:-< 7ს)-ით 

და. განსაზღვრით, არის მცდარი, გან უსაზღვრელი და ჭეშმარიტი, როცა 

/” წინადადება შესაბამისად არის ჭეშმარიტი. განუსაზღვრელი და მცდა- 

რი, ·– პროპოზიციული კავშირის სახელწოდებაა ,,ზუსტი არა“. 

4. 3 და 6 წინადადებათა ზუსტი გამომდინარეობა 

(ზუსტი იმპლიკაცია) აღინიშნება (#· –> 8)-ით (იკითხება: ,,X#-დან 

ზუსტად გამომდინარეობს ს“ ან ,,# ზუსტად იმპლიცირებს 8-ს“) და, 

განსაზღვრით. არის წინადადება, რომელიც მცდარია, როცა # ჭეშმარი- 

ტია და 8 მცდარი; ჭეშმარიტია შემდეგ შემთხვევაში; 1) # მცდარია. 2) 6 

ჭეშმარიტია (სულ ხუთი შემთხვევა), დანარჩენ სამ შემთხვევაში იგი არის 
განუსაზღვრელი. ·–> პროპოზიციული კავშირის სახელწოდებაა ,,ზუს- 

ტი გამომდინარეობა“ ანუ „ზუსტი იმპლიკაცია'“. 

5. 1 და წწინადადებათა ზუსტი ეკვივალენტობა (ზუს- 

ტი ტოლძალოგვნება) აღინიშნება (Xს· <> 8)-ით (იკითხება: ,,# ზუს- 

ტად ეკვივალენტურია 8-სი“ ანუ ,,M ზუსტად ტოლძალოვანია #8-სი“) და, 

განსაზღვრით. არის წინადადება. რომელიც ჭეშმარიტია, როცა /# და 6 

წინადადებებიდან ორივე ჭეზმარიტია ან ორივე მცდარია; მცდარია, 
როცა # და 8 წინადადებებიდან ერთ-ერთი ჭეშმარიტია მეორე კი – 

მცდარი; სხვა შემთხვევაში იგი არის განუსაზღვრელი. · <> პროპოზიცი– 
ული კავშირის სახელწოდებაა ,,ზზუსტი ეკვივალენტობა“ ანუ ,,ზუსტი 
ტოლძალოენება“ , 
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-V # #, შესაბამისად · 34 #, წინადადება ჭეშმარიტია, როცა # 
ასოს ყოველი, შესაბამისად ერთი მაინც, მნიშვნელობისათვის # წინადა–- 

დება არის ჭეშმარიტი; მცდარია, როცა 4 ასოს ერთი მაინც, შესაბამისად 

ყოველი, მნიშვნელობისათვის # წინადადება არის მცდარი. სხვა შემთხვე- 

ვაში იგი არის განუსაზღვრელი. ·V#ს და ·54 კვანტორების სახელ- 
წოდებაა ,ზუსტი ზოგადობის კვანტორი“ და „ზუსტი არსებობის კვან- 

ტორი“. "V#ტ # და ·34 # ფორმულები იკითხება ფრაზებით: ,,ყოველი 

რ#-თვის # ზუსტი აზრით“, „არსებობს ისეთი #, რომ > ზუსტი აზრით“. 

ცხადია, · V4ტ #, შესაბამისად · 3/· #, წინადადება განუსაზღვრელია 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 4 ასოს ერთი მნიშენელობისათვის მაინც 

> წინადადება განუსაზღვრელია და, ამასთანაეე, # ასოს თითოეული მნი– 

შვენელობისათვის # წინადადება არის ჭეშმარიტი ან განუსაზღვრელი, 
შესაზამისად მცდარი ან განუსაზღვრელი. 

44 ## (იკითხება: ,,ისეთი #, რომ # ზუსტი აზრით“) ტერმია, 

რომელიც აღნიშნავს (4 ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებულ) ნებისმი- 

ერ ისეთ # საგანს, რომლისთვისაც # არის ჭეშმარიტი; თუ ასეთი საგანი 

არ არსებობს, მაშინ ·+/)ტ # აღნიშნავს ნებისმიერ ისეთ #ს საგანს, რომ- 

ლისთვისაც # არის განუსაზღვრელი; თუ ასეთი საგანიც არ არსებობს, 

მაშინ ·L#„%ს აღნიშნავს /# ასოს მნიშვნელობათა არედან (ე.ი. #-დან) 

აღებულ ნებისმიერ საგანს. განსაზვრულობისათვის აქაც ვიგულისხმებთ, 
რომ ·+04 # აღნიშნავს სათანადო მეტაერთობლიობაში (მეტასიმრავ- 
ლეში) ,,მონიშნ ულ საგანს“. 

დასასრულ, განესაზღვროთ = და = ოპერატორთა მიკავშირებული 

ფუნქციები. ამ ოპერატორთა მიკავშირებული ფუნქციები «> და = ოპე- 
რატორების მიკავშირებულ ფუნქციებს ემთხვევა ძირითად (გაუფართო- 
ებელ) არეში და, მაშასადამე, ამ უკანასკნელი ოპერატორების მიკავშირე- 
ბული ფუნქციების გაუფართოებელი არეებიდან გაფართოებულ არეებ- 
ში გავრცელების შედეგად მიიღებიან. პრინციპი, რომელიც ასეთ გავრცე– 
ლებას უდევს საფუძვლად, შემდეგნაირად შეიძლება გამოითქვას: განუ- 
საზღვრელი მნიშვნელობა მივიჩნიოთ შესაბამისი ტიპის 
განსაზღვრულ მნიშვნელობად. მას ვუწოდოთ გან უსაზღვრე- 
ლი მნიშვნელობის განსაზღვრულთან გაიგივების პრინციპი. 

”» და 8 წინადადებათა ტოლფასობა აღინიშნება | #»=>861-ით 
(იკითხება: ,,# ტოლფასია 13-სი“) და, განსაზღვრით, არის წინადადება, რო- 
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მელიც ჭეშმარიტია, როცა # და 8 ორივე ჭეშმარიტია ან ორივე მცდარია 

ან ორივე განუსაზღვრელია, დანარჩენ 6 შემთხგევაში იგი არის მცდარი. = 

პროპოზიციულ კავშირს ეწოდება ტოლფასობა. 
სავსებით ანალოგიურად განისაზღვრება = ოპერატორის (პრედიკა- 

ტული სიმბოლოს) შინაარსი. სახელდობრ, XI, და 1 ტერმების იგი–- 

ვურობა აღინიშნება IL IL,=I.1-ით (იკითხება: ,,IL, იგივურია ა-ის“) და, 

განსაზღვრით, არის წინადადება, რომელიც ჭეშმარიტია, როცა ორივე 
I, და I ტერმს ერთი და იგივე განსაზღდგრული მნიშვნელობა აქეს ან 

ორივე ტერმის მნიშვნელობა განუსაზღვრელია, დანარჩენ შემთხვევაში 

იგი არის მცდარი. = პრედიკატულ სიმბოლოს ეწოდება იგივურობა. 

ადეილად შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ნებისმიერ ი#/ ინტერპრე- 
ტაციაში იგივურად ჭეშმარიტია შემდეგი ტოლფასობები (სადაც # და 8 
ნებისმიერი ფორმულებია”) 

X «<3 ხა(# –> 8/ 8 –> >); 

X-2-.«<2 ხო» · –> 8/ 8. -> XI; 

წM –> 8)თ– »V 6; 

%-2:.11.. CC“: 

II» 8)=2XV8 : 

(რ/ც) XV 8; 
(იგულისხმება, რომ – # და ·– # შესაბამისად აღინიშნებიან 2 და X 

გამოსახულებებით). 
შედეგი (ეკვივალენტობის, შესაბამისად ზუსტი ეკვივალენტობის 

ძირითადი თვისება). # «<> 8 ეკვივალენტობა, შესაბამისად # · «> 8 ზუს- 

ტი ეკვივალენტობა, ჭეშმარიტია თV/-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ორივე # · –> 8 და 8 · –> # გამომდინარეობა, ჭეშმარიტია თ”-ში. 

ქვემოთ დაზუსტდება მეტასიმრავლისა და მისი განზოგადების მეტაკ- 
ლასის ცნებები. მანამდე კი ამ ცნებების ნაცვლად ხშირად გამოვიყენებთ 
მეტაერთობლიობის ცნებას, რომელიც მეტაკლასის ცნების განზოგადე- 

ბაა ისევე, როგორც ერთობლიობის ცნება არის კლასის ცნების განზო– 
გადებაა ისევე, როგორც ერთობლიობის ცნება არის კლასის ცნების გან– 
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ზოგადება (მეტაერთობლიობა ემთხვევა მისი შემადგენელი მეტასაგნების 
მეტაკლასს. როცა ასეთი მეტაკლასი არსებობს. წინააღმდეგ შემთხვევაში 
მეტაერთობლიობა მეტასაგანი არაა – იგი არის საკუთრივი ერთობ- 
ლიობა, რამდენადაც თუ მოცემული თეორია სიმრავლეთა ინტუიციური 

თეორიაა, მაშინ მეტასიმრავლის ცნება კლასის ცნების განზოგადებაა, წი– 

ნააღმდეგ შემთხვევაში ნებისმიერი ერთობლიობა საკუთრივია). მეტასიმ- 
რაელის, მეტაკლასის, მეტაერთობლიობისა და ძირითადი მათემატიკური 

ენისა და ძირითადი მათემატიკური თეორიის ინტერპრეტაციის ცნებები 
პარალელურად შემოიტანებიან. 

მიუხედავად იმისა, რომ მეტაკლასისა და მეტასიმრავლის ცნებები 

ჯერჯერობით დაზუსტებული არაა, მეტაერთობლიობის ცნება დაზუსტე- 
ბულად შეგვიძლია მივიჩნიოთ, რამდენადაც შემდგომი განხილვის დროს 
არსებითი მნიშვნელობა არ ექნება იმის ცოდნას განხილული მეტაერთობ– 
ლიობა მეტაკლასია (ან მეტასიმრავლეა) თუ არა. 1.3.5-ში მოტანილი ზო- 
გადი შენიშვნებიდან გამომდინარეობს, რომ განსაზღვრებადი ინტერპრე- 
ტაციის M უნივერსუმი და #" გაფართოებული არე მეტასიმრავლეებია 
(უფრო ზუსტად: არსებობს ისეთი მეტასიმრავლე, რომლის შემადგენელი 
საგნებია მხოლოდ და მხოლოდ X-დან, შესაბამისად #"-დან, აღებული 

საგნები), ადვილად დამტკიცდება, რომ 

((8,8): 9 C #) და ((მ,მ):8C #-') 

მეტასიმრავლეებია (მაგალითად, პირველი მათგანი განისაზღგრება თვი- 

სებით: 3V IV C IX-/ X = (V, V)1). 
= და = პრედიკატული სიმბოლოების მიკავშირებული პრედიკატები 

შესაბამისად არიან ((8,გ): 2 CM) და ((2, გ): 2 C IL”) მეტასიმრავ- 

ლეები (%” = MX. L) (11). იგულისხმება, რომ ზოგად შემთხვევაში, როცა 
თეორიის ფორმებისათვის დაიშვება განუზღვრელი მნიშვნელობები, ამ 
მიკავშირებული პრედიკატებიდან თითოეულის განსაზღვრის არეა LL "2, 

წინააღმდეგ შემთხვევაში კი პირველი მათგანის განსაზღვრის არეა #2 (2 

მხოლოდ ზოგად შემთხვევაში შეიძლება იყოს თეორიის ალფაბეტის სიმ- 
ბოლო). აქვე შევნიშნოთ, რომ პროპოზიციული კავშირების ზემოთ 

ცხრილებით მოცემული მიკავშირებული ფუნქციები მეტასიმბოლოებია, 

კერძოდ, ისინი მეტაფუნქციებია. იგივე ითქმის ზოგად შემთხვევაში პრო– 

პოზიციული კავშირების მიკავშირებულ ფუნქციებზე, რომლებიც რო– 

გორც ადვილი დასანახია, განისაზღვრებიან შემდეგი ცხრილებით: 
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ისევე როგორც ზემოთ, აქაც, თითოეული ორადგილიანი მიკავშირე– 

ბული ფუნქცია შესაძლებელია მოცემულ იქნეს შემოკლებული ცხრილით. 
MM IV, .->,. «<> ზუსტი პროპოზიციული კავშირების მიკავშირებუ- 

ლი ფუნქციების ჭეშმარიტულ მნიშვნელობათა შემოკლებული ცხრილებია: 

    

    

წ. LL 1+4 LC L LL LM 

I LV 1 ( ჯ 1. (L 
ჯ 1 ( წ .-. 

++ I + + II + 1 

L, L . L. ჯ . 

I '-. ჯ 1 . 
( CL CC ( ( LL 1. 1 

+IILC + 1 ი     
ასეთი შემოკლებული ცხრილების განხილვისას ვისარგებლებთ შემ- 

დები სახის ტერმინებით (რომელთა შინაარსი ბუნებრივად უნდა იქნას გა– 
გებული» პირველი არგუმენტის სვეტი, მეორე არგუმენტის 
სტრიქონი,სრული I-სსტრიქონი ანუ სრული პირველი სტრი- 
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ქონი (( არგუმენტის ჩათვლით), /-სტრიქონი (IL არგუმენტის ჩაუთ- 
ქლელად). ცხრილის ძირითადი ნაწილი (დაწილი,რომელიც მიიღება 
სრული მესამე სვეტისა და სრული მესამე სტრიქონის ამოგდებით). ამოწე– 

რილი ცხრილების ძირითადი ნაწილები წარმოადგენენ L,,#., L,, წყ, მი- 

კავშირებული ფუნქციების ჰეშმარიტულ მნიშვნელობათა გამარტივე- 
ბულ ცხრილებს (გაუფართოებელ არეში). 

ს. კლინი (I1I), §64) იხილავს სამმნიშვნელობიან ლოგიკას, სადაც 
ჰეშმარიტულ მნიშვნელობებად მიჩნეულია ჭეშმარიტი. მცდარი და 

განუსაზღვრელობა. ამასთან, –, /M, V, –>, <> ოპერატორების ჭეშმარი- 

ტულ მნიშვნელობათა ცხრილებად იღებს I. ,L,.L), L ,, (-, ფუნქციე- 
ბის ჰეშმარიტულ მნიშვნელობათა ცხრილებს, ამ ცხრილებს იგი ძლიერ 
ცხრილებს უწოდებს. განიხილავს ე.წ. სუსტ ცხრილებსაც. რომ- 
ლებსაც საფუძვლად უდევს პრინციპი: პროპოზიცი ული კავშირის (მიკავ– 
შირებული ფუნქციის) მნიშვნელობა უნდა იყოს განუსაზღვრელობა, რო– 

ცა ერთი არგუმენტი მაინც განუსაზღვრელობაა. ასეთი ცხრილები გან- 
სხვავდებიან შესაბამისი ძლიერი ცხრილებისაგან მხოლოდ /V V, –> ოპე- 

რატორების შემთხვევაში (ძლიერი ცხრილიდან შესაბამისი სუსტი ცხრი- 

ლის მისაღებად საკმარისია მესამე სტრიქონისა და მესამე სვეტის ყველა 

სიმბოლო შეიცვალოს 1 სიმბოლოთი), უკანასკნელი პრინციპი კერძო 
შემთხვევაა ქვემოთ მოტანილი ლოგიკური ოპერატორებისათვის განუ- 
საზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ტრივიალური პრინციპისა. ამ 
უკანასკნელი პრინციპის გამოყენებით მიღებული პროპოზიციული კავ- 
შირებისა და ზოგადობის და არსებობის კვანტორების გაგრძელებები შე- 
საბამისად აღინიშნებიან: :/+, (M, :–>, :V,:3 სიმბოლოებით და მათი სახ- 

ელწოდებების დამაზუსტებელ ფრაზად გამოვიყენებთ ,,ტტრივიალურს“ 

(ტრივიალური კონიუნქცია, ტრივიალური დიზიუნქცია და ა.შ, აქვე 

შევნიშნოთ, :V X /#(X) და :3X #(X) ფორმულების მნიშვნელობა არის 

განუსაზღვრელობა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X-ის ერთი მნიშვნე- 

ლობისათვის მაინც #(X) გან უსაზღვრელობაა. 
აღნიშენებისა და მათ წასაკითხად გამოყენებული ფრაზების შენარ- 

ჩუნება პროპოზიციული კავშირების გაფართოებულ არეზე ისეთი გავრ–- 

ცელებებისათვის, რომლებსაც საფუძვლად უდევს განუსაზღვრელი ჭეშ- 
მარიტული მნიშვნელობის მცდართან ნაწილობრივად გაიგივების პრინ– 
ციპი, განპირობებულია შემდეგი მოსაზრებებით. 
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1. აღნიშნული პრინციპის გამოყენება განტოლებათა თეორიაში 

ტრადიციულია: განტოლება მცდარად ითქელება უცნობების მნიშვნელო- 

ბათა ისეთ სისტემისათვის. რომლისთვისაც განტოლებას (ტოლობას) აზ- 

რი არ აქვს (რომლისთვისაც განტოლება გან უსაზღვრელია), # განტოლე- 

ბიდან გამომდინარეობს 8 განტოლება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

#ტ –> 8 ფორმულა იგივურად ჭეშმარიტია (გაფართოებულ არეში). # 

ღა 8 განტოლებები ეკვივალენტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

/# <> 8 იგივურად ჭეშმარიტია (უკანასკნელი ორი წინადადების ანალო–- 

გები ზუსტი გამომდინარეობისა და ზუსტი "ეკვივალენტობის შემთხვევაში 

არაა სამართლიანი). 

2. ჩანაწერების წასაკითხად გამოყენებული ფრაზების შინაარსი 
უფრო ბუნებრივად გამოხატავს ჩანაწერის შინაარს ვიდრე ს. კლინის გან– 
საზღვრის შემთხვევაში. 

უკანასკნელი მოსაზრების დასადგენად შევნიშნოთ შემდეგი. ზოგად 
შემთხვევაშიც ნაცვლად ფრაზისა ,,რ-დან გამომდინარეობს 8“ საესებით 

ბუნებრივი და მიზანშეწონილია შემდეგი ფრაზების გამოყენება: „თუ #4„, 

მაშინ 8“. ,,/ს პირობის ჭეშმარიტობა არის საკმარისი იმისათვის, რომ 8 

პირობა იყოს ქეშმარიტი“, ,,ც წინადადების ჭეშმარიტობა აუცილებელია 

იმისათვის. რომ #, წინადადება იყოს ჭეშმარიტი“. ამ ფრაზების ჭჰეშმარი–- 

ტობა, მათი შინაარსის ბუნებრივად გაგების შემთხვევაში, ტოლფასია 

# –> 8 წინადადების (ფორმულის) იგივურად ჭეშმარიტობისა. მაგალი– 

თად, წინადადება ,,თუ #. მაშინ 8“ ჭეშმარიტად უნდა ჩაითვალოს მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა 8 ქე შმარიტია ან როცა /# არაა ჭეშმარიტი. 

ამასვე მოითხოვს # -> 8 წინადადების (ფორმულის) იგივურად ჭეშ- 

მარიტობა (ზოგად შემთხეევაშიც), როცა საფუძვლად მიჩნეულია კონტე- 
ქსტში მოცემული განსაზღერა. ასევე, თუ # ფორმულის ჭეშმარიტობა 

საკმარისია 8 ფორმულის ჭეშმარიტობისათვის, მაშინ # –> 8 იგივურად 

ჭეშმარიტია და, პირიქითაც, თუ # –> 8 იგიგურად ჭეშმარიტია, მაშინ 

#. ფორმულის ჭეშმარიტობა საკმარისია 8 ფორმულის ჭეშმარიტობი- 

სათვის. იგივეს ვერ ვიტყვით ზუსტი გამომდინარეობის შემთხვევაში: # 

პირობის ჭეშმარიტობა შესაძლოა იყოს საკმარისი 8 პირობის ჭეშმარი- 

ტობისათვის. მაგრამ # · –> 8 არ იყოს იგივურად ჭეშმარიტი (მართლაც 

ეს ასე იქნება. მაგალითად. როცა ცვლადების მნიშვნელობათა რაიმე სის- 
ტემისათვის #. განუსაზღერელია, 8 კი მცდარია). ანალოგიური მდგომა- 
3. შ. ფხაკაძე 33



რეობაა «<> და · «> ოპერატორების შემთხვევაშიც. თითქმის ანალოგი– 

ური მდგომარეობაა –, - –, V, '/V, V, “IV ოპერატორების შემთხვევაშიც. 

" ორადგილიანი ზუსტი პროპოზიციული კავშირების (მიკავშირებუ- 
ლი ფუქციების) ჭჰეშმარიტულ მნიშვნელობათა შემოკლებული ცხრილე- 
ბისათვის დამახასიათებელია შემდეგი თვისება: მესამე სტრიქონში, შესა– 
ბამისად სვეტში, გვხვდება განსაზღვრული ჰჭეშმარიტული მნიშენელობა 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ამ მნიშვნელობის შესაბამისი სვეტი. შე- 
საბამისად სტრიქონი, მთლიანად ამ განსაზღვრული ჭეშმარიტული მნიშ- 

ქნელობისაგან შედგება. 
შენიშვნა. კარგად არის ცნობილი ჩვეულებრივი (ორმნიშვნელო- 

ბიანი) ლოგიკის მნიშვნელობა სათვლელი ტექნიკისა და პროგრამირების 
თეორიის განვითარებისათვის. ამჟამად მიმდინარეობს დაძაბული მუშა- 
ობა ახალი V თაობის უნივერსალური სათვლელი მანქანებისა და შესაბამ- 
ისი პროგრამული ენის შესაქმნელად: ასეთი უნივერსალური სათვლელი 
მანქანების არქიტექტორის. საფუძველი უნდა იყოს მათემატიკური ლოგი– 
კა, მისი პროგრამული უზრუნველყოფის საფუძველი უნდა იყოს ლოგი– 
კური პროგრამირება. ამასთან დაკავშირებით მიუთითებენ, რომ ჩვეუ- 

ლებრივი (ორმნიშვნელობიანი) ლოგიკა არაა საკმარისი ლოგიკური პრო- 
გრამების ადეკვატურად აღწერისათვის, რომ საჭიროა გამოყენებულ იქ- 
ნეს ს. კლინის სამმნიშვნელობიანი ლოგიკა (იხ. I45) და (501). აქედან გა– 
მომდინარეობს პერსპექტიულობა ისეთი სამმნიშვნელობიანი ლოგიკის 
დეტალურად შესწავლისა, რომლის ჭეშმარიტული მნიშენელობებია ჭეშ- 
მარიტი, მცდარი და განუსაზღვრელობა და რომლის ძირითად და წარ- 
მოებულ სიმბოლოებს შორის გვხვდება: 

IL, 1, +, –ა ცხMVM,->,<2,V,3,%, ბ, =,' ––სც' /ს“ V, 

“3, 43,=,- V,-3,:+,:/(M,:M,:-<>,:V,:3,=, 

და ისეთი სამმნიშვნელობიან წინადადებათა ალგებრის დეტალურად შეს- 
წავლა, რომლის ძირითად დაწარმოებულ სიმბოლოებს შორის გეხვდება: 

LI, 1) –, /MV,-3, · –ს“ /V,'V,.->,- <2,=, (MIV,:->,:V,:3,=. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ ხელოენური ინტელექტის პრობლემასთან და- 
კავშირებული საკითხები გადაუდებლად მოითხოვენ მრავალმნიშვნელო–- 

ბიანი ლოგიკური თეორიების დეტალურ შესწავლას. 

მოტანილ განსაზღვრებებიდან კვანტორებისა და ოპერატორული 

ნიშნების მიკავშირებული ფუნქციების მიღება გარკვეულ სიძნელეებთან 
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არის დაკავშირებული. საჭიროა წინასწარ შემოტანილ იქნეს რიგი მეტა- 
მათემატიკური ცნებებისა. ლოგიკური წრის თავიდან აცილების მიზნით. 
მანამდე სანამ ძირითადი თეორიის კვანტორების მიკავშირებულ ფუნქცი- 
ებს განვსაზღვრავდეთ დაგვჭირდება ძირითადი თეორიის ფორმის მნიშ- 
ვნელობის ისეთი ცნება, რომლის განსაზღვრა არ ეყრდნობა კვანტორები- 
სა და ოპერატორული ნიშნების მიკავშირებული ფუნქციის ცნებას და 
რომელიც 2.-2.5-ში მოტანილ ზოგად განსაზღვრასთან წინააღმდეგობაში 
არაა (ასეთი განსაზღვრა არსებობს და იგი ეყრდნობა ოპერატორული 

ნიშნებისა და კვანნტორების როლის ზემოთმოტანილ განსაზღერას). ასეთი 
განსაზღერის მისაღებად საკმარისია ფორმის მნიშვნელობის ცნების ხსე- 
ნებულ ზოგად განსაზღვრაში 2-ე პუნქტი შეიცვალოს შემდეგით: 

2, თუ თ არის C,4,...ბტ, კვანნტორი, რომლის როლი ფორმის 
მნიშენელობების გამოთვლისას განსაზღვრულია, მაშინ ჯ? (ე.ი. 

C,ტე... ბე -#...7სმ/ => # ფორმის მნიშვნელობა 2Xს..ა2%, ასოების მნიშენე–- 

ლობათა (8,,..-მი) სისტემისათვის) განისაზღვრება ზსენებული როლის 

შესაბამისად. 
აქ 2? ფორმულირებულია ზოგადი ფორმით. შეგვეძლო მხედველო– 

ბაში გვქონოდა მხოლოდ ძირითადი თეორიები, რომელთა ნებისმიერი 

თტ,...ტ,, კვანნტორი აკმაყოფილებს პირობას: ი = 1. 

ასეთი განსაზღვრა ეყრდნობა ფორმის მნიშვნელობების გამოთვლი- 
სას კვნტორების როლის განსაზღვრას. ფორმის მნიშვნელობის ასეთი 
მოდიფიცირებული განსაზღვრის გამოყენებით განესაზღვრავთ კვანტო- 
რებისა და ოპერატორული ნიშნების მიკავშირებულ ფუნქციებს და მნიშ- 
ვნელობათა არეებს. რის შემდეგ ადვილად შევამჩნევთ, რომ ფორმის მნიშ- 
ვნელობის მოდიფიცირებული განსაზღვრა წინააღმდეგობაში არაა 2.2.5-ში 
მოტანილ ზოგად განსაზღვრასთან. 

2! -ის ნაცვლად შესაძლოა გამოვიყენოთ შემდეგი: 

2” .თუ C არის Cთ,#,...#,, კვნტორი, მაშინ /-9V არის მც. შე დამხ- 

მარე არასაკუთრივი კონსტანტებით გაფართოებული თეორიის ისეთი 

C,ტ,...ტ ” ფორმის მნიშვნელობა, რომლის X-დან მისაღებად საკმა- 

რისია X-ში X,,...,X, ასოების თავისუფალი შემოსვლების ნაცვლად ჩაის– 

გას მ,,.-მ, დამხმარე კონსტანტები (> ფორმა #,...,4,, 

განსხვავებულ თავისუფალ ცვლადებს არ შეიცავს). აქ მხედველობაშია 

გაფართოებული თეორიის 0C,4,..ტ ” ფორმის მნიშვნელობა იმ ი 

ასოებისაგან 
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ინტერპრეტაციის მიმართ, რომლის განსაზღვრებადი ა” ინტერპრეტაციი- 

დან მისაღებად საკმარისია C#V კონსტანტებს მნიშვნელობები შევუნარჩუნოთ. 
სავარჯიშო. ჩამოაყალიბეთ ფორმის მნიშვნელობის მოდიფიცი– 

რებული განსაზღვრა იმ შემთხვევისათვის. როცა ზოგიერთი ოპერატო- 
რებისათვის განსაზღვრულია მიკავშირებული ფუნქციები, დანარჩენები– 

სათვის კი განსაზღვრულია მხოლოდ როლი ფორმის მნიშენელობების გა- 
მოთელისას. 

3.1.5 მეტათეორიისა და მეტაენის ძირითადი გან– 
საზღვრებები. 2.2-ში გავეცანით შინაარსული და ფორმალური მა- 
თემატიკური თეორიების ცნებებს. თანამედროვე შინაარსული აქ- 
სიომური მათემატი კური თეორია არის წყვილი, რომლის პირვე- 

ლი კომპონენტია თანამედროვე შინაარსული ენა L, მეორე კომპონენტი 

კი არის L ენის ფორმულათა სისტემა – ჭეშმარიტ ფორმულათა 
სისტემა (აქსიომების სისტემა). კლასიკური შინაარსული 
აქსიომური მათემატიკური თეორია არის სამეული, რომლის 
პირველი კომპონენტია კლასიკური შინაარსული ენა L, მეორე კომპო- 
ნენტი არის L, ენის ფორმულათა სისტემა, მესამე კომპონენტი კი არის M 
საგანთა არე. ფორმალური მათემატიური თეორია არის სამეუ- 
ლი, რომლის პირველი კომპონენტია L ფორმალური ენა, მეორე კომპო- 

ნენტია L ენის ფორმულათა სისტემა, მესამე კომპონენტი კი არის გამოყ- 

ვანის წესების სისტემა. მათემატიკური თეორიის ინტერპრეტაციაში 
ტერმები აღნიშნავენ საგნებს, ფორმულები კი წინადადებებს ამ საგნების 
შესახებ. ფორმალური თეორიის ინტერპრეტაციის მისაღებად საჭიროა 
წინასწარ მისი ენა (ფორმალური ენა) გარდაიქმნას თანამედროვე შინაარ- 
სულ მათემატიკურ ენად შემზღუდავი წესების სისტემის სათანადოდ გა– 
ფართოებით, თუ ეს შესაძლებელია, წინააღმდეგ შემთხვევაში გარდაიქ- 
მნას იგი კლასიკურ შინაარსულ მათემატიკურ ენად საგანთა არის სათა- 
ნადოდ შერჩევით და შემზღუდავი წესების სისტემის სათანადოდ გაფარ– 
თოებით, რის შემდეგ ინტერპრეტაციის ცნება ისევე განისაზღვრება, რო- 

გორც შინაარსული თეორიის შემთხეევაში (იგულისხმება, რომ ფორმა- 
ლური თეორიის ალფაბეტის თითოეული სიმბოლო ან ცვლადია, ან არა– 
საკუთრივი კონსტანტა ან საკუთრივი კონსტანტაა). ფორმალური თეორ- 
იის შემთხვევაშიც გვექნება ინტერპრეტაციის ცნებასთან დაკავშირებული 
ის ცნებები,რომლებიც შემოიტანება შინაარსული თეორიების შემთხვევაში. 
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არსებითი განსხვავება ფორმალურ და შინაარსულ მათემატიკურ 
თეორიებს შორის იმაში მდგომარეობს, რომ ფორმალურ თეორიას შე- 
უძლია მიიღოს თეორიის სახე და განვითარდეს (თეორემათა მტკიცების 
შედეგად) ინტერპრეტაციების განხილვის გარეშეც. შინაარსული თეორი- 

ების შემთხვევაში ეს შეუძლებელია. შინაარსული თეორია უნდა განვიხ- 
ილოთ როგზორც მისივე ნებისმიერად აღებული ინტერპრეტაცია ან მოდ- 

ელი. შინაარსული თეორიის შესწავლა გულისხმობს მისი ინტერპრეტა- 
ციათა (კერძოდ მოდელთა) კლასის შესწავლას. ფორმალური I თეორიის 

ნებისმიერი (ფორმალური) თეორემა თეორემაა მის თითოეულ მოდელში. 
ფორმალური L თეორიის ნებისმიერი (ფორმალური) კვაზითეორემა კვა- 

ზითეორემაა მის თითოეულ მოდელში (ე. ი.კვაზითეორემაა 1L-ში). პირვე- 

ლი რიგის ფორმალური თეორიების შემთხვევაში მტკიცდება უკანასკნე– 
ლი წინადადების შებრუნებული წინადადებაც. ფორმალური თეორიის 
ინტერპრეტაციების (კერძოდ მოდელების) განხილვა ფორმალური თეო- 
რიის გაღრმავებისა და გამოყენების მიზნით წარმოებს. / 

გარდა სიტყვის ცნებისა დაგვჭირდება ამ ცნების შემდეგი განზოგა- 
დება გამოსახულება ვუწოდოთ სიბრტყეზე (მაგალითად, ფურცელზე 
ან დაფაზე) გარკვეული წესით განლაგებულ ნებისმიერად აღებულ სიმ- 
ბოლოთა ჩანაწერს. გამოსახულებას ვუწოდოთ # ალფაბეტის გამოსახუ- 

ლება, თუ მისი თითოეული შემადგენელი სიმბოლო # ალფაბეტის სიმ- 

ბოლოა. ეს განსაზღვრებები შეიცავენ განუსაზღვრელ ტერმინებს, მაგრამ 
გამოსახულების ცნების შემდგომი დაზუსტება საჭირო არაა, რამდენადაც 
გამოსახულებათა ზოგად თვისებებს არ შევისწავლით. განვიხილავთ მხო– 
ლოდ კონკრეტულად მოცემულ გამოსახულებებს და ამიტომ გაუგებრო- 
ბათა წარმოშობის საშიშროება არ იქნება. 

რომ შევისწავლოთ მათემატიკური I თეორია L ენით, საჭიროა გვე- 
ქნეს ამ თეორიის შემსწავლელი გარეშე შინაარსული თეორია – მეტა- 
მათემატიკური თეორია ანუ მეტათეორია. მეტათეორიის ენას 
ეწოდება მეტამათემატიკური ენა ანუ მეტაენა. შეიძლება ითქვას, 
რომ მეტაენა არის გარეშე ენა, რომელშიც შეისწავლება მოცემული მა- 
თემატიკური თეორია, კერძოდ, მათემატიკური თეორიის ენა – მათემა- 

ტიკური ენა. I თეორია და მისი L ენა განისაზღვრება აბსტრაქტუ- 

ლად, ზუსტად. მეტათეორია და მეტაენა ჩვეულებრივ ზუსტად არ განი- 
საზღვრება. მეტათეორია შედგება ჩვეულებრივი ენის (ჩვენ შემთხეევაში 

ქართული ენის) ნაწილისაგან (რომელიც თავისუფალია ჩვეულებრივი 
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ენებისათვის დამახასიათებელი სირთულეებისაგან), ჩვეულებრივი მათე- 
მატიკის ტერმინებისაგან და ამ ტარმინებთან დაკავშირებული ძირითადი. 
მათემატიკური კანონებისაგან. საჭიროა მეტათეორია რაც შეიძლება 

სუსტი იყოს, იმისათვის, რომ მისი დახმარებით მიღებული შედეგები მო– 

ცემული მათემატიკური თეორიის შესახებ უფრო საიმედო იყოს. მაგრამ 
მეტათეორია უნდა იყოს იმდენად ძლიერი მაინც, რომ იგი შეიცავდეს სიმ- 
რავლის, ფუნქციის, მიმართების ცნებებს. ამ ცნებებთან დაკავშირებული 
ტერმინოლოგიით და ძირითადი კანონებით. 

კონსტრუქტივისტების მიერ შედგენილი ე, წ.კონსტრუქტივისტული 
მეტათეორია ძლიერ სუსტია. ვისარგებლებთ უფრო ძლიერი მეტათეორ- 
იით, რომლის საზღვრები ზუსტად არ იქნება განსაზღვრული – იგი ჩვეუ- 
ლებრივ მათემატიკაში (ფარულად) გამოყენებული მეტათეორიის ტიპის 
იქნება. შესაძლებელია მეტათეორიის აქსიომატიზირება კონსტრუქტივის- 
ტული მეტათეორიის საფუძველზე. 

მათემატიკური თეორიის წინადადებებს (ფორმულებს) უწოდებენ 
მათემატიკურ წინადადებებს. წინადადებას, რომელშიც გამოთ- 
ქმულია აზრი მათემატიკური ობიექტების (ფორმულები, ტერმე- 
ბი, სიტყვები, ჭეშმარიტული მნიშვნელობები და ა. შ.) შესახებ, ეწოდება 
მეტამათემატიკური წინადადება. უკანასკნელი ტერმინის ნაცვ- 
ლად, სიმარტივისათვის. ხშირად გამოვიყენებთ ტერმინს: მეტაწინადა– 
დება. სხვა შემთხვევაშიც ვისარგებლებთ ასეთივე გამარტივებებით (რომ– 
ლებიც მიიღებიან ტერმინებიდან დამაზუსტებელი სიტყვის ,,მეტამათემა- 
ტიკურის“ ნაცვლად წინსართის როლში ,,მეტას“ გამოყენებით). ამის შე- 
სახებ სხვა სპეციალური შეთანხმების შემოტანის გარეშეც. 

რიგობრივი რიცხეის ინტუიციური ცნებისა და ინდივიდების მოცე- 
მული ერთობლიობის ბაზაზე პირველ თავში განსაზღვრული იყო ინ- 
ტუიციური კლასებისა და სიმრავლეების აგების კონკრეტული პროცესი. 
ეს პროცესი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს. 

1. ნებისმიერი X რიგობრივი რიცხვისათვის თ-ზე დამოკიდებული 
ზოგადი წესის თ-ზე ნაკლები საფეხურის მქონე სიმრავლეებისა (კლასები– 
სა) და ინდივიდების ერთობლიობაზე აიგება ყველა თ საფეხურის საგანი 
(სიმრავლე). ამასთან, ინდივიდები მიჩნეულია უდაბლესი საფეხურის საგნებად. 

2. გარკვეული წესის ელემენტების (სიმრავლეებისა და ინდივიდების) 
ერთობლიობაზე გამოყენებით აიგება ყველა ზესიმრავლე ანუ უმაღლესი 
საფეხურის საგანი ანუ საკუთრივი კლასი. 

3. ინდივიდი კლასი არაა. ზესიმრაველე ელემენტი არაა. ორი სხვადა– 
სხვა საფეხურის კლასთა ერთობლიობები არ იკვეთებიან.“ 
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4. ნებისმიერი კლასის საფეხური აღემატება მისი თითოეული ელე- 

მენტის საფეხურს. 
მეტათეორიაში ხშირად განიხილება სხვადასხვა სახის ინტუიცი- 

ური სიმრავლეებზი ანუ ინტიციური კლასები. ისინი ინტუიცი- 

ურ სიმრავლეთა თეორიის მეთოდებით აიგებიან. მეტასიმრავლეები და 
მეტაკლასები ინტუიციური სიმრაელეების კერძო შემთხვევებს წარმოად- 
გენენ. ძირითადად საქმე გეექნება მეტათეორიის ინტუიციურ სიმრავლე- 

ებთან. ისინი მეტათეორიის საგნებს წარმოადგენენ. ქვემოთაც შევჩერდე- 
ბით ინტუიციური სიმრაელის ცნებაზე. ახლა განვსაზღვრავთ ინტუიცი- 
ურ სიმრავლეებთან დაკავშირებულ ზოგიერთ ცნებას. 

ვთქვათ, #, კლასია ინტუიციური აზრით (ე.ი. # ინტუიციური კლა- 

სია) C იყოს კუთვნილების ოპერატორი ინტუიციური აზრით. ამბობენ, 

რომ მე არის ტ კლასის წარმომქმნელი ელემენტი,თუ არსებობს 

ისეთი მე,...,გ, სასსრული მიმდევრობა, რომლისთვისაც სრულდება პირობა: 

მე Cმ, #/მ, Cმე/V--/ჯმ,_, რმ, //მე C4#ტ (1) 

(ი = 0 შემთხვევას არ გამოვრიცხავთ). მე,...,მ, მიმდევრობას ეწოდება # 

კლასის ტოტი შე წვეროთი,თუ შესრულებულია (1) და (0,1,...,ი1-დან 
აღებული თითოეული 1-სთვის მ, არის მ,, ც..,2,,/M/ კლასებიდან მხოლოდ 

ერთი კლასის ელემენტი. მე,...,მ, ტოტის სიგრძე, განსაზღვრით, არის 

ი + 1. ამასთან, მე,...,მ, ტოტს ეწოდება მინიმალური ტოტი,თუარ 

არსებობს #. კლასის ისეთი ტოტი, რომლის წვეროა მე და რომლის სიგ- 

რძე ნაკლებია (ი + 1Xზე. მეს ეწოდება #4 კლასის #-ური რანგის 

წარმომქმნელი, თუ არსებობს ი + 1 სიგრძის მინიმალური ტოტი შე 

წვეროთი. მემე,..,მ, ტოტს ეწოდება ტ კლასის სრული ტოტი თუ 

არ არსებობს #4 კლასის გმ,მე,...,მ, სახის ტოტი, # კლასის ი-ური რანგის 

წარმომქმნელთა ერთობლიობა აღინიშნება #ცეით, ყველა წარმომქმნე- 

ლის ერთობლიობა კი აღინიშნება # ით. 

ადვილად ვრწმუნდებით შემდეგ წინადადებათა სამართლიანობაში. 
თუ მე,..სმ, აკმაყოფილებს (1) პირობას, მაშინ მოიძებნება მე...,მ, მიმ- 

დევრობის ისეთი შე-ის შემცველი ქვემიმდევრობა, რომელიც #6 კლასის 

ტოტია. # კლასის ნებისმიერი მე წარმომქმნელისათვის მოიძებნება /# 
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კლასის მინიმალური ტოტი მე წვეროთი. #. = ყტი „მოცემული #4 
ი= 

კლასის ყველა წარმომქმნელის ერთობლიობა მოიცავს #ს კლასის ნების- 

მიერი წარმომქმნელის წარმომქმნელთა ერთობლიობას, მეც. ამე ტოტი 

სრულია, როცა მე-ს ელემენტი არ აქვს. ტოტის სისრულისათვის უკანასკ- 

ნელი პირობა აუცილებელი არაა. 

ეთქვათ. # არის I თეორიის ფორმა. ამბობენ, რომ კვანტორის შე- 

მოსვლა # ფორმაში არის კვანტორის შეზღუდული შემოსვლა, 

თუ შესრულებულია ერთ-ერთი შემდეგი პირობებიდან. 
1. კვნტორის აღნიშნული შემოსვლის თითოეული ოპერატორული 

ასო პროპოზიციული (კვანტორული) ასოა. 

2. კვნტორის აღნიშნულ შემოსვლას აქვს CთX სახე, სადაც C არის 
ერთ-ერთი V. 3, «. ს, -V,·3, :+ ოპერატორულ ნიშნებიდან, X არის საგ- 

ნობრივი კვანტორული ასო. ამასთან, კვანტორის განხილულ შემოსელის 
ოპერანდს აქეს ან (X C V –> 8) სახე ან IX C V /X18) სახე. იმისდა მიხედ– 
ვით 6 არის V ან -V თუ არა,სადაც V საგნობრივი ასოა, წ კი ფორმულაა. 

ამასთან. თუ შესრულებულია 2-ე პირობა, მაშინ ამბობენ, რომ განზ– 
ილული კვანტორის თX შემოსვლა შეზღუდულია V-ით. კვან- 
ტორის შემოსვლას # ფორმაში ეწოდება შეუზღუდავი შემოსვლა, 
თუ იგი არაა შეზღუდული შემოსვლა. #-ს ეწოდება შეზღუდულ- 
კვანტორებიანი ფორმა ,თუ მისი თითოეული კვანტორი შეზღუდუ- 

ლია. ვთქვათ. IL თეორიის # ფორმის CთX კვანტორი X საგნობრივი ოპე- 

რატორული ასოთი არაა შეზღუდული V საგნობრივი ასოთი. მაშინ 7„7# 

ფორმის CX კვანტორის შეზღუდვა V-ით ეწოდება » ფორმის 

CXX, ნაწილის შეცვლას ან CXIX CV –>X,1)-ით ან CXIX CV /ს #,ტ1-ით 

იმისდა მიხედვით C არის V ან ·ჟV თუ არა. 
ქვემოთ ხშირად ვისარგებლებთ შემდეგი შეთანხმებით. თუ ს ფორ- 

მულაა, X საგნობრივი ოპერატორული ასოა. V საგნობრივი ასოა, C კი 

ერთ-ერთია V.3, %, ს, /V..ე..+ ოპერატორული ნიშნებიდან. მაშინ 

CთXC V,8ხ არის შემოკლებული აღნიშვნა ან თXIX C V –> 8) ფორმული- 

სათვის ან CთXIX C V / #,1 ფორმულისათვის იმისდა მიხედვით C არის 

V ან -V თუარა. 
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ქვემოთ ყველგან ამ თავში ვიგულისხმებთ, რომ მოცემულია (განი- 

ხილება) შინაარსული ან თანამედროვე ენის მქონე ფორმალური ძირი- 
თადი მათემატიკური თეორია (იხ. 2. 2. 2.). 

შენიშვნა. I თეორიის შეზღუდვა იმით, რომ იზი იყოს ძირითადი 

თეორია არსებითი არაა: ინტერპრეტაციის აგების გამოყენებული მეთო- 

დი გამოდგება იმ ზოგად შემთხვევაშიც, როცა ყველა ოპერატორული ნი- 

შანი საკუთრივი კონსტანტაა და შესაძლებელია განისაზღვროს მათი რო- 

ლი ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლისას მათი სრული შინაარსის 

განსაზღვრამდე; ამასთან, პროპოზიციული კავშირები უნდა იყოს საკუთ- 
რივი კონსტანტები და წინასწარ უნდა განისაზღვრონ დანარჩენი საკუთ- 

რივი კონსტანტების მიკავშირებული ფუნქციები იმგვარად როგორც ეს 
ზემოთ გაკეთდა (ძირითადი თეორიის შემთხეევაში). 

ვიგულისხმებთ, რომ მეტათეორიაში გვაქვს დამხმარე შინაარსული 
მათემატიკური თეორია L), რომლის L,(L) ენის ალფაბეტის მისაღებად 

საკმარისია I თეორიის/ LCI) ენის ალფაბეტს დაემატოს შემდეგი სიმბო– 

ლოები 

==, C, –ს/სM >, «-2 1, /%V. –2, «>, 
(2) 

V,3,+,1,V,-3,-+,5ე,5),-.-,. 

სადაც C არის L თეორიის ალფაბეტში არ შემავალი კუთვნილების ოპე- 

რატორად წოდებული ორადგილიანი საკუთრივი კონსტანტა პრედიკატი. 
დამხმარე თეორიისა და დამხმარე თეორიის ენის ცნებები ქვემოთ თანდა- 
თან დაზუსტდებიან. ახლავე შევნიშნოთ, რომ L(L) ენაში LI თეორიის 

ალფაბეტის სიმბოლოებს, (1.1) შეთანხმების შესაბამისად, შევუნარჩუ- 
ნებთ ტიპებს და ცვლადობისა, არასაკუთრივი კონსტანტობისა და საკუთ- 

რივი კონსტანტობის თვისებებს, გამონაკლისი იქნება მხოლოდ = და = 

პრედიკატებისა და განსხვავებული 1 თეორიის საკუთრივი კონსტანტა 
ასო ოპერატორები, რომლებიც LX(L) ენაში იმავე ტიპის არასაკუთრივ 

კონსტანტა ასო ოპერატორებად იქნებიან მიჩნეული (ასეთ საკუთრივ ასო 
ოპერატორტა შორის იქნება C ოპერატორი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა I სიმრავლეთა კლასიკური თეორიაა). ქვემოთ ვნახავთ, რომ L(L)) 
დამხმარე ენის შემზღუდავი წესების სისტემის ცნება საკმაოდ განსხვავ– 
დება მათემატიკური ენის შემზღუდავი წესების სისტემის ცნებისაგან. 
იგივე ითქმის დამხმარე ენის ინტერპრეტაციის ცნებაზე. მაგალითად, დამ- 
ხმარე თეორიის L(CL) ენის ინტერპრეტაციის შემთხვევაში კვანტორებისა 
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და ოპერატორული ნიშნებისათვის საკმარისია განისაზღვროს მათი რო- 
ლი ფორმის მნიშვნელობების გამოთვლისას; ამასთან, განსხვავებულად 

განისაზღვრება პროპოზიციულ ასოებისაგან განსხვავებული ასოების 
მნიშვნელობათა არეები; არის სხვა განსხვავებებიც. ასეთი განსხვავება შემ- 
დეგი გარემოებითაა გამოწვეული: დამხმარე L) თეორიის განხილვა გვესა- 
პიროება იმისათვის, რომ განისაზღვროს მოცემული მათემატიკური თე- 
ორიის ენის ოპერატორული ნიშნების, კვანტორების და პრედიკატული, 
სუბსტანციური ლოგიკური და ფუნქციონალური სუბსტანციური ასოე- 
ბის მნიშვნელობათა არეები. თუ მოვინდომებთ მეტათეორიის დამხმარე 

L) თეორიაშიც ამის გაკეთებას ანალოგიური გზით, მაშინ იძულებული 

ვიქნებით განვიხილოთ მეტათეორია 0, დამხმარე თეორიით და ა. შ. 

შენიშვნა. ნებისმიერ სიმრავლეთა თეორიის ენისათვის M# უნივერ- 

სუმისა და C პრედიკატული სიმბოლოს მიკავშირებული პრედიკატის 

განსაზღვრის შემდეგ სავსებით ანალოგიურად შეგეიძლია განვსაზღვროთ 
L) დამხმარე თეორიის ენის ინტერპრეტაციის ტიპის ინტერპრეტაცია (C 

პრედიკატული სიმბოლოს მიკავშირებული პრედიკატი უნდა განისაზღე- 
როს, როგორც MX-დან აღებული საგნებისა და შედგენილი მეტაწყვი- 
ლების რაიმე ერთობლიობა – ეს მიკავშირებული ფუნქცია განსაზღვრავს 
ინდივიდის, სიმრავლის, კლასისა და ელემენტის ცნებებს განსაზღვრებად 
ინტერპრეტაციაში). მეტი სიზუსტისათვის, ასეთ ინტერპრეტაციას“ ვგუ– 
წოდოთ სიმრავლეთა თეორიის შიდა ინტერპრეტაცია. 

ზემოთ აღნიშნულის შესაბამისად, დამხმარე თეორიის LC) ენის 
შემთხვევაში შემზღუდავი წესების სისტემის ზოგიერთი მოთხოვნა შესუს- 
ტებულია (მაგალითად, ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორების გან- 
საზღვრის არეებისა და მიკავშირებული ფუნქციების განსაზღვრის ნაცვ- 
ლად ზსენებული წესების სისტემა მოითხოვს მხოლოდ მათი როლის გან– 
საზღვრას ფორმის მნიშვნელობების გამოთელისას). ამიტომ L) თეორიას 

ვერ განვიხილაგთ მათემატიკურ თეორიად: ,,დამხმარე მათემატიკური 

თეორია“ უნდა განვიხილოთ როგორც „მათემატიკური თეორიის“ ცხნები- 

საგან დამოუკიდებელი (ცნება. იგივე ითქმის შემდეგ ცნებებზე: ,,დამხმარე 
მათემატიკური თეორიის ენა“, ,,დამხმარე მათემატიკური თეორიის ენის 

ინტერპრეტაცია, ,,დამხმარე თეორიის ინტერპრეტაცია. აღნიშნულ 

ცნებებისთვისაც შეგვიძლია შემოვიტანოთ ზოგიერთ იმ ცნებათა სრული 
ანალოგები, რომლებიც შემოტანილი გვაქვს მათემატიკური თეორიების, 
მათემატიკური თეორიების ენებისა და მათი ინტერპრეტაციებისათვის 
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(ასეთი ცნებების მაგალითებია ,,ფორმის“ ცნება, ,,ფორმის მნიშვნელო- 

ბის“ ცნება და ა. შ.). 
სიმარტივისათვის, შემოტანილ ტერმინებში ხშირად გამოვტოვებთ 

ხოლმე სიტყვას. ,,დამხმარე“. დამხმარე ს) თეორიის L(IL)) ენისათვის გან– 

ვსაზღვრავთ I თეორიის IXI) ენის ი«/ ინტერპრეტაციის შესაბამისს ე.წ. 

(დამხმარე) LX თეორიის L(ს) ენის «/ ინტერპრეტაციას. 1IX(LC) 

ენის =/ ინტერპრეტაციას ვუწოდოთ L თეორიის C/ ინტერპრეტაცია მა- 

შინ და მხოლოდ მაშინ, როცა C// არის 1 თეორიის ინტერპრეტაცია. ვი– 
გულისხმებთ, რომ IL) დამხმარე თეორიისა და L,(L) დამხმარე ენისათვის 
სხვა სახის ინტერპრეტაციები არ არსებობენ. ამის შესაბამისად ნაცვლად 

ტერმინისა ,„=# ინტერპრეტაცია,“ სიმარტივისათვის, ხშირად ვისარგებ– 

ლებთ უფრო ზოგადი ტერმინით: ,,ინტერპრეტაცია“. ამასთან ვიგულის- 

ხმებთ, რომ L) თეორიის ენის ინტერპრეტაციებში ფორმებისათვის დაშ- 
ეებულია განუზღვრელი მნიშვნელობებიც (მაშინაც, როცა 1 ორმნიშენე- 

ლობიანი ლოგიკური თეორიაა). ამ მოთხოვნის ბუნებრიობა გამომდი– 
ნარეობს იქიდან, რომ LX თეორიის ენის ალფაბეტი შეიცავს დამატებით: 

მარტივ ოპერატორებს და დამატებით ოპერატორ ულ ნიშნებს. რადგან L 
ძირითადი მათემატიკური თეორიაა, წინა პუნქტებიდან გამომდინარეობს, 

რომ განსაზღვრულია I თეორიის ენის პროპოზიცი ული კავშირებისა და 
= და =“ პრედიკატული სიმბოლოების შინაარსი და ოპერატორული 

ნიშნების (და, მაშასადამე, კვანტორების) როლი ფორმის მნიშვნელობე- 
ბის გამოთვლისას(თუკი ისინი 1 თეორიის ალფაბეტის სიმბოლოებია). 

ვიგულისხმებთ, რომ იგივე იმავე გზით გაკეთებულია IL) დამხმარე მათე- 
მატიკური თეორიის შემთხეევაშიც (L) შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 

„ძირითადი დამხმარე თეორია“, ამასთან, უკასკნელი (ცნება ,,ძირითადი 
თეორიის“ ცნებისაგან დამოუკიდებელ ცნებად უნდა მივიჩნიოთ). 

2.2.2-ში მოტანილი შეთანხმების ძალით (ძირითადი) 1 თეორიის ოპ– 
ერატორული ნიშნები, პროპოზიციული კაეშირები და ტოლობის ,,= 

და იგივურობის ,,=“ ნიშნები საკუთრივი კონსტანტებია (სპეციალური 
ოპერატორული ნიშნები ძირითად თეორიას არ აქვს). იგივე მდგომარეო- 
ბაა დამხმარე LC) თეორიის შემთხეევაში. 

ვიგულისხმებთ, რომ თავდაპირველად აგებულია I თეორიის LI) 

ენის «7 ინტერპრეტაციის M# უნივერსუმი (დამთავრებულად წარმოდ- 
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გენადი პროცესით) და განსაზღვრულია პროპოზიციული და საგნობრივი 

კონსტანტების მნიშვნელობები. # არე საგანთა ცარიელი ერთობლიობაა 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ILX1) ენის ალფაბეტი უმარტივესია. იმ 

შემთხეევაში, როცა L(CI) ისეთი კლასიკური ენაა, რომლის თანამედროვე 

ენად განხილვა შეუძლებელია, მაშინ « უნივერსუმად LLCI) ენის საგანთა 

არე უნდა ავიღოთ. თუ LXI) თანამედროვე ენაა ან ისეთი კლასიკური 

ენაა, რომლის თანამედროვე ენად განხილვა შეიძლება, მაშინ # არედ უნ- 
და ავიღოთ საგანთა რაიმე არაცარიელი ერთობლიობა(ან საგანთა ერ- 
თობლიობების კონკრეტულად მოცემული საკმაოდ მდიდარი კვაზიერ– 
თობლიობიდან აღებული ნებისმიერი არაცარიელი ერთობლიობა). გან- 

საზღვრით, საგნობრივ ასოს მნიშვნელობათა არედ M უნივერსუმი მიიჩ- 

ნევა (როცა LL(I) ენას საგნობრივი ასოები აქ>ვს, მაშინ MX უნივერსუმი 
ცარიელია)» პროპოზიციულ ასოს მნიშვნელობათა არედ კი ჭქეშმარიტუ- 
ლი მნიშენელობებისაგან შედგენილი (§ I) მეტაკტრთობლიობა მიიჩნევა 

(ეს მეტაერთობლიობა და # უნივერსუმი მეტასიმრავლეები აღმოჩნდე- 
ბიან). არასაკუთრივ საგნობრივ და არასაკუთრივ პროპოზიციულ კონ- 
სტანტებს ნებისმიერად ვაძლევთ მნიშვნელობებს მათ მნიშვნელობათა 
არეებიდან, L და წ საკ.უორივი პროპოზიციული კონსტანტების მნიშვნე- 
ლობები შესაბამისად არიან ,,ჭეშმარიტი“ და ,,ქმცდარი“, საკუთრივი 

საგნობრივი კონსტანტების მნიშვნელობები კი ცალსახად განისაზღვრება 
შემზღუდავი წესების სისტემით (თუ 1XLI) ენას საკუთრივი საგნობრივი 

კონსტანატა გააჩნია, მაშინ ეს ენა კლასიკურია და მისი თანამედროვე 
ენად განხილვა შეუძლებელია (იხ. 2.2.2)). 

შენიშვნა. აქ კონტექსტი ძირითადად წარმოადგენს შემზღუდავი 
წესების სისტემის ნაწილს. კონტექსტის იმ ნაწილს, სადაც მითითებულია, 

რომ საკუთრივი საგნობრივი კონსტანტების მნიშვნელობები ცალსახად 
განისაზღვრება შემზღუდავი წესების სისტემით, აქვს ასეთი ზოგადი სახე. 
რამდენადაც სხვა შესაძლებლობა არაა (საკუთრივი საგნობრივი კონსტან- 
ტები კონკრეტულად არ გვაქეს მოცემული საზოგადოდ – ისინი კონკრე- 
ტულად მოიცემიან მხოლოდ კონკრეტულად მოცემული ენისათვის (კონ- 
კრეტულად მოცემ ული კლასიკური ენისათვის)). 

რადგან I ძირითადი თეორიაა, 1 თეორიის LXI) ენის ალფაბეტის 
ნებისმიერი არასაკუთრივი კონსტანტა (ე.ი. ნებისმიერი არალოგიკური 
სიმბოლო) არის ან საგნობრივი კონსტანტა ან პროპოზიციული კონსტან- 
ტა ან პრედიკატი ან სუბსტანციური ფუნქციონალური ასო (კონსტანტა 

ოპერატორი) ან სუბსტანციური ლოგიკური კონსტანტა ოპერატორი. 
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ისვთ კლასიკურ I-II) ენას, რომლის თანამედროვე ენად განხილვა. 
შესაძლებელია, გავაიგივებთ სათანადო თანამედროვე ენასთან. ამის შესა- 
ბამისად ნაცვლად ფრაზისა: „კლასიკური LXI) ენა შეგვიძლია განვიზი- 

ლოდ თანამედროვე ენად“ ვისარგებლებთ ფრაზით: ,კლასიკური LI) 

ენა არის თანამედროვე ენა“. ვისარგებლებთ ამ შეთანხმების შესაბამისი 
სხვა ანალოგიური გამარტივებებითაც. ასეთი გამარტივების მაგალითია 
ფრაზა: ,,კლასიკური თეორია თანამედროვე ენით“ და ა. შ. 

შემოვიტანთ I თეორიის LXCIL) ენის I ინტერპრეტაციაზე დამო- 

კიდებულ ცნებებს. ამით შემოტანილად მივიჩნევთ თეორიის ინტერპრე- 

ტაციაზე დამოკიდებულ ცნებებსაც, რამდენადაც I თეორიის ინტერ- 

პრეტაცია ამავე დროს არის LL(IL) ენის ინტერპრეტაციაც (ამ ცნებათა 

მოცულობები ერთი და იგივეა, როცა 1 თანამედროვე თეორიაა). ამას- 

თან, სიმარტივისათვის, ტერმინების შემოტანისას დამაზუსტებელ ფრა- 

ზებს (როგორიცაა: „9/ ინტერპრეტაციაში“, ,,–/ ინტერპრეტაციის მი– 
მართ“, ,,ა/' ინტერპრეტაციაში“ და ა. შ.) ზოგჯერ გამოვტოვებთ ხოლმე. 
მაგრამ საჭიროების შემთხვევაში ასეთი დამაზუსტებელი ფრაზებით ვი- 
სარგებლებთ გაუგებრობათა თავიდან აცილების მიზნით. ამასთან, ხში– 
რად ვისარგებლებთ გამარტივებებით სრული სახით შემოტანილი ტერ– 
მინების გამოყენებისას. ცხადია, მხედველობაში გვექნება შემამოკლებელი 
სიმბოლოებით მოცემული ძირითადი თეორიების გაფართოებებიც. 

ვიგულისხმებთ, რომ მეტათეორიაში გვაქვს რიგობრივი რიცხვის ინ- 

ტუიციური ცნების შესატყვისი ყველა რიგობრივი რიცხვის VV' მეტაკ– 
ლასი. ვიგულისხმებთ. რომ თითოეული ინტუიციური რიგობრივი რიცხ- 
ვისა და ინტუიციური სიმრავლის აგების პროცესი დასრულებულად 

წარმოდგენადია, თითოეული ზესიმრავლის (კერძოდ, VV” -ის) აგების 
პროცესი კი დასრულებულად წარმოდგენადი არაა. ცხადია, ნებისმიერი 

ინტუიციური სიმრავლე, რომელიც რიგობრივი რიცხეია, VV” -ის ელე“ 
მენტია. ადვილად შეიძლება იმის დამტკიცება, რომ # ინტუიციური სიმ- 
რავლე არის რიგობრივი რიცხვი მაშინ და მხოლოა მაშინ, როცა მისი 

ორი ნებისმიერი გ და ხ ელემენტისათეის ან მ C ხან ხC განმ=ხდა 
# სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი /# სიმრავლის ქვესიმრავლეა (იხ. 

L.3.1). ცხადია, VV, კლასი დამოკიდებულია იმაზე თუ რიგობრივი რიცხ– 
ვის აგების როგორ პროცესს მივიჩნევთ დასრულებულად წარმოდგენად 
პროცესად. ვიგულისხმებთ, რომ ამ საკითხში სათანადო შეთანხმება არ–- 
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სებობს და ამ შეთანხმებით VV” კლასი დაფიქსირებულია. ამასთან, ეს შე– 

თანხმება უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგ მოთხოვნებს. მეტათეორიაში, 
მოცემული მათემატიკური თეორიის ენის თითოეული ინტერპრეტაციის 
უნივერსუმის აგების პროცესი დასრულებულად წარმოდგენადი უნდა 
იყოს და უნდა სრულდებოდეს 1.3.3 პუნქტში მოტანილი მ და ხ აქსიომე- 

ბის სრული ანალოგები. ამ მოთხოვნებიდან, ცხადია, გამომდინარეობს 

შემდეგი: თუ I თეორიის L(I) ენის განსაზღვრებადი ა/ ინტერპრეტაცია 
სიმრავლეთა თეორიის მოდელია, მაშინ ამ მოდელის რიგობრივ რიცხვთა 
VV კლასი VV” -ის საწყისი მონაკვეთია (იხ. 5.5.2). 

LX თეორიის ალფაბეტის და, საზოგადოდ, ნებისმიერი ალფაბეტის 
სიტყვის აღსანიშნავად, სიმარტივისათვის, თვით ამ სიტყვას გამოვიყენებთ. 

ეს შეთანხმება წარმოშობს შემდეგ სიძნელეს. ხსენებული ალფაბეტის 
სიტყვა შესაძლოა ერთდროულად აღმოჩნდეს თავის თავის აღმნიშვნელიც 
და საგნის ან ჭეშმარიტული მნიშვნელობის აღმნიშენელიც. ამიტომ მეტი 
სიზუსტისათვის (გაუგებრობათა თავიდან აცილების მიზნით) საჭიროე- 
ბის შემთხვევაში გამოვიყენებთ გ. ფრეგეს მიერ შემოტანილ შემდეგ ზო- 
გად შეთანხმებას. მოცემული ალფაბეტის „7 სიტყვა აღინიშნება ”/7ს” გა- 

მოსახულებით. აქ მეტაცვლადი # გამოყენებულია შეთანხმების მოკლედ 
ჩასაწერად. იგულისხმება, რომ # მეტაცვლადით აღნიშნული სიტყვის 
აღსანიშნავად გამოიყენება განხილული სახის მძიმეებში ჩასმული იგივე 
სიტყვა. 

L) თეორიის 1LX(0) ენის =/-ინტერპრეტაცია აღვნიშნოთ თ” -ით. =/ 

და ა” ინტერპრეტაციები შემდეგნაირად განისაზღვრებიან. 
1 თეორიის ნებისმიერი ფორმულა განვიხილოთ, როგორც ML არეზე 

განსაზღვრული თვისება CI თეორიის) რაიმე საგნობრივი ასოს მიმართ სა/ 

ინტერპრეტაციაში (იხ. 1.32 და 1.2 შემთხვევა, როცა # ცარიელია არ 

გამოვრიცხავთ). დაშვებით, თითოეული ასეთი თვისება განსაზღვრავს 
მეტასიმრავლეს (M« = C, შემთხვევაში ასეთი თვისებები და, მაშასადამე, 

ასეთი თვისებებით განსაზღვრული მეტასიმრავლეები არ გვექნება, რამდე– 
ნადაც ამ შემთხვევაში 1 თეორიის ენის თეორიის ალფაბეტი უმარტივე- 
სია და, მაშასადამე, იგი არ შეიცავს საგნობრივ ასოებს). განსაზღვრით. 
ასეთი მეტასიმრაელეები, MX არის საგნები, # არის ისეთი საგნების წარ- 
მომქმნელები, რომლებიც კლასებია ინტუიციური აზრით, ცარიელი სიმ- 
რავლე (ინტუიციური აზრით), 1 და ჩჭეშმარიტული მნიშვნელობები, §, ჩ 
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41 და I თეორიის ალფაბეტის სიმბოლოები, ჩამოთვლილი სიმბოლო- 

ებისაგან შედგენილი სიტყვები და ინტუიციური სიმრავლეები შედგენილი 
1 თეორიის ალფაბეტის ყველა სიტყვისაგან, შესაბამისად ყველა სიმბო- 

ლოსაგან, შესაბამისად ამა თუ იმ ტიპის ყველა ცვლადისაგან, შესაბამისად 
ამა თუ იმ ტიპის ყველა კვნტორული კონსტანტისაგან, შეადგენენ უდ- 
აბლესი საფეხურის მეტასაგანთა მეტაერთობლიობას (იგუ- 
ლისხმება, რომ განუსაზღვრელი ჭეშმარიტული მნიშვნელობა და განუ- 
საზღვრელი საგნობრივი მნიშვნელობა უდაბლესი საფეხურის მეტასაგნე- 
ბია – ისინი გაიგივებულნი არიან 1 და LL სიმბოლოებთან შესაბამისად: ეს 

სიმბოლოები თავიანთ თავს აღნიშნავენ. ამ შემთხვევაში გ. ფრეგეს ' I” და 

"1? აღნიშვნების გამოყენება აუცილებელი არაა – გაუგებრობის წარმო- 
შობის საშიშროება არაა). გარდა ზემოთ აღნიშნული მეტასიმრავლეე- 
ბისა, ხსენებული ინტუიციური კლასები, მათი წარმომქმნელი ინტუიცი- 

ური სიმრავლეები და სხვა ხსენებული ინტუიციური სიმრაელეები, გან– 

საზღვრით, მეტასიმრავლეებს წარმოადგენენ. 

აღნიშნულიდან გამომდინარეობს, რომ თუ # არაა ცარიელი, მაშინ 

არსებობს #-დან აღებული ყველა საგნის მეტასიმრავლე და ეს მეტასიმ– 
რავლე უდაბლესი საფეხურის მეტასაგანია. 

მართლაც, იგი განისაზღვრება 1 თეორიის X = X ფორმულის M-ზე 

თვისებად განხილვის შედეგად მიღებული თვისებებით (სადაც X საგნო- 
ბრივი ასოა). 

ახლა, უდაბლესი საფეხურის მეტასაგნების საფუძველზე 1.3-ში აღ- 
წერილი მეთოდით აიგება C საფეხურის მეტასაგნები (მეტასიმრავლეები 

– მეტაკლასები) თითოეული C C' VV რიგობრივი რიცხვისათვის, და 
უმაღლესი საფეხურის მეტასაგნები (მეტაკლასები) სნუ მეტაზესიმრავ- 
ლეები (ინდივიდების როლში მაგრამ არა ინდივიდებად – გამოდიან უდ- 
აბლესი საფეხურის მეტასაგნები). 1.:33-ში გამოყენებული ტერმინების ანა- 
ლოგების მისაღებად ხსენებულ ტერმინებს დავუმატებთ წინსართს „მე- 

ტას“, აღნიშვნების ანალოგების მისაღებად კი 1.:3-ში გამოყენებულ შესაბა- 

მის აღნიშვნებს დავუმატებთ შტრიხს ზედა ინდექსად. მაგალითად, MX" -ით 

აღინიშნება მეტასაგანთა მეტაერთობლიობა, 5' და C” იქნებიან ერთად- 
გილიანი პრედიკატები, ამასთან, 5”მ აღნიშნავს მ მეტასაგნის საფეხურს, 

6'მ კი იკითხება ფრაზით ,,მეტაელემენტია მ“ და ამ ფრაზის "შესაბამისი 

შინაარსი აქვს C”გ ჩანაწერს. ასეთივე კავშირში იქნება L) თეორიის =/C/ 
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ინტერპრეტაციასთან დაკავშირებული ტერმინები და აღნიშვნები I თეო- 

რიის =/ ინტერპრეტაციასთან დაკავშირებულ ტერმინებთან და აღნიშ- 
ენებთან. რიგ შემთხვევაში შენარჩუნებული იქნება 1.3-ში შემოტანილი 
აღნიშვნები კონტექსტში ცხადად მოტანილი განსაზღვრებების შესა- 
ბამისად. 

უფრო დეტალურად შევჩერდეთ მეტასიმრავლეებისა და მეტაკლასე- 
ბის აგების პროცესზე. 

მათემატიკური ენის როლში გამოდის LXIL)) ენა. ამ ენის ფორმების 

მნიშენელობებად დაიშვება განუსაზღვრელი მნიშვნელობები. MX მეტაერ- 

თობლიობისაგან განსხვავებით L' ჯერჯერობით განსაზღვრებადი მეტა– 

ერთობლიობაა. ჯერჯერობით აგებული გვაქვს #” მეტაერთობლიობის ის 
საგნები, რომლებსაც უდაბლესი საფეხურის მეტასაგნები ვუწოდეთ. შე- 

მოვიტანთ M#” -ზე დამოკიდებულ განსაზღვრებებს და ამ განსაზღვრებე- 
ბით შემოტანილ ცნებეს გამოვიყენებთ IC” -ის ასაგებად ისე, რომ ლოგი - 
კური წრე არ მივიღოთ ( #' -ის შემადგენელი მეტასაგნების აგება მოხდე– 
ბა ბიჯებისაგან შედგენილი პროცესით ისე, რომ ყოველი ბიჯი განისაზ- 
ღვრება წინა ბიჯებით შემოტანილი მეტასაგნების მეტაერთობლიობით, 
ამასთან, იგულისხმება, რომ ნულოვანი ბიჯით შემოიტანება უდაბლესი 

საფეხურის მეტასაგნები. 
LCL) ენის ასოების მნიშვნელობათა არეები შემდეგნაირად განისაზ- 

ღვრებიან. საგნობრივი ასოს მნიშვნელობათა არეა M#”" = MI" V§L,+) მე- 

ტაერთობლიობა ფიგულისხმოთ, რომ + და + სიმბოლოებიდან თითო– 
ეული გაიგივებულია შესაბამისს განუსაზღვრელ მნიშვნელობასთან; ამას- 
თან მოვითხოვთ, რომ საგნობრივ და პროპოზიციულ ასოებს უშუალოდ 
არ შემოჰქონდეთ განუსაზღვრელი მნიშვნელობები (განუსაზღვრელი 
მნიშვნელობის შემომტანი უნდა იყოს მხოლოდ სუბსტანციური ფუნ- 
ქციონალური ასო); ამიტომ აუცილებელია საგნობრივი და პროპოზიცი- 
ული ასოს მნიშვნელობათა არეა (L, წ) მეტასიმრავლე; ი-ადგილიანი სუბ- 

სტანციური ლოგიკური ასოს (ე.ი. ი-ადგილიანი სუბსტანციური ლოგი– 

კური ოპერატორის) მნიშვნელობათა არეა (0011) –> 1” ” ტიპის ყველა 

ისეთი ყველგან განსაზღვრული ი-ადგილიანი მეტაფუნქციის მეტაერ- 

თობლიობა, რომელთაგან თითოეული განსაზღვრულ მნიშვნელობას ღე- 
ბულობს განსაზღვრის არედან აღებულ ისეთ ი-ეულზე, რომლის კომპო- 

ნენტები განსაზღვრულ მნიშვნელობებს წარმოადგენენ (სადაც #”" არ- 

48



ის #”LICL) » ი-ადგილიანი პრედიკატული ასოს მნიშვნელობათა არეა 

4 -ზე განსაზღვრული ყველა ი-ადგილიანი მეტაპრედიკატების მეტა- 

ერთობლიობა; M-ადგილიანი სუბსტანციური ფუნქციონალური ასოს 

მნიშვნელობათა არეა #"” -> #” ტიპის ყველა ჩ-ადგილიანი მეტაფუნ- 
ქციის მეტაერთობლიობა, ამასთან, ამ მნიშვნელობათა არედან აღებულ 

ნებისმიერ 1 მეტაფუნქციას გავაიგივებთ ისეთ #”' –> #”” ტიპის ყველ- 
გან განსაზღვრულ ი-ადგილიან ფუნქციასთან, რომელიც +-ის გაგრძელე- 
ბას წარმოადგენს და განსაზღვრულ მნიშენელობას ღებულობს მხოლოდ 
და მხოლოდ L ფუნქციის განსაზღვრის არეში. 

ცხადია, L(CI) ენის ალფაბეტის თითოეული ასოს მნიშვნელობათა 

არე = ინტერპრეტაციის მიმართ (იხ. 2.2.5) არის ნაწილი მისივე LXLC) 

ენის I სი/ ინტერპრეტაციის მიმართ მნი შენელობათა არისა. LXI) ენის 

საგნობრივ და პროპოზიციულ კონსტანტებს ი/' ინტერპრეტაციაში, 

განსაზღვრით, ექნება იგივე მნიშვნელობები, რაც მათ აქვთ «#4 ინტერპრე- 
ტაციაში. 

ვიგულისხმებთ, რომ LX თეორიის L(I) ენის I” ინტერპრეტაციაში 
ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორების როლი ფორმების მნიშვნე- 
ლობების გამოთვლისას ისევე განისაზღვრება. როგორც 3.1.2-ში; ასევე 

ვიგულისხმებთ, რომ პროპოზიციული კავშირების მიკავშირებული ფუნ- 
ქციები ისევე განისაზღერება როგორც, 3.1.1-ში და 3.1.3-ში (მხედველო- 
ბაშია სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევა). ვიგულისხ- 
მებთ აგრეთვე, რომ = და = პრედიკატული სიმბოლოების მიკავშირე- 

ბულ პრედიკატებად (ფენქციებად) შესაბამისად მიჩნეულია 

((8,8):8 C M”1 და ((გ,8):მ C #””) 

(ასეთი სახის ჩანაწერი აღნიშნავს ,,: “ სიმბოლოს წინ მყოფი სახის ჩანაწ- 
ერით აღნიშნულ ყეელა მეტასაგნის მეტაერთობლიობას, რომლისთვისაც 

სრულდება ,,: “ სიმბოლოს შემდგომ მოცემული პირობა – იგი კერძო 

შემთხვევაში შესაძლოა იყოს მეტაკლასი, მეტასიმრავლე, კლასი, სიმ- 
რავლე). შევნიშნოთ, რომ ზემოთ მოტანილ ფრაზაში ,= და = პრედი- 

კატული სიმბოლოების მიკავშირებულ პრედიკატებად (ფუნქციებად) შე- 
საბამისად მიჩვეულია მეტაერთობლიობები..“ ნაცვლად სიტყვისა ,,არის“ 

გამოყენებულია სიტყვა ,,მიჩვეულია“. ამის მიზეზია ის გარემოება, რომ 
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ხსენებული მეტაერთობლიობა არაა მეტაპრედიკატი (ისინი საკუთრივი 
მეტაერთობლიობებია) და, მაშასადამე, ისინი არ შეიძლება იყონ მი- 

კავშირებული მეტაპრედიკატები (ან მეტაფუნქციები) პირდაპირი აზრით 
(ისინი არ არიან ორადგილიანი პრედიკატული ასოს მნიშვნელობათა 
არის საგნები). უფრო კორექტული იქნება თუ ჩავთვლით, რომ განხილუ- 
ლი მეტაერთობლიობები განსაზღვრავენ = და = პრედიკატული სიმბო- 

ლოების როლს ი” -ში ფორმის მნიშვნელობების გამოთვლისას და, რომ 
ეს საკმარისია C/Cი ინტერპრეტაციის აგების პროცესისათვის. 

ბუნებრივად განისაზღვრება C პრედიკატის როლი ფორმის მნიშ- 
ვნელობების გამოთვლისას – იგი კუთვნილების პრედიკატია ინტუიცი- 
ური აზრით. მის მიკავშირებულ პრედიკატად შეგვიძლია მივიჩნიოთ 

(ი, 9,):50 C 5)) მეტაერთობლიობა. 

ახლა, განვსახღვროთ არაუდაბლესი საფეხურის მეტაკლასები (გა- 
ვიხსენოთ, რომ = და = პრედიკატებისაგან განსხვავებული I თეორიის 

საკუთრივი კონსტანტა ასო ოპერატორები IL) თეორიის L(LC)) ენის იმავე 
ტიპის არასაკუთრივი კონსტანტა ასო ოპერატორებია). 

შენიშვნა. თითქმის ყველა პრაქტიკაში გამოყენებულ თეორიაში 
აღნიშნული სახის საკუთრივი კონსტანტა ასოების რიცხვი ნულია. შეგ- 
ვიძლია ძირითადი თეორიის ცნება შეგვეზღუდა მოთხოვნით, რომ მას არ 
ჰქონოდა ზსენებული სახის საკუთრივი კონსტანტა ასო ოპერატორები. 
ასეთი შეზღუდვა არ გაგვათავისუფლებს რაიმე არსებითი სიძნელისაგან, 
რამდენადაც ზოგადი განხილვისას ვუშვებთ ხუთივე ტიპის კვნტორული 
ასოების არსებობის შესაძლებლობას (თუ რაიმე ტიპის კვნტორული ასო 
არსებობს თეორიის ალფაბეტში, მაშინ იმავე ტიპის საკუთრივი კონსტან- 

ტა ასოს დამატებით ქვემოთ განსაზღვრული XX, და X. ერთობლიობები 

არ ფართოვდება და ამიტომ მეტასაგნის, მეტაკლასის და მეტასიმრავლის 
ცნებები არ იცვლება). რომ მოგვეთხოვა ფორმების მნიშვნელობების გან- 
საზღვრისას ზსენებული ტიპის საკუთრივი კონსტანტა ასო, ოპერატორე- 
ბის როლის განსაზღერა, მაშინ დამატებითი სიძნელეები გვექნებოდა (= 

სიმბოლოს როლი L) თეორიაში განისაზღვრება ისეთი მიკავშირებული 
ფუნქციით, რომელიც არაა მეტაკლასიც კი). 

არაუდაბლესი საფეხურის მეტასიმრავლეები შემდეგნაირად განი- 
საზღვრებიან. 

LI იყოს LX თეორიის ფორმ ულათა კლასი. VV” -დან აღებული ნების- 

მიერი თ რიგობრივი რიცხვისათვის განვსაზღვრავთ თვისებათა ჯეკ ერ- 
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თობლიობას და C საფეხურის მეტასაგნებს – მეტასიმრავლეებს შემდეგ- 
ნაირად. ტრანსფინიტური ინდუქციის პრინციპის ძალით შეგვიძლია ვი- 

გულისხმოთ, რომ ჯე და #8 საფეხურის მეტასაგნები – მეტასიმრავლეები 

განსაზღვრულია C-ზე ნაკლები ყოველი რიგობრივი რიცხვისათვის. 

1. X, , განსაზღვრით, არის C-ზე ნაკლები საფეხურის მეტასაგანთა 

ერთობლიობაზე განსაზღვრული 5”X < თ/"L (X) სახის თვისებათა ერ- 

თობლიობა, სადაც X ნებისმიერი საგნობრივი ცვლადია L) თეორიის 

ალფაბეტიდან, L, (X) კი X-ის მიმართ თვისებად განხილული II-დან აღე- 

ბული ნებისმიერი შეზღუდულკვანტორებიანი # ფორმულაა, როცა # 

ფორმულაში მყოფი X-სგან განსხვავებული თავისუფალი ცვლადებისა და 

არასაკუთრივი კონსტანტა ასოების მნიშვნელობები დაფიქსირებულია 
მათი ისეთი მნიშვნელობებით, რომელთა საფეხური C-ზე ნაკლებია, იმ 

პირობით, რომ X-გან განსხვავებული საგნობრივი ცვლადებისა და არასა- 

კუთრივი საგნობრივი კონსტანტების .მნიშვნელობების დასაფიქსირებ- 

ლად გამოიყენება + და + მეტასაგნებიც (განუსაზღვრელ მნიშენელო–- 
ბებთან გაიგივებული სიმბოლო მეტასაგნები). 

2. დაშვებით, ჯეკ -დან აღებული ნებისმიერი CXX) თვისება განსაზ- 

ღვრავს მეტასიმრავლეს – მეტასაგანს. ამასთან, თუ ეს #ICXCX)1 მეტასიმ- 
რავლე არაა თ-ზე ნაკლები საფეხურის მეტასიმრავლე – მეტასაგანი, მა– 

შინ, განსაზღვრით, MXICXX)) მეტასიმრავლე არის თ საფეხურის მე- 
ტასიმრავლე – მეტასაგანი და ამ გზით მიღებული თ საფეხურის 

მეტასიმრავლეების – მეტასაგნების გარდა სხეა თ საფეხურის მეტასიმ- 

რავლე – მეტასაგანი არ არსებობს. 

მეტასიმრავლისა და მეტაელემენტის ცნებები შემდეგნაი– 

რად განისაზღვრება. მ არის მეტასიმრავლე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა იგი არის უდაბლესი საფეხურის მეტასიმრავლე ან მოიძებნება ისე– 
თი თ CVV” რიგობრივი რიცხვი, რომ მ არის თ საფეხურის მეტასაგანი 

(მეტასიმრავლე). მეტაინდივიდი ვუწოდოთ ისეთ "უდაბლესი საფეხუ– 
რის მატასაგანს, რომელიც არაა მეტასიმრავლე. მეტაელემენტი იყოს 
საერთო სახელწოდება მეტაინდივიდებისა და მეტასიმრავლეებისათვის. 

ვიგულისხმებთ, რომ თითოეული მეტასიმრავლე არის მეტაკლასი. 
მეტასაგნის, მეტაკლასისა და მეტაზესიმრავლის ანუ უმაღლესი სა– 

ფეხურის მეტასაგნის ცნებები შემდეგნაირად განისაზღვრებიან. 
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#., · განსაზღერით, არის მეტაელემენტთა მეტაერთობლიობაზე გან- 

საზღვრული ,, 6 X <Cთ/სწICX)“ სახის თვისებათა ერთობლიობა, სადაც 

X ნებისმიერი საგნობრივი ცვლადია IL) თეორიის ალფაბეტიდან, წL-(X) 

კი X-ის მიმართ თვისებად განხილული II-დან აღებული ნებისმიერი შეზ- 
ღუდულ კვანტორებიანი # ფორმულაა, როცა # ფორმულაში მყოფი 

Xჯ-სგან განსხვავებული თავისუფალი ცელადებისა და არასაკუთრივი კონ- 
სტანტა ასოების მნიშვნელობები დაფიქსირებულია მათი ისეთი მნიშენე- 
ლობებით, რომლებიც ყველა მეტაელემენტის მეტაერთობლიობიდანაა 

აღებული. იმ პირობით. რომ X-სგან განსხვავებული საგნობრივი ცვლადე–- 

ბისა და არასაკუთრივი საგნობრივი კონსტანტების მნიშვნელობების და– 

საფიქსირებლად გამოიყენება | და + მეტასაგნებიც (განუსაზღვრელ 
მნიშვნელობებთან გაიგივებული სიმბოლო მეტასაგნები). 

დაშვებით. X. -დან აღებული ნებისმიერი CX(X) თვისება განსაზ- 

ღერავს მეტაკლასს. ამასთან. თუ არსებობს ისეთი #ს მეტასიმრავლე, რომ 

#LCXX)1 კლასს და 4 მეტასიმრავლეს ერთი და იგივე „ელემენტები“ აქვთ, 
მაშინ MICXVX)| მეტაკლასი და # მეტასიმრავლე ერთი და იგივეა. წი- 

ნააღმდეგ შემთხვევაში, განსაზღვრით. ICICXX)) მეტაკლასი არის უმაღ- 
ლესი საფეზურის მეტასაგანი და ამ გზით მიღებული უმაღლესი 
საფეხურის მეტასაგნების გარდა სხვა უმაღლესი საფეხურის მეტასაგანი 
არ არსებობს, 

ვიგულისხმებთ. რომ არსებობს მხოლოდ და მხოლოდ ზემოთ აღნიშ- 
ნული გზით შემოტანილი მეტასიმრავლეები და მეტაკლასები. 

უმაღლესი საფეხურის მეტასაგანს (მეტაზესიმრავლეს) ეწოდება. აგ- 
რეთეე, საკუთრივი მეტაკლასი. დასასრულ მეტასაგანი არის სა- 
ერთო სახელი მეტაინდივიდებისა და მეტაკლასებისათვის. 

ვიგულისხმებთ, რომ L(1) ენის შემზღუდავი წესების სისტემა შეი- 

ცავს წესებს. რომლებიც განსაზღვრავს პროპოზიციული კავშირებისა და 

სხვადასხვა ტიპის ასოების მნიშვნელობათა არეებს ისე, როგორც ეს 2:2.5-შია 
მოცემული; ასევე, აღნიშნული წესების სისტემა განსაზღვრავს ზემოთ 
განხილული პროპოზიციული კავშირების მიკავშირებულ ფუნქციებს და 

საკუთრივი კონსტანტა ოპერატორი ასოების მიკავშირებულ ფუნქციებს 

(ან პრედიკატებს) იმგვარად, როგორც ეს მოცემულია ამ პარაგრაფის წი– 
ნა პუნქტებში (მხედველობაშია აღნიშნული ტიპის მხოლოდ ის სიმბო- 

ლოები. რომლებსაც შეიცავს IL თეორიის ალფაბეტი). აღნიშნულის შესა– 
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ბამისად განსაზღვრ ულად ვიგულისსმებთ ხსენებული სიმბოლოების მნიშ- 
ვნელობათა არეებს და ხსენებული საკუთრივი კონსტანტების მიკავშირე- 
ბულ ფუნქციებს (მხედველობაშია ის ფაქტი, რომ 1) ძირითადი თეორიაა 
და, მაშასადამე, მისი ალფაბეტი მხოლოდ ზემოთ განხილულ პროპოზი- 

ციულ კავშირებს და ოპერატორულ ნიშნებს შეიცავს). შემდგომი ბიჯით 
1 თეორიის არასაკუთრივ კონსტანტა ასო ოპერატორებს შევურჩევთ 
მნიშვნელობებს მათი მნიშვნელობების არეებიდან ნებისმიერად. 

ახლა, LX თეორიის LLC LC) ენის =/CV/ ინტერპრეტაციის მისაღებად L) 

თეორიის = და = პრედიკატული სიმბოლოებისაგან განსხვავებულ 1 
თეორიის კონსტანტა ოპერატორ ასოებს შეგუნარჩუნებთ იმ მნი მშვნელო- 

ბებს, რომლებიც მათ აქვთ ი/-ში (IL თეორიის ამა თუ იმ ასოს «//ს მი- 

მართ მნიშვნელობათა არე ნაწილია იმავე ასოს C/' -ის მიმართ მნიშვნე– 
ლობათა არისა), 

ამრიგად, =/' ინტერპრეტაციის განსაზღვრა = ,= და C” პრედიკა- 
ტული სიმბოლოებისაგან, ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორებისა- 
გან მოითხოვს მხოლოდ თითოეული მათგანის როლის განსაზღვრას ფორ- 
მის მნიშვნელობების გამოთელისას. 

ახლა IL თეორიის LXI) ენის «/ ინტერპრეტაციის აგების დასრუ- 
ლებისათვის კიდევ საჭიროა განისაზღვროს ოპერატორული ნიშნებისა 
და კვანტორების მნიშვნელობათა არეები და მიკავშირებული ფუნქციები. 
ეს უკანასკნელნი, ახლა, ცალსახად განისაზღვრებიან და ეს განსაზღვრებე- 
ბი L(I) ენის შემზღუდავი წესების სისტემის ნაწილად უნდა მივიჩნიოთ. 

აღნიშნული ცალსახობის გამო შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ა/ ინტერ- 

პრეტაცია არსებითად განსაზღვრულია. ტექნიკურ მოსაზრებებით საბო- 

ლოო განსაზღვრას მოგვიანებით განვახორციელებთ (ფაქტობრიეად საჭი– 

რო განსაზღვრებები უფრო ზოგადი ფორმითაც უკვე მოცემულია 2.2.5-ში. 
მაგრამ მკითხველის ამ პუნქტში გაგზავნა მოგვიანებით აჯობებს ზოგიერ- 
თი მანამდე საჭირო საკითხების გაშუქების შემდეგ – ზოგიერთი მეტასიმ- 

რავლისა და მეტაკლასის არსებობის დადგენის შემდეგ, რამდენადაც 2-2.5-ში 

მოტანილი აღნიშნული განსაზღვრებები გულისხმობენ ხსენებული მეტა– 

სიმრავლეებისა და მეტაკლასების არსებობის ცოდნას). მანამდე სისტემა– 

ტიურად შევისწავლით Cღ/ და თ ინტერპრეტაციებს და ამ შესწავლის 

პროცესში გამოვიყენებთ მხოლოდ იმას, რაც უკვე ვიცით C# ინტერპრე- 
ტაციის შესახებ. ასევე სისტემატურად შევისწავლით მეტასაგნის ცნებასა 
და მასთან დაკავშირებულ ცნებებს. 
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3.1.6 მეტათეორიისა და მეტაენის სისტემატიური 

შესწავლა. როგორც 9«# ინტერპრეტაციაში, ისე “I სV/ ინტერპრე- 

ტაციაში (I თეორიის) არასაკუთრივი კონსტანტა ასოების მნიშვნელო- 

ბები დაფიქსირებულია V/ ინტერპრეტაციის # უნივერსუმთან ან გაფარ- 
თოებულ LL" არესთან დაკავშირებული ერთი და იმავე ობიექტებით (#«-ს 

ელემენტებით, #-ზე ან IL '-ზე განსაზღვრული პრედიკატებით და ა. შ). ეს 

გარემოება უზრუნველყოფს I თავში მიღებული შედეგების გავრცელებას 
განხილულ ზოგადი შემთხვევისათვის. ასეთი შედეგებით ვისარგებლებთ 
ქვემოთ, მათ დამტკიცებას კი მკითხველს ვანდობთ. სიმარტივისათვის, ასე– 
თი შედეგების გამოყენებისას ციტირებებს გავაკეთებთ პირველ თავში მო– 

ცემულ ანალოგებზე. (ცხადია, M C LI 

ი/ ინტერპრეტაციასთან დაკავშირებულ აღნიშვნების ანალოგებად 

ი ინტერპრეტაციაში ხშირად გამოვიყენებთ იმავე სიმბოლოებს, რომ- 

ლებსაც ზედა დამატებით ინდექსად აქვთ ერთი შტრიხი. სიმარტივისათვის 
ზოგჯერ ამ დამატებით ინდექსს გამოვტოვებთ ხოლმე (განსაკუთრებით 
მაშინ, როცა ამით სიმბოლოს შინაარსი არ იცვლება – მაგალითად, თუ 

9/ სიმრავლეთა თეორიის ინტუიციური მოდელია, მაშინ C) და C”' სიმ- 

ბოლოებს ერთი და იგივე შინაარსი აქვთ). 
ახლა ადვილი დასანახია შემდეგი ლემის სამართლიანობა. 
(1.1) ლემა 1. თითოეული მეტასაგანი ან მეტაინდივიდია ან 

მეტაკლასია; ამასთან. თითოეული მეტაკლასი არის კლასი ინტუიციური 
აზრით, ხოლო მეტაინდივიდი არაა კლასი ინტუიციური აზრით (მაშინ, 

როცა I აქსიომურ სიმრავლეთა თეორიაა და ი მისი მოდელია, მეტაინ– 

დივიდი შესაძლოა იყოს 9/ მოდელის სიმრავლე; ეს არ მოხდება, როცა ი#/ 
ბუნებრივი (ინტუიციური) მოდელია. 

2.თუ # არის მეტაკლასი,მაშინ /ბ C MI” 
3. თუ # 8, მაშინ თ საფეხურის ყველა მეტასიმრავლის მეტასიმ- 

რავლეს არ აქვს საერთო ელემენტი 8 საფეხურის ყველა მეტასიმრავლის 

მეტასიმრავლესთან, უდაბლესი საფეხურის ყველა მეტასაგნის მეტასიმ- 

რავლესთან და ყველა მეტაზესიმრავლის ერთობლიობასთან (ან, რაც იგი- 
გეა, ყველა მეტაზესიმრავლის მეტაერთობლიობასთან). 

განხილულ მეტასაგნებს მივიჩნევთ მეტათეორიის საგნებად. საქმე 
გვექნება მეტათეორიის სხვა სახის საგნებთანაც. მაგალითად, #” უნივერ- 
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სუმის საგნებისაგან შეგვიძლია შევადგინოთ მეტათეორიის სიმრავლე ჩვე- 
ულებრივი ინტუიციურ სიმრავლეთა თეორიის მეთოდებით რაიმე დამხ- 
მარე თეორიის განხილვის გარეშე. მეტათეორიის სიმრავლე, რომელიც 

შედგება MX” არის ყველა საგნისაგან არ იქნება მეტაკლასი. მეტათეორიის 
ასეთი საგნების ზოგადად განხილვა საჭირო არაა, რამდენადაც საქმე გვე– 
ქნება ასეთი საგნების მხოლოდ ზოგიერთ მაგალითთან, მაგალითად, C” 

ოპერატორის CV, მიკავშირებული პრედიკატი უნდა წარმოვიდგინოთ 

როგორც მეტათეორიის დალაგებული წყვილებისაგან შედგენილი მეტათე- 

ორიის სიმრავლე, სახელდობრ, მეტათეორიის (გ, ხ) წყვილი არის C:/, -ის 

ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მ და ხ არის M#” -დან აღებუ- 

ლი საგნები და მ C ხ ჭეშმარიტია «/' -ში. ცხადია, C/. (მეტათეორიის 

სიმრავლე) არაა მეტაკლასი (არაა მეტასაგანი). „ცხადია, მეტათეორიის 
სიმრავლის ცნება მეტაკლასის ცნების განზოგადებაა. 

9” ინტერპრეტაციას განეიხილავთ, როგორც ინტუიციურ სიმრავ- 

ლეთა თეორიას, რომლისთვისაც კუთვნილების ოპერატორია C ამი- 

ტომ მეტაკლასისა და მეტასიმრავლის ცნებებთან ერთად გვექნება ცნე- 
ბები: მეტაფუნქცია, მეტაფუნჭცია მოდიფიცირებული აზ- 
რით, (ი-ადგილიანი) მეტამიმართება და ა.შ. C” განიხილება რო–- 
გორც მიმართება მოდიფიცირებული აზრით. აქვე შევნიშნოთ რომ, თუ 

«/ კლასთა თეორიის ბუნებრივი (ინტუიციური) მოდელია, მაშინ C/' -ში 

IL თეორიის C ოპერატორის მოკავშირებული პრედიკატი C ოპერა- 

ტორის მიკავშირებული პრედიკატის ნაწილია; ამასთან, ლ ოპერატო- 

რის მიკავშირებული პრედიკატი მეტასიმრავლეა, C ოპერატორის მი- 
კავშირებული პრედიკატის მეტაკლასის სახით წარმოდგენაც კი შეუძლე- 
ბელია, გარდა ამისა, ამ პუნქტის ბოლომდე მოტანილი შედეგებიდან ად– 

ვილად გამომდინარეობს, რომ ამ შემთხვევაში C ოპერატორის მიკავ- 

შირებული პრედიკატი 4-ზე ნაკლები ან ტოლი საფეხურის მეტასიმრავ- 

ლეა და განისაზღერება თვისებით: 

8'X < 4798 C' L3ხ C MI8 C L„ხ C L X=(8,ხ)/2 Cხ), 

სადაც, მ, ხ და X არიან LX თეორიის ერთმანეთისაგან განსხვავებული 

საგნობრივი ცვლადები და· IL აფიქსირებს მ, ხ და X ცვლადებისაგან გან– 

სხვავებული L) თეორიის საგნობრივი ცვლადის მნიშვნელობას (აქ ვეყრდ- 
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ნობით იმ ფაქტს, რომ LL--დან აღებული საგნებით შედგენილი დალაგებუ- 

ლი მეტაწყვილის საფეხური 4-ზე ნაკლებია (იხ. ქვემოთ მოტანილი (1.2) 

ლემა), L ით აღინიშნება # არის საგნებისაგან შედგენილი მეტასიმრავ- 

ლე, რომელიც ქვემოთ მოტანილი (1.1) წინადადების ძალით არსებობს და 
არის უდაბლესი საფეხურის მეტასიმრავლე – მეტასაგანი). 

თითოეული მეტაფუნქცია და მეტაპრედიკატი მეტასიმრავლეა (იხ. 
54 და 5.5.1) როგორც მეტაფუნქცია მოდიფიცირებული აზრით, ისე 
მეტაპრედიკატი მოდიფიცირებული აზრით, შესაძლოა იყოს მეტაზესიმ- 
რავლე. მოდიფიცირებულ მეტაფუნქციას, შესაბამისად მეტამი- 
მართებას,ვუწოდოთ საკუთრივი ან არასაკუთრივი იმისდა მიხ- 
ედვით იგი მეტასიმრავლეა თუ მეტაზესიმრაელე. 

სიმარტივისათვის, იქ სადაც საწინააღმდეგო არ გამომდინარეობს 

კონტექსტიდან ვიგულისხმებთ, რომ მეტაფუნქციები, მეტამიმართებები 
და ამ ტერმინებთან დაკავშირებული ტერმინები და ცნებები განიხილება 
მოდიფიცირებული აზრით. ამიტომ დამაზუსტებელ ფრაზას ,მოდიფიცი– 

რებული აზრით“ ხშირად გამოვტოვებთ ხოლმე. თუ / (კლასიკური) ინ- 
ტუიციური სიმრავლეთა თეორიაა (ინტერპრეტაცია ყოველთვის შეგ- 
ვიძლია განვიხილოთ როგორც კლასიკური შინაარსული თეორია), მაშინ 

«4 თეორიის ნებისმიერი /· კლასი იქნება უდაბლესი საფეხურის მეტასიმ- 
რავლე (გი განისაზღვრება თვისებით ,,X C /#“, სადაც X არის I თეორი- 
ის საგნობრივი ცვლადი, #-თი კი დაფიქსირებულია "წ თეორიის X-სგან 

განსხვავებული საგნობრივი ცვლადის მნიშვნელობა). ამიტომ, მაშინაც. 

როცა 9/ კლასთა თეორიის ბუნებრივი დნტუიციური) მოდელია, მეტა- 

სიმრავლე შეიძლება არ იყოს =/ თეორიის სისტემა. მაგალითად, თუ # 

ხსენებული მოდელის სიმრავლეა, მაშინ (1(/#1) მეტასიმრავლე არაა «/ 

თეორიის სისტემა. 

თუ L აქსიომურ სიმრავლეთა თეორიაა, C/ კი მისი მოდელია, მაშინ 

C/ თეორიის სიმრავლე შესაძლოა არ იყოს სიმრავლე ინტუიციური 
აზრით. მეტასიმრავლეები C/, თეორიაში სიმრავლეებია ინტუიციური 

აზრით. ასეთ შემთხვევაში, თუ /#ს არის C/ მოდელის სიმრავლე, 8 კი არის 

ა/”' თეორიის სიმრავლე ისე, რომ 8 C # ჭეშმარიტია C/-ში მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა 9 C 8 ჭეშმარიტია C/' -ში, შესაძლოა, # და 8 

არ იყონ ერთი და იგივე ობიექტები (შესაძლოა, 8 მეტასიმრავლე არ იყოს 
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ა” (ეშოდელის) თეორიის საგანი). საქმე იმაშია, რომ C მიმართება ი/' 
მოდელში რაღაც ნებისმიერი ისეთი ორადგილიანი მიმართებაა, რომ- 
ლისთვისაც შესრულებულია სიმრავლეთა თეორიის აქსიომები, და 

სრულიადაც არ მოითხოვება, რომ C მიმართებას ჰქონდეს იგივე შინა- 

არსი, რაც მას აქვს ინტუიციურ სიმრავლეთა თეორიაში. იC/'-ში C -ს 
ინტუიციური შინაარსი აქვს. 

მეტასიმრავლეს ვუწოდოთ საკუთრივი მეტასიმრავლე, თუ 

იგი არაა (მოცემული I თეორიის) C/ ინტერპრეტაციის უნივერსუმის სა- 
განი. ბუნებრივად განისაზღვრება მეტასისტემისა და მეტაერთობ- 
ლიობის ცნებები. ისინი მეტაკლასის ცნების ისეთივე განხოგადოებებს 
წარმოადგენს, როგორიც სისტემისა და ერთობლიობის ცნებებია კლასის 
ცნებისათვის. როგორც მეტასისტემა, ისე მეტაერთობლიობა ემთხვევა 
მისი შემადგენელი საგნებისაგან შედგენილ მეტაკლასს, როცა ასეთი კლა- 
სი არსებობს. წინააღმდეგ შემთხვევაში იგი მეტასაგანი არაა. ხშირად ნაც- 
ვლად ტერმინისა ,,მეტასიმრავლე“, გამოვიყენებთ ტერმინს „სიმრავლე“. 

ამასთან, როცა ტერმინი სიტყვათა ჯგუფია, მაშინ ხშირად დამაზუსტე- 

ბელ ფრაზას ამ ჯგუფის არასრული ნაწილის მიმართ გამოვიყენებთ. მა– 
გალითად ნაცვლად ტერმინისა ,,მეტადაულაგებელი მეტამათემატიკური 
ი-ეული“ გამოვიყენებთ ერთ-ერთს შემდეგი ტერმინებიდან „დაულაგებე– 

ლი მეტამათემატიკური ჩ-ეული“, ,,მეტადაულაგებელი ი-ეული“. ვისარ- 

გებლებთ აგრეთვე სხვა ანალოგიური გამარტივეებებით. 
შეთანხმებით, ვიგულისხმებთ რომ, მაგალითად, ტერმინი მეტაფუნ- 

ქცია არის გამარტივებული ფორმა ტერმინისა მეტამათემატიკუ- 
რი ფუნქცია. ვიგულისხმებთ, რომ ეს შეთანხმება ვრცელდება ყველა 

ტერმინზე, რომელიც იწყება წინსართით ,,მეტა“ (მხედველობაშია ტერ– 
მინთა როგორც გამარტივებული ფორმები, ისე სრული ფორმები, დამო- 

უკიდებლად იმისა ტერმინი შემოტანილია გამარტივებული ფორმით თუ 
სრული ფორმით). ამის შესაბამისად უნდა იქნეს გაგებული შემდეგი ტერ– 
მინების შინაარსი: ,,მეტამათემატიკური საგანი“, ,,მეტამათემატიკური 

კლასი“ და ა. შ. 
I თეორიის მეტათეორიაში ძირითადად გამოვიყენებთ I თეორ- 

იის C/ ინტერპრეტაციაში შემოტანილ აღნიშევნებსა და შეთანხმებებს. გა– 

უგებრობათა თავიდან აცილების მიზნით შემოვიტანთ აგრეთვე ახალ აღ– 

ნიშვნებსა და შეთანხმებებს. მაგალითად, თუ მ,,...,მ, მეტასაგნებია, მაშინ 
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მ.მ, ობიექტებისაგან შედგენილ მეტადალაგებულ ი-ეულს (მეტა- 

დალაგებულ სისტემას) აღვნიშნავთ (გც,..-,ში) -ით – მეტადაულაგებელ 

0-ეულს კი აღვნიშნავთ Lმ,,...,მ,)-ით. ამასთან ცხადია, რომ იმ შემთხვევა– 

შიც, როცა ი/ ინტუიციურ სიმრავლეთა თეორიაა და მ,,...,შ, არიან ი 

თეორიის საგნები, შესაძლოა (მ... მ.) და (CC) აღნიშენებს არ 

ჰქონდეთ ერთი და იგივე მნიშვნელობა (მაგალითად, როცა მ,,-.-მე საგნე– 

ბიდან ერთი მაინც =/ თეორიის ზესიმრავლეა), აღნიშნულ შემთხვევაში 

მათ ერთი და იგივე მნიშვნელობა ექნებათ, როცა მ,,-.»მე ელემენტებია. 

იმავე აღნიშვნებს გამოვიყენებთ მეტათეორიის დალაგებული და დაულ- 

აგებელი ი-ეულებისათვის (მეტაზესიმრავლეებიდან შედგენილი მეტათე– 

ორიის დაულაგებელი ი-ეული არაა მეტათეორიის ცარიელი სიმრავლე! 

მეტაზესიმრავლეებისაგან შედგენილი მეტადაულაგებელი ი-ეული ცარი- 

ელი მეტასიმრავლეა – ცარიელი სიმრავლეა). 

(1.1) წინადადება. თეორიის ი/ ინტერპრეტაციის M# უნივერ- 

სუმის საგნებისაგან შედგენილი მეტასიმრავლე არსებობს და იგი უდაბ- 
ლესი საფეხურის მეტასაგანია. 

დამტკიცება. თუ # ცარიელია, მაშინ უდაბლესი საფეხურის მე- 

ტასაგანი ცარიელი სიმრავლე (ინტუიციური აზრით) წარმოადგენს IX 

უნივერსუმის საგნებისაგან შედგენილ მეტასიმრავლეს. თუ X არაა ცარი- 

ელი, მაშინ 2.1.1-ში მოტანილი შეთანხმებიდან გამომდინარეობს, რომ LL 

თეორიის ალფაბეტი შეიცავს ,,=“ პრედიკატს და ე, 5,,... საგნობრივ 

ცვლადებს ან 9ე,5ა,... საგნობრივ კონსტანტებს. ამიტომ IC-ზე განსაზ- 

ღვრული X = X თვისება (სადაც X არის 1 თეორიის საგნობრივი კვანტო- 
რული ასო) განსაზღვრაეს უდაბლესი საფეხურის მეტასიმრავლეს, რომ- 
ლის ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ IC უნივერსუმის შემადგენელი 

საგნები. 

მეტასიმრავლე, რომლის არსებობასაც (1.1) წინადადება ადგენს, 

აღინიშნება M -ით (+ წარმოადგენს -/ ინტერპრეტაციის უნივერსუმის – 

საგანთა ერთობლიობის აღნიშვნას). ცხადია, იგი არის საკუთრივი ერ- 
თობლიობა. 
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განვიხილოთ ნ' თეორია, რომლის 1L-დან მისაღებად საკმარისია L 

თეორიის ალფაბეტს დაემატოს 14 სიმბოლო არასაკუთრიევ საგნობრივ 

კონსტანტად. L"” თეორიის “7 ინტერპრეტაცია აღინიშნება ი/-ით 

და ისევ, განისაზღვრება როგორც L) თეორიის C/ ინტერპრეტაცია, მზო- 

ლოდ იმ განსხვავებით, რომ ი” -ის შემთხვევაში (დამატებით) IL. არასა- 
კუთრივ კონსტანტის მნიშვნელობად უნდა მივიჩნიოთ # უნივერსუმის 

საგნებისაგან შედგენილი მეტასიმრავლე. 

I თეორიის ნებისმიერ # ფორმას შევუსაბამოთ L) დამხმარე თეორ– 
იის შეზღუდულკვანტორებიანი 22” ფორმა, რომელიც განისაზღვრება 

შემდეგნაირად. ”# არის ს თეორიის ფორმათა 

7ბსე 23> 7%, /ს,,...,/M. 

სახის მაქსიმალური სიგრძის მიმდევრობის უკანასკნელი წევრი, რომე- 

ლიც ცალსახად განისაზღერება შემდეგი წესით. 7-ს (I = 1,2,...,ი)) მის– 

აღებად საკმარისია მოიძებნოს X-ის პირველი ისეთი CX#, სახის ნა– 

წილი, რომლის მთავარი ოპერატორი თX არის კვანტორის ისეთი შეუზ- 

ღუდავი შემოსვლა #, ,-ში, რომლის XI, ოპერანდი შეზღუდულკვან- 

ტორებიანი ფორმაა, და ეს ნაწილი შეიცვალოს CXIX CV, –> XI )1-ით 

ან თXIX CV, #M->X#I-ით იმისდა მიხედვით C არის V ან ·V თუ არა, 

სადაც 'V, არის #,,-ში შემოსვლის არმქონე L) თეორიის მინიმალურინ- 

დექსიანი საგნობრივი ცვლადი. 2» -ით აღვნიშნოთ L" თეორიის ფორმა, 

რომლის #”-დან მისაღებად საკმარისია V,,...,V,, ცვლადების ნაცვლად 

M -ის ჩასმა. 
ადვილად დამტკიცდება შემდეგი წინადადება (იხ. (1;(3.1)) და 

(1;(3.2)) წინადადებები და მათი დამტკიცებები). 

(1.2) წინადადება. ვთქვათ, # არის I თეორიის ფორმა, X,,...,X, 

არის 1 თეორიის ასოების ისეთი მიმდევრობა, რომლის წევრებს შორის 

იმყოფება # ფორმის ყველა თავისუფალი ცვლადი, (თ,.--,თ,) კი არის 

2<:ც6.ა2%, ასოების მნიშვნელობათა სისტემა C/ ინტერპრეტაციის მიმართ. 

მაშინ I თეორიის # ფორმის მნიშვნელობა X.,...,X, ასოების მნიშვნე- 
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ლობათა (თ,..,თ,) სისტემისათვის იგივეა, რაც L" თეორიის #. 

ფორმის მნიშვნელობა X,,..,X, ასოების ი,” ინტერპრეტაციის მიმართ 

მნიშვნელობათა იმავე სისტემისათვის. 
შენიშვნა: ამ წინადადების სამართლიანობის ინტუიციურად გა- 

აზრებისათვის საჭიროა აღინიშნოს, რომ როგორც 1 თეორიის # ფორ- 

მის მნიშვნელობის გამოთელისას, ისე LX) თეორიის >. ფორმის მნიშვნე- 

ლობის გამოთელისას V/M და 34 სახის კვანტორები MX მეტასიმრავ- 

ლეზე მოქმედებენ. არსებითად იგივე ითქმის +/# და 1/ბ სახის კვანტორე- 

ბზე (L-ში და X” -ში მონიშნული ობიექტები ერთი და იგივეა – ორივე 
ცარიელი მეტასიმრავლეა). 

მ.მ, მეტაელემენტებისათვის არსებობს ისეთი #ს მეტასიმრავლე, 

რომლის ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ გ,,..,მ, მეტასაგნები. მარ- 

თლაც.იგი განისაზღვრება: 

5'X <Cთ /VIX = მ,V-·/VX = მ, 1 (1 

თვისებით, სადაც თ ისეთი უმცირესი როგობრივი რიცხვია, რომელიც 

აღემატება მ,,...,მ, მეტაელემენტების საფეხურებს, X არის (> თეორიის) 

საგნობრივი კვანტორული ასო (გ,..,მ, დამხმარე კონსტანტები 

აფიქსირებენ L» თეორიის ერთმანეთისაგან და X-სგან განსხვავებული 

კვანტორული საგნობრივი ასოების მნიშვნელობებს). განხილულ 
#, მეტასიმრავლეს ეწოდება მ,,...,მ, მეტაელემენტებისაგან შედ- 

გენილი მეტადაულაგებელი ი-ეული ლფნუ დაულაგებელი მე- 
ტამათემატიკური ი-ეული ანუ დაულაგებელი მეტა ი-ეული) 
და აღინიშნება (L8გ,,...,მ,1-ით. 

საზოგადოდ, მ,,...მ, მეტასაგნებისაგან შედგენილი მეტადაულაგებე- 

ლი ი-ეული აღინიშნება (მ,,...,მ,1-ით და, განსაზღვრით, არის Lმ,, ჯ... მ, 

სადაც მ,,-,მ,, არის მეტაელემენტებისაგან შედგენილი მ,,...,მ, მიმ– 

დევრობის მაქსიმალური ქვემიმდევრობა. 
ცხადია, გ.მ, მეტასაგნებისაგან შედგენილი მეტადაულაგებელი 

ჩ-ეულის საფეხური არ აღემატება თ-ს, სადაც თ არის უმცირესი რიგობ- 
რივი რიცხვი, რომელიც აღემატება 8,,...,00, მიმდევრობაში მყოფ ყველა 
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მეტაელემენტის საფეხურს (როცა მ,..,მ, მიმდვერობის ყველა წევრი 
მეტაზესიმრავლეა, მაშინ Cთ = 0). ადვილად შევნიშნავთ, რომ თუ მ,,..ამე 

არიან C/ ინტერპრეტაციის M. უნივერსუმის საგნები, მაშინ (მ,,...,მ8,1 უდ– 

აბლესი საფეხურის საგანი იქნება. მართლაც, ამ შემთხვევაში M # CI, 
ამიტომ 1 თეორიას აქვს საგნობრივი კვანტორული ასო და შეგვიძლია 

ვიგულისხმოთ, რომ (1) მიიღება IL თეორიის ფორმულის თვისებად განხ- 
ილვის შედეგად. პირობით ვიგულისხმოთ, რომ მეტასაგნების ცარიელი 
მიმდევრობის წევრებისაგან (მეტასაგნებისაგან) შედგენილი მეტადაულ- 
აგებელი 0-ეული არის ცარიელი მეტასიმრაელე. 

8,,..,მე მეტასაგნებისაგან შედგენილი მეტადალაგებული ი-ეული 

(ნუ დალაგებული მეტამათემატიკური ი-ეული ანუ დალაგე- 

ბული მეტა ი-ეული) შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრით: 

(მ,) =8,; (გ.-მ) – Iს მ, 1... წი, (მ, 11), ი =0,2,3,... 

აქედან ადვილად დავასკვნით, რომ (2,..-,მ,) , როცა ი # 1, მეტასიმ- 

რავლეა. ადვილად მტკიცდება, რომ მეტაელემენტებისაგან შედგენილ და- 

ულაგებელ და დალაგებულ მეტა ი-ეულებს ისეთივე თვისებები აქვთ, რაც 
სიმრავლეთა თეორიაში ელემენტებისაგან შედგენილ დალაგებულ და და- 

ულაგებელ მეტა ი-ეულებს დხ. 33). 
ნებისმიერ თეორიაში ნებისმიერი IL ტერმისა და # ფორმულისათვის 

VMI ტს CI > XI, 34044 CI / XI, 

Lტ 4 CI XI), 14 (რ CL /V XI, 

ფორმების გამარტივებულ აღნიშენებად შესაბამისად მივიჩნიოთ შემდეგი 
სიტყვები: 

(2) 

VMს CII)/, 30 CI, “#ბ/იCI/ს) 1სისCI/I> 

(როცა გამარტივებული აღნიშენის შესაბამისი სიტყვა მოცემული თეორ- 
იის ფორმაა). 

ახლა ადვილად შევნიშნავთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ლემის 1-6 
პუნქტები. 

(1.2) ლემა. I. მ,,...,მ, (ი > 0) მეტაელემენტებისაგან შედგენილი 

მეტადაულაგებელი ი-ეულის საფეხური არ აღემატება თ-ს, სადაც C არის 
უმცირესი რიგობრივი რიცხვი, რომელიც აღემატება მ,,...,08, მეტაელე– 

მენტების საფეხურებს. 
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2. ნებისმიერი თ C VV' რიგობრივი რიცხვი მეტასიმრავლეა და მისი 

საფეხური C-ს არ აღემატება. ი ნატურალური რიცხვის საფეხური ი-ზე 

ნაკლებია. 

3. თუ ა/ სიმრავლეთა თეორიის ინტუიციური მოდელია, მაშინ ამ 

მოდელის რიგობრივი რიცხვები უდაბლესი საფეხურის მეტასიმრავლეებია. 

4. «/ ინტერპრეტაციის უნივერსუმის საგნებისაგან (ან უფრო ზო- 

გადად; უდაბლესი საფეხურის მეტასაგნებისაგან) შედგენილი მეტადალა- 

გებული ი-ეულების საფეხური (ი + 1)-ს არ აღემატება. 
5. საფეხურის მეტასიმრავლის ელემენტის საფეხური თ-ზე ნაკლე- 

ბია. უდაბლესი საფეხურის მეტასიმრავლის ელემენტი უდაბლესი საფეხუ- 

რის მეტასაგანია. 

6.თუ 1) > I და Cდ ისეთი მინიმალური რიგობრივი რიცხვია, რომე- 

ლიც აღემატება მ,,..,მ მეტაელემენტების საფეხურებს, მაშინ 

(მ,.., მ.) დალაგებული მეტამათემატიკური სხ-ეულების საფეხური 

იმXIი + 1, X + 2)-ს არ აღემატება. თუ, გარდა აღნიშნულისა, Cთ > 0, 

მაშინ ხსენებული მეტამათემატიკური სM-ეულების საფეხური C + 2-ზე 

ნაკლები არაა. მაშასადამე, თუ ი > 0 და 8 საფეხურის მეტამათემატი- 

კური ჩ-ეულების ერთი კომპონენტი მაინც არაა უდაბლესი საფეხურის 

მეტასაგანი, მაშინ ამ მეტამათემატიკური ი-ეულის თითოეული კომპო-– 

ნენტის საფეხური ნაკლებია (8 – 2)-ზე, სადაც 8 – 2-ით აღნიშნულია 8 
რიგობრივი რიცხვის უშუალოდ წინა რიცხვის უშუალოდ წინა რიგო- 

ბრივი რიცხვი (ასეთი რიგობრივი რიცხვის არსებობა გამომდინარეობს ამ 
მე-6 პუნქტის წინა წინადადებიდან). საზოგადოდ მეტამათემატიკური 

ი-ეულის საფეხური მისი კომპონენტის საფეხურზე ნაკლები არაა და ტო- 

ლობას აქვს ადგილი მხოლოდ ი = 1 შემთხვევაში და აგრეთვე, იმ შემ- 

თხვევაში, როცა მეტამათემატიკური ჩ-ეული უდაბლესი საფეხურის მე- 

ტასაგანია. 

7. რიც..სრე მეტასიმრავლეების პირდაპირი ნამრავლი მეტასიმრავ- 

ლეა, რომლის საფეხური არ აღემატება (ი + თ + 2)-ს, სადაც თ არის 

უმცირესი რიგობრივი რიცხვი, რომელიც აღემატება /#,,...,/#, მეტასიმ– 

რავლეების საფეხურებს. 
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8. ვთქვათ, ი > 0 და # და 8 მეტასიმრავლეებია, C კი ისეთი უმცი- 

რესი რიგობრივი რიცხვია, რომელიც აღემატება #. და 8 მეტასიმრავლე- 

ების საფეხურებს და ნ ულს. მაშინ: 
მ) ტ->8 ტიპის ყველა ი-ადგილიანი ყველგან განსაზღვრული 

მეტაფუნქციების მეტაერთობლიობა მეტასიმრავლეების მეტაკლასია. 
ხ) ტ –> 8 ტიპის ყველა ი-ადგილიანი მეტაფუნქციის მეტაერთობ- 

ლიობა მეტასიმრავლეების მეტაკლასია. ამასთან, ამ მეტაკლასის თითო- 
ეული ელემენტის (ე.ი. # –> 8 ტიპის ი-ადგილიანი მეტაფუნქციის) ნე- 

ბისმიერი ელემენტის საფეხური (თ + #9 + 4)-ს არ აღემატება. 

C) #-ზე განსაზღვრული ყველა ი-ადგილიანი მეტაპრედიკატის მეტა- 
ერთობლიობა მეტასიმრავლეების მეტაკლასია. ამასთან, ამ მეტაკლასის 
ელემენტის ელემენტის საფეხური (თ + ი + 2)-ს არ აღემატება. 

დავამტკიცოთ მე-7 პუნქტი. 9 = 1 შემთხვევა ტრივიალურია. 

ვიგულისხმოთ, რომ ი > 1. მაშინ X#, მეტაერთობლიობის განმსაზ- 

ღვრელი თვისება იქნება 5, -ზე განსაზღვრული შემდეგი თვისება: 

5'X<0ი+Cთ+2/3X, C 80. | 

··/3X, C 5/IX = (X,,...,X,) /9X, C #4, /--/X, C #1 

სადაც X.,X,,...)X, ერთმანეთისაგან განსხვავებული საგნობრივი ცვლადე- 

ბია (ამ თვისების მეორე თანამამრავლი მიიღება 

9X, C V-·კ·/3X, C VIX = (X,,...,X,)/XX, C V,/V- MX, C V,) 

შეზღუდულკვანტორებიანი ფორმულის X-ის მიმართ თვისებად განხილ- 

ვის შედეგად, სადაც V,V ,...,V, ერთმანეთისაგან და X,X,,...,X, (ქვლა- 

დებისაგან განსხვავებული საგნობრივი ცვლადებია), აჭ მხედველობაში 

უნდა მივიღოთ ის გარემოება, რომ როცა X, C #,,''',X, C #ტ., ,მაშინ 

X =(X/.-Xე) “ის საფეხური (წინა პუნქტის ძალით) ი + CXL+ 1-ს არ 

აღემატება, X, C5,; (1 = 1,2,...,ი) და 58 ს საფეხური არის Cთ. აღნიშ- 

ნულიდან ადვილად გამომდინარეობს, რომ 24, მეტაერთობლიობა 
1= 

ი + თ + 2-ზე ნაკლები ან ტოლი საფეხურის მეტასიმრავლეა. 
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ახლა დავამტკიცოთ უკანასკნელი პუნქტი: (1; (3.1)) თე- 
ორემისა და ამ ლემის მე-6 პუნქტის დახმარებით ადვილად დავასკენით, 
რომ ნებისმიერი # –> 8 ტიპის ი-ადგილიანი მეტაფუნქცია მეტასიმრავ- 

ლეა, რომლის ელემენტის საფეზური (ი + CI + 4)-ს არ აღემატება. 

2) ქვეპუნქტის დასამტკიცებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ მ) ქვე– 
პუნქტში ხსენებული მეტაერთობლიობა განისაზღერება მეტაკლასის გან–- 
მსაზღვრელი შემდეგი თვისებით: 

CX »VV C” X(3V, C#/M--ი3V, C #4 /+3V-ა C' 8(V =((V,,...,V,),V-)1 

#VV, C#"VV, C 8VV, C' 8((V,,V,) C' X /(V,,V;) C' X -კ> V, = V,1 

#VV, C #"3V, C8I(V,,V,) C” X) 

სადაც X, V, Vე, V,,.-» V, ერთმანეთისაგან განსხვავებული საგნობრივი 

ცვლადებია, #, 8, #" ცვლიან თვისებად განხილულ ფორმულაში შესა- 

ბამისად #), 2., 2კ ერთმანეთისაგან და X, V, Vე; V ,..., V, ცვლადები- 

საგან განსხვავებულ საგნობრივ ცვლადებს. ასევე დამტკიცდება ხ) ქვეპუნ- 

ქტის დარჩენილი ნაწილი იმ განსხვავებით, რომ განხილულ თვისებაში 
ზედმეტია უკანასკნელი ლოგიკური თანამამრაელი. C) ქვეპუნქტის დასამ- 

ტკიცებლად საკმარისია შევნიშნავთ, რომ წინა პუნქტის ძალით /% მეტა- 

სიმრავლეა და #-ზე განსაზღვრული ი-ადგილიანი მეტაპრედიკატების მე– 

ტაერთობლიობა არის #" მეტასიმრავლის ყველა ქვეკლასის (ანუ ქვესიმ– 

რავლის) მეტაკლასი (იხ. (1; (3.1)) თეორემის LI შედეგი და (1; (3.3)) თეო– 
რემა), ამასთან, ამ მეტაკლასის ელემენტის ელემენტის საფეხური, მე-6 

პუნქტის ძალით, (თ + ი + 2)-+ არ აღემატება. 

ბუნებრივად ისმის შემდეგი: 
ამოცანა. გამოიკვლიეთ არის თუ არა ჭეშმარიტი შემდეგი წინადა- 

დება: ,,მეტაკლასების პირდაპირი ნამრავლი (მეტაერთობლიობა) არის მე- 

ტაკლასი?“ 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ C/ ინტერპრეტაციის უნივერსუმი MX არაა 

ცარიელი. მაშინ IL თეორიის ალფაბეტი არაა უმარტივესი და (2; (1.1)) 

შეთანხმების ძალით 1 თეორიის ალფაბეტი შეიცავს 9ე, 5... საგნობრივ 

ცვლადებს ან «ე, 5კ,... არასაკუთრივ საგნობრივ კონსტანტებს და, ამას– 

თან, შეიცავს = პრედიკატულ ნიშანს. 
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დამოუკიდებლად იმისა 1 ორმნიშვნელობიანი თუ სამმნიშვნელობი- 

ანი ლოგიკური თეორიაა, იმ შემთხვევაში, როცა ამბობენ; ,,,წ თეორიის # 

პროპოზიციული ფორმა განხილული ·:/ ინტერპრეტაციაში 

როგორც # ტიპის (მეტამათემატიკური) ჩ-ადგილიანი მიმარ–- 

თება 1 თეორიის ერთმანეთისაგან განსხვავებული X,,...,X, კვანტო- 

რული საგნობრივი ასოების მიმართ“,მზედველობაში აქვთ M ტი- 

პის I-ადგილიანი მეტაპრედიკატი CI, რომელიც განისაზღვრება შემდეგ- 

ნაირად: I კომპონენტიანი მეტა ი-ეული (2, =ო არის C-ს ელემენტი 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა (1, 2,...,I1-დან აღებული თითოეული 

I-სთვის მ, არის X, ასოს მნიშვნელობათა არის ელემენტი (ე.ი. საგანი # 

უნივერსუმიდან) და » ფორმის მნიშენელობა "ლოთ ასოების მნიშ- 

ვნელობათა (მ, მ.ს მ.) სისტემისათვის არის 1 (აქ იგულისხმება, რომ #» 

ფორმის X,....,X, ასოებისაგან განსხვავებული 2.,...,2,, თავისუფალი 
ცვლადებისა და თავისუფალი არასაკუთრივი კონსტანტების მნიშვნელო- 
ბები დაფიქსირებულია და CI, დამოკიდებულია ამ 2,,...,“, ასოების მნიშ– 

ვნხელობათა დაფიქსირებულ სისტემაზე), ვნახავთ. რომ აღნიშნული სახის 
მეტა ი-ეულების მეტაერთობლიობა მეტაკლახია (უფრო მეტიც, მეტასიმ- 
რავლეა) და. მაშასადამე, მოტანილი განსაზღვრა კორექტულია. ასევე, LL 

თეორიის ნებისმიერი I ტერმი შეგვიძლია განვიხილოთ ./ ინტერ- 

პრეტაციაში. როგორც M -> L ტიპის II-ადგილიანი მეტაფუნქცია 

ერთმანეთისაგან განსხვავებული X,,..,)X, კვანტორული საგნობ- 

რივი ასოების მიმართ. აქ მხედველობაშია ააქეაეასა– X 

სახის ყველა ისეთი მეტაწყვილისაგან შედგენილი M -–> X ტიპის ი-ადგი- 

ლიანი მეტაფუენქცია წ. რომ 1IXმ,,.-.,ვ,ე) არის I ტერმის განსაზღვრუ- 

ლი მნიშვნელობა X,,...,X, ასოების მნიშენელობათა (2... მ.) სისტე– 

მისათვის. ამ წ მეტაფუნქციას უწოდებენ, აგრეთვე, IL ტერმით გან- 

საზღვრულ I-ადგილიან საგნობრივ მეტაფუნქციას ერთმანე- 

თისაგან განსხვავებულ XI,...1,X, კვნტორული საგნობრივი ასოების 

მიმართ. ამ შემთხვევაშიც ვნახავთ, რომ აღნიშნული სახის მეტაენეუ- 

ლების მეტაერთობლიობა მეტასიმრავლეა. 
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შევნიშნოთ, რომ განხილული C და წ მეტაერთობლიობები მეტასიმ– 

რაელეებია. 
მართლაც, C განისაზღვრება (ი + 2)-ზე ნაკლები საფეხურის მქონე 

მეტასაგანთა 50, მეტასიმრავლეზე განსაზღვრული შემდეგი თვისებით: 

აX<ი+2/3X, C L.--5X, C XIX = (XX) / XI 06) 

სადაც X არის 0 თეორიის ისეთი მინიმალურინდექსიანი საგნობრივი 
ცვლადი, რომელსაც შემოსვლა არ აქვს #- ფორმაში, განსხვავდება 

X,.-:X,ე კვანნტორული საგნობრივი ასოებისაგან და #-დან X-ის მიღე- 
ბისას გამოყენებულ X-ში შემოსვლის არმქონე V ,,...,V,, ცელადებისაგან, 

IV მიიღება 2. -დან X,,....X, მიმდევრობაში არმყოფი # ფორმის 

27,,..,:C, თავისუფალი ცვლადების და თავისუფალი არასაკუთრივი კონ- 

სტანტა ასოების მნიშვნელობის დამფიქსირებელი ხ,,...,ხ,, დამხმარე კონ- 

სტანტების ჩასმით (X-ს მისაღებად საკმარისია LX თეორიის /” ფორ- 

მაში 7#,.....2, ცვლადებისა და არასაკუთრივი კონსტანტების ნაცვლად 

ჩაისვას ხ,,...,ჩ,, დამხმარე კონსტანტები, V ,,...,V,, ცვლადების ნაცვლად 
კი ჩაისვას L უნივერსუმის საგნებისაგან შედგენილი მეტასიმრავლის აღმ- 

ნიშვნელი # დამხმარე კონსტანტა); აქ მხედველობაში უნდა მივიღოთ ის 
გარემოება, რომ (1) ლოგიკური ნამრავლის მეორე თანამამრავლი 
X = მ-სთვის არის მცდარი, როცა 8 არის (ი + 2)-ზე მეტი ან ტოლი სა- 

ფეხურის მეტაკლასი, რამდენადაც წინა ლემის ძალით (4 მეტასიმრავლის 
ელემენტებისაგან შედგენილი დალაგებული მეტა ი-ეულის საფეხური 

(ი + 2)-ზე ნაკლებია. ახლა ადვილი დასანახია, რომ განხილული თვისება 
შეზღუდულკვანტორებიანი ფორმულის თვისებად განხილვის შედეგად 

მიიღება (გავიხსენოთ. რომ საზოგადოდ 3X CV 8 არის 3XIX CV /L8I 

ფორმულის შემოკლებული აღნიშვნა). ასევე, ზემოთ განხილული L-ი მე– 

ტასიმრავლეა. იგი განისაზღვრება 54, -ზე განსაზღვრული შემდეგი თვი– 

სებით (აქ წინა ლემის უკანასკნელი პუნქტის გამოყენებისას თ-ს როლში 

გამოდის ი+2) 

5'X<(ი+5)/+3V C L9X», C IL... 

---3X, C MCX =((X,...,X,),V) XV =+ ) 
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სადაც X ისევე განისაზღვრება როგორც წინა შემთხეევაში (იმ განსხვავე- 

ბით, რომ # ფორმის როლში გამოდის IL ტერმი), იგივე ითქმის X“ -ზე 

(L-დან იმავე გზით მიიღებიან IL, I და #" ტერმებიჯ მხედველობაშია 
სამმნიშენელობიანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევაც. ორმნი შვნელობი– 

ანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევაში განხილული თვისების ნაცვლად 

შეგვეძლო აგვეღო 5, -ზე განსაზღვრული შემდეგი თვისება: 

5X((ი+5)/3X, C L---3X, C LX = (X ს. ,X,),+')1 

ცხადია, განხილული CV, შესაბამისად L, მეტასიმრავლის საფეხური 
(ი + 2)-ს, შესაბამისად (ი + 5)-ს,არ აღემატება. 

შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელი თვისება ზოგად შემთხეევაში (ე.ი, 

როცა მხედველობაშია როგორც ორმნიშვნელობიანი, ისე სამმნიშვნე- 
ლობიანი ლოგიკური თეორია) განსაზღვრავს მეტასიმრავლეს, რომელ- 

საც ეწოდება =/ ინტერპრეტაციაში I ტერმით განსაზღვრუ- 
ლი M –> #-”" ტიპის (ნუ IL ტერმით განსაზღვრული განზოგა- 

დებული საგნობრივი) ი-ადგილიანი მეტაფუნქცია X.,...,X, 

კვანტორული საგნობრივი ასოების მიმართ (იგი შედგება 

((გ,... »მე),X(მ,,...,მ, )) სახის ყველა მეტაწყვილისაგან, სადაც X(მ,,...,მ,) 

არის LI ტერმის მნიშვნელობა X.,,...,X, ასოების მნიშვნელობათა (მ,,..,მ,) 
სისტემისათვის). იგი ყველგან განსაზღვრული იქნება. ცხადია აგრეთვე, 
რომ ზოგად შემთხვევაში 

5X <(I) +5)/#3V C L /5X, C IC... 

·--3X, C MIX = ((X,...,X,), V) #V = X) 

თვისებით განისაზღვრება მეტასიმრავლე. ამ მეტასიმრავლეს ეწოდება 7„# 
ფორმულით განსაზღვრული (ჭეშმარიტული) მეტაფუნქ- 
ცია Xც...X, ასოების მიმართ.იგი L –>» (L,1) ტიპის ი-ადგილიანი 
მეტაფუნქციაა. ეს ფუნქცია ყველგან განსაზღვრ ულია, როცა 1 ორმნიფშ- 

ვნელობიანი ლოგიკური თეორიაა.იგი შედგება ((9,,...მ,), M8,.-,მ, » 

სახის ისეთი მეტაწყვილებისაგან, რომლის მეორე კომპონენტი არის ჯან ”. 
ორმნიშვნელობიანი– ლოგიკური თეორიის შემთხვევაში უკანასკნელი 
თვისების ნაცვლად შეგვიძლია ავიღოთ შემდეგი თვისება: -



– – = # 

5X <1) +5/M%3X, C M---3X, C 66 = (09, -»X,).X ). 

უკანასკნელი თვისება ზოგად შემთხვევაში განსაზღვრავს მეტასიმრავლეს, 
რომელსაც ეწოდება M# ფორმულით განსაზღვრული განზოგა- 

დებული (ჭეშმარიტული) მეტაფუნქცია X,,....X, ასოების 

მიმართ. იგი «4 –> (C ,,1) ტიპის ყველგან განსაზღვრული წ-ადგილი- 
ანი მეტაფუნქციაა. 

განხილულ თეისებებში #" შეიძლება შეიცვალოს » -ით, სადაც. 

”# არის #-ში (02 ცვლადების არასაკუთრივი კონსტანტების თავი- 

სუფალი შემოსელების ნაცელად ხ,,....,ხ/, დამხმარე კონსტანტების ჩასმის 

შედეგი, იმ პირობით, რომ თვისების განსაზღვრის არედ უნდა იქნეს მიჩ- 

ნეული # უნივერსუმი, # კი უნდა იქნეს მიჩნეული I თეორიის კვაზი- 
ფორმად (იხ. (1.2) წინადადება). სამართლიანია ამ წინადადების სრული 

ანალოგი + -ის მიმართ. სწორედ ასეთი თვისებები უნდა მივიჩნიოთ შე– 
მოტანილი ტერმინებით აღნიშნული ობიექტების განმსაზღვრელ თვისე– 
ბებად (როგორც ეს გვქონდა C და L-ის განსაზღვრისას). 

შევნიშნოთ. რომ მიღებული შედეგების საფუძველზე ადვილად შეიძ- 
ლება დავამტკიცოთ რიგი კონკრეტული მეტასიმრავლეების არსებობა. 
მაგალითად. I თეორიის X, = X, ფორმულით განსაზღვრული ი-ადგილი- 

ანი მეტაპრედიკატი (მეტასიმრავლე) ( თეორიის ერთმანეთისაგან გან– 

სხვავებული X,,...,X, კვანნტორული საგნობრივი ასოების მიმართ იქნება 

«", XI, ტერმით განსაზღვრული მეტაფუნქცია (მეტასიმრავლე) X,-ს მი- 

მართ კი იქნება იგივური ფუნქცია  -ზე. 

ასევე ადვილად დამტკიცდება, რომ ' თეორიის V ,.., V, კვნნტორუ- 

ლი საგნობრივი ასოების ყველა მნიშვნელობათა სისტემის # მეტაერთობ- 

ლიობა მეტასიმრავლეა. მართლაც, # არის ი0-ადგილიანი მეტაპრედი- 

კატი, რომელიც მიიღება X,= X, # # ფორმულის ზემოთ განხილული 

XI... კვნტორული საგნობრივი ასოების მიმართ II-ადგილიან 

მეტაპრედიკატად განხილვის შედეგად, სადაც 7 არის X; = X, სახის ყველა 

ისეთი ტოლობის კონიუნქცია. რომლისთვისაც I # ) და V, არის V,. ქვე– 

მოთ მტკიცდება ეს წინადადება უფრო ზოგადი ფორმით (იხ. (1.4) 
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წინადადება), როცა V,ს..აV, საგნობრივი და პროპოზიციული ასოების 

ნებისმიერი მიმდევრობაა (დაიშვება საკუთრივი კონსტანტებიც). 
დადგენილი შედეგები ძალაში დარჩება თუ განხილულ ასოებისადმი 

წაყენებულ მოთხოენებს შევასუსტებთ და ნაცვლად მოთხოვნისა, რომ 
ისინი იყოს კვანნტორული ასოები მოვითხოვთ, რომ თითოეული მათგანი 

იყოს ცვლადი ან არასაკუთრივი კონსტანტა (დანარჩენი მოთხოვნების 
შეუცვლელად). მართლაც, თუ ასეთნაირად განზოგადებულ შემთხვევაში 
განხილული X,,..,X, ასოებს შორის გვხვდება არასაკუთრივი არაკვან- 

ტორული კონსტანტები, მაშინ მათ შევცვლით ისეთი კვანტორული ასო- 
ებით, რომლებსაც X,,..;)X, მიმდევრობაში და მოცემულ # ფორმაში 
შემოსვლა არ აქვთ,თანაც ისე, რომ განსხვავებული ასოები იცვლებოდნენ 
განსხვავებული ასოებით, ერთი და იგივე კი – ერთი და იგივე ასოებით. 
მიღებული /##' ფორმის ასოთა შეცელილი მიმდევრობის მიმართ სათანა– 
დო მეტაერთობლიობად განხილვა იმავე მეტაერთობლიობას მოგვცემს. 

შევნიშნოთ, რომ თუ X.,....,X, არიან IL თეორიის ერთმანეთისაგან 

განსხვავებული კვანტორული საგნობრივი ასოები და თ რელიაციური, 
შესაბამისად სუბსტანციური, სპეციალური მარტივი ოპერატორია, მაშინ 

CთX,...X, ატომალური ფორმა, განხილული ით/ ინტერპრეტაციაში რო- 

გორც # ტიპის ი-ადგილიანი მეტამიმართება, შესაბამისად # –> # ტი- 

პის ი-ადგილიანი მეტაფუნქცია, L თეორიის X.,,...,X, ასოების მიმართ, 

იგივეა, რაც C-ს მიკავშირებული ფუნქცია. ამიტომ (როცა თ-ს მის მიკავ- 

შირებულ ფუნქციასთან აიგივებენ) ნაცვლად ფრაზისა ,,თ მიმართება“, 

შესაბამისად ,,თ ფუნქცია“, ხშირად გამოიყენება ფრაზა „CთX...აX, მი- 

მართება“, შესაბამისად ,,CX ,...,X, ფუნქცია“. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ როცა =# კლასთა თეორიის მოდელია, მაშინ 

განხილული მეტაფუნქცია შეუძლებელია წარმოვიდგინოთ როგორც (მა- 

თემატიკური) სიმრავლე ან კლასი ან სისტემა. ასევე, როცა V/ საკუთრივ 
სიმრავლეთა თეორიის მოდელია, მაშინ განხილული მეტაფუნქცია შეუძ- 

ლებელია წარმოვიდგინოთ როგორც (მათემატიკური) სიმრავლე. იგივე 

ითქმის განხილული სახის მეტამიმართებაზე, როცა =/ კლასთა თეორიის 

მოდელია და აღნიშნული მეტა მიმართების ერთი მაინც „ელემენტის“ 

ერთი მაინც კომპონენტი ზესიმრავლეა. ამრიგად, ამ პარაგრაფში განხი- 
ლული ობიექტები კლასთა თეორიისა და საკუთრივი სიმრავლეთა თეორი- 

ის შემთხვევაშიც ღრმად გამოდიან თეორიის C# მოდელის საგანთა არედან. 
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სრულიად ანალოგიურად განიხილება ა/ ინტერპრეტაციაში I თეო- 

რიის ფორმულა, შესაბამისად ტერმი, როგორც ჭეშმარიტული 

მეტაფუნქცია ღა განზოგადებული ქჭეშმარიტული მეტა- 
ფუნქცია, შესაბამისად საგნობრივი მეტაფუნქცია და განზო- 
გადებული საგნობრივი მეტაფუნქცია, 24%, %. კვანტორული 

ასოების მიმართ,სადაც X არის ან საგნობრივი ასო ან პროპოზიცი– 

ული ასო (1 = 1,2,...,ი), ასეთი C მეტაფუნქციისათვისაც გვექნება 

CX-ა%, სახის ,,გამარტივებული“ აღნიშვნები. 

ამ განსაზღვრებათა კორექტულობა (სათანადო მეტასიმრავლეების 

არსებობა) ისევე დამტკიცდება, როგორც ზემოთ განხილულ შემთხვევა- 
ში. როცა ჩ თეორიას აქვს არსებობის კვანნტორი პროპოზიციული ასო– 
თი. წინააღმდეგ შემთხვევაში უნდა გამოვიყენოთ ჭეშმარიტულ მნიშენე- 
ლობათა მეტასიმრავლის სასრულობა და არსებობის კვანტორის როლი 
დიზიუნქციის ოპერატორს შევასრულებინოთ. მაგალითად, როცა მხო- 

ლოდ და მხოლოდ X, და X, არიან პროპოზიციული ცელადები, მაშინ ზემოთ 

განხილულ თვისებებიდან, მაგალითად, უკანასკნელის ნაცვლად გვექნება: 

5X <1I+5 /9Xკ C IC---3X, C XIX =((C6X.,..,X, ,%.)V 

X =((-6 MX), #ყ)V X=((რ6X,,..-,X,),%ი )V 

X= (((, რX.)>ა%ს2ი)1 

სადაც #. ისევე განისაზღვრება როგორც ზემოთ, %, კი მიიღე– 

ბა X. -დან X, და X, ცვლადების თავისუფალი შემოსვლების ნაცვლად 

მათ მნიშვნელობათა (თ,, C.) სისტემის ჩასმით. 

(1.1) და (1.2) წინადადებების და (1.1) და (1.2) ლემების გამოყენებით 
შეიძლება სხვადასხვა საჭირო მეტაკლასებისა და მეტასიმრავლეების არსე- 
ბობის დამტკიცება. მაგრამ ასეთი დამტკიცებების ძიება ყოველთვის წარ- 
მატებით არ სრულდება. 

2.2.5-ში განხილული იყო მეტასიმრავლეთა მეტაერთობლიობები: 
· ი · ა - · 

ჩა, წთ, წი, ნდ 10160 ს 10 -ი ს 101, (0 =12,...). . (4) 
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(1.3) ლემა. 1. თუ (4”-დან აღებული თითოეული მეტაერთობლი- 
ობის განსაზღვრაში შევასუსტებთ მეტაერთობლიობის ელემენტებისადმი 
წაყენებულ მოთხოვნას და ნაცვლად მოთხოვნისა, რომ ისინი იყოს მეტა- 
სიმრავლეები მოვითხოვთ, რომ ისინი იყოს მეტაკლასები (დანარჩენი 
მოთხოვნების შეუცვლელად) მივიღებთ ხსენებული განსაზღვრის ტოლ- 
ფას განსაზღვრას. 

(24X-დან აღებული თითოეული მეტაერთობლიობა მეტაკლასია. 

ეს ლემა (1.2) ლემის მე-8 პუნჭტის უშუალო შედეგია. 
ბუნებრივად ისმის შემდეგი 
ამოცანა. (4)-დან აღებული ესა თუ ის მეტაკლასი არის თუ არა მე- 

ტასიმრავლე? 
ადვილად შეიძლება იმის დანახვა, რომ ამ ამოცანის თითოეული შემ– 

თხვევას ექნება დადებითი პასუხი თუ დამტკიცდება, რომ მეტასიმრავლის 

ქვემეტასიმრავლეთა მეტაკლასი მეტასიმრავლეა. L არის I" მეტასიმ- 

რავლის ქვემეტასიმრავლეთა მეტაკლასი (თუ ეს მეტაკლასი საკუთრივი 

მეტაკლასია, მაშინ L -თვის განხილულ ამოცანას უარყოფითი პასუხი 

„ექნება). 

დამზმარე LX თეორიაში შემამოკლებელი სიმბოლო (წარმოებული 

საგნობრივი კონსტანტა) C” შემოიტანება განსაზღვრით: 

C' – XXVVIV CX «<> –V=VI, 

სადაც X და V ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინიმალურინდექსიანი 

საგნობრივი ცვლადებია. ცხადია, ამ კონსტანტას მნიშვნელობა «/VV ინ- 

ტერპრეტაციაში ცარიელი მეტასიმრავლეა. იგი C/' -ში არის უდაბლესი 

საფეხურის მეტასიმრავლე (მეტასაგანი). C2” კონსტანტის დახმარებით ს 

თეორიაში შემოიტანება 3.2, 3.3 და (5; 5.6) პუნქტებში განხილული შემა- 
მოკლებელი სიმბოლოები. 

იმის დამტკიცება, რომ L) თეორიის ამა თუ იმ ზსენებულ შემამოკ- 

ლებელ (წარმოებულ) სიმბოლოს ით”! ინტერპრეტაციაში აქვს ისეთივე 
ბუნებრივი შინაარსი, როგორი შინაარსიც მას აქვს სიმრავლეთა თეორ- 
იის ამა თუ იმ მოდელში. მოითხოვს სათანადო მეტაკლასების არსებობის 
დამტკიცებას. ასეთი მტკიცებების მოძებნა ადვილია წარმოებული საგნო- 
ბრივი კონსტანტების შემთხვევაში. წარმოებული ოპერატორების შემ- 
თხვევაში მტკიცებების მოძებნა ზოგჯერ არ ხერხდება. ამასთან, ზოგიერ- 
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თი მიზნისათვის ხშირად საკმარისია დამტკიცდეს. რომ მას ბუნებრივი 
შინაარსის აქეს კონკრეტულად მოცემული არგუმენტების შემთხვევაში 
(ან არგუმენტთა რაიმე ერთობლიობისათვის). აქ არაა სავლდებულო 

დავეყრდნოთ მხოლოდ და მხოლოდ შემამოკლებელი სიმბოლოს განსაზ- 
ღვრაში მოცემულ სათანადო მეტაკლასის განმსაზღვრელ თვისებებს. 

მაგალითად, იმის დასამტკიცებლად, რომ L«#/' -ში 

I – XXVMV(V/ C” X <> -––V = (0! /VI 2-7 C VII (5) 

განსაზღვრით შემოტანილი I” კონსტანტას მნიშვნელობაა ყველა მეტაინ– 
დივიდის მეტასიმრავლე. საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 

–ლV = ლ #“V V2I –-2 C” VI (6) 

თვისება განსაზღვრავს მეტასიმრავლეს. ე.ი. უნდა დავამტკიცოთ ყველა 
მეტაინდივიდის მეტასიმრავლის არსებობა. ამისათვის საკმარისია შევნიშ- 

ნოთ შემდეგი. უკანასკნელი თვისება ტოლძალოვანია §I -ზე განსაზღვრუ- 

ლი შემდეგი თვისებისა: 

5 < 17 # C” 50 /ს––ს/ = C! /+VI X C 50(–7 C VI; 

ამასთან, უკანასკნელი თვისება განსაზღვრავს მეტასიმრავლეს. რომლის 
საფეხური 1-ს არ აღემატება (აქ ვსარგებლობთ იმ ფაქტით, რომ C' აღ- 

ნიშნავს ცარიელ მეტასიმრავლეს – უდაბლესი საფეხურის საგანს, 56 კი 

აღნიშნავს უდაბლესი საფეხურის ყველა მეტასაგნის მეტასიმრავლეს, 
რომლის საფეხური ნულია. შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ რლ' და % 

კონსტანტები აფიქსირებენ V, და Xე საგნობრივი ცვლადების მნიშენე- 

ლობებს). აქ აუცილებელი არაა განხილულ თვისებაში C” -ის ნაცვლად 
C' -ით აღნიშნული ტერმინის ჩასმა ((C' -ის ნაცვლად შეგვიძლია ავი– 
ღოთ ცარიელი მეტასიმრავლის აღმნიშვნელი ნებისმიერი დამხმარე კონ- 
სტანტა). ამით თავიდან ვიცდენთ ხსენებული ჩასმის შედეგად შემოჭრილი 
შეუზღუდავი კვანტორების მეზღუდვის შესაძლებლობის დამტკიცებას. 

აღნიშნული სიძნელეების წარმოშობის მიზეზია ის გარემოება. რომ 

L#/” თეორიაში არ გვაქვს მეტაკლასების არსებობის ისეთი მძლავრი აქსი- 
ომები, როგორიც გვაქვს სიმრავლეთა თეორიებში. ამიტომ საჭირო იქნე- 

ბა ზოგიერთი განსაზღვრის დაზუსტება. მაგალითად, I (მოდიფიცირე- 

ბული) მეტაფუნქციის განსაზღვრის არედ. შესაბამისად მნი შ- 
ვნელობათა არედ. უნდა მივიჩნიოთ მისი ელემენტების პირველი, შესაბა– 
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მისად მეორე, კომპონენტებისაგან შედგენილი მეტაერთობლიობა. 

თუ ეს მეტაერთობლიობა არაა მეტაკლასი, მაშინ ჩ2 „ შესაბამისად ჩ L, 

არ იქნება წ ფუნქციის განსაზღვრის არე, შესაბამისად მნიშვნელობათა 

არე (ისინი ცარიელი მეტასიმრაევლეები იქნება). ასევე, # ,...,რე მეტაკ- 

ლასების პირდაპირ ნამრავლად უნდა მივიჩნიოთ (მ,...,მ,) სახის 

მეტადალაგებული სისტემების მეტაერთობლიობა, სადაც მ, არის #4, კლა- 

სის ნებისმიერი ელემენტი (1 = 1,2)..,ი). 

მომდევნო აბზაცში შემოტანილ სიმბოლოთა განსაზღვრებებში გა- 
მოყენებულია მომდევნო 3.2 პარაგრაფში და 3.3.3 პუნქტში შემოტანილი 

ი, ჩ; L ჩხ? -” შემამოკლებელი სიმბოლოები. 

-/' ინტერპრეტაციაში თ? და დ წარმოებული ოპერატორები 

შემოიტანებიან შემდეგი განსაზღვრებებით. 

დიქ – იწ იწ 277 C17 #27 C7 (ი =172....);. (7) 

რა X,1% – თიმ, იყე იხბი =+; #2 C7% (ი =12,...);. (8) 

სადაც 1, 1, 1კ ნებისმიერი ტერმებია; რ) ე3, შესაბამისად 

დაბ , იკითხება ფრაზით: 1, არის I: -> IIკვ ტიპის ი-ადგილი- 

ანი საკუთრივი მეტაფუნქცია, შესაბამისად ი-ადგილიანი, ყველ- 

გან განსაზღვრული საკუთრივი მეტაფუნქცია (იხ. 5.5.3). სი- 
მარტივისათვის, წარმოებული ოპერატორების აღნიშვნებში ზედა ინდე- 

ქსებად ,,' “ ნიშანი გამოტოვებულია. 

დავამტკიცოთ, რომ დ იუი , შესაბამისად დიმო ,ფორმუ- 

ლას შესაბამისი ფრაზის შინაარსი აქვს – იგი ჭეშმარიტია მაშინ და მხო- 
ლოდ მაშინ, როცა შესაბამისი ფრაზა ჭეშმარიტია. 

I ც შა და 13 ტერმების თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობების 

ნებისმიერად დაფიქსირების შედეგად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ +", 

13 და IXვ საგნობრივი კონსტანტებია. ცხადია, #ი'I, #9C/I, ჭეშმარიტია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა წ, მეტასიმრავლეცაა და ფუნქციონა– 

ლური მეტაგრაფიკიც. ე.ი. როცა 1, საკუთრივი მეტაფუნქციაა (აქ არ 
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მოითხოვება რაიმე მეტასიმრავლის არსებობის დამტკიცება). საკმარისია 

(და აუცილებელი) ვიგულისმოთ, რომ ”L, საკუთრივი მეტაფუნქციაა და 

ვაჩვენოთ, რომ ხ2ი, ტერმის მნიშვნელობაა +, ტერმის ელემენტების 

(წყვილების) 1-ური კომპონენტებისაგან შედგენილი მეტაკლასი (რომ ხსე- 

ნებული სახის ყველა კომპონენტის მეტაკლასი არსებობს) (I = 1.2). ეს 

უკანასკნელი გამომდინარეობს შემდეგი ლემიდან. 
(1.4) ლემა. ვთქვათ, ი ნულისაგან განსხვავებული ნატურალური 

რიცხვია და /#ს არის თ რიგობრივი რიცხვზე ნაკლები საფეხურის მეტასიმ- 

რავლე. მაშინ #-ში ელემენტად შემავალი (მეტაელემენტებისაგან შედგე– 

ნილი) დალაგებული მეტა ი-ეულების I-ური (1< |! <ი) კომპონენტების 

4, მეტაერთობლიობა მეტასიმრავლეა და მისი საფეხური + 1-ს არ 

აღემატება. მაშასადამე, სხ; ტ# ხსენებულ /#, მეტაერთობლიობას (მეტა- 

სიმრავლეს) ემთხვევა. 
შენიშვნა: თუ ტ მეტაკლასის აღმნიშვნელი დამხმარე სიმბოლოა, 

მაშინ ჩ# კვაზიტერმია, რომლის მნიშვნელობაა ლემის ფორმულირე- 

ბაში ხსენებული მეტაერთობლიობა ან ცარიელი მეტასიმრავლე იმისდა 
მიხედვით, ეს მეტაერთობლიობა მეტაკლასია თუ არა (იხ. 33.3). 

ლემის დასამტკიცებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ ლემის ფორ- 
მულირებაში ხსენებული მეტაერთობლიობა განისაზღვრება შემდეგი (მე– 
ტასიმრავლის განმსაზღვრელი) თვისებით: 

5'X<თ+)/M#3X, C 50---3X, C 503V C 5” 

LV C # /X = (X,,..-,X,) /XX = X,1, 

სადაც X, V, X,,.-..X, ერთმანეთისაგან განსხავებული საგნობრივი ცვლა- 

ღებია, 5; და # კი თვისებად განხილულ ფორმულაში ცელიან ერთმანე- 

თისაგან და X, V,'X,,...,Xე ასოებისაგან განსხვავებულ V, და Vე საგნობრივ 

ცვლადებს (აქ მხედველობაში უნდა მივიღოთ (1.2) ლემა, რომლის ძალით 
მეტაკლასის საფეხური მისი ელემენტის საფეხურზე ნაკლები არაა (პუნ- 
ქტი 5) და მეტა ი-ეულის საფეხური მისი კომპონენტის საფეხურზე ნაკლე- 
ბი არაა (პუნქტი 6))”. 

დამტკიცებული ლემიდან და (1.2) ლემის მე-8 პუნქტიდან გამომდი–. 
ნარეობს 
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(1.3) წინადადება. თუ # და 8 მეტასიმრავლეებია და არის 

#-–>8 ტიპის მეტაფუნქცია, მაშინ ჩის განსაზღვრის არე და ჩ-ის 

მნიშვნელობათა არე მეტასიმრავლეებია. 
ზემოთ განხილული მეთოდით ადვილად დამტკიცდება შემდეგი 
(1.4) წინადადება. ვთქვათ, X,,....X, არის (1 თეორიის) საგნო- 

ბრივ და პროპოზიციულ ასოთა მიმდევრობა. მაშინ არსებობს # მეტა- 

სიმრავლე, რომლის ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ იო/ ინტერპრეტა- 

ციის მიმართ X,..:8-%ე ასოების მნიშვნელობათა სისტემები, 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თითოეული X. საგნობ- 

რივი ასოა. 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თითოეული X.,...X, მიმდევრობა- 

ში მყოფი არასაკუთრივი კონსტანტა კვანტორული' ასოა (წინააღმდეგ 

შემთხვევაში X,....,X, მიმდევრობაში მყოფ არასაკუთრივ არაკვანტო- 

რულ კონსტანტებს გამოვცვლით X.,,...,X, მიმდევრობაში არამყოფ შე– 
საბამისი ტიპის კვანტორული ასოებით ისე, რომ ერთი და იმავე ასოების 

შემოსვლები შეიცვალოს ერთი და იმავე ასოებით, სხვადასხვა ასოების შე- 
მოსვლები კი – სხვადასხვა ასოებით (ამით # არ შეიცელება)). მაშინ /! გა- 

ნისაზღვრება ი! ინტერპრეტაციის უნივერსუმზე განსაზღვრული შემ- 
დეგი (მეტასიმრავლის განმსაზღვრელი) თვისებით: 

5'X <1 X9X, C 88---3X,, C 80(X = (X,..-,X, )1, 

სადაც X,, წო X,. არის X.,...,X, მიმდევრობის მაქსიმალური ქვემიმდევ- 

რობა არაგანმეორებითი კვანტორული ასოებისა. X კი 0 თეორიის ისეთი 

საგნობრივი ცვლადია, რომელიც განსხვავდება X,,...,X. ასოებისაგან. 

ეს მტკიცება განზოგადდება ზოგადი შემთხვევისათვის იმავე მეთო– 
დით, რომელიც ზემოთ (ამავე პუნქტში) მითითებულია. ფორმით განსაზ- 
ღვრული მეტაფუნქციებისა და მეტამიმართებების შესახებ მიღებული შე- 
დეგების განზოგადებისათვის. . 

თუ IL თეორიის »/ ინტერპრეტაციის საგანთა I- არე 1. აქსიომური 

საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის ან კლასთა თეორიის ი მოდელიდან 

აღებული სიმრაელეა, მაშინ (4) ერთობლიობები შეიძლება შემდეგნაირა- 

დაც იქნეს ინტერპრეტირებული (გაგებული). 
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ნა, არის L" თეორიის ა მოდელის M –> # ტიპის ყველგან განსაზ- 

ღვრული (მოდიფიცირებული) ი-ადგილიანი ფუნქციების სიმრავლე (ასე- 

თი სიმრავლის არსებობას უზრუნველყოფს IL” თეორიის აქსიომები). ასე- 

გე განისაზღვრება აა და ს · დანარჩენი კლასებიც რომ განისაზღვროს 

როგორც 9? მოდელის სიმრავლეები, საკმარისია #, 1, + და + ობიექტები 

გავაიგივოთ C#” მოდელის ისეთ ერთმანეთისაგან განსხვავებულ მე, მ, მე, 

მკ სიმრავლეებთან, რომლებიც M# სიმრავლის ელემენტები არ არიან (თუ 

1” არის 5, მაშინ მი» 2), 2, შვ სიმრავლეებად ვიგულისხმებთ 0, 1, 2,3 

ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვებს). თუ M# საკუთრივი კლასია (ე.ი. 

C4'-დან აღებული ზესიმრვალეა), მაშინ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

(4)'სიმბოლოების მნიშვნელობებია სათანადო სახის კლასთა სისტემები. 

ასეთნაირად აგებულ შინაარსულ თეორიას უწოდებენ 1” თეორიის ი/ 
მოდელის ფრაგმენტს. როცა XL არე კონკრეტულად არ არის მი- 
თითებული, მაშინ ფრაგმენტის აქსიომათა სისტემის მისაღებად საჭიროა 
1” თეორიის აქსიომათა სისტემა გავაფართოვოთ ფრაგმენტებისათვის (#. 
არისათვის) დამახასიათებელი დამატებითი აქსიომებით. სიმრავლეთა თე– 
ორიის ამა თუ იმ ფრაგმენტს უწოდებენ, აგრეთვე კერძო მათემატი- 
კურ თეორიას. 

ამრიგად, არსებობს კერძო მათემატიკური თეორიის აგების ორი ძი- 
რითადი გზა. 1 გზა გულისხმობს კერძო მათემატიკური თეორიის (სიმ- 
რავლეთა თეორიისაგან) დამოუკიდებლად აგებას, მეორე კი კერძო მათე- 
მატიკურ თეორიას განიხილავს როგორც კლასიკურ სიმრავლეთა თეორ- 
იის ფრაგმენტს. უკანასკნელი გზა უფრო მკაცრი და კომპაქტურია – რიგი 
ცნებების შინაარსი უფრო ნათელია. მაგალითად, ტერმინი ,,ყველა ჯგუფთა 
კლასი“ სავსებით ნათელი შინაარსის მათემატიკური ტერმინია, როცა 
ჯგუფის ცნება შემოიტანება როგორც აქსიომური სიმრავლეთა თეორიის 
ფიქსირებული მოდელის ფრაგმენტი. 

3.1.7 ელემენტთა სქემა. #ტ მეტაკლასის ელემენტთა 
სქემა ეწოდება ისეთ ფუნქციონალურ მეტაგრაფიკს, რომლის მნიშვნე- 
ლობათა არის თითოეული ელემენტი # მეტაკლასის ელემენტია. მას ეწო– 
დება. აგრეთვე ელემენტთა სქემა. 
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ამოცანა. გამოარკვიეთ არის თუ არა ჭეშმარიტი შემდეგი წინადა– 

დება: /# მეტაკლასის ელემენტთა სქემის მნიშენელობათა არე არის მეტაკ- 

ლასი (ე.ი.არის #, მეტაკლასის ნაწილი)? 

თუ) #. ელემენტთა სქემის მნიშენელობათა არის თითოეული ელემენ- 

ტი მოცემული შინაარსული მათემატიკური 1 თეორიის ·/ ინტერპრე- 

ტაციის უნივერსუმიდან აღებული საგანია, შესაბამისად მათემატიკური 
წინადადებაა, შესაბამისად გაჩსაზღდგრული ჭქეშმარიტული მნიშვნელო- 
ბაა, მაშინ X#-ს ეწოდება საგნობრივი სქემა ანუ საგანთა სქემა, 

შესაბამისად პროპოზიციული სქემა ანუ წინადადებრივი სკემა 
ანუ წინადადებათა სქემა, შესაბამისად ჭჰეშმარიტული სქემა 
ანუ ჭეშმარიტულ მნიშვნელობათა სქემა. ვაიგიეებთ რა მათემა– 
ტიკურ წინადადებას მის პეშმარიტულ მნიშენელობასთა§, პროპოზიცი- 
ულ სქემას განვიხილავთ როგორც ჭეშმარიტულ სქემას. თუ /# ელემენ- 

ტთა სქემის თითოეული ელემენტი არის «7 ინტერპრეტაციის უნივერსუ- 
მიდან აღებული საგანი ან საგნობრივი განუსაზღვრელობა, შესაბამისად 
განსაზღვრული ჭეშმარიტული მნიშვნელობა ან პროპოზიციული განუ- 
საზღვრელობა, მაშინ #ს ეწოდება განზოგადებული საგნო- 

ბრივი სქემა, ანუ განზოგადებული საგანთა სქემა, შესაბამი- 

სად განზოგადებული ჭეშმარიტული სქემა ანუ განზოგადე– 
ბული ჭეშმარიტულ მნიშვნელობათა სქემა. შეიძლებოდა სხვა 
ტიპის სქემებისათვის შემოგვეტანა სპეციალური ტერმინები, მაგრამ 

ჩვენთვის საკმარისია აღნიშნული ოთხი სახის სქემის განხილვა. ესენია: 
საგნობრივი სქემა, ჭეშმარიტული სქემა, განზოგადებული საგნობრივი 
სქემა და განზოგადებული ჭეშმარიტული სქემა. 

ვთქვათ, # არის # მეტაკლასის ელემენტთა სქემა, X,,...,„X, საგნო- 
ბრივი და პროპოზიციული (მათემატიკური) ასოების არაცარიელი მიმ- 

დევრობაა! , /#.. არის X, ასოს მნიშვნელობათა არე 9” ინტერპრეტაციაში, 

8 კი X„...X, ასოების ი/ ინტერპრეტაციის მიმართ მნიშვნელობათა 

ყველა დალაგებული სისტემის მეტასიმრავლეა (იხ. (1.4) წინადადება). თუ 
## ელემენტთა სქემის განსაზღვრის არე არის 8 მეტასიმრავლის ნაწილი, 

შესაბამისად 8 მეტასიმრავლის საკუთრივი ნაწილი, შესაბამისად 8 მეტა– 
  

ე.ი.X, მეტაცვლადი აღნიშნავს გარკვეულ მათემატიკურ ასოს, რომელიც ან 

საგნობრივი ასოა ან პროპოზიციული. 
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სიმრავლე, მაშინ ამბობენ, რომ # არის (M მეტაკლასის) ელემენ- 

ტთა სქემა, შესაბამისად ნაწილობრივი ელემენტთა სქემა, 

შესაბამიისად ყველგან განსაზღვრული ელემენტთა სქემა, 
XI)..,.X, ასოების მიმართ. თუ # არის # მეტაკლასის ელემენტთა 

სქემა (განხილული) X,,...,X, ასოების მიმართ, მაშინ გ” აქსიომის (მხედ- 

ველობაშია მ აქსიომის სრული ანალოგი (იხ. 1.3.3)) II შედეგის ძალით #» 

მეტასიმრავლეა (ფუნქციონალური მეტაგრაფიკი მისი განსაზღვრის არის 
ეკვივალენტურია ინტუიციურად; მეტასიმრავლის ნაწილი მეტასიმრავ- 
ლეა). მეტასიმრავლეა აგრეთვე #-ს ყველა ისეთი ელემენტების პირველი 

კომპონენტების მეტაერთობლიობა, რომელთა მეორე კომპონენტი ფიქსი– 

რებული 8 მეტაელემენტია (განისაზღვრება C-ზე ნაკლები საფეხურის მქო- 

ნე მეტასაგანთა 5, მეტასიმრაგვლეზე განსაზღვრული 5/X <Cთ/" (X მ) C 

თვისებით, სადაც თ არის # მეტასიმრავლის საფეხურის უშუალოდ მომ- 

დევნო რიგობრივი რიცხვი). მ” და ხ” აქსიომების, (1.2) ლემის მე-4 და 
მე-6 პუნქტებისა და (1; (3.1)) თეორემის (უფრო ზუსტად: (I; (3.1)) თეო- 
რემის სრული ანალოგის, რომლისთვისაც არსებითად ძალაშია (1; (3.1)) 
თეორემის დამტკიცება) საფუძველზე ადვილად დავასკვნით, რომ უკანას- 
კნელ განსაზღვრაში სიტყვა ,,ნაწილი“ ორივეგან შეიძლება შეიცვალოს 

სიტყვით ,,ქვეერთობლიობა“ მართლაც, მ და ხ' აქსიომების ძალით, 
როგორც ზემოთ, ამ შემთხვევაშიც ვრწმუნდებით, რომ # მეტაკლასი 

მეტასიმრავლეა. აქედან (1.4) ლემის დახმარებით გამომდინარეობს, რომ 
/ ელემენტთა სქემის განსაზღვრის არე და მნიშვნელობათა არე (მეტაერ- 

თობლიობები) მეტასიმრაელეებია. ცხადია, თუ XI..ს-2ე ასოები ერთმა- 

ი 

ნეთისაგან განსხვავდებიან, მაშინ 8 = 2 4., , წინააღმდეგ შემთხევევაში 
1= 

უკანასკნელ ტოლობას ადგილი არ აქვს. 
ეთქვათ, ახლა, "ლილო « ასოების ისეთი არაცარიელი მიმდევრობაა, 

რომლის წევრთა შორის ერთი მაინც არაა არც საგნობრივი ასო და არც 
პროპოზიციული. ამ შემთხვევაშიც თითოეული X. ასოს მნიშვნელობათა 

#, არე მეტაკლასია, მაგრამ არ შეგვიძლია ვამტკიცოთ, რომ იგი მეტა- 

სიმრავლეა. 8 იყოს %იც..ც2%ი ასოების ი/ ინტერპრეტაციის მიმართ მნიშ- 

ვნელობათა ყველა დალაგებული სისტემის მეტაერთობლიობა. ჯერჯერო- 
ბით არ შეგვიძლია ვამტკიცოთ, რომ ეს მეტაერთობლიობა მეტაკლასია. 
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არ შეგვიძლია ვამტკიცოთ ელემენტთა ისეთი სქემის არსებობა, რომლის 

განსაზღერის არე 8 მეტაერთობლიობაა. უფრო მეტიც, თუ 8 საკუთრი- 

ვი მეტაერთობლიობაა. მაშინ სავარაუდოა, რომ ასეთი ელემენტთა სქემა 
არ არსებობდეს. ამიტომ წინა აბზაცში შემოტანილი ცნებების პირდაპი– 
რი გავრცელება განხილულ შემთხვევისათვის არ შეგვიძლია. ხსენებულ 
ცნებებს განხილულ შემთხვევისათვის შემდეგნაირად გავავრცელებთ. 
ბუნებრივად განისაზღვრება მეტაწყვილებისაგან შედგენილი 
ფუნქციონალური მეტაერთობლიობის ცნება და მისი განსაზ- 
ღვრის არისა და მნიშვნელობათა არის ცნებები. # მეტაკლა- 
სის ელემენტთა სქემა, შესაბამისად ელემენტთა ყველგან გან- 
საზღვრული სქემა, შესაბამისად ელემენტთა ნაწილობრივი 

სქემა, X...,X. ასოების მიმართ.ეწოდება მეტაწყვილებისაგან შედ– 
გენილ ისეთ ფუნქციონალურ მეტაერთობლიობას, რომლის მნი შვნელო- 

ბათა არის თითოეული ელემენტი #. მეტაკლასის ელემენტია!, განსაზ- 
ღვრის არე კი არის 8 მეტაერთობლიობის ნაწილი, შესაბამისად 8 მეტა– 
ერთობლიობა, შესაბამისად 83. მეტაერთობლიობის საკუთრივი ნაწილი, 

წინა შემთხვევის საწინააღმდეგოდ, არ გამოგრიცხავთ-იმის შესაძლებლო- 

ბას, რომ ამ შემთხვევაში უკანასკნელი ტერმინებით აღნიშნული ობიე- 
ქტები არ იყოს ელემენტთა სქემები (არ იყოს მეტაკლასები). მიუზედავად 
ამისა, უკანასკნელი განსაზღვრა წინა განსაზღვრასთან წინააღმდეგობაში 
არაა. 

ზემოთ ფაქტობრივად დავამტკიცეთ შემდეგი: 
წინადადება 1.5 ვთქვათ, X,,...,X, არის I თეორიის ალფაბეტის 

საგნობრივი და პროპოზიციული ასოების არაცარიელი მიმდევრობა, =/ 

არის # მეტაკლასის ელემენტთა სქემა X,...,X, ასოების მიმართ I თე- 

ორიის ა/ ინტერპრეტაციაში, 8 კი X,..:>X, ასოების ი ინტერპრე- 

ტაციის მიმართ მნიშვნელობათა ყველა დალაგებული სისტემის მეტაერ- 

თობლიობაა. მაშინ მეტასიმრავკლეებია #, 8, #-ს განსაზღვრის არე და 
მნიშვნელობათა არე და, აგრეთვე, #-ს ისეთი ელემენტების პირველი კომ- 

პონენტების მეტაერთობლიობა, რომელთა მეორე კომპონენტი ფიქსირე- 

ბული მეტაელემენტია. ამასთან , 7-ს სქემაა. 

  

LI. არ გამოვრიცხავთ შემთხვევას, როცა ზსენებული მნიშვნელობათა არე არაა # 

მეტაკლასის ნაწილი (ე.ი. როცა ხსენებული არე საკუთრივი მეტაერთობ- 
ლიობაა). 
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ვთქვათ, # არის I თეორიის პროპოზიციული, შესაბამისად საგნო- 

ბრივი ფორმა. X,,..,)X, კი (მათემატიკური) ასოების არაცარიელი მიმ- 

დევრობაა. # ფორმით განსაზღვრული ჭეშმარიტული სქემა, 

შესაბამისად საგნობრივი სქემა, X.,...,X, ასოების მიმართ «/ 

ინტერპრეტაციაში ეწოდება ((2,,...,მ, » #') სახის ყველა მეტაწყვილის 

მეტაერთობლიობას, სადაც (8,,..-,8,) არის ი/ ინტერპრეტაციის მი- 

მართ X.,,..,X, ასოების მნიშვნელობათა ნებისმიერი ისეთი სისტემა, 

რომლისთვისაც განსაზღვრულია # ფორმის მნიშვნელობა, #” კი # 

ფორმის ხსენებული მნიშვნელობაა (იგულისხმება, რომ X,,..:X, ასოები- 

საგან განსხვავებული # ფორმის თავისუფალი ცვლადების და თავისუფა- 
ლი არასაკუთრივი კონსტანტების მნიშვნელობები დაფიქსირებულია და, 
მაშასადამე, განხილული ტიპის სქემა ამ უკანასკნელი ასოების მნიშვნე- 
ლობათა დაფიქსირებულ სისტემაზეა დამოკიდებული). ანალოგიურად, ”» 

ფორმით განსაზღვრული განზოგადებული ჭეშმარიტული 
სქემა, შესაბამისად განზოგადებული საგნობრივი სქემა, X,,...:X, 

ასოების მიმართ ”/ინტერპრეტაციაში ეწოდება ((2,,...,მ,),ტ”) 

სახის ყველა მეტაწყვილის მეტაერთობლიობას, სადაც (მ,,---მი) არის 

ა ინტერპრეტაციის მიმართ 2 ც..ა:X, ასოების მნიშვნელობათა ნების- 

მიერი სისტემა, /ს” კი არის #»# ფორმის მნიშენელობა 2.2, ასოების 

მნიშვნელობათა (ბ,..,მ,) სისტემისათვის (არ გამოვრიცხავთ შემთხვე- 

ვას, როცა # ფორმის ხსენებული მნიშვნელობა გან უსაზღვრელია). ხში– 

რად ამ სქემებს ისევ # ფორმით აღნიშნავენ (ე.ი. # ფორმას განიხილავენ 
როგორც სათანადო ტიპის სქემას ან როგორც სათანადო ტიპის განზო- 
გადებულ სქემას) ფორმით განსაზღვრულ ამა თუ იმ ტიპის 
განზოგადებულ სქემას ვუწოდოთ საკუთრივი, თუ იგი არაა 
ფორმით განსაზღვრული სათანადო ტიპის სქემა. 

საზოგადოდ, არ გამოვრიცხავთ იმის შესაძლებლობას, რომ ფორმით 

განსაზღვრ ული სქემა. შესაბამისად განზოგადებული სქემა, X,,...,X, ასო– 

ების მიმართ არ იყოს (ჩვეულებრივი) სქემა (არ იყოს მეტაკლასი). მაგრამ 
ქვემოთ მოტანილი (1.5) და (1.6) ლემებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 
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XI,..5X. მიმდევრობის თითოეული წეერი ან საგნობრივი ასოა, ან პრო- 

პოზიციული ასო. მაშინ # ფორმის X.,,....X, ასოების მიმართ სქემად, 

შესაბამისად განზოგადებულ სქემად, განხილვით მიიღება სათანადო ტი- 
პის (ჩვეულებრივი) სქემა (უფრო მეტიც, იგი წარმოადგენს არა მარტო 

მეტაკლასს. არამედ მეტასიმრაევლესაც). 
ცხადია. ფორმით განსაზღვრული განხილული განზოგადებული Vხქე- 

მები არიან სათანადო ტიპის ყველგან განსაზღვრული სქემები X,,...,X, 
ასოების მიმართ. 

ლემა 1.5 X,,...,X, (I > 0) საგნობრივი ასოების მიმართ «// ინ- 

ტერპრეტაციაში 1 თეორიის # ფორმულით, შესაბამისად ტერმით, გან– 

საზღვრული ჭეშმარიტული სქემა და განზოგადებული ჭეშმარიტული 

სქემა, შესაბამისად საგნობრივი სქემა და განზოგადებული საგნობრივი 

სქემა, მეტასიშრავლეებია. 
დამტკიცება. შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ X,,...,X, მიმდევ- 

რობაში მყოფი თითოეული არასაკუთრივი კონსტანტა კვანნტტორული 

ასოა (წინააღმდეგ შემთხვევაში X,,...,.X, მიმდევრობაში მყოფ არაკვან- 
ტორულ არასაკუთრივ კონსტანტებს გამოვცვლით # ფორმაში შემოს- 

ვლის არმქონე და X,,...,X, მიმდევრობაში არმყოფი კვანტორული საზ- 
ნობრივი ასოებით ისე, რომ ერთი და იმავე ასოს შემოსვლები შეიცვალოს 

ერთი და იმავე ასოებით, სხვადასხვა ასოების შემოსელები კი შეიცვალოს 

სხვადასხვა ასოებით და შესაბამის გამოცვლებს მოვახდენთ # ფორმაში; 

მიღებული ფორმა საგნობრივ ასოთა შეცვლილი მიმდევრობის მიმართ 

სათანადო ტიპის სქემად განხილვისას მეტაწყვილთა იმავე მეტაერთობ- 

ლიობას განსაზღერაეს). ჯერ ვიგულისხმებთ, რომ 1 სამმნიშენელობიანი 

ლოგიკური თეორიაა (მეორე შემთხვევა ამ შემთხვევის კერძო შემთხვევად 

უნდა მივიჩნიოთ). ამ ზოგად შემთხვევაში # ფორმულით, შესაბამისად 

ტერმით. განსაზღვრებადი სქემის შესაბამისი წყვილთა მეტაერთობლიობა 

«/ 7 ინტერპრეტაციის მეტაელემენტთა მეტაკლასზე განსაზღვრული შემ- 
დეგი თვისებით განისაზღერება: 

3X, C 5---3X, C 9IX = ((X,,...,X,), 2) ი–2 =11.. (1) 
შესაბამისად 

3X, C 86---3X, C 50(X = ((X,...,X,), 2) ი -2 =11. (2) 

6. მ. ფხაკაძე 8I



სადაც X,.....X,, არის X,,....X, მიმდევრობის მაქსიმალური ქვემიმდევ- 

რობა კვანტორული ასოებისა, X კი L) თეორიის ისეთი საგნობრივი ცვლა- 

დია. რომელიც განსხვავდება X,,...,X, ასოებისაგან და არ აქვს შემოსვლა 

# ფორმაში. ამასთან. # მიი«ება # ფორმიდან X,,....X, ასოებისაგან 

განსხვავებული # ფორმის თავისუფალი ცვლადების და თავისუფალი 
არასაკუთრივი კონსტანტების ნაცვლად მათი დაფიქსირებული მნიშვნე- 
ლობების აღმნიშვნელი დამხმარე კონსტანტების ჩასმით. (L.4) ლემის 
დამტკიცებაში გამოყენებული მეთოდით დამტკიცდება, რომ ეს მეტაერ- 
თობლიობა არის მეტასიმრავლე (რომ (1), შესაბამისად (2), ტოლძალოვა– 

ნია 5, სახის მეტასიმრავლეზე შეზღუდულკვანტორებიანი ფორმულით 

განსაზღვრული თვისებისა). 
იმ შემთხვევაში. როცა I ორმნიშვნელიანი ლოგიკური თეორიაა (1), 

შესაბამისად (2). თვისების ნაცვლად შეგვიძლია ავიღოთ შემდეგი თვისება: 

3X,, C 56---3X,, C 56IX = ((X,,...,X,),2)1. (3) 

(სადაც X და X, ,..., X,, სიმბოლოები იმავე პირობებს აკმაყოფილებს). 

იმ შემთხვევაში, როცა 1 სამნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიაა, 
XI....X, ასოების მიმართ # ფორმით განსაზღვრული განზოგადებული 
სქემა (დამოუკიდებლად იმისა არსებობენ თუ არა განუსაზღვრელი მნიშ- 
ვნელობები) განისაზღვრება თვისებით: 

3X, C 50--3X, C 56(X = ((+,....X, „2)1. 

(ამ თვისებისთვისაც მოიძებნება შეზღუდული კვანტორებიანი ფორმუ- 
ლით განსაზღვრული მისი ტოლძალოვანი თვისება). 

მიღებული შედეგები სამართლიანია იმ შემთხვევაშიც, როცა X..52%ი 

არის საგნობრივი და პროპოზიციული ასოების ნებისმიერი მიმდევრობა. 
ამ შემთხვევაში (1.5) ლემის ანალოგი იქნება. 

(1.6) ლემა. ვთქვათ, X,,....X, მიმდევრობის თითოეული წევრი 

არის საგნობრივი ან პროპოზიციული ასო” X ,..ს2, ასოების მიმართ -/ 

ინტერპრეტაციაში I თეორიის /# ფორმულით, შესაბამისად ტერმით, 

განსაზღვრული ჭეშმარიტული სქემა და განზოგადებული ჭჰეშმარიტული 

სქემა. შესაბამისად საგნობრივი სქემა და განზოგადებული საგნობრივი 

სქემა. მეტასიმრავლეებია. 

ჭი



ეს ლემა დამტკიცდება იმავე მეთოდით, რომელიც მითითებულია 
წინა პუნქტში ფორმით განსაზღვრული მეტაფუნქციებისა და მეტამიმარ- 
თებების შესახებ მიღებული შედეგების განზოგადებისათვის. 

შემოვიტანოთ ასოთა ნებისმიერ რი..,რიე მიმდექრობაზე დამოკიდე- 

ბული შემდეგი აღვნიშენები. 

5... ა, შესაბამისად 5... „არის #,,...,რ, ასოების მიმართ ფორ- 
მულის ჭეშმარიტ ულ სქემად, შესაბამისად განზოგადებულ ჭეშმარიტულ 
სქემად. განხილვის შედეგად მიღებული ყველა ობიექტის კვაზიმეტაერთობ- 
ლიობა (აქ სიტყვა ,,ობიექტის“ შეიძლება შეიცვალოს ფრაზით „რი-.ს/ბე 

ასოების მიმართ ჰჭეშმარიტული სქემის, შესაბამისად განზოგადებული 

ჭეშმარიტული სქემის“; თუ #,,...,04, მიმდევრობის თითოეული წევრი 

პროპოზიციული ან საგნობრივი ასოა, მაშინ სიტყვა „ობიექტის“ შეიძ- 

ლება შეიცვალოს სიტყვით ,,სქემის“» 5, ; შესაბამისად 5, „არის 

/,,...,“რე ასოების მიმართ ყველა ჭეშმარიტული სქემის, შესაბამისად გან–- 
ზოგადებული ჭეშმარიტული სქემის. კვაზიმეტაერთობლიობა. ანალოგი- 

ურად განისაზღვრება #ც...,#, ასოების მიმართ საგნობრივი სქემების 

· I ' 
აბ, ბეტ, 55.4, 55.4, 

კვაზიმეტაერთობლიობები. 5სა, არის 5ა,..ტ, -ში შემავალი ბი... ბ, 

ასოების მიმართ ყველგან განსაზღვრული ჭეშმარიტული სქემების კვა– 
ზიმეტაერთობლიობა. ანალოგიურად შემოიტანება 

ას ზეს 8, ზის ზია რფ 
აღნიშვნები (5)... -ის და 58,..ა, ის თითოეული ელემენტი ყველგან 

განსაზღვრულია). 
ახლა ადვილად ვრწმუნდებით შემდეგ შემავლობათა სამართლიანო- 

ბაში. 

5. ა, C 5... C 59%, 

5... C50..ა, ლ92-ა,: 

58.ა, C5,.ა, C54-4,: 

9 , C§%, ვი. 
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ორმნიშენელობიანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევაში გექნება: 

5. ა, =5ა ბ, =5ა,.ბ,: 

55, = M ბ, =51 ს... 

ამრიგად, ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის “შემთხვევაში 

ასოების მი– 

მართ ყველგან განსაზღვრული ჭეშმარიტული, შესაბამისად საგნობრივი, 
სქემების კვაზიმეტაერთობლიობა, რომლებიც ფორმულების, შესაბამი– 

სად ტერმების, #,,...,ტ, ასოების მიმართ სქემებად განხილვის შედეგად 

მიიღებიან. ამასთან, იმ შემთხვევაში როცა რ,,...,რ, საგნობრივი და პრო- 

პოზიციული ასოების მიმდევრობაა, მაშინ ზემოთ განხილული (ინდექსი- 
ანი 5 სიმბოლოებით აღნიშნული) ნებისმიერი კვაზიმეტაერთობლიობის 

თითოეული ელემენტი არის ან საგნობრივი სქემა ან ჭეშმარიტული სქემა 
(ბ,..,ტე ასოების მიმართ) და, პრაქტიკისათვის მნიშვნელოვან ამ შემ- 

თხვევაში, თითოეული განხილული კვაზიმეტაერთობლიობა ისეთ მეტა- 
ერთობლიობას წარმოადგენს, რომლის შემადგენელი საგნები მეტასიმ- 
რავლეებია. 

ბუნებრივად ისმის შემდეგი ამოცანები. 

ამოცანა 1. გამოიკვლიეთ 

5, ა, „ შესაბამისად 55... , არის ყველა ისეთი #.,,...,# 

5ს,ა, ლ5ა. ა. და 51, Cლ= 5, 

შემავლობებში შეიძლება თუ არა C პრედიკატი შეიცვალოს = 

პრედიკატით, როცა #,..,ტ, მიმდევრობის თითოეული წევრი არის 

საგნობრივი ასო ან პროპოზიციული ასო. 

ამოცანა 2. იმ შემთხევევაში, როცა #4,,...,რ, ასოთა ნებისმიერი 
მიმდევრობაა, გამოიკვლიეთ არის თუ არა სამართლიანი სრული ანა- 
ლოგი (1.5) ლემის იმ ვარიანტისა, რომლის (1.5) ლემიდან მისაღებად საკ- 
მარისია ლემის ბოლო სიტყვა ,,მეტასიმრავლეებია“ შეიცვალოს სიტყვით 

„მეტაკლასებია“ 

იმ შემთხვევაში, როცა #,,...,ტ, ასოებიდან ერთი მაინც არაა არც 

საგნობრივი ასო და არც პროპოზიციული ასო (ე.ი. ერთი მაინც არის 
ოპერატორი), სავარაუდოა განხილული კვაზიერთობლიობებიდან ნების- 
მიერს გააჩნდეს ისეთი ელემენტი, რომელიც არაა ელემენტთა სქემა (ე.ი. 
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არაა მეტაკლასი, ე.ი. არის საკუთრივი მეტაერთობლიობა), მიუხედავად 
იმისა, რომ მისი ნებისმიერი ელემენტი (ობიექტი) არის ამა თუ იმ ტიპის 

სქემა ტ,...,რ, ასოების მიმართ. 

შენიშვნა. თრ)... ბ, სახის კვანტორის შინაარსის გახსნა წარ- 

მოებს #,,....რ, ასოების მიმართ სათანადო ტიპის ელემენტთა სქემების 

გამოყენებით (ისინი აღნიშნული კვანტორის მიკავშირებული ფუნქციის 
არგუმენტის როლში გამოდიან). ამასთან. მაღალი რიგის თეორიების 
საწინააღმდეგოდ, პირველი რიგის თეორიებში (იხ. 3.4) მხოლოდ ისეთი 

C#4,,...,რე სახის კვანტორები გეხვდება, რომლის არც ერთი ოპერატორუ- 

ლი ასო არაა ოპერატორი. ეს გარემოება ზემოთ აღნიშნულთან ერთად 
ნათელს ფენს იმ ღრმა განსხვავებას სირთულის თვალსაზრისით, რომე- 
ლიც არსებობს პირველი რიგის თეორიებსა და მაღალი რიგის თეორიებს 
შორის. აქ მხედველობაში შემდეგი განსაკუთრებით რთული წარმონაქმ- 

ნებია კვაზიმეტაერთობლიობები, რომლებიც ისეთი ინდექსიანი 5 სიმ–- 

ბოლოებით აღვნიშნეთ, რომელთა ზედა ინდექსებში ფიგურირებს 
(გვხვდება) 1 და, ამასთან ერთად, ქვედა #,,...,რ, ინდექსებში ფიგურირებს 
ოპერატორი. ნებისმიერი ასეთი წარმონაქმნი კვაზიმეტაერთობლიობაა 

და შედგენილია ან 8 –> XL ან 86->«”ან8– (C ც ან 8-–>C,L1) 

ტიპის ყველა ყველგან განსაზღვრულ ფუნქციონალურ მეტაერთობ- 

ლიობებისაგან ან აღნიშნული ტიპის ყველა ფუნქციონალურ მეტაერ- 

თობლიობებისაგან (სადაც 8 არის #,,...,#ს, ასოების C/ ინტერპრეტაციის 

მიმართ მნიშვნელობათა ყველა დალაგებული სისტემის მეტაერთობლი- 

ობა). შედარებით ნაკლებად რთული (მაგრამ რთული) წარმონაქმნებია 

კვაზიმეტაერთობლიობები, რომლებიც ისეთი ინდექსიანი 5 სიმბოლოე- 
ბით აღინიშნებიან, რომელთა ზედა ინდექსებში არ ფიგურირებს I და, 

ამასთანავე, ქვედა #,,...,რე ინდექსებში გვხვდება ოპერატორი. თითო- 
ეული ასეთი წარმონაქმნი კვაზიმეტაერთობლიობაა და შედგენილია წინა 

შემთხვევის ანალოგი ურად, იმ განსხვავებით, რომ ამ შემთხეევაში ,,ყველა“ 

გულისხმობს მხოლოდ სათანადო ტიპის ფორმების რი..,ბ, ასოების მი- 

მართ სათანადო ტიპის სქემად განხილვის შედეგად მიღებულ მეტაერ- 

თობლიობებს. აღნიშნული სახის (რთული) წარმონაქმნები მხოლოდ 
მაღალი რიგის თეორიებში გამოიყენებიან. დანარჩენი ინდექსიანი 5 სიმ- 

ბოლოებით აღნიშნული წარმონაქმნები, როგორც ზემოთ აღინიშნა, 

ელემენტთა სქემებისაგან შედგენილი მეტაერთობლიობებია და ეს ელე-' 
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მენტთა სქემები მეტასიმრაელეებია. აქვე შევნიშნოთ, რომ არაა აუცილე- 

ბელი ისეთი წარმონაქმნების განხილვა, რომლებიც აღინიშნებიან ისეთი 

ინდექსიანი 5 სიმბოლოებით. რომელთა ინდექსთა შორის ფიგურირებს 

1-ი (ეს მიიღწევა მომდევნო პუნქტში განხილული ორი ვარიანტიდან სა- 

თანადო ვარიანტის ამორჩევით). 

3.1.8 ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორების 
შინაარსის განსაზღვრა. # იყოს + თეორიის ოპერატორული 
საგნობრივი ასო. V,9შ,+,ს ოპერატორული ნიშნების მიკავშირებულ 

ფუნქციებს (მეტათეორიის ფუნქციებს) ერთი და იმავე განსაზღვრის არე 

აქვთ და ეს განსაზღვრის არეა 5) ან 5, იმისდა მიხედვით 1 თეორია 

ორმნიშვნელობიანია თუ სამმნიშვნელობიანი. ცხადია, §) , შესაბამისად 

5» „არის ყველა # ასოს მიმართ ყველგან განსაზღვრული ჭეშმარიტული 

სქემის, შესაბამისად განზოგადებული ჭეშმარიტული სქემის. მეტაერთობ- 

ლიობა. V და 3. შესაბამისად L და 1, ოპერატორული ნიშნების (და, 

მაშასადამე. მათი შესაბამისი კვანტორების) მნიშვნელობათა არეა 

51 –> (L.(1 . შესაბამისად -9ს I, ტიპის ყველგან განსაზღვრულ მე- 

ტათეორიის ფუნქციათა ერთობლიობა ან XL (61), შესაბამი– 

სად 5 –> MX” , ტიპის ყველგან განსაზღვრულ მეტათეორიის ფუნქცია- 

თა ერთობლიობა იმისდა მიხედვით I თეორია ორმნიშვნელოვანია თუ 

სამმნიშვნელოვანი. მნიშვნელობათა ეს არეები არ წარმოადგენენ მეტა- 
თეორიის მათემატიკურად მკაცრად განსაზღვრულ წარმონაქმნებს. მაგ– 

რამ ეს გარემოება განსაკუთრებულ სიძნელეებს არ შეგვიქმნის. რამდენა– 
დაც ოპერატორული ნიშნები საკუთრივი კონსტანტებია და საქმე გვექნე– 
ბა ხსენებული მნიშენელობათა არის მხოლოდ კონკრეტულად განსაზ- 
ღვრულ ელემენტებთან – ოპერატორული ნიშნების მიკავშირებულ ფუნ- 
ქციებთან – მეტათეორიის ფუნქციებთან (თუ დამტკიცდება, რომ ხსე- 
ნებული მიკავშირებული ფუნქციები მეტაკლასებია, მაშინ შესაძლებლო- 
ბა გვექნება V. 3, + და 1 ოპერატორული ნიშნებიდან აღებული თითოე- 

ული ოპერატორული ნიშნის მნიშვნელობათა არე განესაზღვროთ“ რო- 
გორც სათანადო ტიპის მეტაფუნქციათა მეტაერთობლიობა). 

ჯერ ვიგულისხმოთ. რომ ძირითადი თეორია | ორმნიშვნელობიანია. 
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ამ შემთხვავაში V და 3 ოპერატორული ნიშნების მიკავშირებული 

ფუნქციები V , და 3, (ან, რაც იგივეა, VყM% და 3#% კვანტორების მი- 

კავშირებული ფუნქციები V# , და 34 „ ) შემდეგნაირად განისაზღვრე- 

ბიან. V .; , შესაბამისად 37, ფუნქციის მნიშვნელობა არის (§ მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მისი #ს არგუმენტის (4 ასოს მიმართ ყველგან გან- 

საზღვრული ჰჭეშმარიტული სქემის) ყველა, შესაბამისად ერთი მაინც, 

ელემენტის მეორე კომპონენტი არის ს. აღნიშნულის შესაბამისად V #47 

ფორმულის მნიშვნელობა ი/ ინტერპრეტაციაში შემდეგნაირად განისაზ- 

ღვრება. V/ს)M ფორმულის მნიშვნელობა ი/ ინტერპრეტაციაში არის 

V კ ფუნქციის მნიშენელობა იმ 4 ასოს მიმართ ჭეშმარიტულ სქემაზე, 

რომელსაც მივიღებთ თ/ ინტერპრეტაციაში # ფორმულის #-ს მიმართ 

ჭჰეშმარიტულ სქემად განხილვის შედეგად. ცხადია, ხსენებული სქემა და, 

მაშასადამე. V/I# ფორმულის (ჭეშმარიტი) მნიშვნელობა ა/ ინტერპრე- 
ტაციაში დამოკიდებული იქნება მხოლოდ და მხოლოდ #-ში თავისუ- 

ფალი შემოსელების მქონე #-გან განსხვავებული ცვლადების მნიშვნელო- 

ბათა სისტემაზე. ამრიგად, # შეიძლება იყოს V#ტ ფორმულისათვის 

მხოლოდ და მხოლოდ დაბმული ცელადი, ამასთან, #ტ-გან განსხვავებული 

ცვლადის შემოსვლა V#Mტ> ფორმულაში წარმოადგენს ცვლადის თავი- 

სუფალ შემოსვლას V/ტ/ -ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა იგი არის 

ცვლადის თავისუფალი შმემოსვლა #-ში. ასევე განისაზღვრება 34/# 

ფორმულის შინაარსი. 
განხილული ტერმინების შინაარსის მოტანილი განსაზღერებები მი- 

ვიჩხიოთ ძირითად (პირველ) განსაზღვრებებად. თუ ზემოთ 

ყეელგან 5. და 5 სიმბოლოებს შევცვლით 5კ და 8, სიმბოლოებით 

შესაბამისად, მივიღებთ იმავე ტერმინების შინაარსის არაძირითად 

(მეორე) განსაზღვრებებს. 5, , შესაბამისად 5, „არის # საგნობ- 

რივი) ასოს მიმართ ფორმულის ჭეშმარიტულ სქემად, შესაბამისად გან– 

ზოგადებულ ჰპეშმარიტულ სქემად. განხილეის შედეგად მიღებული ყველა 
ობიექტის (მეტასიმრავლის) მეტაერთობლიობა. 5, C 5L და 5: C5»', 

ამასთან, აქ C– პრედიკატის ტოლობით შეცელის შესაძლებლობის საკით- 
ხი გასარკვევია (ტოლობის შემთხვევაში ტოლფასნია ძირითადი და არაძ- 
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ირითადი განსაზღვრებები). ქვემოთ მოვიტანთ რა ამა თუ იმ ძირითად 
(პირველ) განსაზღვრას, ვიგულისხმებთ, რომ ამით მოტანილია შე- 
სატყვისი არაძირითადი (მეორე) განსაზღვრა (რომლის მისაღე- 
ბად მხოლოდ განხილული სახის ცვლილებებია საჭირო). 

Vტ და 34 სახის კვანტორების შინაარსის ძირითადი და არაძირი- 
თადი განსაზღვრებები და ამავე კვანნტორების როლის განსაზღვრა 
ფორმის მნიშვნელობების გამოთელისას (იხ. 3.1.2) ტოლფასნია იმ აზრით, 
რომ ისინი ერთი და იგივე შედეგებს გვაძლევენ ფორმის მნიშვნელობების 
გამოთვლისას. ანალოგიურ ტოლფასობას ადგილი ექნება ქვემოთ განხი– 
ლული კვანტორებისათვის და ამის შესახებ მითითებებს ზოგჯერ არ გა–- 
ვაკეთებთ. 

ცხადია, თუ V#M და 34 კვანტორების მიკავშირებულ ფუნქციებს 
არაძირითადი განსაზღვრის მიხედვით აღვნიშნავთ V , და 3. სიმბო- 

ლოებით, მაშინ V ./ , შესაბამისად 3./, იქნება V , , შესაბამისად 3./, 

მიკავშირებული ფუნქციის შევიწროება 5, -ზე. 

განხილულ შემთხვევაში «+ და 1 ოპერატორული ნიშნების მიკავშირე- 

ბული ფუნქციები (მეტათეორიის ფუნქციები) L„ და L/ შემდეგნაირად 

განისაზღვრებიან. L„ და 1, ფუნქციები მნიშვნელობებს ღებულობს # 

საგნობრივი ასოს მნი შვნელობათა არედან, რომელიც ი/ ინტერპრეტაცი- 

ის « უნივერსუმია. ამასთან, « , , შესაბამისად 1,/ , მეტაფუნქციის მნიშ- 

ვნელობა მის /#ს არგუმენტზე #-ს მიმართ (ჭეშმარიტულ Vქემაზე) არის # 
ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებული ნებისმიერი, შესაბამისად ერთა- 
დერთი, ისეთი #ე საგანი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას (რე, L) C #. 

თუ ასეთი საგანი არ არსებობს, მაშინ L ,, შესაბამისად 1./ , ფუნქციის 

მნიშვნელობა მის # არგუმენტზე არის #ს ასოს მნიშვნელობათა არედან 
აღებული ნებისმიერი საგანი. განსაზღვრულობისათვის ვიგულისზმებთ 

შემდეგს: +. (ან, რაც იგივეა, 1., ) ფუნქციის განსაზღვრის 5V არედან 

აღებულ ნებისმიერ # ელემენტს (# ასოს მიმართ ჭეშმარიტულ სქემას) 
ეთანადება #-ში ელემენტად შემავალი ისეთი მეტაწყვილების პირეელი 
კომპონენტებისაგან შედგენილი მეტასიმრავლე, რომელთა მეორე კომპო- 
ნენტი არის 1 ((1.5) წინადადებიდან გამომდინარეობს ასეთი მეტასიმრავ- 
ლის არსებობა). თითოეულ ასეთ არაცარიელ მეტასიმრავლეში და, აგ- 
რეთეე, # ასოს მნიშვნელობათა არეში (ე.ი. # არეში) მონიშნ ულია თი– 
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თო საგანი მ პირობის დაცვით (იხ. 3.1.2). ამასთან, 1 / ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობა IL ,ტ (მისი განსაზღვრის არედან აღებულ # არგუმენტზე) 

არის # არგუმენტის შესაბამისს არაცარიელ მეტასიმრავლეში მონიშ- 

ნული საგანი, თუ აღნიშნული მეტასიმრავლე ცარიელია, მაშინ + ,4# 

არის # ასოს მნიშვნელობათა არეში (ე.ი. # არეში) მონიშნული საგანი; 

თუ ხსენებულ მეტასიმრავლეს ერთადერთი ელემენტი აქვს. მაშინ” L., 

ფუნქციის მნიშვნელობა #-ზე ეს ერთადერთი ელემენტია, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში L,„ ფუნქციის მნიშვნელობა #-ზე #ს ასოს მნიშვნელობათა 

არეში (ე.ი. #-ში) მონიშნული საგანია. აღნიშნულის შესაბამისად განი- 
საზღვრება LM/# და 10407» ტერმების შინაარსი ისევე, როგორც ზემოთ 
განვსაზღვრეთ V/ს/ ფორმულის შინაარსი. 

V, 3, + და ს ოპერატორულ ნიშნებს იყენებენ უფრო ზოგადი ფორ- 

მით, სახელდობრ შემდეგნაირად. 

ვთქვათ, =/ არის მოცემული 1 თეორიის ინტერპრეტაცია M უნივერ- 

სუმით, M კი X მეტასიმრავლის ნაწილია (MI მეტასიმრავლეა). V#ტ C M, 

34 C M, +4 C M და 14 C M სახის სიტყვებს, სადაც # არის 1 თეო- 
რიის საგნობრივი ოპერატორული ასო, სათანადო ტიპის შეზღუ- 

დული მეტაკვანტორები ეწოდებათ. ამბობენ აგრეთვე, რომ ისინი 

მიიღებიან V/ს, 34, 24) და L"I"ს კვანტორების M მეტასიმრავ- 

ლით შეზღუდვის შედეგად. აღნიშნულის შედეგად შემოტანილ ტერ- 
მინებში ნაცვლად სიტყვისა ,,მეტაკვანტორი“ ზოგჯერ გამოვიყენებთ სიტ– 
ყვას „კვანტორი“ (როცა ეს გაუგებრობას არ იწვევს). ისინი, განსაზ–- 
ღვრით, ლოგიკური ოპერატორებია (კვანტორებია) და მათი როლი 

ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლისას შემდეგნაირად განისაზღვრება. 
ვთქვათ, # რაიმე ფორმულაა, განხილული როგორც # ასოზე დამოკიდე- 

ბული წინადადება. განსაზღვრით, V/ს C MX (იკითხება: ,,MI-დან აღე–- 

ბული ყოველი #-თვის #“), შესაბამისად 5/ C MI# (იკითხება: ,,არსე- 

ბობს M-ის ისეთი # ელემენტი, რომ #“), არის წინადადება, რომელიც 

ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა # ასოს M-დან აღებული 
ყოველი, შესაბამისად ერთი მაინც, მნიშვნელობისათვის # წინადადება 

არის ჭეშმარიტი. ასევე, განსაზღერით, XV C MV/V (იკითხება: ,,M-დან 

აღებული #) ასოს ნებისმიერი ისეთი მნიშვნელობა, რომ #“) არის ტერმი, 
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რომელიც აღნიშნავს M-დან აღებულ # ასოს ნებისმიერ ისეთ მნიშენე- 

ლობას, რომლისთვისაც # არის ჭეშმარიტი; თუ ასეთი მნიშვნელობა არ 

არსებობს, მაშინ + C MV7/7V ტერმი აღნიშნავს 4 ასოს მნიშვნელო- 
ბათა არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს. განსაზღვრულობისათვის აქ- 

აც ვიგულისხმებთ, რომ +404 C M/ აღნიშნავს სათანადო მეტასიმრავ- 
ლეში მონიშნულ საგანს. სახელდობრ, ვიგულისხმებთ შემდეგს: მოცემუ- 
ლი თეორიის ნებისმიერ 8 ფორმულას, ნებისმიერ ხ საგნობრივ კვან–- 

ტორულ ასოს და ს ფორმულაში მყოფი ხ-გან განსხვავებული ყველა თა- 

ვისუფალი ასოების მნიშენელბათა ყოველ დალაგებულ სისტემას ეთანა- 
დება ხ ასოს M-დან აღებული ყველა ისეთი მნიშვნელობის მეტაერთობ- 
ლიობა (მეტასიმრავლე), რომლებისათვისაც ს ფორმულა ჭეშმარიტია 

(იგი 3.1.2-ში ანალოგიურად განსაზღვრული მეტასიმრავლისა და M მე- 
ტასიმრავლის თანაკვეთაა). თითოეულ ასეთ არაცარიელ მეტაერთობ- 
ლიობაში (მეტასიმრავლეში) და, აგრეთვე, ხ ასოს მნიშვნელობათა არეში 

მონიშნულია თითო საგანი 8 პირობის დაცვით (იხ. 3.1.2). ამასთან. 
+046 C M7 ტერმის მნიშვნელობა მისი ყველა თავისუფალი ასოს მნიშ- 
ვნელობათა Cთ სისტემისათვის არის # ფორმულის, #ს ასოსა და C სისტე- 

მის შესაბამისს მეტასიმრავლეში მონიშნული საგანი ან IL -ში მოწიმნუ- 
ლი საგანი იმისდა მიხედვით ხსენებული მეტასიმრავლე ცარიელია თუ 
არა. დაბოლოს, განსაზღვრით, 14 C M7 (იკითხება: ,,M-დან აღებული 

# ასოს ერთადერთი ისეთი მნიშვნელობა, რომ /“) არის ტერმი, რომე- 

ლიც აღნიშნავს M-დან აღებულ # ასოს ერთადერთ მნიშვნელობას, რომ- 
ლისთვისაც # არის ჭეშმარიტი; თუ ასეთი ერთადერთი მნიშვნელობა არ 

არსებობს, მაშინ 14 C M/> ტერმი აღნიშნავს # ასოს მნიშვნელობათა 
არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს, განსაზღვრულობისათვის აქაც 
ვიგულისხმებთ, რომ მეორე შემთხვევაში 14% C MIX ტერმი აღნიშნავს # 

ასოს მნიშვნელობათა არეში (I -ში) მონიშნულ საგანს. აღნიშნულის 

საფუძველზე ჩვეულებრივ ინდუცირდება უფრო ზოგადი შემდეგი ტერ- 
მინის შინაარსი: ,, +# C' M#7X , შესაბამისად L/ C MV/ , ტერმის მნიშვნე- 
ლობა X.,....X, ასოების მნიშენელობათა ნებისმიერი 2,,..,მ, სისტემი– 

სათვის“, სადღაც X,,...,X, არის ასოების ნებისმიერი ისეთი მიმდევრობა, 

რომლის წევრებს შორის იმყოფება IM C M/7 ტერმის ყველა თავისუ–- 

ფალი ცვლადი. 
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ცხადია,თუ M ცარიელია, მაშინ V//ს C' M/# ქეშმარიტია, 34 C MX 
კი მცდარია (რამდენადაც, ამ შემთხვევაში, M-დან აღებული #6. ასოს 
მნიშვნელობა არ არსებობს). 

თუ განხილული სტრუქტურის (ინტერპრეტაციის) საგანთა არე სას- 
რული ნამდვილი რიცხვების სიმრავლეა და M არის დადებითი ნამდვილი 
რიცხვების სიმრავლე (მეტასიმრავლე), მაშინ VI ს C M, 37" C” M, 

+/ C M, 1/ C' M აღნიშვნების ნაცვლად იყენებენ აგრეთვე შემდეგ გა– 

მარტივებულ აღნიშნეებს: V#MV>0, 3#>0, X+4>0, 1 >0. ამასთან, 

V/#>0, შემთხვევაში ნაცვლად ფრაზისა ,,M-დან აღებული ყოველი 

რ-თვის“ იყენებენ ფრაზას „ყოველი დადებითი #რ-თვის“. ასევე განიმარ- 

ტება 3%>0, X«M#>0, 14 >0 კვანტორების შესაბამისი ფრაზები, ანა- 
ლოგიურად განისაზღვრება VVს > 0, +#ტ < 0, 34 <0. და ა.'შ. კვანტორე- 

ბისა და ამ კვანნტორებთან დაკავშირებული გამარტივებული ფრაზების 

შინაარსი. 

ახლა მოვიტანოთ შეზღუდული კვანტორების მიკავშირებული ფუნ- 

ქციების განსაზღვრებები. 
განსაზღვრით, კვანტორის ტიპი და შესაბამისი შეზღუდული კვან- 

ტორის ტიპი ერთი და იგიეეა. იგივე ითქმის მათი მიკავშირებული ფუნ- 

ქციების ტიპის შესახებ. ამის შემდეგ შეზღუდული კვანტორების მიკავ– 

შირებული ფუნქციების როგორც ძირითადი, ისე არაძირითადი განსაზ- 

ღვრებები შეიძლება ასე ჩამოყალიბდეს. VI C” M, შესაბამისად 34 C' M, 

კვანტორის მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა არის L მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მისი /# არგუმენტის (/# ასოს მიმართ ჭეშმარიტუ- 

ლი სქემის) # კ შევიწროების ყველა, შესაბამისად ერთი მაინც. ელემენ- 

ტის მეორე კომპონენტი არის L (#,, არის #-ში შემავალი ისეთი მეტა– 

წყვილების მეტასიმრავლე, რომელთა პირველი კომპონენტი M-ის ელე- 

მენტია). + C M , შესაბამისად 1/ს C” M , კვანნტორის მიკავშირებული 

ფუნქციის მნიშვნელობა /" არგუმენტზე (# ასოს მიმართ ჭეშმარიტულ 

სქემაზე) არის M-დან აღებული ნებისმიერი, შესაბამისად ერთადერთი, 

რტ ასოს ისეთი #ე მნიშვნელობა, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: 

(4), 0 C #, თუ ასეთი 4 საგანი არ არსებობს, მაშინ «#4 C M, შესა- 
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ბამისად 14 C” M , კვნტტორის მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა 

მის # არგუმენტზე არის # ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებული ნე- 

ბისმიერი საგანი. განსაზღვრულობისათვის აქაც ვიგულისხმებთ, რომ 

+ C' M , შესაბამისად 10 C” M ,კვანტორის მიკავშირებული ფუნქციის 

მნიშვნელობა /#ს-ზე არის სათანადო მეტასიმრავლეში მონიშნ ული საგანი. 

სახელდობრ, ვიგულისხმებთ შემდეგს: განსაზღვრის არედან აღებულ ნე- 
ბისმიერ #6 საგანს (კვნტორული საგნობრივი # ასოს მიმართ ჭეშმარი- 

ტულ სქემას) ეთანადება #-ში ელემენტად შემავალი ისეთი მეტაწყვილე– 

ბის პირველი კომპონენტებისაგან შედგენილი მეტაერთობილობა (მეტა–- 

სიმრავლე), რომელთა პირველი კომპონენტი M-დან აღებული რ ასოს 

მნიშვნელობაა, მეორე კი არის წ თითოეულ ასეთ არაცარიელ მეტასიმ- 

რავლეში და, აგრეთვე, /#ბ ასოს მნიშენელობათა არეში (ე.ი. LX -ში) მო– 

ნიშნულია თითო საგანი მ პირობის (იხ. 3.1.2) დაცვით (იგი ზემოთ 

შეუზღუდავი დესკრიფციის კვანტორების შემთხვევაში ანალოგიურად 

განსაზღვრული მეტასიმრავლისა და M  მეტასიმრავლის თანაკვეთაა). 

10 C M შეზღუდული კვანტორის მიკავშირებული ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობა მის # არგუმენტზე არის # არგუმენტის შესაბამისს არაცა- 

რიელ მეტასიმრავლეში მონიშნული საგანი ან LX -ში მონიშნული საგანი 

იმისდა მიხედვით #, არგუმენტის შესაბამისი მეტასიმრავლე ცარიელია 

თუ არა. 14) C M შეზღუდული კვანტორის მიკავშირებული ფუნქციის 

მნიშვნელობა # არგუმენტზე არის #-ს შესაბამისი მეტასიმრავლის ერ- 

თადერთი ელემენტი ან # ასოს მნიშვნელობათა არეში მონიშნული საგა- 

ნი იმისდა მიხედვით #-ს შესაბამისი მეტასიმრავლე ერთელემენტიანია 

თუ არა. 
ცხადია, წინა აბზაცში აღნიშნულის საფუძველზე ვერ დავასკვნით, 

რომ შეზღუდული კვანტორების მიკავშირებული ფუნქციის ძირითადი 
(პირველი) და არაძირითადი (მეორე) განსაზღვრებები ტოლფასია, 

V404 C M, 34 C M, X+%C M და 1040 C M კვანტორების შინა- 
არსსა და მათ როლზე ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლისას და ამ 
კვანტორების (მეორე) არაძირითად და ძირითად განსაზღვრებების შესა- 

ხებ შეიძლება ითქვას ზუსტად იგივე, რაც ზემოთ ვთქვით V#ს და 34 

კვანტორებთან დაკავშირებით. 
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სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში, გარდა განხილული შეზღუდუ- 

ლი მეტაკვანტორებისა, სავსებით ანალოგიურად შემოიტანება შემდეგი 
სახის შეზღუდული კვანტორები: 

V#CM, 3%CM, CM, IსCM 

და მათთან დაკავშირებული განსაზღერებები, სადაც # თეორიის ოპერა- 

ტორული ასოა, M კი C7 ინტერპრეტაციის უნივერსუმიდან აღებული ნე- 

ბისმიერი საგანია (კლასია ან ინდივიდია). ტერმინოლოგია იგივე გვექნება, 
მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ ამ ოპერატორებს ეწოდებათ კვანტორები 
და არა მეტაკვანტორები. ამის შესაბამისად უნდა გავიგოთ, მაგალითად, 
აზრი ტერმინისა: შეზღუდული ზოგადობის კვანტორი. განსაზ- 
ღვრულობისათვის აქაც დაგვჭირდება სათანადო მეტასიმრავლეებში საგ–- 

ნების მონიშვნა (როცა თ/ ინტუიციური მოდელია ხსენებული მეტასიმ- 
რავლეები კლასები იქნებიან – სიმრავლეთა თეორიის,ერთ-ერთი აქსიომა 

მოითხოვს X CM V#/ >» სახის თვისების მქონე საგნებისაგან შედგენილი 
კლასის არსებობას, სადაც M მოდელიდან აღებული საგანია, # კი X-ის 

მიმართ თვისებად განხილული ფორმულაა), თუ M”' არის მეტასიმრავ- 

ლე. რომლის ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ M-ის ელემენტები (ასე- 

თი მეტასიმრავლე არსებობს), მაშინ განხილული შეზღუდული კვანტო- 

რების მიკავშირებული ფუნქციები (/ ინტერპრეტაციაში) იგივეა რაც 

VMსC M', 3%-C M'. 1L#CM', 104 CM 

შეზღუდული მეტაკვანტორების მიკავშირებული ფუნქციები. 

Vს CM, 3%CM, +#%CM, (%ი6CM (1) 

შეზღუდული კვანტორები შეგვეძლო შემოგვეტანა შემდეგნაირად. 

3.1.6-ში მოტანილი შეთანხმებით ნებისმიერი XI ტერმისა და # ფორ- 

მუულისათვის 

VMსCI”ს) 30CI 2, “1LსCII,ს 10იCI/ 

შესაბამისად 

V/ს 0 C+ –> X),34|4 CM / XI, IX40L0 CI /X X), L8Lტ6 CI /+X1 

ფორმულების გამარტივებული აღნიშევნებია. აქედან (თუ ვიგულისხმებთ, 
რომ 1 არის #-ში თავისუფალი შემოსელის არმქონე კვანტორული საგჭ- 

ნობრივი ასო და ამ ასოს მივეცით მნიშვნელობად MI) ინდუცირდება 
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V0ტ CM/,340 CM/X, «რტ C M,7%#, 1/ს CM7/7# (2) 

აღნიშენების შინაარსი და ეს შინაარსი იგივეა, რაც მათ ზემოთ მო- 
ტანილი განსაზღვრით მივანიჭეთ; ე.ი. (2-დან აღებულ ნებისმიერ გამო– 
სახულებას ორივე გაგებისათვის ერთი და იგივე თავისუფალი ასოები აქვთ 
და მათი (ჰეშმარიტული) მნიშვნელობები ამ ასოების მნიშვნელობათა 
ერთი და იგივე სისტემისათვის ერთი და იგივეა (დაამტკიცეთ!). (1) შეზ- 

ღუდული კვანტორების ასეთი გზით შემოტანა უფრო ხელსაყრელია, 
რამდენადაც იგი არ იწვევს თეორიის გართულებას ახალი ოპერატორე- 
ბის დამატებით. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ძირითადი თეორია 1 სამმნიშვნელობიანია. 

ამ ზოგად შემთხვევაში მიკავშირებული ფუნქციების განსაზღვრებე- 
ბი უნდა გავრცელდეს გაფართოებულ არეებში შემდეგი პრინციპის სა- 

ფუძველზე. 
განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების უმარ- 

ტივესი პრინციპი. 
1. რელიაციური ოპერატორის მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობა მცდარია, შესაბამისად სუბსტანციური ოპერატორის მიკავშირე- 
ბული ფუნქციის მნიშვნელობა საგნობრივი განუსაზღვრელობაა, როცა 
მისი ერთი არგუმენტი მაინც საგნობრივი განუსაზღვრელი მნიშენელო- 
ბაა ან როცა მისი ერთი არგუმენტი მაინც საკუთრივი განზოგადებული 
საგნობრივი სქემაა ერთი ან რამდენიმე ასოს მიმართ. 

2. თუ ი-ადგილიანი C ოპერატორის არგუმენტების (მ,,...,მი) სის- 

ტემისათვის წინა პუნქტში განხილული პირობა შესრულებული არაა, მა- 

შინ, განსაზღვრით, Cმ,,,...,მ,-ის მნიშვნელობაა Cმ/,.:.,მ0 „სადაც მ; არ- 

ის ჩ, როცა მ; არის 1, იმ შემთხვევაში როცა მ, საკუთრივი განზოგადე- 

ბული ჭეშმარიტული სქემაა ერთი ან რამდენიმე ასოს მიმართ, მაშინ მ; 

ჭეშმარიტული სქემაა იმავე ასოების მიმართ, რომლის მ,-დან მისაღებად 

საკმარისია მ-ს თითოეული ისეთი ელემენტის მეორე კომპონენტი შე- 

იცვალოს წ-ით, რომლის მეორე კომპონენტია 1 (განუსაზღვრელი ჭეშ- 

მარიტული მნიშვნელობა), დანარჩენ შემთხვევებში კი მ; არის გ. 

ამ პრინციპის კერძო “შემთხვევაა შემდეგი: 
ჭეშმარიტული განუზღვრელი მნიშვნელობის მცდარ- 

თან ნაწილობრივად გაიგივების პრინციპი. გაფართოებულ არე- 
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ში ლოგიკური ოპერატორის მნიშენელობის გამოანგარიშებისას თითო- 
ეული განუსაზღვრელი მნიშვნელობა მცდარად უნდა მივიჩნიოთ, რო- 
გორც მაშინ, როცა იგი ოპერატორის მიკავშირებული ფუნქციის არგუ- 

მენტია, ისე მაშინაც, როცა იგი ოპერატორის მიკავშირებული ფუნქციის 

არგუმენტის (განზოგადებული ერთი ან რამდენიმე ასოს მიმართო ჭეშ- 

მარიტული სქემის) ელემენტის მეორე კომპონენტია. 

ცხადია, ეს პრინციპი გამოყენებადია მხოლოდ ლოგიკური ოპერა- 

ტორებისათვის და იგი წინა პრინციპის ტოლფასია ლოგიკური ოპერა- 

ტორების შემთხვევაში. 

როგორც ვხედავთ, მოტანილი პრინციპები მოითხოვს განუსაზ- 

ღვრელი ჰეშმარიტული მნიშვნელობის მცდართან გაიგივებას. ასეთი გა– 
იგივება საკმაოდ ბუნებრივია. განუსაზღვრელი საგნობრივი მნიშვნელო- 

ბის რომელიმე განსაზღვრულ საგანთან გაიგივება ბუნებრიობას მოკლე- 

ბულია. 

ქვემოთ ყველგან, იქ სადაც საწინააღმდეგო არ გამომდინარეობს კონ- 
ტექსტიდან, ვიგულისხმებთ, რომ ნებისმიერი ოპერატორის მიკავშირებუ- 

ლი ფუნქცია ვრცელდება გაფართოებულ არეებში განუსაზღვრელ მნიშ- 
ვნელობებზე ოპერირების უმარტივესი პრინციპის გამოყენებით (იგუ- 
ლისხმება, რომ გაფართოებულ არეებში ასეთნაირად გავრცელებულ 

ოპერატორთა აღსანიშნავად და, აგრეთვე, შესაბამისი ფორმების წასა–- 

კითხად იგივე აღნიშენები, სახელწოდებები და ფრაზები გამოიყენება, რაც 
ძირითად შემთხვევაში გექონდა). ქვემოთ განხილული იქნება ოპერატორ- 

თა სხვა სახის გავრცელებებიც, რომლებიც სხვა პრინციპების გამოყენე- 
ბით მიიღებიან. ისეთი გაგრძელებებისათვის, რომლებიც ე. წ განუსაზ- 
ღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ზუსტი პრინციპის გამოყენებით 

მიიღებიან, აღნიშვნები, სახელწოდებები და შესაბამისი ფორმების” წასა- 
კითხად გამოყენებული ფრაზები ძირითად შემთხვევიდან მოდიფიცირე- 

ბით მიიღებიან. 
განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების უმარტივესი პრინცი- 

პის საფუძველზე ზემოთ განხილული ოპერატორული ნიშნებისა და კვან– 
ტორების როლი ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლისას და მათი მი– 
კავშირებული ფუნქციები ზოგად შემთხვევაში შემდეგნაირად განისაზ- 

ღვრებიან (განსაზღვრებებს ვამარტივებთ იმის გათვალისწინებით, რომ 
ზოგად შემთხვევაშიც ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორების აღსა- 

ნიშნავად. სახელწოდებებად და შესაბამისს ფორმათა წასაკითხად იმავე 
  

1 ე.ი.ისეთი ფორმების, რომლებისთვისაც ისინი მთავარი ოპერატორებია, 
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სიმბოლოებს, სახელწოდებებს და ფრაზებს ვიყენებთ, რაც ზემოთ ძირი- 
თად შემთხვევაში გვქონდა – V ს, 34, +/ბ, LV კევანნტორების როლი ფორ- 
მების მნიშვნელობების გამოთვლისას ზოგადი შემთხვევისათვის გან- 
საზღვრულია 3.1.2-ში კომპაქტურობისათვის მოგეყავს უკანასკნელთა 
განსაზღვრებებიც. ამასთან, ვიგულისხმებთ, რომ დესკრიფციის კვან- 
ტორებთან და მათ მიკავშირებულ ფუნქციებთან დაკავშირებული მეტა– 
სიმრავლეებისა და მათში მონიშნული საგნების განსაზღვრა და მათი გა- 
მოყენება დესკრიფციის ოპერატორების შინაარსისა და მათი მიკავშირე- 
ბული ფუნქციების განსაზღვრაში ისევე წარმოებს, როგორც ძირითად 

შემთხვევაში. ამ შეთანხმების საფუძველზე კიდევ უფრო მეტად ვამარ- 
ტივებთ განსაზღერებებს). 

1. Vტ/M. შესაბამისად 307/%L, წინადადება ჰეშმარიტია, როცა /#ს ას- 

ოს ყოველი. შესაბამისად ერთი მაინც, მნიშვნელობისათვის # წინადა- 

დება ჭეშმარიტია. სხვა შემთხვევებში იგი მცდარია. ანალოგიურად განი- 

საზღვრება Vს C M და 34 C M სახის შეზღუდული მეტაკვანტორე- 
ბის როლი (ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლისას» V/ს C M/ , შე- 
საბამისად 34 C M/ , წინადადება ჭეშმარიტია, როცა # ასოს ყოველი, 
შესაბამისად ერთი მაინც. M-დან აღებული მნიშვნელობისათვის” # 

წინადადება ჭეშმარიტია. სხვა შემთხვევებში იგი მცდარია. იგივე ითქმის 
V6 CM და 34 CM სახის შეზღუდული კვანტორების შესახებ სიმ- 
რავლეთა თეორიის შემთხვევაში (მეზღდუდული მეტაკვანტორების შემ- 

თხვევაში M არის # მეტასიმრავლის ნაწილი (მეტასიმრავლე), შეზღუ– 
დული კვანტორების შემთხვევაში კი M არის  უნივერსუმიდან აღებუ- 

ლი საგანი (კლასი ან ინდივიდი)). 

2. IტX არის ტერმი, რომელიც აღნიშნავს (# ასოს მნიშვნელობათა 
არედან აღებულ) ნებისმიერ ისეთ #ე საგანს, რომლისთვისაც 2X ჭეშმა– 

რიტია; თუ ასეთი საგანი არ არსებობს, მაშინ +#7>» აღნიშნავს #ს ასოს 

მნიშვნელობათა არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს. განსაზღვრულო- 

ბისათვის აქაც ვიგულისხმებთ, რომ +#ტ>X აღნიშნავს სათანადო მეტასიმ- 

რავლეში ,,მონიშნულ საგანს”. ანალოგიურად განისაზღვრება +/ს C M 
სახის შეზღუდული მეტაკვანტორის როლი: +L/ C MI» არის ტერმი, 

რომელიც აღნიშნავს # ასოს ნებისმიერ ისეთ MI-დან აღებულ მნიშვნე- 
ლობას, რომლისთვისაც / ჭეშმარიტია; თუ # ასოს ასეთი მნიშვნელობა 
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არ არსებობს. მაშინ 14 C M/# აღნიშნავს # ასოს ნებისმიერ მნიშვნე- 

ლობას – # ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს. 

განსაზღვრ ულობისათვის აქაც ვიგულისხმებთ, რომ +# C M/ აღნიშ- 

ნავს სათანადო მეტასიმრავლეში მონიშნულ საგანს. იგივე ითქმის 

+# CM სახის კვანტორის შესახებ სიმრავლეთა თეორიის შემთხეევაში. 
3. Iტ/# არის ტერმი, რომელიც აღნიშნავს (/ს ასოს მნიშვნელობათა 

არედან აღებულ) ისეთ ერთადერთ ჩე საგანს, რომლისთეისაც # ქეშმა- 

რიტია; თუ ასეთი 4%გ საგანი არ არსებობს, მაშინ LM/# აღნიშნავს /# ასოს 

მნიშენელობათა არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს. განსაზღვრულობი– 
სათვის ვიგულისხმებთ, რომ მეორე შემთხვევაში 1ტ2> აღნიშნავს #ს ასოს 

მნიშვნელობათა არეში მონიშნულ საგანს. ანალოგიურად განისაზღვრება 

"ს C M სახის შეზღუდული მეტაკვანტორის როლი: 1L/ C M7/7V 

არის ტერმი. რომელიც აღნიშნავს /#ს ასოს M-დან აღებულ ისეთ ერთა–- 
დერთ მნიშენელობას. რომლისთვისაც # ჭეშმარიტია. თუ # ასოს ასეთი 

ერთადერთი მნიშენელობა არ არსებობს, მაშინ 1/% C MV/ს აღნიშნავს # 

ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებულ ნებისმიერ საგანს. განსაზღვრუ- 

ლობისათვის ვიგულისხმებთ. რომ მეორე შემთხეევაში 1ძM C MIX აღ- 

ნიშნავს # ასოს მნიშვნელობათა არეში მონიშნულ საგანს. იგივე ითქმის 

"4 C M სახის კვანტორის შესახებ სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში, 

შევნიშნოთ. რომ განხილულ ზოგად შემთხვევაშიც MV/#CM, 

214 CM, I/0) CM და 1ბა CM კვანტორთა როლი (და. მაშასადამე, ში– 

ნაარსიც) ინდუცირდება იმავე გამარტივებული აღნიშვნებიდან ისევე, 
როგორც ძირითად შემთხზეევაში გვქონდა. 

1-3 პუნქტებში განხილული კვანტორებისა და მეტაკვანტორების მი– 

კავშირებული ფუნქციების როგორც (პირველი) ძირითადი განსაზღვრე- 
ბები,ისე (მეორე) არაძირითადი განსაზღერებები შემდეგნაირად მოიცემა: 

V#, 34. VსC M, 3%C MM, VსCM. 30 CM, +#, 14, 

4ს4C M. (4C IM, X+იCM, 1#4CM კვანტორებისა და მეტაკვა– 
ნორების მიკავშირებული ფუნქციების ტიპის ამ პუნქტის დასაწყისში 
აღნიშნულის შესაბამისად განსაზღვრის შემდეგ ამ მიკავშირებული ფუნ– 

ქციებისათვის ძალაში რჩება ძირითადი შემთხეჟვისათვის (როცა ფორმე- 

ბისათვის არ დაიშვება განუსაზღვრელი მნიშვნელობები) ზემოთ მოტანი- 

ლი განსაზღვრებები მხოლოდ იმ განსხვავებით.რომ V#, 30%, V#09 CI M, 

346 CM. V6 CM და 304 CM კვანტორების და მეტაკვანტორების 
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მიკავშირებული ფუნქციების შემთხვევაში დამატებით უნდა მოვითხო- 

ვოთ (ან ვიგულისხმოთ), რომ ისინი არ ღებულობდნენ განუსაზღვრელ 

მნიშენელობას (დანარჩენი კვანტორებისა და მეტაკვანტორების მიკავ- 

შირებული ფენქციებიც არ ღებულობენ განუსაზღვრელ მნიშვნელობას). 

მაგალითად, V/გს C” M , შესაბამისად 34 C M ,„მეტაკვანტორის მიკავში- 

რებული ფუნქცია, განსაზღვრით, მეტათეორიის ისეთი 5, –>» (L,წ.1) 

ტიპის ყველგან განსაზღვრული ფუნქციაა, რომელიც არ ღებულობს გა- 

ნუსაზღვრელ 1 მნიშვნელობას და რომლის მნიშვნელობაა % მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მისი # არგუმენტის # შევიწროების ყველა, შე- 

საბამისად ერთი მაინც, ელემენტის მეორე კომპონენტი არის L. 

უკანასკნელ აბზაცში აღნიშნულის სრული ანალოგი სამართლიანია 
1-3 პუნქტებში განხილული კვანტორებისა და მეტაკვანტორების როლის 
განსაზღვრისთვისაც. 

თითოეული კვანტორის ან მეტაკვანტორის როლის განსაზღვრა და 
მისი მიკავშირებული ფუნქციების ძირითადი და არაძირითადი განსაზ- 

ღვრებები ტოლფასია იმ აზრით, რომ ისინი ერთი და იმავე შედეგებს 
გვაძლევენ ფორმის მნიშვნელობების გამოთელისას. უნდა ვიგულისხმოთ, 
რომ ხსენებულ ძირითად და არაძირითად განსაზღვრებებიდან არჩეულია, 
ნებისმიერი. ამ არჩევანს არ დავაფიქსირებთ, რამდენადაც ქვემოთ მო- 
ტანილი მსჯელობები და შედეგები არაა არსებითად დამოკიდებულნი 
ასეთ არჩევაზე. ასეთი არჩევანის გაკეთების შემდეგაც განხილული ოპ- 
ერატორული ნიშნებისა და კვანტორების შინაარსისათვის – მიკავშირე- 
ბული ფუნქციებისათვის გვრჩება ორი ვარიანტი. პირველი შეესაბამება იმ 
შემთხვევას, როცა ძირითადი I თეორია ორმნიშენელობიანია, მეორე კი 

– იმ შემთხვევას, როცა ძირითადი I თეორია სამმნიშვნელობიანია. უნდა 

ვიგულისხმოთ, რომ თეორიის განსაზღვრა უზრუნველყოფს ამ ორი 
ვარიანტიდან ერთ-ერთის ამორჩევას. ამის შესაბამისად შეიძლება ითქვას, 
რომ განხილული ოპერატორული ნიშნებისა და კვანტორების შინაარსი 
ცალსახად განისაზღვრება. 

3.1.9 დამატებითი ოპერატორული ნიშნებისა და 

მათი შესაბამისი კვანტორების შინაარსის განსაზღვრა. 
3.1.4-ში განვსაზღვრეთ სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის 

“ი “'V, “ე '“, ·«<2 2, 2= C) 
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ოპერატორების შინაარსი და ·/V,-3 და ·L ოპერატორული ნიშნების 

როლი ფორმების მნიშვნელობების გამოთელისას. 1.1.3 და 3.1.8 პუნქტებ- 

ში /MMV, =, >, <> ოპერატორთა და V, 3,L ოპერატორული ნიშნების 

შინაარსი (უფრო ზუსტად, მათი მიკავშირებული ფუნქციები) გავაგრცე- 
ლეთ გაფართოებულ არეებზე განუსაზღვრელი ჭეშმარიტული მნიშვნე- 

ლობის მცღდართან ნაწილობრივად გაიგივების პრინციპის საფუძველზე. 

აღნიშნული ოპერატორების და ოპერატორული ნიშნების გაგრძელებები 

იმავე სიმბოლოებით აღვნიშნოთ შესაბამისი ტერმინოლოგიის შეუცე- 
ლელად (ამით ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის ოპერატორები 

სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის ოპერატორებად ვაქციეთ). 

ყ7?ი. . -V, -3 (2) 

ოპერატორებისა და ოპერატორული ნიშნების მიკავშირებული ფუნ- 

ქციები იმავე ოპერატორებისა და ოპერატორული ნიშნების მიკავშირე– 

ბული ფუნქციების გაგრძელებას წარმოადგენენ სხვა უფრო ზუსტი და 

ბუნებრივი პრინციპის საფუძველზე – რომელიც უფრო არსებითად ით- 
ვალისწინებს განუსაზღვრელ მნიშვნელობათა (ინტუიციურ) თავისებუ– 
რებებს. ამიტომ უფრო ბუნებრივი იქნებოდა (2) ოპერატორებისათვის 
შეგვენარჩუნებინა იგივე ტერმინოლოგია და აღნიშვნები. ასეთი ბუნებ- 
რივი გზიდან გადახვევას იწვევს –> და «> სიმბოლოთა ტრადიციული 

შინაარსისათვის ანგარიშის გაწევა. უკანასკნელ პრინციპს ვუწოდებთ ,,გა- 

ნუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ზუსტ პრინ- 

ციპს“. იგი მარტივი ოპერატორების შემთხვევაში გამარტივებულად 

შეიძლება შემდეგნაირად ჩამოყალიბდეს. 

ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის ფორმაში პროპოზიციუ- 

ლი და საგნობრივი ასოების თავისუფალი შემოსელების ნაცვლად 1 და + 
სიმბოლოების ჩასმით მიღებულ გამოსახულებაში (ორმნიშვნელობიანი 

ლოგიკური თეორიის ფორმაში) 1-ს თითოეული შემოსელა სხვა შემოს- 
ვლებისაგან დამოუკიდებლად აღნიშნავს ნებისმიერ (განსაზღვრულ) 

ჰჭეშმარიტულ მნიშვნელობას, L-ს თითოეული შემოსელა კი სხვა შემოს- 
ვლებისაგან დამოუკიდებლად აღნიშნავს ნებისმიერ საგანს (MX საგანთა 

არედან) ისე, რომ აღნიშნული გამოსახულების შინაარსის გარკვევისას 

მხედველობაში უნდა იქნეს მიღებული L და + სიმბოლოების ხსენებული 
შემოსვლებისათვის მნი შვნელოებების მინიჭების ყველა შესაძლო შემ- 
თხვევები. თუ ყველა შესაძლო შემთხვევაში ფორმას ერთი და იგივე გან- 
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საზღვრული მნიშვნელობა აქვს, მაშინ ეს განსაზღვრული მნიშვნელობა 
ფორმის მნი შენელობად უნდა მივიჩნიოთ. წინააღმდეგ შემთხვევაში ფორ- 
მის მნიშვნელობად უნდა მივიჩნიოთ სათანადო ტიპის განუსაზღვრელი 
მნიშვნელობა. 

განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ზუსტი პრინციპის 
ფორმულირებამდე წინასწარ შემოვიტანოთ შემდეგი ზოგადი შეთანხმე- 

ბა. თ ოპერატორის C ,„ მიკავშირებული ფუნქციის გაგრძელება გაფარ- 

თოებულ არეში განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ზუსტი 

პრინციპის საფუძველზე აღინიშნება ·Cთ -/ “ით და იგი მიიჩნევა ახალი (სამ- 

მნიშევნელობიანი ლოგიკური თეორიის) · C ოპერატორის მიკავშირებულ 

ფუნქციად. ამასთან, თ ოპერატორთან და მის C „ მიკავშირებულ ფუნ- 

ქციასთან დაკავშირებული ტერმინების ანალოგები · C ოპერატორისა და 

მისი ·თ/ მიკავშირებული ფუნქციისათვის მიიღება დამაზუსტებელი 

სიტყვის „ზუსტის“ გამოყენებით (ზუსტი კონიუნქცია, ზუსტი იმპლიკ- 

აცია და ა.შ.) ამ შეთანხმებას და აღნიშნულ პრინციპს +რ# და 1/ბა სახის 
ოპერატორებისათვის არ გამოვიყენებთ, მაგრამ განვიხილავთ ზუსტ 
განუსაზღვრელ დესკრიფციის ოპერატორულ ნიშანს · Lს (რომლის 

როლისა და მიკავშირებული ფუნქციის განსაზღვრას ხსენებული პრინ- 

ციპი არ უდევს საფუძვლად). 
ახლა ზსენებული პრინციპი შემდეგნაირად ფორმულირდება. 

განუზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ზუსტი 
პრინციპი. ვთქვათ, თ არის ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის 

ი-ადგილიანი ოპერატორი თ., მიკავშირებული ფუნქციით. მაშინ სამ- 

მნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის · თ ოპერატორის ·C /„ მიკავში- 

რებული ფუნქცია შემდეგნაირად განისაზღერება. (გ, ,.მა) იყოს ·Cთ 7, 

ფუნქციის არგუმენტების სისტემა. (მ,,..-,მი) იყოს C , ფუნქციის არ- 

გუმენტების ნებისმიერი ისეთი სისტემა, რომელიც L1I.2,...,01-დან აღე- 
ბული თითოეული I-სთვის აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: თუ 2, საგნო- 

ბრივი ან პროპოზიციული განუსაზღვრელი მნიშენელობაა, მაშინ მ; 

იმავე ტიპის განსაზღვრული მნიშვნელობაა; თუ მ, საკუთრივი განზო- 

გადებული ერთი ან რამდენიმე ასოს მიმართ სქემაა, მაშინ 2; იმავე ასოე- 
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ბის მიმართ სქემაა, რომლის 8,-დან მისაღებად საკმარისია მ,+ს ყოველ ის– 

ეთ ელემენტში, რომლის მეორე კომპონენტი განუსაზღვრელი მნიშვნე- 
ლობაა. მეორე კომპონენტი შევცვალოთ იმავე ტიპის განსაზღვრული 

მნიშვნელობით, თუ მ,+ს მნიშვნელობა საგნობრივი ან პროპოზიციული 

განსაზღვრული მნიშვნელობაა ან თუ მ.-ს მნიშვნელობა ერთი ან რამდენ- 

იმე ასოს მიმართ სქემაა, მაშინ მ; არის მ, თუ C ,„მ(/::·მი -ის მნიშვნე- 

ლობა არაა დამოკიდებული (მI,..-,შე) სისტემის არჩევაზე და იგი განსაზ- 

ღვრული მნიშვნელობაა, მაშინ, განსაზღვრით, -C ,„შ,---მ, არის C „მ|:--88.. 

წინააღმდეგ შემთხევაში ·C კმ,''·მე “ის მნიშვნელობაა სათანადო ტიპის 

განუსაზღვრელობა. 

შენიშვნა. ·C,, ფუნქციის ნებისმიერი არგუმენტი ან საგანია (გან– 

საზღვრული ან განუსაზღვრელი) ან ჭეშმარიტული მნიშვნელობა (გან– 
საზღვრული ან განუსაზღვრელი) ან განხოგადებული ერთი ან რამდენიმე 
ასოს მიმართ ჭეშმარიტული სქემაა ან განზოგადებული ერთი ან რამდენ- 
იმე ასოს მიმართ საგნობრივი სქემაა. თუ მოცემული თეორიის თითოე- 
ული ოპერატორული ასო საგნობრივბა ან პროპოზიციული, მაშინ მო– 

ცემულ პრინციპში შეგვიძლია ყველგან ამოვაგდოთ ფრაზები ,,ერთი ან. 
რამდენიმე ასოს მიმართ“, „იმავე ასოების მიმართ“. 

განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირებისას ზუსტი პრინციპის 
გამოყენებით ცალსახად განისაზღვრება · /X,-V,- <5 >, «> მარტივი ოპ- 

ერატორებისა და ·/V/# და #34 სახის კვანტორების, შინაარსი. ამასთან, 

ამ ოპერატორებთან და ·+# ოპერატორთან დაკაგშირებული ტერმინები 

მიიღება /სV,-,-2,<2, V0,30,+) ოპერატორებთან დაკავშირებული 

ტერმინებიდან დამაზუსტებელი სიტყვის ,,ხუსტის“ გამოყენებით. 

„ზუსტი“ ოპერატორები და ოპერატორული ნიშნები, გასაგები მი–- 

ზეზების გამო, მხოლოდ სამმნიშვნელობიან ლოგიკურ თეორიებში გამო- 

იყენება. ამიტომ მხოლოდ ზოგადი შემთხეევის განხილვაა საჭირო. მარ- 
ტივი ზუსტი ოპერატორების მიკავშირებული ფუნქციები (და, მაშასადა- 

მე, მათი როლი) და აგრეთვე ·Vტ, ·34 და ·+# სახის კვანტორების 
როლი (ფორმის მნიშვნელობების გამოთელისას) განსაზღვრული იყო 
3.14 პუნქტში. დანარჩენ ზუსტ კვანტორთა როლი და, აგრეთვე, ყველა 
ზემოთ ხსენებული კვანტორის მიკავშირებული ფუნქციები შემდეგნაი- 
რად განისაზღვრება. 
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1, "/V#ტ C M და ·34 C M სახის შეხღუდული მეტაკვანტო- 
რების როლი (ფორმის მნიშვნელობების გამოთვლისას) შემდეგნაირად 

განისაზღვრება: -V# C M„”V. შესაბამისად · 34 C M/, წინადადება 
ჰეშმარიტია, როცა # ასოს ყოველი. შესაბამისად ერთი მაინც, MI-დან 
აღებული მნიშვნელობისათვის # წინადადება ჭეშმარიტია. მცდარია, 

როცა # ასოს ერთი მაინც. შესაბამისად ყოველი, M-დან აღებული მნიშ- 

ენელობისათვის # წინადადება მცდარია. სხვა შემთხვევაში იგი გან უსაზ- 

ღვრელია. ამ კვანტორების სახელწოდებებია „შეზღუდული ზუსტი ზო- 

გადობის მეტაკვანტორი“ და ,,მეზღუდული ზუსტი არსებობის მეტაკვან- 
ტორი“ ზუსტად ასევე განისაზღვრება სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევა- 

ში, /Vტ CM და ·34 CM სახის შეზღუდული კვანტორების როლი და 
მათი სახელწოდებებია „შეზღუდული ზუსტი ზოგადობის კვანტორი“ და 
„ შეზღუდული ზუსტი არსებობის კვანტორი“ _ 

-40ტ სახის კვანნტორის შინაარსის (მიკავშირებული ფუნქციის) გან- 
საზღვრა არ ეყრდნობა განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების 
ზუსტ პრინციპს, მაგრამ მისი განსაზღვრაც ითვალისწინებს განუსაზ- 

ღველ მნიშვნელობათა ინტუიციურ თავისებურებებს. ამის შედეგად არც 
(3.1.4-ში მოტანილ) ·+# კვანტორის როლის განსაზღვრას უდევს სა– 
ფუძვლად განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე, ოპერირების ზუსტი პრინ- 
ციპი. იგივე ითქმის · +/ს C M სახის შეზღუდული ზუსტი მეტაკვანტო- 
რისა და -L# CM, სახის შეზღუდული ზუსტი კვანტორის შესახებ. უკა- 

ნასკ6ნელთა როლი შემდეგნაირად განისაზღერება. 

2. -+#ტ C M/# არის ტერმი, რომელიც აღნიშნავს M-დან აღებულ 

რ ასოს ნებისმიერ ისეთ მნიშვნელობას, რომლისთვისაც # ჭეშმარიტია; 

თუ რ ასოს ასეთი მნიშვნელობა არ არსებობს, მაშინ ·+/ს C M7V აღნიშ- 

ნავს M-დან აღებულ # ასოს ნებიმსიერ ისეთ მნიშვნელობას, რომლისთ- 

ვისაც # განუსაზღვრელია; თუ # ასოს ასეთი მნიშვნელობაც არ არსე- 

ბობს, მაშინ ·+4 C M/ აღნიშნავს /# ასოს ნებისმიერ მნიშვნელობას. 

განსაზღვრ ულობისათეის აქაც ვიგულისხმებთ, რომ ·+4 C M7V აღნიშ- 
ნავს შესაბამისს არაცარიელ მეტასიმრავლეში ,,მონიშნულ საგანს“ (აქ 

ფრაზა ,,შესაბამისი არაცარიელი მეტასიმრავლე“ აღნიშნავს /" ასოს ყვე– 

ლა ისეთი მნიშვნელობის არაცარიელ მეტაერთობლიობას (მეტასიმრავ- 

ლეს), რომლისთვისაც # ჭეშმარიტია; თუ #4) ასოს ასეთი მნიშვნელობა არ 
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არსებობს, მაშინ იგი აღნიშნავს # ასოს ყველა ისეთი მნიშენელობის არა– 

ცარიელ მეტასიმრავლეს, რომლისთვისაც #M განუზღვრელია; თუ რ ასოს 

ასეთი მნიშვნელობაც არ არსებობს, მაშინ იგი აღნიშნავს #ბ ასოს მნიშ- 
გნელობათა არეს. იგულისხმება, რომ # ფორმულის რ-გან განსხვავე– 

ბული თავისუფალი ასოების მნიშვნელობები დაფიქსირებულია). ზუსტად 

ასევე განისაზღვრება სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში ·/«#4 CM სახის 

შეზღუდული კვანტორის როლი ფორმის მნიშენელობების გამოთელისას 

(გავიხსენოთ, რომ 4 C M შეზღუდულ ზუსტ მეტაკვანტორში M აღ- 

ნიშნავს X მეტასიმრავლის ნაწილს, · L# CM შეზღუდულ ზუსტ კვან- 

ტორში კი M არის XL მეტასიმრავლის ელემენტი). 

#.-Vს CM, ·34 CM და ·LXს CM კვანტორებიც შეგვეძლო შე- 
მოგვეტანა ზემოთ განხილული მეთოდით, საბელდობრ შემდეგნაირად. ნე- 

ბისმიერი I ტერმისათვის და X# ფორმ ულისათვის 

·V/Mხ CI ს, ·30 CI», ·+/# CI /ს 

შესაბამისად მივიჩნიოთ 

«"V/M ს CI" -> XI, · 344 CI ·/X>1, ·LსV/Vს CL · /V%) 

ფორმულების გამარტივებულ აღნიშვნებად. აქედან ინდუცირდება 

·-V4 CMX#, ·30 CM/X, ·+4 CM> 

აღნიშვნების შინაარსი და ეს შინაარსი იგივეა, რაც მათ ზემოთ მოტანი– 
ლი განსაზღვრებებით მივანიჭეთ (დაამტკიცეთ!) 

შენიშვნა. ზემოთ მოტანილი განხილვიდან ჩანს, რომ „ზუსტი ტი- 

პის“ ოპერატორები უფრო მეტად ითვალისწინებენ განუსაზღვრელ მნიშ- 
ვნელობათა თავისებურებებს, ვიდრე დანარჩენი ზემოთ განხილული ოპე- 
რატორები. ეს გარემოება ბუნებრივად იწვევს იმას, რომ ზუსტი ტიპის 
ოპერატორები, სხვა ზემოთ განხილული ოპერატორებისაგან განსხვავე– 
ბით, განუსაზღვრელ მნიშენელობებსაც ღებულობენ. ამიტომ ხელსაყ– 

რელი არაა ,,ზუსტი განსაზღვრული დესკრიფციის ოპერატორის“ ცნე- 

ბის შემოტანა (შეუძლებელია ასეთ ტერმინს მოვუძებნოთ ბუნებრივად 
გამართლებული შინაარსი). 

3. ახლა განვსაზღვროთ ყველა სახის ზუსტი კვანტორებისა და მეტაკვან- 

ტორების შინაარსი (მიკავშირებული ფუნქციები). ·V/, ·-34, V/ C” M, 

-34 C M, ·Vტ CM, ·94 CM, (შესაბამისად. «4 ,· 10 C M ,:+ტ CM,) 
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კვანტორებისა და მეტაკვანტორების ტიპი იგივეა, რაც V/ (შესაბამისად 

+4 ) კვანტორების ტიპი ზოგად შემთხვევაში. იგივე ითქმის ამ კვანტორე- 
ბისა და მეტაკვანტორების მიკავშირებული ფუნქციების ტიპებზე. ამას– 
თან,ქვემოთ მოტანილი განსაზღვრებები შეგვიძლია მივიჩნიოთ, როგორც 
ძირითადად, ისე არაძირითადადღ იმისდა მიხედვით განსაზღვრის არედ 

მივიჩნევთ (XV “ს თუ 9 ს. ·/V# ,, შესაბამისად · 34 , „,მიკავშირებული 

ფუნქციის მნიშვნელობა არის I მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი # 
არგუმენტის (ყველგან განსაზღვრული განზოგადებული # ასოს მიმართ 

ჰეშძარიტულის სქემის) ყველა, შესაბამისად ერთი მაინც, ელემენტის 

მეორე კომპონენტი არის L ·V 4 ,„ , შესაბამისად · 340 / „მიკავშირებული 

ფუნქციის მნიშვნელობა არის წ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი # 

არგუმენტის მეორე კომპონენტი არის (L დანარჩენ შემთხვევებში მისი 

მნიშვნელობა არის 1. ანალოგიურად განისაზღვრება ·V/ს CI M და 
“34 CM. კვანტორების შინაარსი: +«V/ს C' M,, , შესაბამისად ·3/) C M ,, 

მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა არის L მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა მისი /ს არგუმენტის #,, შევიწროების ყველა, შესაბამისად ერთი 

მაინც, ელემენტის მეორე კომპონენტი არის ს ·VI/ს C" M / , შესაბამისად 

-34 C M /, მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა არის 1 მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მისი # არგუმენტის #,, შევიწროების ერთი 

მაინც, შესაბამისად ყეელა, ელემენტის მეორე კომპონენტი არის #, დანარ- 

ჩენ შემთხვევებში მისი მნიშვნელობა არის 1. ·I# ,/, შესაბამისად 

·+ტ C M ,, ფუნქციის მნიშვნელობა მის # არგუმენტზე არის # ასოს 

მნიშვნელობათა არედან აღებული ნებისმიერი ისეთი რე საგანი, რო- 

მელიც აკმაყოფილებს პირობას: (#6ე, L) C” #ს, შესაბამისად (4, 6 C #/. 

თუ ასეთი #ვე საგანი არ არსებობს, მაშინ ·+/./, შესაბამისად ·L/ს C ML, 

ფუნქციის მნიშვნელობა # არგუმენტზე არის # ასოს ნებისმიერი ისეთი 

#ე მნიშვნელობა, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: (#აე, 1) C” #,, შესა- 

ბამისად (#%ე, I ) C #,კყ. თუ ასეთი საგანიც არ არსებობს, მაშინ ·>/./, 

შესაბამისად ·X+# C M.,, მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა # 

არგუმენტზე არის # ასოს ნებისმიერი მნიშვნელობა. განსაზღვრულობი- 
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სათვის აქაც ვიგულისხმებთ. რომ ·+4# ,/#ს, შესაბამისად ·L# C M ,/#.. 

აღნიშნავს შესაბამის არაცარიელ მეტასიმრავლეში ,,მონიშნულ საგანს“ 
(აქ ფრაზა ,,შესაბამისი არაცარიელი მეტასიმრავლე“ აღნიშნავს #ს ასოს 

ყველა ისეთი რე მნიშენელობის არაცარიელ მეტაერთობლიობას 

(მეტასიმრავლეს) რომელთაგან თითოეული აკმაყოფილებს პირობას 

(«“%ი,L) C #; თუ # ასოს ასეთი მნიშვნელობა არ არსებობს, მაშინ იგი 

აღნიშნავს # ასოს ყველა ისეთი #ე მნიშენელობის არაცარიელ მეტასიმრაე– 

ლეს. რომელთაგან თითოეული აკმაყოფილებს პირობას (იი,1) C M#;თუ 

რ ასოს ასეთი მნიშვნელობაც არ არსებობს. მაშინ იგი აღნიშნავს #ს ასოს 

მნიშვნელობათა არეს). სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში ·/V/ს CM,, 

-304 CM). ·Lტ CM, კვანტორების მიკავშირებული ფუნქციები ისევე 

განისაზღვრება, როგორც "V0 CI M, ·734 C M , ·L46 C M მეტაკვან- 

ტორების მიკავშირებული ფუნქციები ·V, -3,:+ ოპერატორული ნიშნე– 

ბის მიკავშირებული ფუნქციები, როგორც ვიცით, იგივეა,რაც ·"V#%, 34, 

-C#ტ კვანტორების მიკავშირებული ფუნქციები. 

ზემოთ მოტანილი განხილვიდან ადვილად გამომდინარეობს შემდეგი 
დასკენა. იქედან. რომ ფორმის რაიმე ნაწილის მნიშენელობა განუსაზ- 

ღვრელია. საზოგადოდ. არ გამომდინარეობს ფორმის მნიშენელობის გა– 

ნუსაზღვრელობა (ფორმის მნიშვნელობის გამოთელა მოითხოვს მისი ნა– 
წილების მნიშვნელობების გამოთვლას მათი სიგრძეების ზრდადობით 
(არაცალსახად) განსაზღვრული რიგით). აქვე შევნიშნოთ, რომ სუბსტან– 

ციური სპეციალური მარტივი ოპერატორების შემთხვევაში განუსაზ–- 

ღვრელ მნიშენელობებზე ოპერირების ზუსტი პრინციპი. პრაქტიკულად, 

იგივე შედეგებს იძლევა, რასაც ზემოთ მოტანილ განუსაზღვრელ მნიშ– 

ვნელობებზე ოპერირების უმარტივესი პრინციპი, რომლის ძალით სუბ– 
სტანციური სპეციალური მარტივი ოპერატორის მნიშვნელობა გან უსაზ– 

ღვრელია. როცა მისი ერთი არგუმენტი მაინც, განუსაზღრელია. 

"შენიშვნა. ზემოთ მოტანილი განხილვიდან ჩანს, რომ განუსაზ– 
ღვრელი მნიშენელობის წარმოშობის ერთადერთი მიზეზია ნაწილობ– 
რივი ფუნქციები – არა ყველგან განსაზღვრული სპეციალური სუბ– 

სტანციური ფუნქციები, რომ განუსაზღვრელი მნიშვნელობა უშუალოდ 

შეიძლება შემოიჭრას მხოლოდ სპეციალური სუბსტანციური ოპერატო– 
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რის მნიშვნელობის სახით (გავიხსენოთ ჯ-ის გაიგივება 65. -თან). მარ- 

თლაც, ზემოთ მოტანილი განხილვიდან ჩანს, რომ თითოეული ოპერა- 
ტორი, რომელიც არაა სპეციალური სუბსტანციური ოპერატორი, ჭან- 

საზღვრულ მნიშვნელობას გვაძლევს ყოველთვის, როცა მისი თითხეული 
არგუმენტის როლში გამოდის ამა თუ იმ ტიპის განსაზღვრული მნიშ- 
ვნელობა ან ამა თუ იმ ტიპის სქემა (და არა განზოგადებული სქემა). 

სავარჯიშო. შეამოწმეთ, რომ · /,V,ქ–, –>, «<> ლოგიკური კავ- 

შირების ერთჯერ გამოყენების შედეგად, როცა მისი ერთი ოპერანდი მა- 

ინც არის +. ვღებულობთ განსაზღვრულ მნიშენელობებს მხოლოდ და 

მხოლოდ შემდეგ შემთზვევებში: 

LVIL. 1IVIL; 31; 1->36L; წი; 1 IL. 

ამასთან, პირველ ოთხ შემთხვევაში ეს განსაზღვრული მნიშვნელობა არის 

L, უკანასკნელ ორ შემთხვევაში კი არის . 

ზემოთ მოტანილი განხილვიდან ჩანს, რომ ისეთ თეორიებში, სადაც. 
ფორმები განუსაზღვრელ მნიშვნელობებს არ ღებულობენ, -/V LV, 1 –, 

“3, «<2, 2,= ოპერატორებისა და ·/V,-3, -+ ოპერატორული ნიშნე- 

ბის როლი (ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლას) იგივეა, რაც 
–79V, ->, <2, =, V, 3,+ სიმბოლოების როლი შესაბამისად (·«<> და 

= ოპერატორების შესაბამისია მხოლოდ «> ). ამიტომ ასეთ თეორიებში 

ის შძV ბლ, + –32, «3, 2,= ოპერატორებს და ·ჟV,-9,-:+ ოპერატორულ 

ნიშნებს არ იყენებენ. : 

შენიშვნა. წარმოებული სიმბოლოებით გაფართოებულ თეორიე- 
ბში, საზოგადოდ, შესაძლოა ფიგურირებდეს ნებისმიერი ტიპის ოპერა–- 

ტორული ნიშნები. რელიაციური ლოგიკური ოპერატორული ნიშნის 

მაგალითებია V და 3, სუბსტანციური ლოგიკური ოპერატორული 

ნიშნის მაგალითებია + და 1. ზემოთ 5; თეორიის შემთხვევაში გავეცანით 
სუბსტანციური სპეციალური ნაწილობრივი ოპერატორული ნიშნების 
მაგალითებს. ქვემოთ. 3.3-ში გავეცანით სუბსტანციური სპეციალური 
ოპერატორული ნიშნისა და სუბსტანციური ლოგიკო-სპეციალური ოპე- 
რატორული ნიშნების მაგალითებს. რელიაციური სპეციალური ოპერა- 
ტორული ნიშნის საინტერესო მაგალითია წარმოებული ოპერატორული 

ნიშანი II,რომელიც შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრით: 
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IM 2) – V4ტ (I, = 11 

(იხ. 3.2). სადაც #4 მოცემული თეორიის ნებისმიერი საგნობრივი ცვლა- 

დია. LV, და 1 ე კი – ნებისმიერი ტერმებია. განსახღვრიდან გამომდინარე- 

ობს, რომ III ოპერატორული ნიშნის წონაა (2.1), მისი შესაბამისი კვან– 

ტორებია III სახის სიტყეები, სადაც # მოცემული თეორიის ნებისმიერი 

საგნობრივი ცვლადია (იგულისხმება, რომ მოცემული თეორიის ალფა- 

ბეტი შეიცავს საგნობრივ ცვლადებს და V ოპერატორულ ნიშანს (და, 

მაშასადამე, ტოლობის პრედიკატსაც)). 22.5-ში და 2.2.6-ში მოტანილი 
შეთანხმებებიდან ადვილად დავასკვნით, რომ (იმ შემთხვევაში, როცა 

ფორმებისათვის გან უსაზღვრელი მნიშვნელობები არ დაიშვება) IIL4ტ კვან- 

ტის II რ , მიკავშირებული ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა ისეთი 

მეტაწყვილის მეტაერთობლიობა, რომლის ნებისმიერი კომპონენტი არის 
ყველგან განსაზღვრული # ცელადის მიმართ საგნობრივი სქემა. ამასთან, 

II ტ , მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა #, და #ე არგუმენტი- 

სათვის იქნება 1 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #, და #ე (4 ცვლადის 

მიმართ საგნობრივი სქემები) ერთი და იგივეა. 
დასასრულ გავეცნოთ განუზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების 

კიდევ ერთ პრინციპს. რომელიც განუზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერი- 
რების უმარტივესი პრინციპის შემდგომ გამარტივებას წარმოადგენს (ამ 
პრინციპების პირველი პუნქტი ერთი და იგივეა). 

განუზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ტრივი- 
ალური პრინციპი. 1. რელიაციური ოპერატორების მიკავშირებული 
ფუნქციის მნიშვნელობა მცდარია, შესაბამისად სუბსტანციური ოპერა- 
ტორის მიკავშირებული ფუნქციის მნიშენელობა საგნობრივი განუსაზ- 
ღვრელობაა, როცა მისი ერთი არგუმენტი მაინც საგნობრივი განუსაზ- 
ღვრელი მნიშვნელობაა ან როცა მისი ერთი არგუმენტი მაინც საკუთრი- 
ვი განზოგადებული საგნობრივი სქემაა ერთი ან რამდენიმე ასოს მიმართ. 

2. თუ M-ადგილიანი თ ოპერატორის არგუმენტის (მ,,....მ,) 

სისტემისათვის წინა პუნქტში განხილული პირობა არაა შესრულებული 
და, ამასთან, სისტემის ერთი არგუმენტი მაინც პროპოზიციული განუზ- 
ღვრელობაა ან საკუთრივი განზოგადებული ჰეშმარიტული სქემაა, მაშინ 

თმ,...მ,ის მნიშვნელობა სათანადო ტიპის განუზღვრელობაა. 
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ცხადია, ლოგიკური ოპერატორების შემთხვევაში ეს პრინციპი შე- 
იძლება ასე ჩამოყალიბდეს: 

განუზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ტრივია- 
ლური პრინციპი ლოგიკური ოპერატორებისათვის. ლოგი- 
კური ოპერატორის მიკავშირებული ფუნქციის მნიშვნელობა სათანადო 
ტიპის განუზღვრელობაა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მისი ერთი არ- 

გუმენტი მაინც პროპოზიციული განუუზღვრელობაა ან საკუთრივი გან- 
ზოგადებული ჰეშმარიტული სქემაა. 

განუზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ტრივიალური პრინცი- 

პის საფუძველზე C ოპერატორის C,, მიკავშირებული ფუნქციის გავ– 

რცელებას გაფართოებულ არეზე აღენიშნავთ :თC„ სიმბოლოთი და ვი–- 

გულისხმებთ რომ :თ,, არის : C ოპერატორის მიკავშირებული ფუნქცია. 

ასეთ ოპერატორებთან დაკავშირებული ტერმინები მიიღება თ-თან დაკავ- 

შირებულ შესაბამის ტერმინებიდან დამაზუსტებელი სიტყვის ,,სუსტის“ 

გამოყენებით (იხ. ზემოთ ს. კლინის მიერ განხილული სუსტი პრო- 
პოზიციული კავშირების სუსტი ცხრილები). სუსტი (ლოგიკური) ოპ- 
ერატორები“ დეტალურ განხილვაზე არ შევჩერდებით. შევნიშნოთ 
მხოლოდ ის, რომ :– და :<> სუსტ ოპერატორებს (როგორც უკვე აღე- 
ნიშნეთ ზემოთ) იგივე შინაარსი აქვთ, შესაბამისად, რაც ·“–= და ·«> 
ზუსტ ოპერატორებს. არაა სამართლიანი ანალოგიური წინადადება 
7VILMM:-> პროპოზიციული კავშირებისა და სუსტი კვანტორების 

შესახებ. 

ვთქვათ, =/ არის IL სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის ინტერ- 
პრეტაცია. 

თ სპეციალურ, შესაბამისად ლოგიკურ, მარტივ კონსტანტა ოპერა- 

ტორს ვუწოდოთ ნორმალური «/ ინტერპრეტაციაში, თუ მისი 

მიკავშირებული C , ფუნქცია =/ ინტერპრეტაციაში წარმოადგენს M -ზე, 

შესაბამისად (§L, ჩ1-ზე, მისი შევიწროების გაგრძელებას XL -ხზე, შესაბა–- 

მისად (6 L, 1 1-ზე, ან განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების უმ- 
არტივესი პრინციპის მიხედვით ან განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპე- 
რირების უმარტივესი პრინციპის მიხედვით ან განუსაზღვრელი მნიშენე– 
ლობის განსაზღვრულთან გაიგივების პრინციპის მიხედვით ან განუსაზ- 
ღვრელ მნიშენელობებზე ოპერირების ტრივიალური პრინციპის მიხედ- 
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ვით. წინააღმდეგ შემთხვევაში მას ვუწოდოთ ანორმალური («7 ინ- 
ტერპრეტაციაში. 

თ ლოგიკურ ოპერატორულ ნიშანს ვუწოდოთ ნორმალური ·/ 

ინტერპრეტაციაში,თუ მისი მიკავშირებული ფუნქცია არის LI -ზე 

მისივე შევიწროების გაგრძელება ს. -ზე ან ჭეშმარიტული განუსაზ- 

ღვრელი მნიშენელობის მცდართან ნაწილობრივად გაიგივების პრინცი- 

პის მიხედვით ან განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების ზუსტი 

პრინციპის მიხედვით. ან განუსაზღვრელი მნიშვნელობის განსაზღვრულ- 

თან გაიგივების პრინციპის მიხედვით ან განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე 

ოპერირების ტრივიალური პრინციპის მიხედვით (გავიხსენოთ. რომ ლო– 

გიკური ოპერატორებისათვის განუსაზღვრელი მნიშვნელობის მცდარ- 

თან ნაწილობრივად გაიგივების პრინციპი ტოლფასია განუსაზღვრელ 

მნიშვნელობებზე ოპერირების უმარტიეესი პრინციპისა). წინააღმდეგ 

შემთხვევაში თ-ს ვუწოდოთ «"/ ინტერპრეტაციაში ანორმალური 
ლოგიკური ოპერატორული ნიშანი. ნორმალური, შესაბამისად 
ანომალური. ლოგიკური ოპერატორული ნიშნის შესაბამის კვანტორებს 

ვუწოდოთ ნორმალური. შესაბამისად ანორმალური, ლოგიკური 
კვანტორი (ოპერატორულ ნიშანს და შესაბამის კვანტორებს ერთი და 
იგივე მიკავშირებული ფუნქცია აქვთ). 

როცა ოპერატორული ნიშნების მნიშენელობათა არეები მეორე 

ვარიანტის მიხედვით აიღება, მაშინ უკანასკნელ განსაზღვრებებში (8 

და ს. სიმბოლოები უნდა შეიცვალოს სკ და V. სიმბოლოებით. ქვე– 

მოთ მხედველობაში გვექნება განსილული ორი ვარიანტიდან ნებისმიერი 

(ვარიანტის არჩევას არსებითი მნიშვნელობა არ ექნება განხხლული 

წინადადებების სამართლიანობისათვის). ამ მიზნით გამოვიყენებთ LIM და 

ხს7 აღნიშვნებსაც. სადაც 0 არის I ან ცარიელი სიტყვა. 

სპეციალურ მარტივ კონსტანტა ოპერატორს, შესაბამისად ლოგი- 

კურ მარტივ კონსტანტა ოპერატორს. შესაბამისად ლოგიკურ ოპერატო- 

რულ ნიშანს. შესაბამისად ლოგიკურ კეანტორს, ვუწოდოთ ნორმა- 

ლური (ანომალური) L ენაში ანუ L-ში, თუ იგი ნორმალურია 

(ანომალურია) L, ენის თითოეულ ინტერპრეტაციაში. სიმარტიგისათვის, 

ამ ტერმინებიდან ფრაზას ,,L, ენაში“ („L-ში“) გამოვეტოვებთ ხოლმე, ამ 
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წიგნში განხილული თითქმის ყველა ძირითადი ოპერატორული ნიშანი ნორ– 

მალურია (გამონაკლისს შეადგენს მხოლოდ ·X ოპერატორული ნიშანი). 
შენიშვნა I. ცხადია, თუ ·L ოპერატორულ ნიშნის მიკავშირე- 

ბულ ფუნქციას ნებისმიერ თ ინტერპტერაციაში განვსაზღვრავთ რო- 

გორც + ოპერატორული ნიშნის მიკავშირებული ფუნქციის გაგრძელე- 

ბას VI” არედან გაფართოებულ VI.” არეზე განუსაზღვრელ მნიშენელო– 

ბებზე ოპერირების ზუსტი პრინციპის მიხედვით, მაშინ ·« იქნება ნორ- 
მალური ოპერატორული ნიშანი. მაგრამ ასეთ შემთხვევაში -«/4ს» სახის 

ტერმი შესაძლოა განუსაზღვგრელი იყოს მოცემულ ი/ ინტერპრეტაციაში 
მაშინაც. როცა არსებობს #-ს ისეთი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 2 

ჭეშმარიტია: ამასთან, თუ რ-ს ისეთი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც #» 

ჭეშმარიტია, არ არსებობს, ისეთი კი, რომლისთვისაც # განუსაზღვრე- 

ლია, არსებობს, მაშინ “LV იქნება განსაზღერული მხოლოდ იმ შემ- 

თხვევაში, როცა #-ს ერთადერთი ისეთი მნიშვნელობა აქვს, რომლისთ- 

ვისაც # განუსაზღვრელია, და ეს ერთადერთი #ე მნიშვნელობა #ბ ასოს 
მნიშენელობათა არეში მონიშნული საგანია (იგულისხმება, რომ # ფორ- 

მის რ-გან განსხვავებული თავისუფალი ცვლადების მნიშენელობები და–- 

ფიქსირებულია. 
შენიშვნა II. 1 თეორიის ინტერპრეტაციის ცნების განსაზღვრა 

განსაკუთრებით გართულებულია იმის გამო, რომ არა უდაბლესი საფეხ- 
ურის მეტასაგნების აგებას საფუძვლად უდევს 1 თეორიაზე დამოკიდებუ- 

ლი (არადაფიქსირებული) ენა (მოითხოვება, რომ დამხმარე LX თეორიის 

ალფაბეტი შეიცავდეს 1 თეორიის ალფაბეტს). ეს გართულება მოიხსნება, 

თუ L) დამხმარე თეორიის ალფაბეტად ვიგულისხმებთ 3.1.5 პუნქტის. 

(2)-ში მოცემულ სიმბოლოთა ერთობლიობას. ასეთ შემთხვევაში I თეო- 

რიის ინტერპრეტაციის განსაზღვრამდე განისაზღვრება LX თეორიის ოპე- 
რატორების როლი ფორმების მნიშვნელობების გამოთვლისას და უდაბ– 
ლესი საფეხურის მეტასაგნები. შემდეგაც პირველ თავში აღწერილი მე- 
თოდით განისაზღვრება მეტასაგნები (კერძოდ, მეტასიმრავლეები და 

მეტაკლასები). ამის შემდეგ დაუყოვნებლივ განისაზღვრება I თეორიის 

ენის ინტერპრეტაცია. საინტერესო იქნება ინტერპრეტაციის ცნების 
ასეთი ვარიანტის შესწავლა. 
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3.1.10 ურთიერთშესაბამისი მათემატიკური და მე- 
ტამათემატიკური ოპერატორები და მათემატიკური 
ოპერატორების შესაბამისი მეტამათემატიკური ცნე- 

ბები. ვთქვათ, L აქსიომური მეტამათემატიკური თეორიაა L ენით, C/ 

მისი ინტერპრეტაციაა, M კი C/ ინტერპრეტაციის საგანთა არეა. ქვემოთ 
ძირითადად იგულისხმება, რომ 1” სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეო- 

რიაა. მაგრამ მოტანილი განსაზღერებებიდან ისინი, რომლებშიც მხო- 

ლოდ ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის სიმბოლოები ფიგური- 
რებენ გამოდგება ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიების შემთხვე- 
გაშიც. 

ბ იყოს ერთ-ერთი შემდეგი სიტყვებიდან: 

ლ/, =/», L,, L4«, I. IX, 1. #M, დI, თ1». 

ყოველ ი-ადგილიან, ი > I , რელიაციურ მარტივ თ ოპერატორს შე- 
ვუსაბამებთ 6-ზე დამოკიდებულ ტერმინსა და აღნიშვნას შემდეგნაირად 
(მკითხველი ადვილად შეამჩნევს, რომ რიგ შემთხვევაში ბ-ს მნიშვნელო- 

ბათა არედან უნდა გამოირიცხოს CI და CI «): 

თუ #8 არის ჭეშმარიტი ფორმულა ი#-ში, მაშინ ამბობენ, რომ 

„-M» ფორმულა ტოლფასია 8 ფორმულისა ი#-ში“ ან, მოკლედ, ,,» ტოლ- 

ფასია 8-სი =//-ში“. ასევე, სხვადასხვა ტიპის ჰეშმარიტობის ცნების გამოყ- 

ენებით განისაზღვრება აზრი შემდეგი ტერმინებისა: ,,,ს ლოგიკურად 

ტოლფასია 86 -სი“ ანუ ,,#» ტოლფასია 8-სი L-ში“. ,,7ს ტოლფასია L-სი 

1-ში“, ,,- ტოლფასია L8-სი IL არეში («-ში)“, ,,-ჯ-დან გამომდინარეობს 

6 C/-ში“, ,,#-დან ზუსტად გამომდინარეობს ხ 1I-ში“, ,,-#ჭ-დან ზუსტად 
გამომდინარეობს 8 IC-ში“, ,,# ლოგიკურად ეკვივალენტურია 8-სი“, ,,X% 

ტოლია 8-სი I-ში“ და ა. შ. მკითხველი ადვილად შეამჩნევს, რომ ეს და 

ქვემოთ მოტანილი განსაზღვრებები წინააღმდეგობაში არ არიან 2.3-ში 
მოტანილ განსაზღვრებებთან. ნაცვლად ტერმინისა, მაგალითად, ,,X-დან 

გამომდინარეობს 8 1-ში“ ვისარგებლებთ აგრეთვე ტერმინით: ,,#-დან I 

– გამომდინარეობს 8“. ვისარგებლებთ აგრეთვე სხვა გამარტივებებით. 

ასეთი გამარტივებული ტერმინების მაგალითებია: „თეორემა“, ,,C//-კვა- 

ზი თეორემა“, ,,L-თეორემა“, ,, | -თეორემა“, ,,C-კვაზი გამომდინარეობა“, 
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„L+ – გამომდინარეობა“ (უკანასკნელი ორი სინონიმური ტერმინებია) 

და ა. შ. (უკანასკნელ წინადადებაში მყოფი გამარტივებული ტერმინების 
შესაბამისი გაუმარტივებელი ტერმინები მოცემულია 2.3-ში; 2.3-ში მო– 

ცემული რიგი ტერმინებისა მომდევნო აბზაცში შემოიტანება უფრო ზო- 
გადი სახით). 

ყოველ ჩ-ადგილიან, ი > 1, რელიაციურ მარტივ C ოპერატორს შე- 

ვუსაბამებთ 6; მეტამათემატიკურ ოპერატორს შემდეგი სტანდარტული 

გზით. თუ #,.. ზე, ისეთი ფორმებია, რომ Cისბე ფორმაა, მაშინ, 

განსაზღვრით. 6... #, არის L,C/XV,.. X. მეტაწინადადების ტოლფასი 

მეტაწინადადება (აქ სიტყვა ,,ტოლფასი“ მეტაენის სიტყვაა და მისი შინა– 
არსი არ ემთხვევა არც ტოლფასობის მათემატიკური ცნების შინაარსს და 
არც ტოლფასობის მეტამათემატიკური ცნების შინაარსს: მათემატიკური 
ტოლფასობის (მიკავშირებული ფუნქციის) არგუმენტებია (ფორმულის) 
ჭეშმარიტული მნიშვნელობები, მეტამათემატიკური ტოლფასობის არ- 
გუმენტებია ფორმულები, აქ განხილული ტოლფასობის არგუმენტები კი 
არიან ფორმულათა სისტემაზე დამოკიდებული მეტამათემატიკური წინა- 
დადებები)., თუ შეგვიძლია მოეძებნოთ დამტკიცება იმისა, რომ თ/%,... #, 

არაა ჭეშმარიტი ი/-ში, მაშინ და მხოლოდ მაშინ ვწერთ 6 ,/ X,... -ს,. ასე- 

ვე, თუ არსებობს დამტკიცება იმისა, რომ C/X,... >, არაა ჭეშმარიტი «თ#- 

ში, მაშინ და მხოლოდ მაშინ ვწერთ 6./. #/,... ს. ცხადია, 6, #... #, სა- 

ზოგადოდ არაა 6, X... X#, მეტაწინადადების უარყოფა; ამასთან, არაა 

გამორიცხული, რომ 6/. 2... ე არ იყოს 6.,, #... 7, მეტაწინადადე– 

ბის უარყოფა. ასევე განისაზღვრება დანარჩენი 6, სახის მეტამათემატი- 

კური ოპერატორების შინაარსი. ამ ზოგადი განსაზღვრით სრულიად 

გარკვეულ შინაარს იძენს შემდეგი სახის მეტამეთემატიკური ოპერატო- 

რები 

C25,=2§62558, 28” «256,585, 55, #6) Vე,-..5 

ლა2,<28, 8, 25, <53,=5, 3) #8, Vვა.... 

ამასთან, ეს შინაარსი, როგორც ადვილი დასანახია, წინააღმდეგობაში 
"არაა 23-ში შემოტანილ განსაზღვრებებთან. ამიტომ ძალაში რჩება 2.3-ში 
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შემოტანილი = გ, =პ:)C2კ,)<2გ სახის მეტაოპერატორების აღმნიშვნელი 

ტერმინები და 

7228 8, 'II=5 12) #ლეას, „ <2 8 

სახის ჩანაწერების კითხვის წესები. ანალოგიური აღმნიშვნელი ტერმი- 

ნები და კითხვის წესები გვექნება სხვა შემთხვევაშიც. მაგალითად, ·<>„., 

სიმბოლოს აღმნიშვნელი ტერმინია „ზუსტი კვაზიეკვივალენტობა M არე- 

ში“ (L-ში) და #·<«2>,1, 8 ჩანაწერი იკითხება ფრაზით ,,”# ზუსტად ეკვი- 

ვალენტურია ს8-სი IL-ში“, ამასთან, ამ უკანასკნელი ფრაზის პირდაპირი 

აზრი განსხვავდება #-<2>, 8 ჩანაწერის აზრისაგან. აღნიშნული ფრაზა 

გაგებულ უნდა იქნეს #-· <>, 8 ჩანაწერის აზრით, როცა იგი ამ უკანას- 

კნელი ჩანაწერის წასაკითხად გამოიყენება. აქვე შეენიშნოთ,რომ /სL. <>,, 8 

ჩანაწერი იკითხება ფრაზით ,,# ზუსტად კვაზიეკვივგალენტურია 8-სი M 
არეში“ (L-ში) და ამ ფრაზას აღნიშნული ჩანაწერის აზრისაგან განსხვა– 

ვებული სხვა აზრი არ აქეს. იგივე ითქმის ფრაზაზე ,,# ფორმალურად ეკ- 

ვივალენტურია ჯL8-სი I -ში “, რომლითაც იკითხება ჩანაწერი: # «<2ც» 8. 

იმ შემთხევევაში, როცა მოცემული მათემატიკური თეორიის ფორ- 
მები განუსაზღვრელ მნიშვნელობებს არ ღებულობენ, ზოგიერთ ოჰერა- 

ტორთა შინაარსი ერთმანეთს ემთხვევა. ასეთ შემთხვევაში ამა თუ იმ ოპ- 
ერატორთან დაკავშირებულ ცნებებს, ტერმინებს და აღნიშენებს გამოვი–- 
ყენებთ იმავე შინაარსის მქონე სხვა ოპერატორების შემთხეევაშიც. მა- 
გალითად, ერთი და იმავე ტიპის ტოლფასობა და ზუსტი ეკვივალენტობა 
სინონიმური ტერმინები იქნებიან. 

მსჯელობათა გამარტივების მიზნით ხელსაყრელია სხვადასხვა ტიპის 
ტოლფასობის ცნება გავავრცელოთ ფორმულათა კლასზე შემდეგნაირად. 

”» და 8 ფორმებს ვუწოდოთ ტოლფასი ფორმები V”-ში C# ინტერ- 

პრეტაციაში), თუ ისინი არიან ან ტოლფასი ფორმულები C#”-ში ან იგივუ- 

რი ტერმები ი/-ში. ის გარემოება, რომ შეგვიძლია V/-ში # და 8 ფორმე- 

ბის ტოლფასობის დამტკიცების მოძებნა, შესაბამისად არსებობს ი/-ში # 

და 8 ფორმების ტოლფასობის დამტკიცება, ჩაიწერება სახთ #>=>/,)8, 

შესაბამისად #2. (იკითხება: ,,>» ტოლფასია L8-სი C=/-ში“, შესაბამი- 
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სად ,,# კვაზიტოლფასია 8-სი ი/-ში“). >, და =„გ. მეტამათემატიკურ 

მიმართებებს შესაბამისად ვუწოდოთ ,,მეტამათემატიკური ტოლფასობა 

ა/-ში" და ,,ცმეტამათემატიკური კვაზიტოლფასობა C#/-ში“. ასევე განი- 

საზღერება 

=L5 221.5 =4+%ე =91-ვ CL აე =L. 

სიმბოლოთა შინაარსი, მათი აღმნიშვნელი ტერმინები და #>=>გს სახის 
ჩანაწერთა კითხვის წესები. 

ცხადია, # და 8 ფორმები ტოლფასია C/-ში მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა ამ ფორმებში მყოფი ცვლადების (»/ ინტერპრეტაციის მი– 
მართ) მნიშვნელობათა ნებისმიერი სისტემისათვის მათ ერთი და იგივე 
(განსაზღვრული ან განუსაზღვრელი) მნიშვნელობა აქვთ. 

დამოკიდებულება, მაგალითად, ,,» ტოლფასია 8-სი =/-ში“ მეტაწ- 

ინადადებასა და ,, #>.,8 “ მეტაწინადადებას შორის (რომელიც პირვე- 

ლი წინადადებით იკითხება) ასეთია: მეორედან გამომდინარეობს პირვე- 
ლი, ამასთან, არ გვაქვს არავითარი საფუძველი ვამტკიცოთ, რომ შებრუ- 

ნებული გამომდინარეობა სამართლიანია საზოგადოდ. 
შენიშვნა. ფორმათა ამა თუ იმ ტიპის მეტამათემატიკურ ტოლფა- 

სობის ცნებას მნიშვნელოვანი გამოყენება აქვს ფორმების გარდაქმნის 
წარმოების დროს. ფორმათა გარდაქმნების წარმოების დროს ჩვეულებ- 
რივ ვეყრდნობით (ამა თუ იმ ტიპის) ტოლფასობის შემდეგ თვისებას: თუ 
ფორმის რაიმე ნაწილს შევცვლით მისი ტოლფასი ფორმით 
მივიღებთ მოცემული ფორმის ტოლფას ფორმას. ამ თვისების. 
ანალოგები ამა თუ იმ ტიპის ეკვივგალენტობისთეის და ზუსტი ეკვივალენ- 
ტობისთვის შემდეგი შეზღუდული ხასიათის წინადადებებია (ფორმუ- 
ლათა ეკვივალენტობისა და ზუსტი ეკვივალენტობის ანალოგები ტერმე- 
ბისათვის არ გვაქვსX თუ ფორმ ულის პროპოზიციულ,. ნაწილს შევცვლით 
მისი ეკვივალენტური ფორმულით, შესაბამისად ზუსტად ეკვივალენტური 

ფორმულით, მივიღებთ მოცემული ფორმულის ეკვივალენტურ, შესა- 

ბამისად ზუსტად ეკვივალენტურ ფორმულას. ორივე ეს წინადადება 
მცდარია ნებისმიერი ტიპის ეკვივალენტურობისა და ზუსტად ეკვივალენ– 
ტურობის შემთხვევაში (ფორმულათა ამა თუ იმ ტიპის ზუსტად ეკვივა- 
ლენტურობას არ აქვს რეფლექსურობის თვისებაც კი: მეტაწინადადები– 

დან ,,» ზუსტად ეკვივალენტურია 8-სი =/-ში“ გამომდინარეობს /# და 8 
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ფორმულების ყველგან განსაზღვრულობა. მაშასადამე, თუ ფორმულა 
ყველგან განსაზღვრ ული არაა, მაშინ იგი არაა თავის თავის ზუსტად ეკვი- 

ვალენტური C/-ში). 
სავარჯიშო. დაამტკიცეთ უკანასკნელი წინადადების მცდპრობა 

ლ-/ ინტერპრეტაციაში ეკვივალენტურობისათვის და 1-ში ზუსტად ეკვი- 
ვალენტურობისათვის. 

შევნიშნოთ, რომ თუ Cთ რელიაციური მარტივი ოპერატორია, 

იც... ბ, კი – ისეთი ფორმები, რომ? C/%,...#, არის ფორმა, მაშინ 

თ/V,...#, არის განხილული მათემატიკური თეორიის /#,,...,/ს, ფორმები- 

საგან შედგენილი ახალი ფორმულა, 6,X%,... ს, და 6გ #,.. 7, სახის ჩანა- 

წერები კი მეტამათემატიკური წინადადებებია #,..,/ს, მათემატიკური 

ობიექტების (ფორმების) შესახებ. მაგალითად IC „ე (მეტამათემატი- 

კური) იგივურობა არის მეტამათემატიკური წინადადება წ, და IL ტერ- 

მების შესახებ, #>8 კი ერთი მთლიანი მათემატიკური ფორმულაა – მა- 

თემატიკური წინადადებაა. 
შენიშვნა. ფორმების წასაკითხად გამოყენებული ფრაზები (რო- 

გორიცაა ,, ტოლფასია L8-სი“, ,,#-ს-დან გამომდინარეობს 8“ და ა.შ.) 

არავითარ ინფორმაციას არ შეიცავს არც ამ ფორმების შესახებ და არც 
ამ ფორმების ნაწილების შესახებ. თითოეული მათგანი უბრალოდ შესა- 

ბამისი ფორმის სახელის როლს ასრულებს. იგივე არ შეიძლება ითქევას 
ზემოთ განხილული ანალოგიური ფრაზის შესახებ. მაგალითად, ფრაზა 

„-M-# ტოლფასია 8-სი I-ში“ განსაზღვრულ ინფორმაციას შეიცავს #=8 

ფორმულის შესახებ (# და 8 ფორმულების შესახებ). 
განხილულ –>, <2, · –>, · <>, =, =, = მათემატიკურ ოპერატორებსა 

და შესაბამისს მეტამათემატიკურ ოპერატორებს (მეტაოპერატორებს) 
შორის კავშირი შემდეგი თეორემით გამოითქმის. 

(3.1) თეორემა. ვთქვათ, I აქსიომური მათემატიკური თეორიაა L 

ენით, =/ მისი ინტერპრეტაციაა საგანთა # არით, „# და 8 არიან I თეორ- 

იის ფორმულები, I, და 15 კი – ტერმები. 6 იყოს ერთ-ერთი შემდეგი 

სიტყვებიდან: 

ი/,.#X#, L, LX», I, IX, IL, IX + 
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ისე, რომ თუ L არაა თანამედროვე ენა, მაშინ 0 არ არის არც L და არც 

LM, %X..ს)X, კი იყოს წყვილ-წყვილად ერთმანეთისაგან განსხვავებული 

ცვლადები, რომელთა შორის იმყოფება >, 8, 1), LI; ფორმების ყველა 

თავისუფალი ცვლადი. მაშინ: 

1. შეტაწინადადებები 

#=2,8, X <2 8, X·=,8, 2-<2, 8, ბლ: მ, ი-2ი, ი 57, (3) 
შესაბამისად ტოლფასია შემდეგი მეტაწინადადებებისა: 

--»->ზ, -”)ს»«<>8, LI >-> 8, Lგ»-.<«3 8, (4) 

”აI»>X8, ი =“ი, LM =X2 
ასევე, მეტაწინადადება ,, 1, =./ ე “, შესაბამისად ,, 1, =,,/. Lე “, ტოლფასია 

შემდეგი მეტაწინადადებისა: ,,შეგვიძლია მოვძებნოთ, შესაბამისად არსე– 

ბობს, იმის დამტკიცება, რომ XII, = 1. ტოლობა იგივეობაა ა/-ში“. თუ 

გარდა აღნიშნულისა ცნობილია, რომ », 8, I, და Lე ყველგან განსაზ- 

ღვრული ფორმებია, მაშინ ყეურთიერთტოლფასნია შემდეგი მეტაწინადა- 
დებები: 

ი=51, 551, L-ის ==, Iს =%. 
ასევე ამ შემთხვევაში ურთიერთტოლფასია შემდეგი მეტაწინადადებები: 

»ლ-ახზხ, X»·->ასნ, პმ ->8, -პს»-> 8. 

I, მეტაწინადადებები: „> ფორმულიდან გამომდინარეობს 8 ფორ- 

მულა C#-ში“, ,,# ეკვივალენტურია L8-სი =/-ში“, ,,#-დან ზუსტად გამომ- 

დინარეობს # ი/-ში“, ,#» ზუსტად ეკვივალენტურია #-სი ი/-ში“, ,,> 

ტოლფასია 8-სი C/-ში“, „ I) ტოლია ”L-ის ა-ში“ და „II და I. იგივური 

ტერმებია =/-ში“ შესაბამისად ტოლფასია შემდეგი წინადადებებისა: 

„# -–> 8 ჭეშმარიტია V7-ში“, ,,#» «<> 8 ჭეშმარიტია =/-ში“, ,>.-–> 8 

ჭეშმარიტია უში ,, 2 «<> 8 ჭეშმარიტია ლ9-ში“,,,># - 8 ჭეშმარიტია 

ი/-ში“, ,,I, = 15 ჭეშმარიტია ი/-ში“ და „სელა ჭეშმარიტია C/-ში“. 

ასევე, მეტაწინადადება „,L, და Lე იგიგური ტერმებია ლი-ში“ ტოლფასია 
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შემდეგი მეტაწინადადებისა: ,,L, = 1) ტოლობა იგივეობაა ა/-ში“. თუ, 

გარდა აღნიშნულისა, #ჯ, 8, LL, და ვ ყველგან განსაზღვრული ფორმე- 

ბია, მაშინ ურთიერთტოლფასია შემდეგი მეტაწინადადებები: ,,/# ეკვიგა- 

ლენტურია ჩ-სი ი/-ში“, ,,# ზუსტად ეკვივალენტურია 84ი C/-ში“, ,,/ 

ტოლფასია #8-სი =#/-ში“, ,,# «<> 8 ჭეშმარიტია ი”-ში“, ,,2 · <> 8 ჰეშ- 

მარიტია ი/-ში“, ,,7# = 8 ჭეშმარიტია C/-ში“. ასევე, ამ შემთხვევაში ურთ- 

იერთტოლფასია შემდეგი მეტაწინადადებები: I, ტოლია I-ის </-ში“, 

„I, და მე იგივური ტერმებია C-ში“, ,L,= I ჰეშმარიტია ი/-ში“. 

„, 1) = 1ე ჭეშმარიტია ი/-ში“, ,, IL, = IL, იგივეობაა C-ში“. ამ შემთხვევაში 

ურთიერთტოლფასია აგრეთვე შემდეგი მეტაწინადადებები: ,,#-დან გა- 

მომდინარეობს 8 «/-ში“, „-#-დან ზუსტად გამომდინარეობს 8 C”/-ში“, 

„ს –> 8 ჭეშმარიტია ი/#-ში“, ,,2 · –> 8 ჭეშმარიტია ი/-ში“. 

1” . 1-ელ და I პუნქტებში მოცემულ წინადადებებში C/ სიმბოლოს 
თუ შევცვლით 8-ს რომელიმე სხვა მნიშვნელობით, მივიღებთ ჭეშმარიტ 
წინადადებებს. 

2. მეტაწინადადებები ,,/##-დან გამომდინარეობს 8 ი7/-ში“, ,,,#-დან 

ზუსტად გამომდინარეობს 8 ი/-ში“, ,„7# ეკვიკვალენტურია ხ-სი ი/-ში“, 

შესაბამისად ტოლფასია შემდეგი მეტაწინადადებებისა: ,</ ინტერპრე- 
ტაციის მიმართ X,,...,.X, ცვლადების მნიშვნელობათა ყოველი ისეთი 

სისტემისათვის, რომლისთვისაც X» ფორმულის მნიშვნელობა ი//-ში არის 

L, 8 ფორმულის მნიშვნელობაც 9-ში არის L“, ,C/ ინტერპრეტაციის 

მიმართ X.,,...,.X, (ცვლადების მნიშვნელობათა ყოველი ისეთი სისტემი- 

სათვის, რომლისთვისაც /# ფორმულის მნიშვნელობა ი/-ში არ არის L, 8 

ფორმულის მნიშვნელობა არის L“, ,“/ ინტერპრეტაციის მიმართ 

Xს0..ს%ე ცვლადების მნიშვნელობათა ყოველი ისეთი სისტემისათვის, 

რომლისთვისაც, # და წ ფორმულებიდან ერთ-ერთის მნიშვნელობა არის 

L,მეორის მნიშვნელობაც არის L. 

დამტკიცება ადვილად გამომდინარეობს თეორემის ფორმულირე- 
ბაში მყოფი ოპერატორთა და ტერმინთა შინაარსის განსაზღვრებებიდან. 
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შენიშვნა. თეორემის სამართლიანობა არაა დამოკიდებული იმაზე, 

თუ როგორ არის განსაზღვრული მოცემული თეორემის ფორმის მნიშ- 

ვნელობა C-ში მისი თავისუფალი ცვლადების ა» ინტერპრეტაციის მი- 

მართ მნი შენელობათა სისტემისათვის. 
სავარჯიშო. ზოგად შემთხვევაში ნებისმიერი # და 8 ფორმულე- 

ბისათვის დაამტკიცეთ შემდეგი მეტაწინადადებები: 

ლ» #8) <2, – ა V ––6; 

“წ თამ:1. <2), ლ-ს) IV.-–; 

აქ / შეიძლება შეიცვალოს წინა თეორემაში შემოტანილი 8 ცვლადის 

ნებისმიერი სზვა მნიშენელობით. 
სხვადასხვა ტიპის მეტამათემატიკურ ტოლფასობებს, იგივურობებს, 

გამომდინარეობებსა და ტოლობებს ხშირად იყენებენ განსაზღვრებების 
და მეტათეორემების მოკლედ ჩასაწერად. წინა მეტათეორემის ძალით, მათ 

ნაცვლად შესაძლებელია შესაბამისად გამოვიყენოთ LM» = 8, L31, = 1, 

-"I#->8, LL: =+1უ სახის მეტამათემატიკური წინადადებები. ასევე. 

იმავე მიზნით ზშირად იყენებენ სხვადასხვა ტიპის ჭეშმარიტ ფორმულად 
განხილულ (მათემატიკურ) ტოლფასობებს, იგივურობებს, გამომდინარე- 

ობებს და ტოლობებს, იყენებენ აგრეთვე სხვადასხვა ტიპის,იგივეობებად 
განხილულ ტოლობებს. ამასთანავე, ყოველ ცალკეულ შემთხვევაში, ხსენე– 
ბული მათემატიკური ფორმულის ამა თუ იმ ტიპის ჭეშმარიტ ფორმუ- 
ლებად განხილვაზე ან ტოლობის ამ თუ იმ ტიპის იგივეობად განხილვაზე“ 
მიუთითებს კონტექსტი. ასეთი მითითებები, ნაცვლად ზუსტი ფრაზებისა, 
გამარტივებული ფრაზებით წარმოებს. ასეთი მითითებული ფრაზების მა- 
გალითებია: ,,ვთქვათ, #“, „ვთქვათ, L, = 15, „კონსტანტა 0 ისაზღერება 

ი+0=7ი0 ტოლობით“, ,,გამოკლების ოპერაცია „-“ ისაზღვრება 

ი–- ოი =ი+I- თ) ტოლობით“, განვიხილოთ CXX = 1 : X იგივეობით 

განსაზღვრული C) ოპერატორი“ და ა. შ. აქვე შევნიშნოთ, რომ ტოლო- 

ბის (ამა თუ იმ ტიპის) ჭეშმარიტ ფორმულად განხილვის მეთოდზე უფ- 
რო ზოგადია ტოლობის (სათანადო ტიპის) იგივეობად განხილვის მეთო- 

დი. მაგალითად, ვთქვათ, (1 I. ტოლობა გვინდა გამოვიყენოთ რაიმე თ 

ოპერატორის შინაარსის განსასაზღვრავად (რაიმე ი/ ინტერპრეტაცი– 
აში). თუ ტოლობის ის მხარე, რომელიც არ შეიცავს განსაზღვრებად თ 
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სიმბოლოს. არ არის ყველგან განსაზღვრული (V/-ში), მაშინ შეუძლებე- 

ლია ამ ტოლობის ჭეშმარიტ ფორმულად განხილვა, მაგრამ ასეთ შემ- 
თხეევაში ხშირად შესაძლებელი ხდება იგი განხილული იქნეს როგორც 
იგივეობა. თეორიებში, სადაც ფორმები განუზღვრელ მნიშვნელობებს არ 
ღებულობენ. ორივე მეთოდი ტოლფასია. აქვე შევნიშნოთ, რომ ზოგჯერ 

ერთი და იმავე ცნების განსაზღვრა შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ როგორც 
მეტამათემატიკური ტოლფასობის, შესაბამისად მეტამათემატიკური გა- 

მომდინარეობის, შესაბამისად მეტამათემატიკური იგივურობის, საფუჰძ- 
ველზე, ისე შესაბამისი ფორმულის ჭეშმარიტ ფორმულად განხილვის სა- 
ფუძველზე მაგალითად. მთელ რიცხვთა თეორიაში ტოლფასია შემდეგი 
განსაზღვრებები: 

I. გამოკლების ოპერაცია „<– “ განისაზღვრება (მეტამათემატიკური) 
იგიგურობით: 

ჩ- ი =0ი9ი+ (- ი). (5) 

II. გამოკლების ოპერაცია ,,– “ განისაზღგრება (მათემატიკური) იგი– 

ვურობით: 

ი– ოი=ი+ (I). (6) 

მართლაც, II განსაზღვრა მოითხოვს: ,-–“ ორადგილიანი ოპერა–- 

ტორის შინაარსი ისეთი იყოს, რომ (6) იყოს ჭეშმარიტი. ასეთი ოპერატო- 
რის არსებობა. ერთადერთობა და ყველგან განსაზღვრულობა გამომდინა- 

რეობს ი + (– Iთ1 ტერმის ყვედ-გან განსაზღვრულობიდან და იქიდან რომ 

ამ ტერმს M და MI ასოების მნიშვნელობათა თითოეული სისტემისათვის 

ერთადერთი განსაზღვრული მნიშვნელობა აქვს. იგულისხმება, რომ ასე– 
თი ერთადერთი ოპერატორი აღინიშნება ,,- “-ით და (6) წარმოადგენს 

იგივურად ჭეშმარიტ ფორმულას (თუ ,,<–“ არ იყო მოცემული თეორიის 

ორადგილიანი ოპერატორი, მაშინ თეორიის ალფაბეტისადმი სპეცია- 

ლურ სუბსტანციურ ორადგილიან ოპერატორად ,,– “ სიმბოლოს დამა– 

ტებით მიღებულ თეორიაში (6) ფორმულა იქნება იგივურად ჭეშმარიტი). 
ე.ი. (6) დამტკიცებადია და, მაშასადამე. გვაქვს (5). ასევე. L განსაზღვრა 

მოითხოვს: ,,–“ ორადგილიანი ოპერატორის შინაარსი ისეთი იყოს, რომ 

(5) იყოს იგივურობა, წინა მსჯელობიდან ადვილად გამომდინარეობს, რომ 
ასეთი ოპერატორი არსებობს და არის ერთადერთი და რომ იგი ემთხვევა 
1I განსაზღვრის შესაბამისს ოპერატორს. 
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შენიშვნა 1. აქ უხერხულობას იწვევს ის გარემოება, რომ ერთი და 

იგივე სიმბოლო ,„,–“ გამოყენებულია ორი სხვადასხვა ოპერატორის აღ- 

სანიშნავად – იგულისხმება, რომ |L– II1-ში ,,– “ აღნიშნავს განხილული 

თეორიის ერთადგილიან ოპერატორს და ,,–“ სიმბოლო მოცემული ან 
გაფართოებული თეორიის ალფაბეტში ფიგურირებს ორჯერ როგორც 
განსხვავებული სიმბოლოები. 

შენიშვნა 2. წინადადება ,,ორადგილიანი ოპერატორი ,,. “ განი- 

საზღვრება ტოლობით თ ·0 =ი1+I+:.:-:+თ“ უფრო რთული ბუნე- 

/-ჯერ 

ბის განსაზღვრას წარმოადგენს. აქ განხილული „ტოლობა“ არაა ტო- 
ლობა მათემატიკური აზრით – არაა ორი ტერმის ტოლობა. 

3ვ2 სიმრავლეთა თეორიის 

ზოგიერთი განსაზლვრებები 

ქვემოთ ყველგან (მომდევნო თავების ჩათვლით), იქ სადა საწინააღ- 
მდეგოდ არ გამომდინარეობს კონტექსტიდან, ვიგულისხმებთ, რომ განიხ– 

ილება 5 (შინაარსული ან ფორმალური) ძირითადი (სიმრავლეთა) თეო– 

რია. რომლის ალფაბეტი ემთხვევა §.65.§) და §! თეორიებიდან ერთ- 

ერთის ალფაბეტს, იმ განსხვავებით, რომ 5 თეორიის ალფაბეტი შესაძ- 
ლოა არ შეიცავდეს ან საგნობრივ ცვლადებს ან კვანნტორულ საგნობრივ 

კონსტანტებს (2.1.1-ში მოტანილი ზოგადი შეთანხმებების ძალით ერთ- 
ერთ მათგანს მაინც იგი აუცილებლად უნდა შეიცავდეს). ამასთან, შინა- 
არსული თეორიის შემთხვევაში მხედველობაში გვექნება როგორც ის შემ- 

თხვევა, როცა 5. კლასიკური თეორიაა. ასევე ის შემთხვევაც, როცა 5 
თანამედროვე თეორიაა. კლასიკური თეორიის შემთხვევაში ვიგულის- 

ხმებთ, რომ C და C (სათანადო ტიპის) საკუთრივი კონსტანტებია, წი– 
ნააღმდეგ შემთხვევაში ისინი არასაკუთრივი კონსტანტებია. ამასთან, უკა- 

ნასკნელ შემთხვევაში შესაძლოა 5 თეორიის ალფაბეტი არ შეიცავდეს 

C საგნობრივ კონსტანტას. შესაძლოა ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ გან- 
ხილული ალფაბეტის ზოგიერთი ოპერატორი ან ოპერატორული ნიშანი 
წარმოებული სიმბოლოა (წარმოებული სიმბოლოს ცნება ქვემოთ ამავე 

პარაგრაფში შემოიტანება). ცხადია. 5 თეორიის ალფაბეტი შეიცავს 
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ერთს და მხოლოდ ერთს LX და 1 ოპერატორული ნიშნებიდან. განსაზ- 

ღვრულობისათვის ვიგულისხმებთ, რომ 5 თეორიის ალფაბეტი შეიცავს 

L ოპერატორულ ნიშანს (თუ § თეორიის ალფაბეტი არ შეიცავს «2-ს, 

მაშინ იგი შეიცავს L-ს. ამასთან, ასეთ შემთხვევაში, ქვემოთ ყველგან «-ს 

ნაცვლად უნდა ვიგულისხმოთ L. ამით ქვემოთ მოტანილი წარმოებული 

სიმბოლოების განსაზღვრებების შინაარსი (არსებითად) არ იცვლება). 

ვიგულისხმებთ აგრეთვე, რომ განიხილება § თეორიის ისეთი ნებისმი– 

ერად აღებული C=/ ინტერპრეტაცია, რომელიც ან 5 თეორიის მოდელია 

ან, უკიდურეს შემთხვევაში, მოითხოეება, რომ «/-ში შესრულებული იყ- 
ოს მოცულობისა და კლასების არსებობის აქსოიმები. ამასთან, ვიგულის- 

ხმებთ, რომ 5 თეორიას აქვს მოდელი (ეს ძლიერი და შვებაა: პრაქტიკაში 
გავრცელებული თანამედროვე აქსიომურ სიმრავლეთა თეორიის მოდე- 

ლის არსებობის საკითხი პრობლემატურია). 
ინტუიციური კლასიკურ სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში ვიგუ- 

ლისხმებთ, რომ შერჩეულია ინდივიდთა ერთობლიობა კონკრეტულად 

და § თეორიის საგანთა არეა ყველა ინდივიდისა და ამ ინდივიდებზე რა– 
იმე კონკრეტული მეთოდის (არა მაინცდამაინც პირველ თავში გამოყ- 
ენებული მეთოდის) გამოყენებით აგებული ყველა ინტუიციური კლასის 
ერთობლიობა. ამ შემთხვევაში იგულისხმება, რომ C პრედიკატს ინ- 

ტუიციური შინაარსი აქეს. აქვე შევნიშნოთ რომ, ამ შემთხვევაში, თუ 
თეორიის ალფაბეტი არ შეიცავს §ე,9,,... არასაკუთრივ საგნობრიე კონ- 

სტანტებს და ე არასაკუთრივ სუბსტრანციურ ფუნქციონალურ კონ- 

სტანტას, მაშინ § თეორიის ინტერპრეტაცია ცალსახად განისაზღვრება 

(საგანთა არის ფიქსირების შემდეგ) 5 თეორიის აქსიომები უზრუნველ- 
ყოფენ მოდელში კლასების, ზესიმრავლეების, ინდივიდებისა და სიმრავ– 
ლეების ძირითადი თვისებების დადგენას. ამასთან , სიმრავლეთა თეორიის 

ძირითადი ცნებები § თეორიის ნებისმიერ =/ ინტერპრეტაციაში იმ შემ- 

თხვევაში, როცა თეორიის ალფაბეტი დ სიმბოლოს შეიცავს, შემდეგ- 

ნაირად შემოიტანება (რიგი ცნებების განსაზღვრა არსებითად ეყრდნობა 
აქსიომებიდან გამომდინარე თვისებებს და ამიტომ მათი შემოტანა მხო- 
ლოდ თეორიის მოდელებშია შესაძლებელი). 8 საგანს ეწოდება ხ საგნის 

ელემენტი (C-ში), თუ მ C ხ წინადადება ჭეშმარიტია. მ საგანს ეწო- 
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დება ელემენტი, თუ არსებობს ისეთი ხ საგანი, რომ 8 არის ხ საგნის 

ელემენტი. C საგნისაგან განსხვავებულ ელემენტის არმქონე ნებისმიერ 
საგანს ეწოდება ინდივიდი. 8 საგანს ეწოდება სიმრავლე, თუ იგი 
ელემენტია და არ არის ინდივიდი. მ საგანს ეწოდება კლასი, თუ იგი 

არაა ინდივიდი. 2 კლასს ეწოდება საკუთრივი კლასი ანუ ზვსიმ- 
რაგლე,თუ იგი არაა ელემენტი. ცხადია, თითოეული სიმრავლე კლასია, 

C კლასია, მას ეწოდება ცარიელი კლასი, თუ იგი სიმრავლეა, მას 
ეწოდება აგრეთვე ცარიელი სიმრავლე. სიმრავლეთა თეორიის აქსი- 

ომებიდან გამომდინარეობს, რომ ლ ერთადერთი უელემენტო სიმრავ– 

ლეა. ელემენტის მქონე კლასს ვუწოდოთ არაცარიელი კლასი. განსაზ- 
ღვრით, ინტერპრეტაციის უნივერსუმიდან აღებული ნებისმიერი არაცა- 
რიელი კლასისათგის ვიტყვით, რომ იგი შედგენილია მისი ელე- 
მენტებისაგან. · 

იმ შემთხვევაში, როცა 85 თეორიის ალფაბეტი არ შეიცავს Cწ საჭ- 

ნობრივ კონსტანტას, ნებისმიერ ი/ ინტერპრეტაციაში მოტანილი ცნებე- 
ბიდან მხოლოდ ნაწილი განისაზღერება. სახელდობრ, ძალაში რჩება გან- 
საზღვრა შემდეგი ტერმინებისა: მ საგანი ხ საგნის ელემენტია და. 
ელემენტი; ელემენტის მქონე საგანს ეწოდება არაცარიელი კლასი. 
არაცარიელი სიმრავლე ეწოდება ისეთ არაცარიელ კლასს, რომე- 
ლიც ამავე დროს ელემენტია.საკუთრივი კლასი ანუ ზესიმრავლე 
ეწოდება ისეთ არაცარიელ კლასს, რომელიც არაა ელემენტი. სიმრავლე– 
თა თეორიის აქსიომები უზრუნველყოფენ მოდელში ერთადერთი უელე- 
მენტო კლასის არსებობას, ამასთან, იგი ამავე დროს არის ელემენტიც. 
განსაზღვრით, იგი არის სიმრავლე, ცარიელი სიმრავლე,კლასი, 
ცარიელი კლასი და გარდა განხილულისა სხვა ამ თვისების კლასი და 
სხვა ამ თვისების სიმრავლე არ არსებობს. ცხადია (მოდელში), კლასის 

ცნება სიმრავლის ცნების განზოგადებაა. მ საგანს ეწოდება ინდივიდი, თუ 
იგი არაა კლასი. ცარიელი სიმრავლე აღინიშნება C7 სიმბოლოთი (უფრო 

ზუსტად. C 'შემოიტანება როგორც წარმოებული საგნობრივი კონ- 
სტანტა, რომლის მნი შენელობა მოდელში არის ცარიელი სიმრავლე). 

არ გამოვრიცხავთ შემთხვევას, როცა ყოველ მოდელში ინდივიდთა 

ერთობლიობა ცარიელია (ე. ი. როცა აქსიომები უზრუნველყოფენ მოდ- 
ელში ინდივიდების არარსებობას), არ გამოვრიცხავთ აგრეთვე შემთხვე- 
ვას, როცა ყოველ მოდელში თითოეული კლასი არის სიმრავლე. უკანასკ- 
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ნელ შემთხვევაში 5-ს ეწოდება, აგრეთვე, საკუთრივი სიმრავლეთა 
თეორია. წინააღმდეგ შემთხვევაში მას ეწოდება, აგრეთვე, კლასთა 

თეორია. კლასთა თეორიის შემთხვევაში ვიგულისხმებთ, რომ აქსიომა- 

თა ერთობლიობა შეიცავს 2.2-ში მოტანილ კლასების არსებობის აქსიო– 

მას. აქვე შევნიშნოთ. რომ ქვემოთ 3.5.1-ში განხილული #L” საკუთრივი 

სიმრავლეთა თეორიაში მოცულობის აქსიომა უზრუნველყოფს მოდელ- 
ში ინდივიდების არსებობას, ქვესიმრავლეთა სიმრავლის აქსიომა მოცუ- 
ლობის აქსიომასთან ერთად კი უზრუნველყოფს მოდელში ზესიმრავლე- 
ების არარსებობას. 

5 სიმრავლეთა თეორიის »/ ინტერპრეტაციას ვუწოდოთ 

ბუნებრივი ინტერპრეტაცია. თუ შესრულებულია შემდეგი ორი 

პირობა. 

1../ ინტერპრეტაციის უნივერსუმიდან აღებული თითოეული კლა- 
სი კლასია ინტუიციური აზრით, ინდივიდი კი ინდივიდია ინტუიციური 
აზრით (ინდივიდის წარმოქმნაში კლასები არ მონაწილეობენ –- ინდივი– 
დის წარმოქმნა წინ უსწრებს ნებისმიერი კლასის წარმოქმნას და, მაშასა- 
დამე, ინდივიდი კლასი არაა – მხედველობაშია კლასები და ინდივიდები 
ინტუიციური აზრით). 

2. ტერმინს ,,არაცარიელი კლასი შედგენილია მისი ელემენტე- 
ბისაგან“ ინტუიციური შინაარსი აქვს. კერძოდ, კლასის ნებისმიერი ელე- 
მენტი ინტუიციური აზრით უნივერსუმის საგანია და კუთვნილების C 

მიმართებას ინტუიციური შინაარსი აქვს (ე. ი. უნივერსუმის 8 და ხ საგ- 

ნებისაგან შედგენილი (გ,ხ) მეტაწყვილი არის C მიმართების მიკავში– 

რებული ფუნქციის ელემენტი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ხ კლასია 

და მ მისი ელემენტია ინტუიციური აზრით). 

5 სიმრავლეთა თეორიის ბუნებრივი მოდელი ვუწოდოთ მის ისეთ 

მოდელს, რომელიც მის ბუნებრივ ინტერპრეტაციას წარმოადგენს. 

ცხადია, ბუნებრივ ინტერპრეტაციაში ორი კლასი ტოლია (ერთი და 

იგივეა) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათ ერთი და იგივე ელემენტები 

აქვთ. 

არ გამოვრიცხავთ იმის შესაძლებლობას. რომ 5 სიმრავლეთა თეო- 

რიის | // ინტერპრეტაციის უნივერსუმიდან აღებული მ საგანი =// ინტერ- 

პრეტაციაში იყოს არაცარიელი კლასი და, ამასთან, იგი იყოს ისეთი კლა- 
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სი ინტუიციური აზრით, რომლის ელემენტები ინტუიციური აზრით არ 

არიან უნივერსუმის საგნები (ასეთი რამ გამორიცხულია ბუნებრივი ინ- 
ტერპრეტაციის შემთხვევაში). 

ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ განიხილება კლასთა თეორია – კლასთა 

თეორიის ფიქსირებული მაგრამ ნებისმიერად აღებული C/ მოდელი. ამას- 
თან, მოტანილი განსაზღვრებები და შედეგები ძირითადად ძალაში რჩება 
საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიისთვისაც – საკუთრივ სიმრავლეთა თე- 
ორიის ნებისმიერი მოდელისათვისაც. ყოველ გამონაკლის შემთხვევაში 
მივუთითებთ იმ (კვლილებების შესახებ, რომლებიც უნდა გაკეთდეს სა- 
კუთრივ სიმრავლეთა თეორიაზე გადასვლის მიზნით. მკითხველი ადვილად 

შეამჩნევს, რომ ყველაფერი ძალაში დარჩება §! თეორიისათვის (ასეთ 

თეორიაზე გადასვლისათვის, როგორც ვიცით (იხ. 2.1.1), საკმარისია 
ყველგან XL ოპერატორული ნიშნის ნაცვლად ავიღოთ 1 ოპერატორული 

ნიშანი). ამას იწვევს ის გარემოება, რომ XXX» და 1XM ტერმების მნიშ- 

ვნელობები ერთი და იგივეა,როცა »–· ფორმულა ცალსახაა X-ის მიმართ 

(ს ფორმულას ეწოდება ცალსახა X-ის მიმართ, თუ X-გან გან- 
სხვავებული » ფორმულის თავისუფალი ცვლადების მნიშენელობათა 

სისტემისათვის არსებობს X-ის არაუმეტეს ერთი ისეთი მნიშვნელობა, 

რომლისთვისაც >» ჰეშმარიტია). მიუხედავად აღნიშნულისა, კონტექ- 

სტში მოტანილი ზოგიერთი მსჯელობა ზოგადი ხასიათისაა, რომელშიც 

იგულისხმება, რომ V/ ნებისმიერ სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერი ინ- 

ტერპრეტაციაა. ასეთ შემთხევევაში, გაუგებრობათა თავიდან აცილების 

მიზნით C# წოდებულია ინტერპრეტაციად. აქვე შევნიშნავთ, რომ თით– 

ქმის ყველგან მოთხოვნა ,,// იყოს მოდელი“ შეგვიძლია შევასუსტოთ და 

იგი შევცვალოთ მოთხზოენით: C# იყოს ისეთი ინტერპრეტაცია. რომელ- 
შიც სრულდება კლასების არსებობის აქსიომა (იხ. 2.2.6) და 

VXVVIV2I2 CX«>7CV)<>X=V) 

მოცულობის აქსიომა. 
კლასების არსებობისა და მოცულობის აქსიომებიდან ადვილად გა– 

მომდინარეობს, რომ ყველა კლასთა არე ბუნებრივი აზრით ჩაკეტი- 
ლია ქვემოთ 3.3-ში განხილული ოპერაციების მიმართ! აქ ფრაზა ბზუნებ- 

რიგი აზრით მიუთითებს არა მარტო იმას, რომ ოპერაციის მნიშვნე– 

ლობა იყოს კლასი, როცა არგუმენტების როლში კლასები გამოდიან (ამ 
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პირობის შესრულებას უზრუნველყოფს ნებისმიერი აქსიომა, რომლის ძა- 

ლით ცარიელი კლასი სიმრავლეა), არამედ იმასაც, რომ ოპერაციათა 
განსაზღვრებებში განხილული თვისებებით განსაზღვრული კლასები არ- 
სებობენ (ასეთი კლასის არარსებობის შემთხევევაში ოპერაციის მნიშენე– 

ლობა, განსაზღვრის ძალით, როცა ცარიელი კლასი სიმრავლეა, ცარიელი 
სიმრავლე იქნება). აქვე შევნიშნოთ, რომ, ზოგიერთი გამონაკლისის გარ- 
და, იგივე დასკვნა შესაბამისად გამომდინარეობს კლასების არსებობის 
აქსიომის პირველ და მეორე სუსტი ფორმებიდანაც კლასთა თეორიის 
ისეთ ინტერპრეტაციებში, რომელთა უნივერსუმია კლასთა თეორიის 

პირველი ინტუიციური მოდელის პირველი ან მეორე ვარიანტი და რო- 
მელშიც თითოეული საგნობრივი კონსტანტის მნიშვნელობა ელემენტია. 
კლასთა თეორიის აქსიომებიდან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ყველა 
სიმრავლეთა კლასი ბუნებრივი აზრით ჩაკეტილია ხსენებული ოპერ- 
აციების მიმართ, გარდა დამატების ოპერაციისა (ნებისმიერი სიმრავლის 

დამატება ზესიმრავლეა) და II და (I. ოპერაციებისა (წ მხოლოდ ცარი- 
ელ სიმრავლეზე გამოყენებით გვაძლევს ზესიმრავლეს, (1? კი მხოლოდ 

ელემენტებისაგან შედგენილი წყვილის არშემცველ სიმრავლეებზე გამოყ- 
ენებით გვაძლევს ზესიმრავლეს – ხსენებული ზესიმრავლე ორივე შემ- 
თხვევაში C უნივერსალური კლასია), ამასთან, დამატების ოპერაცია 

მხოლოდ და მხოლოდ კლასთა თეორიის შემთხვევაში შემოიტანება, რამ- 
დენადაც საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიაში არ არსებობს უნივერსა- 
ლური კლასი – ,ყველა ელემენტთა სიმრავლე“. მაგრამ საკუთრივ სიმრავ- 

ლეთა თეორიაში, გვექნება # ტერმის (სიმრავლის) მიმართ დამატების 

ოპერაცია (იგი ფაქტობრივად არის გამოკლების ოპერაცია). საკუთრიე 
სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაშიც თეორიის აქსიომებიდან გამომდი– 
ნარეობს, რომ სიმრავლეთა არე ბუნებრივი აზრით ჩაკეტილია აღ- 

ნიშნული ოპერაციების მიმართ, მაგრამ ბუნებრიობა იკარგება მხოლოდ 
ი და წI, ოპერაციების გამოყენებისას ზემოთ აღნიშნულ გამონაკლის 
შემთხვევებში (დამატების ოპერაცია ამ შემთხვევაში, როგორც ზემოთ 
აღინიშნა. არ შემოიტანება). უკანასკნელი დასკვნა სამართლიანია იმავე 
ოპერაციების მიმართ საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის ისეთ ინტერპრე- 
ტაციაში. რომლის უნივერსუმია სიმრავლეთა თეორიის პირველი ინტუ- 
იციური მოდელი, გამონაკლისს შესაძლოა შეადგენდეს L ოპერაცია ( 
ოპერაცია იქნება გამონაკლისი, თუ ხსენებულ მოდელში არსებობს ისეთი 

სიმრავლე, რომლის ყეელა ქვესიმრავლის სიმრავლე არ არსებობს). 
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სიმრავლეთა თეორიის გავრცელებულ ვარიანტებში, როგორც წესი, 

არასაკუთრივი სუბსტანციური ფუნქციონალური სიმბოლოები არ 
გვხვდება (იზ., მაგალითად, |23) და |39) ). ამ მხრივ გამონაკლისია, მაგალი- 
თად, (1), სადაც სიმრავლეთა თეორიის ალფაბეტში გვხვდება არასაკუთ- 

რივი სუბსტანციური ფუნქციონალური სიმბოლო ე. იგივე სიმბოლო 

გვხვდება. § თეორიის ალფაბეტში და, მაშასადამე, იგი შესაძლოა გვხვდე- 

ბოდეს 5 თეორიის ალფაბეტში. ამიტომ არაა გამორიცხული 5 თეორ- 
იის ფორმებისათვის განუსაზღვრელი მნიშვნელობების დაშვების შესაძ- 
ლებლობა. ზსენებულ გამონაკლისის შემთხვევაშიც სიმრავლეთა თეორიის 

აქსიომები უზრუნველყოფენ მოდელებში ე სიმბოლოს მიკავშირებული 
ფუნქციების ყველგან განსაზღვრულობას და, მაშასადამე, მოდელებში გა- 
ნუსაზღვრელი მნიშვნელობები არ გვექნება. ამიტომ ქვემოთ ყველგან ძი– 
რითად კონტექსტში ვიგულისხმებთ, რომ განხილულ სიმრავლეთა თეო- 
რიის თითოეული ფორმა არის ყველგან განსაზღვრული – რომ სიმრავ- 
ლეთა თეორია წარმოადგენს ორმნიშვნელობიან ლოგიკურ თეორიას. აღ– 

ნიშნულის მიუხედავად, იმ მიზნით, რომ მხედველობაში ვიქონიოთ ზოგა- 

ღი შემთხვევაც, გზადაგზა გავაკეთებთ შენიშვნებს, რომლებიც სამმნიშ- 
ვნელობიანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევას გულისხმობენ; ამასთან 

ვიგულისხმებთ, რომ როცა § განიხილება როგორც სამმნიშვნელობიანი 
ლოგიკური თეორია, მაშინ მისი ალფაბეტი, გარდა აღნიშნულისა, შეი- 
ცავს ე. წ. დამატებით სიმბოლოებს (5, თეორიის ალფაბეტიდან) და · = 

და C საკუთრივ პრეტიკატებს. ამასთან იგულისხმება, რომ = და C., 

შესაბამისად · = და · C ოპერატორების მიკავშირებული ფუნქციები: 

მიიღებიან გაუფართოებელ არეში = და C ოპერატორთა მიკავშირე- 

ბულ ფუნქციებიდან განუსაზღვრელ მნიშენელობებზე ოპერირების 
უმარტივესი პრინციპით, შესაბამისად ზუსტი პრინციპით. · = და · C 

ოპერატორების სახელწოდებებია ზუსტი ტოლობა და ზუსტი 
კუთვნილება. ანალოგიურ შეთანხმებას გამოვიყენებთ ორმნიშენელო- 
ბიანი ლოგიკური თეორიის სხვა ძირითადი ან წარმოებული ოპერატო- 
რის შემთხვევაში ისე, რომ ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის ნე- 

ბისმიერი ძირითადი ან წარმოებული C ოპერატორისა და მისი მიკავში- 

რებული ფუნქციისათვის გვექნება სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეო- 
რიის თ და · 6 ოპერატორები, რომელთა მიკავშირებული ფუნქციები მი- 

იღებიან: თ ოპერატორის მიკავშირებულ ფუნქციიდან განუსაზღვრელ 
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მნიშვნელობებზე ოპერირების უმარტივესი და ზუსტი პრინციპებით. 
ზოგჯერ გავაკეთებთ, აგრეთვე, შენიშენებს იმის შესახებ თუ როგორია ამა 

თუ იმ წარმოებული ოპერატორის შინაარსი გან უსაზღვრელი მნიშვნე- 

ლობებით გაფართოებულ არეში. დასასრულ შევნიშნოთ, რომ ზოგადი 
შემთხვევის განხილვა არსებითი საჭიროებითაა გამოწვეული. საქმე იმა– 
შია, რომ ხშირად სპეციალური მათემატიკური თეორიები სიმრავლეთა 
თეორიის ბაზაზე აიგება – ისინი სიმრავლეთა თეორიის გაფართოებებს 

წარმოადგენენ. ამასთან. ხშირად ასეთ თეორიებში ფორმები განუსაზ- 

ღერელ მნიშვნელობებს ღებულობენ. 

თუ ერთი მაინც კვანტორული კონსტანტა 5 თეორიის ოპერატო- 

რული ასოა ან თუ § თეორიის ალფაბეტი კვანტორულ კონსტანტას არ 

შეიცავს, მაშინ (კვანტორების წარმოების შესახებ ზოგადი შეთანხმების 

ძალით) § თეორიის კვანტორებია მხოლოდ და მხოლოდ V#, 934 და 

«#4 სახის სიტყვები, სადაც /ბ არის 5 თეორიის ნებისმიერი (საგნობრი- 
ვი) კვანტორული ასო. 

IL, M, C წარმოებული საგნობრივი კონსტანტები 5 თეო- 

რიაში შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრებებით (სადაც X, V და 7 ერთმა- 

ნეთისაგან განსხვავებული მინიმალურნომრიანი კვანტორული ასოებია – 

ე. ი. X, V და 2 შესაბამისად ნულოვანი, პირველი და მეორე კვნტორული 

ასოებიაX 

L – XXIVVILV C X <> –V = C7 /#V 2| ––7 C VII); 

M – XXIVVIV CX «<> |–-V CI //32LV C111; 

ნ – XXIVVIV CX «> 32(V C2)1I. 

ეს განსაზღვრებები გარკვეულ შინაარსს ანიჭებს I, M და LC სიმბო- 

ლოებს შემდეგი შეთანხმების საფუძველზე. გრძელი ტირე ,,-–“ იკითხება 
„ს. წარმოადგენს შემოკლებულ აღნიშენას ..თვის“, ამასთან, მეორე მრა- 
ქალწერტილის ადგილზე ჩაისმის მოცემული თეორიის ფორმა (შესაძ- 
ლოა შემოკლებული სახით), პირველი მრავალწერტილის ადგილზე კი ჩა- 
ისმის განსაზღვრებადი სიმბოლოს შემცველი (გაფართოებული თეორი- 
ის) ფორმა. ამ ფორმებს შესაბამისად ეწოდებათ განსაზღვრის მარჯვენა 
ნაწილი და მარცხენა ნაწილი. იგულისხმება, რომ მარცხენა ნაწილი არის 

შემოკლებული აღნიშვნა მარჯვენა ნაწილისათვის და, მაშასადამე, მარ“ 
ცხენა ნაწილის მნიშვნელობა იგივეა რაც მარჯვენა ნაწილისა. მაგალითად, 
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უკანასკნელი განსაზღვრის მარჯვენა ნაწილი შედგენილი კონსტანტაა, 

რომლის მნიშვნელობა C9/ მოდელში ყველა ელემენტთა კლასია. 6 აღნიშ- 

ნავს ამ შედგენილ კონსტანტას და, მაშასადამე, აღმნი შვნელისა და აღნიშ- 
ნულის გაიგივების პრინციპის ძალით უნდა განვიხილოთ როგორც 

კონსტანტა (სახელდობრ, როგორც წარმოებული კონსტანტა), რომლის 

მნი შენელობა C// მოდელში ყველა ელემენტის კლასია – ე.წ. უნივერსა- 

ლური კლასი. ანალოგიურად ვრწმუნდებით, რომ C=/ მოდელში I ყვე- 
ლა ინდივიდის კლასია, M კი ყველა სიმრავლის კლასია. განსაზღვრებად 

სიმბოლოს უწოდებენ აგრეთვე შემამოკლებელ სიმბოლოს. ქვემოთ 
განვიხილავთ წარმოებულ პროპორციულ კონსტანტების მაგალითებსაც. 

საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის მოდელის შემთხვევაში M და L 

წარმოებული კონსტანტებიდან თითოეულის მნიშვნელობაა ცარიელი 
სიმრავლე. ამიტომ ამ შემთხვევაში ტერმინები ,,ყველა სიმრავლის სიმ- 

რავლე“ და ,,უნივერსალური სიმრავლე“ არ გამოიყენება – ამ ტერმინების 
შესაბამისი საგნები არ არსებობენ. 

შევნიშნოთ, რომ მოტანილი განსაზღვრებები შეგვიძლია განვიხ– 
ილოთ მოდელებისა და ინტერპრეტაციებისაგან დამოუკიდებლად – L, M 

და 6 შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ფორმათა შემოკლებული აღნიშ– 

ვნები.ისინი შინაარსს იძენენ ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში, ამასთან, ნების- 
მიერ მოდელში მათ ტერმინების შესაფერისი ბუნებრივი შინაარსი აქვთ. 

სავარჯიშო. ჩაწერეთ მოტანილი განსაზღვრებები მეტაცვლადე- 

ბის გამოყენების გარეშე იმ შემთხვევაში, როცა § თეორიის ალფაბეტს 
საგნობრივი ცვლადები არ აქვს. 

განხილული სახის განსაზღვრამ განსაზღვრებად სიმბოლოს შეიძ- 
ლება მიანიჭოს ამა თუ იმ ტიპის ოპერატორის შინაარსი ან ოპერატორუ- 
ლი ნიშნის შინაარსი. ამ შემთხვევაში განსაზღვრებად სიმბოლოს (შემა- 
მოკლებელ სიმბოლოს) უწოდებენ წარმრებულ ოპერატორს, შესა- 
ბამისად წარმოებულ ოპერატორულ ნიშანს. ამასთან გულისხმო- 
ბენ, რომ წარმოებული საგნობრივი ან პროპოზიციული კონსტანტები 
ფწულადგილიანი) წარმოებული ოპერატორებია და წარმოე- 
ბული ოპერატორული ნიშნების გამოყენებით მიღებული ოპერატორე- 
ბიც წარმოებული ოპერატორებია – წარმოებული კვანტორებია. 
გარდა აღნიშნულისა, სხვა ტიპის შემამოკლებელ სიმბოლოებს (ანუ წარ- 
მოებულ სიმბოლოებს) არ გამოვიყენებთ. 
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სავარჯიშო. დაამტკიცეთ, რომ იმ შემთხვევაში. როცა § თეორ- 

იის ალფაბეტი შეიცავს საგნობრივ ცვლადებს, მოტანილ განსაზღვრაში 

ფრაზა ,,მინიმალურნომრიანი კვანტორული ასოებია" შეიძლება შეიცვა- 

ლოს ფრაზით „მინიმალურინდექსიანი ცვლადებია“, იმ შემთხვევაში კი. 

როცა 5 თეორიის ალფაბეტი არ შეიცაეს საგნობრივ ცელადებს, მო– 

ტანილ განსაზღვრაში სიტყვა ,,მინიმალურნომრიანი“ შეიძლება შეიცვა- 

ლოს სიტყვით ,,მინიმალურინდექსიანი“. 

ახლა შემოვიტანოთ რამდენიმე წარმოებული ოპერატორის განსაზ- 
ღვრა. ერთადგილიანი რელიაციური სპეციალური (წარმოებული) მარ- 

ტივი ოპერატორები (L, 6, იი. 1:, M” შემოიტანებიან შემდეგი განსაზღვრე- 

ბებით. 

მI- -1I = 6 //-=<9XX C "LI; 

<5I – 3XI+ CX1I; 

ო – I =CVI(3XIX CI"), 3XII CXI); 

LI – 1 =C CV 3XIX C+XI; 

L + –- <–იმ გოს 

სადაც “ ნებისმიერი ტერმია. X კი 1-ში თავისუფალი შემოსელის არ- 
მქონე მინიმალურ ნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოა. §, <, XI, M, 

#- წარმოებული ოპერატორები შესაბამისად იკითხებიან: ,,ინდივიდია“, 

„ელემენტია“, ,,სიმრავლეა' ,,,კლასია'',,,საკუთრივი კლასია“ (ანუ ,,ზესიმ- 

რავლეა“). 

სავარჯიშო 1. დაამტკიცეთ. რომ მოთხოვნა ,,X იყოს I-ში თავი- 

სუფალი შემოსვლის არმქონე მინიმალურნომრიანი საგნობრივი 
კვანტორული ასო“ უზრუნველყოფს იმას, რომ X იყოს (თეორიის) ოპე- 

რატორული ასო. ამიტომ აღნიშნულ ფრაზაში სიტყვა ,კვანტორული“ 

შეიძლება შეიცვალის სიტყვით ,ოპერატორული“. 

2. დაამტკიცეთ. რომ იმ შემთხეევაში. როცა 5 თეორიის ალფაბეტი 

შეიცავს საგხობრივ ცვლადებს. მოტანილ განსაზღვრებებში ფრაზები 
„მინიმალურნომრიანი“ და ,,კვანტორული ასოა,, შეიძლება ერთდროუ- 
ლად შესაბამისად შეიცვალოს სიტყვებით ,,მინიმალურინდექსიანი,, და 

„ცელადია“. წინააღმდეგ შემთხვევაში შეიძლება სიტყვა „მინიმალურნომ- 

რიანი“ შეიცვალოს სიტყვით „მინიმალურინდექსიანი“. 
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ხშირად წარმოებული სიმბოლოს განსაზღვრაში განსაზღქრის მარ– 
ჯვენა მხარეში მყოფი ზოგიერთი ოპერატორული ასოსაგან მოითხოვება 

მინიმალურნომრიანობა (სათანადო პირობის დაცვით). ამ მოთხოვნის 

მოხსნით (აღნიშნული პირობის მოუხსნელად) წარმოებული სიმბოლოს 

შინაარსი არსებითად არ იცვლება. მართალია, ამით იკარგება განსაზ- 

ღვრის მარჯვენა მხარის ცალსახობა. მაგრამ ამ გზით მიღებული განსაზ– 
ღვრის სხვადასხვა ვარიანტების მარჯვენა მხარეები ურთიერთკონგრუენ- 
ტული ფორმებია – ურთიერთკონგრუენტულ ფორმებს კი ერთი და იგი– 
ვე შინაარსი აქვთ. ამიტომ ხშირად წარმოებული სიმბოლოს განსაზღვრის 
ძირითადი ვარიანტის ნაცვლად გამოვიყენებთ ხსენებული სახის ამა თუ იმ 
ვარიანტს (ამის შესახებ მკითხველის გაფრთხილების გარეშეც). 

შემოკლებული სიმბოლოს განსაზღვრის კერძო შემ- 
თხვევა ეწოდება გამოსახულებას, რომელიც მიიღება განსაზღვრაში მე- 
ტაცვლადების ნაცვლად მათი მნიშვნელობათა ნებისმიერი სისტემის ჩასმით. 

ვთქვათ. მ. ხ. # და 8 არიან § თეორიის ტერმები, X,,...,X, კი (ერ- 

თმანეთისაგან განსხვავებული) ცვლადების მიმდევრობაა, რომლის წევ- 
რთა შორის იმყოფება მ. ხ. ტ და 8 ტერმების ყველა თავისუფალი ცვლა- 

დი.თუ §5 თეორიის ალფაბეტი ცვლადებს არ შეიცავს. მაშინ ეს მიმდევ– 
რობა ცარიელია. მკითხველი ადვილად გაიაზრებს თუ როგორ უნდა გა- 
მარტივდეს ქვემოთ მოტანილი წინადადებები ასეთ შემთხვევაში. რო– 

გორც ვიცით (მოცემული თეორიის =/ ინტერპრეტაციაში). ტერმები აღ– 

ნიშნავენ (C #/ ინტერპრეტაციის მიმართ) მისი თავისუფ'ლი ცვლადების 
მნიშვნელობათა სისტემაზე დამოკიდებულ საგნებს, ფორმულები კი წარ- 
მოადგენენ მისი თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობათა სისტემაზე და– 
მოკიდებულ წინადადებებს. ფორმულები იკითხება იმ წინადადებებით, 
რომლებსაც ისინი აღნიშნავენ (არ გამოვრიცხავთ შემთხეევებს, როცა ეს 
წინადადებები გამარტივებული ფორმით აიღება). ამიტომ, ნაცვლად მი– 
თითებისა იმის შესახებ, თუ როგორ იკითხება მოცემული ფორმულა, 

ხშირად უთითებენ იმას. თუ რომელ წინადადებას აღნიშნავს იგი და პი– 
რიქით. აქვე შევნიშნოთ. რომ ხშირად ნაცვლად მითითებისა, თუ როგორ 

იკითხება ფორმულა. უთითებენ იმას თუ როგორ იკითხება ფორმულის 
მთავარი ოპერატორი. ამით ბუნებრივად განისაზღვრება ფორმულის წა- 
კითხვის წესი(კ. ასევე, ტერმი იკითხება იმ საგნის სახელით. რომელსაც იგი 
აღნიშნავს და ტერმების შემთხეევაშიც გვექნება ანალოგიური შეთანხმე– 
ბები. ფორმულა ,,გ C/%' აღნიშნავს წინადადებას ,,მ არის /ს კლასის ელემ- 
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ენტი“ ანუ ..ი ეკუთვნის #-ს“ ანუ ,,მ ეკუთენის /ს კლასს“. ამის შესაბა- 

მისად 8 C # წინადადება (ფორმულა) ითელება ჭეშმარიტად «#7 ინტერ- 

პრეტაციაში მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როცა #. არის კლასი და მ არის /V 

კლასის ელემენტი (ე.ი. ,,მ8 C #“ წინადადება (ფორმულა) ითვლება ჭეშ- 

მარიტად // ინტერპრეტაციაში #4 ინტერპრეტაციის მიმართ X..აX, 

ცვლადების მნიშენელობათა მხოლოდ და მხოლოდ ისეთი (მ,.--„მ,) სის- 

ტემისათვის. რომლისთვისაც /„%ს ტერმის მნიშვნელობა არის (რაიმე) /#” 

კლასი. მ ტერმის მნიშენელობა კი არის ისეთი საგანი, რომელიც #” 

კლასის ელემენტია. ფორმულა ,,მ = ხ“ აღნიშნავს წინადადებას ,,მ და ხ 

ტერმების მნიშვნელობები ერთი და იგივე საგნებია“ ანუ ,მ-+ს და ხ-ს 
მნიშვნელობები ერთი და იგივე საგნებია“ ანუ „გ და ხ ერთი და იგივე 

საგნებს აღნიშნავენ“ ანუ ,,82 უდრის (ეტოლება) ხ-ს“. თუ 8 და ხ საგნო- 

ბრივი ცვლადებია. მაშინ მ = ხ ფორმულა. აღნიშნავს აგრეთვე წინადადე– 

ბას ,,8 და ხ ცელადების მნიშვნელობები ერთი და იგივეა“. ანალოგიური 

დაზუსტებული ფრაზები გამოიყენება სხვა შემთხეევებშიც. მოტანილი 

შეთანხმებები უცვლელად უნდა გავავრცელოთ გაფართოებული თეორ- 
იის ფორმებსა და ოპერატორებზე (განსაკუთრებით იმ გაფართოებული 
თეორიის ფორმებსა და ოპერატორებზე. რომლის მისაღებად საკმარისია 
მოცემული თეორიის ალფაბეტს დავუმატოთ წარმოებული სიმბოლოები 
და მოცემული შინაარსული თეორიის საგნების უშუალოდ აღმნიშვნელი 
დამხმარე კონსტანტები). 

ადვილი დასანახია შემდეგ წინადადებათა სამართლიანობა. 

1. თუ მ და ხ ტერმებიდან ერთის მნიშვნელობა მაინც არის +, მაშინ 

სიმრავლეთა თეორიის ნებისმ-ერ ·// ინტერპრეტაციაში მ = ხ და მ. C ხ 
ფორმულების მნიშვნელობებია წ. 

2. თუ სიმრავლეთა თეორიის „// ინტერპრეტაციის უნივერსუმის სა- 
განთა რიცხვი ერთს აღემატება (ეს პირობა არატრივიალური აქსიომური 

სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერ მოდელში შესრულებულია) და მ და ხ 

ტერმებიდან ერთის მნიშვნელობა მაინც არის +. მაშინ მ · = ხ ფორმუ- 

ლის მნიშვნელობაა L. 

3. თუ სიმრავლეთა თეორიის · / ინტერპრეტაციის უნივერსუმის სა- 

განთა რიცხვი ერთს აღემატება და მ და ხ ტერმებიდან ერთის მნიშვნე- 

13)



ლობა მაინც არის +, მაშინ გ· C ხ ფორმულის მნიშენელობაა + გარდა 

იმ შემთხვევებისა, როცა მ ტერმის მნიშვნელობაა ზესიმრავლე ან ხ ტერ- 

მის მნიშვნელობაა ცარიელი სიმრავლე ან ინდივიდი (ამ შემთხეევებში 
მ · C ხფორმულის მნიშვნელობაა #). 

შენიშვნა. არსებითია ის გარემოება, რომ მაგალითად, ,,2 C/ს%“-თი 

აღინიშნება წინადადება ,,მ არის #ს კლასია ელემენტი“ (რომელიც შეიძლე- 
ბა იყოს ან ქეშმარიტი ან მცდარი) და არა ის ფაქტი, რომ 8 არის /ბ· კლასია 

ელემენტი. ის ფაქტი, რომ მ არის /ს კლასის ელემენტი, ისევ ,,2 C #“ 
სახით ჩაიწერება C,მ C #“ წინადადებით გამოიხატება). მაგრამ ,,2 რ #“ 

ჩანაწერი (წინადადება) რომ მხოლოდ ზსენებულ ფაქტს გამოხატავდეს 

(აღნიშნავდეს), მაშინ ,,8 C #“ წინადადება აუცილებლობით იქნებოდა 

ჭეშმარიტი. მატემატიკაში ,,მ C #“ სახის ჩანაწერი უმეტესად აღნიშნავს 

(მათემატიკურ) წინადადებას, რომელიც ჩვენი შესწავლის ობიექტს წარ- 
მოადგენს და მაშასადამე, წინასწარ არაა ცნობილი იგი ჭეშმარიტია თუ 
მცდარი. იგივე ითქმის სხვა მათემატიკურ წინადადებების შესახებაც. მე- 
ტამათემატიკური წინადადებები, პირიქით. უმეტესად იხმარება ფაქტების 
აღსანიშნავად (შესწავლის შედეგად ფაქტების აღსანიშნავად), ყველა გა- 
მონაკლის შემთხვევაში კონტექსტმა უნდა უზრუნველჰყოს გაუგებრობა- 
თა თავიდან აცილება. 

განვიხილოთ სიმრავლეთა თეორიის შემდეგი პრედიკატები: 

=, C,#X,3, C,3,C,5,C, 2,V, 2,C., > (1) 

( 6 და 3 სიმბოლოების ნაცვლად იყენებენ აგრეთვე 6 და # სიმბოლო- 

ებს). აღნიშნულ პრედიკატებიდან მოცემული 5 სიმრავლეთა თეორიის 
ძირითადი პრედიკატებია მხოლოდ = და C , დანარჩენი პრედიკატები 
(1-Xდან უნდა შემოვიტანოთ როგორც ”შემამოკლებელი სიმბოლოები 

შემდეგი განსაზღერებებით (სადაც მ, ხ, # და 8 ნებისმიერი ტერმებია, X 

კი ისეთი მინიმალურნომრიანი საგნობრივი კვანნტორული ასოა, რომელ- 

საც არ აქვს თავისუფალი შემოსვლა არც # და არც 8 ტერმში) 

(გ».ახ) – –ჯგ6=ხ) 

სტბ3გ82) – 2C04; 

(გ C2#ტ) – –(26C604); 

I(ს32) – 26864; 
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(რC8) – VXXC4->X6C8)/Mტ #/V8; 

(რ=8) – 8C#4, 
(XC8) - #C8/#X##8, 

(I=528) – 8C#4; 

(I(რთ8) – –(4C8), 

(4 98) – 838თ#, 
(MLICსც8) – –I4C08I) 

(0298) – 8C/. 
ეს განსაზღვრებები განსაზღვრებად შემამოკლებელ სიმბოლოებს 

მოცემული 9 სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერ C/ ინტერპრეტა- 

ციაში = და C პრედიკატების შინაარსით ცალსახად განსაზღვრულ 

შინაარსს ანიჭებენ. 

აქ, მაგალითად. პირველი განსაზღერის მარჯვენა მხარეში გვაქვს ისე– 

თი წინადადება, რომლის შინაარსი § თეორიის ნებისმიერ ა/ ინტერ- 

პრეტაციაში ცნობილია: – კავშირის შინაარსის ძალით –L(მ = ხ1) ჭეშ- 

მარიტია 9V/-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ,,მ = ხ“ არის მცდარი C#- 

ში. ,,= “ პრედიკატის შინაარსის ძალით ,,მ = ხ“ არის მცდარი უ/-ში მა- 

შინ და მხოლო მაშინ, როცა 8 და ხ ტერმების მნიშვნელობები ერთმანე- 

თისაგან განსხვავებული საგნებია; მაშასადამე, –I8 = ხ) წინადადება 

ჭეშმარიტია ი/-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ 8 და ხ ტერმების მნიშვნელო- 

ბები C/-ში ერთმანეთისაგან განსხვავებული საგნებია. ამიტომ, რამდენა- 

დაც I2 > ხ) არის –(გ = ხ) ფორმულის (მოკლე) აღნიშვნა, 8 # ხ წი- 

ნადადება ჭეშმარიტია C#-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჭეშმარიტია 

–Iმ = ხ1 წინადადება, ე.ი. – როცა 8 და ხ ტერმების მნიშვნელობები 

ერთმანეთისაგან განსხვავებული საგნებია. 8 # ხ წინადადებით გამოხა– 
ტული მსჯელობის პრედიკატი აღინიშნება ,,- # –“ გამოსახულებით, 

რომელსაც მოკლედ აღნიშნავენ აგრეთვე # სიმბოლოთი. ამრიგად, პირ- 

ეელი განსაზღვრა ცალსახად განსაზღვრავს # პრედიკატის შინაარსს. 

იგივე შეიძლება ითქვას ყოველ შემდგომ განსაზღვრაზე (ყოველი შემოტა- 
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ნილი განსაზღვრის მარჯვენა მხარეში გეხედება მხოლოდ ისეთი პრედიკა– 
ტები, რომელთაგან თითოეულის შინაარსი ან წინა განსაზღვრებითაა 

განსაზღვრული ან არის ერთ-ერთი C და = პრედიკატებიდან). მაგალი- 

თად, მეორე განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ #3 8 ჭეშმარიტია 

ლში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /ბ არის კლასი და 8 არის /) კლასის 

ელემენტი. 
შენიშვნა. არსებობენ სიმრავლეთა თეორიის ისეთი ფორმულირე- 

ბები, რომელთა ალფაბეტი არ შეიცავს = სიმბოლოს. ასეთი სიმრავლეთა 

თეორიის ისეთ მოდელში, რომელშიც ინდივიდთა კლასი ცარიელია (თუ 

ამას უზრუნველყოფს ამ თეორიის აქსიომები, მაშინ მის ნებისმიერ მოდ- 
ელში) = პრედიკატი შეიძლება შემოვიტანოთ როგორც შემამოკლებელი 

სიმბოლო შემდეგი განსაზღვრით: 

ბ=8 – VXIXC/#/«>XC8), 

სადაც # და 8 ნებისმიერი ტერმებია, X კი მინიმალუნომრიანი საგნობ– 

რიეი კვანნტორული ასოა (იგულისხმება, რომ თეორიის აქსიომებს შორი- 
საა მოცულობის აქსიომა, რომლის ძალით ორი კლასი ერთი და იგივეა 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათ ერთი და იგივე ელემენტები აქეთ). 

ვთქვათ, ახლა, რომ (1) პრედიკატები 5 თეორიის ძირითადი პრედი- 

კატებია. მაშინ 5 თეორიის ისეთი 9 ინტერპრეტაციის მისაღებად, რო- 
მელშიც (1)Xდან აღებული = და C პრედიკატებისაგან განსხვავებული 
პრედიკატების შინაარსი ისევე იყოს განსაზღვრული = და 6C პრედი- 
კატების შინაარსით, როგორც ზემოთ განხილულ შემთხვევაში გექონდა, 
საკმარისია შევარჩიოთ ნებისმიერად C -ის მნიშვნელობა მისი მნიშვნე- 

ლობათა არედან (= პრედიკატის მნიშვნელობა თავისთავად შერჩეულია 

– იგი საკუთრივი კონსტანტაა) და შემდეგ (1X-დან აღებული = და C 

პრედიკატებისაგან განსხვავებული პრედიკატების შინაარსი განესაზლვ- 
როთ მეტამათემატიკურ ტოლძალოვნებებით, რომელთა ზემოთ მოტა- 
ნილი თორმეტი განსაზღვრიდან მისაღებად საკმარისია ,,–“ სიმბოლო 

(გრძელი ტირე) შევცვალოთ <2>., სიმბოლოთი (ამ წინადადების სამარ- 

თლიანობის დამტკიცება ევალება მკითხველს). მაგალითად, C პრედიკა– 
ტის შინაარსის განმსაზღვრელი მეტატოლძალოვნება იქნება: 

·ბC8 <=. VXIXC,#ს->XC8)/M040V/M%8, 
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(სადაც # და 8 ნებისმიერი ტერმებია, X კი ისეთი მინიმალურნომრიანი 
კვანტორული საგნობრივი ასოა, რომელსაც არ აქვს თავისუფალი შემოს- 
გლა არც # და არც 8 ტერმში). ადვილი დასანახია, რომ (ისინი როგორც 

ზემოთ განხილულ შემთხვევაში) ამ შემთხვევაშიც #C 8 ფორმულა 
(ე.ი. უკანასკნელი ტოლძალოვნების მარჯვენა ნაწილი) ჭეშმარიტია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა # და 8 კლასებია და # კლასის თითოეული 

ელემენტი არის 8 კლასის ელემენტი. თუ I ინტერპრეტაციაში C პრე– 
დიკატის მნიშვნელობა ისეა შერჩეული, რომ ინდივიდთა ერთობლიობა 
ცარიელია და მოცულობის აქსიომა შესრულებულია, მაშინ = პრედიკა- 
ტის (საკუთრივი კონსტანტის) შინაარსი იგივეა, რასაც მას ანიჭებს შემ- 
დეგი ტოლძალოენება: 

იბ=სც «<2, VXIXC0M«<>X6C8), 

სადაც # და 8 ნებისმიერი ტერმებია, X კი ისეთი მინიმალურნომრიანი 
საგნობრივი კვანტორული ასოა, რომელსაც თავისუფალი შემოსვლა არ 
აქვს /# და 8 ტერმებში. განხილულ შემთხვევაში (ე.ი. როცა (1) პრედიკა- 

ტები 5 თეორიის ძირითადი პრედიკატებია) ვიგულისხმებთ, რომ 5 
სიმრავლეთა თეორიის აქსიომები უზრუნველყოფენ ზემოთ მოტანილი 
თორმეტი განსაზღვრის შესაბამის ტოლძალოვნებათა შესრულებას თეო- 
რიის ნებისმიერ მოდელში. 

შენიშვნა. ვთქვათ, C/ არის § სიმრავლეთა თეორიის მოდელი. 
განუსაზღვრელ მნიშენელობებზე ოპერირების ზუსტი პრინციპიდან გა- 
მომდინარეობს, რომ როცა # და 8 ტერმებიდან ერთის მნიშვნელობა 

მაინც განუსაზღვრელია, მაშინ C/-ში # · C 8 ფორმულის მნიშენელობა 
განუსაზღვრელია, გარდა შემდეგი შემთხეევებისა: (1) /ს# და 8 ტერმები- 
დან ერთის მნიშვნელობა ინდივიდია (ამ შემთხვევაში # · C 8 ფორმე- 

ლის მნიშვნელობაა ჩ; (2) =/ მოდელის ინდივიდთა კლასი ცარიელია და 8 

ტერმის მნიშვნელობაა უნივერსალური კლასი (ამ შემთხვევაში # · C 8 

ფორმულის მნიშვნელობაა L). 

სავარჯიშო. ვთქვათ, C/ არის § სიმრავლეთა თეორიის მოდელი. 
(განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების უმარტივესი პრინციპით) 
განსაზღვრეთ 

=3 C %#,3, 6, 3,C, =, ლ, 2, დ, 26, C, ბ 
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ოპერატორთა შინაარსი 7 მოდელის განუსაზღვრელი მნიშვნელობებით 
გაფართოებულ არეში. 

შენი შვნა I. C ოპერატორის შინაარსის მოტანილ ორივე განსაზ- 

ღვრაში ხშირად X-გან მოითხოვენ მხოლოდ იმას, რომ იგი იყოს § თეო- 

რიის ისეთი ნებისმიერი საგნობრივი ოპერატორული ასო, რომელსაც არ 

აქვს თავისუფალი შემოსვლა არც # და არც 8 ტერმში. ცხადია, ამით მე– 
ორე განსაზღვრის შინაარსი არ იცვლება. რაც შეეხება პირველ განსაზ- 

ღვრას, აქ უხერხულობას იწვევს ის გარემოება, რომ # C 13-ით აღნიშნუ- 

ლი ფორმა (ფორმულა) ცალსახად არაა განსაზღვრული (X ასოს ნების– 

მიერობის გამო). აღნიშნული უხერხულობა არაა არსებითი. საქმე იმაშია, 

რომ # C 13-ით აღნიშნული ფორმა. როგორც ადვილი დასანახია. წარ–- 

მოადგენს ნებისმიერს გარკვეული აზრით ურთიერთტოლფას ფორმათა 
კლასიდან (ამ კლასის ფორმები ურთიერთკონგრ უენტული ფორმ ულებია 

– 8 თეორიის შემთხვევაში ეს ცხადია. ზოგად შემთხვევაში მხედველო– 
ბაში უნდა ვიქონიოთ კონგრუენტულობის ზოგადი განსაზღვრა). ამიტომ 
ასეთი განსაზღვრა C წარმოებულ ოპერატორს იმავე შინაარსს ანიქებს. 

რასაც მას ანიჭებს ძირითად კონტექსტში მოტანილი ორივე განსაზღვრი– 
დან თითოეული. ანალოგიური შენიშენა ძალაში რჩება წარმოებულ ოპ- 
ერატორთა ქეემოთ მოტანილ იმ განსაზღვრებების მიმართ, რომლებიც 
შეიცავენ ფრაზას ,ისეთი მინიმალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორუ- 
ლი ასოა“: თუ ასეთ განსაზღვრაში აღნი მნული სახის ფრაზის თითოეულ 

შემოსვლას შევცვლით ფრაზით ,, 5 თეორიის ასეთი ნებისმიერი საგნობ- 
რივი ოპერატორული ასოა“. მივიღებთ წარმოებული ოპერატორის ისეთ 

განსაზღვრას. რომლის მარჯვენა მხარე განისაზღვრება კონგრუენტულო- 
ბამდე სიზუსტით და რომელიც წარმოებულ ოპერატორს იმავე შინაარსს 
ანიჭებს, რასაც მას ანიჭებს ძირითად კონტექსტში მოტანილი განსაზ- 

ღვრა. სამართლიანია ანალოგიური წინადადებები ქვემოთ მოტანილ გან– 
საზღვრებებში მყოფი ისეთი ანალოგიური ფრაზების მიმართ, რომლებ- 
შიც ერთის ნაცვლად რამდენიმე საგნობრივ კვანტორული ასო ფიგური- 
რებს. 

შენი შვნა II. (1) პრედიკატების შინაარსის ზემოთ მოტანილ გან- 
საზღგრებებში ნაგულისხმევი იყო, რომ მოცემული თეორიის ფორმები 

განუსაზღვრელ მნიშვნელობებს არ ღებულობენ. ამიტომ ამ განსაზღვრე– 
ბებში შეგვეძლო გეეგულისხმა. რომ მ, ს, # და 8 ნებისმიერი საგნობრივი 

ასოებია. მართლაც, განხილულ შემთხვევაში, როცა სურთ განსაზღვრონ, 

136



საზოგადოდ. C I1-ადგილიანი (I > 0) პრედიკატის შინაარსი C#,...ტ. 

სახის ფორმულების შინაარსის განსაზღვრის საფუძველზე, საკმარისია 
განისაზღვროს C/",.../#,, სახის ფორმულების შინაარსი იმ შემთხვევაში. 

როცა #,.../#ს, საგნობრივი ასოებია. საქმე იმაშია. რომ საგანთა ნების- 
მიერი მ,ც....მ სისტემა შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც საგნობრივი 

ასოების მნიშვნელობათა სისტემა და. მაშასადამე, C#,...ტ,, სახის ფორ- 

მულების შინაარსის განსაზღვრა. სადაც #ტ.,..,რ, ნებისმიერი საგნობ- 
რივი ასოებია. უზრუნველყოფს თო პრედიკატის მიკავშირებული ფუნქცი- 

ის განსაზღვრას. სამართლიანია ანალოგიური შენიშვნა სხვა ტიპის მარ– 

ტივ ოპერატორების შემთხვევაშიც. : 
ზემოთ ენახეთ თუ როგორ შეიძლება პრედიკატის (რელიაციური 

ოპერატორის) შინაარსი განისაზღვროს ინტერპრეტაციაში მეტატოლძა– 
ლოვნებით. ასევე შეიძლება სუბსტანციური ოპერატორის შინაარსის 

განსაზღვრა ინტერპრეტაციაში მეტაიგივურობით. აქ ფრაზა „ოპერატო- 

რის შინაარსი განისაზღვროს ინტერპრეტაციაში“ ზუსტი არაა. თუ ოპე- 

რატორი, რომლის შინაარსსაც ვგსაზღერავთ, ძირითადია, მაშინ მისი ში- 

ნაარსი ინტერპრეტაციაში განსაზღვრული უნდა იყოს. ამ შემთხვევაში 

ოპერატორის შინაარსი ინტერპრეტაციაში კი არ განისაზღვრება, არა– 

მედ ოპერატორის შინაარსი განისაზღვრება ინტერპრეტაციის აგების 

გასრულების მიზნით – ისეთნაირად დასრულების მიზნით, რომ გან- 
საზღვრებად ინტერპრეტაციაში ადგილი ჰქონდეს სასურველ მეტატოლ- 

ფასობას (მეტატოლძალოენებას ან მეტაიგივურობას). თუ ოპერატორი, 

რომლის შინაარსიც განისაზღერება. არაა ძირითადი ოპერატორი, მაშინ 

მეტატოლფასობით მისი შინაარსის განსაზღვრა ფაქტობრივად ნიშნავს 

ახალ თეორიაზე გადასვლას მოცემული თეორიის ალფაბეტისადმი აღ- 

ნიშნული ოპერატორის სათანადო ტიპის სიმბოლოს დამატებით და 

მოცემული თეორიის ინტერპრეტაციის გარდაქმნას გარდაქმნილი თე- 

ორიის ისეთ ინტერპრეტაციად, რომელშიც ადგილი აქვს ოპერატორის 

შინაარსის განმსაზღვრელ მეტატოლფასობას. მოცემული თეორიის ალ- 
ფაბეტის სიმბოლოთა შინაარსის შეუცვლელად (ახალ თეორიაზე 
გადასვლის გარეშე ხსენებულ ტოლფასობას აზრი არ ექნებოდა). ცხადია, 
ამ მეორე შემთხვევაში ხელსაყრელია ოპერატორის შინაარსი განისაზღვ- 

როს მის წარმოებულ ოპერატორად (შემამოკლებელ სიმბოლოდ) განხ- 

ილვის შედეგად (სათანადო განსაზღვრის მისაღებად საკმარისია მეტა- 
ტოლფასობის ნიშანი შეიცვალოს „-“ სიმბოლოთი). იგივე ითქმის” ოპ- 

ერატორული ნიშნის შინაარსის განსაზღვრის შესახებ. 

137



ხშირად ნაცვლად ი/”-ში მეტაიგიგურობისა, ძირითადი ოპერატორის 

შინაარსს განსაზღვრავენ =-ში ტოლობით ან იგივურობით (აქ მხედვე- 
ლობაშია ის შემთხვევაც, როცა მოცემულ თეორიას აფართოებენ რამ- 
დენიმე ოპერატორის დამატებით და შემდეგ აწარმოებენ გაფართოებუ- 
ლი თეორიის ამ დამატებითი ძირითადი ოპერატორების შინაარსის გან- 
საზღვრას). ასეთ განსაზღვრას ჩვეულებრივ იძლევიან შემდეგი სახის ფრა- 

ზით: ,თ ოპერატორის შინაარსი თ ინტერპრეტაციაში განისაზღვრება 

შემდეგი ტოლობით: /" = , 8 , შესაბამისად იგივურობით: # =/ 8 ,სა- 

დაც # და 8 სათანადოდ შერჩეული ტერმებია. აჭ #=კც 8 ტოლობა, 

შესაბამისად # =,/ 8 იგივურობა, უნდა განვიხილოთ როგორც «/-ში 

ჭეშმარიტი ფორმულა: წმინდა მათემატიკურ ტოლობას ი/-ში არაფრის 
განსაზღვრა არ შეუძლია. სხვა შემთხვევაშიც ხშირად იქნება გამოყენებუ- 

ლი მათემატიკური ფორმულები როგორც «/-ში ჭეშმარიტი, რაზეც პირ- 

დაჰირ ან არაპირდაპირ მიუთითებს კონტექსტი. აქაც ფაქტობრივად საქმე 
გვაქვს ინტერპრეტაციის აგების დასრულების პროცესთან. 

მოტანილი განხილვიდან ჩანს, რომ ოპერატორის შინაარსის განსაზ– 
ღვრა უფრო ხელსაყრელია მისი შემამოკლებელ სიმბოლოდ განხილვის 
მეთოდით. ამიტომ ქვემოთ, იქ სადაც საწინააღმდეგო არ გამომდინარე- 

ობს კონტექსტიდან, ვიგულისხმებთ, რომ (1) პრედიკატებიდან 5 სიმრავ- 
ლეთა თეორიის ძირითადი პრედიკატებია მხოლოდ = და C , დანარჩენი 

კი მისი წარმოებული ოპერატორებია, რომელნიც შემოიტანებიან ზემოთ 
მოცემული განსაზღვრებებით. შემდეგშიც ახალ ოპერატორებს ძირითა- 
დად შემოვიტანთ განსაზღვრებებით – შემოვიტანთ როგორც შემამოკ- 
ლებელ სიმბოლოებს. შემამოკლებელ სიმბოლოებს (წარმოებულ ოპერა- 
ტორებს) მათი განსაზღვრებები ანიჭებს შინაარსს მოცემული თეორიის 

C/ ინტერპრეტაციაში და ამით =/ ინტერპრეტაცია ბუნებრივად გარდაიქ- 
მნება წარმოებული ოპერატორებით (წარმოებული სიმბოლოებით) გა- 
ფართოებული თეორიის ინტერპრეტაციად. 

(1) ძირითადი ან წარმოებული) მიმართებები შესაბამისად იკითხე- 
ბიან: ეტოლება, ეკუთვნის,არ ეტოლება (ანუ განსზვავდება), 
შეიცავს როგორც ელემენტს, არ ეკუთვნის, არ შეიცავს 
როგორც ელემენტს,შედის,შეიცავს,მკაცრად შედის,მკაც- 
რად შეიცავს,არ შედის,არ შეიცავს,არ შედის მკაცრად,არ 
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შეიცავს მკაცრად. ამასთანავე, ამ მიმართებათა სახელწოდებებია 

შესაბამისად ტოლობა (ე.ი. ტოლობის მიმართება), კუთვნი- 

ლება. ტოლობის ფარყოფა, შებრუნებული კუთვნილება, 
კუთვნილების უარყოფა, შებრუნებული კუთვნილების 

უარყოფა, შემავლობა, შემცველობა, მკაცრად შემავლობა, 
მკაცრად შემცველობა, შემავლობის უარყოფა, შემცველო- 
ბის უარყოფა, მკაცრად შემავლობის უარყოფა, მკაცრად 
შემცველობის უარყოფა. ნაცვლად ტერმინისა ,, ტოლობის უარყ- 
ოფა“, გამოიყენება აგრეთვე ტერმინი არატოლობა. ასეეე განისაზ- 
ღვრება აზრი შემდეგი ტერმინებისა არაკუთვნილება, შებრუ- 
ნებული არაკუთვნილება,არაშემავლობა,არაშემცველობა. 
ნაცვლად ტერმინისა „შეიცავს“, იხმარება აგრეთვე ტერმინი მოიცავს 
(მაგალითად, # =2 8 იკითხება ,,/ტ მკაცრად მოიცავს 8-ს“). თუ # =8, 

შესაბამისად # = 8. ჭეშმარიტია, მაშინ ამბობენ, რომ ,,ტ არის 8-ს 

მომცველი“, შესაბამისად ,,რ არის 8-ს მკაცრად.მომცველი“. 

თუ (1)სიმბოლოები ძირითადი ორადგილიანი პრედიკატებია, მაშინ 

2=ხ;უ2C#4; #4 32; C 8; 4 =2 8; ტ C 8; 4 = 8; (2) 

2%X%ხ;გ C ტ; #4 38: 4 თ 8; 0 # 8; ტ C 8; # X 8; (3) 

სადაც მ, ხ, # და 8 ნებისმიერი საგნობრივი ასოებია, ამ პრედიკატების 

შესაბამისი უმარტივესი ფორმ ულებია. ზოგჯერ მსჯელობათა გამარტივე- 
ბის მიზნით, იმ შემთხვევაშიც, როცა (1) სიმბოლოებიდან ზოგიერთი 
წარმოებული ორადგილიანი პრედიკატია, (2)-დან და (3)დან აღებულ 
ნებისმიერ ფორმულას შესაბამისი ძირითადი ან წარმოებული მიმართე- 
ბის მთავარ (ოპერატორის) სახელს უწოდებენ მაშინაც, როცა მ, ხ, 4ჩ და 

8 ნებისმიერი ტერმებია. მაგალითად, #, = 8 და 8 C #4 ფორმულებს შე- 

საბამისად ეწოდებათ შემცველობა და კუთვნილება. ქვემოთ ენახავთ, რომ 

ნებისმიერი ფორმულა შეგვიძლია განვიხხლლოთ როგორც (მეტამათემა- 
ტიკური) მიმართება, რომელსაც ისევ ამ ფორმულით აღნიშნავენ. ამას- 
თანავე, მაგალითად, # C 8 ფორმულა, განილული როგორც (მეტამა- 

თემატიკური) მიმართება, იმ შემთხვევაში, როცა # და 8 საგნობრივი 

ასოებია, იგივეა რაც C პრედიკატული ნიშნის მიკავშირებული პრედიკა- 

ტი. იგივე ითქმის სხვა მარტივი ოპერატორების შემთხვევაშიც. აქვე შქვ- 
ნიშნოთ, რომ ზოგჯერ მსჯელობათა გამარტივების მიზნით, პირიქითაც 

ფორმის სახელს იყენებენ მისი მთავარი ოპერატორის სახელწოდებად (იმ 
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შემთხვევაშიც, როცა ეს უკანასკნელი წარმოებული ოპერატორია). მაგა- 
ლითად /+, V ოპერატორებს სიმარტივისათვის შეგვიძლია შესაბამისად 

ვუწოდოთ კონიუნქცია და დიზიუნქცია. ქვემოთ ეს შეთანხმება გამოიყე– 
ნება ნებისმიერი მარტივი ოპერატორის შემთხვევაში. 

Cთ იყოს ნებისმიერი =,C,#%,3, C,3,C.-2,C,=,%,2,თC, 2 პრედი- 

კატებიდან. ზემოთ ვნახეთ, რომ იმ შემთხვევაში, როცა 5 განიხილება 
როგორც ორმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორია, C შესაძლებელია შე- 

მოვიტანოთ როგორც შემამოკლებელი სიმბოლო – როგორც წარმოე- 
ბული პრედიკატი. 

ამოცანა. გამოარკვიეთ შეიძლება თუ არა C და · C ოპერატორები 
შემოვიტანოთ როგორც შემამოკლებელი სიმბოლოები როგორც წარმო- 

ებული პრედიკატები იმ შემთხვევაში, როდესაც 5 განიხილება როგორც 
სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორია (Cთ და · C ოპერატორების ზე- 

მოთ განხილული შინაარსის შეუცვლელად). 
ამ ამოცანასთან დაკავშირებით შევნიშნოთ შემდეგი. 
=, C ,-" = და · C ძირითადი პრედიკატებია (მათ შემოტანა არ ესა- 

ჭიროებათ) და მათ მიკავშირებული ფუნქციები მიეწერებათ ზოგად შე- 
თანხმებათა საფუძველზე (განუსაზღვრელ მნიშვნელობებზე ოპერირების 
უმარტივესი და ზუსტი პრინციპებით). 

სამმნიშვნელობიანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევაში · # შემოიტა– 

ნება როგორც წარმოებული ოპერატორი შემდეგი განსაზღვრით: 

გ#ხ – ·-–-”მ=ხ). 

შემოწმება ესაჭიროება იმ შემთხვევას, როცა მ და ხ ტერმების მნიშ- 

ვნელობებიდან ერთი მაინც არის L. ამ შემთხვევაში განსაზღვრის მარჯვე- 

ნა მხარის მნიშვნელობა არის 1 (ვგულისხმობთ, რომ C/ სიმრავლეთა თე- 

ორიის მოდელია და, მაშასადამე, =/ ინტერპრეტაციის უნივერსუმის სა- 

განთა რიცხვი 1-ს აღემატება). ამიტომ უკანასკნელი განსაზღვრა · # ოპე- 

რატორს ანიჭებს ისეთივე შინაარსს, როგორსაც მას ანიჭებს განუსაზ- 
ღვრელ მნი შენელობებზე ოპერირების ზუსტი პრინციპი. 

ასევე, # შემოიტანება როგორც წარმოებული ოპერატორი შემდეგი 
განსაზღვრით: 

(გ # ხ) – –ლ.–წმ. = ხ|. 
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აქაც შემოწმება ესაჭიროება იმ შემთხვევას, როცა 8 და ხ ტერმების 

მნიშენელობებიდან ერთ-ერთი არის +. 
შემდეგი განსაზღერებები იქნება: 

სს3მ2) – 2გC/4; 

სტ-32) – მ:6/. 

# ოპერატორის განსაზღერის მისაღებად გამოყენებული მეთოდი არ 

გამოდგება C პრედიკატისათვის, რამდენადაც არაა სამართლიანი შემდე- 
გი წინადადება: ,,თუ მ და /#) ტერმებიდან ერთის მნიშენელობა მაინც არ- 

ის საგნობრივი განუსაზღვრელობა, მაშინ მ · C # არის + (მაგალითად, 

როცა #=0რ0 და მ= L, მაშინ მ· C # = 1). დასასრულ. შევნიშნოთ, 

რომ C პრედიკატის განსაზღერის მიღებას წინ უნდა უსწრებდეს M და · L 
პრედიკატების განსაზღვრის მიღება (სამმნიშვნელობიანი თეორიის შემ- 
თხვევაში). ! 

თუ ქვემოთ სამმნიშვნელობიანი თეორიის შემთხვევაში გამოყენე- 
ბული იქნება 0 ან · C სახის პრედიკატი მისი შემამოკლებელ სიმბოლოს 

სახით შემოტანის გარეშე, მაშინ იგი თეორიის ძირითად პრედიკატად უნ- 

“და მივიჩნიოთ – უნდა ვიგულისხმოთ, რომ § თეორიის ნაცვლად განიხი– 
ლება სათანადოთ გაფართოებული თეორია. 

L და ( წარმოებული პროპორციული კონსტანტები 5 თეორიაში 
შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრებებით: 

L – "MVXIX=XI: 

( – 3XL>XX). 

სადაც X პირველი საგნობრივი კვანტორული ასოა. ცხადია, § თეორიის 

ნებისმიერ C// ინტერპრეტაციაში L აღნიშენას ჭეშმარიტს, წ კი – მცდარს. 

ქვემოთ ვიგულისხმებთ რომ წარმოებული საგნობრივი კონსტანტე- 
ბი არიან ნულადგილიანი სპეციალური სუბსტანციური წარ- 
მოებული ოპერატორები,წარმოებული პროპოზიციული კონსტან– 
ტები კი არიან ნულადგილიანი წარმოებული ლოგიკური კავშირები ანუ 
ნულადგილიანი ლოგიკური რელიაციური წარმოებული ოპერატორები). 
ყველგან, სადაც საწინააღმდეგო არ გამომდინარეობს კონტექსტიდან, 
როცა ლაპარაკი იქნება წარმოებულ ოპერატორზე, მხედველობაში გვექ- 
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ნება ნულადგილიანი წარმოებული ოპერატორებიც. ძირითადი ოპერა- 
ტორების შემთხვევაში პირიქით, როცა ლაპარაკია ოპერატორებზე ყველ- 

გან, სადაც კონტექსტიდან არ გამომდინარეობს საწინააღმდეგო, მხედვე- 
ლობაში გვექნება მხოლოდ არანულადგილიანი ოპერატორები. 

წარმოებული ოპერატორების დახმარებით მოცემული თეორიის, 
ფორმები შეიძლება ჩაიწეროს შემოკლებული სახით. ამ გზით მიღებულ 
გამოსახულებებს შემოკლებულ ფორმებს (შემოკლებულ ფორ- 

მულებს, შემოკლებულ ტერმებს) უწოდებენ. შემოკლებული 
ფორმის ცნება ემთხვევა იმ გაფართოებული თეორიის ფორმის ცნებას, 
რომლის მისაღებად საკმარისია მოცემული თეორიის ალფაბეტს დაემა- 
ტოს წარმოებული სიმბოლოები სათანადო ტიპის ძირითად სიმბოლოე- 
ბად. შემოკლებული ფორმები, მოცემული თეორიის ფორმების მსგავსად, 
შეიძლება ჩაიწერონ გამარტივებული სახით (ფრჩხილების გამოტოვებით 
და სხვა ხერხებით). შემოკლებული ფორმები მოცემული თეორიის ფორ- 
მების აღნიშვნებს წარმოადგენენ. ამ წიგნში განხილული წარმოებული 
ოპერატორები ისეთი განსაზღვრებებით შემოიტანებიან, რომ ნებისმიერ 
შემოკლებულ ფორმას და ამ შემოკლებული ფორმით აღნიშნულ ფორ- 
მას ერთი და იგივე თავისუფალი ცვლადები აქვთ. ამასთან, ამ თავისუფა- 
ლი ცვლადების მნიშვნელობათა ნებისმიერი სისტემისათვის შემოკლებუ- 
ლი ფორმის მნიშვნელობა (როგორც გაფართოებული თეორიის ფორმის 
მნიშვნელობა) იგივეა, რაც ამ შემოკლებული ფორმით აღნიშნული მო- 
ცემული თეორიის ფორმის მნიშვნელობა ხსენებული ცვლადების მნიშ- 
ვნელობათა იმავე სისიტემისათვის (მხედველობაშია მოცემული თეორიის 

ი ინტერპრეტაციის შესაბამისი გაფართოებული თეორიის 

ის M” ინტერპრეტაცია, რომლის C/ ინტერპრეტაციიდან მისაღებად 
საკმარისია წარმოებულ სიმბოლოებს მივანიჭოთ მათი განსაზღვრებების 
შესაბამისი მნიშვნელობები). შემოკლებული ფორმიდან ამ შემოკლებუ- 
ლი ფორმით აღნიშნული ფორმის აღდგენა უნდა მოხდეს ბიჯების (სას– 

რული) მიმდევრობით, სადაც თითოეული ბიჯი გულისხმობს მინიმა- 

ლური მოქმედების არის მქონე წარმოებულ ოპერატორზე (ე.ი. 
ისეთ წარმოებულ ოპერკტორზე, რომლის მოქმედების არეში სხვა წარ- 
მოებული ოპერატორი არ იმყოფება) მისი განსაზღვრის გამოყენებას. შე- 
მოკლებული ფორმით აღნი'მნული ფორმა განისაზღვრება ცალსახად. თუ 
ზოგიერთი წარმოებული ოპერატორის განსაზღვრის მარჯვენა მხარე გა- 
ნისაზღვრება. კონგრუენტულობამდე სიზუსტით (ისე როგორც ეს გვექ- 
ნება C ოპერატორის განსაზღვრის ვარიანტების შესახებ ზემოთ მოტა- 
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ნილ შენიშენაში), მაშინ შემოკლებული ფორმით აღნიშნული ფორმა 
განისაზღვრება ცალსახად კონგრ უენტულობამდე სიზუსტით. ზემოთ აღ- 

ნიშნულის შესაბამისად. შემოკლებული სახით მოცემული ფორმის დ /7 ინ- 
ტერპრეტაციაში მნიშენელობის გამოთვლისას არაა აუცილებელი შე- 
მოკლებული ფორმიდან ფორმის აღდგენა – საკმარისია გამოვთვალოთ 
შემოკლებული ფორმის მნიშვნელობა როგორც (შემამოკლებელი სიმბო- 

ლოებით) გაფართოებული თეორიის ფორმისა // ინტერპრეტაციის შესა- 

ბამის «/” ინტერპრეტაციაში. მოტანილი წინადადების სამართლიანობის 
დამტკიცება ზემოთ განხილული თეორიების შემთხეევებში სიძნელეს არ 

წარმოადგენს. აღნიშნულ წინადადებიდან გამომდინარეობს, რომ შემოკ- 

ლებული ფორმულა და ამ შემოკლებული ფორმულით აღნიშნული 

ფორმულა ტოლფას წინადადებებს აღნიშნავენ. მაგრამ ეს წინადადებები 
ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან (გარდა ზოგიერთი გამონაკლისი (ტრი- 
ვიალური) შემთხვევისა). 

ხშირად. ფორმათა მნიშვნელობების გამოთვლისას, ხელსაყრელია 

შემოკლებულ ფორმაში ყველა თავისუფალი ცელადების ნაცვლად მათი 
მნიშვნელობათა სისტემების ჩასმა. ამასთან. ზოგიერთი ან ყველა თავისუ- 
ფალი ცვლადების მნიშვნელობები შეიძლება აღნიშნულ იყოს ე.წ. დამს- 
მარე კონსტანტებით (ასე ვუწოდებთ სიმბოლოებს, რომლებიც არ 
გვხვდება არც მოცემული თეორიის ალფაბეტში და არც შემამოკლებელ 
სიმბოლოთა შორის). ამ გზით მიღებული სიტყვები წარმოადგენენ იმ 

თეორიის ფორმებს (ფორმულებს. ტერმებს), რომლის მისაღებად საკმა– 
რისია გაფართოებულ თეორიას დავუმატოთ დამხმარე კონსტანტები სა– 

თანადო ტიპის კონსტანტებად. 
ასეთი თეორიის ფორმებს. ფორმულებსა და ტერმებს შესაბამისად 

ვუწოდებთ მოცემული თეორიის კვაზიფორმებს, კვაზიფორ- 

მულებსა და კვაზიტერმებს. ახლა გასაგებია, შემდეგი ტერმინების 
აზრი: კვაზიკონსტანტა. პროპოზიციული კვაზიკონსტანტა 

და ა. შ. ცხადია, ფორმა არის კერძო სახის კვაზიფორმა. ამ წიგნში განწი- 

ლულ ნებისმიერ ისეთ თეორიაში, სადაც კონსტანტები არ გამოიყ- 

ენება ოპერატორულ ასოებად, სამართლიანია შემდეგი წინადადება: თუ 

%ც.%, არის ასოების ისეთი მიმდევრობა. რომლის წევრთა შორის 

გვხვდება # ფორმის ყველა თავისუფალი ცვლადი. და თუ # ფორმაში 

”Xს.,X, ასოების თავისუფალი შემოსვლების ნაცვლად ჩავსვამთ ამ ასოე- 

ბის მნიშვნელობათა მ,,..,მ, სისიტემას, სადაც თითოეული მ, არის ან 

ძირითადი კონსტანტა ან წარმოებული კონსტანტა ან დამხმარე კონ- 
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სტანტა, მივიღებთ ისეთ კვაზიკონსტანტას, რომლის მნიშვნელობა ემთხვევა 
# ფორმის მნიშვნელობას X,,...X, ასოების მნიშვნელობათა მ,ც.მე სის- 

ტემისათვის. ისეთ თეორიებში, სადაც კონსტანტები გვხვდება ოპერატო- 

რულ ასოებად აღნიშნული წინადადებების სამართლიანობისათვის საკ- 
მარისია დამატებით მოვითხოვოთ, რომ 8, არ იყოს კვნტორული ცონ- 

სტანტა (ან, უკიდურეს შემთხვევაში, არ იყოს ისეთი კვანტორული კონ- 
სტანტა, რომელიც #-ში იმყოფება ოპერატორულ ასოდ). 

ზემოაღნიშნ ულიდან , კერძოდ, გამომდინარეობს, რომ ორმნიშვნელ- 

იანი ლოგიკური თეორიის შემთხვევაში სამართლიანია შემდეგი წინადა- 
დება. თუ C არის მარტივი ი-ადგილიანი სპეციალური, შესაბამისად ლო- 

გიკური, კონსტანტა-ოპერატორი და «7 ინტერპრეტაციაში მისი შინაარ- 

სი (და. მაშასადამე, მისი მნიშვნელობა) განსაზღვრულია, მაშინ =/ ინტერ- 
პრეტაციის უნივერსუმის საგნების, შესაბამისად ჭეშმარიტულ მნიშენე- 
ლობების, აღმნიშენელ დამხმარე კონსტანტების ნებისმიერ მ,,...,მ, სის- 
ტემისათვის განსაზღვრულია (Cთმ,...2,) სიტყეის (კვაზიფორმის) მნიშვნე– 

ლობა. პირიქითაც, თმ,...მ, სახის კვაზზიფორმათა მნიშვნელობების გან–- 

საზღვრით (სადაც თითოეული მ; არის XI ინტერპრეტაციის უნივერსუ- 

მის საგნის, შესაბამისად ჭეშმარიტული მნიშვნელობის, აღმნიშვნელი 
დამხმარე კონსტანტა), ცალსახად განისაზღვრება თ ოპერატორის ში- 
ნაარსი. 

ვთქვათ, # და 8 ნებისმიერი კლასებია ი/ ინტერპრეტაციაში. ე.ი. # 

და 8 კვაზიტერმებია, რომელთა თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობე– 

ბი / ინტერპრეტაციაში ისეა დაფიქსირებული, რომ მათი მნიშვნელო– 
ბები კლასებია (სიმარტივისათვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #. და 

8-დან თითოეული არის ან ძირითადი კონსტანტა, ან დამხმარე კონსტან- 

ტა, ან წარმოებული კონსტანტა, ან საგნობრივი კონსტანტური ფორმა, 

ან საგნობრივი კვაზიკონსტანტური ფორმა, რომლის მნიშვნელობა C/ ინ- 

ტერპრეტაციაში კლასია). თუ 8 C # ჭეშმარიტია, მაშინ ამბობენ, რომ 

8 კლასი არის #ტ კლასის ნაწილი ანუ # კლასის ქვეკლასი.თუ 8 
კლასი სიმრავლეა, მაშინ 8-ს ეწოდება, აგრეთვე, # კლასის ქვესიმ- 
რავლე. ნაცვლად ფრაზისა ,,8 კლასი არის #, კლასის ნაწილი“ სარგე– 

ბლობენ, აგრეთვე, ფრაზით ,,3 კლასი შედის #-ში“. 8 კლასს ეწოდება 

# კლასის სრული ნაწილი ანუ #ტ კლასის სრული ქვეკლასი, 
144



თუ # და 8 კლასებს ერთი და იგივე ელემენტი აქვთ. ც კლასს ეწოდება /V 

კლასის საკუთრივი ნაწილი.თუ 8 C # ჭეშმარიტია და 8-ს აქვს 
ელემენტი. 13 კლასს ეწოდება # კლასის არასაკუთრივი ნაწილი 

ანუ #4 კლასის არასაკუთრივი ქვეკლასი, როცა 8 უელემენ- 
ტო კლასია ან როცა 8 კლასი #. კლასის სრული ნაწილია. აქედან ბუნე– 

ბრივად ინდუცირდებიან სრული ქვესიმრავლის, საკუთრივი 
ქვესიმრავლისა და არასაკუთრივი ქვესიმრავლის ცნებები.თუ 

MI აქსიომურ სიმრავლეთა თეორიის მოდელია. მაშინ /ს არის /## კლასის 
ერთადერთი სრული ქეეკლასი. # კლასის არასაკუთრივი ნაწილები კი 

არიან მხოლოდ და მხოლოდ C და /3. 

კლასებისათვის შემოტანილი ცნებებიდან ბუნებრივად ინდუცირ- 

დება ამ ცნებათა სრული ანალოგები სიმრაევლეებისათვის. ამ უკანასკნელ 

ცნებებს შემოტანილად ვიგულისხმებთ განსაზღვრებათა ფორმულირებე- 

ბის გარეშე ყველა შემთხვევაში. თუ საწინააღმდეგო არაა თქმული ზსენე- 
ბულ ცნებების აღმნიშვნელ ტერმინების სხვა აზრით გამოყენების მიზნით. 

ამ შეთანხმების სრული ანალოგით ვისარგებლებთ ყოველთვის, როცა 

შემოიტანება რომელიმე ზოგადი სახის ცნებასთან დაკავშირებული ცნე– 
ბები და ტერმინები. მაგალითად, ქვემოთ შემოვიტანთ ,,კლასთა მიმდევ- 

რობის ცნებას“, რომლიდანაც არ ვაინდუცირებთ ,,სიმრავლეთა მიმდევ- 

რობის ცნებას“. რამდენადაც უკანასკნელი ტერმინის შინაარსი სხვაგ– 

ვარად განისაზღვრება დამოუკიდებლად. 

ვვ ღალაგებული და დაულაგებელი 

ი“ეულები ღა სოგიერთი კლასური 

და სიმრავლური ოპერაცია 

ამ პარაგრაფში გავეცნობით ე.წ.საგნობრივ ოპერაციებს.ისი- 

ნი,კერძოდ. წარმოადგენენ კლასურ ოპერაციებსა და სიმრავლურ 

ოპერაციებს. გავეცნობით აგრეთვე დალაგებული ჩ-ეულის ცნე- 

ბას. დალაგებული II-ეული მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ძირითადი 

მათემატიკური ობიექტების სიმრავლეებად წარმოდგენის (ე.წ. სიმრავ- 
ლიზაციის) პროცესში. კერძოდ. იგი მნიშვნელოვან როლს ასრულებს 
საგნობრივი ოპერაციების განსაზღვრაში. ქვემოთ მოტანილი საგნობრივი 

ოპერაციები არსებითად კლასურ (კერძოდ, სიმრავლურ) ოპერაციებს 

10. შ. ფხაკაძე (45



წარმოადგენენ. მათი გავრცელება ინდივიდებზე წარმოებს გადმოცემის 
გამარტივების მიზნით. ასეთი გავრცელება გვაძლევს იმის შესაძლებლო- 
ბას, რომ ხსენებული ოპერაციები შემოტანილ იქნენ, როგორც შემამოკ– 

ლებელი სიმბოლოები (როგორც წარმოებული ოპერატორები). 

3.3.1 დაულაგებელი ი-ეულები და სისტემები. წარ- 
მოებული (ის + 1)-ადგილიანი II-არული სუბსტანციური ლოგიკო-სპეცი- 

ი+I 
ალური სრული ოპერატორული ნიშანი #„) , შესაბამისად ი-ადგილიანი 

სი-არული სუბსტანციური სპეციალური სრული ოპერატორული ნიშანი 

XI , ი > 0, შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრით (თ = 0 შემთხვევაში იგი 

იქნება წარმოებული (ი + 1)ადგილიანი სუბსტანციური ლოგიკო-სპეცი- 

ალური მარტივი ოპერატორი, შესაბამისად, ი-ადგილიანი სუბსტანცი- 

ური სპეციალური მარტივი ოპერატორი) 

ტრე. რე სინი, – XXIMX VII» CX <> 

«<3 3/)...3რ ე IX /#6V/XL/ = +IIV-..VV = Xა1))1), 

შესაბამისად, 

ორე. ბესი... ი – “XXIMX /MVI VI CX «> 

«<> 34)...38 ე (CV /#LV = II V...VV = IL) 1111 

სადაც #,,...,რ. მოცემული თეორიის საგნობრივი ოპერატორული ასოე- 

ბია, /# ნებისმიერი ფორმულაა, L,,..., L, ნებისმიერი ტერმებია, X და V კი 

ერთმანეთისაგან და #ბ,,...,#,, ასოებისაგან განსხვავებული ისეთი მინიმა- 

ლურნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია, რომლებსაც არ აქვთ 
თავისუფალი შემოსვლები #X, I ,..., L,, შესაბამისად X ,...„L, ფორმებში 

(იგულისხმება, რომ პირველად შეირჩევა საჭირო თვისების მქონე X ასო, 

შემდეგ კი XV). 
თუ ი # 0, მაშინ #,,...,ბ,, მეტაცვლადების ფიქსირებულ მნიშვნე- 

ლობათა სისტემისათვის რა ტე...ტბ არის წარმოებული (ი + 1)ადგი- 

ლიანი სუბსტანციური ლოგიკო-სპეციალური ოპერატორი (კვანტორი) 

ბ.,...,ტ.ე ოპერატორული ცვლადებით, LL #.... ბი კი არის ი-ადგილი– 
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ანი სუბსტანციური სპეციალური ოპერატორი (კვანტორი) #,,..,ტბ_ 

ოპერატორული ცვლადებით. 
განხილული ტერმები, რომელთა შემოკლებული აღნიშენებია 

ე #ე..რე ი... და X.რე... ტემ... (1) 

იმ შემთხვევაში, როცა I > 0, შესაბამისად აღინიშნებიან შემდეგნაირად: 

(სე... ე:-(ტე...ბე)): წს. ქე:ტე..რე). 

იგივე ტერმები M) = 0 შემთხვევაში შესაბამისად აღინიშნებიან შემდეგ- 

ნაირად: 

ა-ა. –... 

განხილული ტერმების უკანასკნელ აღნიშვნებს შემოკლებული აღ- 
ნიშენებისაგან განსასხვავებლად ვუწოდებთ გამარტივებულ აღნიშ- 
გნებს. 

(სც. მე:M4%...ტრიე) (« ოპერატორის შინაარსის განსაზღვრისა 

და კლასების არსებობის აქსიომის ძალით) მოცემული თეორიის C/ მოდე- 
ლის უნივერსუმის ყველა ისეთი ელემენტის კლასია (ე. ი. აღნიშნავს ყველა 
ისეთი ელემენტის კლასს), რომელთაგან თითოეული 1 ც.., L, ტერმე- 

ბიდან რომელიმეს მნიშვნელობაა (C// მოდელის მიმართ) #,,...,4ს,, ასოე– 

ბის მნიშვნელობათა რომელიმე ისეთ სისტემისათვის, რომლისთვისაც # 

ფორმულის მნიშვნელობაა L (ეს კლასი დამოკიდებულია /V,I),.., 1) 

ფორმების #,,...,ტ,, ასოებისაგან განსხვავებბული თავისუფალი ცელადე- 

ბის მნიშვნელობათა სისტემაზე). ნებისმიერი «#/ ინტერპრეტაციის შემ- 
თხვევაში იმავე ტერმით აღინიშნება უკანასკნელი წინადადების სრული 
ანალოგით აღწერილი ყველა ელემენტის კლასი ან C (ცარიელი კლასი) 
იმისდა მიხედვით ხსენებული წინადადების სრული ანალოგით აღწერილი 
ყველა ელემენტის კლასი არსებობს თუ არა. ასევე მოხდება სხვა წარმოე- 
ბული სუბსტანციური ოპერატორებისა და წარმოებული საგნობრივი 

კონსტანტების შემთხევევაში ნებისმიერი V7/ ინტერპრეტაციის შემთხვევაზე 

გადასვლა (სხვა ტიპის წარმოებული სიმბოლოების შემთხვევაში ასეთი 

გადასვლა სიძნელეს არ წარმოადგენს). #1)... ა :4ე...ტე) არის თ/მო- 

დელის უნივერსუმის ყველა ისეთი ელემენტის კლასი, რომელთაგან თი- 
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თოეული 1IVI...., IL, ტერმებიდან რომელიმეს მნიშვნელობაა რ,,..,რბ,, ასო- 

ების (C/ მოდელის მიმართ) მნიშვნელობათა რომელიმე სისტემისათვის. 

განხილული გამარტივებული აღნიშვნების კერძო შემთხვევებია (X:X, XI, 

რდ). VX),  1::M(XV)I.  (40:M(+)). ს.ს 1 აღნიშვნის 
ნაცვლად იყენებენ აგრეთვე შემდეგი სახის (გამარტივებულ) აღნიშვნებს: 

(I:1=1,2,...,I), (I.:0<1<ი), (L.:0<1<ი+1), 

იო... არის კლასი, რომლის ელემენტებია მხოლოდ და მზო- 

ლოდ I” ,.., ,, ტერმების ის მნიშენელობები, რომლებიც ელემენტებს 

წარმოადგენენ (ეს კლასი დამოკიდებულია ამ ტერმებში მყოფი თავისუ- 

ფალი ცვლადების LC. // მოდელის მიმართ) მნიშვნელობათა სისტემაზე – მი- 

სი ელემენტთა რიცხვი ი-ს არ აღემატება). §1),...1 1,):#) არის ცარიელი 

კლასი (სიმრავლე) ან (%,..-, I.) იმისდა მიხედვით # მცდარია თუ ჰეშ- 

მარიტი (ეს კლასი დამოკიდებულია ც-ს L,,2-% ფორმებში მყოფი თა- 

ვისუფალი ცვლადების მნიშვნელობათა სისტემაზე). (1... 1 აღნიშ- 

ვნის კერძო შემთხვევაა (X,,...,X,1, სადაც X,..»X, ნებისმიერი საგნობრი–- 

ვი ცვლადებია. ცხადია. (1 ,.... I) ) არის სჩ... ი, ტერმის გამარტივე– 

ბული აღნიშენა, სჩ... ში, კი, თავის მხრივ. 

+XVXIX C X <2 X =-IV...აVX = 1 1) 

ტერმის შემოკლებული აღნიშვნაა (სადაც X და V ერთმანეთისაგან გან– 

სხვავებული ისეთი მინიმალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასო- 
ებია, რომ X და V ასოებს არ აქვთ თავისუფალი შემოსვლები მსა 1V 

ტერმებში). 

(1...) ტერმს ეწოდება L ,.., 1, ტერმებისაგან შედგენი- 

ლი დაულაგებელი ი-ეული. I) = 2 შემთხეევაში მას ეწოდება, აგ– 

რეთვე, IL, და +; ტერმებისაგან შედგენილი დაულაგებელი 
წყვილი. 

თუ მ,..ამე სიმბოლოებ.-.დან თითოეული არის ან მოცემული თე- 

ორიის საგნობრივი კონსტანტა (ძირითადი ან წარმოებული), ან დამზმარე 
საგნობრივი კონსტანტა (ე.ი. მოცემული თეორიის ალფაბეტში არშე- 
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მავალი სიმბოლო, რომლითაც უშუალოდ აღინიშნება მოცემული თეო- 

რიის ინტერპრეტაციის საგანთა არედან აღებული რომელიმე საგანი), მა- 
შინ ზემოთ მოტანილ ზოგად შეთანხმებათა საფუძველზე გასაგებია აზრი 

აღნიშვნებისა: MLემ)...მე, (8)/.-.,მ,1 და ა. შ.ცხადია,თუ თითოეული მ.ს 

მნიშვნელობა არის ზესიმრაელე, მაშინ (0,,...,მ,) ცარიელი სიმრავლეა. 

ფორმებთან დაკავშირებულ ცნებებიდან ბუნებრივად ინდუცირდება საგ- 
ნებთან და ჭეშმარიტულ მნიშვნელობებთან დაკავშირებული ცნებები. მა- 
გალითად, (მ,,...,0,ჯ1-ით აღნიშნულ საგანს ეწოდება 8,,...მ, საგნე- 

ბისაგან შედგენილი დაულაგებელი ი-ეული.ი = 2 შემთხვევაში 
მას ეწოდება, აგრეთვე, მ, და მე საგნებისაგან შედგენილი დაულ- 

აგებელი წყვილი. 
შემდეგში, შემოვიტანთ რა ფორმებთან დაკავშირებულ აღნიშენებსა 

და ცნებებს, ვიგულისხმებთ, რომ ამით შემოტანილია საგნებთან და ჭეშ- 
მარიტულ მნიშვნელობებთან დაკავშირებული ინდუცირებული აღნიშ- 
ვნები და ინდუცირებული ცნებები. 

განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია საგნებთან დაკავშირებული აღ- 
ნიშვნებისა და ცნებების ინდუცირება მარტივი წარმოებული ოპერა- 
ტორების განსაზღვრებების საფუძველზე. 

ვთქვათ, მ,,...,მ, დამხმარე საგნობრივი კონსტანტების მიმდევრობაა. 

თუ 9 >0 და ა” არის 5 თეორიის მოდელი, მაშინ, როგორც ზემოთ 

ენახეთ, (მ,,...,1მ,) აღნიშნავს კლასს, რომლის ელემენტებია მხოლოდ და 
მხოლოდ მ,,..,მ, დამხმარე კონსტანტებით აღნიშნული ელემენტები. 

ამიტომ ბუნებრივი იქნებოდა შეთანხმება, რომლის ძალით ( 1 გამოსახ– 

ულება იქნებოდა =/ მოდელის უნივერსუმის ცარიელი კლასის (ცარიელი 
სიმრავლის) აღმნიშვნელი კონსტანტა ან, რაც იგივეა, ( ჯ იქნებოდა C 

ტერმის გამარტივებული აღნიშვნა =/ მოდელის შემთხვევაში. შეთანხმე– 
ბით, ( 1) მივიჩნიოთ C) ტერმის გამარტივებულ აღნიშენად (საზოგადოდ, 

ინტერპრეტაციებისაგან დამოუკიდებლად). ეს შეთანხმება ბუნებრივად 

გამომდინარეობს ზემოთ მოტანილ შეთანხმებებიდან (%),..., გ) აღნიშ- 

ვნის შესახებ: (ი,...,41, ი >0, არის #0, 1 ,ც-.ს ე შემოკლებული 

ტერმის გამარტივებული აღნიშენა ან, რაც იგივეა, 

XXIX /M V VIV C X «> V = 1) V..-VV = 1)) (3) 
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ტერმის გამარტივებული აღნიშენა. 
მართლაც, უკანასკნელი შეთანხმება გავავრცელოთ ი = 0 შემთხვე– 

ვაზე. მაშინ ( 1 იქნება (3) ტერმის აღმნიშვნელი იმ შემთხვევაში, როცა 

ი =0. ამასთან, ი = 0 შემთხვევაში V = I V...VV = 1, უნდა განვიხი- 

ლოთ, როგორც დიზიუნქცია, რომლის კომპონენტთა რიცხვი არის ნუ- 
ლი. ასეთი დიზიუნქციის შინაარსის გახსნისათვის საფუძვლად მივიჩნიოთ 
ნებისმიერი შემდეგი ორი ჭეშმარიტი წინადადებიდან: რამდენიმე წინა- 
დადების დიზიუნქცია ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთი 
მაინც წინადადება ჭეშმარიტია; რამდენიმე წინადადების დიზიუნქცია 

მცდარია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყველა წინადადება მცდარია. 

თითოეული მათგანიდან ბუნებრივად გამომდინარეობს, რომ დიზიუნქ- 

ცია კომპონენტთა ნული რიცხვით მცდარია. ამიტომ ს = 0 შემთხვევაში 

(3) ტერმის მნიშვნელობა ნებისმიერ =/ ინტერპრეტაციაში ან უელემენ- 

ტო კლასია, ან C7 კონსტანტით აღნიშნული „ცარიელი კლასია იმისდა მი– 

ხედვით თ/ ინტერპრეტაციაში უელემენტო კლასი არსებობს თუ არა. მაგ– 

რამ ნებისმიერ =/ ინტერპრეტაციაში, კლასის ცნების განსაზღვრის ძა– 
ლით, უელემენტო კლასი შეიძლება იყოს მხოლოდ C7 კონსტანტით აღ- 
ნიშნული კლასი. მაშასადამე, ორივე შემთხვევაში (3) ტერმით (და, მაშასა– 

დამე, ( 1-ით) აღნიშნული საგანია C7 კონსტანტით აღნიშნული ცარიელი 

კლასი. ამიტომ ბუნებრივია ( 1 გამოსახულება მოვიჩნიოთ C' ტერმის გა- 

მარტივებულ აღნიშვნად. 

ოპერატორ ული ნიშანი # შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრით: 

# რX-(ს%0:72X), 

სადაც რ ნებისმიერი საგნობრივი ოპერატორული ასოა, # კი ნებისმიერი 

ფორმულაა. იმ შემთხვევაში, როცა # ისეთი ფორმულაა, რომ C=/ ინტერ- 

პრეტაციაში არსებობს # ასოს მნიშვნელობათა არედან აღებული ყველა 

ისეთი ელემენტის სიმრავლე, რომლებისთვისაც ## ქეშმარიტია, მაშინ 

ნაცვლად MX სიმბოლოსი, იყენებენ, აგრეთვე, C სიმბოლოს. # 44 >, შესა– 

ბამისად C/"ა X, იკითხება; ,,#-ს მნიშვნელობათა არედან აღებული ყველა 
ისეთი ელემენტის კლასი, შესაბამისად სიმრავლე, რომლებისთვისაც ჭეშ- 
მარიტია #“. 

150



სისტემების აღსანიშნავად გამოვიყენებთ კვადრატულ ფრჩხილებს ისევე, 
როგორც კლასების გამარტივებულად აღსანიშნავად ვიყენებთ ფიგურულ 

ფრჩხილებს. მაგალითად, ვიგულისხმებთ რომ I1),..., :20(4რ)...# ა)! 

ისეთ საგანთა სისტემაა. რომელთაგან თითოეული L ,...,L , ტერმებიდან 

რომელიმეს მნიშვნელობაა რი .,»რტ, ასოების მნიშენელობათა ისეთი სის- 

ტემისათვის. რომლისთვისაც /# ფორმულის მნიშვნელობაა L. ასევე: ვი– 

გულისხმებთ. რომ IL.,..., 1,1) ისეთ საგანთა სისტემაა, რომელთაგან თი- 

თოეული IL ,...,; 1, ტერმებიდან რომელიმეს მნიშვნელობაა (იგი დამოკი- 

დებული იქნება I... IL, ტერმების თავისუფალი ცვლადების მნიშევნე- 

ლობათა სისტემაზე). უკანასკნელ სისტემას ვუწოდებთ აგრეთვე 1 ,--» IV) 

საგნებისაგან შედგენილ დაულაგებელ სისტემას. მოტანილი 

აღნიშვნების ტერმებად განხილვა საზოგადოდ შეუძლებელია (ტერმის 
თითოეული მნიშვნელობა მოცემული ინტერპრეტაციის საგანი უნდა იყ- 

ოს), ცხადია. (მ,,...,მ,) = (მ,....,მ,1, როცა მ,,...,მ, ელემენტების აღმნიშ- 

ვნელი ძირითადი ან დამხმარე კონსტანტებია. ადვილად შევნიშნავთ, რომ 
ეს შეთანხმება წინააღმდეგობაში არაა 3.1.6-ში მოტანილ შეთანზმებასთან 

დაულაგებელი მეტა ი-ეულების აღსანიშნავად კვადრატული ფრჩხილე- 
ბის გამოყენების შესახებ. 

3.3.2 ზოგიერთი კლასური და სიმრავლური ოპერა- 

ცია. წარმოებული სუბსტანციური სპეციალური ოპერატორები: 

V L)" ((1 = 1, 2,...), II"(ი = 1, 2,...), V, I), I, C, /ბ, CL (1) 

შემოიტანებიან შემდეგი განსაზღვრებებით (სადაც /#.8.7#%C,,...,2%, (ნების– 

მიერი) ტერმებია) XL, X და მ ისეთი ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინი- 

მალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია, რომ მათ არ აქვთ 

თავისუფალი შემოსელები შესაბამისს განსაზღვრებაში მყოფ ტერმებში, 

რომლებიც #”.6.>XM,,..../ზე მეტაცვლადებითაა აღნიშნული. 

ჩიხს) – XX 6X/MVXIXCX4«>XC//7MXCსხ). (2) 

ნ», #1 – XXICX MVXIX CX «> 
. (3) 

«>XC/#M,VXC/ს.V...VX C/%,1I. 
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წ #,) – +XXIIXCX /MVXIX CX <> 

«> XC/M, /MX 6 #M, /#.სჭX C /ბ 1). 
(4) 

(სიბ) – +XXICX/VXIX CX «<> 5X. /#30|8 C/>M /#X Cმ))). (5) 

ჯი2) – “XXICX/VXIX C X <> 6X /MV8I|გ8 C# –>XC8მგ)II)). (6) 

(Iს) – „ს7?(21. (7) 

(6) – ხნა». (8) 

(ტან) – (2V81V? (8 V>X). (9) 

ნს) – X+XICX „XXIX CX <3 თიX/7XXC 2XII. (10) 

იგულისხმება, რომ (>MV 8) არის ( V #C) ტერმის გამარტივებული აღნი შვ– 

ნა, #28 კი არის (I2X6) ტერმის გამარტივებული აღნიშენა. უკანასკნე- 

ლი სახის გამარტივებულ აღნიშვნაში LI2-ის ზედა ინდექსს გამოვტოვებთ 
ხოლმე. ეს არ გამოიწვევს გაუგებრობებს, IL" X,...#,) და (I 1 "X,...2X,) 

შემოკლებული აღნიშენების ნაცვლად იყენებენ აგრეთვე IX და (1X 
1=1 (=1 

გამარტივებულ აღნიშვნებს. 

ს #8) ტერმს ეწოდება # და 8 ტერმების სხვაობა. ს XL8-ს აღ- 

ნიშნავენ აგრეთვე C 8-თი და უწოდებენ 8 ტერმის დამატებას 2 

ტერმის მიმართ.ცხაღია, ს 8 და C8 ერთი და იმავე ტერმებს აღნიშ- 

ნავენ. ნაცვლად C 8 აღნიშვნისა, ზოგჯერ იხმარება აგრეთვე C8 რო- 

გორც გამარტივებული აღნიშენა,თუ ეს გაუგებრობას არ იწვევს. 

საბ... ბ, იბ. ბე ს 2, ი2 
ტერმებს შესაბამისად ეწოდებათ: 2... ტერმების გაერთიანება, 

2»ს..#, ტერმების თანაკვეთა, # ტერმის გაერთიანება, X» 

ტერმის თანაკვეთა. |X# ტერმს ეწოდება #» ტერმის უშუალო. 

შემდეგი. |/# აღნიშვნის ნაცვლად ხშირად გამოვიყენებთ გამარტივებულ 

აღნიშვნას #V ს. #” აღნიშენას ხშირად გამოვიყენებთ სზვა მიზნითაც 

152



(მაგალითად, მას გამოვიყენებთ როგორც ერთიან სიმბოლოს, როგორც 

მეტაცვლადს). C/ ტერმს ეწოდება # ტერმის დამატება. 4286 
ტერმს ეწოდება # და 8 ტერმების სიმეტრიული სხვაობა. ჩი 
ტერმს ეწოდება # ტერმის ხარისხი. ამ ტერმებიდან და ოპერატორე- 
ბიდან ზემოთ მოტანილი ზოგადი შეთანხმებების საფუძველზე ბუნებრი- 
ვად ინდუცირდება საგნებთან (კერძოდ, კლასებსა და სიმრავლეებთან და- 

კავშირებული ტერმინები და ოპერაციები § თეორიის ნებისმიერ «/ ინ- 
ტერპრეტაციაში, ამასთან, ამ ტერმინებსა და ოპერაციებს ტრადიციული 

(ბუნებრივი) შინაარსი აქვთ 5 თეორიის ნებისმიერ მოდელში; ამ მხრივ 
გამონაკლისია C შემამოკლებელ სიმბოლოსთან დაკავშირებული ცნებები 
და ტერმინები საკუთრივი სიმრავლეთა თეორიის მოდელის შემთხვევაში: 
„საგნის დამატებას“ ბუნებრივი შინაარსი არ აქვს საკუთრივი სიმრავ- 

ლეთა თეორიის მოდელში, რამდენადაც ასეთ მოდელში უნივერსალური 
კლასი არ არსებობს (ასეთ მოდელში C აღინიშნავს ცარიელ სიმრავლეს). 

ამიტომ საკუთრივი სიმრავლეთა თეორიაში C შემამოკლებელი სიმბო- 
ლოს შემოტანა ხელსაყრელი არაა. 

შენი შგნა. (5) და (6) განსაზღვრებიდან (სახეზე მყოფი) CX/+ ნაწი- 

ლის ამოგდებით (5) განსაზღვრის შინაარსი – განსაზღვრის მარჯვენა მხა– 
რის მნიშვნელობა (მოდელში) არ შეიცელება, (6) განსაზღვრის შინაარსი 
კი შეიცვლება მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა IL” ტერმის 

მნიშვნელობაა ცარიელი სიმრავლე ან ინდივიდი (ე.ი. უელემენტო საგა– 
ნი). ამასთან, არგუმენტის ასეთი სახის მნიშევნელობისათვის (6) განსაზ– 
ღვრის მარჯვენა მხარის მნიშვნელობა C უნივერსალური კლასია, (CXV/+ 

ნაწილის ამოგდებით) მოდიფიცირებული (6) განსაზღვრის მარჯვენა მხა- 

რის მნიშვნელობა ხსენებული სახის არგუმენტისათვის კი იქნება ცარიე– 
ლი სიმრავლე (საკუთრივი სიმრავლეთა თეორიის შემთხევევაში (5) და (6) 

განსაზღერებების შინაარსი (მოდელში) მოდიფიცირების შედეგად არ იც- 
ქლება). (5) განსაზღვრაში CX/ ნაწილი ფიგურირებს (5) და (6) განსაზ– 

ღვრებების სიმეტრიულობებისათვის (რასაც, თავის მხრივ, მნიშვნელობა 
აქვს ორადულობის საკითხების შესწავლისათვის). შევნიშნოთ, რომ კლას- 
თა თეორიის შემთხვევაში სიმრავლეთა კლასი ჩაკეტილია (1) ოპერაციე– 

ბის მიმართ, გამონაკლისია მხოლოდ II ოპერაცია, რომელიც მხოლოდ 
და მხოლოდ ცარიელ სიმრაელეზე გვაძლევს ზესიმრავლეს (IIC = LC). თუ 

(6X;ის ნაცვლად ავიღებთ შესაბამისს მოდიფიცირებულ განსაზღვრას, მა- 
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შინ ხსენებული გამონაკლისი აღარ გვექნება (ამ შემთხევევაში I1C7 = C7). 

მაგრამ ინტუიციურად II = ს ტოლობა უფრო გამართლებულია, ვიდ- 

რე IC = დ ტოლობა (LI#, არის ყველა ისეთი ელემენტის კლასი, რო- 

მელიც / კლასის თითოეული ელემენტის ელემენტია). 
ცხადია, სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერ მოდელში სიმრავლის 

უშუალო შემდეგის მისაღებად საკმარისია სიმრავლეს ახალ ელემენტად 
დავუმატოთ თვით ეს სიმრავლე. ზესიმრაელის უშუალო შემდეგი თვით ეს 
ზესიმრავლეა, ინდივიდის უშუალო შემდეგი არის სიმრავლე, რომლის 
ერთადერთი ელემენტი ეს ინდივიდია. მ,,...,მ, ინდივიდების გაერთიანება, 

შესაბამისად თანაკვეთა, ცარიელი სიმრავლეა. ინდივიდისა და /ს კლასის 

გაერთიანება არის /# კლასი, თანაკვეთა კი ცარიელი სიმრავლეა. /#ს კლა- 
სის ხარისხი /## კლასის ყველა ქვესიმრავლის კლასია. 

შენიშვნა. აქსიომური სიმრავლეთა თეორიის ერთ-ერთი აქსიომაა 
შემდეგი წინადადება. სიმრავლის ხარისხი სიმრავლეა. ამ აქსიომის შესრუ- 
ლება სიმრავლეთა თეორიის პირველ ინტუიციურ მოდელში, როგორც 
ვიცით, პრობლემატურია. ამ აქსიომის შესრულება აუცილებელი და საკ- 

მარისია იმისათვის, რომ სიმრავლეთა თეორიის პირველი ინტუიციური 

მოდელი იყოს სიმრავლეთა თეორიის მოდელი მოდელის ცნების განსაზ– 
ღვრის შესაბამისად. 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერ 9/ მო- 

დელში (უფრო მეტიც, სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერ ისეთ ი/ ინტერ- 
პრეტაციაში, რომელშიც შესრულებულია კლასების არსებობის აქსიომა 
და მოცულობის აქსიომა) 

X C(IX8)<2 1, XCM/”XCV%; 

X CI" X,---#.1<> , XC#M.,VX C#ეV...VX C72, ; 

X CII >»... %,.1<2> კ X CX, /#X C/%სე/V.../XX C/%ი ; 

X C(0”>)<> , 382 C#»#/X C8მ, 

X CIIM1«<>,„ Vმ(8C=-–>XCმ; 

X C(IX1<2, XCM%VIX = #/ს6CX); 

X C6C>X)< კ) 6X/#X 6 #, 

X CI MM61<2,, IX CM /VX C 8)VIX C8/XX C XX); 

X C(0ნX)<2 ც„ ი=იX/XX C 7. 
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ისეთი თეორიის შემთხვევაში, რომლის თითოეულ მოდელში ინდი- 

ვიდთა კლასი ცარიელია და (1) სიმბოლოები სათანადო ტიპის ძირითადი 
სიმბოლოებია, თუ გესურს (1) სიმბოლოები იყოს იმავე შინაარსის მქონე 
ძირითადი ოპერატორები, მაშინ უკანასკნელი რვა ტოლძალოვნება 
შეგვიძლია მივიჩნიოთ ამ ოპერატორთა შინაარსის განსაზღვრებებად. მე- 
ექვსე ტოლძალოვნება გამოდგება „I ოპერატორის შინაარსის განსაზ- 
ღვრად მაშინაც, როცა პირობა ინდივიდთა ერთობლიობის შესახებ შეს- 
რულებული არაა (ვგულისხმობთ, რომ ტერმები განუსაზღვრელ მნიშ- 
ვნელობებს არ ღებულობენ). აქ საქმეს შველის ის გარემოება, რომ საგნო- 
ბრივი ცვლადების ნებისმიერ მ მნიშვნელობისათვის |8 არის არაცარიელი 

კლასი: პირობა ,,საგანს არ აქვს ელემენტი“ ცალსახად განსაზღვრავს სა- 
განს მხოლოდ ისეთ მოდელებში, სადაც ინდივიდთა კლასი ცარიელია. 
ელემენტის მქონე საგანი აუცილებლად კლასია და იგი მოდელის შემთხვე- 
ვაში ცალსახად განისაზღვრება თავისი ელემენტებით. 

შენიშვნა. მოტანილ ტოლძალოვნებებიდან მეორე, შესაბამისად 
შესამე, ტოლძალოვნების მარჯვენა მხარეში იგულისხმება, რომ ლოგიკუ- 
რი ჯამის, შესაბამისად ნამრავლის, ოპერაციები სრულდება იმ მიმდევრო- 
ბით რა მიმდევრობითაც არიან ისინი ჩაწერილნი. მაგრამ, იმ შემთხვე- 
ვაში, როცა ეს ტოლძალოგმნება მის მარცხენა მხარეში მოთავსებული ოპ- 
ერატორის შინაარსის განსაზღერებად არის მიჩნეული, განსაზღვრის ში- 
ნაარსი არ შეიცვლება, თუ ამ ლოგიკურ ჯამის, შესაბამისად ნამრავლის, 

ოპერაციებს სხვა ნებისმიერი რიგით შევასრულებთ: ყველა შემთვევაში 

ტოლძალოენების მარჯვენა მხარე ჭეშმარიტია ი/”/-ში მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა ჭეშმარიტია მისი შემადგენელი ერთი მაინც, შესაბამისად 

თითოეული, X C #6, სახის ფორმულა (I = 1,2)...,ი). 

მაგალითისათვის შევჩერდეთ, თუ როგორ განსაზღვრავს „V" წარმო- 

ებულ ოპერატორის შინაარსს =/ მოდელში მისი ზემოთ მოტანილი (პირ– 
ველი) განსაზღვრა. 

XX ოპერატორის შინაარსის განსაზღვრის თანახმად Iს%8C) აღნიშნავს 

ისეთ X საგანს, რომელიც არის კლასი და რომლისთვისაც X C X ჭეშ- 

მარიტია ი/#-ში (ე. ი. რომლის ელემენტია X საგანი) მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა ჭეშმარიტია X C #/ILX C8., ე.ი. როცა ,,X არის # საგნის 

ელემენტი და X არ არის 8 საგნის ელემენტი“. რადგან მოდელში კლასი 

ცალსახად განისაზღვრება მისი ელემენტებით, ასეთი X საგანი ცალსახა- 
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დაა განსაზღვრული (ასეთი X კლასის არსებობა გამომდინარეობს კლასე- 
ბის არსებობის აქსიომიდან). ამრიგად, განსაზღვრის მარჯვენა მხარე (და 
მაშასადამე, IMVM8C)) აღნიშნავს იმ ერთადერთ X კლასს, რომლის ელემენ- 
ტებია # საგნის ისეთი ელემენტები, რომლებიც 8 საგნის ელემენტები არ 

არიან. აქ იგულისხმება, რომ #7 და 8 განიხილება როგორც მისი თავისუ- 

ფალი ცვლადების მნიშვნელობათა სისტემაზე დამოკიდებული საგანი (X 

და X ცვლადებს არ აქვთ თავისუფალი შემოსელები /# და 8 ტერმებში). 

ანალოგიური შენიშვნები შეიძლება გავაკეთოთ სხვა ზემოთ მოტანილ 
წარმოებულ ოპერატორთა განსაზღვრებების შესახებ. ახლა გასაგებია 
თუ რისთვის არის საჭირო მოთხოვნა იმის შესახებ, რომ თეორიის თითო- 
ეულ მოდელში ინდივიდთა კლასი იყოს ცარიელი, როცა (1) სიმბოლოები 
სათანადო ტიპის ძირითადი სიმბოლოებია და მათი შინაარსის განსაზ- 
ღვრას აწარმოებენ ზემოთ მოტანილ რვა ტოლძალოვნებით, და რატომ 
არის ეს დამატებითი მოთხოვნა ზედმეტი, როცა განსაზღვრებად გამოყე- 
ნებულია მეექვსე ტოლძალოვნება. აღნიშნული ტოლძალოვნებები რომ 
იქცენ განხილულ (ძირითად ოპერატორებად მიჩნეულ) ოპერატორთა 
შინაარსის განსაზღვრებებად საკმარისია ისინი განვიხილოთ ოპერატორ- 
თა შინაარსის განსაზღვრებებად შემდეგ დამატებით შეთანხმებებთან ერ- 
თად: „ოპერატორის მოქმედების შედეგი არის კლასი“. 

ახლა ადვილი დასანახია, რომ აღნიშნული დამატებითი შეთანხმება: 
არაა საკმარისი ისეთ ინტერპრეტაციებში, რომლებშიც შესრულებული 

არაა მოცულობის აქსიომა, რომ მოცულობის აქსიომა უდევს საფუძ- 

ვლად განხილული სახის ტოლძალოვნებებით ოპერატორის შინაარსის 
განსაზღვრას. აქვე შევნიშნოთ, რომ ამ წიგნში გამოყენებული შემამოკ- · 

ლებელი სიმბოლოების განსაზღვრებებიდან თითოეული ცალსახად გან- 
საზღვრავს შესაბამისი შემამოკლებელი სიმბოლოების ტიპს (მხედველო- 
ბაშია მხოლოდ ზემოთ განხილული სიმბოლოთა ტიპები) და მის შინა- 
არსს ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში. უფრო ზუსტად: ამ წიგნში 
გამოიყენება მხოლოდ (26)-ში შემოტანილი შემამოკლებელ სიმბოლოთა 
L-LIV, II, და IV. ტიპის განსაზღვრებები და თითოეულ ასეთ განსაზ- 
ღვრას აქვს ხსენებული თვისება. ამ ფაქტის შემოწმება თითოეული კონკ– 
რეტულად მოცემული განსაზღვრის შემთხვევაში სიძნელეს არ წარმო- 
ადგენს. ამიტომ ახალი ოპერატორების შემოტანა შემამოკლებელი სიმ– 
ბოლოების სახით უფრო ხელსაყრელია, 

სავარჯიშო. აჩვენეთ, რომ საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის შემ- 

თხვევაში ზემოთ განხილული 8 ტოლძალოვნებიდან მეხუთე ტოლძალოვ- 
ნებას ადგილი არ აქვს,როცა # არის C). · 
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C ტერმი აღინიშნება აგრეთვე 0-თი. თუ (7/ მოდელია, მაშინ 0, |0, 

I0C,. ტერმების მნიშვნელობებს უწოდებენ #ვეულებრივ) ნატუ- 

რალურ რიცხვებს. 0, (0, |I0,... ტერმები შესაბამისად აღინიშნებიან 

ციფრებით შედგენილი 0,1.2,...,9,10,11,12,... სიტყვებით ათობითი სისტე- 

მის მიხედვით და შესაბამისად იკითხებიან ,ნული,“ „ერთი, „ორი“ და 

ა, შ.ეს სიტყვები განიხილებიან რა როგორც ერთიანი სიმბოლოები, არი- 
ან წარმოებული საგნობრივი კონსტანტები – შემამოკლებელი სიმბოლო- 
ები (მაგალითად 5-ის შემომტანი განსაზღვრაა: 5 – |IIIC). ადვილად შეე– 
ნიშნავთ, რომ ორი ნებისმიერი ერთმანეთისაგან განსხვავებული VI და ჩ 

ნატურალური რიცხეებიდან ერთ-ერთი მეორის საკუთრივი ქვესიმრავლეა. 

თუ IიCი, მაშინ ამბობენ, რომ ,,თ. ნაკლებია ი-ხზე“ ანუ „ი მეტია ჯი-ზე“ 

და წერენ „ლთ < ი“ ანუ ,,ი > თი“. ადვილად მტკიცდება რომ ნებისმიერი 

ნატურალური რიცხვი არის მასზე ნაკლებ ნატურალურ რიცხეთა სიმ- 

რავლე. 0. |0, |I0),... ტერმების აღნიშვნებს (ათობითი სისტემის მიხედვით) 
და სახელწოდებებს გამოვიყენებთ აგრეთვე ამ ტერმების მნიშენელობების 
– ნატურალური რიცხვების აღნიშვნებად სახელწოდებებად. 

ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვების ცნებასთან დაკავშირებული 

საკითხები დეტალურად შეისწავლება მომდეენო თავში. 

სიმრავლეთა თეორიის აქსიომები უზრუნველყოფენ ტფვეულებრივ) 
ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის არსებობას და ამ სიმრავლეს აღნიშ- 
ნავენ M-ით. 

ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვებისაგან უნდა განვასხვაოთ ჩვე- 
ულებრივი ენის ნატურალური რიცხვები, რომლებსაც იმავე სიმბოლოე- 

ბით აღვნიშნავთ და რომლებსაც ხშირად ვიყენებდით აქამდეც. ამასთან 
დაკავშირებით მოსალოდნელ გაუგებრობათა თავიდან აცილებას უზ- 
რუნველყოფს კონტექსტი. 

3.3.3 დალაგებული M-ეულები და სისტემები. კლა- 
სთა ნამრავლი და პროექციები. ახლა შემოვიტანოთ წარმოე- 

ბული ჩ-ადგილიანი სუბსტანციური სპეციალური ოპერატორი უე 

(ი = 0,1.2,...). ამ ოპერატორთა განსაზღვრა შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

ეი) – 7: 

(ე«...1,1<> (0, 00)),...,((ი,0,)),. (ი =0,2,1,...) 
სადაც I... 1, ნებისმიერი ტერმებია. 
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(ე ი... ს) ტერმი გამარტივებულად აღინიშნება აგრეთვე 

(1-ს 1 ,)-ით. კერძოდ, Lე“ 1 ტერმის (ე.ი. L 1) ტერმის) გამარტივებული 

აღნიშვნა იქნება ,,( )“. ცხადია, ე” არის C, ტერმის შემოკლებული აღ- 

ნიშვნა. (M,(X,1) ტერმს ეწოდება (I ,...,L,) ტერმის LL--ური ელემენტი 

(ი = 2,3,...; M = 1,2,...,ჩ). 

შენიშვნა. მოტანილ განსაზღვრაში 0,1... სიტყვები (ათობითი 

სისტების მიხედვით) 0) |0), |IC)....,II...IC ტერმებს აღნიშნავენ. იგივე სიტყვე– 
ბი ინდექსების სახით იმავე განსაზღერაში ჩვეულებრივი ენის ნატურა–- 
ლურ რიცხვებს (იხ. 4.1.2) აღნიშნავენ. ამასთან, 0), |0, |I(C,.. ტერმები, 

როცა VI ინტერპრეტაცია მოდელია, ჩვეულებრივი ნატურალური .რიცხ- 

ვებია (იხ. 4.1 .4). 

(L,-.-– I.) ტერმს (ე.ი. ე" %...1, ტერმს), ი > 0, ეწოდება "L„.-; 1, 

ტერმებისაგან შედგენილი დალაგებული ი-ეული. +, ტერმს 

ეწოდება ამ დალაგებული ს-ეულის I-ური კომპონენტი ანუ 1I- 

ური წევრი ანუ | ური კოორდინატი (ი = 1,2,...,7). ამასთან, ( ) 

ტერმს (ანუ ე”-ს ანუ ( 14 ანუ C-ს) ეწოდება ტერმებისაგან 

შედგენილი დალაგებული 0-ეული.(I,, IL.) ტერმს (.ი. ე? “I 

ტერმს) ეწოდება აგრეთვე IL, და ე ტერმებისაგან შედგენილი 

დალაგებული წყვილი. ახლა გასაგებია ნებისმიერი თ/ ინტერპრეტა- 
ციის უნივერსუმის საგნებთან დაკავშირებული შემდეგი ტერმინების ში- 

ნაარსი: მ,,..,მ, ელემენტებისაგან შედგენილი დალაგებული 
ი-ეული (ცხადია, იგი აღინიშნება (მ,,...,/მ,)Xით), მ,.:..,მ, კლასებისა- 

გან შედგენილი დალაგებული ი-ეული, საგნებისაგან შედ- 

გენილი დალაგებული 0-ეული (გი ცარიელი კლასია), დალაგე- 
ბული ი-უეულის წევრი,მ,,...,მ ელემენტებისაგან შედგენილი 

დალაგებული ი-ეულის I-ური კოორდინატი და ა.შ. (მოდელში 
ამ ტერმინებით აღნიშნულ ცნებებს ტერმინების შესაბამისი ბუნებრივი 
შინაარსი აქვთ). 

განსაზღვრით, დალაგებული ი-ეულების საერთო სახელია კორ- 
ტეჟი. ამის შესაბამისად უნდა გავიგოთ შემდეგი ტერმინების შინაარსი: 
„ტერმებისაგან შედგენილი კორტეჟი,“ ,,საგნებისაგან შედგენილი კორ- 
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ტეჟი,“ „საგნებისაგან შედგენილი ი-კომპონენტიანი კორტეჟი“ და ა. შ. ამ 

ტერმინებიდან ხშირად გამოვტოეებთ ხოლმე დამაზუსტებელ ფრაზებს 
„საგნებისაგან შედგენილი“ ,,ელემენტებისაგან შედგენილი,“ ,,კლასებისა- 

გან შედგენილი“, 

ცხადია, გვექნება შემოტანილი ტერმინების მეტამათემატიკური ანა- 
ლოგები. მაგალითად, ასეთი ტერმინებია: ,,მეტასაგნებისაგან შედგენილი 
დალაგებული მეტაკორტეჟეჟი, შესაბამისად მეტამათემატიკური იჩ-ეული,/“ 

„ჩ წევრიანი მეტაკორტეჟი,“ ,,მეტამათემატიკური ი-ეული“ და ა. შ. ნაც- 

ელად ტემინისა „დალაგებული მეტაკორტეჟი“ უმეტესად ვისარგებლებთ 
სპეციალური ტერმინით: დალაგე ბუ ლი სის ტ ემა „ ამის შესაბამისად 

უნდა გავიგოთ შემდეგი ტერმინის აზრი: X,,..,X, ასოების მნიშ- 
ვნელობებისაგან შედგენილი დალაგებული სისტემა ანუ, 
გამარტივებულად, X,,..,X, ასოების მნიშვნელობათა დალაგე- 

ბული სისტემა. სიმარტივისათვის, განხილულ ტერმინებში ხშირად 
გამოვტოვებთ ხოლმე დამაზუსტებელ სიტყვას „დალაგებული“. ზემოთ 
ვსარგებლობდით კიდეც ასეთნაირად გამარტივებული ტერმინებით. სახ- 
ელდობრ, როცა ლაპარაკი იყო X,,...,X, ასოების მნიშვნელობათა 

სისტემაზე დხ. 3.1.1) მხედველობაში იყო X„...,X, ასოების მ,,..,მ, 
მნიშვნელობებისაგან შედგენილი დალაგებული სისტემა. შევნიშნოთ, 

რომ ამ წიგნში განხილული ნებისმიერი თეორიის ნებისმიერი ასოს ნე- 

ბისმიერი მნიშვნელობა მეტაელემენტია (იხ. 2.2.5). მაშასადამე, ლლ თ 

ასოების მნიშვნელობათა სისტემა ყოველთვის მეტაელემენტებისაგან შედ- 
გენილი ი-წევრიანი მეტაკორტეჟია (ე.ი. მეტაელემენტებისაგან შედგენი– 
ლი მეტამათემატიკური ი-ეულია). 

3.1.6 პუნქტში მოტანილი ზოგადი შეთანზმების შესაბამისად მ,....,მ, მე– 

ტასაგნებისაგან შედგენილი დალაგებული სისტემა აღინიშნება (მ,,...,მ,) -ით. 

არაუმარტივესი ალფაბეტის მქონე ნებისმიერ თეორიაში X,,...,X, საგ- 

ნობრივი ასოების მნიშვნელობათა სისტემა სისტემათა 1.3.5-ში მოტანი- 
ლი განსაზღვრის მიხედვით, შევნიშნოთ, რომ სისტემის ცნების ხსენე- 
ბული განსაზღვრა შეიძლება ასე ჩამოყალიბდეს. მოცემული თეორიის 

ფორმულის საგნობრივი ასოს მიმართ ი/ ინტერპრეტაციის უნივერსუმზე 
განსაზღვრულ თვისებად განხილვის შედეგად მიღებული თვისებით გან- 

საზღვრულ მეტასიმრავლეს ეწოდება სისტემა (#/ ინტერპრეტაცი- 

აში –ა”ინტერპრეტაციის მიმართ). 
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(3.1) თეორემა. ნებისმიერ =/ მოდელში დალაგებულ ი-ეულებს 
აქვთ შემდეგი თვისებები: 

(2) საგნებისაგან შედგენილი ორი (9,,...,მ,) და (ხ,,...,06.) დალაგე- 

ბული ი-ეულებიდან, ი > 0, ერთი ი-ეულის I-ური ელემენტი არ შეიძლე– 

ბა უდრიდეს მეორის )1-ურ (0 # I)ელემენტს. 

(6) თუ მ,,...,მ,, ხ,,...,ხ, (ი > 0) საგნობრივი კვანტორული ასოებია, 

მაშინ ამ ასოების მნიშვნელობათა ნებისმიერი სისტემისათვის ჭე'შმარი– 
ტია შემდეგი ფორმულა: 

დმ /M.../არმა # «დხ, #ტხ, – 

-3> I(მ,,....მ,) =(ხ,,...,ხ,) <2 მ, = ხნ, /..Mმ, = ხ,) 

მაშასადამე, თუ მ,,...,მ,, ხ,,...,ხ, ელემენტებია, მაშინ! 

(მ8,,..,მე)=(ხ,,..,ხე)<> მ, = ხ,/V..#მ, = ხ,.. 

(0) საგნებისაგან შედგენილი ი-ეული, როცა ი # 1, არის ი-ელემენ- 
ტიანი სიმრავლე. 

მართლაც, (8) თვისების დასამტკიცებლად დავუშვათ წინააღმდეგი, 
ე. ი. დავუშვათ, რომ 

I<)<ი; 1<1)<ი; 12I 1(M(მ,))1=(I,(ხ,)). 

აქედან ადვილად ვპოულობთ, რომ 

1=(ხ.); )=(მ,). 

უკანასკნელი ორი ტოლობა ეწინააღმდეგება 1 <1#% 1> 1 პირობას (I და 

1 რიცხვებიდან ერთს მაინც უნდა ჰქონდეს არანაკლებ ორი ელემენტისა). 

ამით მტკი(ვდება (მ) თვისება. (ხ) და (C) თვისებები მისი უბრალო შედეგებია. 

(ხ) თვისება იძლევა იმის საფუძველს, რომ (იმ შემთხვევაში, როცა 

8,,..სმ, სიმბოლოთა მნიშვნელობები ელემენტებია) (8,,...,8 -ს ეწოდოს 

„მ.-მ, ელემენტებისაგან შედგენილი დალაგებული M-ეული“. (ს) 

  

' თუ მც.ამ,, ხ,..ხ, დამხმარე კონსტანტებია, მაშინ მხედველობაშია ამ 

დამხმარე კონსტანტებით გაფართოებული თეორია. 
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თვისება შეიძლება ასეც გამოითქვას. ელემენტებისაგან შედგენილი დალა–- 

გებული II-ეული ერთადერთი გზით წარმოიდგინება სახით: (მ,,...,მ,)- 

ცხადია. (მ), (ხ) და (C) წინადადებათა სრული ანალოგები სამართლი– 

ანი იქნება დალაგებული სისტემების შემთხვევაშიც. უფრო მეტიც, (ხ) წი- 
ნადადება დალაგებული სისტემების შემთხვევაში სამართლიანი იქნება 
შემდეგი გაძლიერებული ფორმით. 

(ნ )თუ მ,....,მ,, ხ,,....ხ, საგნობრივი ცვლადებია, მაშინ 

(ე,....,მ,) = (ს,,.... ხ,) «5 მ, =ხ,/..#მ, = ხხ, 

(ხ) თვისება შეიძლება გავაძლიეროთ შემდეგნაირად. 

(ხ”)თუ მ,,-..,მ,, ხ,,...,ხ, საგნობრივი ცვლადებია, მაშინ 
ს? 

დმ, /V../ჯლმ, => I(მ,,-..,მ,) =(ხ,,....ს,) <> მ, = ხ,/..Mმ, = ხე I. 

ეს წინადადება არის (ს) წინადადებისა და შემდეგი წინადადების შე- 

დეგი. 
(9) დალაგებული 0-ეული, რომლის ერთი კომპონენტი მაინც ზესიმ- 

რავლეა, არ შეიძლება ელემენტებისაგან შედგენილი დალაგებული M-ეულის 

ტოლი იყოს. 

დამტკიცება. ი არ შეიძლება იყოს 0. შემთხვევა 8 = 1 ტრივი–- 

ალურია. ვიგულისხმოთ, რომ I) > 1. ასეთ შემთხვევაში,თუ (ხ,,....ხ,) ი- 

ეულის I–ური კომპონენტი ზესიმრავლეა, მაშინ მისი 1“-ური ელემენტი 

(I, 0ჯ არ დაემთხვევა ელემენტებისაგან შედგენილი (მ,,...,მ,) ი-ეულის 

არც ერთ ელემენტს ((მ,,...,მ,)ის ელემენტის ელემენტებს შორის ცარიე- 

ლი სიმრავლე არ გვხვდება) ” : 

ახლა შემოვიტანოთ X" წარმოებული ჩ-ადგილიანი სუბსტანციური 
სპეციალური ოპერატორი შემდეგი განსაზღვრით: 

(ML ჩი... შე) – XXIX /VXIX CX <> 

<> 3X...5X,IX = (X-,...,X.)//X, C 1 /M../MX, C1)111, 

სადაც X. X. X,,...,X, ისეთი ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინიმალურ- 

ნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია. რომ მათ არ აქვთ თავისუ- 

ფალი შემოსვლები “LL ,...L, ტერმებში (ი = 0,1,2,...). (იგულისხმება, 

რომ პირველად შეირჩევა საჭირო თვისების მქონე X ასო, შემდეგ X, შემ– 

11. შ. ფზაკაძე 161



დეგ X, და ა.შ. სხვანაირად: იგულისხმება, რომ X, X, X„...,X, ასოების 

ნომრების მიმდევრობა ზრდადია). აქ სიტყვა ,,კვანტორული"“ შეიძლება 
შეიცვალოს სიტყვით „ოპერატორული“. 

ცხადია, მოტანილი განსაზღვრა ი = 0 შემთხვევაში გვაძლევს: 

XX” – IXXILXXV/”VXIXCX«<>X=()I!). 

აქედან, რადგან ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში ( ) არის C7 გამომდინა–- 

რეობა,რომ X9= (C)1. ამიტომ ნებისმიერ მოდელში X9= 1. 

ნაცვლად XI...) შემოკლებული აღნიშევნებისა, გამოვიყენებთ აგ- 

რეთვე X 1; (გამარტივებულ) აღნი შენას. ასევე, ნაცვლად X? XX აღ- 

ნიშენისა, გამოვიყენებთ აგრეთვე I,X”I, და LI ,X Lე აღნიშვნებს. X”ი.. ში, 

ტერმს ეწოდება I... I, ტერმების პირდაპირი ნამრავლი ანუ 

გარე ნამრავლი. ე.წ. მარცხნიდან შეჯგუფების კანონის ძალით 

1,XI,)X...XI, წარმოადგენს ტერმების (LL...((IL,XI.IX XI,)...1XI.), 

ე.ი. X2...X2II...I, ნამრავლის გამარტივებულ აღნიშენას რდსენებულ ნამ- 

რაელში სახეზე მყოფი ოპერატორების რიცხვია ი –1). იგი, ცხადია,თუ ი > 2, 

განსხვავდება ტერმების X I, ნამრავლისაგან. ტერმების LL ,XIL.X...XI, 

ნამრავლს ვუწოდოთ ”,,.., IL, ტერმებ-დეკარტული ნამრავლი. 

ვგულისხმობთ, რომ დეკარტულისა და გარე ნამრაელის ცნებები ერთი და 
იგივეა, როცა თანამამრავლთა რიცხვი ი არის 0 ან 1. ისინი, ცხადია,ერთი 

და იგივეა #) = 2 შემთხვევაშიც. 

ცხადია, ნებისმიერი მოდელის უნივერსუმის #,,...,#, საგნების (კერ- 

ძოდ, კლასების) პირდაპირი ნამრავლი არის ელემენტებისაგან 

შედგენილი (მ,,....მ,) სახის ყველა დალაგებული ჩ-ეულის კლასი, სადაც 

მ, არის #.-ს ნებისმიერი ელემენტი. კლასთა პირდაპირი ნამრავლის 

ორადგილიან X” ოპერაციას არ აქვს კომუტატიობის თვისება. ნებისმიერი 

მოდელის უნივერსუმის # და 8 კლასების #X8 ნამრავლი მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში უდრის 8X##6-ს, როცა # = 8 ან როცა # და 8 კლასებიდან 
ერთი მაინც ცარიელია, 
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ი 

თუ 4 ,..;/##8, კლასთა X #6. პირდაპირი ნამრავლის თითოეული #., 

თანამამრავლი # კლასის ტოლია, მაშინ X ტ. ნამრავლს ეწოდება # 

კლასის ი-ური ხარისხი და იგი აღინიშნება #%"-ით. ცხადია, ნების- 
მიერ ინტერპრეტაციაში /#! = # და #9 = (C 1). მაშასადამე, ნებისმიერ 
მოდელში #9 = 1. 

ი > 2 შემთხვევაში, ცხადია, /„",,...,#, კლასთა დეკარტული ნამრავ- 

ლის ელემენტები ორკომპონენტიან დალაგებულ კორტეჟებს (ელემენტთა 

წყვილებს) წარმოადგენენ. ცხადია, წ რიცხვ კლასთა, შესაბამისად 

ტერმთა, დეკარტული ნამრავლი შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც 

L რიცხვ კლასთა, შესაბამისად ტერმთა, დეკარტული ნამრავლი 

(1,2,...,0 – 1 1-დან აღებულ ყოველ M-თვის. 
XIს წარმოებული ერთადგილიანი სუბსტანციური სპეციალური ოპ- 

ერატორი (#) = 0, I...) შემოიტანება შემდეგი განსაზღვრით: 

XIX – Xუონ.1I, 

სადაც + ნებისმიერი ტერმია (იგულისხმება, რომ განსაზღვრის მარჯვენა 

მხარეში L მეორდება ი-ჯერ – წინააღმდეგ შემთხვევაში განსაზღვრის 

მარჯვენა მხარე ფორმა არ იქნება). ვიგულისხმებთ, რომ IX» არის XII 

ტერმის გამარტივებული აღნიშენა. 

ცხადია,თუ # კლასია,მაშინ XIს =ტ" ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში. 

ახლა განვსაზღვროთ წარმოებული ერთადგილიანი სუბსტანციური 

სპეციალური ოპერატორები 90 ” „ და LI. I ,სადაც ა ვ..4 

ი = 1,2,..,9> 1, 1<1,<Lს<... < X- ი. 

ეს წარმოებული“ოპერატორები შემოიტანებიან შემდეგი განსაზღგრებე- 

ბით: 

ხი, 1 – XXIICX /ს 3X)...= X, (CX, /X.../#CX, /ს 1 = (XI... X,)/ 

/# X=LCX,...X,, )1) 
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ჩნ," მ". LI - XXILIX/VVXIXCX «>3X,...5X.5VICX, /M../ჰ#CX, /V 

MX» CI /#V =(X,ც..-Xე) /X =(X,,...X,, 111 

სადაც I არის ნებისმიერი ტერმი. X, X, XI ა XV I-შძი თავისუფალი 

შემოსელების არმქონე ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინიმალურნომ- 
რიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია (ან, რაც იგივეა, მინიმალურ- 
ნომრიანი საგნობრივი ოპერატორული ასოებია – იხ (1.1) და (1.2) შე– 
თანხმებები). 

ჩიე )1 ტერმს ეწოდება I ტერმის ი-განზომილებიანი 

პირდაპირი პროექცია ღერპებზე, რომელთა ნომრებია (ავა: ე: 

ასევე ჩია, I ტერმს ეწოდება + ტერმის ი-განზომილებიანი 

პროექცია ღერძებზე, რომელთა ნომრებია ე, ე>---1ე- გარდა ამისა, 

ხი. I ტერმს, 1 < MX < ი, ეწოდება L ტერმის ი-განზომილებიანი 

პირდაპირი M-ური პროექცია. ი: I ტერმს, 1 < X < ი, ეწოდება 

XL ტერმის ი-განზომილებიანი L-ური პროექცია. სიმარტივი- 

სათვის. იი... და ჩი. კ. წარმოებულ ოპერატორების ზედა ინდექსს 
ი-ს გამოვტოვებთ ხოლმე, როცა # = 2. ასევე, ი = 2 შემთხვევაში შემოტა- 

ნილ ტერმინებში სიმარტივისათვის ზოგჯერ გამოვტოვებთ სიტყვას ,,ი-გან- 
ზომილებიანი“. აღნიშნულის შესაბამისად უნდა იქნეს გაგებული აზრი 
შემდეგი ტერმინებისა. ,,L ტერმის პირდაპირი პირველი (მეორე) 

პროექცია“ და ,,I ტერმის პირველი (მეორე) პროექცია“. 
ცხადია, მ,,..,მ, ელემენტებისაგან შედგენილი (28,,..,მ,) დალაგე- 

ბული სისტემის პირდაპირი პროექცია ღერძებზე, რომელთა ნომრებია 

მათაც არის (მ, ათს მ, 2) დალაგებული 0-ეული. ასევე მ,, მკ ელემენტები- 

საგან შედგენილი (8მ,, მ.) წყვილის პირველი პირდაპირი პროექცია არის 

მ,, მეორე პირდაპირი პროექცია კი არის გ. ცხადია, აგრეთვე რომ,თუ # 

არის საგანი (კერძოდ. კლასი), მაშინ ჩი... #6, იმ შემთხვევაში როცა # 

რაიმე #M-კომპონენტიანი დალაგებული (მ,,...,მ,) სისტემაა, არის 
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(მ, მ, ). წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩნ, + ტ. არის ცარიელი სიმრავ– 

ლე. IL. #კი არის ჩია, მ სახის ელემენტთა კლასი, სადაც მ არის 

#ტ საგნის ისეთი ნებისმიერი ელემენტი, რომელიც წარმოადგენს ი-კომ- 

პონენტიან დალაგებულ სისტემას. კერძოთ, IL" # არის #-ში ელემენტ- 

თა შემავალ ი-კომპონენტიან დალაგებულ სისტემათა I-ურ კომპონენტთა 
ასი. 

“ ხშირად წარმოებული ეუ" ოპერატორი # = 2,3,... შემთხვევაში შე- 

მოაქვთ შემდეგი განსაზღვრით: 

წა4(IMMM == (CI) (+ I)); 

წერი...) – (CV... ), >) თ =3,4,.... 
იგულისხმება, რომ (IL .., L,)ით აღინიშნება ერ... ტერმი ახალი 

განსაზღვრის მიხედვით (L = 2,3,...). უკანასკნელ განსაზღვრაში ჯერ ი+% 

უნდა მივცეთ მნიშვნელობა 3 და მივიღებთ ე”-ის განსაზღვრას, შემდეგ 
უნდა მივცეთ მნიშვნელობა 4 და მივიღებთ ე4-ის განსაზღვრას და ა. შ. 
მოტანილ განსაზღვრას ვუწოდოთ 2- ოპერატორის მეორე გან- 
საზღვრა. ვგულისხმობთ, რომ ემ და ე1-ის მეორე განსაზღვრა ემთხვევა 

პირველ განსაზღვრას. ეის მეორე განსაზღვრას ეთანხმება ეუ" ოპერა- 
ტორთან დაკავშირებულ ცნებათა და ტერმინთა შინაარსის მეორე გან- 
საზღვრებები. ცხადია, მეორე განსაზღვრა არაა პირველის ტოლფასი. ამას- 

თან, მეორე განსაზღვრის შემთხვევაში არ გვექნება დალაგებული ი-ეულის 
(ა > 1) M-ური ელემენტის ცნების ანალოგი (LX = 1;2,...,0), ე" ოპერატო- 

რის მეორე განსაზღვრის შემთხვევაში ელემენტებისაგან შედგენილი და- 
ლაგებული ი-ული (# = 2,3,...) არის ერთელემენტიანი სიმრავლე (თუ მ 
და ხ ელემენტებია და მ = ხ, მაშინ (21 არის (მ,ხ) დალაგებული წყვილის 

ერთადერთი ელემენტი, წინააღმდეგ შემთხვევაში (მ,ხ) არის ორელემენ- 

ტიანი სიმრავლე). ამასთან, ელემენტებისაგან შედგენილი დალაგებული 

M-ეული (I) = 2,3,.. .) ამაჟე დროს არის ელემენტებისაგან შედგენილი და- 
ლაგებული X-ეული თითოეულ ისეთ X-თვის, რომელიც აკმაყოფილებს 
პირობას: 1 < X < ი. ამიტომ ასეთნაირად შემოტანილი დალაგებული ი- 

ეულის ცნება იწვევს რიგ: უხერხულობას. მაგრამ (ხ) თვისება ამ შემთხეე- 

გაშიც სამართლიანია (ი = 1,2 შემთხვევებში ამის დამტკიცება სიძნელეს 
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არ წარმოადგენს, I > 2 შემთხვევებში კი მისი სამართლიანობა ადვილად 

მიიღება მათემატიკური ინდუქციით). შემდგომი მსჯელობები ელემენტე- 
ბისაგან შედგენილი დალაგებული #M-ეულების შესაზებ ძირითადად ეყრდ- 

ნობა (ხ) თვისებას და არ აქვს არსებითი მნიშვნელობა იმას, თუ როგორ 

არის განსაზღვრული ელემენტთა დალაგებული ი-ეულის -ცნება (ხ) პი- 

რობის დაცვით. ( ხ/ ) და (ძ) თვისებები მეორე განსაზღვრის შემთხვევაში 

სამართლიანი არაა. მართლაც, თუ 8 ელემენტია, ხ კი ზესიმრაელეა, მა- 

შინ (გ.ხ) = (მ,მ). ეს იწვევს ზოგიერთი წარმოებული სიმბოლოს განსაზ- 

ღვრის მცირედ გართულებას „ე ოპერატორის მეორე განსაზღვრის შემ– 
თხვევაში. საჭიროების შემთხვევაში მკითხველი ადვილად იპოვის შემამოკ- 
ლებელ სიმბოლოთა მოტანილ განსაზღერებების აღნიშნული სახის გარ- 
თულებულ ფორმებს. 

აქვე შევნიშნოთ რომ, თუ 2" ოპერატორს შემოვიტანთ (1) განსაზ- 
ღვრით, სადაც ი = 0,1,2,..., მაშინ მ,ც..სმე ელემენტებისაგან შედგენილი 

ი-ეულ (მ,,...,მ,) იქნება (§M,ჯმ,1) : M M < იჯ სიმრავლე და ელემენტე- 

ბისაგან შედგენილ ი-ეულებს ექნებათ (98), (ხ), (C), ( ხ” ) და (ძ) თვისებები 

((C) წინადადება სამართლიანი იქნება 9 = 1 შემთხვევის გამორიცხვის 

გარეშეც). ე-ის უკანასკნელ განსაზღვრას ვუწოდოთ პირველი გან- 
საზღვრის მოდიფიკაცია. ე" ოპერატორის მეორე განსაზღვრის 
შემთხვევაში ადგილი ექნება შემდეგ ტოლობას ( ტოლობა იქნება იგი- 
გურად ჭეშმარიტი) 

ი 

XI =“ X ე X-XI). 
)= 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში, საგანთა (კერძოდ, კლასთა) პირდაპირი ნამ- 
რავლის ცნება ემთხვევა საგანთა დეკარტული ნამრავლის ცნებას. ამასთან, 

ცხადია, ამ შემთხვევაშიც ტერმების პირდაპირი ნამრავლი განსხვავდება 
იმავე ტერმების დეკარტული ნამრავლისაგან. 

ზემოთ აღნიშნულის საფუძველზე ქვემოთ თითქმის ყველგან 
შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ დალაგებული ი-ეულის ცნება შემოტანი- 

ლია განხილული სამი განსაზღვრიდან ნებისმიერით. მაგრამ აქვე უნდა 
შევნიშნოთ, რომ პირველი განსაზღვრის მოდიფიკაციის შემთხვევაში 

დალაგებული ი-ეულების რაიმე M კლასის ი-განზომილებიანი პროექცია 

1-ურ ღერძზე არ იქნება M-ის ელემენტთა 1“ური კომპონენტების კლასი 
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და, გარდა ამისა, ადგილი არ ექნება ტოლობას /'!= #/%ს (გარდა იმ შემ- 

თხვევისა, როცა #, ცარიელი სიმრავლეა). 

3.3.4 ელემენტთა ოჯაზი და მასთან დაკავშირებუ- 
ი სიმრავლური და კლასური ოპერაციები. ფუნქციონა- 

ლურ გრაფიკს (ე.ი. ფუნქციას მოდიფიცირებული აზრით) უწოდებენ 
აგრეთვე ელემენტთა ოჯახს (მოდიფიცირებული აზრით)". 

ვთქვათ, #, არის ელემენტთა ოჯახი (ე.ი. /#ს არის კვაზიტერმი, რომ- 
ლის თავისუფალი ცვლადები ისეა დაფიქსირებული, რომ მისი მნიშვნე- 
ლობაა ელემენტთა ოჯახი. სიმარტივისათვის შეგვეძლო გვეგულისხმა, 

რომ # კვაზიტერმი თავისუფალ ცელადებს არ შეიცავს). ჩი #. -ს უწოდე- 

ბენ 4 ელემენტთა ოჯახის ინდექსთა კლასს. ეს კლასი აღენიშ- 

ნოთ 1 სიმბოლოთი (1 არის #, კლასის ელემენტების პირველი კომპონენ- 

ტებისაგან შედგენილი კლასი (ვგულისხმობთ, რომ =/ მოდელია). წჩ # 4 

უწოდებენ # ელემენტთა ოჯახის ელემენტთა კლასს. 
XXICI,X) C ტ) კვაზიტერმი, სადაც X და I ისეთი ელემენტებისაგან 

განსხვავებული მინიმალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია, 

რომლებსაც არ აქვთ თავისუფალი შემოსვლები #-ში, აღინიშნება /%,-თი. 

დალაგებული ი-ეულების (ძ) თვისების საფუძველზე ადვილად დავასკვ- 
ნით, რომ 1-დან აღებული ყოველი 1I-თვის #, არის (ე.ი. #, ტერმის 

მნიშენელობაა) ის ერთადერთი ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს პი- 
რობას: (1,4) C #. განხილულ პირობებში # ელემენტთა ოჯახს აღნიშ- 

ნავენ აგრეთვე (#,;),ც გამოსახულებით. IM-დან აღებული ყოველი IL-თვის 

#.-ს, შესაბამისად (1,0,)-ს. უწოდებენ ტ ელემენტთა ოჯახის (I-ურ) 

ელემენტს, შესაბამისად (IL-ურ) წევრს. თუ # ელემენტთა ოჯახს გან- 
ვიხილავთ როგორც კლასს, მაშინ ამ კლასის ელემენტები იქნებიან 

მხოლოდ და მხოლოდ / ელემენტთა ოჯახის წევრები. ხშირად # ელემენ- 

ტთა ოჯახის 1-ურ ელემენტს აიგივებენ მისივე 1-ურ წევრთან და სარგე- 
ბლობენ აქედან გამომდინარე გამარტივებებით. მაგალითად, სიმარტივი- 
სათვის, ნაცვლად ტერმინისა ,,მიმდევრობის ელემენტი“ ხშირად იყვნებენ 
ტერმინს ,,მიმდევრობის წევრი“. აქვე შევნიშნოთ, რომ აქ შემოტანილი 

  

' ეს ცნებები და ელემენტთა ოჯახის ცნება დეტალურად შეისწავლება V თავში. 
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ტერმინების შინაარსი დამოკიდებულნი არიან არა მარტო სათანადო. 
ობიექტებზე, არამედ ამ ობიექტების სახელწოდებებზეც. მაგალითად. თუ 
#. კლასი ელემენტთა ოჯახია, მაშინ ერთმანეთისაგან განსხვავებული შინა- 

არსი აქვთ ტერმინებს: ,,/% კლასის ელემენტი“ და ,,/ს ელემენტთა ოჯახის 

ელემენტი“. 
თუ 1 არის ნატურალურ რიცხვთა M სიმრაელე, შესაბამისად, ი ნა– 

ტურალურ რიცხვზე მეტ ნატურალურ რიცხვთა (ი,+ თ ) სიმრავლე, მა- 

შინ (/Vც,);, აღნიშვნის ნაცვლად იყენებენ აგრეთვე აღნიშვნას: /ბე,/4,,..., 

შესაბამისად რა, /“'ეა6-, და მას (ელემენტთა ოჯახს) უწოდებენ მიმ- 

დევრობას. ტერმინი მიმდევრობა (სასრული მიმდევრობა ან უსასრუ- 

ლო მიმდევრობა) გამოიყენება იმ შემთხვევებში, როცა I არის ნტუ'ურალურ 
რიცხვთა სიმრავლის რაიმე (სასრული ან უსასრულო) ქვესიმრავლე. 

შენიშვნა. ფუნქციონალური გრაფიკის (და, მაშასადამე, ელემენ- 
ტთა ოჯახის) ცნება შეგვეძლო შემოგვეტანა სათანადო შემამოკლებელი 
სიმბოლოს განსაზღვრის საფუძველზე – სახელდობრ, შემდეგი განსაზ- 

ღვრის საფუძველზე. 
და. –- MI/”MVXIX CI -> 3·V/47IX = (1, 7) /#CV /#C211/+X 

7/#VXVIVV IICX, V) CI /XCX,7) CI –> V = 2), 

სადაც X, V და 2 ისეთი ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინიმალურნომ- 

რიანი კვნტორული ასოებია, რომლებსაც თავისუფალი შემოსელები არ 

აქვთ 'L-ში, მაშინ (X;),. უნდა განვიხხილოთ, როგორც გამარტივებული 

აღნიშვნა I ტერმისათვის, რომელიც გამოიყენება მხოლოდ მაშინ, როცა 

“+ ელემენტთა ოჯახია (ე.ი. როცა თ I ჭეშმარიტია C/-ში). დ L იკით- 

ხება ფრაზით ,,კფუნქციონალური გრაფიკია IL“. აქვე შევნიშნოთ, რომ 

განსაზღვრის მარჯვენა მხარეში კონიუნქციის მესამე კომპონენტში არ 
მოვითხოვთ CX /+ CV /# 67 -ს იმის გამო, რომ კონიუნქციის მეორე კომპო- 

ნენტის თ/ ინტერპრეტაციაში ჭეშმარიტობის შემთხვევაში, მაგალითად, 

(X,V) C 'L-დან, გამომდინარეობს, რომ X და V ელემენტებია (იხ. დალაგე– 

ბული ჩ-ეულების (9) თვისება). 

ს და მ. წარმოებული ოპერატორები შემოვიტანოთ შემდეგი 
განსაზღვრებებით. 
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ყI+I – #XXILX/VXIX CX <> 39მწიI /C6მ /#CX /V 
. თ 

/#CI,2) C'L /#X C81)11 

ი+ – XXILXVMVXIX C X <> VIVIმ(CI /X6Cმ /#CX /V 

#CI,2)C IL –> X C81)) 

სადაც I ნებისმიერი ტერმია, X, X,I, 2 კი ისეთი ერთმანეთისაგან 

განსხვავებული მინიმალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია, 
რომ მათ არ აქვთ თავისუფალი შემოსქლები IL-ში. 

თუ 1 ელემენტთა ოჯახია (ე.ი. I ტერმის მნიშვნელობა ფუნქციონ- 

ალური გრაფიკია და ამ ფუნქციონალურ გრაფიკს უწოდებენ ელემენ- 
ტთა ოჯახს), მაშინ, როგორც ვიცით, IL (ე.ი. L-ს მნიშვნელობა – ელე– 

მენტთა ოჯახი) აღინიშნება აგრეთვე (1;),ც გამოსახულებით, სადაც I 

არის Lი I ტერმი, 1, არის +XILCI,X) C ”LI ტერმი, I და X კი+-ში თავი- 

სუფალი შემოსელების არ მქონე ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინი– 
მალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორ ული ასოები. ამასთან, ამ შემთხვე– 

ვაში ს და ი “IX ტერმების შესაბამისად აღნიშნავენ აგრეთვ LIX; და 
(L- 

(ა 

ი1, გამოსახულებებით და ამ ტერმების მნიშვნელობებს შესაბამისად 
ICI 

უწოდებენ (I+,),ც) ელემენტთა ოჯახის გაერთიანებას, შესაბამი- 

სად თანაკვეთას.ამასთან, (7; ),., ელემენტთა ოჯახის “L, ელემენტს ეწო- 

დება LII; გაერთიანების, შესაბამისად (II; თანაკვეთის,1-ური 
(CI !'CI · 

კომპონენტი.თუ I არის ნატურალური რიცხვების M, შესაბამისად ი 

ნატურალურ რიცხვებზე მეტი ნატურალური რიცხეების სიმრავლე, მა– 

შინ, როგორც ვიცით, (I). ელემენტთა ოჯახს უწოდებენ აგრეთვე 

მიმდევრობას და მას აღნიშნავენ აგრეთვე “IV, IL, „+ შესაბამისად. 

მიას "ე. გამოსახულებით. ამასთან, ამ შემთხვევაში 

სთ, ით, ს 7 ი # 
1CM (CM 'ფლი.+29) (C(ი,+თ) 

ტერმებს აღნიშნავენ აგრეთვე 
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I=I I” (თი+ 1=ი! 

გამოსახულებებით. ანალოგიური გამარტივებული აღნიშენები გვექნება 

მაშინაც, როცა 1 არის ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის რაიმე ქვესიმ- 

რავლე. ასეთი გამარტივებული აღნიშვნების მაგალითებია: ი% , 
ი 

ი შე და ა. შ. 
იი 

შენიშვნა, (1) და (2) განსაზღვრებებიდან (სახეზე მყოფი) CX/+ 
ნაწილის ამოგდებით (1) განსაზღვრის შინაარსი – განსაზღვრის მარჯეენა 
მხარის მნიშვნელობა (მოდელში) არ შეიცვლება, (2) განსაზღვრის ში- 
ნაარსი კი შეიცვლება მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა + 

ტერმის მნიშვნელობაა ისეთი საგანი, რომელიც ელემენტად არ შეიცავს 
ელემენტებისაგან შედგენილ დალაგებულ წყვილს. ამასთან, არგუმენტის 
ასეთი სახის მნიშენელობისათვის (2) განსაზღვრის მარჯვენა მხარის 
მნიშვნელობა C უნივერსალური კლასია (<X/I ნაწილის ამოგდებით), 
მოდიფიცირებული (2) განსაზღვრის მარჯვენა მხარის მნიშვნელობა ხსე– 
ნებული სახის არგუმენტისათვის კი იქნება ცარიელი სიმრავლე (საკუთ- 
რივი სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში (1) და (2) განსაზღვრებების 
შინაარსი (მოდელში განხილული მოდიფიცირების შედეგად არ იცვ- 
ლება). კლასთა თეორიის შემთხვევაში, VI” ოპერაციის საწინააღმდეგოდ, 
სიმრავლეთა კლასი არაა ჩაკეტილი MI” ოპერაციის მიმართ. ამასთან, (1 M 

ოპერაციის მხოლოდ და მხოლოდ ისეთ /# სიმრავლეზე გვაძლევს ზესიმ- 

რავლეს, რომელიც ელემენტად არ შეიცავს ელემენტებისაგან შედგენილ 
დალაგებულ წყვილს (ჩ) ”/# = # ). თუ (2)-ის ნაცვლად ავიღებთ შესაბამის 

მოდიფიცირებულ განსაზღერას, მაშინ აღნიშნული გამონაკლისი არ გვე- 
ქნება (ამ შემთხვევაში (1 /ს =C). მაგრამ ინტუიციურად LI # = C 

ტოლობა უფრო გამართლებულია, ვიდრე ი ხ=C ტოლობა. 

თუ V” და II ძირითადი ერთადგილიანი სუბსტანციური სპეცი- 

ალური ოპერატორებია და გვსურს მათ ი/ ინტერპრეტაციაში მივცეთ 
იგივე შინაარსი, რასაც მათ მოტანილი განსაზღვრებები ანიჭებთ, მაშინ 

შეგვეძლო ამ ოპერატორთა შინაარსი განგვესაზღვრა C/ -ში იგივურობით 
(რომლებსაც ზემოთ მოტანილი განსაზღვრებებიდან მივიღებთ ,.––-“ 

სიმბოლოს ნაცელად ,,= ( სიმბოლოს ჩასმით» 
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სI =, “(CXICX„VXIX CX <> 319მ(61 /XCმ /X6X/» 
/#MCI,2) CL /#X C8111 (3) 

ი+ =ცე “#XILX/MVIXIX C X <> VIVმ(6I /XCმ /#CX /V 

/#CI1,2) CL –> X C8მ11| 

V. და II” ოპერატორთა, როგორც ძირითად ოპერატორთა, შინა- 

არსი, იმ შემთხვევაში როცა მოცემული 9/ ინტერპრეტაციის ინდივიდთა 

(4) 

კლასი ცარიელია, შეიძლება განისაზღვროს ი/-ში შემდეგი ტოლძალოვ- 
ნებებითაც. 

XCსI <2, 313მ(C1/6Cმ /#6X/X(I,0მ)CI XCმ) (5) 

XCIსI ლ, VIVმ(CI/Cმ /XCX/M(I,მ)CI->X6C8) :5) 

ცხადია, თუ LI და II” სიმბოლოებს განვიხილავთ (1) და (2) გან- 
საზღვრებებით შემოტანილ წარმოებულ ოპერატორებად, მაშინ (3), (4), 
(5) და (6) დამტკიცებადნი იქნებიან (ამასთანავე, (3) და (4) გამომდინა- 
რეობს განსაზღვრებებიდან ტრივიალურად). ასევე.თუ LI” და (1. სიმბო- 
ლოებს განვიხილავთ როგორც ძირითად ოპერატორებს, რომელთა შინა- 
არსი განისაზღვრება (3) და (4) იგივურობებით. მაშინ (5) და (6) ტოლძა- 

ლოვნებები დამტკიცებადნი იქნებიან დასასრულს, თუ მოცემული V/ ინ- 

ტერპრეტაციის ინდივიდთა კლასი ცარიელია და LI" და II. სიმბოლოებს 
განვიხილავთ როგორც ძირითად ოპერატორებს, რომელთა შინაარსი (5) 

და (6) ტოლძალოვნებებით განისაზღვრება, მაშინ (3) და (4) იგივუ- 
რობები დამტკიცებადნი იქნებიან. 

იმ შემთხვევაში, როცა I” არის ელემენტთა ოჯახი (მოდიფიცირე- 
ბული აზრით) ან. რაც იგივეა, IL არის ფუნქციონალური გრაფიკი, რომ- 

ლის გამარტივებული აღნიშვნაა (1; ),ც) (ე.ი. არის Lი L და L, არის 

XXI(I,X) C I), სადაც X და |! ზემოაღნიშნულის შესაბამისად შერჩეული 

საგნობრივი კვანტორული ასოებია), მაშინ ადგილი აქეს შემდეგს (დამო- 
უკიდებლად იმისა LI" და II" არიან (1) და (2) განსაზღგვრებებით შემო- 
ტანილი წარმოებული ოპერატორები, თუ ძირითადი ოპერატორები, 
რომელთა შინაარსი (3) და (4) იგივურობებით ან (5) და (6) ტოლძალოვ- 
ნებებით მოიცემა ზემოთ აღნიშნულის შესაბამისად) 
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XCVIIV, <<) 3,0ყIX6%1, C) 

XC0V, <2, V,ცIX C%1, (8) 

ს 7X=V%+XIL%X # VXIX CX«>3,.)IX 61;)111. (9) 

0 6 =./ XXILX /MVXLX CX«>V, )IX C+,)111, (1თ 

ამასთან. (9) და (10) შესაბამისად შეგვიძლია მივიჩნიოთ (X:);ც ელემენტ- 

თა ოჯახის ყი გაერთიანების და ი, თანაკვეთის განსაზღვრებებად. 

იგივე ითქმის (7) და (8) ტოლძალოვნებათა შესახებ იმ შემთხვევაში, როცა 
მოცემული თეორიის ინდივიდთა კლასი ცარიელია. 

(7) და (8) ტოლძალოგნებათა კერძო შემთხვევებია შემდეგი: 

X C ს+, ლე 3ი CMIX CI); 

X C ი% ლ-/ცVი CMIX C წ”). 
ი= 

3ი CM და Vი CM სიტყვების ნაცვლად ხშირად იქ სადაც გაუგებრობა 

არაა მოსალოდნელი, წერენ 3ი და Vი სიტყეებს. 
შენიშვნა. თუ L არ შეიცავს წყვილს, მაშინ (როგორც ვიცით) 

კლასთა თეორიის შემთხვევაში II“ L = C საკუთრივ სიმრავლეთა თეორი- 

ის შემთხვევაში კი II ”I = C) ., ამიტომ წყვილის არშემცველ ტერმისათვის 

საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში ადგილი არ აქვს (6) ტოლ- 

ძალოვნებას ასევე, როცა (X;),ც არის ცარიელი ელემენტთა ოჯახი, მა- 

შინ კლასთა თეორიის შემთხვევაში იეX = #6, საკუთრივ სიმრავლეთა 

თეორიის შემთხვევაში კი ი +, = C . მაშასადამე, ცარიელი (+; ),ც' ოჯა- 
' 

ხისათვის საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში (8) ტოლძალოევ- 
ნებას ადგილი არ აქვს. 

წარმოებული ერთადგილიანი ერთარული სპეციალური სუბსტან- 
ციური ოპერატორული ნიშნები L" და I” შემოვიტანოთ შემდეგი გან- 
საზღვრებებით: 
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ს -– +X+X#ILX/”VVIV C X <> 3XIV CXIII. 

00. – XXIX V/VVL C X <> VX”V CI III, 

სადაც X არის ნებისმიერი ტერმი, X არის ნებისმიერი საგნობრივი ოპე - 

რატორული ასო, X და Vკი ისეთი X-გან და ერთმანეთისგან განსხვავე- 
ბული მინიმალურ ნომრიანი საგნობრივი კვანნტორული ასოებია, რომ 

მათ არ აქვთ თავისუფალი შემოსელები "-ში. II", შესაბამისად IV L. 
ტერმს ეწოდება IL ტერმის გაერთიანება, შესაბამისად თანაკვეთა, 

X-ის მიხედვით. მისი მნიშვნელობა დამოკიდებული იქნება 'L-ში თავი– 

სუფალი შემოსვლების მქონე X-გან განსხვავებული ცვლადების მნიშენე– 
ლობათა სისტემაზე. თუ X კონსტანტაა და მისი მნიშვნელობაა კლასი, მა– 

შინ როგორც VII ტერმის, ისე IV” ტერმის მნიშვნელობა ემთხვევა IL” 

კონსტანტას მნიშვნელობას. ასევე, თუ I არ შეიცავს X-ის თავისუფალ 

შემოსელას, მაშინ I, LI და (VI ტერმების მნიშვნელობები ერთი და 

იგივეა მათი თავისუფალი ასოების მნიშვნელობათა ნებისმიერი ისეთი 
სისტემისათვის, რომლისთვისაც I” ტერმის მნიშვნელობაა კლასი. ცხადია, 

თუ # საგნის აღმნიშენელი ძირითადი ან დამხმარე კონსტანტაა, მაშინ 

როგორც VI # (ე.ი. # საგნის გაერთიანება X-ის მიხედვით). ისე IV 

(ე.ი. # საგნის თანაკვეთა X-ის მიხედვით) წარმოადგენს # საგნის ყველა 

ელემენტის კლასს. 
შენიშვნა. კლასთა თეორიის შემთხვევაში ძირითადი ან წარმოე- 

ბული კვანტორი, რომლის ერთი მაინც ოპერატორული ასო საგნობრივი 

ასოა, კერძოდ LV და IL , შეიძლება განვხილოთ როგორც კლასური 

ოპერაცია ან სიმრავლური ოპერაცია (რამდენადაც ასეთი საგნობრივი 
ასოს მნიშვნელობათა არე არაა კლასი). კლასთა თეორიის შემთხვევაში 

კლასების არსებობის აქსიომიდან გამომდინარეობს, რომ LI, შესა- 

ბამისად III . არის 3XIV CI, შესაბამისად" VXIV CI, თვისების მქო- 

ნე ელემენტთა კლასი (ლაპარაკია იმ თვისებებზე, რომლებიც განხილული 
ფორმულების V-ის მიმართ თვისებად განხილვის შედეგად მიიღებიან). 

საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში უკანასკნელი წინადადება 

შესაძლოა არ იყოს ჭეშამარიტი. მაგალითად, VII , როცა X საგნობრივი 

ცელადია 1 კი არის 1X1, იქნება არაუნივერსალური კლასი, არამედ ცა- 
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რიელი სიმრავლე (საკუთრივ სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში C// მოდ- 
ელში უნივერსალური კლასი არ არსებობს). 

წარმოებული ორადგილიანი სუბსტანციური სპეციალური ოპერა- 

ტორული ნიშნები LI” და II” შემოვიტანოთ შემდეგი განსაზღვრებებით: 

სყ –-– “#XIMLX/MVVIV C X <> 3XIX CI /+V CI))), 

(ქILI –- #XVIV%-X/MVVIV CX «>VXIXCI-–>VCILIII 

სადაც I და IL ნებისმიერი ტერმებია, X ნებისმიერი საგნობრივი ოპერა- 

ტორული ასოა, X და V ისეთი X-გან და ერთმანეთისგან განსხვავებული 
მინიმალურნომრიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია, რომ მათ არ 

აქვთ თავისუფალი შემოსვლები I და XI ტერმებში. LIII”, შესაბამისად 

იჩ0X , ტერმს ეწოდება + ტერმის გაერთიანება, შესაბამისად თა- 

ნაკვეთა, X ასოსა და 1 ტერმის მიხედვით. მისი მნიშვნელობა დამოკიდე- 

ბული იქნება 'L და I ტერმებში თავისუფალი შემოსვლების მქონე X-სგან 

განსხვავებული ცვლადების მნიშვნელობათა სისტემაზე. 

შევნიშნოთ, რომ თუ (I),ც. არის ელემენტთა ოჯახი (ე.ი. L არის 

ელემენტთა ოჯახი, 41 არის X LI, ხოლო IL, არის XXILI,X) C II ტერმი, 

სადაც X და 1 ისეთი ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინიმალურნომრია- 

ნი საგნობრივი კვანნტორული ასოებია, რომლებიც არ აქვთ თავისუფალი 
შემოსელები ”L-ში), მაშინ 

სში, თა სოს 
IC 

(IIIV “=/ 8 #6. 

(აქ, კერძოდ, 1 შეიძლება იყოს ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე M და, 
მაშასადამე. ელემენტთა ოჯახი იქნება ელემენტთა მიმდევრობა). 

ტერმებისგან შედგენილი (X,I,L) სამეულს, შესაბამისად (X,I) წყ- 
ვილს, სადაც X ნებისმიერი საგნობრივი კვანტორული ასოა, ”L და I.კი ნე– 

ბისმიერი ტერმებია, ვუწოდოთ სამკომპონენტიანი ოჯახი, შესაბა- 
მისად ორკომპონენტიანი ოჯახი. ორივე შემთხეევაში X-ს ეწოდება 

ოჯახის ძირითადი ასო, XI-ს კი ეწოდება ოჯახის გული (ვგგულის- 

ხმობთ, რომ ოჯახი, ორკომპონენტიან ოჯახისა და სამკომპონენტიან 

ოჯახის საერთო სახელწოდებაა). I-ს ეწოდება განხილული სამკომპონენ– 
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ტიანი ოჯახის ინდექსთა ტერმი. უკანასკნელი ტერმინის ნაცვლად, იმ 

შემთხვევაში როცა 1 არის კონსტანტა და მისი მნიშვნელობაა კლასი, 
შესაბამისად სიმრავლე. იხმარება აგრეთვე ტერმინი ინდექსთა კლასი, 

შესაბამისად ინდექსთა სიმრავლე.4 და IL ტერმების. შესაბამისად 'L" 

ტერმის. X-გან განსხვავებულ ცვლადებს ეწოდებათ (X„.I,IL). შესაბამისად 

(XL) ოჯახის პარამეტრები.ნაცელად აღნიშვნებისა (XII) და (X-I) 

გამოვიყენებთ. აგრეთვე, აღნიშვნებს (+),.,, და (X),. 

(X,1) ორკომპონენტიან ოჯახის ინდექსთა არე. ანუ განსაზ- 

ღვრის არე. ეწოდება X ასოს მნიშვნელობათა არეს. ცხადია, რამდენა–- 

დაც X უნივერსალური საგნობრივი ასოა, ხსენებული ინდექსთა არე იქნე- 

ბა მოცემული სიმრავლეთა თეორიის · / მოდელის უნივერსუმი – ყეელა 

საგანთა სისტემა. (X,1, 1) სამკომპონენტიან ოჯახის განსაზღვრის არე 

ანუ ინდექსთა არე ეწოდება (X:X C11 კლასს (იგი არის 1 ტერმის X- 

სგან განსხვავებული თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობათა სისტემაზე 
დამოკიდებული კლასი); თუ 1 კონსტანტაა და მისი მნიშვნელობა კლასია, 

მაშინ ამ უკანასკნელ კლასს ემთხვევა ინდექსთა არე. ინდექსთა არე კერძო 
შემთხვევაში შეიძლება აღმოჩნდეს ცარიელიც. 

ინდექსთა არედან აღებული ნებისმიერი I-სთვის (X./. 1) შესაბამისად 

(XI). ოჯახის |“-ური წევრი ეწოდება (II) მეტაწყეილს.ოჯაზის !–ური 

საგანი კი ეწოდება 1-ს. სად.ც L, არის + ტერმის მნიშვნელობა X-ის 1 

მნიშვნელობისათვის (იგი დამოკიდებული იქნება პარამეტრების მნიშენე- 

ლობათა სისტემაზე). (I,+,) I-ურ წევრს ხშირად აიგივებენ I,-სთან და 

ამის შესაბამისად ოჯახის I-ურ საგანს I-ს მიიჩნევენ ოჯახის I-ურ წევრად. 

ს I . შესაბამისად III . ტერმს აღნიშნავენ აგრეთვე LI I -ით. შესა- 

ბამისად III -ით, და უწოდებენ (IL), ოჯახის გაერთიანებას. შესაბა- 

მისად თანაკვეთას. ასევე. LI1+I”, შესაბამისად IL1I” , ტერმს აღნიშნა- 

ვენ აგრეთვე ს 1 -ით, შესაბამისად ი“ -ით. და უწოდებენ (1). 
' XC. ჯ» 

ოჯახის გაერთიანებას. შესაბამისად თანაკვეთას. 
ცხადია. თუ 1 არის კონსტანტა-ტერმი (ე.ი. საგნობრივი კონსტანტა) 

ან უფრო ზოგადად, თუ 1 არ შეიცავს X საგნობრივი ცვლადის თავისუ- 
ფალ შემოსელებს (სხვა თავისუფალი (,ვლადების მნიშვნელობები ამ შემ- 
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თხვევაში დაფიქსირებულად იგულისზმება). მაშინ III” (ე.ი. VI ). შე– 
» 

საბამისად IVIIL (ე.ი. იI ), აღნიშნავს ისეთ მ ელემენტთა კლასს, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ პირობას: IM-დან აღებული ერთი მაინც, შესაბამი- 
სად ყოველი. X-თვის 9 C IL” (სადაც ე ნებისმიერი ისეთი X-გან განსხვა– 

ვებული საგნობრივი კვანტორული ასოა, რომელსაც არ აქვს თავისუფა- 

ლი შემოსელა IL-ში). კერძოდ. თუ 1 კონსტანტა-ტერმის მნიშვნელობაა 

კლასი და.) კლასიდან აღებული ყოველი X-+თვის I ტერმის მნიშვნელო- 

ბაა კლასი. მაშინ (I). სამკომპონენტიან ოჯახს ვუწოდებთ აგრეთვე 

კლასთა სამკომპონენტიან ოჯახს. VI-ს შესაბამისად ს X +, 

კი ვუწოდებთ (+), ) კლასთა სამკომპონენტიან ოჯახის გა- 

ერთიანებას. შესაბამისად თანაკვეთას.ასევე,თუ X-ის ყოველი მნიშ- 
ენელობისათვის 'L ტერმის მნიშვნელობაა კლასი. მაშინ I-ს ვუწოდებთ 

კლასთა ორკომპონენტიან ოჯახს, MX -ს. შესაბამისად III” -ს. 

ვუწოდებთ კლასთა ორკომპონენტიან ოჯახის გაერთიანებას, 
შესაბამისად თანაკვეთას. აქ თუ 4 არის M, მაშინ ნაცვლად ტერმინე- 
ბისა „კლასთა სამკომპონენტიანი ოჯახი” და ,,კლასთა ორკომპონენტიანი 
ოჯახი“ ვისარგებლებთ ტერმინებით: კლასთა სამკომპონენტიანი 
მიმდევრობა და კლასთა ორკომპონენტიანი მიმდევრობა. 

შემოტანილ ტერმინებში ფრაზებს „სამკომპონენტიანი“ და „ორკომ- 

პონენტიანი“ გამოვტოვებთ იქ, სადაც კონტექსტი უზრუნველყოფს გაუ- 
გებრობათა თავიდან აცილებას. 

სავარჯიშო. დაამტკიცეთ. რომ (X,X,1) სამკომპონენტიანი ოჯახის 

გაერთიანება არის ცარიელი კლასი (სიმრავლეთა თეორიის აქსიომებიდან 
გამომდინარეობს, რომ სიმრავლე არ შეიძლება შეიცვალოს ელემენტად 
თავისთავს). 

ხშირად ამბობენ: ,,IL ტერმი განხილული, როგორც ოჯახი ჰ ტერმისა 

და X საგნობრივი კვანტორული ასოს მიმართ“, შესაბამისად ,,I” ტერმი 

განხილული როგორც ოჯახი X საგნობრივი კვანტორული ასოს მიმართ“. 

ასეთ შემთხეევაში მხედველობაში აქვთ (X,I.I) სამკომპონენტიანი ოჯახი, 

შესაბამისად (X.I) ორკომპონენტიანი ოჯახი. ამრიგად, თითოეული ტერ- 
მი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ორკომპონენტიანი ოჯახი ნების- 
მიერი საგნობრივი კვანტორული ასოს მიმართ. და როგორც სამკომპო- 
ნენტიანი ოჯახი ნებისმიერი ტერმისა და ნებისმიერი საგნობრივი კვან- 
ტორული ასოს მიმართ. 
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შენი შვნა. (I), ორკომპონენტიანი ოჯახი და (+), სამკომპონენ- 

ტიანი ოჯახი საზოგადოდ შეუძლებელია რაიმე ბუნებრივი აზრით განხი– 
ლულ იქნენ როგორც ელემენტთა ოჯახი, რამდენადაც L ტერმის მნიშ- 

ვნელობები X-ის ზოგიერთ მნიშვნელობისათვის შეიძლება იყოს ზესიმ- 
რაელე. (I ), შემთხვევაში ამ შეუძლებლობას განაპირობებს ისიც, რომ X-ის 

მნიშვნელობათა არეა ყველა საგანთა სისტემა. მაგრამ თუ 4 არის კონ- 
სტანტა-ტერმი რომლის მნიშვნელობა არის კლასი. X კი არის ოპერა– 

ტორული ასო და X-ის I1-დან აღებული ყოველი მნიშვნელობისათვის “L 

ტერმის მნიშვნელობა სიმრაელეა, მაშინ (#). ცკ სამელემენტიანი ოჯახი 

შეიძლება ბუნებრივი აზრით გავაიგივოთ შემდეგ ელემენტთა ოჯახთან: 

XXIX X /+ VXV6/ C X <> 9X C)I)37|C7/+ V =(X,7) /#» = LII1, 

სადაც X, V და 7 ისეთი X-გან და ერთმანეთისაგან განსხვავებული მინი– 

მალურინდეჭქსიანი საგნობრივი კვანტორული ასოებია, რომ მათ არ აქვთ 

თავისუფალი შემოსელები "L-ში (ამ ელემენტთა ოჯახის გაერთიანება, შე- 

საბამისად თანაკვეთა, იგივეა რაც (1),ც სამკომპონენტიან ოჯახის გაერ- 

თიანების. შესაბამისად თანაკვეთის მნიშვნელობა). ორკომპონენტიან ოჯა- 
ხისათვის ანალოგიური (ბუნებრივი აზრით) გაიგივების შესაძლებლობა 
არ არის. 

VI1 IL. შესაბამისად (LIII. ტერმს ზოგჯერ აღენიშნავთ VI , შესა- 

ბამისად (I> გამოსახულებით. ეს განსაკუთრებით ზელსაყრელია, როცა 

I კონსტანტა-ტერმია. მაგალითად, როცა 1 არის M. აქვე შევნიშნოთ, რომ 

მაგალითად შა · შესაბამისად ი, შეგვიძლია განეიხილოთ როგორც ერ- 

თადგილიანი ერთარული სპეციალური სუბსტანციური ოპერატორული 

ნიშანი. 

კლასებს. რომელთა რიცხვი ერთს აღემატება. ან კლასებს. რომლებიც 
მოცემული ელემენტთა ოჯახის ელემენტებს (კერძოდ, მიმდევრობის ,,წევ- 
რებს“ (ელემენტებს)) წარმოადგენენ, ან კლასებს. რომლებიც მოცემული 
კლასის (კერძოდ სიმრავლის) ელემენტებს წარმოადგენენ, ან კლასებს, 
რომლებიც მოცემული სამკომპონენტიანი, შესაბამისად ორკომპონენტი- 

ანი ოჯახის წევრთა მეორე კომპონენტებს წარმოადგენენ,ეწოდებათ ურ- 
თიერთ არმკვეთნი. თუ მათი თანაკვეთა. შესაბამისად ელემენტთა 

ოჯახის თანაკვეთა, შესაბამისად კლასის თანაკვეთა. შესაბამისად. სამკომ- 
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პონენტიანი ოჯახის თანაკვეთა, შესაბამისად ორკომპონენტიანი ოჯახის 
თანაკვეთა, ცარიელი სიმრავლეა. 

335 თეორიის გაფართოება და კვაზიგაფარ- 
თოება. მათემატიკურ LV ენას ეწოდება L, ენის გაფართოება,თუ 
იგი მიიღება L-დან ახალი სიმბოლოებისა და ამ ახალ სიმბოლოთა შესა- 
ბამისი შემზღუდავი წესებისა და წინადადებების დამატებით (არ გამოვ- 
რიცხავთ შემთხვევას, როცა ახალ სიმბოლოთა ერთობლიობა ცარიელია 
– ამ შემთხვევაში L" და L ერთი და იგივე ენებია). თუ LV და L, ერთი და 

იგივე ენებია, მაშინ I” -ს ეწოდება აგრეთვე L ენის არასაკუთრივი 
გაფართოება, წინააღმდეგ შემთხეევაში კი – საკუთრივი გაფარ- 
თოება. შინაარსულ 1” თეორიას ეწოდება შინაარსული + თეორ- 
იის კვაზიგაფართოება,თუ IL I” ) არის LI) ენის გაფართოება და 

ნებისმიერი კვაზითეორემა I-ში არის კვაზითეორემა IL" -ში. ასევე, ფორ- 

მალურ I” თეორიას ეწოდება ფორმალური I თეორიის კვაზი- 

გაფართოება,თუ IX I ) არის LX I) ენის გაფართრება და I თეორიის 
თითოეული ფორმალური კვაზითეორემა ამავე დროს არის 1” თეორიის 

ფორმალური კვაზითეორემა. შინაარსული წ თეორიის I” კვაზიგაფარ- 

თოებას ეწოდება I თეორიის კონსერვატიული კვაზიგაფარ- 

თოება,თუ IL თეორიის ნებისმიერი ისეთი ფორმულა, რომელიც კეაზი- 

თეორემაა IL" -ში არის კვაზითეორემა 1-ში. ასევე, ფორმალური I თეო- 

რიის I” კვაზიგაფართოებას ეწოდება 1 თეორიის კონსერვატიუ-: 
ლი კვაზიგაფართოება, თუ I თეორიის ნებისმიერი ისეთი ფორ- 

მულა რომელიც I” თეორიის ფორმალური კვაზითეორემაა,არის “ თე- 

ორიის ფორმალური კვაზითეორემა. როგორც შმინაარსული, ისე ფორმა- 

ლური თეორიების შემთხვევაში ორ თეორიას ეწოდებათ კვაზიეკვივალენ- 
ტურები, თუ თითოეული მათგანი მეორის კვაზიგაფართოებაა (ე.ი. თუ 
მათ აქვთ ერთი და იგივე ენა და ერთი და იგივე კვაზითეორემები სათა–- 
ნადო ტიპისა). 

ადვილად შევნიშნავთ, რომ როგორც შინაარსული, ისე ფორმალუ- 
რი თეორიების შემთხვევაში სამართლიანია შემდეგი წინადადება. თუ +” 

არის I თეორიის (კონსერვატიული) კვაზიგაფართოება, მაშინ 1” თეო- 

რიის კვაზიეკვივალენტური ნებისმიერი თეორია იქნება IL თეორიის კვაზ- 
იეკვიგვალენტური ნებისმიერი თეორიის (კონსერვატიული) კვაზიგაფარ– 
თოება. 
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შინაარსულ I” თეორიას ეწოდება შინაარსული I თეორიის 

გაფართოება,თუ LX I” )არის L(1) ენის გაფართოება და თითოეული 

თეორემა I-ში ამაკე დროს არის თეორემა LI" «ში. ასევე ფორმალურ +” 
თეორიას ეწოდება ფორმალური I თეორიის გაფართოება,თუ 

L( I” ) არის LI) ენის გაფართოება და IL თეორიის თითოეული ფორ- 
მალური თეორემა ამავე დროს არის 1” თეორიის ფორმალური თეო- 
რემა. როგორც შინაარსულ, ისე ფორმალურ თეორიების შემთხეევაში 

ორ თეორიას ეწოდებათ ეკვივალენტურები,თუ თითოეული მათგა- 

ნი არის მეორის გაფართოება. შინაარსული 1 თეორიის LI” გაფართოე- 

ბას ეწოდება შინაარსული 1 თეორიის კონსერვატიული გა- 

ფართოება,თუ I თეორიის ნებისმიერი ისეთი ფორმულა, რომელიც 

თეორემაა ”” -ში, არის თეორემა L-ში ასევე, ფორმალური 1 თეორიის 

1” გაფართოებას ეწოდება ფორმალური I თეორიის კონსერვა- 
ტიული გაფართოება,თუ 1 თეორიის ნებისმიერი ისეთი ფორმულა, 
რომელიც LI” თეორიის ფორმალური თეორემაა,არის I თეორიის ფორ- 

მალური თეორემა. 

ადვილი დასანახია, რომ შინაარსული I” თეორია იქნება შინაარ–- 

სული 1 თეორიის გაფართოება, თუ L( 1” ) არის L(C1) ენის გაფართოება 
და სახეზეა ალგორითმი, რომლის გამოყენება ნებისმიერად აღებული. LL 

თეორიის # ფორმულის IL-ში ჰეშმარიტობის დამტკიცების მოძებნის 

ალგორითმზე გვაძლევს I” -ში # ფორმულის ქეშმარიტობის დამტკიცე- 

ბის მოძებნის ალგორითმს. ასევე, ფორმალური 1” თეორია იქნება ფორ- 

მალური 1 თეორიის გაფართოება, თუ LLC 1”) არის L(CI) ენის გაფარ- 
თოება და სახეზეა ალგორითმი, რომლის გამოყენება ნებისმიერად აღე- 
ბული თეორიის » ფორმულის I-ში ფორმალურ დამტკიცებაზე გვაძ- 

ლევს I" -ში » ფორმულის ფორმალური დამტკიცების მოძებნის ალგო- 
რითმს. 

ხშირად, ნაცვლად იმისა რომ შემოიტანონ თ მარტივი კონსტანტა- 
ოპერატორი როგორც შემამოკლებელი სიმბოლო, თეორიას აფართოე- 

ბენ C ოპერატორით და ისეთი დამატებით (ე.წ. C ოპერატორის გან- 

მსაზღვრელი) აქსიომით, რომელიც C ოპერატორს აძლევს საჭირო 
შინაარსს გაფართოებული თეორიის მოდელებში; ამასთან, ყოველივე ეს 

ისე წარმოებს. რომ გაფართოებული თეორია გამოდის მოცემული თო- 
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ერიის კონსერვატიული გაფართოება. მაგალითად, ზემოთ მოტანილი LV)" 
ოპერატორის 

ს. .-X –- 1%XXI%X/MVXIX C X <> X C #,V-.·სX C #,1) 

განსაზღვრის შესაბამისი განმსაზღვრელი აქსიომა ისეთ აქსიომურ სიმ- 

რავლეთა თეორიაში, რომლის აქსიომებს შორის არის ე.წ. განფენილო– 
ბის აქსიომა (რომელიც გამორიცხავს ინდივიდების არსებობას მოდელე- 
ბში) არის 

X Cს"X)---X. «>XCX,V-·VXCX,, 

სადაც X,,....X, ერთმანეთისაგან და X-გან განსხვავებული საგნობრივი 

კვანტორული ასოებია. ანალოგიურად შეიძლება მოძებნილი იქნეს სხვა 
შემამოკლებელ სიმბოლოთა განმსაზღვრელი აქსიომები იმ შემთხვევაში, 
როცა შემამოკლებელი სიმბოლოს განსაზღერას აქვს სახე: 

C2ა,ე-.. – +XXILX XXIX C X <>---1) 

სადაც მრავალწერტილი ცვლის X-ის თავისუფალი შემოსვლის არმქონე 

ფორმულა. ასეთი მეთოდით თეორიის გაფართოება განსაკუთრებით 
ხელსაყრელია მაშინ, როცა თეორიის ალფაბეტში არ გვაქვს არც + ოპე- 

რატორული ნიშანი და არც 1 ოპერატორული ნიშანი. საზოგადოდ, ზე- 
მოთ განხილული ნებისმიერი შემამოკლებელი სიმბოლო შეიძლება შემო- 
ეიტანოთ ,,გგანმსაზღვრელი აქსიომის“ მეთოდით – შემამოკლებელი სიმ– 

ბოლოს განსაზღვრის შესაბამისი განმსაზღვრელი აქსიომების მისაღებად 
საკმარისია ,––“ ნიშანი შეიცვალოს «> ან = ნიშნით იმისდა მიხედვით 
განსაზღვრის მარჯვენა მხარე ფორმულაა თუ ტერმი და შემდეგ ვცვალოთ 
მეტაცვლადების მნიშვნელობები. ასეთნაირად მიღებული გაფართოებები 
თითქმის ყველა მათემატიკური თეორიის შემთხვევაში, პირველი რიგის 
თეორიების ჩათვლით (იხ. 3.4), კონსერვატიულია. ამასთან, განმსაზღვრე- 
ლი აქსიომები შეიძლება შეიცვალოს ერთი განმსაზღვრელი აქსიომით. 
როცა თეორიას გააჩნია პროპოზიციული ცვლადები და უნივერსალური 
საგნობრივი ცვლადები (აქ იგულისხმება რომ, თუ თეორიას გააჩნია პრო- 
პოზიციული, შესაბამისად საგნობრივი (უნივერსალური) ცვლადები, 
მაშინ მისი აქსიომების სისტემა უზრუნველყოფს შემდეგი წინადადების 

ჭეშმარიტობას: თუ #X თეორემაა, X პროპოზიციული, შესაბამისად 
საგნობრივი ცვლადია, 8 კი ისეთი ფორმულაა, შესაბამისად ტერმია, რო- 

მელიც თავისუფალია X (ვლადისათვის /%#-ში (იხ. 2.1.2), მაშინ (18/: X)/ 
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ფორმულა თეორემაა), იგივე ითქმის შემამოკლებელი სიმბოლოების შე- 
სახებ, რომელთა განსაზღერა (29) მონოგრაფიაში მოტანილი შემამოკ- 
ლებელ სიმბოლოთა განსაზღერებების ძირითად ტიპებს განეკუთენებიან 
(მხედველობაშია I-IV, II და IV” ტიპები). განმსაზღვრელი აქსიომის მე- 
თოდით ფუნქციონალური და პრედიკატული სიმბოლოების შემოტანის 
საკითხი უფრო დეტალურად განიხილება მომდევნო პარაგრაფის ბოლოში. 

ვე პირველი რიგის თეორიები 

ამ პარაგრაფში გავეცნობით ე.წ. I რიგის შინაარსულ თეო- 
რიათა კლასს და I რიგის ფორმალურ თეორიათა კლასს.თი- 
თოეული ეს კლასი საკმაოდ ფართოა და ისინი შესაბამისად შეიცავენ 
პრაქტიკისათვის მნიშვნელოვან მრავალ ჩვეულებრივ აქსიუმურ თეორიას 
და მათ ფორმალიზაციას. ორივე კლასს ურთიერთცალსახად ეთანადება 
ალფაბეტების ერთი და იგივე კლასი და ამ კლასის ნებისმიერი ელემენტის 
შესაბამისს ენას, რომელიც ამ ელემენტით („ცალსახად განისაზღვრება, 
ეწოდება პირველი რიგის ენა. 

პირველი რიგის ენის ალფაბეტი შედგება შემდეგი სიმბოლოებისაგან: 
1. ე, 5, , 5ე:... საგნობრივი ცელადები) 

2. არასაკუთრივი საგნობრივი კონსტანტები; 

3. არასაკუთრივი ჩ-ადგილიანი სუბსტანციური ფუნქციონალური 

(სპეციალური) კონსტანტები (ი = 1.2,...., 
4 არასაკუთრივი სხ-ადგილიან პრედიკატული კონსტანტები 

(ი = 1,2,...X 

5. ->- (ტოლობის ნიშანი – ორადგილიანი საკუთრივი პრედიკატული 
კონსტანტა) 

6. –<, V (პროპოზიციული კავშირები), 
7. 3 (ლოგიკური რელიაციური ოპერატორული-ნიშანი). 
2-4 პუნქტებიდან თითოეულის შესაბამის სიმბოლოთა ერთობლიო- 

ბა შეიძლება იყოს სასრული ან უსასრულო (კერძოდ, იგი შესაძლოა იყოს 

ცარიელი). ” 

3 ოპერატორული ნიშნის შესაბამისი კვანტორებია მხოლოდ და 
მხოლოდ 3X სახის სიტყვები, სადაც X ნებისმიერი საგნობრივი ცვალდია. 

ფორმალური თეორიების შემთხვევაში ფორმულის, ტერმისა და 
ფორმის ცნებები, სიმბოლოთა შინაარსი, ენის ინტერპრეტაცია და მას- 
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თან დაკავშირებული ცნებები ისევე განისაზღვრება როგორც შინაარ- 

სულ თეორიებში, მიუხედავად ამისა ფორმალური თეორიის განსაზღვრა 
მოითხოვს სიმბოლოთა ფორმალური მახასიათებლების განსაზღვრას 
(ენისა და თეორიის ინტერპრეტაციების განხილვა აუცილებელი არაა 

ფორმალური თეორიის ცნების განსაზღვრისას). 2-5 პუნქტებით შემო- 
ტანილი სიმბოლოები, როგორც ვხედავთ, არალოგიკური სიმბოლოებია, 

დანარჩენი კი – ლოგიკური სიმბოლოები. 

პირველი რიგის (ფორმალური ან შინაარსული) I თეორიის აქსიო- 
მებს ჰყოფენ ორ ჯგუფად: ლოგიკურ აქსიომებად და არალოგიკურ აქსი- 

ომებად. ამასთან, ლოგიკური აქსიომების კლასის განმსაზღვრელი წესები 
ყეელა პირეელი რიგის თეორიისათვის ერთი და იგივეა. პირველი რიგის 

თეორიის ლოგიკური აქსიომებია შემდეგი სახის ფორმულები (სადაც 
ი >0. X (ნებისმიერი) ფორმულაა, L ი-ადგილიანი ფუნქციონალური 

სიმბოლოა. ” ჩ-ადგილიანი პრედიკატული სიმბოლოა, X, X,,... X,ა 

VI-V, საგნობრივი ცვლადებია, I კი ტერმია: 

1). -–MV 7; 

2.X = X; 

3.(I1/X)-> 3ჯაბ; 

4.(X, = V, > L---> (X,_, = V,-, –> 

IX, =Vიე “2 MXM--Xი = MM, -·-V,I1I'·)1; 

5. IX, =V > (> IXა-) =VI) 7” 

> IX, =V, > ჩX,'..Xე = IV-VIII ·II; 
1-3 პუნქტებით შემოტანილ ნებისმიერ აქსიომას შესაბამისად ეწო– 

ღება პროპოზიციულობის აქსიომა. იგივეობის აქსიომა და 
ჩასმის აქსიომა.მე-4 და მე-5 პუნქტებით შემოტანილ ნებისმიერ აქსი- 
ომას კი ეწოდება ტოლობის აქსიომა. 

თითოეული ლოგიკური აქსიომა, როგორც ადვილი დასანახია, ლო- 
გიკურად ქეშმარიტი ფორმულებია. არალოგიკურ აქსიომათა კლასი არა– 
ფრით არ იზღუდება.იბი შეიძლება ცარიელიც იყოს. 

გარდა აღნიშნულისა (პირველი რიგის შინაარსული თეორიისაგან 
განსხვავებით), პირველი რიგის ფორმალური თეორიის (ისევე, როგორც 
ნებისმიერი ფორმალური თეორიის) განსაზღვრა მოითხოვს გამოყვანის 
წესების განსაზღვრას. ყველა პირველი რიგის თეორიას აქვს ერთი და იგი- 
გე გამოყვანის წესები. ეს წესებია (სადაც X#, 8 და C ნებისმიერი ფორ- 
მულებია) 
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L.გაფართოების წესი: /#-დან გამოდის #V #0; 

2.შეკუმშვის წესი: #V #-დან გამოდის #8; 

3. ასოციაციურობის წესი: #VI8VCIდან გამოდის 

(IMV 8IV C, 

4.კვეთის წესი: #V ს-დან და – #V C-დან გამოდის 8 V C, 

5, 3-შემოტანის წესი: თუ X ნებისმიერი ისეთი საგნობრივი 

ცვლადია, რომელსაც არ აქვს თავისუფალი შემოსვლა #-ში, მაშინ 

/# –> 8-დან გამოდის 3X/X ->3 8. 

მე-4 გამოყვანის წესში #V და –<M#V C ფორმულებს წანამ- 

ძღვრები ეწოდებათ, 8V C ფორმულას კი – დასკვნა. ასევე განისაზ- 

ღვრება სხვა ნებისმიერი გამოყვანის წესის წანამძღვარი დადასკვნა. 
ფორმალური თეორიის შესაბამისი შინაარსული თეო- 

რია ვუწოდოთ ისეთ შინაარსულ თეორიას, რომელსაც იგივე ენა აქვს და 

რომლის აქსიომათა კლასი ემთხეევა ფორმალური თეორიის აქსიომათა 

კლასს (ვგულისხმობთ, რომ განიხილება მხოლოდ ისეთი ფორმალური 
თეორიები, რომელთაგან თითოეულის ენა შინაარსული თანამედროვე 

ნაა). 
ე ცხადია, პირველი რიგის (როგორც შინაარსული ისე ფორმალური) 
თეორიის განსაზღვრა (მოცემა) მოითხოვს მხოლოდ არალოგიკური სიმ- 
ბოლოებისა და არალოგიკური აქსიომების განსაზღერას. ცხადია, აგრეთ- 

ვე, რომ ნებისმიერი პირველი რიგის შინაარსული თეორია თანამედროვე 
თეორიაა და, მაშასადამე, პირველი რიგის ენა თანამედროეე ენაა. 

ვთქვათ, L პირველი რიგის ფორმალური თეორიაა L ენით, IL არის 

1 თეორიის შესაბამისი პირველი რიგის შინაარსული თეორია, =# კი 

1,(I") ენის (ან,რაც იგივეა, L= LLC IL) ენის) რაიმე ინტერპრეტაციაა. 
ადვილად შევნიშნავთ შემდეგს. 1. თუ IL ფორმალური თეორიის რო- 

მელიმე გამოყვანის წესის შესაბამისი წანამძღვრები (წანამძღვარი) ჭეშმა- 

რიტია =/-ში, მაშინ ამ წანამძღვრების (წანამძღვარის) შესაბამისი დასკენა 

ჭეშმარიტი იქნება ი7-ში. 2. ჭეშმარიტი იქნება წინადადება, რომლის მის– 

აღებად საკმარისია 1-ელ წინადადებაში C/ სიმბოლოს შეცვლა (L-თი, 

შესაბამისად L-თი, შესაბამისად L.-ით. 3. ჭეშმარიტი იქნება წინადადება, 

რომლის მისაღებად საკმარისია 1-ელ და მე-2 პუნქტებით მოცემული 
ოთხი წინადადებიდან ნებისმიერში სიტყვა „ჭეშმარიტია“ შევცვალოთ 

183



სიტყვით ,,დამტკიცებადია“, შესაბამისად ,,კვაზიდამტკიცებადია“. 4, ნე–- 

ბისმიერი ლოგიკური აქსიომა ჭეშმარიტია LV-ში. 
1-3 პუნქტებით მოცემული წინადადებები მოკლედ (გამარტივებუ- 

ლად) შეიძლება ასე გამოითქვას: პირველი რიგის I ფორმალური თეორ- 

იის გამოყვანის წესები ამ ფორმალური თეორიის შესაბამისი IL” პირველი 
რიგის შინაარსული თეორიის დამტკიცებადი მეტამათემატიკური წინა- 

დადებებია. მე-4 წინადადება შეიძლება ასეც გამოითქვას: პირველი რიგის 
თეორიის ნებისმიერი ლოგიკური აქსიომა ლოგიკურად ჭეშმარიტი ფორ- 
მულაა. მაშასადამე. პირველი რიგის შინაარსული თეორიის ”შემთხვევაში 
ლოგიკური აქსიომები და გამოყვანის წესები სრულიად ზედმეტია. 

ვთქ3ვათ. 1. პირველი რიგის ფორმალური მათემატიკური თეორიაა, 

1” კი შესაბამისი პირველი რიგის შინაარსული მათემატიკური თეორიაა. 

IL. თეორიასთან დაკავშირებულ ცნებებს მთლიანად გამოვიყენებთ I თე- 
ორიისათვის შემდეგი მარტივი სქემის მიხედვით: მაგალითად, ,,/ს ფორ- 

მულა დამტკიცებადია 1-ში“ ნიშნავს იმას, რომ ,/> ფორმულა 

დამტკიცებადია I" -ში“ და ა.შ. ასევე, LI თეორიასთან დაკავშირებული 

ცნებები შეგვიძლია მთლიანად გამოვიყენოთ IL“ თეორიაში. ამ შეთანხმე- 

ბის საფუძველზე 1. და I თეორიები შეგვიძლია ბუნებრივი აზრით 

გავაიგივოთ და. სიმარტივისათვის. ვილაპარაკოთ მხოლოდ I თეორიაზე. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ შეიძლება დამტკიცდეს შემდეგი მნიშენელოვანი. 

(4.1) თეორემა. ვთქვათ, I პირველი რიგის თეორიაა, # კი L თე- 
ორიის ნებისმიერი ფორმულაა. მაშინ ტოლფასნია შემდეგი წინადადე- 
ბები. 

L, M ფორმულა არის კვაზითეორემა 1-ში. 
2. # არის 1 თეორიის ფორმალური კვაზითეორემა. 

ამ თეორემის ძალით შინაარსი ფრაზისა ,,არსებობს I-ში # ფორმუ- 

ლის ჰეშმარიტობის დამტკიცება“ შეიძლება გავიგოთ როგორც შინაარსი 
ფრაზისა: „არსებობს » ფორმულის ფორმალური დამტკიცება“. უკანას- 

კნელი ფრაზის აზრი უფრო ნათელია, როცა მოიძებნება | თეორიის 

ყველა ფორმალურ დამტკიცებათა გადათვლა – ეს პირობა სრულდება, 
როცა სახეზეა არალოგიკურ სიმბოლოთა ერთობლიობის ეფექტური გა- 
დათვლა და არალოგიკურ აქსიომათა ერთობლიობის ეფექტური გადათ- 
ვლა. თუ ეს პირობაც შესრულებულია, მაშინ თეორემაში მოტანილი წი– 

ნადადებებიდან თითოეული ტოლფასია შემდეგი წინადადების: 
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3. # არის 1 თეორიის ფორმალური თეორემა. 

მოტანილი თეორემის საფუძველზე ფორმალური კვაზითეორემების 
დადგენისას ფორმალური მტკიცებები შეიძლება შეიცვალოს შინაარსუ- 
ლი მსჯელობებით. თუ ხსენებული ეფექტურობის პირობებიც სრულდება, 
მაშინ თეორემების დადგენის დროსაც ფორმალური მტკიცებები შეიძლე. 
ბა შეიცვალოს შინაარსული მსჯელობებით. (4.1) თეორემიდან და უკანას. 
კნელი შენიშვნიდან შეიძლება საკმაოდ ბევრი მნიშვნელოვანი ფორმალუ.– 
რი შედეგების მიღება შინაარსული ხასიათის მსჯელობების დახმარებით. 

პირველი რიგის I თეორიის ატომალური ფორმულა ანუ ატ- 
ომი ეწოდება LI... I სახის ფორმულას, სადაც L არის თეორიის ი-ად. 

გილიანი პრედიკატი, მსა. კი 1 თეორიის ტერმებია. ცხადია, ატომს 

არ აქვს საკუთრივი პროპოზიციული ნაწილი. 
პირეელი რიგის თეორიის ალფაბეტი არ შეიცავს არც LX და არც 1 

ოპერატორ ულ ნიშანს, ამის გამო ასეთ თეორიებში ხშირად ძნელდება ამა 
თუ იმ შინაარსის წარმოებული სიმბოლოს შემოტანა შემამოკლებელი 
სიმბოლოს სახით. ამიტომ პირველი რიგის თეორიას ხშირად კონსერვა– 
ტიულად აფართოებენ განმსაზღვრელი აქსიომის მეთოდით. ასეთ შემ – 
თხვევაში ხშირად ეყრდნობიან შემდეგ თეორემას. 

(4.1) თეორემა (ფუნქციონალურ სიმბოლოს შემოტანაზე). 
ვთქვათ, X, V,,...,/V, ერთმანეთისაგან განსხვავებული საგნობრივი ცელადე – 

ბია და 3XXM# არის პირველი რიგის 1 თეორიის თეორემა, რომელში«Cკ 

არაა V.,.-.აV, ()ვლადებისაგან განსხვავებული თავისუფალი ცვლადო. 

ვთქვათ, IL” არის IL თეორიის ისეთი გაფართოება, რომლის (L-დან მისა – 

ღებად საკმარისია ალფაბეტს ახალ სიმბოლოდ დაემატოს ი-ადგილიანო 

სუბსტანციური ფუნქციონალური სიმბოლო L და I-ის განმსაზღვრელი 

არალიგიკური აქსიომა (LV,,...,V,/X)##. მაშინ LL” არის 1 თეორიის კონ - 

სერვატიული გაფართეობა (ამ შემთხვევაში +353 X#-ს ეწოდება არსე – 

ბობის პირობა 1-თვის). 

ამ თეორემისა და ქვემოთ მოტანილი შედეგების დამტკიცება მოცე- 
მულია, მაგალითად, (39)-ში (იხ. (39): 4.5 და 4.6). 

გავეცნოთ ფუნქციონალური სიმბოლოს შემოტანის მეორე მეთოდს, 
რომლის ანალოგი გამოდგება პრედიკატული სიმბოლოს შემოსატანა- 
დაც. პირველი რიგში განვიხილოთ პრედიკატული სიმბოლოს შემთხვევა. 
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ვთქვათ, X,....,X, არიან პირველი რიგის I თეორიის ერთმანეთისაგან 

განსხვავებული ცვლადები, L კი I თეორიის ისეთი ფორმულაა, რომელ- 
შიც არაა X,,....X, 0ელადებისაგან განსხვავებული თავისუფალი ცვლადი. 

ვთქვათ, L” არის L თეორიის ისეთი გაფართოება, რომლის I-დან მისა- 

ღებად საკმარისია ალფაბეტს ახალ სიმბოლოდ დაემატოს ი-ადგილიანი 

პრედიკატული სიმბოლო ნ და არალოგიკური აქსიომა ჩX ,...X, «> ჩ, 

რომელსაც ეწოდება განმსაზღვრელი აქსიომა XL-თვის. 

IL” თეორიის #' ფორმულის თარგმანი L-ში ვუწოდოთ L 

თეორიის ისეთ # ფორმულას, რომლის >” -დან მისაღებად საკმარისია 

#” -ის თითოეული II...L, სახის (ა(ტომალური) ნაწილი შეიცვალოს 

(1. ე/1ც..აX,)ნ-ით. ცხადია, # 23 > , როცა #M' არის 1 თეორიის 

ფორმულა. 
სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

1. I” არის 1-ს კონსერვატიული გაფართოება; 

2. 1 # «> #" 

3. > #” მაშინ და მხოლოდ მაშინ,როცა L„ #. 

გთქ3ვათ, ახლა, X:X, V, V არიან 1 თეორიის ერთმანეთისაგან: 

განსხვავებული ცვლადები, L კი არის 1 თეორიის ისეთი ფორმულა, რო- 

მელშიც არაა X,,...X,, » (ყვლადებისაგან განსხვავებული თავისუფალი 

ცვლადი. გთქვათ, 

L+15V ს; (1) 

C10/0/2X0X->»X=V" (2) 
და 1” არის L თეორიის ისეთი გაფართოება, რომლის 1I-დან მისაღებად 

საკმარისია ალფაბეტს ახალ სიმბოლოდ დაემატოს ი-ადგილიანი სუბ- 

სტანციური ფუნქციონალური სიმბოლო ( და I-ის განმსაზღვრელი 

არალოგიკური აქსიომა V = #X,...X, «<> L. ამასთან, (I-ს ვუწოდოთ 

არსებობის პირობა I-თვის,(2)ს კი ვუწოდოთ ერთადერთობის 

პირობა IL-თვის. 

აქა) შეიძლება განისაზღვროს 1” თეორიის # ფორმულის 
თარგმანი 1I-ში და დამტკიცდეს ზემოთ მოტანილი 1-3 წინადადებები. 
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?“? ფორმულის 1-ში თარგმანის მისაღებად საჭიროა მისი თითო- 

ეული ატომური #; ნაწილი შეიცვალოს მისი I1-ში #, თარგმნით. 

ამასთან, თუ „XI არ შეიცავს I-ს, მაშინ L-ში მისი თარგმანი არის #;. 

თუ XI შეიცავს ს და წ)... არის XIს ისეთი ნაწილი, რომ 

აა ტერმები L-ს არ შეიცავენ, მაშინ #| -ს წარმოვიდგენთ სახით 

(M...I /2)8 და #I ს შევცვლით LI” -ში მისი ეკვივალენტური 

32 ICI ,.., L,,2/X,..-X,,V) 0 /I 8 

ფორმულით. ასეთი გარდაქმნებით #; შეიცვლება 1” -ში მისი ეკვივა- 

ლენტური ფორმულით, რომელიც ამავე დროს 1-ს ფორმულაა. ყველა 

/#I -ს ასეთნაირად შეცვლით მივალთ /V” -ის 1-ში თარგმანზე (რომელიც 

იქნება /” -ის ეკვივალენტური IL” -ში). 

35 აქსიომურ სიმრავლეთა 

თეორიის მაგალითები 

ამ პარაგრაფში გავეცნობით ცერმელო-ფრენკელის საკუთრივ სიმ- 

რავლეთა თეორიას და გიოდელის კლასთა თეორიას. ისინი პირველი 

რიგის თანამედროვე თეორიებია და მათი ფორმალური და შინაარსული 

ვარიანტები შესაბამისად აღინიშნებიან 7L, L”, 7,L", I" გამოსახულებე- 

ბით. პირველი რიგის თეორიის ერთ-ერთი ვარიანტის განსაზღვრით განი- 

საზღვრება მეორე ვარიანტიც. მეტი სიცხადისათვის თეორიის განსაზ- 
ღვრისას მზედველობაში გვექნება შინაარსული ვარიანტი. 

3.5.1 თეორია 2L” (კერმელო-ფრენკელის შინაარ- 
სული საკუთრივი სიმრავლეთა თეორია). 7L” თეორიის 
ერთადერთი არალოგიკური სიმბოლოა ორადგილიანი პრედიკატული 

სიმბოლო C ..ცხადია, იგი წარმოადგენს არასაკუთრივ პრედიკატულ 

კონსტანტას. C პრედიკატის შესახებ ვიცით მხოლოდ ის, რომ იგი 

ორადგილიანი არასაკუთრივი კონსტანტა-პრედიკატია და, რომ თეორიის 

რაიმე C/ ინტერპრეტაცია თეორიის მოდელი იყოს, ამ პრედიკატის მნიშ- 

ვნელობისაგან C(/ ინტერპრეტაციაში) მოითხოვება ქვემოთ მოტანილი 
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არალოგიკური აქსიომების ჭჰეშმარიტობა ი/-ში. # LC” თეორია 5 თეორ- 

იის იმ ვარიანტის კერძო შემთხვევაა, რომლის ალფაბეტი არ შეიცავს C7 

სიმბოლოს. ამიტომ ამ ვარიანტის შესაბამისად ნებისმიერ - ინტერპრე- 

ტაციაში განისაზღვრება შემდეგი ტერმინების შინაარსი: ,,8 საგანი ხ საგ- 

ნის ელემენტია“, ,,ელემენტი“', ,,არაცარიელი კლასი'“, ,,არაცარიელი სიმ- 

რავლე“, ,,საკუთრივი კლასი“ ანუ ,,ზესიმრავლე“, „არაცარიელი კლასი 

შედგენილია მისი ელემენტებისაგან“. თუ ინტერპრეტაციაში ჭეშმარიტია 

(ქვემოთ მოტანილი) მოცულობის აქსიომა, მაშინ საგანი ცალსახად განი- 

საზღვრება მისი ელემენტებით. ამასთან, ასეთ შემთხვევაში, ელემენტის 
არმქონე საგანი თუ არსებობს, მაშინ იგი ერთადერთი იქნება და მას ეწო- 

დება „სიმრავლე, ,,ცარიელი სიმრავლე,“ ,,კლასი, „ცარიელი კლასი." 

მაშასადამე, ასეთ ინტერპრეტაციაში თითოეული საგანი კლასია, კლასის 

ცნება სიმრავლის ცნების განზოგადებას წარმოადგენს და კლასი (კერ- 
ძოდ, სიმრავლე) ცალსახად განისაზღვრება მისი ელემენტებით. ისეთ ინ– 
ტერპრეტაციაში. რომელშიც მოცულობის აქსიომასთან ერთად (ქვემოთ 

მოტანილი) ხარისხის აქსიომაც შესრულებულია, ყველა საგანი (კლასი) 
სიმრავლეა და, მაშასადამე,მოდელში ტერმინები „კლასი“ და ,,სიმრავგლე“ 

სინონიმებია, ასევე სინონიმებია ტერმინები ,,ცარიელი კლასი“ და „ცარი–- 
ელი სიმრავლე“. ამასთან, ინტერპრეტაციაში ცარიელი სიმრავლის არსე– 

ბობა, უზრუნველყოფს მოცულობის აქსიომა და (ქვემოთ მოტანილი) 
ქვესიმრავლეთა აქსიომები. 

ტერმები მოცემულ ინტერპრეტაციაში საგნებს აღნიშნავენ. თეორ- 

იის ფორმალურ ვარიანტებში საგნებად იწოდებიან თვით ტერმები. 

ქვემოთ ჩვეულებრივ ვისარგებლებთ #L” და 7L თეორიების 
ფორმებით ძირითადი თეორიის ფორმების აღსანიშნავად. 

-–>6, /V, <>, V სიმბოლოები შემოიტანება როგორც შემამღკლე- 

ბელი სიმბოლოები (როგორც წარმოებული ოპერატორები და ოპერა- 
ტორული ნიშანი) შემდეგი განსაზღვრებებით (სადაც # და 8 ნებისმიერი 

ფორმულებია, X კი ნებისმიერი საგნობრივი ცვლადია)» 

სნ -–– <–იეVV, 

-/ზხ – რლინწო2V 8) 

#4232 8 ––- (X–> 8) / I8–> >); 

VXხ ––- –<–3XL<7/ 
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(განსაზღვრებები ჩაწერილია 7L" თეორიის ფორმებით). 

ადვილი დასანახია რომ მოტანილი განსაზღერებები –> , /#, <> , V 

სიმბოლოებს ჩვეულებრივ შინაარსს ანიჭებს (იხ.3.2). 

7.L" თეორიის არალოგიკური აქსიომებია (იხ. (2; (1.3)) შეთანხმება), 

V72I#7CX%«>726CV)I->X=V. (მოცულობის აქსიომა ანუ 
განფენილობის აქსიომა) 

ეს აქსიომა ადგენს იმას. რომ ორი სიმრავლე ტოლია (ერთი და იგი- 
ვეა), თუ მათ ერთი და იგივე ელემენტები აქვთ. აქ მხედველობაშია მოდე- 

ლი. საზოგადოდ ეს აქსიომა ადგენს, რომ ორი კლასი ტოლია, თუ მათ 
ერთი და იგივე ელემენტები აქვთ (როცა ეს აქსიომა შესრულებულია მა- 

შინ ნებისმიერი საგანი კლასია). 
შენი შვნა. აქ ვეკრდნობით (2; (1.3)) შეთანხმებას მოცემული თეო- 

რიის ალფაბეტის სიმბოლოთა აღნიშვნების შესახებ. ამ შეთანხმების ძალით 

განხილული აქსიომა ფაქტობრივად შემდეგი ფორმულაა V6აე|§8. C§ე <> 

«>5ე C6))–>50=6). 

3VIV CX)->3V(V CX/-<537(7, C X/L27 CV II. რეგულარ- 

ობის აქსიომა), 

ეს აქსიომა ადგენს შემდეგს. თუ X საგანს აქვს ელემენტი, მაშინ მას 

ექნება ისეთი ელემენტიც, რომელიც X-ს არ კვეთს. აქ, მოდელის შემთხვე- 
ვაში სიტყვა ,,საგანი“ შეიძლება შეიცვალოს სიტყვით ,,სიმრავლე'“. 

შემდეგი აქსიომები ადგენენ სიმრავლეთა არსებობას (მოდელში). 

სიტყვა ,,საგანი“ შეიძლება შეიცვალოს სიტყვით ,,სიმრავლე“ 
ქვესიმრავლეთა აქსიომებად იწოდებიან შემდეგი სახის ფორ- 

მულები: 

37VXIX C 27, «> X CV MI, 

სადაც # ნებისმიერი ფორმულაა, X. V და 7, ერთმანეთისაგან განსხვავე- 

ბული ისეთი ნებისმიერი საგნობრივი (სიმრავლური) ცვლადებია, რომ V 
და 7-ს არ აქვთ თავისუფალი შემოსვლები #-ში. 

ეს აქსიომა ადგენს იმას, რომ ნებისმიერ V სიმრავლისა და ნების- 

მიერი # ფორმულის ნებისმიერ X ცვლადის მიმართ თვისებად განხილვის 

შედეგად მიღებულ #(X) თვისებისათვის არსებობს V-ის ისეთი ქვესიმ- 

რავლე, რომელიც შეიცავს V-ის მხოლოდ და მხოლოდ იმ ელემენტებს, 
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რომლებსაც /##X) თვისება აქვთ (ეს სიმრავლე დამოკიდებული იქნება 

V. X,....%X, ცვლადების მნიშვნელობათა სისტემაზე, სადაც X,,„..,X, არი- 

ან X (ევლადისაგან და ერთმანეთისაგან განსხვავებული # ფორმულის 

ყველა თავისუფალი ცვლადის მიმდევრობა – შემთხვევა, როცა ი = 0 არ 
გამოირიცხება). აქაც მხედველობაშია მოდელი. მკითხველს ევალება გაში– 
ფროს აქსიომის აზრი ზოგად შემთხვევაში. 

შემოვიტანოთ წარმოებული ლოგიკური რელიაციური ოპერატო- 

რული ნიშანი 56( შემდეგი განსაზღვრით. 

5ალხX>M –- 3V–VVX IX -> X C'V), 

სადაც # ნებისმიერი ფორმულაა, X ნებისმიერი საგნობრივი (კვლადია, 

V კი ისეთი X-გან განსხვავებული მინიმალურინდექსიანი საგნობრივი 

ცვლადია, რომელსაც არ აქვთ თავისუფალი შემოსელა #ჯ-ში. 

ცხადია, 56(X>X» ჭეშმარიტია განხილული თეორიის მოცემულ ი/ 

მოდელში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა # ფორმულის X-ის მიმართ 

თვისებად განხილვის შედეგად მიღებული ყოველი CX(X) თვისებისათვის 

არსებობს ისეთი სიმრავლე, რომლის ელემენტია CIX(X) თვისების მქონე 

ყველა საგანი (სიმრავლე). აქედან წინა აქსიომის გამოყენებით გამომდი- 

ნარეობს, რომ 50(X„> ჭეშმარიტია C/ მოდელში მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ,როცა # ფორმულის X-ის მიმართ თვისებად განხილვის შედეგად მი- 

ღებული ყოველი CXX) თვისებისათვის არსებობს CX(X) თვისების მქონე 
საგნებისაგან (სიმრავლეებისაგან) შედგენილი სიმრავლე. მკითხველს ევა– 
ლება გაშიფროს 561X ოპერატორის შინაარსი იმ ზოგად შემთხვევაში, 

როცა შესრულებულია მოცულობის აქსიომა. 
501X># ფორმულა იკითხება ასე: ,,#ტ კოლექტივიზირებადია X-ის მი- 

მართ“ 
მომდევნო აქსიომების შინაარსი გაშიფრულია მხოლოდ მოდელე- 

ბისათვის (მკითხველი ადვილად შეამჩნევს, რომ იმ ზოგად შემთხვევაში 
როცა ინტერპრეტაციაში შესრულებულია მოცულობის აქსიომა, რაც 
უზრუნველყოფს იმას, რომ ყველა საგანი იყოს სიმრავლე, აქსიომების ში- 

ნაარსი ისევე იშიფრება როგორც მოდელში). 

ჩანაცვლების აქსიომები ეწოდებათ შემდეგი სახის ფორმულებს: 

VX537VVI> «> V C7)-> 50(V3XIX CXე 21, 
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სადაც # ნებისმიერი ფორმულაა, X და V ერთმანეთისაგან განსხვავე- 

ბული ნებისმიერი საგნობრივი ცვლადებია. #, და Xე კი ერთმანეთისაგან 

და X და V ცელადებისაგან განსხვავებული ისეთი მინიმალურინდექსიანი 

საგნობრივი ცვლადებია, რომლებსაც არა აქვთ თავისუფალი შემოსვლები 
X#-ში. 

აქ წანამძღვარი წარმოადგენს წინადადებას: ყოველი X სიმრავლი–- 

სათვის არსებობს (X-ზე დამოკიდებული) ისეთი 7, სიმრავლე, რომლის 

ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ ისეთი V სიმრავლეები, რომლებისთ- 

ვისაც ჭეშმარიტია #(X,V) (ე.ი. #). დასკვნა კი წარმოადგენს შემდეგ 

წინადადებას. არსებობს Xე-ხე დამოკიდებული ისეთი სიმრავლე, რომ- 

ლის ელემენტია V სიმრავლე იმ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა არ- 

სებობს Xე-დან აღებული X-ის ისეთი მნიშვნელობა, რომ #CX.V) არის 

ჰეშმარიტი. სხვანაირად: არსებობს წანამძღვარში განხილული X-ზე და- 

მოკიდებული სიმრაქლეების გაერთიანება, როცა X ღებულობს მნიშვნე- 

ლობებს Xე-დან. ამის გამო განხილულ აქსიომას უწოდებენ აგრეთვე 

შერჩევისა და გაერთიანების აქსიომას (აღნიშნული გაერთია- 
ნება-სიმრავლე დამოკიდებული იქნება Xე, X,,..,%, ცვლადების მნიშ- 

ვნელობათა სისტემაზე, სადაც X,....X, არიან X და V ცვლადებისაგან 

და ერთმანეთისაგან განსხვავებული ყველა ისეთი (ცვლადის მიმდევრობა, 
რომლებსაც თავისუფალი შემოსელა აქვთ # ფორმულაში). 

აქსიომათა მიღების უკანასკნელი ორი წესიდან თითოეული, ცხადია, 

გვაძლევს აქსიომების უსასრულო რაოდენობას. 

შემდეგი აქსიომაა: 

56(VV2(2C27-–>276CX). (ქვესიმრავლეთა სიმრავლის 

აქსი-ომა ანუხარისხის აქსიომა). 
იგი ადგენს ისეთი სიმრავლის არსებობას, რომელიც შედგენილია 

მოცემული X სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეებისაგან. (ისეთ ინტერპრე- 

ტაციაში, რომელშიც შესრულებულია მოც ულობის აქსიომა (და, მაშასა- 
დამე. ყველა საგანი კლასია) ეს აქსიომა ადგენს ისეთი კლასის არსებობას, 

რომლის ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ მოცემული კლასის ქვეკლა- 

სები – კერძოდ. ამ აქსიომის ძალით, ნებისმიერი კლასი სიმრავლეა). 

შეზდეგი უკანასკნელი აქსიომაა ე.წ. უსასრულობის აქსიომა 
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3XL3VIV C X #V7I7, C VI) IVV”V C X –> 3717 C XV 
M»VIX-იIX-ი C7 <> Xა CV V Xე = VI1111 

ეს აქსიომა ადგენს, რომ არსებობს ისეთი X სიმრავლე, რომელიც შე- 

იცავს ცარიელ სიმრავლეს და მის ნებისმიერ V სიმრავლესთან ერთად შე- 

იცავს IV სიმრავლეს (V-ის უშუალოდ შემდეგს), კერძოდ, იგი შეიცავს 

თითოეულ ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხგს. 
მოტანილ აქსიომებზე დაყრდნობით შეიძლება შემოტანილ იქნეს 

ელემენტარულ სიმრავლეთა თეორიის ძირითადი ცნებები (როგორიცაა, 
დალაგებული წყეილი, ფუნქცია, ნატურალური რიცხვი. და ა. შ.) და დამ– 
ტკიცებულ იქნეს ისეთი სიმრავლეების არსებობა, რომლებიც გამოიყენე- 
ბიან სიმრავლეთა ელემენტარულ თეორიაში. 

3.5.2 L ” თეორია (ზგიოდელის შინაარსულ კლასთა 

თეორია). L" თეორია წარმოადგენს გიოდელის (51) I კლასთა თე- 

ორიის მოდიფიკაციას, ამასთან, ცვლილებები არარსებითი ხასიათისაა – 

ეს ცვლილებები არ იწვევს თეორიის მოდელთა ერთობლიობის არსები- 
თად შეცვლას (ერთ-ერთის მოდელიდან მეორის მოდელი მცირე მოდიფი- 
ცირებით მიიღება). ამის შედეგად გიოდელის შედეგები ადვილად გადმო- 
იტანება 1" თეორიაში. გიოდელის ვარიანტის საწინააღმდეგოდ, IL ” პირ- 

ველი რიგის თეორიაა. LLCI “) ენის ალფაბეტი მიიღება L (7) ენის ალფა– 

ბეტიდან ერთი ერთადგილიანი პრედიკატული სიმბოლოს M-ის დამატე- 

ბით; MI, სადაც “L ნებისმიერი ტერმია, იკითხება ფრაზით ,,სიმრავლეა 

LI“ (გიოდელის ვარიანტის, ს თეორიის საწინააღმდეგოდ აქ მხოლოდ 

უნივერსალური საგნობრივი ცვლადები გვაქვს – სიმრაგვლური ცვლადები: 
არ გვაქვს), როგორც წინა მაგალითში, ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში 

ისევე განისაზღვრება შინაარსი შემდეგი ტერმინებისა: ,,მ8 საგანი არის ხ 

საგნის ელემენტი.“ ,,„ელემენტი,“ ,,არაცარიელი კლასი,“ ,,ზესიმრავლე" 

ანუ ,,საკკუთრივი კლასი,“ ,,კლასი შედგენილია ელემენტებისაგან.“ ,,სიმ- 

რავლე“ ეწოდება მ საგანს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჭეშმარიტია 

M8მ ფორმულა. თუ ინტერპრეტაციაში ჭეშმარიტია (ქვემოთ მოტანილი) 
მოცულობის აქსიომა, მაშინ საგანი ცალსახად განისაზღვრება მისი ელე- 
მენტებით. ამასთან, ასეთ შემთხვევაში ელემენტის არმქონე საგანი თუ 
არსებობს, მაშინ იგი ერთადერთი იქნება და მას ეწოდება ცარიელი 

კლასი. კერძოდ, ასეთ ინტერპრეტაციაში- განსაზღვრულია კლასის 
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ცნება, იგი ემთხვევა საგნის ცნებას და, მაშასადამე. კლასის (კნება სიმ- 
რავლის ცნების განზოგადებაა. ქვემოთ მოტანილი 8. და 8კ აქსიომე- 

ბიდან (#. მოცულობის აქსიომასთან ერთად) გამომდინარეობს ერთა- 

დერთი ცარიელი კლასის არსებობა. /ს, და #, აქსიომებიდან გამომდი- 

ნარეობს. რომ მ საგანი არის ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მ 
სიმრავლეა. მოდელში ცარიელი კლასი სიმრავლეა (ეს გამოდის, მაგალი- 
თად, C, და C, აქსიომებიდან: C,-ის ძალით არსებობს (უსასრულო) სიმ- 

რავლე; თუ Cკ-ში X-ად მივიჩნევთ რაიმე ფიქსირებულ სიმრავლეს. რ 

კლასად მივიჩნევთ ცარიელ კლასს. მაშინ V სიმრავლე, რომლის არსებო- 

ბასაც ეს აქსიომა ადგენს. იქნება ცარიელი კლასი). მაშასადამე, მოდელში 
სიმრავლე შეგვიძლია მივიჩნიოთ ელემენტის სინონიმად, კლასი საგნის 
სინონიმად. ზესიმრავლე – ისეთი საგნის სინონიმად, რომელიც ელემენტი 
არაა, უელემენტო კლასი ერთადერთია და იგი ცარიელი სიმრაელეა. 

ამრიგად. თუ ინტერპრეტაციაში შესრულებულია მოცულობის აქ- 
სიომა (კერძოდ. მოდელში) ნაცვლად ტერმინისა „საგნობრივი ცვლადი" 

შეგვიძლია ვისარგებლოთ ტერმინით ,კლასური ცელადი“. ამ შეთანზმე– 

ბით ზშირად ვისარგებლებთ იმ მიზნითაც, რომ მოტანილი განსაზღვრე- 

ბები და შეთანხმებები ძალაში დარჩეს გიოდელისეული LL თეორიისათ- 

ვისაც. 

შენი შვნა. ნებისმიერ ინტერპრეტაციაში ცარიელი კლასის ცნების 
განსაზღვრა არ მოხერხდა. ამიტომ ვერ განვსაზღერეთ ინდივიდის ცნებაც. 
თუ ინტერპრეტაციაში შესრულებულია მოცულობის აქსიომა, მაშინ 

ინდივიდი საერთოდ არ არსებობს (კლასის ცნება ემთხვევა საგნის ცნებას). 

ქვემოთ ყველგან I ”, L., IL და L თეორიების განხილვის პერიოდში 

იქ, სადაც არაფერია თქმული თუ რას აღნიშნავენ X, V, 2, #, 8, C. XX-ე, 

Vი 0; >X,---: X; V, 2 მ, ხ, C, Xე. Vც 2თ Xც... ასოები, ვიგულისხმებთ, 

რომ ისინი შესაბამისად აღნიშნავენ «ე, «ე, 5კა.--; 5|» 5); 5)... ასოებს. 

წარმოებული ოპერატორები –> . #, <> და წარმოებული ოპერა- 

ტორული ნიშანი V ისევე შემოიტანებიან, როგორც წინა მაგალითის 

შემთხვევაში. წარმოებული „.უპერატორული ნიშანი 3! შემოიტანება 
შემდეგი განსაზღვრით: 

3 XI – 3X/M/#I > /XMCV/ X)XI-> X=VI, 

13. შ. ფხაკაძე (93



სადაც X# ნებისმიერი საგნობრივი (ვვლადია. /#ს ნებისმიერი ფორმულაა, V 

კი #-ში თავისუფალი შემოსვლის არმქონე მინიმალურინდექსიანი საგ- 

ნობრივი ცვლადია. 11X/M# იკითხება ფრაზით „არსებობს ერთადერთი 

ისეთი X რომ /“. ადვილი დასანახია, რომ 3!X წარმოებულ კვანტორს 

აღნიშნული ფრაზის შესაბამისი შინაარსი აქეს. 

რიგი წარმოებული ოპერატორი მისი აღნიშენის შესაბამისად ბუნე- 
ბრივ შინაარსს იძენს ისეთ ინტერპრეტაციაში. სადაც სრულდება მოცუ- 

ლობის აქსიომა (კერძოდ. მოდელში). 

დ. V და ML" ერთადგილიანი პრედიკატები (თვისებები) შემოიტანებიან 

შემდეგი განსაზღერებებით: 

6 -- 31XIICXს 

LI I –– 1XIX6C I); 

LI ––- -3XCL C XI 21X IXC +); 

სადაც I ნებისმიერი ტერმია. X კი ისეთი მინიმალურინდექსიანი საგნო– 

ბრივი ცვლადია. რომელსაც თავისუფალი შემოსვლა არ აქვს +L-ში. CI, 

LI, MX + ფორმულები შესაბამისად იკითხებიან ფრაზებით: ,,ელე- 
მენტია I.“ „არაცარიელი კლასია LV „საკუთრივი კლასია I“ ანუ 
„ზესიმრავლეა 1“. აღნიშნულ ფორმულებიდან თითოეულს შესაბამისი 

ფრაზის შინაარსი აქვს ნებისზიერ ინტერპრეტაციაში. სახელდობრ, CL 

ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როცა I ტერმის მნიშენელობა 

ელემენტია, L” ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როცა LI” ტერმის 

მნიშვნელობა არაცარიელი კლასია. LI ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა 'L ტერმის მნიშენელობა ზესიმრავლეა (არასაკუთრივი კლა- 

სია» ისეთ ინტერპრეტაციაში. სადაც სრულდება მოცულობის აქსიომა, 

CI ქეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა IL ტერმის მნიშვნელობა 

სიმრავლეა (ამ შემთხვევაში ,სიმრავლე“ და ,,ელემენტი“ სინონიმური 

ტერმინებია და, მაშასადამე. CI-ს წასაკითხად შეგვიძლია გამოვიყენოთ, 

აგრეთვე, ფრაზა ,,სიმრავლეა ' '). 

I” თეორიის არალოგიკურ აქსიომათა სისტემა აღინიშნება 2-თი და 
ეს აქსიომათა სისტემა იყოფა ოთხ ჯგუფად: #, 8. C. L. ზოგიერთი ქვე- 

მოთ მოტანილი არალოგიკური აქსიომა 1” შინაარსული თეორიის შემ- 
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თხვევაში საინტერესო არაა (ისინი გარკვეული აზრით ზეღმეტი არიან) – 
მაგრამ ისინი მაინც მოიტანება, რადგან მხედველობაშია თეორიის ფორ- 
მალური ვარიანტიც. 

/#, ჯგუფის აქსიომები. 
4#4.1.X C V –> MX. 

#2. V2ვ8CX%«>9CV)->X=V : 

#3. VIXVIVI37IM27 /+IX, C 2 «> IX, = X/XMXIV IX = V /MMVIII. 

4.1 აქსიომის ძალით თითოეული ელემენტი სიმრავლეა. #2 აქსიომას 
ეწოდება განფენილობის აქსიომა ანუ მოცულობის აქსიომა. 
იგი ადგენს, რომ ერთი და იმავე ელემენტების მქონე საგნები (კლასები) 

ერთი და იგივეა (მხედველობაშია ის გარემოება რომ, როცა შესრულე- 
ბულია #2 აქსიომა, მაშინ ინტერპრეტაციის უნივერსუმის ყველა საგანი 
კლასია). /#3 აქსიომას ეწოდება დაულაგებელი წყვილის აქსიომა. 
ნებისმიერ ისეთ ინტერპრეტაციაში, რომელშიც სრულდება მოცულო- 

ბის აქსიომა, #3 აქსიომის ძალით ნებისმიერი X და V საგნებისათვის არსე- 
ბობს ისეთი სიმრავლე, რომლის ელემენტებია მხოლოდ და მხოლოდ X-ით 

და V-ით აღნიშნული სიმრავლეები (აქ #3 აქსიომა, უფრო რთული 

ფორმა აქვს, ვიდრე გიოდელის (51 კლასთა თეორიის შემთხვევაში – ეს 
გამოწვეულია იმ გარემოებით, რომ I? თეორიაში სიმრავლური ცელა- 

დები არ გვაქვს). ასეთ სიმრავლეს ეწოდება X და V საგნებისაგან შედ- 
გენილი დაულაგებელი წყვილი (მისი ერთადერთობა გამომდინა- 

რეობს #2 აქსიომიდან). ეს დაულაგებელი წყვილი აღინიშნება M#2ძXV-ით. 

ამასთან, X2 სიმბოლო L " თეორიაში შემოიტანება შემდეგი განმსაზღვრე– 

ლი აქსიომით:. ..“ 

L.I 0ჩა. X CM7X,Xე «<> (X CX, MX, IVIX = X; #MX;1 
(LXი იკითხება სიტყვით: ,,განსაზღვრით“ და ამ გამოსახულებას გამოვიყე- 

ნებთ მხოლოდ და მხოლოდ ახალი სიმბოლოს განმსაზღვრელი აქსიომის 
(აქსიომების) მოტანისას). თეორიას გავაფართოებთ სხვა ახალი სიმბო– 
ლოების შემოტანითაც და, ამასთანავე, შემოვიტანთ სხვა შემამოკლებელ 
სიმბოლოებსაც (რომელთა განსაზღვრებებში და, საზოგადოდ, ყველგან 
”_L უინდექსოთ ან ინდექსებით არიან ნებისმიერი ტერმები), 

განსაზღვრებადი აქსიომის მეთოდით შემოტანილ სიმბოლოებს ოპ- 
ერატორებს, კონსტანტებს ეუწოდოთ განსაზღვრებადი სიმბოლო- 
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ები (განსაზღვრებადი ოპერატორები, განსაზღვრებადი კონ- 

სტანტები), წარმოებული სიმბოლოები (წარმოებული ოპე- 
რატორი, წარმოებული კონსტანტა) იყოს საერთო სახელი გან- 
საზღვრებადი სიმბოლოების და შემამოკლებელი სიმბოლოებისა (განსაზ- 

ღვრებადი ოპერატორებისა და შემამოკლებელი სიმბოლო-ოპერატორე- 

ბისა, განსაზღვრებადი კონსტანტებისა და შემამოკლებელი სიმბოლო- 
კონსტანტებისა). 

12% –. 

(I, 15) და (LI) შესაბამისად იყონ L”იI, და LX ტერმების გა- 

მარტივებული აღნიშვნები. 

ცხადია, თუ მ და ხ სიმრავლეებია (ე.ი. თუ მ და ხ სიმბოლოებით 

აღნიშნულია IL თეორიის მოცემული ინტერპრეტაციის ისეთი საგანი, 

რომლებიც (იმრავლეებია). მაშინ ჯმ) არის სიმრავლე, რომლის ერ- 

თადერთი ელემენტია მ, (მ, ხ) კი ისეთი სიმრავლეა, რომლის ელემენტე– 
ბია მ და ხ სიმრავლეები.თუ მ და ხ ზესიმრავლეებია, მაშინ (8) და (8მ,ხ) 

ცარიელი სიმრავლეებია. 

13 ე-–%ი – (ლი), თი.ი)). 
14 ესLI –– 7 

1.5 ენის –– ეგჩეე მი. (ი =3,4,,...). 

(1 ,..ს1,) იყოს ეი რი... ტერმის გამარტივებული აღნიშვნა 

(ი = 1,2,...).მას ეწოდება L.,...,L, ტერმებისაგან შედგენილი და- 

ლაგებული ი-ეული.ი = 2 შემთხევევაში მას ეწოდება, აგრეთვე, LI, და 

სკატერმებისაგან შედგენილი (დალაგებული) წყვილი.აჟედან 

ბუნებრივად “ინდუცირდება შესაბამისი ტერმინები საგნებისათვის: 
მ,..,მ, კლასებისაგან შედგენილი დალაგებული ი-ეული და 

ა. შ. 
ადვილად მტკიცდება თეორემა (როცა არ გუთითებთ თუ რა ტიპის 

თეორემაზეა ლაპარაკი იგულისხმება, რომ მხედველობაშია თეორება 1 ”-ში 

(ნებისმიერ მოდელში)). 

16თუ მ... მი,ხ,,..,ხ, სიმრავლეებია, მაშინ 

(გ,...,მ,) = (ხ,....,ნ,) «> მ, = ხ, /- ·/ჯმ,= ხ,. 
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I71.CIე) –“- Vმ2CI->გC1)), 

სადაც მ არის ისეთი მინიმალურინდექსიანი ცვლადი, რომელსაც თავისე. 
ფალი შემოსელა არ აქეს “+, და I. ტერმებში (იგულისხმება, რაც 

'L, C 3 -ით აღნიშნულია C "LI ). 

1.8 I #”'ი _ –<ჩ =15 

1.9 L CI –_ რისი CI5/ I) = 11. 

1.10 ნიL –- VXL-X CX1, 
სადაც X ისეთი მინიმალურინდექსიანი (საგნობრივი) ცვლადია, რომელ- 

საც თავისუფალი შემოსვლა არ აქვს I-ში. ნიი იკითხება ფრაზით ,,ცა- 
რიელია IL". 

1)) ნXისI “- VXI-IX CI, /MX CI11, 

სადაც X ისეთი მინიმალურინდექსიანი (დაგნობრივი) ცვლადია, რომელ- 

საც თავისუფალი შემოსვლა არ აქეს “L, და ე ტერმებში. XI, I; იკით– 

ხება ფრაზით: „ 1) და I. ტერმები არ იკეეთებიან“. 

112 ი I –– VგVხVCIMMმ /XMხ,/M6– 

–> I(6,მ) CL I/#CC,8) CL –> ხ =CI), 

სადაც მ, ხ, C არიან ისეთი ერთმანეთისაგან განსხეაეებული (კვლადები, 

რომლებსაც თავისუფალი შემოსელები არ აქეთ L-ში. LIIIL იკითხება 

ფრაზით: ,,ცალსახაა I (ტერმი)“. 

მათემატიკური ინდუქციით ჩ-ის მიმართ ადვილად მტკიცდება, რომ 

L,. MX) /V-/MMXი-ი – (X),-.-,Xი 8 C თო %იკი))= (X,... = 2909, 

შენიშვნა. გიოდელის კლასთა თეორიაში (5) (ამ წიგნში მო- 
ტანილი განსაზღვრისაგან განსხვავებით) ფუნქცია (მოდიფიცირებული 
აზრით), განსაზღვრით არის გრაფიკი, რომელსაც არ გააჩნია ისეთი ერთ- 

მანეთისაგან განსხვავებული ორი ელემენტი, რომელთა მეორე კომპონენ- 

ტები ერთი და იგივეა. ასეთ შემთხვევაში ფუნქციის განსაზღვრის არეს 
მისი ელემენტების მეორე კომპონენტები ადგენენ, მნიშვნელობათა არეს 
კი – პირველი კომპონენტები. ამასთან, ნებისმიერი #ს კლასი განიხილება 
როგორც მიმართება და როგორც თანადობა (რომლის გამოსვლის არე 
და ჩასვლის არე უნივერსალური კლასია) და როგორც თვისება. პირველ 
და მეორე შემთხვევაში მხედველობაშია ელემენტებისაგან შედგენილი იმ 
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დალაგებულ წყვილების კლასი, რომლებსაც # შეიცავს ელემენტებად, მე- 
სამე შემთხვევაში კი მხედველობაშია X C ,(ტ ფორმულით უნივერსალურ 

კლასზე განსაზღვრული თვიწება. 
ჯგუფის აქსიომები (ისინი ადგენენ კლასების არსებობას). 

81. 3#/VXV VIMX /+ MV –> I(X,V) C #ტ <> X CVII. 

ც2. CVსცV8-CVმI8 CC«>»X8C#4/მ26C8). 

ც3. Vჭტ38V2IM8გ –> (8 C8 <3 –2გ C/4)). 

ც4. VCV4-3ცVXIMLX –> IX C 8 «<> 3VIMV //CV,X) C #ტ)11. 

85. Vს38VXჯVVIMX /+MV –> I(V,X) C 8 <> X C #11. 

86. C#3ცVXVVIMX ,, MI –> ICX, 7) C 8 «> (,X) C 41). 
ც7. VCV-38ცVXVVV>IMX „+MV /MM7 –> ICC წ#,2) C8 <> (V,7,X) C #11. 

88, V.538VXVVVI >IMIX /L M-/ /+ M7 –> ICX,»,7) C 8 «>(X,7,V) C /%)1- 

81-ს ეწოდება C მიმართების აქსიომა.იგი იძლევა იმის გარან– 

ტიას, რომ C მიმართების შევიწროება ყველა სიმრავლის კლასზე არსე- 

ბობს როგორც წყვილთა კლასი. საქმე იმაშია, რომ შეიძლება დამტკიც- 
დეს ორი ნებისმიერი კლასის პირდაპირი ნამრავლის არსებობა. ამასთან, 
83-ით არსებობს ნებისმიერი # კლასის დამატება C#, 82-ით არსებობს 

#. და C/# კლასების თანაკვეთა – ცარიელი კლასი.იგი /#2-ის ძალით 

ცალსახად განისაზღვრება და აღინიშნება C სიმბოლოთი. ახლა, 83-ით, 

არსებობს ყველა სიმრავლეთა კლასი, რომელიც ((51-ში) აღინიშნება V- 

ით და ეწოდება უნივერსალური კლასი. აქედან, ზემოაღნიშნულის 

ძალით არსებობს V72= V X V. ამიტომ თუ # არის კლასი, რომლის არ- 

სებობასაც ამტკიცებს 81 აქსიომა და #8 = V7, მაშინ C კლასი, რომლის 

არსებობასაც ამტკიცებს 82 აქსიომა, იქნება ისეთ X და V სიმრავლეებისა– 

გან შედგენილი (X, V) წყვილთა კლასი, რომლებიც აკმაყოფილებს X 6C V 

პირობას. 82-ს ეწოდება თანაკვეთის აქსიომა, 83-ს – დამატების 

აქსიომა, 84-ს – განსაზღვრის არის აქსიომა, 85-ს – პირ- 

დაპირი ნამრავლის აქსიომა (იგი იძლევა იმის გარანტიას, რომ არ- 

სებობს V X/| პირდაპირი ნამრავლი), 86-88-ს – შექცევის აქსიომები. 

შევნიშნოთ, რომ # კლასი 131 აქსიომაში და 8 კლასი 85-88 აქსი- 

ომებში არ განისაზღვრებიან ცალსახად, 82-84 აქსიომებით კი შესაბამი- 

სი კლასები ცალსახად განისაზღვრებიან (#2 აქსიომის ძალით). ეს უკანას- 
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კნელი კლასები აღინიშნებიან #18, C/" და 0/4 სიტყვებით და შესაბამი- 
სად ეწოდებათ # და 8 კლასების თანაკვეთა, /" კლასის დამა- 

ტება და რ კლასის განსაზღვრის არე. 

დ , V, II, C და L სიმბოლოთა შინაარსის მოტანილი სიტყვიერი 

განსაზღვრებები არაა კორექტული. საქმე იმაშია, რომ მაგალითად, /# და 

8 არ არიან 82 აქსიომის (წინადადებების) თავისუფალი (კვლადები – ისი- 

ნი დაბმული ცვლადებია. 82 წარმოადგენს წინადადებას # და 8 ცვლა- 

დების ყველა მნიშვნელობების შესახებ. /#სII8 აღნიშვნა კი ითვალისწინებს 

#. და 8 ცელადების ნებისმიერად აღებულ, მაგრამ ფიქსირებულ მნიშენე– 

ლობებს – ე.ი. მისთვის # და 8 თავისუფალი ცვლადებია. მაშასადამე, 

#II8 აღნიშვნის განხილული შემოტანა გულისხმობს იმას,რომ /# და 8 
თავისუფალი სახითაა 82 აქსიომაში – რომ თითოეული მათგანი ნებისმი–- 
ერად აღებული, მაგრამ ფიქსირებული კლასის აღმნიშვნელი სიმბოლოა. 
ამიტომ ახალი სიმბოლოების შემოტანას გიოდელი ძირითადად აწარ- 
მოებს განმსაზღვრელი აქსიომის მეთოდით (ასეთი მეთოდის გამოყენება 
მოითხოვს სათანადო კლასების არსებობის წინასწარ დამტკიცებას, რაც 
უზრუნველყოფს გაფართოების კონსერვატიულობას). რიგი ასეთი სიმ- 
ბოლოებისა კონტექსტში შემოტანილია როგორც შემამოკლებელი სიმ–- 
ბოლოები – ყველა მათგანის შემამოკლებელ სიმბოლოს სახით შემოტანა 
ძნელდება იმის გამო, რომ თეორიაში არ გვაქვს არც ერთი + და % ოპერა- 
ტორული ნიშნებიდან. ზემოთ აღნიშნული ხუთი სიმბოლო შემდეგი გან- 
მსაზღვრელი აქსიომებით უნდა იქნენ შემოტანილი. 

1.13 ს”ი.X C C «> XXX». 
1.14 სწი.X C V <> MX/XLX = X. 

1.15სIი.XC ტი8«>X6C #M#/IIX 6 8. 
1.16 L)Iი.X C C/ს <> MX/#–<X 6 #. 
1.17 სწი.X C 10I/ტ4 «> 3XVI(CV, X) C /# /· MV /) MX1I. 

C ჯგუფის აქსიომები (ისინი ადგენენ სიმრავლეთა არსებობას). 

C1. 3მIMმ /წ–ნიომ /VXIX C მ –> 3V(X/ C 8 /#X C VIIII. 

C2, VXIMX –> 3წXIMXV //V8VხI8 Cხ/+ხ CX->მ CVIII. 

C3. VXIMX –> 3·VIMV /MV2(8 C X-–> მ CVI11. 

C4. VXIMX –3 V რნი –> 3VIMIV /+V/ მ(M2 –> 

(გ CV «> 3ხ)ხ CX/+(მ,ხ) C #))111). 
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C1-ს ეწოდება უსასრულობის აქსიომა. იგი ადგენს, რომ არსე- 

ბობს არაცარიელი სიმრავლე მ, რომელიც მის ნებისმიერ ელემენტთან 
ერთად შეიცავს ამ ელემენტის მკაცრად შემცველ სიმრაელეს. C2 ადგენს 
სიმრავლის ელემენტთა გაერთიანების შემცველი სიმრავლის არსებობას. 

C3 ადგენს ნებისმიერი X სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლის შემცველი სიმ– 

რავლის არსებობას. C4-ს ეწოდება ჩასმის აქსიომა, იგი ადგენს, რომ 

ყოველი ცალსახა /#. კლასისა და ყოველი X სიმრავლისათვის არსებობს 

ისეთი V სიმრავლე, რომლის ელემენტებია ზუსტად ის სიმრავლეები, 

რომლებიც იმყოფებიან # კლასით განსაზღვრულ მიმართებაში X-ის ელ- 

ემენტებთან (სხვანაირად, # კლასით განსაზღვრული ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობები X სიმრავლის ელემენტებზე აგებენ სიმრაელეს). 
უკანასკნელი აქსიომის ნაცელად ცერმელო იყენებდა ე.წ. გამოყო- 

ფის აქსიომას: 

VXIMX –> V/ტ=3X/IMV /XVმI8 CV «> 8 CX/0 C #4111; 

ე.ი. არსებობს სიმრავლე, რომლის ელემენტებია X სიმრავლის ის და მხო- 
ლოდ ის ელემენტები, რომლებსაც აქვთ /" თვისება (ე.ი. რომლებიც არი- 
ან # კლასის ელემენტები). 

0 ჯგუფი შედგება ერთადერთი აქსიომისაგან. ესაა აქსიომა 

0. –ჰნიიტ –პ 31(გ8 C# /#LX3/01. 

ე.ი. ყოველ არაცარიელ #. კლასს აქვს ისეთი ელემენტი, რომელიც 

არ იკვეთება #-თან. 

ამ აქსიომის შედეგებია: 

-<XCX და –(X CV/IV CXI. 

პირველი მიიღება აქსიომის გამოყენებით 4X1 სიმრავლეზე, მეორე კი 
– აქსიომის გამოყენებით (X, V) სიმრავლეზე (წინააღმდეგის დაშვების მე- 
თოდით), 

L) აქსიომას უწოდებენ რეგულარობის აქსიომას. 
მოვიტანოთ ახლა ნებისმიერი ამორჩევის აქსიომის ფორმულირება 

(იგი არ მიეკუთვნება აქსიომათა 2 სისტემას), 

34 VIთ/ #7» VIXL-ნიოX /ს იიX –>.3VLV C X„+CV,X) 6 /ბ)11. 

ეს არის ამორჩევის აქსიომის მეტად ძლიერი ფორმა. იგი ადგენს ისეთი # 

კლასის არსებობას, რომ მასში შემავალი წყვილებისაგან შედგენილი /“ 
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კლასი ( #” = ტ#იV? ) წარმოადგენს ფუნქციას, რომელიც ყოველ არაცა– 
რიელ X სიმრავლეს უთანადებს მისივე ელემენტს (ე.ი. რომელიც თითო– 

ეული არაცარიელი სიმრავლიდან ირჩევს ცალსახად განსაზღვრულ ელე- 

მენტს). აქედან C4 აქსიომის გამოყენებით გამომდინარეობს ნებისმიერი 

ამორჩევის აქსიომის ჩვეულებრივი ფორმულირება: წყვილ-წყვილად ერთ- 
მანეთის არმკვეთი არაცარიელი სიმრავლეების ნებისმიერი M სიმრავლი– 

სათვის არსებობს ისეთი /ს სიმრავლე, რომელსაც თითოეულ M C M 

სიმრავლესთან აქვს ერთადერთი საერთო ელემენტი. 
L) აქსიომის სამართლიანობა ინტუიციურ სიმრავლეთა თეორიაში 

ასე დამტკიცდება. თუ # არაცარიელი კლასია, მაშინ /## კლასის ელემენ- 

ტთა საფეზურებს (რიგობრივ რიცხვებს) შორის არსებობს უმცირესი თ 

რიგობრივი რიცზვი. ვთქვათ, ახლა, მ არის /ს კლასის ნებისმიერი თ საფე- 

ხურის მქონე ელემენტი, მაშინ მ და ტ არ იკვეთებიან (წინააღმდეგ შემ- 

თხვევაში მათი საერთო ელემენტი ხ იქნებოდა # კლასის ისეთი ელემენ– 
ტი, რომლის საფეხური ნაკლებია მ-ს საფეხურზე (თ-ზე), რაც ეწინააღ– 

მდეგება X-ს განსაზღვრას. 

Iს -ით აღვნიშნოთ განხილული თეორიის ერთი ვარიანტი, რომე- 

ლიკ უმნიშვნელოდ განსხვავდება გიოდელისეული ვარიანტისაგან (5). LC 

თეორიის ალფაბეტი იგივეა, რაც I ' თეორიისა, LLC LC ) კი'- მხოლოდ შემ- 

დეგნაირად განსხვავდება L,(L. ") ენისაგან. 4ე: 9; 9კ საგნობრივი (ყვლადები 

კი იწოდებიან, აგრეთვე კლასურ ცვლადებად, §,, 5. 5,,... საგნობრივი 

ცვლადები კი იწოდებიან, აგრეთვე, სიმრავლურ ცვლადებად; ამასთან, 

თეორიის ინტერპრეტაციის აგების მიზნით თაგდაპირველად უნდა შეირ–- 
ჩეს საგანთა IL არე, M C # სიმრავლეთა არე და სიმრავლური ცვლადე- 

ბის მნიშვნელობათა არედ უნდა ვიგულისხმოთ M. ზემოთ მოტანილი 
შეთანხმების შესაბამისად კლასური ცვლადები დიდი ასოებით აღინიშნე– 
ბიან, სიმრავლური ცელადები კი – პატარა ასოებით. 

ცხადია, L.( Iს) ენა არაა მათემატიკური ენა ზემოთ განხილული აზ- 

რით. საქმე გვაქვს უფრო ზოგადი ხასიათის მათემატიკურ ენასთან. იგივე 

ითქმის LV თეორიის შესახებ. მიუხედავად ამისა, თეორიის ცნებასთან 

დაკავშირებული ზემოთ მოტანილი ცნებები და მათი თვისებები ძირითა– 
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დად უცელელად, ზოგჯერ კი მცირე გასაგები მოდიფიცირებებით ძალაში 
რჩება. ქვემოთ, ამ მაგალითის განხილვისას, გამოვიყენებთ ასეთ ცნებებს 
და მათ თვისებებს მათი ტგანსაზღვრებებისა და დამტკიცებების ცხადად 
მოტანის გარეშეც – მხოლოდ ზოგიერთ საჭირო შემთხევევაში მოვიტანთ 
მითითებებს ამა თუ იმ ტერმინის აზრის დასაზუსტებლად და ზოგიერთი 
მოდიფიცირებული თვისების ფორმულირებას. 

IC და LL თეორიის ფორმებით ვისარგებლებთ ჩვეულებრივ. IL 

თეორიის განსაზღვრებებს და აქსიომებს იგივე შინაარსი აქვთ, რაც I” 

თეორიის შემთხვევაში, მხოლოდ ზოგიერთი მათგანის ფორმულირებანი 
მარტივდებიან იმასთან დაკავშირებით, რომ ამჯერად ჩვენს განკარგულე- 

ბაშია სიმრავლური ცვლადებიც. ამიტომ Lა თეორიის განსაზღვრის 

დასრულების მიზნით მოვიტანთ მხოლოდ იმ განსაზღვრებებს და აქსიო- 
მებს, რომლებიც მოდიფიცირებას საჭიროებენ – ზოგიერთ შემთხვევაში 

კი დავკმაყოფილდებით შენიშენით იმის შესახებ თუ როგორ უნდა მოდი- 
ფიცირდეს იგი. 

3! ოპერატორული ნიშნის განსაზღვრაში V-გან დამატებით უნდა 

მოვითხოვოთ, რომ მისი ტიპი ემთხვეოდეს X-ის ტიპს. 

#3. VXVV37VმI8 C72«>8=XV89=VI 

1.) ი. X C#7X,X, «>X=%.VX=X. 
1.6 თეორემა. (მ,,...,მ,)=(ხ,,...,ხ,)<> მ, = ხ,/--#მ, = ხ,. 

1.12. Iი -–-– VგVხVCI(ხ,2) CXV/X(CC,8)CIL –> ხ=C), 

სადაც მ, ხ და C არიან ისეთი მინიმალურ ინდექსიანი სიმრავლური („ვლა– 

დები, რომლებსაც თავისუფალი შემოსელები არ აქვთ 'L-ში. 

81. 3/VXVVICX, V) C #ს <> X CVI. 

83. VCVსც38V2გIმ8 C8 «<3 –48 CV). 

84. C#303VXIX C8 <> 3VICV,X) C #I1. 

85. VCსტ38VXVVICXV”,X) C8«>X6C7#4|I. 

ც6. VC#ტ38VXVIMVILX,»#) C8 «<> (XV,X) C/). 

87. V„#ც38ც8VXVVV2I(X, V,7) C 8 «> CXV,7X) C # I. 

88. V7,ს38VXVVVI 2ICX, V”,2) C 8 «> (X,2,V) C #4 I. 
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1.14 0სIი. XC V«>X=X». 

1.16 სIი.X C C#ტ «<> <X6C #, 

1.17 6XIი.X C 0# «> 3VICV,X) 6 #|. 

C1. 98–ნიიმ /# VXIX Cმ –> 3XL/ Cმ /#X C VII). 

C2. VX3VVმ8VხIგ2 Cხ/.ხCX->2CV). 

C3. VX53VV2IმC X-–>2 6VI. 

C4. VXV ტიტ -> 3VVმ(გ8 CV «> 3ხ ხ CX/M(Cმ,ხ) C#111. 

ამ აქსიომებს (გამოტოვებული აქსიომების ჩათვლით) უნდა დაემა- 

ტოს შემდეგი აქსიომა: 

MX <> X = X, () 

ეს აქსიომა ადგენს, რომ (თეორიის მოდელში) სიმრავლური ცვლა- 
დის მნიშვნელობათა არეა ყველა სიმრავლის ერთობლიობა. გიოდელის 
(51) აქსიომათა სისტემაში ეს აქსიომა არ ფიგურირებს, მაგრამ იქ ფარუ- 
ლად იგულისზმება მისი სამართლიანობა. 

IL თეორიის აქსიომათა სისტემა აღვნიშნოთ >ე“ით. 

ამორჩევის აქსიომა იგივეა. 

კლასთა თეორიის გიოდელის (5) ვარიანტი აღენიშნოთ L -ით. იგი 

მხოლოდ იმით განსხვავდება I, ი -გან, რომ L -ში ინტერპრეტაციების 

განსაზღვრისას უნივერსუმია MVM6, ამასთან, არ იგულისხმება, რომ 

M C I . მაგრამ LL –ში გვაქვს შემდეგი აქსიომა: 

4. I-X. 

უკანასკნელი აქსიომა უზრუნველყოფს მოდელში M C M პირობის 

შესრულებას. ამიტომ LV და II თეორიებს ერთი და იგივე მოდელები 

აქვთ. რადგან I" თეორიის აქსიომებს იგივე შინაარსი აქვთ,რაც Lი თეო- 

რიის შესაბამისს აქსიომებს, ადვილად შევნიშნავთ, რომ I, ი და LL თეო- 

რიებსაც ერთი და იგივე მოდელები აქ>ვთ სავსებით განსაზღვრული ბუნებ- 

რივი აზრით. აქედან ადვილად გამომდინარეობს IL) თეორიაში გიოდე– 
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ლის მიერ მიღებული ქვემოთ მოტანილი შედეგების სამართლიანობა L, 

I, LL თვეორიებისათვის. 

2, იყოს IL თეორიის აქსიომათა სისტემა. 

გიოდელმა (5) დაამტკიცა. რომ თუ >, აქსიომათა სისტემა თავსება- 

დია, მაშინ თავსებადი იქნება 2 სისტემა, რომლის მისაღებად >, სისტე- 

მას უნდა დაემატოს განხილული ამორჩევის აქსიომა და კანტორის განზო- 
გადებული კონტინუუმ-ჰიპოტეზა: 

2» =% C+I? 

გიოდელის მოტანილ შედეგს სიმარტივისათეის ასეც გამოთქვამენ: 

ამორჩევის აქსიომა და კანტორის განზოგადებული კონტინუუმ-ჰიპოტე“ 
ზა თავსებადია სიმრავლეთა თეორიის აქსიომებთან. ამორჩევის აქსიომის 
განხილლული ფორმის თავსებადობიდან, ცხადია. გამომდინარეობს ამორ- 
ჩევის აქსიომის უფრო სუსტი ფორმების თავსებადობა. 

გიოდელის განხილული შედეგი ძალაშია იმ შემთზეევაშიც. როცა 2, 

სისტებიდან გამორიცხულია IL) აქსიომა (იხ. (5)). გიოდელის შედეგი სპე- 

ციალურ დამტკიცებას მოითხოვს, რამდენადაც ცნობილი არაა აქსიო– 

მათა 2, სისტემის თავსებადობა. გიოდელის შედეგის მოტანილი გამარტი– 

ვებული ფორმა. ცხადია, არაა ზუსტი. 

ზემოაღნიშნულიდან გამომდინარეობს შემდეგ წინადადებათა ტოლ- 

ფასობა ( >ი და 2 ისევე მიიღებიან >ე და >, სისტემებიდან, როგორც 

2” მიიღება > სისტემიდან) 

1. თავსებადია აქსიომათა 2> სისტემა. 

2. თავსებადია აქსიომათა 2 სისტემა. 

3. თავსებადია აქსიომათა >, სისტემა. 

4. თავსებადია აქსიომათა >” სისტემა. 

5. თავსებადია აქსიომათა X6 სისტემა. 

6. თავსებადია აქსიომათა 2 სისტემა. 

შენიშვნა, როგორც 27L” თეორიის შემთხვევაში, ინტუიციური 

მსჯელობით ,,მტკიცდება“, რომ ყველა კლასთა სისტემა (ინტუიციური აზ- 

რით) შეადგენს L ', შესაბამისად IV · შესაბამისად LI „თეორიის მოდელს. 
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3.5.3 სიმრავლეთა თეორიის მეორე ინტუიციური 

მოდელ ი. პირველ თავში განესაზღვრეთ სიმრავლეთა, შესაბამისად 

კლასთა, თეორიის ე. წ. 1 ინტუიციური მოდელი. ახლა განესაზღვრავთ 
სიმრავლეთა, შესაბამისად კლასთა, თეორიის ე.წ.1I ინტუიციურ მო- 
დელს. აქვე შევეცდებით გავცეთ პასუხი კითხვას: სიმრავლეთა, შესაბა- 
მისად კლასთა, თეორიის I და I) ინტუიციური მოდელები, იმ შემთხვევა- 

ში. როცა ინდივიდთა ერთობლიობა ცარიელია, არიან თუ არა აქსიომუ- 

რი სიმრავლეთა, შესაბამისად კლასთა, თეორიის მოდელები ზემოთ მო- 

ტანილი მაგალითებისათვის. 

სიმრავლეთა, შესაბამისად კლასთა, თეორიის როგორც | ისე II ინ- 
ტუიციურ მოდელს საფუძველად უდევს რიგობრივი რიცხვის ერთი და 

იგივე ინტუიციური ცნება და პრინციპი, რომლის ძალით სიმრაელის აგე– 

ბა უნდა ხდებოდეს ბიჯებისაგან შედგენილი დამთაგრებულად წარმოდ- 
გენადი პროცესით და. პირიქით, ასეთი პროცესით აგებული ერთობლიო- 
ბა ყოველთვის შეგვიძლია მივიჩნიოთ სიმრავლედ. გარდა აღნიშნ ულისა, II 

ინტუიციურ მოდელს საფუძელად უდეეს აგრეთვე პრინციპი, რომლის ძა– 

ლით ბიჯებისაგან შედგენილი დამთავრებულად წარმოდგენილი პროცე- 
სით აგებული ერთობლიობისათვის შესაძლოა ერთი ბიჯით აიგოს ამ ერ- 

თობლიობის ყველა შესაძლებელი ყველა ქვეერთობლიობა. აღნიშნულ 
პრინციპებს შესაბამისად ვუწოდოთ პირველი პრინციპი და მეორე 
პრინციპი. მეორე პრინციპი, როცა იგი განიხილება პირველ პრინციპ- 

თან ერთად, ტოლფასია პრინციპისა, რომლის ძალით მოცემული სიმრავ- 
ლისათვის ერთი ბიჯით შეიძლება აიგოს ამ სიმრავლის ყველა შესაძლებე– 

ლი ქვესიმრავლე (მართლაც, მეორე პრინციპში ხსენებული ერთობლიო- 
ბები პირველი, პრინციპის საფუძველზე შეგვიძლია სიმრავლეებად მივიჩ- 
ნიოთ). ამრიგად, მეორე პრინციპის ძალით, ნებისმიერი სიმრავლის (დას–- 
რულებულად წარმოდგენადი პროცესით აგებული ნებისმიერი ერ- 
თობლიობის) ყველა შესაძლო ქვესიმრავლე არსებობს და მისი აგების 

პროცესი დასრულებადად წარმოსადგენია. უნდა აღინიშნოს, რომ ეს 
პრინციპი უაღრესად ძლიერ დაშვებად ითვლება – უსასრულო სიმრავ– 
ლის ,„,ყველა შესაძლებელი ქვესიმრავლის ერთობლიობა“ კი თავისებურად 

ქაოსადაა მიჩნეული. 

ამ პრინციპებისა და რიგობრივი რიცხვის ინტუიციური ცნების სა– 

ფუძველზე სიმრავლეთა, შესაბამისად კლასთა, თეორიის მეორე ინტუი- 
ციური მოდელის ს სიმრავლეები, შესაბამისად კლასები, შემდეგნაირად გა- 
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ნისაზღვრებიან. 5 იყოს ინდივიდთა ერთობლიობა. იგულისხმება, რომ ეს 

ერთობლიობა დასრულებულად წარმოდგენადი პროცესითაა აგებული. 

შემოიტანება საგნის რანგის ცნება, ამასთან, გ საგნის რანგი აღი– 

ნიშნება L8 მ-თი. ინდივიდები, განსაზღვრით, წარმოადგენენ უდაბლესი 

რანგის საგნებს (იგულისხმება, რომ«უდაბლესი რანგის საგნებს – ინდი– 
ვიდებს ერთი და იგივე რანგი აქვთ”და ქს რანგი ნაკლებია ნებისმიერი სხვა 
საგნის რანგზე). გარდა უდაბლესი რანგის საგნებისა, ნებისმიერი თ C VV 

რიგობრივი რიცხვისათვის განისაზღვრება ს. სიმრავლე და X რანგის 

საგნები (სიმრავლეები). . 

Cს-თი აღვნიშნოთ ერთადგილიანი სიმრავლური ოპერაცია, რომლის 

მნიშვნელობა ი(#) ნებისმიერ /#ს სიმრავლეზე არის /M სიმრავლის ყველა 

შესაძლო ქვესიმრავლის სიმრავლე. პირველი პრინციპის შესაბამისად ინ- 

დივიდთა 5 ერთობლიობას სიმრავლედ მივიჩნევთ. ტრანსფინიტური ინ- 

დუქციის პრინციპის ძალით IL, სიმრავლეების განსაზღვრისათვის საკმა- 

რისია ვიგულისხმოთ. რომ C რიგობრივ რიცხეზე ნაკლები ყველა 8 რი- 

გობრივი რიცხვისათვის განსახღვრულია ე სიმრავლე და შემდეგნაირად 

განვსაზღვროთ Iზ, სიმრავლე. თუ C = 0. მაშინ IL = 5 (.ი. Iხე= )). 

თუ თ #0 და 8 არის თ-ს უშუალოდ წინა რიგობრივი რიცხვი, მაშინ 

IL = IL )ს ას, თუ XV ზღვარითი რიგობრივი რიცხვია, მაშინ 

IL = „V. ILც . აქ , IL გაერთიანების სიმრავლედ მიჩნევის შესაძლებ- 

ლობა გამომდინარეობს იქედან, რომ C და სა(8 < თ) სიმრავლეებია და 

8 < თ ტოლძალოვანია 8 C კუთვნილებისა. 
მკითხველი ადვილად შენიშნავს, რომ სიმრავლის ცნების მომდევნო 

ორი ტოლფასი განსაზღვრისათვის სრულდება მოთხოვნა იმის შესახებ, 
რომ სიმრავლის აგება დამთაგრებულად წარმოდგენადი პროცესით- უნდა 
ხდებოდეს. 

განსაზღვრით, 8 საგანი არის სიმრავლე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა იგი არ არის ინდივიდი და არსებობს ისეთი თ რიგობრივი რიცხვი, 

რომ მ C წ. 
სიმრავლის ცნების ეს განსაზღვრა ტოლფასია შემდეგი განსაზღვრისა: 
განსაზღვრით, მ საგანს ეწოდება სიმრავლე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა არსებობს ისეთი C რიგობრივი რიცხვი, რომ მ C XL). 
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ამ ორი განსაზღვრის ტოლფასობის დამტკიცებამდე წინასწარ და– 
ვამტკიცოთ შემდეგი ფორმულები: 

I) CV. (ჩ < თ), (1) 

ს, C წ. (8<თ); თ 
ვCხ/ხ6L ->2CX; (3) 

(IL ) C ICLL.,)) (C C VI). (4) 

(1)--X3) ფორმულების დამტკიცებისას, თ-ს მიმართ ტრანსფინიტური 
ინდუქციის პრინციპის ძალით, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

V§ CVVუ CVI§ნ<იჩი<თ>-წ CL. I, 6ჩ,/ 

/#I2 Cხ/ხ 6%ე –>2 CL%,)II. ლ) 

IL -ს განსაზღვრიდან და (5)-დან ადვილად გამომდინარეობს, რომ 

XI)I3=1%, C %. 

(დამოუკიდებლად იმისა, თ ზღვარითი რიგობრივი რიცხვია თუ არა). თუ 

8 = 0,მაშინ 

IL =5C MX-5)<5= LL, C ა. 

თუ ზ => 0, მაშინ 

IL CI Iყ4C სა; 

აქ მკაცრ შემავლობას უზრუნველყოფს ის გარემოება, რომ (5)-ის ძალით 
Iს ქვესიმრავლეა მისი ნებისმიერი, ინდივიდისაგან განსხვავებული, ელე- 

მენტი და Iე არის MXIL%·)-ს ელემენტი. ახლა ცხადია (1) და (2) ფორმუ- 

ლების სამართლიანობა, 
დავამტკიცოთ (3). შემთხვევა, როცა მ ინდივიდია, ტრივიალურია. 

ვთქვათ, 8 არაა ინდივიდი თუ 8 არის თ-ს უშუალო წინა რიგობრივი 

რიცხვი, მაშინ ხ-ს ელემენტი ა-ს ელემენტია, საიდანაც (1Xის დახმარე- 

ბით ვპოულობთ: მ C MC ჩე. თუ თ ზღვარითია, მაშინ ხ რომელიმე 

I-ს 0, < თ) ელემენტია და (5+ის და (1X+ის დახმარებით ვპოულობთ: 

2C IL C წ. 
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(4) ადვილად გამომდინარეობს ჩე.,, = X სს )V5§ ტოლობიდან. 

ახლა სიმრავლის ცნების მოტანილი ორი განსაზღვრის ტოლფასობა 

შემდეგნაირად მტკიცდება. ვთქვათ, მ სიმრავლეა პირველი განსაზღვრის 
მიხედვით და მ C I..მაშინ 

2CL CIზას,, =I(XLს.)) 

აქედან ადვილად გამომდინარეობს, რომ 8 C IXILL.) და, მაშასადამე, მ არ– 

ის სიმრავლე მეორე განსაზღვრის მიხედვითაც. ეთქვათ, ახლა, 2 სიმრავ– 

ლეა მეორე განსაზღვრის მიხედვით და მ C IXLზ.). მაშინ IXIL.) C IL... 

შემავლობიდან გამომდინარეობს, რომ მგ C სა.) და, მაშასადამე, 2 არის 

სიმრავლე პირველი განსაზღერის მიხედვითაც. 
(3) მეტაგამომდინარეობა სიტყვიერად შეიძლება ასე გამოითქვას: 

M# -ს ნებისმიერი ელემენტი, თუ ეს ელემენტი სიმრავლეა, წარმოადგენს 

IX -ს ქვესიმრავლეს. თუ ინდივიდთა სიმრავლე ცარიელია, მაშინ Iბ.-ს 

ნებისმიერი ელემენტი Iზ,-ს ქვესიმრავლეა. 

ახლა, სიმრავლის რანგის ცნება ასე შემოიტანება. მ სიმრავლის 

რანგი, I§ მ, განსაზღვრით, არის უმცირესი CV რიგობრივი რიცხვი, რომ- 

ლისთვისაც სრულდება პირობა: მ C IL. ასეთი თ-ს არსებობა ადვილად 
გამომდინარეობს სიმრავლის ცნების ზემოთ მოტანილ მეორე განსაზ- 
ღვერიდან, რამდენადაც (საზოგადოთ) 

8CILL )<22C რ). (6) 

ახლა დავამტკიცოთ რამდენიმე წინადადება. 
(5.1) წინადადება. LL. არის ყველა ისეთი ელემენტთა სიმრავლე, 

რომელთა რანგი C-ზე ნაკლებია. 

დამტკიცება. ტრანსფინიტური ინდუქციის კანონის ძალით შეგ- 
ვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თეორემა სამართლიანია C-ზე ნაკლები ყვე– 

ლა 8 რიგობრივი რიცხვისათვის თ =0 შემთხევვა ტრივიალურია. 

ვთქვათ, C-ს აქვს უშუალოდ წინა რიგობრივი რიცხვი 7”. მაშინ 

ი =Mნეს 9. (7) 
მაშასადამე, ამ შემთხვევაში Iს,-ს ელემენტებია ინდივიდები და ML -ს ქვე– 

სიმრავლეები. უკანასკნელთა რანგი, ცხადია, /-ს არ აღემატება (ინდივი– 
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დების რანგი კი 0-ზე ნაკლებია). ვთქვათ. ახლა მ საგნის რანგი C-ზე ნაკ- 

ლებია (ე.ი. V-ს არ აღემატება). მაშინ მ C. IL. აქედან და (7) ტოლობიდან 

გამომდინარეობს: გ C Iზე. ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა თ, ზღვა- 

რითი რიგობრივი რიცხვია. მაშინ 

ს. = ს Iზვ (8) 
ჩ<ი 

აქედან და ინდუქციური დაშვებიდან გამომდინარეობს, რომ IL. -ს ნების- 

მიერი ელემენტის რანგი C-ზე ნაკლებია. ვთქვათ, ახლა. მ საგნის რანგი 

ნაკლებია Cთ-ზე. მაშინ მოიძებნება თ-ზე ნაკლები ისეთი / რიგობრივი 

რიცხვი,რომ მ C L. მაშინ გ C IMI8)ყ 9 = LL, CI.” 

შედეგი. Iზ,,, არის ყველა ისეთ ელემენტთა სიმრავლე, რომელთა 

რანგი დ-ს არ აღემატება. · 

(5.2) წინადადება. დრიგობრივი რიცხვის რანგი არის C. 

დამტკიცება. ტრანსიინიტური ინდუქციის პრინციპის ძალით 
შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თ-ზე ნაკლები თითოეული 8 რიგობრივი 

რიცხვის რანგია #). თ = 0 შემთხვევა ტრივიალურია. ვიგულისხმოთ, რომ 

თ > 0. თ-ზე ნაკლები ნებისმიერი (3 რიგობრივი რიცხვისათვის გვექნება: 

8 –§ ზი; ზ C I. ,)C თ; თ C I. . 

მტკიცების დასრულებისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ. რომ C-ზე ნაკლები 

ნებისმიერი / რიგობრივი რიცხვისათვის CC ს= დავუშვათ წინააღმდეგი, 

რომ Vწ < თ/+C C I%. აქედან გამომდინარეობს, რომ 7 6 I%,. აქედან კი 

(5.1) წინადადების ძალით გამომდინარეობს, რომ ინდუქციური დაშეების 
საწინააღმდეგოდ L§ 7 <3. 

შედეგი. თ CIბ. 

(5.3) წინადადება. ნებისმიერი 2 სიმრავლის რანგი არის ისეთი 

უმცირესი რიგობრივი რიცხვი CV. რომელიც აღემატება მ სიმრავლის თი- 
თოეული ელემენტის რანგს. 

დამტკიცება. (5.1) წინადადებიდან ადვილად გამომდინარეობს 

დასამტკიცებელ წინადადებაში ხსენებული CI რიგობრივი რიცხვის არსე– 

ბობა. შეგვიძლია ვიგულისხმი.თ, რომ მ არაა ცარიელი. მ სიმრავლის ნე- 

ბისმიერ 6 ელემენტისათვის არსებობს ისეთი თ-ზე ნაკლები (უმცირესი) 7 
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რიგობრივი რიცხვი, რომ 0 C IL. ამიტომ 6 C M., C I. მაშასადამე, 

თ C ILზ,. ამიტომ მ სიმრავლის რანგი C-ს არ აღემატება. (5.1) წინადადე- 

ბისა და C რიგობრივი რიცხვის განსაზღვრის ძალით L6 მ არ შეიძლება 

იყოს C-ზე ნაკლები. 

შედეგი. სიმრავლის რანგი აღემატება მისი ნებისმიერი ელემენტის 
რანგს. 

სამივე დამტკიცებული წინადადებებიდან გამომდინარეობს: 

(5.4) წინადადება. IL. სიმრავლეში შემავალი რიგობრივი რიცხ- 

ვების სიმრავლე არის თ. ამასთან, I% თ სიმრავლის რანგი არის თ. 

განხილული სახის სიმრავლეებისა და ინდივიდების ერთობლიობას 

ვუწოდოთ სიმრავლეთა თეორიის II ინტუიციური მოდელი. 
თუ შევადარებთ ერთმანეთს სიმრავლეთა თეორიის I და II ინტუ- 

იციურ მოდელებს შევნიშნავთ, რომ საგნის (ელემენტის) საფეხურის ანა– 

ლოგი II მოდელში საგნის რანგია. ამიტომ 5. სიმრავლის ანალოგი არის 

IM. სიმრავლე. ვიგულისხმებთ. რომ ორივე მოდელს ინდივიდთა ერთი და 
იგივე ერთობლიობა აქეთ. ასეთ მოდელებს ეუწოდებთ ურთიერთშესა- 

ბამის ინტუიციურ მოდელებს. ვიგულისხმებთ აგრეთვე, რომ ზემოთ 

ხსენებული პრინციპი, რომლის ძალით დასრულებულად წარმოდგენადია 

მოცემული სიმრავლის ,,ყველა შესაძლებელი“ ქვესიმრავლეების აგების 

პროცესი. არანაკლებ მძლავრია, ვიდრე ის დაშვებები, რომლებიც გამო–- 

ვიყენეთ სიმრავლეთა თეორიის 1 ინტუიციური მოდელის აგებისას. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ სიმრავლეთა თეორიის პირველი ინტუიციური 

მოდელი მეორე ინტუიციური მოდელის ნაწილია და 

5. C ჩ. (8) 

სიმრავლეთა თეორიის II ინტუიციური მოდელიდან რომ მივიღოთ 
კლასთა თეორიის 11 ინტუიციური მოდელი, საგანთა არეს უნდა დავუმა- 

ტოთ მოდელის ელემენტებისაგან შედგენილი „ყველა შესაძლო“ კლასები. 

აქაც ვიგულისხმებთ, რომ უკანასკნელი პრინციპი არანაკლებ მძლავრია, 

ვიდრე ის დაშეებები, რომლებიც გამოვიყენეთ შესაბამის კლასთა თეორ- 

იის პირველი ინტუიციური მოდელის აგებისას (კლასთა თეორიის I და II 

ინტუიციონურ მოდელებს ვუწოდებთ ურთიერთშესაბამისებს, თუ მათ 
ერთი და იმავე ინდივიდთა ერთობლიობა აქვთ), ამრიგად, ურთიერთშესა- 
ბამისი მოდელებიდან I მოდელი 1) მოდელის ნაწილია როგორც სიმრავგ– 
ლეთა თეორიის შემთხვევაში, ისე კლასთა თეორიის შემთხვევაში. იგუ- 
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ლისხმება. რომ ურთიერთშესაბამის ინტუიციურ მოდელებს რიგობრივ 
რიცხვთა ერთი და იგივე ერთობლიობა აქვთ (რიგობრივ რიცხვთა კლასი 

(ინტუიციური აზრით) არსებითად არის დამოკიდებული იმაზე, თუ რო- 
გორი პროცესებია მიჩნეული დასრულებულად წარმოდგენად პროცესე- 
ბად). 

II -თი (თ C VV) აღვნიშნოთ სიმრავლეთა, შესაბამისად კლასთა, 

თეორიის II ინტუიციური მოდელის C-ზე ნაკლები რანგის მქონე ელე- 

მენტთა ერთობლიობაზე (ე.ი. LL -ხზე) განსაზღვრული ,,X-ის რანგი 

< თ/I (X)“ სახის თვისებათა ერთობლიობა, სადაც X ნებისმიერი საგ– 

ნობრივი ცელადია. LC (X) კი X-ის მიმართ თვისებად განხილული II-დან 

აღებული ნებისმიერი შეზღუდულ კვანტორებიანი ფორმულაა, როცა ამ 

ფორმულაში მყოფი X-გან განსხვავებული თავისუფალი (კვლადების 

მნიშვნელობები დაფიქსირებულია C-ზე ნაკლები რანგის მქონე ელემენ- 

ტებით. ასევე II. -ით აღვნიშნოთ კლასთა თეორიის II ინტუიციური 

მოდელის ელემენტთა ერთობლიობაზე განსაზღვრული ,,X ელემენტია 

ჩ (X)“ სახის თვისებათა ერთობლიობა, სადაც X ნებისმიერი საგნო- 

ბრივი ცვლადია, ს, (X) კი X-ის მიმართ განხილული II-დან აღებული 

ნებისმიერი შეზღუდულ კვანტორებიანი ფორმულაა, როცა ამ ფორმუ- 

ლაში მყოფი X-გან განსხვავებული თავისუფალი (ვლადების მნიშევნე- 

ლობები დაფიქსირებულია ელემენტებით. ვიგულისხმებთ (და ეს ბუნებ– 

რივიც იქნება). რომ II” -დან აღებული თითოეული თვისება (შესაბამისი 

მოდელის) სიმრავლეს განსაზღვრავს (ასეთ სიმრავლეთა ერთობლიობა 
მოიცავს M.+. თ-ხე დამოკიდებულ ასეთ ერთობლიობათა გაერთიანება 

კი დაემთხვევა მოდელის ყველა სიმრავლის ერთობლიობას), LI -დან აღე– 

ბული თითოეული თვისება კი კლასს განსაზღვრავს (ასეთ კლასთა ერ- 
თობლიობა მოდელის კლასთა ერთობლიობის ნაწილი იქნება – მათ 
ტოლობაზე ვერაფერს ვიტყვით). მაშინ ადვილად დამტკიცდება, რომ ყოვ- 

ელი სიმრავლე კლასია. უკაჩასკნელი ორი დაშეებიდან პირველი გან- 
საკუთრებით მძლავრი დაშვებაა მეორესთან შედარებით. საქმე იმაშია, 
რომ პირველი დაშვება გარკვეულ მოთხოვნას უყენებს ერთობლიობას, 

რომელიც ბიჯების მძლავრი – ტრანსფინიტური მიმდევრობით შეიქმნა – 

იგი აღნიშნულ ბიჯებს ზღუდაეს ერთბამად. მეორე დაშეება კი ზღუდაეს 
ერთადერთ ბიჯს. რომლითაც ელემენტთა ერთობლიობიდან კლასთა ერ- 
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თობლიობა მიიღება. მოითხოვება, რომ აღნიშნული ერთადერთი ბიჯი 
არანაკლებ მძლავრი იყოს, ვიდრე ზსენებული მეორე დაშვება. ამასთან, ეს 

უკანასკნელი სავსებით ბუნებრივ მოთხოვნას წარმოადგენს. 
კლასთა თეორიის II ინტუიციურ მოდელშიც „კლასს, რომელიც სიმ- 

რავლე არაა, ეწოდება ზესიმრავლე ანუ საკუთრივი კლასი. გან- 

საზღერით, ზესიმრავლე არის უმაღლესი რანგის საგანი (იგულის- 

ხმება, რომ ზესიმრავლეებს ერთი და იგივე რანგი აქვთ და ეს რანგი აღემა– 

ტება ყველა დანარჩენი საგნის რანგს). 
ცხადია, კლასთა თეორიის II ინტუიციურ მოდელში სიმრავლის ქეე- 

სიმრავლეთა კლასი სიმრავლეა. მაგრამ პრობლემატურია საკითხი: სიმ– 
რავლის ქვეკლასი სიმრავლეა თუ არა? 

თუ კლასთა თეორიის II ინტუიციური მოდელის განსაზღვრისას 

კლასის ცნებას შევზღუდავთ II. -დან აღებული თვისებებით განსაზ- 

ღვრული კლასებით (ამ კლასების ერთობლიობა მოიცაეს ისეთი კლასების 
ერთობლიობას, რომლებიც (შესაბამისს) კლასთა თეორიის I ინტუიცი- 
ურ მოდელში იგება), მაშინ დამტკიცდება, რომ სიმრავლის ქვეკლასი 
სიმრავლეა. უფრო მეტიც, ამ შემთხეევაში დამტკიცდება (1;(3.1)) თეორე- 
მის შემდეგი სრული ანალოგი: (მ) # კლასი არის სიმრავლე მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი რიგობრივი რიცხვი, რომელიც 

აღემატება /ს კლასის თითოეული ელემენტის რანგს. ამასთან, (მ) წინადა– 

დება ისევე მტკიცდება, როგორც (1;(3.1)) თეორემა. (8) წინადადებიდან 

გამომდინარეობს, რომ ზესიმრავლის ელემენტთა რანგები არაა შემო- 

საზღვრული რიგობრივი რიცხვით. ამიტომ სიმრავლესა და ზესიშრავლეს 
შორის აქაც ისეთივე არსებითი განსხვავებაა, როგორც კლასთა თეორიის 
1 ინტუიციურ მოდელში (იხ. 1.3) გვქონდა. 

სიმრავლეთა თეორიის II ინტუიციურ მოდელშიც გვექნება კლასის 

ცნება, როგორც ისეთი ერთობლიობების, რომლებიც II. -დან აღებული 

თვისებებით განისაზღვრებიან, კლასის ცნებასთან დაკავშირებულ ცნე- 
ბებთან ერთად, რომელთა ზუსტი აზრის გახსნისათვის მხედველობაში 
უნდა გიქონიოთ ის გარემოება, რომ კლასი საგანი არ არის. 

ადვილად შეიძლება შემოწმდეს (დამტკიცდეს ინტუიციური მსჯე– 
ლობით), რომ სიმრავლეთა თეორიის II ინტუიციური მოდელი არის 7L 

აქსიომურ სიმრავლეთა თეორიის მოდელი (ვგგულისზმობთ იმ შემთხვევას, 
როცა ინდივიდთა ერთობლიობა ცარიელია) ანალოგიური წინადადების 
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დამტკიცება | ინტუიციური მოდელის შემთხეევაში სერიოზულ სიძნელე- 
ებთან არის დაკავშირებული. 

7 აქსიომურ სიმრავლეთა თეორიის აქსიომების ჭეშმარიტობის 

საკითხი ორივე ინტუიციურ მოდელში შევისწავლოთ პარალელურად. 

1. სიმრავლის ინტუიციური ცნების განსაზღვრიდან უშუალოდ გა- 

მომდინარეობს, რომ განფენილობის აქსიომა ჭეშმარიტია ორივე ინტუ- 

იციურ მოდელში. 
2. რეგულარობის აქსიომის ჭჰეშმარიტობა შემდეგნაირად მტკიცდება 

სიმრავლეთა თეორიის L. შესაბამისად II, ინტუიციურ მოდელში. არაცა- 

რიელ X სიმრავლის ელემენტთა საფეხურებს, შესაბამისად რანგებს შო- 

რის არსებობს უმცირესი თ რიგობრივი რიცხვი (I; 3). თუ V არის C სა- 

ფეხურის. შესაბამისად რანგის. მქონე X-ის ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ 

VIIX = დ (რამდენადაც სიმრავლის საფეხური. შესაბამისად რანგი. მისი 

ნებისმიერი ელემენტის საფეხურზე. შესაბამისად რანგზე, მეტია და, მაშა- 
სადამე. V-ის ელემენტი არ შეიძლება იყოს X-ის ელემენტი). 

3. ქვესიმრავლეთა აქსიომების ჭეშმარიტობა სიმრავლეთა თეორიის 

I ინტუიციური მოდელის შემთხეევაში არის უბრალო შედეგი იმ ფაქტის, 

რომ სიმრავლის რანგი (როგორც ეს უშუალოდ გამომდინარეობს რანგის 

განსაზღვრიდან) არაა ნაკლები მისი ნებისმიერი ქვესიმრავლის რანგზე. 
ანალოგიური წინადადება სიმრავლის ქვესიმრავლის საფეხურის შესახებ 

ჭეშმარიტი არ უნდა იყოს (ვერ ვრიცხავთ იმის შესაძლებლობასაც. რომ 

მოცემული # სიმრავლის ქვესიმრავლის საფეხური რაგინდ დიდი იყოს 

(ე.ი. ნებისმიერი თ რიგობრივი რიცხვისათვის არსებობდეს C-ზე მეტი 

საფეხურის მქონე /" სიმრავლის ქვესიმრავლე). მიუხედავად ამისა. სიმრაე– 

ლეთა თეორიის | ინტუიციურ მოდელში ქვესიმრავლეთა აქსიომები ჭეშ- 
მარიტია. 

ქვესიმრავლეთა აქსიომების ჭქეშმარიტობა სიმრავლეთა თეორიის IL 

ინტუიციური მოდელის შემთხვევაში შემდეგნაირად მტკიცდება. ვიგუ- 

ლისხმოთ. რომ 

327VXILX C7. «> X CV / XI (9) 

ქვესიმრავლეთა აქსიომის მაგალითია. ამ ფორმულის თავისუფალი ცელა- 

დების გადათვლა იყოს X,,...X,.V უნდა დავამტკიცოთ (9Xის ჭეშმარი- 

ტობა X,....X,.V (კვლადების მნიშვნელობათა ნებისმიერი მ„....,გ,,მ სის- 

ტემისათვის. ამ სისტემის (9)-ში ჩასმის შედეგი იყოს 
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37VXIX C7 «ა X 628 / >» (X)1 (10) 

(იგულისხმება. რომ მ,,...,მ,,მ დამხმარე სიმბოლოებია და (10) არის ამ 

სიმბოლოებით გაფართოებული თეორიის ფორმულა). C იყოს უმცირესი 

რიგობრივი. რიცხვი, რომელიც აღემატება მ,,...,2,,2 სიმრავლეთა საფეხ- 

ურებს. მაშინ 1 ინტუიციური მოდელის განსაზღვრის ძალით არსებობს 

ისეთი #7 სიმრავლე, რომელიც განისაზღვრება თვისებით ,,5X <C/" 

XCმ ”M (X)“. რადგან ეს თვისებ ტოლძალოვანია თვისებისა 

„#C6CCთ/ » (X)“. ამიტომ 7ი ისეთი სიმრავლეა, როგორი სიმრავლის 

არსებობასაც ამტკიცებს (10) ფორმულა. მაშასადამე. (10) ფორმულა ჭე- 

შმარიტია. აქედან და მ,,...,ე,,მ სისტემის ნებისმიერობიდან გამოდის (9) 

ფორმულის ჰჭეშმარიტობა. 

4. ქვესიმრავლეთა სიმრავლის აქსიომების ჭეშმარიტობა სიმრავლეთა 
თეორიის II ინტუიციურ მოდელში უშუალოდ გამომდინარეობს მოდე- 
ლის განსაზღვრიდან – იმ ძირითად პრინციპიდან (დაშვებიდან), რომე- 
ლიც საფუძვლად უდევს მოდელის განსაზღვრას. ამასთან, გ სიმრავლის 

ქვესიმრავლეთა სიმრავლის რანგი მ სიმრავლის რანგის უშუალოდ მომ- 

დეენო რიგობრივი რიცხვია. 

სიმრავლეთა თეორიის 1 ინტუიციური მოდელის შემთხვევაში განხ– 

ილული აქსიომის ჭეშმარიტობის დამტკიცება მოითხოვს იმის ჩეენებას, 

რომ ნებისმიერი # სიმრავლის ქვესიმრავლეთა საფეხურების ზემოდან შე- 

მოსაზღვრულია რიგობრივი რიცხვით (თუ რომელიმე # სიმრავლისათ- 

ვის ასეთი რიგობრივი რიცხვი არ არსებობს, მაშინ /ს სიმრავლის ქვესიმ– 

რავლეთა სიმრავლე არ იარსებებს). 

5. უსასრულობის აქსიომის ჭეშმარიტობა ორივე ინტუიციური მო- 

დელის შემთხვევაში გამომდინარეობს იქიდან, რომ C) ისეთი სიმრავლეა, 

როგორი სიმრავლის არსებობასაც ადგენს ხსენებული აქსიომა. 

6. შერჩევისა და გაერთიანების აქსიომების ჭეშამრიტობა ორივე 
მოდელის შემთხვევაში შემდეგნაირად მტკიცდება. 

ეთქვათ. X, სიმრავლის ყოველ X ელემენტს ეთანადება X. სიმრავლე. 

საკმარისია დამტკიცდეს, რომ (X. სიმრავლეების გაერთიანება). ს>X. 
XCX, 

კლასი სიმრაელეა. 
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X, და X. (X C X,) სიმრავლეებიდან თითოეულის წარმოქმნის 

პროცესი დასრულებულად წარმოდგენადია (სიმრავლის დამახასიათე- 
ბელი თვისება). აქედან, რამდენადაც X, სიმრავლეთა ინდექსი გაირბენს 

X, სიმრავლეს, გამომდინარეობს, რომ ყველა X. სიმრავლის წარმოქმნის 

პროცესი დასრულებულად წარმოდგენადია (უფრო ზუსტად: ვუშვებთ, 
რომ განხილულ პირობებში ყველა X. სიმრავლის წარმოქმნის პროცესი 

დასრულებულად წარმოდგენადია). მაშასადამე, LIX. კლასის წარმოქ- 
X6X, 

მნის პროცესიც დასრულებულად წარმოდეგანადია,ე. ი. იგი სიმრავლეა, 

სავარჯიშო. შეისწავლეთ ანალოგიური საკითხები კლასთა თეორ- 
იის I და 11 ინტუიციური მოდელებისათვის კლასთა თეორიის მოტანილი 

მაგალითების შემთხეევაში. 

შენიშვნა. როგორც ვიცით, (2; 2-3) თეორია არაწინააღმდეგო- 
ბრივია, თუ მას აქვს მოდული. თეორიის არაწინააღმდეგობრიობის და- 
სამტკიცებლად ინტუიციური მოდელები არ გამოდგება. რადგანა(, ასეთი 

მოდელები მიიღებიან არანათელ (არამკაცრ) პრინციპებზე დაყრდნობით. 

მიუხედავად ამისა, ასეთი მოდელები აძლიერებენ იმის რწმენას, რომ თე– 

ორია არაწინააღმდეგობრივია. საკითხი სიმრავლეთა თეორიის არაწი- 

ნააღმდეგობრიობის შესახებ ჯერაც გადაუწყეეტი (მძიმე) პრობლემაა. 
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IV თავი 

4, სიმრავპვლურ-თეორიული თვალსაზრისი 

მათემატიკაში 

4 ნატურალური და მთელი რიცხვები 

4.1.1 წინასწარი შენიშენები. მხედველობაში გვექნება 5 

სიმრავლეთა თეორია თ4/ მოდელით და ის შენიშვნები, რომლებიც მო- 

ტანილია 3.2 პარაგრაფის დასაწყისში (შემამოკლებელი სიმბოლოების 
განსაზღვრამდე). ქვემოთ განხილული თეორიები გააზრებული იქნება 

როგორც 5 თეორიის ფრაგმენტი 5 თეორიის ნებისმიერად აღებულ 
მოდელში. ამასთან, ზოგჯერ გაკეთდება მითითება იმის შესახებ თუ რო- 

გორ შეიძლება ესა თუ ის თეორია განვიხილოთ 5 თეორიისაგან დამო- 
უკიდებლად როგორც პირველი რიგის თეორია. 

5 სიმრავლეთა თეორიის ნებისმიერ =/ მოდელში ცდილობენ 
მათემატიკურ თეორიაში შესასწავლი ყველა საგანი წარმოიდგინონ სიმ- 
რავლის ან კლასის სახით და ეს საკმაო წარმატებით მიიღწევა. ჩვენი უახ- 
ლოესი მიზანია რიცხვის ცნება განვსაზღვროთ ბუნებრივი გზით ისე, რომ 

რიცხვები სიმრავლეები იყოს. ჩვეულებრივ ენაში ნატურალური რიცხვე- 
ბი დათვლის პროცესების შედეგად მიიღებიან. ქვემოთ გავეცნობით ნატუ- 
რალურ რიცხეებს, როგორც სიმრავლეებს. განხილული იქნება სხვადასხვა 
სახის ნატურალური რიცხვები, რომელთაგან თითოეული საზის ნატურა- 
ლურ რიცხეებს ისეთივე ძირითადი თვისებები ექნებათ, რაც ჩვეულებრივი 
ენის ნატურალურ რიცხვებს. შევნიშნოთ, რომ ყოველი სახის ნატუ- 
რალური რიცხეები (კერძოდ, ჩვეულებრივი ენის ნატურალური 
რიცხვები) და მათი თვისებები შეგვიძლია გამოვიყენოთ შემდეგი სახის 
ნატურალურ რიცხვთა განსაზღვრისა და შესწავლის დროს. 

4.1.2 ჩვეულებრივი ენის ნატურალური რიცხვები. 
ჩვეულებრივი ენის ნატურალური რიცხვის ცნება ძირითად ცნებას წარ- 
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მოადგენს. ეს ნატურალური რიცხვები (ათობითი სისტემის მიხედვით) 
აღინიშნებიან 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 სიმბბოლოებით (ციფრებით) შედ- 

გენილი შემდეგი სახის სიტყვებით: 
0. 1I,2.3,4, 5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13.14, ... (1) 

არაა იმის არავითარი იმედი, რომ ჩგენ შევძლებთ ჩვეულებრივი ენის 
ნატურალური რიცხვის ცნების დაყვანას რაიმე არსებითად უფრო მარ- 
ტივ ცნებებზე. მაგრამ თუ ჩვენ შევისწავლით ჩვენ წარმოდგენებს ნატუ- 
რალურ რიცხვთა 0, 1, 2, 3, ... მიმდევრობის შესახებ, ჩვენ შევძლებთ გა- 
მოვარკვიოთ ნატურალურ რიცხვების შესახებ ჩეენი მსჯელობების სა- 
ფუძელები. ასეთ გამოკელევას მივყევართ შემდეგ დასკვნამდე: 

ჩვეულებრივი ენის ნატურალური რიცხვთა მწკრივი არის საგანთა M 
სისტემა 0 საგნობრივი კონსტანტით და | ერთადგილიანი ძირითადი ოპ- 
ერაციით, ამასთანავე, თუ ვიგულისხმებთ, რომ საგნობრივი ცვლადებია 

ი, ი, 6, M ასოები უინდექსოდ ან ინდექსებით, | ოპერაციის ი ობიექტზე 

ნატურალურ რიცხვზე) გამოყენების |ი შედეგი (გამარტივებულად) აღი– 

ნიშნება ი” -ით და I) -ს ეწოდება ჩ-ის უშუალო შემდეგი , მაშინ ჩვეე- 
ულებრივი ენის ნატურალურ რიცხვთა მწკრივის ყველა ცნობილი ძირი- 
თადი თვისება არის შედეგი პეანოს აქსიომების სახელწოდებით ცნო- 
ბილი შემდეგი ხუთი წინადადებისა და ძირითადი არითმეტიკული პრედი- 
კატების და ოპერაციების ქვემოთ მოტანილ განსაზღვრებებიდან 

0 C M; 

2იCM-> ი CM, 
3.იCM-–> ი”/X0; 
ტ4იCM აი CM ი'=ი'->ი=0, 
5.LC0)/MVი CMIIX(ი) > X(ი')->Vი CM(ი) M-ზე განსაზ- 

ღვრული ნებისმიერი L თვისებისათვის (ინდუქციის აქსიომა). 
შენიშვნა. თავისთავად ცხადია, რომ ჭეშმარიტია შემდეგი გამომ- 

დინარეობა: 

ი CM,სი1 CM7,”აი=ს1 ->ი”=Iი 

ცხადია, ინდუქციის აქსიომა წარმოადგენს მათემატიკური 
ინდუქციის კანონს – მათემატიკური ინდუქციის პრინციპს. 

შევნიშნოთ, რომ მათემატიკური ინდუქციის პრინციპი (ინდუქციის 
აქსიომა) ტოლფასია შემდეგი წინადადების: 

5' . გარდა 1-ელი და მე-2 პუნქტების (აქსიომების) სასრულ რიცხვ- 
ჯერ გამოყენებით მოღებული ნატურალური რიცხეებისა, სხეა ნატურა- 
ლური რიცხვი არ არსებობს. 

217



უფრო ზუსტად: 1-ელი. მე-2 და მე-5 აქსიომების ერთობლიობა 
ტოლფასია 1-ელი. მე-2 და მე-5, წინადადებების (აქსიომების) ერთობ- 
ლიობის. 

მართლაც, ჯერ ვაჩვენოთ, რომ 1-ელი, მე-2 და მე-5” წინადადებე- 
ბიდან გამომდინარეობს მე-5 აქსიომა. დავუშვათ, შესრულებულია (1) და 

(2) და ი არის ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი. მაშინ 5” -ის ძალით ი 
მიიღება (1) და (2) პუნქტების სასრული რიცხეჯერ გამოყენებით. (1) და 
(2) შესაძლებლობას იძლევა ი-ის მიღებისას გზადაგზა ყოველი ნაბიჯის 
დროს მიღებული ნატურალური ი რიცხვისათვის ვამტკიცებთ, რომ ი-ს 

აქვს L თვისება. ახლა ვაჩვენოთ, რომ მე-5 გამომდინარეობს 1-ელი, მე-2 
და მე-5 აქსიომებიდან. ამისათვის, თავის მხრივ, საკმარისია მათემატიკური 
ინდუქციის კანონი გამოვიყენოთ იმ შემთხვევაში, როცა M(ი)-ად აღებუ- 
ლია წინადადება ,,ი მიიღება 1-ელი და მე-2 აქსიომების სასრული რიცხვ- 

ჯერ გამოყენებით“. 
ახლა ცხადია, რომ 0,0'”,0”,... მიმდევრობის წევრთა შორის იმყო- 

ფება თითოეული ნატურალური რიცხვი. 

მე-3 და მე-4 აქსიომებიდან გამომდინარეობს რომ სხვადასხვა 0””“'' 
სახის სიმბოლოებით წარმოდგენილი ნატურალური რიცხეები ერთმანე- 
თისაგან განსხვავდებიან. ამაში დასარწმუნებლად საკმარისია ვაჩვენოთ 
შემდეგი: 1-ელი პუნქტის ერთჯერ და მე-2 პუნქტის რამდენჯერმე გამოყენ- 
ებით მიღებული 0,1...) ნატურალური რიცხვები თუ წყვილ-წყვილად. 

ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან, მაშინ თუ მათ დაუმატებთ M»M” -ს მივი– 

ღებთ ისევ წყვილ-წყვილად ერთმანეთისაგან განსხვავებულ 0,1,...,ი, ი” 

ნატურალურ რიცხვებს. ამისათვის კი საჭიროა ვაჩვენოთ, რომ ს” გან- 

სხვავდება 0,1,...,ი რიცხვებიდან თითოეულისაგან. 0-გან იგი განსხვავდება 
მე-3 პუნქტის ძალით. დანარჩენი შეიძლება ვაჩვენოთ შემდეგნაირად, 0-გან 
განსხვავებული ნებისმიერი ნატურალური M რიცხვი 0,1,...,ი მიმდევრო- 

ბიდან წარმოიდგინება სახით ი” , სადაც თ არის 0,1,...,ი მიმდევრობაში 
M-ს უშუალო წინა წევრი. საჭიროა ვაჩვენოთ ი" # I" , დავუშვათ წინა- 

აღმდეგი, რომ ი” = LL" „მაშინ მეოთხე აქსოიმის ძალით გვექნება I = ი. 
ეს კი ეწინააღმდეგება იმას რომ 0,1... მიმდევრობის წევრები წყვილ– 
წყვილად განსხვავებულნი არიან. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს 
იმას,რომ ი” # Iს” 

1-ელი და მე-2 აქსიომების დახმარებით ნატურალური რიცხვები მიი– 
ღება გარკვეული რიგით. ამის შესაბამისად ვსაზღვრავთ ი > ს უტოლო- 
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ბას. უტოლობა ი > #91 (იკითხება: ,,ი მეტია II-ზე“) აღნიშნავს იმას, რომ 

1-ელი და მე-2 პუნქტების გამოყენებით ი-ის მიღების პროცესში ი-ის 

მიღებამდე მიიღება IV. უტოლობის ეს განსაზღვრა შეიძლება დავანაწეე- 
როთ და მივიღოთ უტოლობის შემდეგი ინდუქციური განსაზღვრა: 

1.ო”> თ; 

2.თუი > Iი,მაშინ ი'> თ; 
3. ი > Iთ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ეს მიიღება 1-ელი და მე-2 

პუნქტების სასრული რიცხვჯერ გამოყენებით. 
მოცემულ IL ნატურალურ რიცხვზე მეტი ნატურალური რიცხვების 

ამ განსაზღვრას აქვს ნატურალური რიცხვების ინდუქციური განსაზ- 

ღვრის სახე, როცა 0-ის ნაცვლად აღებულია თ” (მხედველობაშია გან- 

საზღვრის 1-ელი,მე-2 და მე- 5' პუნქტები). 
ახლა მიმართებები < „> და <= შესაბამისად შემდეგი ეკვივალენტო- 

ბებით განისაზღვრებიან. 

თი<ი«>ი<7ი; 

იხი2ი<ლ აი >ICVIX1=წ;, 

ოთ”<ი«<>20ი02>2X; 

ს <ი, ი 2ი და Iთ. <ი შესაბამისად იკითხებიან: ,,ი ნაკლებია ი-ზე,“ 

„Iი მეტია ან ტოლი ი-ზე,“ ,,I0 ნაკლებია ან ტოლია ს-ზე.“ ამრიგად, სიმ- 

ბოლოები > , < , > , < „იკითხებიან: ,,მეტია,' ,,ნაკლებია,“ „მეტია ან ტო- 

ლი,“ „ნაკლებია ან ტოლი.“ ამ მიმართებათა სახელწოდებებია: (მკაც- 
რად) მეტობა (ანუ (მკაცრად) მეტობის მიმართება), (მკაც- 
რად) ნაკლებობა, არამკაცრად მეტობა, არამკაცრად ნაკ- 

ლებობა.>,<,>2,<,# მიმართებების საერთო სახელია უტო- 

ლობა“. 

4.1.3 ზოგადი სახის ნატურალური რიცხვები. ის 
ფაქტი. რომ ჩვენი მსჯელობები ნატურალურ რიცზხეების შესახებ ეყრდ- 
ნობა მხოლოდ 1-5 წინადადების (ასეთი სახით ნატურალური რიცხვების 
თეორია პირველად განიხილა პეანომ) საშუალებას გვაძლევს ნატურა- 
ლურ რიცხეთა თეორია განვიხილოთ უფრო ზოგადი აზრით: განვიხი- 
ლოთ საგანთა (ობიექტთა) ნებისმიერი ისეთი სისტემა, რომლებსაც გან- 
საზღვრით ეწოდებათ ნატურალური რიცხვები, რომელთა შორის ერთ 
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გარკვეულ ობიექტს ეწოდება ნული, აღინიშნება 0 სიმბოლოთი, სადაც 
მოცემულია საწყისი – პირველადი ოპერაცია ,,I,,-ით აღნიშნული (ჯან- 
საზღვრით, ამ ოპერაციის ი ნატურალურ რიცხეზე გამოყენების შედეგი 

|ი გამარტიეებულად აღინიშნება ი” და ეწოდება ი-ის უშუალო შემ- 
დეგი) და შესრულებულია პეანოს აქსიომებად წოდებული 1-5 წინადა- 

დებები. მაშინ 0,0”,0”,... ალმოჩნდება ყველა ნატურალურ რიცხვთა მიმ- 

დევგრობა (ცხადია, ნატურალური რიცხვის ასეთი ზოგადი ცნება საზო- 
გადოდ არ დაემთხვევა ჩვეულებრივი ენის ნატურალურ რიცხვის ცნებას). 

ნატურალური რიცხვის ასეთი ზოგადი ცნების შემთხვევაშიც 
ძალაში იქნება ყველაფერი, რაც ზემოთ ვთქვით ჩვეულებრივი ენის ნა- 
ტურალური რიცხვების შესახებ. 

ნატურალური რიცხვის ასეთი ზოგადი ცნების შემთხევევაში შე კრე- 

ბის ოპერაცია ,,+“ განისაზღვრება შემდეგი ე.წ. რეკურსიული გან- 
საზღვრით: 

ი+I =(ი+თM (C4) 

ააა 01) 

ეს ფორმულები განსაზღვრავს ი + თ-ს ნებისმიერ ი და Iი ნატუ- 
რალურ რიცხვებისათვის შემდეგნაირად: (1) განსაზღვრავს ი + ი-ს იმ 
შემთხვევაში, როცა #9 = 0 (2) განსაზღვრავს ი + რ” -ს იმ შემთხვევაში, 
როცა განსაზღვრულია ი + წ. მაშასადამე, რომ განისაზღვროს ი +თ 

საჭიროა (1)-ის გამოყენებით განისაზღვროს ი + 0 და შემდეგ (2პ)-ის რამ- 

დენჯერმე გამოყენებით თანდათანობით განისაზღვრონ ი+0”, 98+0”, 

ი+0“ და ა. შ. მანამ. სანამ მეორე შესაკრები არ იქცევა ჩი-ად (Iი-ს აქვს 

სახე 0”“') 
ანალოგიურად, გამრავლების ოპერაცია შემოიტანება 

შემდეგი რეკურსული განსაზღვრით: 

ი·70=0; 

ი:თ'=ი.ო+ი 

გამოკლებისა და გაყოფის არა ყველგან განსაზღვრული ოპერაც იები 
(ი.წ. ნაწილობრივი ოპერაციები) განისაზღვრებიან, როგორც 
შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციათა შექცეული ოპერაციები. სახ- 
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ელდობრ: ორი I და ი ნატურალური რიცხვის სხვაობა შესაბამისად 

განაყოფი ეწოდება ისეთ ნატურალურ X რიცხვს (თუ არსებობს), რომ- 

ლისთვისაც ი + M =Iი შესაბამისად ი · L = 1, სხვაობა, შესაბამისად გა- 
ნაყოფი, ი და 9) რიცხვებისა აღინიშნება ი –ი) -ით, შესაბამისად VI : ი1-ით. 

სიძნელეს არ წარმოადგენს შემოტანილ ოპერაციათა და უტოლო- 
ბათა იმ თვისებების დამტკიცება, რომლებიც ჩვენთვის ცნობილია ჩვეუ- 

ლებრივი ენის ნატურალური რიცხვებისათვის (ასეთი დამტკიცებები მო- 
ცემულია (181-ში). 

სავარჯიშო. დაამტკიცეთ შემდეგი თეორემები. 

1. ნებისმიერად აღებულ ორ ი) და ი ნატურალურ რიცხვისათვის 

ადგილი აქვს ერთს და მხოლოდ ერთს შემდეგი სამი შემთხვევიდან: 

ი = ი; ი > ი; ჩი <9. 

2. ნატურალურ რიცხეთა ნებისმიერ არაცარიელ #6 სიმრავლეში არ- 

სებობს მინიმალური ელემენტი (ე.ი. არსებობს ისეთი ი ნატურალური 

რიცხვი #-დან, რომელიც ნაკლებია მისგან განსხვავებულ და /# სიმრავლე- 

დან აღებულ ყოველ ნატურალურ რიცხვზე (მითითება. განიხილეთ 

შემთხვევები: 1) C) C #ს; 2) 0 C #/+I C/Mს; 3) C C #/II 6 ტ/26C#4# 
დაა.შ.) 

3ი<თიი<->9ი<L. 

4.ი <ი/გ/ოიო<L-6>0ი<L. 
5.0 · 1 =9%. 

6. თუ ი «0, მაშინ არსებობს ერთადერთი ისეთი ნატურალური ი» 

რიცხვი, რომლისთვისაც ადგილი აქეს ტოლობას: ი = ი" (ასეთ ერთა- 
დერთ ნატურალურ ი1 რიცხვს ეწოდება ი-ის უშუალოდ წინა 
ნატურალური რიცხვი). 

7. ი<ი1/#ი)1 <M-–>ი <L; (,<“ მიმართების ტრანზიტულობა). 

ზი <იჩი<L->ი<M C,<“ მიმართების ტრანზიტულობა). 

მი «0>ო+ი>-. 

10, ი>ი”ო,2ს,  >ო+ო,2ი+ი. 

11 ი>ი/”ო,>ი2ი > თ+თ,>ი+ი). 

12. ი·ი7=ი+ი14:-:·+ი, 
–ი- 
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შენიშვგნა. უკანასკნელი თვისების შესაბამისად ზშირად ი · I» ნამ- 

რავლს განსაზღვრავენ, როგორც ტოლშესაკრებთა ჯამს, სადაც თითოე- 
ული შესაკრები არის ი, შესაკრებთა რიცხვი კი არის II). ორივე განსაზ- 

ღვრის ტოლფასობა ცხადია. 

შენიშვნა. ნატურალური რიცხვის განხილულ M ზოგად აქსიო- 
მურ თეორიას არ აქვს ისეთი სახე, როგორიც უნდა ჰქონდეს მათემატი- 

კურ თეორიას, ზემოთ მოტანილი შეთანხმებების შესაბამისად. მას შეიძ- 

ლება მიეცეს ჩვეულებრივი მათემატიკური თეორიის სახე შემდეგნაირად 

(სიმარტივისათვის ვიხილავთ შინაარსული თეორიის შემთხვევას, როცა 
გამოყვანის წესები და ლოგიკური აქსიომები სრულიად ზედმეტია). ვიგუ- 

ლისხმებთ, რომ M თეორიის ალფაბეტი ლოგიკურ სიმბოლოებად შეი- 

ცავს პირველი რიგის თეორიის ლოგიკურ სიმბოლოებს და ერთადგილიან 

პრედიკატულ ცვლადებს, არა ლოგიკურ სიმბოლოებად კი შეიცავს 0 

არასაკუთრივ საგნობრივ კონსტანტას და | ერთადგილიან ფუნქციონ- 
ალურ სიმბოლოს.ი, თ, ი ი; Iშე, ი, ი ,,-. იყოს მეტაცვლადები, რომელთა 

მნიშვნელობათა არეებია საგნობრივი ცვლადების ერთობლიობა, L კი 

იყოს მეტაცვლადი, რომლის მნიშვნელობათა არეა (ერთადგილიანი) პრე- 

დიკატული ცვლადების ერთობლიობა, მაშინ M თეორიის აქსიომები იქნე- 

ბიან ( ი” არის |ი-ის გამარტივებული აღნიშვნა). 

I, ი” « 0,სადაც ი ნებისმიერი საგნობრივი ცვლადია. 

2. ი=M--–>ი=0თ, სადაც ი და ი ნებისმიერი საგნობრივი 

ცვლადებია. 
3, ჩ0/ჯVიი > ჩი“) -3 Vიჩი , სადაც L ნებისმიერი (ერთადგი- 

ლიანი) პრედიკატული ცელადია (ინდუქციის აქსიომა), 
პეანოს 1-ელი და მე-2 აქსიომები სრულიად ზედმეტია (ისინი ინტერ- 

პრეტაციის M უნივერსუმის ტრივიალური თვისებებია). 

ცხადია, M არაა პირველი რიგის თეორია: თუ ინდუქციის აქსიომას 

შეეზღუდავთ და მოვითხოვთ მის შესრულებას მხოლოდ ფორმულებით 
განსაზღვრულ ერთადგილიან პრედიკატებისათვის, მაშინ მივიღებთ პირ- 

ველი რიგის თეორიას, რომლის ალფაბეტში პრედიკატული ცვლადები 
აღარ გვექნება და რომლის არალოგიკური აქსიომები იქნება 1-ელი, მე-2 

და ქვემოთ მოტანილი მე–3' აქსიომა (ამ შემთხევევაში მხედველობაში 

გვაქვს თეორიის ფორმალური ვარიანტიც I 
3. #(0)1//Vი(4(ი) –> ტ(ი')| –> Vი/ც#(ი), 
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სადაც #1) ნებისმიერი ფორმულაა, ი ნებისმიერი საგნობრივი ცვლა- 

დია, #(0) და #(ი”) კი მიიღებიან #(0)-დან ი ცელადის თავისუფალი 

შემოსვლების ნაცვლად 0 და I” გამოსახულების ჩასმით. ასეთ პირველი 

რიგის თეორიას (როგორც შინაარსულ, ისე ფორმალურ ვარიანტს) პე- 
ანოს არითმეტიკა ეწოდება და იგი აღინიშნება I”-თი. (381)-ში (იხ. 

(8;(8.1))) მოცემულია პეანოს არითმეტიკის სხვაგვარი ფორმულირება, 
სადაც 0 და | არალოგიკური სიმბოლოების გარდა, არალოგიკური სიმ- 

ბოლოებია ორადგილიანი ფუნქციონალური სიმბოლოები + და და 

ორადგილიანი პრედიკატული სიმბოლო <. თუ M თეორიის მე-3 აქსიო- 

მას (ინდუქციის აქსიომას) გამოვიყენებთ (§0.0',0“,...) ერთადგილიან 
პრედიკატზე (თვისებაზე), ადვილად მივალთ იმ დასკვნამდე, რომ M თე- 

ორიის მოდელის უნივერსუმი შედგენილია 0,0”,0”,... ობიექტებისაგან. 

დასასრულ აღენიშნოთ, რომ M თეორია იმ სახით რა სახითაც იგი მოცე- 

მულია კონტექსტში, უნდა განვიხილოთ როგორც 1 სიმრაველთა თეორ- 

იის ფრაგმენტი: M-ით აღნიშნულია ინტერპრეტაციის უნივერსუმი იგი 
აღებულია 1 თეორიის მოდელის უნივერსუმიდან და მონაწილეობს აქსი– 

ომების ფორმულირებებში – აქსიომები არიან M დამხმარე საგნობრივი 

კონსტანტით გაფართოებული I თეორიის ენის ფორმულები. 

4.1.4 ჩვეულებრივი ნატურალური რიცზეები. ახლა, 
ნატურალური რიცხვის განზოგადოებული ცნების შესაბამისად, ნატუ- 

რალურ რიცხეებს განვსაზღვრავთ როგორც გარკვეულ სიმრავლეებს 

(რომლებსაც სხვა სახის ნატურალურ რიცხვებისაგან განსასხვავებლად 

ზოგჯერ ვუწოდებთ ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვებს) ისე, 
რომ ამ სიმრავლეებისათვის ოპერაციის როლს შეასრულებს 3.3.2 პუნ- 

ქტში შემოტანილი იმავე | სიმბოლოთი აღნიშნული სიმრავლური (უფრო 
ზუსტად: კლასური) ოპერაცია და ამ ოპერაციის ი ჩვეულებრივ ნატურა- 

ლურ რიცხეზე (სიმრავლეზე) გამოყენების |ი შედეგი აღინიშნება ისევ 

ი”-ით და გვექნება მასთან დაკავშირებული ისეთივე ცნებები და ტერ- 

მინები როგორი ცნებებიც და ტერმინებიც ზემოთ გექონდა. ამასთან, შეს- 

რულებული იქნებოდა 1-5 აქსიომები (ან, რაც იგივეა, შესრულებული იქ- 

ნება პეანოს აქსიომები). 

ნატურალური რიცხვები (როგორც სიმრავლეები) შეიძლება განი- 
საზღვროს შემდეგნაირად. 

223



1. ცარიელი სიმრავლე რ არის რვეულებრივი) ნატურალური რიცხვი. 

2. თუ ი არის (ჩვეულებრივი) ნატურალური რიცხვი, მაშინ ი" (ე.ი. 

ისთ (ი))არის ჩვეულებრივი) ნატურალური რიცხვი. 
3. 1-ელი და მე-2 პუნქტების გამოყენებით მიღებული (ფვეულებრივი) 

ნატურალური რიცხვების გარდა, სხვა (ჩვეულებრივი) ნატურალური 
რიცხვი არ არსებობს. 

ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვთა თეორიაში ცარიელ სიმრავლეს, 
ნული ეწოდება და აღინიშნება 0 ასოთი. ამრიგად, ჩვეულებრივი ნატურა- 
ლური რიცხვებია შემდეგი სიმრაელეები: 

0, 0”, 0”, 0”... (1) 

სიმრავლური ,,I“ ოპერაციის განსაზღვრის ძალით სიმრავლეთა (I) მომ- 
დევრობა შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

0, (0), (0,(0) ), (0,0) ,(0,§0) 1) ,... (2) 
თუ ამ სიმრავლეებს ციფრებისაგან შედგენილ სიტყვებით აღენიშნავთ, 
ათობითი სისტემის მიხედვით, მივიღებთ: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, ..., ი 

სადაც ი არის მე-ი წევრი (გადანომვრას ვიწყებთ 0-ით: 0 ნულოვანი წევ– 
რია, 1 პირველი წევრია და ა. შ.). ამ აღნიშენების გამოყენებ#თ (2) მიმ–- 
დევრობა შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

0, (0), (0,1), (0, I,2) ,...,(0, 1,2,3,...,ი =– 1),,... 
ამრიგად, ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვები აღინიშნებიან ჩვე- 

ულებრივი ენის ნატურალურ რიცხვების აღმნიშვნელ სიმბოლოებით, ისე 
რომ ს-ით აღნიშნული (ფვეულებრივი) ნატურალური რიცხვი, როგორც: 
ადვილი დასანახია, ჩ-ელემენტიანი სიმრავლეა!. აქედან ცხადია, რომ (1) 
ან, რაც იგივეა, (2) მიმდევრობის წევრები ერთმანეთისაგან განსხვავდე– 
ბიან. აქედან ადვილად გამომდინარეობს რომ ჩვეულებრივ ნატურალურ 
რიცხვთა სიმრავლეში 1-3 აქსიომის გარდა შესრულებული იქნება ნატუ- 
რალური რიცხვის ზოგადი ცნების 4-5 აქსიომებიც. 

ამრიგად, ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვის ცნება წარმოადგენს 

ნატურალური რიცხვის ზოგადი ცნების კერძო შემთხვევას. ამიტომ ყვე- 

  

"ამ წინადადების სიტყვაში ,,ი-ელემენტიანი“ I აღნიშნავს ჩვეულებრივი ენის 

ნატურალურ რიცხ;ვს. 
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ლაფერი. რაც ჩეენ წინა პუნქტში ვთქვით ზოგადი სახის ნატურალური 
რიცხვების შესახებ. ძალაშია ჩეეულებრივი ნატურალური რიცხვების 

შემთხვევაში. 

ადვილი დასანახია, რომ ჩეეულებრივ ნატურალურ რიცხვების შემ- 

თხვევაში 

II >) <2) CI. !11>I«>) CI. IC. II1«>XICო. 

ამიტომ. ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვების შემთხევევაში 

ი>20<>IC I და I1I >1«2>1 CI!" ეკვივალენტობებიდან თითოე– 

ული შეგვიძლია მოვიჩნიოთ ,,> “ მიმართების განსაზღვრად. ახლა ცხადია 

აგრეთვე, რომ 

VI > «> IM) -2 I); I1<I%<72II C II, 

II > I) «> II -21): II =I1 <>Iი CV 

როგორც ვხედავთ. (ჩვეულებრივი) ნატურალური რიცხვის განხი- 

ლული ინდუქციური განსაზღვრის უკანასკნელი მე-3 პუნქტი მათემატი- 

კური ინდუქციის პრინციპის ტოლფასია. 

ამრიგად. ჩვენ ჯერჯერობით ვიცნობთ ნატურალური რიცხვების ზო- 
გადი ცნების ორ კერძო შემთხვევას: ჩვეულებრივი ენის ნატურალურ 

რიცხვებსა და ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხეებს. მათ შორის მხოლოდ 
ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვები წარმოადგენენ სიმრაელეებს. ქვე- 
მოთ განხილული სხვა სახის ნატურალური რიცხეებიც სიმრავლეებია. 

4.1.5 მთელი რიცხვები. ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვთა 

(IM, 0) და (0. 111) სახის დალაგებულ წყვილებს ეწოდება მთელი რიცს- 

გები. (Iი, 0). (0, IX), ( II , 0). (0, II ) სახის მთელ რიცხვებს შესაბამი- 

სად ეწოდებათ არაუარყოფითი მთელი რიცხვები, არადადებ- 

ითი მთელი რიცხვები.დადებითი მთელი რიცხვები (ანუ ,,+ 

ნიშნიანი“ მთელი რიცხვები). უარყოფითი მთელი რიცხვე- 

ბი (ხნუ„– ნიშნიანი“ მთელი რიცხვები). აქ Iი აღნიშნავს ნების– 

მიერ ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვს და, მაშასადამე, MM" არის ი 

რიცხვის უშუალო შემდეგი. ნაცვლად ტერმინებისა ,,+ ნიშნიანი“ და ,,– 

ნიშნიანი“ იხმარება აგრეთვე ტერმინები „დადებით ნიშნიანი“ და 
„უარყოფით ნიშნიანი“. არაუარყოფითი მთელი (II, 0) რიცხვი აღი- 

ნიშნება M1-ით და ეწოდება ნატურალური მთელი რიცხვი (საზოგა- 
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დოდ, არაუარყოფითი მთელი რიცხვი აღინიშნება მისი პირველი კომპო– 

ნენტის აღმნიშვნელი სიმბოლოებით). 

(თ,0) და (0,0) მთელ რიცხვეს ურთიერთმოპირდაპირე 

მთელი რიცხვები ეწოდებათ. უკანასკნელი ტერმინის ნაცვლად, სი- 

მარტივისათვის, ხშირად ვისარგებლებთ ტერმინით მოპირდაპირე 

მთელი რიცზვები. ასევე მოვიქცევით სხვა ანალოგიურ შემთხვევაშიც, 

როცა საქმე გვექნება ტერმინთან, რომელშიც გეხვდება სიტყვა საწყისი 
ნაწილით ,,ურთიერთ“. 

შეკრებისა და გამოკლების ორადგილიანი ოპერაციების გარდა, 

რომლებიც + და – სიმბოლოებით აღინიშნებიან, იხილავენ იგივურ 

და უარყოფის ერთადგილიან ოპერაციებს, რომლებსაც ისევ + 

და – სიმბოლოებით აღნიშნავენ. ნებისმიერ თ მთელი რიცხვისათვის, 

განსაზღვრით – C არის თ-ს მოპირდაპირე მთელი რიცხვი, + დ კი არის თ 

(ვგულისხმობთ რომ თ არის ცვლადი, რომლის მნიშვნელობათა არეა 

მთელ რიცხვთა სიმრავლე). ამ ოპერაციათა შემოტანის შემდეგ, ცხადია, 
ნებისმიერი I ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვისათვის + ი აღნიშ- 

ნავს ( თ, 0” მთელ რიცზვს, – 91 კი აღნიშნავს ( 0, IX) მთელ რიცხვს. 

შენიშვნა. თუ თ-თი აღნიშნულია რომელიმე უარყოფითი მთელი 

რიცხვი, მაშინ – თ იქნება ,,+ ნიშნიანი მთელი რიცხეი“, + C კი იქნება 

„- ნიშნიანი მთელი რიცხვი“. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ მთელი ნატურალური რიცხვი აღინიშნება შესა- 
ბამისი ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვის აღმნიშვნელი სიმბოლოთი. 

ამ უკანასკნელ წინადადებას გამარტივებული სახით ასეც გამოთქვამენ: 
„მთელი ნატურალური რიცხვი აღინიშნება შესაბამისი ჩვეულებრივი 
ნატურალური რიცხვით“. ანალოგიურ გამარტივებულ გამოთქმებს ჩვენ 
სხვა შემთხვევებშიც გამოვიყენებთ ყოველგვარი დამატებითი შენიშვნების 
გარეშე (ეს გაუგებრობებს არ გამოიწვევს რამდენადაც ასეთი გამარტივე- 
ბული გამოთქმების პირდაპირი აზრით გაგება არც შეიძლება). 

„ > “ პრედიკატი ისაზღვრება შემდეგი ეკვივალენტობებით: 

თ, 0)>(თ,0) «>ი > თ; 

(0, ი) > (0,902) «32 თდ–დ. >7; 

(ი,0) >( 0,I0ი)<>ი%X0VIIXIC #90; 

(0, ი) > დი, 0) «> I. 
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„” > “ დამოკიდებულების დახმარებით განისაზღვრება < , <, > დამოკი- 

დებულებები ისევე, როგორც ეს მე-2 პუნქტში გავაკეთეთ (ამ სიმბოლო- 
ებთან დაკავშირებული კითხვის წესები უცვლელი რჩება). 

თ მთელი რიცხვის მოდული აღინიშნება IთI-ით და განსაზღვრით 

არის თ-სა და მის მოპირდაპირე – თ რიცხვს შორის უდიდესი. ცხადია, 

თუ თ ნატურალური მთელი რიცხეია, მაშინ |თ| = |+ CI = I– თ) = თ,ზო- 

ლო თუ C უარყოფითი მთელი რიცხვია, მაშინ |ICთI = |+ CI = |– თI = – თ. 

ორი მთელი რიცხვის ჯამი განისაზღვრება შემდეგი ფორმულებით 

(სადაც C და ი მთელ რიცხვთა აღმნიშვნელ სიმბოლოებად გამოყენებუ- 

ლი ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვების აღმნიშვნელი სიმბოლოებია) 

ჯXთ+)+ი)=4 წო +#9); 

–-ი + +ოთო)=+Iთ.-ი)ი>ო=X#; 

–ი+I+ 92) – ი–-ო)<ლ2ი>2C0, 

+ოთ+|–-ი)=-ი+(|+ თ). 

(იგულისხმება, რომ ეს ფორმულები არიან (იგივურად) ჭეშმარიტნი გან– 
საზღვრის ძალით). ეს ფორმულები შეგვეძლო ჩაგვეწერა წყვილების დახ- 
მარებითაც. 

ანალოგიურად, ორი მთელი რიცხვის ნამრავლი განისაზღვრება შემ- 

დეგი ფორმულებით (ტოლობებით) 

>+ი-I(ILი)=+ (ი1. ი): 

+ი ·–9ი)C(–ი):(+ ი)=-– (I · ი). 

გამოკლების ოპერაცია ,, – “ განისაზღვრება შემდეგნაირად. თუ თ 

და 8 მთელი რიცხვებია, მაშინ CI და |3 მთელი რიცხეების სხვაობა აღინიშ- 

ნება - 8-თი და განსაზღვრით არის C + (– 8). როგორც ვხედავთ. 

მთელ რიცხვთა თეორიაში გამოკლების ოპერაცია ყველგან განსაზღვრუ- 

ლი ოპერაციაა. 

აქვე შევნიშნოთ. რომ თუ თითოეულ მთელ ნატურალურ რიცხვს 

გავაიგივებთ შესაბამის ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვთან, მაშინ მთელ 

რიცხვთა სიმრავლე, აღმოჩნდება ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვთა 
სიმრავლის გაფართოება. ამასთანავე, მთელ რიცხვთა სიმრავლე იქნება 
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ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის ისეთი მინიმალური (ბუ- 

ნებრივი) გაფართოება, რომელშიც გამოკლების ოპერაცია იქნება ყველ– 
გან განსაზღვრული. ამოცანა ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვთა სიმ- 
რავლის ისეთი ბუნებრივი გაფართოების მოძებნისა, რომელშიც ბუნე- 

ბრივად განსაზღვრული გამოკლების ოპერაცია იქნებოდა ყველგან გან- 

საზღვრული, თავის დროზე იქნა დასმული და ისტორიულად ეს ამოცანა 

იყო მიზეზი მთელი რიცხვის ცნების შემოტანისა. 

დასასრულ, გაყოფის ,, : “ ოპერაცია ისაზღვრება შემდეგნაირად თუ 

თ და 8 მთელი რიცხვებია, მაშინ თ და ს მთელი რიცხვების განაყოფი 

აღინიშნება C : 3-ით და, განსაზღვრით, არის ისეთი # მთელი რიცხვი, 

(თუ არსებობს), რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 8 · 7 = თ. ადვილი 

დასანახია, რომ მთელ რიცხვთა სიმრავლეში გაყოფის ოპერაცია არაა 
ყველგან განსაზღვრული. 

ვთქვათ, თ მთელი რიცხვია, ი კი დადებითი მთელი რიცხვი. თ მთელი 

რიცხვის ი-ური ზარისზი აღინიშნება თ"-ით და, განსაზღვრით, არის 

ტოლთანამამრავლთა ნამრავლი, სადაც თითოეული თანამამრავლი არის 

თ, თანამამრავლთა რიცხზცვი კი არის ი (უკანასკნელი ი აქ განიხილება რო– 
გორც ჩვეულებრივი ენის ის ნატურალური რიცხვი, რომელიც შეესა- 

ბამება მთელ ს რიცხვს, ე. ი. რომელსაც ათობით სისტემაში იგივე აღნიშ- 

ვნა აქვს რაც მთელ რიცხვსა)” ., ნაცვლად C" აღნიშვნისა, ვისარგებლებთ 

აგრეთვე აღნიშვნით XXი C,X'' იკითხება ,,ხარისხად“), ამასთანავე, ვიგუ- 

ლისხმებთ რომ X არის ოპერაცია (ახარისხებისა) და XXი (ე.ი. XCთი) არ- 

ის ძირითადი აღნიშვნა ხარისხისა, C” კი არის გამარტივებული აღნიშენა. 

ასეთი გზით შემოიტანება ახარისხების ოპერაცია ჩვეულებრივ ნა- 
ტურალურ რიცხეებში. 

  

მეტი სიზუსტისათვის აქ ი-ში შეგვეძლო გვეგულისხმა ი მთელი რიცხვის აღმ- 
ნიშვნელი ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვი და ფრაზა ,,თანამამრავლთა 
რიცხვი არის ი, როგორც იმის აღმნიშვნელი, რომ ხსენებულ თანამამრავლე- 
ბსა და ი სიმრავლის ელემენტებს შორის შეიძლება დავამყაროთ ურთ- 
იერთცალსახა თანადობა (ამ უკანასკნელი ტერმინის განსაზღვრა ქვე- 

მოთ იქნება მოცემული). 
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ახლა ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს რომ შემოტანილ ოპერა- 
ციებს აქვთ ის ძირითადი თვისებები, რომლებიც მკითხველისათვის (ვნო- 
ბილია საშუალო სკოლის კურსიდან, ამ თვისებათა დამტკიცებაზე არ 
შევჩერდებით. 

მთელი ნატურალური რიცხვებისათეის „”“ ოპერაცია განვსაზღვ– 

როთ შემდეგნაირად: (ი,0) = (ი ,0). კონტექსტი აგვაცილებს თავიდან 
იმ გაუგებრობებს, რომლებიც შეიძლება წარმოიშვნენ იმის გამო, რომ 
ერთი და იმავე ,,' “ სიმბოლოთი აღენიშნავთ სხვადასხვა ოპერაციებს. 

ადვილად შეიძლება შემოწმდეს, რომ ასეთნაირად შემოტანილი „ 

ოპერაციის შემთხვევაში მთელ ნატურალურ რიცხვთა სისტემისათვის 
შესრულებულია მე-2 პუნქტის 1-5 აქსიომები (ან, რაც იგივეა, პეანოს აქ- 
სიომები). ამრიგად, მთელი ნატურალური რიცხვის ცნება ნატურალური 
რიცხვის ზოგადი (ნების კერძო შემთხვევაა. ამიტომ მთელ ნატურალურ 

რიცხვთა სიმრავლეზე გვექნება განხილული 4 ოპერაციისა და უტოლო- 

ბათა ცნებების ორი განსაზღვრა. ერთი, რომელიც ინდუცირდება ნატუ- 
რალური რიცხვის ზოგადი ცნებიდან და მეორე, რომელიც ინდუცირ- 
დება მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე ზემოთ შემოტანილი იმავე სახელწო– 
დების ცნებებიდან (მაგალითისათვის შევნიშნოთ, რომ მთელ რიცხ>ვთა 
სიმრავლეზე შემოტანილი გამოკლების ოპერაციიდან შემდეგნაირად ინ- 

დუცირდება გამოკლების ოპერაცია მთელი ნატურალური რიცხვებისათ- 

ვის. განსაზღვით ორი მთელი ნატურალური C და 8 რიცხვების სხვაობა 

არის თ – 8, თუ ეს უკანასკნელი მთელი ნატურალური რიცხვია – წი- 

ნააღმდეგ შემთხვევაში თ – 8 სხვაობა განსაზღვრული არაა). 

ადვილად შეიძლება შემოწმდეს, რომ განხილული ოპერაციებიდან 

თითოეულის ხსენებული ორი განსაზღვრა ტოლფასია. მაშასადამე, მთელ 

ნატურალურ რიცხვებზე მოქმედებათა წარმოებისას, როცა მოქმედების 
შედეგი ისევ მთელი ნატურალური რიცხვია, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 
რომ ისინი ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხვებს წარმოადგენენ. 

7, 7, და 7_ სიმბოლოებით შესაბამისად აღინიშნებიან მთელ რიცხ- 

გთა სიმრავლე, არაუარყოფით მთელ რიცხვთა სიმრავლე და არადადებით 
მთელ რიცხვთა სიმრავლე. 
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42 წილადები და რაპიონალური 
რიცხვები 

მთელ რიცხეთა (თ, ი), ი > 0 სახის დალაგებულ წყვილებს უწოდე- 

ბენ ჩვეულებრივ წილადებს. ორ (თ,.ი,) და (I, იკ) წილადს 

უწოდებენ ეკვივალენტურებს და წერენ (თ,, ი,) – (თ,, იე),თუ იკი, = 
= ი,იიკ'. „““ იკითხება ,ეკვივალენტურია“. ,,–“ მიმართების უარყო- 

ფა აღინიშნება ,, # “-ით და იკითხება: ,არ არის ეკვივალენტური“. 

ეკვივალენტობის ,,–“ მიმართებას, როგორც ადვილი შესამოწმებე– 

ლია, აქვს რეფლექსურობის, სიმეტრიულობისა დღა ტრანზიტულობის 

თვისებები”. ე.ი. 

1.(Vი, ი) – (თ, #9); 

2. (თ,, ი,) – (თ), ი;) –> (თე, იე) – (თ, ი,); 

3. (თ,, ი,) – (იე, ი;7)/» (წიე, ი;) – (ივ, იკ) –> (თ, ი,) –– (ი2კ, ჩ.). 
აქ იგულისხმება, რომ ი,, 9,, იკ, ი დადებითი მთელი რიცხვებია. 

(თ, 10") სახის ჩვეულებრივ წილადს ჩვეულებრივი ათწილადი 
ეწოდება. (1 1 516, 103) ჩვეულებრივი ათწილადი შემოკლებულად 11,516-ით 
აღინიშნება (მძიმის შემდეგ მოთავსებულ ციფრთა რიცხვი მნიშვნელის 
ხარისხის მაჩვენებელს უნდა უდრიდეს). (16, 10“)ის შემოკლებული აღ- 
ნიშვნა იქნება 0,0016. 

ნაცვლად ტერმინებისა, ,,ცჩხვეულებრივი წილადი“ და ,ჩვეულებრივი 

ათწილადი“ ხშირად ვისარგებლებთ გამარტივებული ტერმინებით ,ფწი- 
ლადი“ და ,ათწილადი“. 

ნებისმიერ XV წილადს შევუსაბამოდ თ წილადის ეკვივალენტურ ყვე- 
ლა წილადის /ს, სიმრავლე. რადგან C – თ, ამიტომ თ C #,. ორ თ და 8 

წილადების შესაბამისი # და რე სიმრავლეები, როგორც ეს ადვილად გა– 

მომდინარეობს 1-3 თვისებებიდან, ან ერთმანეთს ემთხვევიან, ან ერთმა– 

  

I აქ ვსარგებლობთ გამარტივებული აღნიშვნებით, რომლებიც გამრავლების 
ოპერაციის გამოტოვებით მიიღებიან. ასეთი გამარტივებებით ვისარგებლებთ 
ქვემოთ ყოველგვარი შენიშვნების გარეშე. 
მიმართებები და მათი თვისებები დეტალურად შეისწავლება მომდევნო თავში. 

230



ნეთს არ კვეთენ იმისდა მიხედეით C – 8 თუ არა. ამრიგად, #4, სახის სიმ- 

რავლეები ურთიერთეკვივალენტურ წილადთა სიმრავლეებს წარმოად- 
გბენენ. #,, სახის ურთიერთეკვივალენტურ წილადთა სიმრავლეებს რა- 

ციონალური რიცხვები ეწოდებათ. რაციონალური რიცხვის ნების- 
მიერ ელემენტს ეწოდება ამ რაციონალური რიცხვის წარმომად- 
გენელი (ისინი ცხადია წილადებს წარმოადგენენ). 

(Iი, ი) წილადი აღინიშხება 2 ცთ. ამასთანავე, ჩ1-ს ეწოდება ამ 
წ 

წილადის მრიცხველი,/-სკი – მნიშვნელი. წილადს ეწოდება და- 

დებითი (ანუ ,,+ ნიშანი“)ან უარყოფითი (ანუ ,,– ნიშანი“), ან 

არაუარყოფითი, ან არადადებითი იმისდა მიხედვით, თუ როგო- 

რია მისი მრიცხველი (დადებითია, უარყოფითია, არაუარყოფითია თუ 

არადადებითია). (ჩ1, 1) სახის წილადს (ე.ი. – სახის წილადს) ეწოდება 

მთელი წილადი დაიგი აღინიშნება Iი-ით. თუ II არის მთელი ნატუ- 

რალური რიცხვი, მაშინ – წილადს ეწოდება აგრეთვე ნატურალური 

წილადი. მთელი რაციონალური რიცხვი, განსაზღვრით, არის 

ისეთი რაციონალური რიცხვი. რომლის წარმომადგენელთა (ე. ი. ელემენ– 

ტთა) შორის გეხვდება მთელი წილადი (ცხადია, მთელი რაციონალური 

რიცხვის წარმომადგენელთა შორის მთელი წილადი ერთადერთი იქნება, 
რადგან ორი სხვადასხვა მთელი წილადი ურთიერთეკვივალენტური არ 

შეიძლება იყოს). ასევე განისაზღვრება ნატურალური რაციონალუ- 
რი რიცხვი. რაციონალურ“ რიცხეს ეწოდება დადებითი (ანუ ,+ 

ნიშნიანი“) ან უარყოფითი (ანუ ,,– ნიშნიანი), ან არაუარ- 

ყოფითი, ან არადადებითი იმისდა მიხედვით, თუ როგორია მისი 

წარმომადგენელი. 

C. C. , და CL _ სიმბოლოებით შესაბამისად აღინიშნებიან რაციონ- 

ალურ რიცხეთა სიმრავლე, არაუარყოფით რაციონალურ რიცხვთა სიმ- 

რავლე და არადადებით რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლე. ამ სიმრავლე– 

ებიდან ნულის ამოგდებით მიღებული სიმრავლეების შესაბამისად აღნიშ- 

ნავენ სიმბოლოებით C), C, და C (უკანასკნელი ორი სიმბოლო 

შესაბამისად აღნიშნავს დადებით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს და 
უარყოფით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს), 
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რაციონალურ რიცხეს აღნიშნავენ მისი წარმომადგენლების აღმ- 
ნიშვნელი სიმბოლოებით. ამიტომ შეიძლება ითქვას, რომ: რაციონალური 
რიცხვები აღინიშნებიან წილადებით, მთელი რაციონალური რიცხეები 
აღინიშნებიან აგრეთვე მთელი რიცხვებით, ნატურალური რაციონალუ- 
რი რიცხვები კი ნატურალური მთელი რიცხვებით და ჩვეულებრივი ნა- 
ტურალური რიცხვებით! . ამის შესაბამისად რაციონალურ რიცხვთა თე- 
ორიაში წილადები, მთელი რიცხვები და ნატურალური რიცხეები (უფრო 
ზუსტად ამ რიცხვების აღმნიშვნელი სიმბოლოები) განიხილებიან, რო- 
გორც შესაბამისი რაციონალური რიცხვების აღმნიშვნელი სიმბოლოები. 

ორ წილადს ეწოდება ურთიერთმოპირდაპირე წილადები, 

თუ მათ აქვთ ერთნაირი მნიშვნელები და მათი მრიცხველები მოპირდა- 
პირე მთელი რიცხვებია. ორ რაციონალურ რიცხვს ეწოდება ურთიერ- 
თმოპირდაპირე რაციონალური რიცხვები,თუ მათ აქვთ ისეთი 
წარმომადგენლები, რომლებიც მოპირდაპირე წილადებია. ამ ცნებებზე 
დაყრდნობით, ზუსტად, ისე როგორც წინა პუნქტში, განისაზღვრება 
უარყოფის ოპერაცია ,,– “ და იგივური ოპერაცია ,,+ “. თუ ი და ი არი- 

ან ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხეები, მაშინ ზემოთ შემოტანილი 

  

0 
შეთანხმების საფუძველზე ' თ წილადი, შესაბამისად რაციონალური 

I, 

-–ი 
-ით. უარყოფის ოპერაციის დახმარებით იგივე   რიცხვი, აღინიშნება 

წილადი, შესაბამისად რაციონალური რიცხვი, შეიძლება აღინიშნოს 
ი 

–-- ით. 
ი 

ი . 

თუ –_.- 29% , შესაბამისად #. X# 29 „ მაშინ, ცხადია, რაციონა- 

თი 
ლურ რიცხვთა თეორიაში 2 MM , შესაბამისად 2) # MM . ამიტომ 

-... ი. ი, 

  

აქ უფრო ზუსტი იყო გველაპარაკა, რომ რაციონალური რიცხვები ·აღი- 

ნიშნება წილადის აღმნიშვნელი სიმბოლოებით, შესაბამისად, მთელი რიცხვის 
აღმნიშვნელი სიმბოლოებით, შესაბამისად, ჩვეულებრივ ნატურალური 

რიცხვების აღმნიშვნელი სიმბოლოებით. 
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შეიძლება ითქვას, რომ ეკვივალენტური წილადები რაციონალურ რიცხ? 
ვთა თეორიაში ტოლნი არიან, არაეკვივალენტური წილადები კი რაციო“ 

ნალურ რიცხვთა თეორიაში არ არიან ტოლნი (წილადთა ეკვივალენტუ? 
რობა საზოგადოდ არ უზრუნველყოფს მათ ტოლობას). 

  

II IIVI თ თ ორი –+ და –2 წილადის ჯამი –.+---., სხვაობა 
ი, ივ სხ. იე 

9 _ 0 და ნამრავლი XX. თ; შესაბამისად განისაზღვრება შემდეგი 
ჩ ხე თ იე 
ფორმულებით: 

თ, ს ე _ ინე + ეი, . 

ხთ 2 წ): ' 

თ-ერ ლ ლ ---ე.–– 

–”ი 
  2– წილადის შებრუნებული ეწოდება 4 ან წილადს 

ი I –MI 

იმისდა მიხედვით LI დადებითია თუ უარყოფითი, იმ შემთხვევაში კი რო– 

ცა Iი ნულია, 9 წილადს შებრუნებული არ აქვს. ორი თ და 8 წილადის 
" 

განაყოფი, განსაზღვრით, ეწოდება პირველი წილადღისა და მეორე 
წილადის შებრუნებულის ნამრავლს (თუ მეორე წილადს შებრუნებული 
არ აქვს. მაშინ ამ ორი წილადის განაყოფი არაა განსაზღვრული). ეს განა– 

ყოფი აღინიშნება აგრათვე Cთ/83-ით და ვ ოთ ადვილად შევნიშნავთ რომ 

თ წილადის შებრუნებული არის L (ლ0.ი 1 :C). 
C 

ვთქვათ, IიV და ი ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხეებია და ი > 0. 

მაშინ ჩვენი შეთანხმებიდან გამომდინარეობს, რომ 2 აღნიშნავს 
II! 
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(თ,თ 
(ით 
გარემოება გაუგებრობას არ გამოიწვევს, რადგან ხსენებული წილადი და 
განაყოფი ერთსა | და იმავე ობიექტებს წარმოადგენენ. იმავე პირობებში, 

წილადსაც და II და ი მთელი წილადების განაყოფსაც. მაგრამ ეს   

  ცხადია, რი. ამიტომ – _ 9 შეგვიძლია განვიხილოთ –– წილადის 
–ი” წ –წ” ი 

აღნიშვნად. იგივე შეიძლება ითქვას იმ შემთხვევაშიც, როცა ი) მთელი 
რიცხვია, ი კი მთელი დადებითი რიცხვი. 

<,>,<5,=, “<, > მიმართებები წილადების შემთხევევაში ისაზ- 

ღვრება შემდეგი ეკვივალენტობებით. 

2-8 იL<იი; 
ი VM 

თეჩცხეი, 
ხნ MM ი 

თანცო ხ,ო ი, 
ი MX ჩიჩ 4 ი VM 

თანსცჩაით 
ი IM 'Lი 

თან ცრ ი ნს)სთ დს. 
ი M იი V 

თამ სცკც?დი. 
Lი 

ბუნებრივად განისაზღვრება ი ვიალენრობს მარცხენა მხარეთა კითხვის 
წესები. ცხადია: 

2:8C-=>0თ»ი> იი; 
ი MX 
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+,-.“..: ოპერაციები და მატნაკლებობის მიმართებები რაციონ- 

ალურ რიცხვებისათვის ისაზღვრება მათი წარმომადგენლების მიხედვით. 

მაგალითად. L, და ე რაციონალურ რიცხვების ჯამი ეწოდება ის- 

ეთ, რაციონალურ რიცხვს. რომელიც შეიცავს , ღა ჩხ რაციონალური 

რიცხეების ნებისმიერად აღებულ წარმომადგენელთა ჯამს (ასეთნაირად 

განსაზღვრული რაციონალური რიცხვების ჯამი დამოკიდებული არ იქ- 

ნება შესაკრებთა წარმომადგენლების არჩევაზე). ასევე, L, < ს ნიშნავს იმ– 

ას, რომ L-ის წარმომადგენელი ნაკლებია I-ის წარმომადგენელზე (უკა- 

ნასკნელი განსაზღვრის კორექტულობა გამომდინარეობს იქიდან, რომ 

თუ წ-ის ერთი რომელიმე წარმომადგენელი ნაკლებია Lე-ის რაიმე წარ- 

მომადგენელზე. მაშინ –,-ლის თითოეული წარმომადგენელი ნაკლებია წ-ის 

ყველა წარმომადგენელზე). > . <. > მიმართებები ჩვეულებრივ განი- 

საზღვრება < მიმართების დახმარებით. > შეიძლება განისაზღვროს < 
მიმართების მოტანილი განსაზღვრის ანალოგიურად. იგივეს ვერ ეიტყვით 

< და > მიმართებების შესახებ. ახარისხების ოპერაცია წილადებისათვის 
და რაციონელურ რიცხვებისათვის ისაზღვრება ისევე. როგორც ეს გა- 

ვაკეთეთ 4.1.5 პუნქტში მთელი რიცხვების შემთხეევაში. 
ადვილად მტკიცდება, რომ ორი ნებისმიერი C და | წილადისათვის 

ადგილი აქვს ერთს და მხოლოდ ერთს შემდეგი სამი შემთხვევიდან: 

ო>ჩ8ზ,თ<8,თ –8. 

(აქ თ –ჩ ეკვივალენტობა არ შეიძლება შეიცვალოს თ = 8 ტოლობით). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერ ორ I, დახ რაციონალურ 

რიცხვებისათვის ადგილი აქვს ერთს და მხოლოდ ერთს შემდეგი სამი შემ- 

თხვევიდან: 

ს > I” I < ო „ = ო. 

L რაციონალური რიცხვის, შესაბამისად წილადის მოდული 

აღინიშნება |II-ით და განისაზღვრით არის L და – IL რაციონალურ რიცხ- 
ვებს. შესაბამისად წილადებს, შორის უდიდესი. 

ადვილად მტკიცდება შემდეგი ე.წ. წილადის ძირითადი თვი- 
სება: თუ წილადის მრიცხველსა და მნიშვნელს ერთი და იმავე ნულისა- 
გან განსხვავებულ მთელ რიცხვზე გადავამრავლებთ ან გავყოფთ მივიღებთ 
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მოცემული წილადის ეკვივალენტურ წილადს! . ამასთან, მოცემული წი- 
ლადის ეკვივალენტური ნებისმიერი წილადის მისაღებად საკმარისია ასე– 
თი გარდაქმნის ორჯერ გამოყენება. 

წილადის ძირითადი თვისება რაციონალურ რიცხვთა თეორიაში 
შემდეგ სახეს იღებს: წილადის მრიცხველისა და მნიშენელის ერთი და იმა- 
ვე ნულისაგან განსხვავებულ მთელ რიცხვზე გადამრავლებით ან გაყოფით. 
წილადის მნიშვნელობა არ იცელება. ამასთან , მხოლოდ და მხოლოდ ეკვი- 
ვალენტურ წილადებს აქეთ ერთი და იგივე მნიშვნელობა (გავიხსენოთ, 
რომ რაციონალურ რიცხვთა თეორიაში წილადის მნიშვნელობა (ან, უფ- 
რო ზუსტად, წილადის აღმნიშვნელ სიმბოლოს მნიშვნელობა) არის ის 
რაციონალური რიცხვი, რომლის წარმომადგენელიც ეს წილადია). 

სიძნელეს არ წარმოადგენს წილადებისა და რაციონალური რიცხვე- 
ბის თვისებების დამტკიცება, რომელიც მკითხველისათვის ცნობილია სა- 
ფუალო სკოლის კურსიდან. 

ვთქვათ, Iი და ი არიან მთელი რიცხვები, C აღნიშნავს +, – ,· „: და 

X ოპერაციებიდან რომელიმეს, თ, კი >,<, =>, < დამოკიდებულებე- 

ბიდან რომელიმეს. ამასთანავე ვთქვათ, რომ ოთთი განსაზღვრულია და 

უდრის M-ს. თუ თ და ი-ს განვიხილავთ, როგორც რაციონალურ რიცხ- 
ვებს (იმ რაციონალურ რიცხვებს, რომლებსაც ისინი აღნიშნავენ), მაშინ 
თოთი ტოლი იქნება იმ რაციონალური რიცხვისა, რომელიც აღინიშნება 

M-თი. ანალოგიურად, IIC,ი ჭეშმარიტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 
ცა იგი ჭეშმარიტია იმ შემთხვევაში, როცა LI და ი განიხილებიან რო- 

გორც რაციონალური რიცხვები. ამ წინადადებებს მოკლედ (გამარტი– 
ვებულად) ასე გამოთქვამენ: რაციონალურ რიცხეებზე წარმოებული ძი- 
რითადი ოპერაციები და მეტნაკლებობის დამოკიდებულებები შეთანხ- 
მებულია მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრულ შესაბამისს ოპ–- 
ერაციებთან და მთელ რიცხვთა შორის მეტნაკლებობის დამოკიდებულე- 
ბებთან. ადვილი დასანახია, რომ ისეთივე აზრით შეთანზმებულია, 
ერთი მზწზრივ, რაციონალურ რიცხვებზე განსაზღვრული ძირითადი ოპჰერ- 
აციები და მეტნაკლებობის დამოკიდებულებები და, მეორე მხრივ, ჩვეუ- 
ლებრივ ნატურალურ რიცხვებზე შესაბამისად წილადებზე განსა- 
ზღვრულ შესაბამის ოპერაციებთან და მეტნაკლებობის დამოკიდებულე- 

  

' –ჰთ 
  თუ ღ არის წილადი, მაშინ განიხილება როგორც წილადი, რამდე- 
–კი 

ნადაც იგი აღნიშნავს 2 წილადს. 
” 
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ბებთან (მომდევნო პუნქტში ვისარგებლებთ ანალოგიური გამარტივებუ- 
ლი სახის წინადადებით, ზუსტ ფორმულირებათა გარეშე). 

აქედან გამ ომდინარეობს შემდეგი მნიშენელოევნი დასკვნა: მთელ რა- 
ციონალურ რიცხვებს, შესაბამისად ნატურალურ რაციონალურ რიც- 
ხვებს, აქვს მთელ რიცხეთა, შესაბამისად ჩვეულებრივ ნატურალურ რიცხ- 

ვთა, ყველა თვისება, რომლებიც გამოითქმის + „– ,· ,: , X ოპერაციები- 
სა და>,<, =,<.= მიმართებების დაზმარებით. 

უკანასკნელი დასკენა ეყრდნობა აგრეთვე იმ ფაქტს, რომ განსხვავე- 
ბული ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვები შესაბამისად მთელი რიცხ- 
ვები, განსხვავებულ რაციონალურ რიცხეებს აღნიშნავენ. ეს პირობა დარ–- 
ღვეულია წილადების შემთხვევაში – თითოეული რაციონალური რიცხვი 
აღინიშნება უსასრულო რაოდენობა წილადებით. წინა დასკვნა სწორია 
წილადის მიმართაც, იმ' შენიშვნით, რომ რაციონალურ რიცხეთა თეორ- 
იის ტოლობის მიმართებას წილადების თეორიაში შეესაბამება არა ტო- 
ლობა არამედ ეკვივალენტობა. 

დასასრულ შეენიშნოთ, რომ თუ ნატურალურ რაციონალურ რიცხ- 

ვებში განვსახღვრავთ ს. ოპერაციას ფორმულით წ3) = “ , მაშინ 

ნატურალურ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლისათვის შესრულებული 
იქნება ნატურალური რიცხვის ზოგადი ცნების 1-5 აქსიომები. ამასთანავე, 
ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს, რომ (ნატურალური რიცხვის ზოგადი 
ცნების მიზედვით) აღნიშნული ,, “ ოპერაციის დახმარებით შემოტინილი 

+,-–,“.,: რპერაციები და მატნაკლებობის >, <, > . < მიმართებები 

იგივეა, რაც რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრულ იმავე 
სიმბოლოებით აღნიშნულ ოპერაციებიდან და მიმართებებიდან ნატურა- 
ლურ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში ინდუცირებული ოპერაციები 
და მიმართებები. 

43 ნამდვილი რიცხვები 

4.3.1 ძირითადი განსაზღვრებები. რაციონალურ რიცხ- 
ვთა მ სიმრავლეს ეწოდება ნამდვილი რიცხვი,თუ მას უდიდესი ელე- 
მენტი არ აქვს და ამასთანავე, მ-დან აღებულ თითოეულ (რაციონალურ) 
L რიცხვისათვის 8 შეიცავს L-ხზე ნაკლებ ყველა რაციონალურ რიცხეს. 

ცხადია, რაციონალურ რიცხვთა C, სიმრავლის არასაკუთრივი ქვე- 

სიმრავლეები C და C) ნამდვილი რიცხვებია. მათ ეწოდებათ არასა- 
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კუთრივი ნამდვილი რიცხვები, დანარჩენ ნამდვილ რიცხვებს კი – 
საკუთრბვი ნამდვილი რიცხვები. საკუთრივ ნამდვილ რიცხვებს 
ეწოდებათ, აგრეთვე, სასრული ნამდვილი რიცხვები, არასაკუთ- 

რივ ნამდვილ რიცხვებს კი – უსასრულო ნამდვილი რიცხვები. 

ამასთან, ლ? და C უსასრულო ნამდვილი რიცხვები შესაბამისად აღინიშ- 

ნებიან, აგრეთეე, – თ და + C სიმბოლოებით და ეწოდებათ დადები- 
თი უსასრულობა და უარყოფითი უსასრულობა. სიმარტივისათ- 
ვის შემოტანილ ტერმინებში ხშირად გამოვტოვებთ სიტყვას ,,ნამდვილი“. 

ერთი და იმავე საგნის ორი სხვადასხვა სიმბოლოთი აღნიშვნა (რო- 
გორც, მაგალითად, ნამდვილ რიცხვთა თეორიაში ცარიელი სიმრავლე 

აღინიშვნება C7 -ით და – C -ით) არავითარ სიძნელეს არ იწვევს. ცოტა 

უფრო უხერხულია ერთი და იმავე სიმბოლოთი ორი სხვადასხვა საგნის 
აღნიშვნა. ასეთ შემთხვევაში საჭიროა განსაკ.უთრებული სიფრთხილე გა- 
უგებრობათა თავიდან ასაცილებლად. მიუხედავად ამისა, ზოგჯერ ხელსაყ– 
რელია ერთი და იმავე სიმბოლოთი ორი ან მეტი სხვადასხვა საგნის ალ- 
ნიშვნა. ასეთ სიმბოლოს მაგალითია ზემოთ განხილული ციფრი 0. ჩვეუ- 
ლებრივ ნატურალურ რიცხვთა თეორიაში 0 აღნიშვნას ცარიელ სიმრავ– 

ლეს, მთელ რიცხვთა თეორიაში 0 აღნიშნავს (((C' )), ((თ „(2 )), (C.))), 
სიმრავლეს (თუ წყვილის ცნების მეორე განსაზღვრას მივიჩნევთ საფუძ- 
ვლად, მაშინ აღნიშნავს ((C ))-ს), რაციონალურ რიცხვთა თეორიაში 0 

აღნიშნავს ურთიერთეკვივალენტურ, წილადთა (განსაზღვრულ) უსასრუ- 
ლო სიმრავლეს, ნამდვილ რიცხვთა თეორიაში კი – უარყოფით რაციონ- 
ალურ რიცხვთა სიმრავლეს. მიუხედავად იმისა, რომ ყველა ზსენებული, 
თეორია ერთი თეორიის – სიმრავლეთა თეორიის ნაწილია აღნიშენების 
განხილული სისტემა ხელსაყრელია. 

თუ მნამდვილი რიცხვის (C, სიმრაელის მიმართ) დამატებას 

აქვს უმცირესი L ელემენტი (ე.ი. ისეთი ელემენტი, რომელიც ნაკლებია 

ყველა დანარჩენ ელემენტებზე), მაშინ 8 ნამდვილი რიცხვი L რაციონა- 
ლურ რიცხვის აღმნიშვნელი სიმბოლოებით აღინიშნება (იგულისხმება, 
რომ ზეპირ მეტყველებაში 2 ნამდვილი რიცხვი აღინიშნება L რაციონა- 
ლური რიცხვის თითოეულ სახელით) და მ-ს ეწოდება რაციონალური 

ნამდვილი რიცხვი, თუ, ამასთანავე, L არის მთელი რაციონალური 

რიცხვი, შესაბამისად ნატურალური რაციონალური რიცხეი, მაშინ მ-ს 
ეწოდება მთელი ნამდვილი რიცხვი, შესაბამისად ნატურალური 
ნამდვილი რიცხვი. ამრიგად, წილადები აღნიშნავენ რაციონალურ 
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ნამდვილ რიცხვებს, ამიტომ რაციონალურ ნამდვილ რიცხეებს უწოდე- 

ბენ. აგრეთვე. წილად ნამდვილ რიცხვებს. ზემოაღნიშნულიდან გა- 
მომდინარეობს, აგრეთვე, რომ მთელი ნამდვილი რიცხეები აღინიშნება 

იმავე სიმბოლოებით, რითაც აღვნიშნავდით მთელ რიცხვებს, ნატურა- 
ლური ნამდვილი რიცხვები კი აღინიშნება იმავე სიმბოლოებით, რითაც 

აღვნიშნავდით ჩვეულებრიე ნატურალურ რიცხეებს. თუ მ სასრული ნამ- 

დვილი რიცხვის დამატებას უმცირესი ელემენტი არ აქეს, მაშინ მ-ს ეწო- 

დება ირაციონალური (ნამდვილი) რიცხვი; როგორც ირაციო- 
ნალური ისე რაციონალური ნამდვილი რიცხეები სასრული ნამდეილი 

რიცხვებია. 

>, <, 2, <მიმართებები განისაზღერება შემდეგი ეკვივალენტობებით: 

2>ხ«<>225ხ;მ<ხ<3Cხ;2>ხ<>2853ხ;2<ხ«>გდხ. 

ამ მიმართებებთან დაკავშირებით კითხვის წესები იგივეა, რაც ზემოთ 

გექონდა. შეგვეძლო <, > , < მიმართებები განგვესაზღვრა ,, > “ მიმარ- 

თების დახმარებით ისევე როგორც 4.I.2 პუნქტში გვქონდა (ამით ამ მი- 

მართებათა შინაარსი არ შეიცვლებოდა). 
სავარჯოშო. დაამტკიცეთ შემდეგი თეორემები. 

1. ნებისმიერ მ და ხ ნამდვილი რიცხვებისათვის ადგილი აქ>ვს ერთსა- 

და მხოლოდ ერთს შემდეგი სამი შემთხვევიდან; მ > ხ; 8 = ხ; მ < ხ. 
2. ორ ნებისმიერ მ და ხ ნამდვილ რიცხვებს შორის მოთაესებულია 

ერთი მაინც რაციონალური რიცხვი (C ნამდეილი რიცხვი მოთავსებულია 

8 და ხ ნამდვილ რიცხვებს შორის ნიშნავს იმას,'რომ ,მ < C <ხ ან 

ხ<0C<8გ. 

ნამდვილ მ რიცხეს ეწოდება დადებითი (ანუ ,+ ნიშნიანი“) ან 

უარყოფითი (ანუ ,,– ნიშნიანი“), ან არაუარყოფითი, ან არა- 

დადებითი იმისდა მიხედვით 8>0,2<0,2>0თუეუმ5<0. ცხადია. ეს 

განსაზღვრა ტოლფასია შემდეგისა: ნამდვილ რიცხვს ეწოდება დადებითი, 

შესაბამისად არადადებითი, თუ იგი შეიცავს, შესაბამისად არ შეიცავს, 

დადებით რაციონალურ რიცხვს. ნამდვილ რიცხვს ეწოდება უარყოფითი, 

შესაბამისად არაუარყოფითი, თუ მისი დამატება შეიცავს, შესაბამისად 

არ შეიცავს. უარყოფით რაციონალურ რიცხვს. 

საკუთრივი ნამდვილი რიცხვების სიმრავლე აღინიშნება IL ასოთი, 

ნამდვილი რიცხვების სიმრავლე კი L -ით. შინაარსი სიმბოლოებისა 
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დ, ,IX", CI, C.,C,,C ,C“, LC, LC. 

ისევე ისაზღვრება, როგორც რაციონალურ რიცხვთა C სიმბოლოსთან 

დაკავშირებულ C, ,,C) , C”, 0. ,C. სიმბოლოთა შინაარსი (იხ. 4.2). 

თ ნამდვილი რიცხვის დამატების არაუმცირესი ელემენტების მოპირ- 

დაპირე რაციონალური რიცხვების სიმრავლეს ეწოდება 2 ნამდვილი 

რიცხვის მოპირდაპირე ნამდვილი რიცხვი (აქ და სხვა ანალო– 

გიურ შემთხვევებში მკითხველმა უნდა დაამტკიცოს. რომ განსაზღვრაში 

მითითებული სიმრავლე ნამდვილი რიცხვია). ადვილად მტკიცდება რომ, 

თუ მ ნამდვილი რიცხვი არის ხ-ს მოპირდაპირე, მაშინ ხ, თავის მხრივ, იქ- 

ნება 9-ს მოპირდაპირე და, მაშასადამე, მ და ხ ურთიერთმოპირ- 
დაპირე ნამდვილი რიცხვები იქნებიან. ადვილი დასანახია აგრეთვე, 

რომ+თ და თ ურთიერთმოპირდაპირე ნამდვილი რიცხვებია. გან- 

საზღვრით უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ L, და IL რაციონალური 

რიცხეები ურთიერთმოპირდაპირე რაციონალური რიცხვებია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა L, და ს. ნამდვილი რაციონალური რიცხვები ურ- 

თიერთმოპირდაპირენი არიან. თუ მ ირაციონალური რიცხვია, მაშინ მ 

რიცხვის მოპირდაპირე რიცხვი წარმოადგენს მ ნამდვილი რიცხვის დამა– 

ტების ელემენტთა მოპირდაპირე რაციონალურ რიცხ>ვთა სიმრავლეს. 
ურთიერთმოპირდაპირე ნამდვილი რიცხვების ცნებაზე დაყრდნობით, 

ზუსტად ისე როგორც 4.1.5 პუნქტში, განისაზღვრება ფარყოფის ოპ- 
ერაცია „ –“ და იგივური ოპერაცია ,, + “. ქქეემოთ ვიგულისხმებთ, რომ 

«9 არის C ნამდვილი რიცხვის აღმნიშვნელი სიმბოლო, + ი. და – =9 კი 

არიან თ სიმბოლოდან + და – ერთადგილიან ოპერაციების გამოყენე–- 
ბით მიღებული აღნიშვნები (ეს წინააღმდეგობაში არაა + თ და – თ აღ- 

ნიშვნათა ზემოთ მოტანილ განსაზღვრასთან). ' 

მ ნამდვილი რიცხვის მოდული აღინიშნება |2|-თი და განსაზღვრით 

არის მ და – მ რიცხვებს შორის უდიდესი., 

ახლა განვსაზღვროთ ნამდვილი რიცხვის შებრუნებული რიცხ- 
გის ცნება. წ 

დადებითი ნამდვილი 8 რიცხვის შებრუნებული ნამდვილი რიცხვი 
ეწოდება რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს, რომელსაც მივიღებთ 8 

რიცხვის დამატების ელემენტთა შებრუნებულ რაციონალურ რიცხვთა 
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სიმრავლესა და არადადებით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის გაერთი– 
ანებიდან უდიდესი ელემენტის (თუ არსებობს) ამოგდებით, უარყოფითი 

ნამდვილი მ რიცხვის შებრუნებული ნამდვილი რიცხვი ეწოდება რაციო- 

ნალურ რიცხვთა სიმრავლეს. რომელსაც მივიღებთ მ რიცხვის დამატების 
უარყოფითი ელემენტების (რაციონალური რიცხვების) შებრ ენებული 

რაციონალური რიცხვების სიმრავლიდან უდიდესი ელემენტის (თუ არ- 
სებობს) ამოგდებით. 0-ს შებრუნებული არ აქვს. 

ადეილად შემოწმდება. რომ როგორც 4+ Cთ -ის, ისე – თ -ის შე- 

ბრუნებული არის 0. ადვილად შემოწმდება, აგრეთვე, რომ თუ LV, და ს 

ურთიერთშებრუნებული რაციონალური რიცხეებია, მაშინ I, და I. (რა– 

ციონალური) ნამდვილი რიცხვები ურთიერთშებრუნებული ნამდვილი 

რიცხვებია. 

მ და ხნამდვილი რიცხვების ჯამი მ + ხეწოდება C + ჩ სახის 
რაციონალურ რიცზვთა სიმრ „ვლეს. სადაც C და, გ შესაბამისად არიან მ 

და ხ რიცხეების ნებისმიერი ელემენტები. 

2 და ხ ნამდვილი რიცხვების სხვაობა მ – ხ ისაზღვრება 

ფორმულით მ – ხ=8+(–ხ). 

8 და ხ ნამდვილი რიცხვების ნამრავლი 2·ხ ისაზღვრება 

შემდეგნაირად: 

1. თუ მ და ხ არაუარყოფითი რიცხეებია, მაშინ გ · ხ ნამრავლი არის 

რაციონალური რიცხვების სიმრავლე, რომლის ელემენტებია უარყოფი- 

თი რაციონალური რიცხეები და C · ჩ სახის რაციონალური რიცხეები, 

სადაც C და |) შესაბამისად არიან მ და.ხ რიცხეების არაუარყოფითი 

ელემენტები. 
2. თუ მ და ხ არადადებითი რიცხეებია, მაშინ (განსაზღვრით) 

მხ=-2-(–-ხ) 

3.თუ მ და ხ რიცხვებიდან ერთი დადებითია და მეორე ჟარყოფითი, 
მაშინ (განსაზღვრით) 

გ-ხ=-LC9 ხ1=- (9-(-ხ)). 
მ და ხ ნამდვილი რიცხვების განაყოფი. 8: ხ, ეწოდება მ 

რიცხვისა ღა ხ რიცხვის შებრ უნებულის ნამრაელს (თუ ხ = 0.მაშინ ცხა– 

დია, მ და ხ რიცხვების განაყოფი. მ : ს. განსაზღვრული არ იქნება). 

16. შ. ფხაკაძე 24!



გ : ხ+ ნაცვლად იხმარება აგრეთვე L და მ/ხ აღნიშენები, მ · ხ-ს 

ნაცვლად კი – მხ. ამასთანავე, მ ხ-ს ანალოგიურად. მხ განიხილება რო- 

გორც (· მხ) ფორმის გამარტივებული სახე – გამარტივებული აღნიშენა. 

ასევე, L და შ/ხ არიან (: მხ) ფორმის გამარტივებული აღნიშვნები. 

შემოტანილი განსაზღვრებებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს 
(3.1) თეორემა. ნებისმიერი მ სასრული ნამდვილი რიცხვისათვის 

ადგილი აქვს ტოლობებს: 

0მ+(+CთC) = +C+ 2 =(+თ)+(+%) = +თ (1) 

+თC, როცა 8მ>0, 

2-:(+C) =(+Cთ)-მ =40, როცა მ2=0, (2) 

+თC, როცა მ<0; 

(+თ)·(+Cთ) = +%; (3) 

(+Cთ):(+Cთ) = –თ; (4) 

მ:(+თ) = 0; (5) 

(+%) +(+%) = –თ; (6) 
შენიშვნა. ზშირად, გახსაზღვრავენ რა სასრულ ნამდვილ რიცხ- 

ვებს. შემდეგ აფართოებენ სასრულ ნამდვილ რიცხეთა IL სიმრავლეს ორი 

+ 9 და – თ ,„აბსტაქტულ“ <– ,,არასაკუთრივ“ ელემენტების დამატებით 

(არ უთითებენ. თუ რას წარმოადგენენ ეს აბსტრაქტული + თ და – თ 
ელემენტები) და სასრულ ნამდვილ რიცხვებზე ოპერაციათა განსაზღვრის 
შემდეგ უსასრულო ნამდვილ რიცხვზე მოქმედებების სპეციალური ტო- 
ლობებით განსაზღვრავენ. უმეტესად ასეთ ტოლობებად (15) ტოლო- 
ბებს იღებენ. ამასთან, ც. ელიასი (43) ხსენებულ ოპერაციებს განსაზ- 
ღვრავს ტოლობათა სისტემით, რომელიც (1)+X6) სისტემიდან მიიღება, 
თუ შევცვლით (6) ტოლობებს შემდეგი ტოლობებით: 

(+თCღ)+(+C) = +C. (6') 
ცხადია, ტოლობათა (1)-(6) სისტემა გარკვეული აზრით ტოლფასია ელი–- 

ასის ტოლობათა სისტემისა. ინტუიციურად (6) და (6') ტოლობები იწ- 
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ვევს უხერხულობას, მაგრამ, როგორც ელიასმა აჩვენა. თუ მივიღებთ ტო- 
ლობათა (1)-(6) სისტემას ან ელიასის შესაბამის სისტემას, მაშინ რიგი 
თეორემებისა უფრო მარტივად ყალიბდება. 

შეიძლება ზოგიერთი ინტუიციური მოსაზრების მოტანა (6) ტო- 

ლობების უპირატესობის შესახებ ( 6” ) ტოლობებთან შედარებით. ერთ- 
ერთი ასეთი მოსაზრებაა: + თ არის ეფექტურად თვლადი (უსასრულო) 

სიმრავლე. ამიტომ იგი შეიძლება წარმოვიდგინოთ. როგორც პოტენცი- 

ალური უსასრულობა. პოტენციალური უსასრულობა კი ყოველ მომენ- 

ტში სასრულია – თ -ის (ე.ი. ცარიელი სიმრავლის) ანალოგიურად წარ- 

მოდგენა არ ხერხდება. აზასთანავე, ცარიელ სიმრავლეს უფრო აბსოლუ- 

ტური ხასიათი აქვს. ამიტომ (6) ტოლობა წარმოადგენს – თ +8გ= 

=2+(-–<CთCღ) =–C= (მ სასრული ნამდვილი რიცხვია) ტოლობის ანა- 

ლოგს. ანალოგიური მოსაზრებებით შეიძლება გავამართლოთ + C·0 = 

=0-(+%)=0 ტოლობებიც.. 

შემოტანილი ოპერაციებიდან ინდუცირებულ ოპერაციებს სასრულ 

ნამდვილ რიცხვთა IL სიმრავლეზე აღვნიშნავთ იმავე სიმბოლოებით. 

შემოტანილ განსაზღერებათა საფუძველზე ადვილად შეიძლება დამ– 

ტკიცდეს სასრულ ნამდვილ რიცხეებზე წარმოებული ძირითადი ოპერა- 

ციების, მეტნაკლებობის დამოკიდებულებების და შებრუნებული რიცხ- 
ვისა და მოპირდაპირე რიცხვის ცნებათა ის თეისებები, რომლებიც ცნო- 

ბილია მკითხველისათვის საშუალო სკოლის კურსიდან. ადვილად მტკიც- 
დება აგრეთვე ისიც, რომ აღნიშნული ოპერაციები. დამოკიდებულებები 
და ცნებები შეთანხმებულია რაციონალურ, შესაბამისად მთელ. შესაბა– 

მისად ჩვეულებრივ ნატურალურ. რიცხვებში წარმოებულ შესაბამის 

ოპერაციებთან . დამოკიდებულებებთან და ცნებებთან. 

ნატურალურ ნამდვილ რიცხვებში ,, “ ოპერაცია განესაზღვროთ 

შემდეგნაირად: ნებისმიერი მ ნატურალური ნამდვილი რიცხვისათვის მ” 

იყოს ის ნატურალური ნამდვილი რიცხვი, რომელიც აღინიშნება ი” -ით, 

სადაც II ის ჩვეულებრივი ნატურალური რიცხვია. რომლითაც აღინიშ- 

ნება მ. ასეთნაირად განსაზღვრულ ,„” “ ოპერაციის მიმართ სამართლია– 

ნია წინა პუნქტის ბოლოში გაკეთებული შენიშენის სრული ანალოგი. 

ამრიგად. ჩვენ გვაქვს ნატურალური რიცხვის შემდეგი 6 სახის ცნება: 

1. ნატურალური რიცხვის ზოგადი ცნება – ნატურალურ რიცხ>ვთა 
სიმრავლე. როგორც ობიექტთა სისტემა, ქრთი საწყისი ერთადგილიანი 

ოპერაციით. სადაც მესრულებულია პეანოს აქსიომები. 
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2.ჩვეულებრივი ენის ნატურალური რიცხეები. . 
3. როგორც ცარიელი 0 სიმრავლიდან ,,I“ ოპერაციის გამოყენებით 

მიღებული სიმრავლეები. 
4. მთელი ნატურალური რიცხვები, 
5. რაციონალური ნატურალური რიცხეები. 
6. ნამდვილი ნატურალური რიცხვები. 
უკანასკნელი 5 სახე ნატურალური რიცხვებისა, 1-ელი სახის ნატუ- 

რალური რიცხვების კერძო შემთხვევებს წარმოადგენენ. ამიტომ 1-ლი სა- 
ხის (ე.ი. ზოგადი სახის) ნატურალური რიცხვების შემთხვევაში მიღებუ- 
ლი შედეგები სამართლიანი იქნება უკანასკნელ ხუთ შემთხვევაშიც. 

ნამდვილი მ რიცხვის ი-ური ხარისხი, სადაც ი ნულისაგან განსხზვავე- 
ბული ნატურალური ნამდვილი რიცხვია, აღინიშნება მ"-თი და განსაზ- 

ღვრით არის 8. · 8 · ... · მ, სადა, თანამამრავლთა რიცხვი არის #. ამას- 

თან, თუ გარდა აღნიშნულისა, მ ნულისაგან განსხვავებული სასრული 

ნამდვილი რიცხვია, მაშინ, განსაზღვრით, მმ = 1 და 8." = -L · 

ვთქვათ, ი არის ნულისაგან განსხვავებული ნატურალური ნამდვილი 

რიცხვი. ი ხარისხის ფესვი მ ნამდვილი რიცხვიდან ეწოდება ისეთ ნამ- 

დვილ რიცხვს (თუ არსებობს), რომლის ი-ური ხარისხი უდრის 8-ს. ასეთ 

ნამდვილ რიცხვთა შორის უდიდესი აღინიშნება -/2 ით. ვიგულისხმოთ, 

რომ 5/გ არის „ V. 98“ ძირითადი აღნიშენის (ტერმის) გამარტივებული 

ჩაწერა. განსაზღვრიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ ი ხარის- 

სის ფესვი მ-დან არსებობს, მაშინ (V2)” = 8. ხარისხი წილადი მაჩვენე- 

ბლით ბუ „სადაც მ არაუარყოფითი ნამღვილი რიცხვია, «> კი წილადი 

ნამდვილი რიცხვია (ე.ი. რაციონალური ნამდვილი რიცხვია), განისაზ- 

ღვრება ტოლობით 8" =ზგ” (მ შემთხვევაში, როცა 8 =0 უნდა მო- 

ვითხოვოთ დამატებით, რომ – წილადი ნამდვილი რიცხვი დადებითი 

იყოს). Vგ ტერმს ეწოდება რადიკალი. (V2) =2 ტოლობაზე დაყ- 
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რდნობით მიიღება რადიკალებისა და წილადმაჩვენებლიანი ხარისხების 

ძირითადი თვისებები: საიდანა() კერძოდ გამომდინარეობს, რომ მ? არაა 

დამოკიდებული IL რაციონალური რიცხვის წარმომადგენლის არჩევაზე. 

სავარჯიშო. დაამტკიცეთ IL. V+თ =+თ (ი =1,2,...). 

2. თუ მ არის არაუარყოფითი ნამდვილი რიცხვი და ი არის ნულისა- 

გან განსხვავებული ნატურალური ნამდვილი რიცხვი, მაშინ V2 არის 

გაერთიანება უარყოფით რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლისა და ისეთ 

არაუარყოფით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლისა, რომელთა I)-ური 

ხარისხი ნაკლებია მ-ზე. 

3. თუ ი ნულისაგან განსხვავებული წყვილი ნატურალური რიცხვია, 

მაშინ ი ხარისხის ფესვს დადებით მ რიცხვიდან ორი მნიშვნელობა აქვს: 

წ/8 და – წგ. 
4. კენტი ხარისხის ფესეს ნამდვილ რიცხვიდან ერთადერთი მნიშვნე- 

ლობა აქეს (და, მაშასადამე, იგი აღინიშნება %/ვ -ით). 
ხარისხი, რომლის ფუძე 8 ნებისმიერი დადებითი ნამდვილი რიცხვია, 

ხარისხის მაჩვენებელი Cდკი ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი, აღინიშნება მ9- 

თი და განისაზღვრება შემდეგნაირად (შემთხვევა, როცა C (ნამდვილი) 

რაციონალური რიცხვია ზემოთაა განხილული). 1%= I (–<C=<CთC<C» 

თუ მ > I, შესაბამისად 0 < მ < 1 ,და თ ირაციონალური რიცხეია, მაშინ 
მ% არის ისეთ ” რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყო- 

ფილებენ პირობას: მოიძებნება თ-ს, შესაბამისად თ-ს დამატების, ისეთი 8 

ელემენტი, რომ L < 2ჩ (უკანასკნელი უტოლობის ჭეშმარიტული მნიშ- 

ვნელობის განსაზღვრისას L და 8 საკუთრივი რაციონალური რიცხეები 
შესაბამის ნამდვილ რიცხვებად უნდა მივიჩნიოთ). თუ უკანასკნელ წინა– 
დადებაში (განსაზღეგრაში) მ9 -სგან დამატებით მოვითხოვთ, რომ იგი შე– 
იცავდეს უარყოფით რაციონალურ რიცხვებს, მივიღებთ აღნიშნ ული გან- 
საზღვრის ტოლფასს განსაზღვრას. ამასთან ვიგულისხმებთ, რომ ასეთნაი- 
რად მოდიფიცირებული განსაზღერა ვრცელდება იმ შემთხვევაშიც, რო- 
ცა თ უსასრულო რიცხევია. აქვე შევნიშნოთ, რომ განსაზღვრის ასეთი მო- 

დიფიცირება 2> 1 და ღ=C, შესაბამისად 0<8<I და X=–-–თ, 
შემთხვევაში ზედმეტია. აღნიშნული განსაზღვრის იმ შემთხვევას, როცა 

0<8<1 , მოდიფიცირების გარეშე გავავრცელებთ იმ ”შემთხეევაზე, 

როცა მ = 0 და თ დადებითია. 0-ის არადადებითი ხარისხი (კერძოდ, (IM) 
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არ განისაზღვრება. ასევე არ განისაზღვრება თ 9 , (– თ )9 და უარყოფითი 
ნამდვილი რიცხვების ზარისხები ირაციონალური მაჩვენებლით. 

ცხადია, 09= 0; თუ (0<თ <C).თუ =>8>1,მაშინ 8” =Cთ 

და 2 ” =0;თუ 0<8< 1,მაშინ 8” =0 და 2 ”წ=თ;თუC>8>1, 

I 
ვ“ 

(9<თ<=)ჯ; «<7? =0(-–5<თ<0,; 

ახლა ადვილად შევნიშნავთ, რომ ნებისმიერი თ სასრული ნამდვილი 

რიცხვისათვის სამართლიანია შემდეგი წინადადება. თუ 8 > 1, შესაბა- 

მისად 0 < 8 < 1, მაშინ 8% არის ისეთ L რაციონალურ რიცხვთა სიმრავ- 

ლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას: მოიძებნება თ-ს, შესაბამისად 

თ-ს დამატების, ისეთი 8 ელემენტი, რომ I < გჩ, 

ხ (ნამდვილი) რიცხვის ლოგარითმი 8 ფუძით აღინიშნება 

10ფხ-თი და, განსაზღვრით, არის ისეთი ნამდვილი რიცხვი, რომელშიც 

უნდა ავახარისხოთ მ, რომ მივიღოთ ხ. შესაძლოა, ხ რიცხვის ლოგარით- 

მი 8 ფუძით არ არსებობდეს. მაგალითად, უარყოფითი რიცხვის ლოგა- 
რითმი დადებითი ფუძით არ არსებობს. თუ მ ერთისაგან განსხვავებული 

დადებითი ნამდვილი რიცხევია, ხ კი – დადებითი რიცხვი, მაშინ არსებობს 
10§,ხ და იგი ცალსახად განისაზღვრება. ამასთან, თუ I < 2 < C., შესა- 
ბამისად 0 < მ < 1,მაშინ 108,ხ არის ისეთ „წ რაციონალურ რიცხვთა სიმ- 
რავლე, რომლებისთვისაც მ' < ხ, შესაბამისად მ” > ხ (დაამტკიცეთ!). 

სავარჯიშო. 1. 108) დ=-თ, 1060C=Cთ. 

მაშინ 2” = ; თუ 0<2<1, მაშინ გი =- 1 დ? =Cთ 
მ 

2, 25%9 –= ხ (0<8<IV1<28<თ1/ხ>0). 
შენიშვნა. როგორც აღინიშნა 09, C 9 და (– თ )? არ განისაზ- 

ღვრებიან. ამის მიზეზია ის გარემოება, რომ არ არსებობენ შემდეგი 
ზღვრები. 

IIი მ"; I მ"; IIი გ”. 
შ<29 გ–თ ვა -თ 
ხ–30 ხ–+0 ხ–0 

ვაიგივებთ რა რაციონალურ ნამდვილ რიცხვებს შესაბამის რაციო- 
ნალურ რიცხვებთან , მთელ ნამდვილ რიცხვებს შესაბამის მთელ რიცხვებ– 

თან და ნატურალურ ნამდვილ რიცხვებს შესაბამის ჩვეულებრივ ნატურა- 
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ლურ რიცხვებთან, ნამდვილ რიცხვთა თეორიაში შემოტანილი ოპერაცი- 
ებიდან, მიმართებებიდან და ცნებებიდან ბუნებრივად ინდუცირდებიან 

შესაბამისად ცნებები რაციონალური რიცხვეებისათვის, შესაბამისად მთე- 

ლი რიცხვებისათვის, შესაბამისად ჩვეულებრივ ნატურალური რიცხვე- 

ბისათვის. ასეთ ინდუცირებულ ოპერაციებს ჩვენ შემოტანილად ჩავ- 

თვლით ყოველგვარი შენიშვნების გარეშე. მაგალითად, რადიკალის ოპერ- 

აცია შეგვიძლია შემოტანილად ვიგულისხმოთ რაციონალურ რიცხვთა 

თეორიაში, მთელ რიცხვთა თეორიასა და ჩვეულებრივ ნატურალურ 
რიცხვთა თეორიაში. 

გ ნამდვილი რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა სი- 
ზუსტით ერთამდე ნაკლებობით, შესაბამისად მეტობით. ეწოდება ისეთ 
MI მთელ ნამდვილ რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას ი) < მ < 

< ი + 1, შესაბამისად II > 8მ> Iი – 1. ასევე, მ ნამდვილი რიცხვის 

მიახლოებითი მნიშვნელობა სიზუსტით – მდე ნაკლებო- 

  

  

  
  

ბით, შესაბამისად მეტობით, ეწოდება ისეთ ი სახის ათწილადს, 

თ ი +I 
რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: თუ <2< წუთს შესაბამისად 

თი –1 
=2> 

10" 10" 

4.3.2 ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ორი ძირი- 

თადი თვისება. თეორემა 3.2 (ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის უწყ- 
ვეტობის შესახებ). თუ სასრულ ნამდვილ რიცხვთა IL სიმრავლე გაყო- 
ფილია ორ არაცარიელ # და 8 სიმრავლედ ისე, რომ # სიმრავლის ყოვ- 

ელი ელემენტი ნაკლებია 8 სიმრავლის თითოეულ ელემენტზე, მაშინ ან 

#. სიმრავლეს აქვს უდიდესი ელემენტი ან 8 სიმრავლეს აქვს უმცირესი 

ელემენტი. 
დამტკიცება. VI) აღვნიშნოთ C-თი. დავუშვათ რომ C არ არის # 

სიმრავლის უდიდესი ელემენტი. საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ მაშინ C 

არის 8 სიმრავლის უმცირესი ელემენტი. 
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C ნამდვილი რიცხვის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ /#. სიმ– 

რავლის ნებისმიერი მ ელემენტისათვის C > მ. აქ ჩვენი დაშვების ძალით 

ტოლობა გამორიცხულია. ამიტომ C არ ეკუთვნის # სიმრავლეს და, მა- 

შასადამე, C არის 8 სიმრავლის ელემენტი. ავიღოთ 8 სიმრავლის ნების- 

მიერი ხ ელემენტი. საჭიროა ვაჩვენოთ, რომ C < ხ. ავიღოთ C-ს ნებისმი- 

ერი ელემენტი VI. საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ L C ხ. რადგან L C C, მრიძებ- 

ნება ისეთი მ C # ნამდვილი რიცხვი, რომ L C მ. რადგან 8 < ხ და, მაშა- 

სადამე. მ C ხ, უკანასკნელი კუთვნილების მიმართებიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ L C ხ. 

ვთქვათ, C არის ნამდვილ რიცხვთა რაიმე სიმრავლე. ნამდვილ მ 

რიცხეს ეწოდება სიმრავლის ზემოდან, შესაბამისად ქვემოდან, 

შემომსაზღვრელი „თუ მ მეტია ან ტოლი, შესაბამისად ნაკლებია ან 
ტოლი, C, სიმრავლის ყოველ ელემენტზე. C სიმრავლეს ეწოდება ზემო - 

დან, შესაბამისად ქვემოდან, შემოსაზღვრული (შემოუსაზ- 
ღვრელი),თუმმას აქვს (არ აქვს) სასრული ზემოდან, შესაბამისად ქვემო- 

დან. შემომსაზღვრელი. მ ნამდვილ რიცხვს ეწოდება ს სიმრავლის ზე- 
და. შესაბამიასად ქვედა,საზღვარი,თუიგი არის L სიმრაელის ზემო- 
დან, შესაბამისად ქვემოდან, შემომსაზღვრელ რიცხვთა შორის უმცირესი, 
შესაბამისად უდიდესი. 

თეორემა 3.3 ნამდვილ რიცხვთა ნებისმიერ L, სიმრავლეს აქვს ერ- 
თადერთი ზედა, შესაბამისად ქვედა, საზღვარი. ამასთანავე, ზემოდან, შე- 

საბამისად ქვემოდან, შემოსაზღვრული ნამდვილ რიცხვთა ნებისმიერი 
არაცარიელი სიმრავლის ზედა, შესაბამისად ქვედა, საზღვარი სასრული 

ნამდვილი რიცხვია. ზემოდან, შესაბამისად ქვემოდან, შემოუსაზღვრელი 
ნამდვილ რიცხვთა ნებისმიერი ს სიმრავლის ზედა, შესაბამისად ქვედა, 

საზღვარი კი არის + Cთ , შესაბამისად – თ. 

დამტკიცება. ადვილად შემოწმდება, რომ ნამდვილ რიცხვთა ნე- 
ბისმიერ L, სიმრავლის ერთადერთი ზედა, შესაბამისად ქვედა, საზღვარი 

არის VL, შესაბამისად იIL-დან მაქსიმალური ელემენტის ამოგდებით მი–- 
ღებული სიმრავლე. თეორემის დანარჩენ ნაწილთა სამართლიანობის შე- 
მოწმება სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

ქვემოთ, როცა მსჯელობა იწარმოებს ნამდვილ რიცხვთა თეორიაში, 

ტერმინები ,,ნატურალური რიცხვი“, ,,მთელი რიცხვი“ და ,,რაციონალუ- 
რი რიცხვი“ შესაბამისად უნდა გავიგოთ როგორც „ნამდვილი ნატურა- 
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ლური რიცხვი“, ,,”ნამდვილი მთელი რიცხვი“ და „ნამდვილი რაციონა- 
ლური რიცხვი“. იმ გამონაკლისის შემთხვევაში კი, როცა აღნიშნული 
ტერმინები გვინდა გამოვიყენოთ პირდაპირი აზრით (თუ საქირო იქნა 
გაუგებრობათა თავიდან ასაცილებლად), ვისარგებლებთ დამაზუსტებელი 
სიტყვით ,,საკუთრივი“ C,საკუთრივი მთელი რიცხვი“ და ა. შ.). ამ შეთანხ– 

მებით ზემოთაც ვსარგებლობდით. 

4.3.ქ3 ნამდვილი რიცხვის წარმოდგენა ათწილადის 

სახით. საკუთრივ მთელ რიცხვთა Cთ მიმდევრობას! ეწოდება ათწილადი, 

თუ თ, არის ერთ-ერთი 0, 1,2,3,4, 5,6, 7, 8,9 რიცხვებიდან (I = 1,2,...) 

და, ამასთანავე, ყოველ II-თვის მოიძებნება ისეთი II > ი, რომ თ, # 9. 

ნაცვლად თე, თ,, თე... აღნიშვნისა, ღ ათწილადს აღნიშნავენ აგრეთვე 

თეთ,თე.. გამოსახულებით. ამასთანავე. იმ შემთხვევაში როცა სარგებ- 

ლობენ უკანასკნელი აღნიშვნით, თ, სიმბოლოს აიგივებენ Cთ,; რიცხვის 

აღმნიშვნელ ციფრთან და უწოდებენ თ ათწილადის I-ურ ათობით ნიშანს 
(1 = 1,2,...), ე სიმბოლოს კი, როცა თე რიცხვი არაუარყოფითია, აიგი– 

ვებენ ათობითი სისტემის მიხედვით თე რიცზვის აღმნიშვნელ სიტყვასთან, 

ხოლო როცა %ე რიცხვი უარყოფითია, აიგივებენ + C-თან, სადაც თ 

არის ათობითი სისტემის მიხედვით – თე რიცხვის აღმნიშვნელი სიტყვა. 

ნაცვლად აღნიშვნისა – C იყენებენ. აგრეთვე C , როგორც გამარტიეე- 

ბულ აღნიშვნას. ათწილადის აღსანიშნავად იყენებენ აგრეთვე = 14,132119.. 

და 14,1321 19... სახის გამოსახულებებს. ასეთი სახის აღნიშენა არაა 

სრულყოფილი. იგი აღნიშნავს ნებისმიერ ისეთ დ ათწილადს, რომლისთ- 
ვისაც Cთე-= – I4, თ, = 1. თა= 3. თკ= 2, თ,= 1, თ,= 1, თ4= 9. კერძო 
შემთხვევებში ასეთი 'სახის აღნი შენა კონტექსტის ს საფუძველზე ცალსახად 
განსაზღვრავს ათწილადს. – 51,8912... და – Cთ,Cთ,თ.... სახის აღნიშვნებს 

არ იყენებენ ათწილადის აღსანიშნავად: ქვემოთ ჩვენ დავამყარებთ ურთი- 
ერთცალსახა თანადობას სასრულ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლესა და ათ–- 
წილადების სიმრავლეს შორის და ათწილადის აღმნიშვნელ გამოსახულე- 
ბებს გამოვიყენებთ ამ ათწილადის შესაბამისი ნამდეილი რიცხვის აღსა- 
ნიშნავად. მაშინ , მაგალითად, – 51,8912... აღმოჩნდება 51,8912... ათწილა- 

  

” მიმდევრობის ცნების განსაზღვრა იხ. 5.42 პუნქტში. 
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დის შესაბამისი ნამდვილი რიცხვის მოპირდაპირე რიცხვის აღნიშენა. თ 

ათწილადს ეწოდება სასრული,თუ მოიძებნება ისეთი ი ნატურალური 

რიცხვი, რომ ი-ზე მეტ ყველა ნატურალურ I რიცხვისათვის თ = 0. 

ასეთი ათწილადი აღინიშნება, აგრეთვე Cე,V,Cთ....V, ჩვეულებრივი ათწი- 

ლადით. ათწილადს ეწოდება უსასრულო ათწილადი თუ იგი არ არის 
სასრული. განხილული თ ათწილადის მთელი ნაწილი ეწოდება Cთე 

რიცხეს, დ ათწილადის წილადური ნაწილი კი ეწოდება 0,თ,თ.... 

ათწილადს. ცხადია. ათწილადის განსაზღვრისათვის საკმარისია განისაზ- 
ღვროს მისი მთელი ნაწილი და ათობითი ნიშნები. 

ამბობენ, რომ საკუთრივი მთელი რიცხვი L) ნაკლებია 82 

ნამდვილ რიცხვზე,თუ თ ნამდვილი რიცხვი ნაკლებია მ-ზე. ქვემოთ 
ვისარგებლებთ სხვა ანალოგიური ტერმინებით (გამარტივებული გამოთ- 
ქმებით) მათი განსაზღვრებათა ფორმულირებების გარეშე. 

მ სასრული ნამდვილი რიცხვის შესაბამისი X ათწილადი განისაზ– 
ღვრება შემდეგი პირობით. თ, არის უდიდესი საკუთრივი მთელი რიცხვი, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: 

თე: 100+თ,: 101'+ თ,: 102+ ...+Cთ, : 10"< 8 

(ლქ ი-ს მიმდევრობით უნდა მივცეთ 0, 1, 2,... მნიშვნელობები და მოტა- 

ნილი (რეკურენტული) ფორმულა მიმდევრობით განსაზღვრავს Cე.X, XX, 
ნამდვილ რიცხვებს). 

ადვილად მტკიცდება, რომ ამ გზით მიღებული Cთ = Cთე,Cთ,,თ.,... მიმ- 
დეგრობა ათწილადია. 

ნამდვილ რიცხეს ვუწოდოთ ათობით-რაციონალური ნამ- 
დვილი რიცხვი,თუ მისი შესაბამისი ათწილადი სახრულია. 

სავარჯიშო. დაამტკიცეთ, რომ განსაზღვრული სასრული ნამდვი– 
ლი რიცხვების შესაბამისი ათწილადები ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან. 

შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი თ ათწილადი: წარმოადგენს იმ 8 ნამ- 

დვილი რიცხვის შესაბამის ათწილადს, რომელიც განისაზღვრება პირო- 

ბით: რაციონალური რიცხვი L C მ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მოი– 

ძებნება ისეთი ი, რომ IL < თე,თ,..თ,. ამრიგად, თუ მხედველობაში მი–- 

ვიღებთ წინა სავარჯიშოში მოცემულ წინადადებას, ვრწმუნდებით, რომ 
ზემოთ მოტანილი განსაზღვრა ურთიერთცალსახა თანადობას, ამყარებს 
სასრულ ნამდვილ რიცხვთა L სიმრავლესა და ათწილადთა სიმრავლეს 
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შორის. მ ნამდვილ რიცხეს ეწოდება ათობით რაციონალური ' ნამ- 

დვილი რიცხვი,თუ 8-ს შესაბამისი ათწილადი არის სასრული. 

მოცემულ ნებისმიერ სასრულ ნამდვილ რიცხეს გავაიგივებთ შესაბა- 
მის ათწილადთან. ამით ათწილადის აღნიშვნები იქცევიან შესაბამის ნამ- 
დვილ რიცხეთა აღნიშენებად. აღნიშნული გაიგივების საფუძველზე ნამ- 
დვილი რიცხვებზე წარმოებულ ოპერაციებიდან ინდუცირდებიან ათწი- 

ლადთა სიმრავლეზე განსაზღვრული ოპერაციები. 8 = თ სახის ტოლო- 
ბას, სადაც თ არის ათწილადი, მ კი არის მისი შესაბამისი ნამდვილი რიც- 

ხვი, ეწოდება მ ნამდვილი რიცხვის წარმოდგენა (გაშლა) ათ- 

წილადად. 
შევნიშნოთ, რომ ათწილადის მოტანილი განსაზღვრა დამოკიდებუ- 

ლი არაა ნამდვილი რიცხვის ცნებაზე. ხშირად სასრულ ნამდვილ რიცხ- 
ვებს განსაზღვრავენ როგორც ათწილადებს, 

ნამდვილ რიცხვთა თეორიაში ათწილადის წევრებს (საკუთრივ მთელ 
რიცხვებს) გავაიგივებთ შესაბამის მთელ ნამდვილ რიცხვებთან. ამით ათ- 
წილადი აღმოჩნდება მთელ ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობა. ათწილადის 
ასეთი ცნების შემთხვევაშიც შევინარჩუნებთ ათწილადის ცნებასთან და- 
კავშირებულ ზემოთ განხილულ ცნებებს. ცხადია, ათწილადის ცნების 
ასეთი მოდიფიცირების შემთხვევაში ათწილადის მთელი ნაწილი ნამდვი– 
ლი რიცხვი აღმოჩნდება. ამ შემთხვევაშიც ათწილადებს განვიხილავთ რო– 
გორც შესაბამის ნამდვილ რიცხვებს – ათწილადის აღნიშენებს განვიხი– 
ლავთ როგორც შესაბამისი ნამდვილი რიცხეების აღნიშენებს. 

სავარჯიშო 1. დაამტკიცეთ შემდეგი წინადადება: დ და (8 ათწი- 

ლადების შეკრება (გამოკლება) შეიძლება ვაწარმოოთ შემდეგი ეფექტუ- 
რი წესის მიხედვით. უპირველეს ყოვლისა, პირველ შესაკრებს (საკლებს) 
ქეემოდან მივუწეროთ მეორე შესაკრების (მაკლების), ისე რომ მძიმე მოხ– 
ვდეს მძიმის ქვეშ. ვთქვათ. ი,, ი). არის ისეთი მკაცრად ზრდადი მიმდევ- 

რობა ნატურალური რიცხეებისა, რომ ნატურალური რიცხვი ი არის ამ 

მიმდევრობის წევრი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჯამი (სხვაობა) ამ 
ათწილადთა ი-ურ ათობით ნიშნებისა განსხვავდება 9-გან (0-გან). თუ ასე- 
თი ნატურალური რიცხეები არ არსებობენ. მაშინ საკმარისია შევკრიბოთ. 
(გამოვაკლოთ) Cთ და 8 რიცხვების მთელი ნაწილები, ამასთანავე. მიღებუ– 

ლი ჯამი უნდა გავადიდოთ ერთი ერთეულით. თუ ი,, იე, იკ... მიმდევრო– 

ბა არაცარიელია, მაშინ პირველად იკრიბებიან (აკლდებიან) ათობით ნიშ- 
ნები ნომრებით ი,, ი,– 1,..,L და მთელი ნაწილები ჩვეულებრივი წესების 
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დაცვით; ამასთანავე, თუ 9, არაა განხილული მიმდევრობის უკანასკნელი 

წევრი, მაშინ ი,-ური ათობით ნიშანს ჯამისა (სხვაობისა), სხვა ათობით 
ნიშნებისაგან განსხვავებით, არ ვწერთ – ვიმახსოგრებთ. შემდეგ ანალოგი- 

ურად იკრიბებიან (აკლდებიან) ათობითი ნიშნები ნომრებით ხე, ი-– 1, 

II, + 1 და ვავსებთ ცარიელ ადგილს ნომერით ი, (საჭიროების შემთხვე– 

ვაში დამახსსოვრებული ათობითი ნიშნიდან შესაძლებელია ერთის დას- 
ესხება) და ა.შ. შეკრების შემთხვევაში, თუ ი,, იკ... მიმდევრობა სასრუ- 

ლია და ი, მისი უკანასკნელი წევრია, მაშინ ი, ნომრის ათობითი ნიშნე- 

ბის შეკრებისას მიღებული ჯამი უნდა გავადიდოთ ერთით. 

შენიშვნა. განხილული წესი იმ შემთხვევაში, როცა ი,, ი;.:. მიმ- 

დევრობა სასრულია, იძლევა ჩვეულებრივ ათწილადს, რომელსაც განვიხ- 
ილავგთ სასრული ათწილადის აღნიშვნად. 

2. დაამტკიცეთ: თუ CV არის ათწილადი, მაშინ თე იქნება მისი მიახ– 

ლოებითი მნიშვნელობა სიზუსტით 1-მდე ნაკლებობით, Cთე,თ,C,..თ, კი 

იქნება მისი მიახლოებითი მნიშენელობა სიზუსტით -.- მდე ნაკლებო- 

ბით, თე,თ,Cთ,.-X,+ 1 : 10" კი – მისი მიახლოებითი მნიშვნელობა სიზუს- 

  ტით -მდე მეტობით. 
10" 

3. განაზოგადეთ ამ პუნქტში მოტანილი ცნებები და შედეგები §-ობით 
წილადებისათვის, სადაც 5 არის 2-ზე მეტი ან ტოლი ნატურალური რიც- 

ხვი (§-ობით წილადები ათწილადების, ე. ი. ათობითი წილადების, ანალო– 

გიურად განისაზღვრება რიცხვთა ისეთ სისტემაში, რომლის ფუძედ მიჩ- 
ნეულია §. აქ საჭიროა გვექნეს 0, 1, 2,...,§ – 1 რიცხვების აღმნიშვნელი 

ციფრები – 5 –I რიცხვის აღმნიშვნელი ციფრი შეასრულებს ციფრი 9-ის 
როლს). 

4. დაამტკიცეთ: სასრული ან უსასრულო პერიოდული ათწილადი 
არის რაციონალური რიცხვი. 

5. დაამტკიცეთ: უსასრულო არაპერიოდული ათწილადი არის ირა- 
ციონალური რიცხვი. 

4.3.4 ნამდვილი რიცხვის გეომეტრიული ინტერ- 

პრეტაცია, რიცხვითი ღერძი. რიცხვითი ღერძი ეწოდება 
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ისეთ X = (9, 0, დ) სამეულს, რომლის პირველი კომპონენტი წრფეა, მეო- 

რე და მესამე კომპონენტები კი პირველი კომპონენტის ერთმანეთისაგან 

განსხვავებული წერტილებია. მეორე კომპონენტს 0-ს ეწოდება X ღერ- 

ძის სათაგე, § =I0L) სხივის მიმართულებას ეწოდება X ღერძის და- 

დებითი მიმართულება, CV =(|L0) სხივის მიმართულებას კი – X 

ღერძის უარყოფითი მიმართულება. (0, LI მონაკვეთის სიგრძე 
მიჩნეულია სიგრძის ერთეულად. ძ წრფეს ეწოდება X ღერძის ფუძპძე. 
რიცხვით ღერძს ჩვეულებრივ აიგივებენ მის ფუძესთან და ამის შესა- 
ბამისად იყენებენ გამარტივებულ გამოთქმებს. ასეთი გამარტივებული 
გამოთქმების მაგალითებია ,,X ღერძის წერტილი“ (მხედველობაშია X 

ღერძის ფუძის (ე.ი. ძ წრფის) წერტილი), ,,X ღერძის წერტილთა სიმ- 

რავლე“ (მხედველობაშია X ღერძის ფუძე, ე.ი. ძ წრფე) და ა. შ. გარდა ამ 
გამარტივებებისა, გადმოცემის გამარტივების მიზნით, შემოვიღოთ შემ- 
დეგი განსაზღვრებები (შეთანხმებები) ,,X ღერძის / წერტილი იმყოფება 

(მდებარეობს) X ღერძის 8 წერტილიდან დადებით, შესაბამისად უარყო- 

ფით, მიმართულებით“ განსაზღვრით ნიშნავს იმას, რომ 8 # # და 

(8, #1 სხივი 6 , შესაბამისად C” , სხივის თანამიმართულია. აღნიშნული 
ფრაზის ნაცვლად იყენებენ აგრეთეე შემდეგ გამარტივებულ ფრაზებს: ,,X 
ღერძის # წერტილი იმყოფება X ღერძის 8 წერტილის მარჯენივ, შესა- 

ბამისად მარცხნივ“ და ,,X ღერძის # წერტილი იმყოფება X ღერძის 8 

წერტილის ზევით, შესაბამისად ქვევით“. გადავზომოთ რაიმე (CV) მონაკ- 

ვეთი X ღერძის # წერტილიდან დადებითი მიმართულებით, შესაბამისად 

უარყოფითი მიმართულებით, ნიშნავს ვიპოვოთ X ღერძის ისეთი 8 წერ- 

ტილი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: |#8| = |CLI და I/#4#8) სხივი 

C, შესაბაპისად " სხივის თანამიმართულია (I#M8Iით აღინიშნება 

მანძილი #-დან 8-მდე). „#8 მონაკვეთი არის სიგრძის ერთეული“ ნიშ- 

ნავს ,,+8 მონაკვეთის სიგრძე არის სიგრძის ერთეული“. ქვემოთ ვისარგე- 

ბლებთ სხვა ანალოგიური განსაზღვრებებითაც ამ განსაზღვრებათა 
ცხადად მოტანის გარეშე. 

X ღერძის 0) სათავისაგან განსხვავებულ წერტილთა სიმრავლე იყოფა 

0 წერტილიდან დადებით მიმართულებით მყოფ და უარყოფით მიმარ- 

თულებით მყოფ ურთიერთარამკვეთ წერტილთა სიმრავლეებად. პირვე- 

ლი მათგანი ემთხეევა 6 სხივის შესაბამის ღია სხივს, მეორე კი 6 სხივის 
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მოპირდაპირე სხივის შესაბამის ღია სხიეს (ერთი და იმავე წრფეზე მდე- 
ბარე ერთმანეთისაგან განსხვავებულ საერთო სათავის მქონე სხივებს 
ურთიერთმოპირდაპირე სხივები ეწოდებათ). 

X რიცხვითი ღერძის წერტილთა სიმრავლესა და სასრულ ნამდვილ 
რიცხვთა L სიმრავლეს შორის შეიძლება დავამყაროთ ურთიერთცალ- 

სახა თანადობა შემდეგი ორი აქსიომის საფუძველზე. 
1. უწყვეტობის აქსიომა. თუ X ღერძის წერტილთა სიმრავლე 

გაყოფილია ორ # და 8 ქვესიმრავლედ ისე, რომ /#ს სიმრავლის თითო– 

ეული წერტილი მოთავსებულია 8 სიმრავლის ყველა წერტილიდან უარ- 
ყოფით მიმართულებით, მაშინ ან # სიმრავლე შეიცავს ისეთ წერტილს 
(ელემენტს), რომელიც იმყოფება /#ს სიმრავლეში შემავალ ყველა დანარ– 

ჩენ წერტილიდან დადებითი მიმართულებით, ან 8 სიმრავლე შეიცავს 

ისეთ წერტილს, რომელიც იმყოფება 8 სიმრავლეში შემავალ ყველა დან– 

არჩენ წერტილიდან უარყოფითი მიმართულებით. 
2. არქიმედეს აქსიომა. ნებისმიერ ორ 48 და #სL მონაკვეთი- 

„სათვის მოიძებნება ისეთი ი ნატურალური რიცხვი, რომ ML მონაკვეთი 

#-დან #8 მონაკვეთში (#8) მიმართულებით გადაიზომება ი-ჯერ და ამ 

გადაზომვის შემდეგ ან არ დარჩება ნაშთი ან დარჩება #X მონაკვეთზე 
ნაკლები ნაშთი. 

მართლაც, ვთქვათ, 8 არის ნებისმიერი სასრული ნამდვილი რიცხვი. 

მისი შესაბამისი წერტილი X ღერძიდან განვსაზღვროთ შემდეგნაირად. 

1 შემთხვევა. მ არის ნამდვილი რაციონალური რიცხვი. 

; იყოს მისი შესაბამისი საკუთრივი რაციონალური რიცხვი, 8 კი იყოს 
ი 

ის წარმომადგენელი (ი მთელი ნატურალური რიცხვია). 8 ნამდვილ 

რაციონალურ რიცხვს შევუსაბამოთ X ღერძის ის M წერტილი, რომელ- 

საც მივიღებთ, თუ ICXII ერთეულოვანი მონაკვეთის ი კონგრუენტულ 

ნაწილად გაყოფით მიღებულ მონაკვეთს გადავზომავთ X ღერძზე სათა- 

ვიდან IIIII-ჯერ დადებითი მიმართულებით ან უარყოფითი. აღვილი და–- 

სანახია, რომ (CLI ერთეულოვანი მონაკვეთის MM კონგრუენტულ ნა- 

წილად გაყოფით მიღებული მონაკეეთის თუ გადავზომავთ X ღერძზე სა- 
თავიდან |VII · M-ჯერ იმავე მიმართულებით, იმავე M წერტილს მივიღებთ 
(ვგულისხმობთ, რომ LM საკუთრივი მთელი ნატურალური რიცხვია). 
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აქედან გამომდინარეობს, რომ M წერტილი არ არის დამოკიდებული L-ის 

9 წარმომადგენლის არჩევაზე და, მაშასადამე, მ რიცხვის შესაბამისი M 
იჩ 

წერტილის მოტანილი განსაზღვრა კორექტულია. ადვილი დასანახია, 

რომ ნებისმიერი ორი ნამდვილი რაციონალური მ, და მ; რიცხვისათვის 

მ,>8მ, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა გ,“ის შესაბამისი წერტილი მო- 

თავსებულია მ.-ის შესაბამისი წერტილიდან დადებითი მიმართულებით.L 

საკუთრივი რაციონალური რიცხვის შესაბამისი ვუწოდოთ X ღერძის იმ 

წერტილს, რომელიც არის L ნამდვილი რაციონალური რიცხვის შესაბამისი. 

II შემთხვევა. მარის ირაციონალური რიცხვი. X ღერძის 
წერტილთა სიმრავლე შემდეგნაირად გავყოთ ორ # და 8 ნაწილად: X 

ღერძის C წერტილი მივაკუთვნოთ # სიმრავლეს მაშინ და მხოლოდ მა- 
შინ, როცა არსებობს მ ნამდვილი რიცხვის ისეთი I ელემენტი (საკუთრი- 

ვი რაციონალური რიცხვი), რომ L-ის შესაბამისი წერტილი იმყოფება C 

წერტილიდან დადებითი მიმართულებით. შე>ვნიშნოთ, რომ # და 8 სიმ- 

რავლეები აკმაყოფილებენ უწყეეტობის აქსიომაში მოთხოვნილ პირო- 
ბებს, ამასთანავე, # სიმრავლე არ შეიცავს ისეთ წერტილს, რომელიც მო- 

თავსებული იქნება #, სიმრავლეში შემავალი ყველა დანარჩენი წერტილი- 

დან დადებითი მიმართულებით. 

მართლაც, ვთქვათ, მ, C # და ხ, C 8. უნდა გაჩვენოთ, რომ გ, მო– 

თავსებულია ხ, წერტილიდან უარყოფითი მიმართულებით და არსებობს 

/ სიმრავლის ისეთი წერტილი, რომელიც მ,-დან იმყოფება დადებითი 

მიმართულებით. არსებობს 8 ნამდვილი რიცხვის ისეთი L ელემენტი, რომ 

L-ის შესაბამისი LI” წერტილი იმყოფება მ,-დან დადებითი მიმართულე- 

ბით. L” C /#ს , რამდენადაც არსებობს 8 ნამდვილი რიცზვის ისეთი L, ელე- 

მენტი, რომელიც აღემატება Iს და, მაშასადამე, მისი შესაბამისი ი” 

წერტილი იმყოფება L -დან დადებითი მიმართულებით. ახლა, ცხადია, 

L” ჯ ხ,. რადგან ხ, C # , ამიტომ ხ, არ შეიძლება იმყოფებოდეს L" -დან 

უარყოფით მიმართულებით. მაშასადამე, ხ, არის L -დან დადებითი მი- 

მართულებით. ამრიგად, L" და, მით უმეტეს, მ, იმყოფება ხ,-დან უარყო- 

ფით მიმართულებით. 
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ამიტომ უწყვეტობის აქსიომის ძალით არსებობს 8 სიმრავლის ისე- 

თი M წერტილი, რომელიც მოთავსებულია 8 სიმრავლეში შემავალ ყვე- 

ლა დანარჩენი წერტილიდან უარყოფითი მიმართულებით. ეს M წერტი- 
ლი შეუსაბამოთ C ნამდვილ რიცხეს. 

დავამტკიცოთ, რომ ამგვარად განსაზღვრული თანადობა იქნება ურ- 

თიერთცალსახა თანადობა X რიცხვით ღერძის წერტილთა სიმრავლესა 

და IL სასრულ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს შორის. 

ამისათვის საკმარისია დამტკიცდეს: 

(1). თუ მ და ხ ნამდვილი რიცხვებია და 8 > ხ, მაშინ მ-ს შესაბამისი 

მ, წერტილი იმყოფება ხ-ს შესაბამის ხ” წერტილიდან დადებითი მი- 

მართულებით (კერძოდ, მ” # ხ”,). 

(2). თუ M არის X ღერძის ნებისმიერი წერტილი, მ კი – ისეთ რა- 

ციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომელთა შესაბამისი წერტილები იმყო- 

ფებიან MI წერტილიდან უარყოფითი მიმართულებით, მაშინ მ არის ნამ- 

დვილი რიცხვი, M კი მ ნამდვილი რიცხვის შესაბამისი წერტილია. 
ნამდვილი რიცხვის შესაბამისი წერტილის განსაზღვრიდან და ამ გან- 

საზღვრასთან დაკავშირებით მოტანილი მსჯელობებიდან ადვილად გამომ- 
დინარეობს: 

(3). ნებისმიერი L ნამდვილი რიცხვის შესაბამისი ს” წერტილი 
იმყოფება მის ნებისმიერი ელემენტის დაკუთრივი რაციონალური რიცხ- 
ვის) შესაბამისი წერტილიდან დადებითი მიმართულებით. ასევე, L” იმ- 
ყოფება L ნამდვილი რიცხვის დამატების ნებისმიერი L ელემენტის შესა- 

ბამის I” წერტილიდან უარყოფითი მიმართულებით, გარდა იმ გამონაკ- 
ლისი შემთხეევისა, როცა L არის L რაციონალური ნამდვილი რიცხვი. ამ 

უკანასკნელ შემთხვევაში L" =: I” 

ახლა (I-ის დასამტკიცებლად შევნიშნოთ შემდეგი. რადგან 8 > ხ, 

არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი L, რომ ჯ C 8 და L C ხ. აქედან 

(3) წინადადების საფუძველზე დავასკვნით, რომ 89” იმყოფება L-ის შესა–- 

ბამის L?” წერტილიდან დადებითი მიმართულებით, ხ კი ან იმყოფება 

L -დან უარყოფითი მიმართულებით ან ემთხვევა L”-ს. ორივე შემთხვე- 
ვაში მ” იმყოფება ხ“” -დან დადებითი მიმართულებით. : 

დამტკიცებული (1) წინადადებიდან ადვილად დავასკენით: 
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(4). C ნამდვილი რიცხვი იმყოფები» მ და ხ ნამდვილ რიცხეებს შორის 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა C-ს შესაბამისი წერტილი X ღერძიდან 

იმყოფება მ და ხ რიცხვების შესაბამის წერტილებს შორის. 

აქედან. ნამდვილი რიცხვთა სიმრავლის სათანადო თვისებების სა- 

ფუძველზე. გამომდინარეობს, 
(5). ღერძის ორ ნებისმიერ წერტილს შორის იმყოფება ერთი მაინც 

რაციონალური წერტილი (ე.ი. ისეთი წერტილი. რომლის შესაბამისი 

ნამდვილი რიცხვი რაციონალურია), 

ახლა, (2)ის დასამტკიცებლად. შევნიშნოთ. რომ არქიმედეს აქსი– 

ომის ძალით მ არ არის ცარიელი სიმრავლე, (5) წინადადების ძალით კი მ 

სიმრავლეს არ აქვს უდიდესი ელემენტი. 
(1X-დან გამომდინარეობს აგრეთეე, რომ მ შეიცავს მის ნებისმიერ 

ელემენტზე ნაკლებ ყველა რაციონალურ რიცხვს. მაშასადამე, მ არის ნამ- 

დვილი რიცხეი. 8 ნამდვილი რიცხვის შესაბამისი მ, წერტილი რომ M-ს 

ემთხვევა ადვილად მტკიცდება წინააღმდეგობის დაშვებით. რაც ამ შემ- 

თხეევაში იმას ნიშნავს, რომ მ იმყოფება M-დან დადებითი მიმართულე- 

ბით ან უარყოფითი მიმართულებით. 

რიცხვითი X ღერძის ნებისმიერი M წერტილის შესაბამის ნამდვილ 

რიცხვს ამ M წერტილის X-კოორდინატი ეწოდება. ნაცვლად ტერ- 

მინისა X-კოორდინატი იყენებენ აგრეთვე ტერმინს კოორდინატი,რო- 

ცა კონტექსტი უზრ უნველყოფს გაუგებრობათა თავიდან აცილებას. რიც- 

ხვითი ღერძის თითოეულ წერტილს აიგივებენ ამ წერტილის შესაბამის 

ნამდვილ რიცხვთან (ე.ი. მის კოორდინატთან ბ). ამის შესაბამისად რიცხვი- 

თი ღერძის წერტილს უწოდებენ რაციონალურ წერტილს.თუ მისი 

კოორდინატი რაციონალური ნამდვილი რიცხვია. ასევე შემოიტანება 
ტერმინები: რიცხვითი ღერძის მთელი წერტილი. ნატურალური 

წერტილი და ირაციონალური წერტილი. 

ზემოთ ჩვენ ფაქტობრივად დავამტკიცეთ შემდეგი თეორემები. 

თეორემა 3.4 თუ მდა ხნამდვილი რიცხვებია და მ > ხ,მაშინ მ-ს 

შესაბამისი მ” წერტილი X რიცხვითი ღერძიდან იმყოფება ხ-ს შესაბამის 

ხ” წერტილიდან დადებითი მიმართულებით. 
თეორემა 3.5 XჯX ღერძის ნებისმიერ ორ წერტილს შორის იმყოფე- 

ბა ერთი რაციონალური წერტილი მაინც. 
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თეორემა 3.6 Cნამდვილი რიცხვი მოთავსებულია მ და ხ ნამდვილ 

რიცხვებს შორის მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X რიცხვითი ღერძის C 

წერტილი (ე. ი. C რიცხვის შესაბამისი წერტილი) მოთავსებულია X რიცხ- 

ვითი ღერძის მ და ხ წერტილებს შორის. 

4.3.5 მონაკ გეთ ის სიგრძე · ვთქვათ, სიგრძის ერთეულად მიჩ- 

ნეულია C# მონაკვეთი. 48 მონაკვეთის სიგრძე ეწოდება მ ნამდვილ 

რიცხვს, რომლის შესაბამისი ათწილადი თე, თ,C-... შემდეგნაირად განი- 

საზღვრება. ე არის #-დან #8 მონაკვეთში CLC ერთეულის #8 მიმარ- 

თულებით გადაზომვათა მაქსიმალური რიცხვი. ვგულისხმობთ, რომ 
გადაზომვათა რიცხეს გამოვხატავთ საკუთრივი ნატურალური მთელი 
რიცხვებით (ასეთი რიცხვის არსებობა გამომდინარეობს არქიმედეს 
აქსიომიდან). თ, არის წინა გადაზომვის შედეგად მიღებულ პირველ 

#,8 ნაშთში ერთეულის 10 კონგრუენტული ნაწილიდან გაყოფის 

შედეგად მიღებული მონაკვეთის #,-დან (#,8) მიმართულებით გადა- 
ზომვათა მაქსიმალური რიცხვი. საზოგადოდ, თუ განსაზღვრულია 
თე- თ,--%., და M-ური ნაშთი, რომელიც წერტილისაგან განსხვავდება, 

მაშინ Cთ,.,, არის (MX + 1)-ურ #,8 ნაშთში ერთეულის 10" კონგრუენ- 

ტულ ნაწილად გაყოფის შედეგად მიღებული მონაკვეთის #,-დან (#8) 

მიმართულებით გადაზომვათა მაქსიმალური რიცხვი. თუ რომელიმე 
ეტაპის გადაზომვათა შედეგად მიღებული ნაშთი გადაგვარებულია წერ- 
ტილად, მაშინ პროცესი წყდება და პროცესის შედეგად მიიღება 

თე, თC,თ,.., სახის სიტყვა, რომელიც მიჩნეული გვაქვს სასრული ათ- 
წილადის აღნიშვნად. ადვილად დამტკიცდება მოტანილი განსაზღვრის 
კორექტულობა (მონაკვეთის სიგრძე დამოკიდებული არ იქნება იმაზე, 
გადაზომვებს /#--დან ვაწარმოებთ IM8) მიმართულებით,თუ 8-დან |8/4) 

მიმართულებით). (48) მონაკვეთის სიგრძე აღინიშნება |/48|-თი. 
სავარჯიშო. დაამტკიცეთ შემდეგი წინადადებები. 
1. ერთეულის თანაზომადი მონაკვეთის სიგრძე არის რაციონალური 

რიცხვი. 
: 2. ერთეულის უთანაზომო მონაკვეთის სიგრძე არის ირაციონ- 

ალური რიცხვი. | 
3. X =(9,0,C) რიცხვითი ღერძის M წერტილის კოორდინატი არის 

+ CM ან – CM იმისდა მიხედვით ICIM) მიმართულება ემთხვევა X ღერ- 

ძის დადებით მიმართულებას თუ არა. 
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4 თუ C არის #8 მონაკვეთის შიდა წერტილი, მაშინ 

#ტ.8 = #C + C8. 

5. რიცხვითი ღერძის ორ # და 8 წერტილებს შორის მანძილი #8 

უდრის |ხ – მ|, სადაც მ არის /# წერტილის კოორდინატი, ხ კი არის 8 
წერტილის კოორდინატი. 

6.,კონგრუენტულ მონაკვეთებს ტოლი სიგრძეები აქვთ. 
7. მონაკვეთის სიგრძე არ არის დამოკიდებული ერთმანეთის მდე- 

ბარეობაზე, ე.ი. თუ CX-? სიგრძის ერთეული 0,, მთნაკვეთის კონგრუ- 

ენტულია, მაშინ მოცემული #8 მონაკვეთის სიგრძე არ ”შეიცელება. 

სიგრძის ერთეულად C0X-ს ნაცვლად 0,L, მონაკვეთის აღებით. 

ამ პუნქტის დასასრულს შევნიშნოთ შემდეგი. 
რიცხვითი ღერძის წერტილების შესაბამის ნამდვილ რიცხვებთან 

გაიგივების საფუძველზე რიცხვითი ღერძი (რომელსაც აგრეთვე ერთგან- 
ზომილებიანი სივრცეს უწოდებენ) შეიძლება განვიხილოთ როგორც 
სასრულ ნამდვილ რიცხვთა L. სიმრავლე. მაშინ სიბრტყე შეიძლება გან- 

ვიხილოთ, როგორც IL? ანუ L X LL, სივრცე შეიძლება განვიხილოთ, რო- 

გორც LL). საზოგადოდ, IL"-ს, ი = 1,2,..., იხილავენ როგორც ჩ-განზო- 
მილებიან ევკლიდეს სივრცეს. ამასთანაეე, გვაქვს რა ნამდვილი რიცხეები, 
საკუთრივი რაციონალური რიცხეები, წილადები, საკუთრივი მთელი 

რიცხვები და საკუთრივი ნატურალური რიცხეები განსაზღვრული რო- 
გორც სიმრავლეები ადვილი დასანახია, რომ ი-განზომილებიანი IL" სიე- 
რცე, მისი ელემენტები. მისი ელემენტების ელემენტები და ა.შ. სიმრავ- 

ლეებს წარმოადგენენ (I = 1.2....). ყველა ამ სიმრავლეების აგებისათვის 

გამოსავალ პუნქტს წარმოადგენს ცარიელი სიმრავლე. 
მომდევნო თავში გავეცნობით, თუ როგორ ისაზღვრება როგორც 

სიმრავლეები ისეთი მნიშვნელოვანი მათემატიკური ობიექტები, როგო- 
რიცაა გრაფიკი, თანადობა, ფუნქცია, მიმართება (თვისება), დალაგებუ- 
ლი სიმრავლე. აქვე შევნიშნოთ, რომ ისეთი მათემატიკური ობიექტები, 
როგორიცაა ტოპოლოგიური სივრცე, ჯგუფი, რგოლი, წრფივი სივრცე 
და ა. შ. ისაზღვრებიან როგორც სიმრავლეები. მაგალითად, ტოპოლო- 
გიური სივრცე ეწოდება სიმრავლეთა (M. M) წყვილს, სადაც მეორე 

კომპონენტი არის პირველი კომპონენტის. ქვესიმრავლეთა ისეთი სიმრავ- 
ლე, რომლისთვისაც შესრულებულია შემდეგი პირობები (ე.წ. ტოპო- 
ლოგიური სივრცის აქსიომები» 
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1. M C M. 
11. M-ის ნებისმიერი ქვესიმრავლის გაერთიანება M-ის ელემენტია. 

III. M-ის ნებისმიერი არაცარიელი სასრული ქვესიმრავლის თანაკ- 

ვეთა M-ის ელემენტია. 
II აქსიომიდან გამომდინარეობს, რომ C C M (M-ის ქვესიმრავლის 

გაერთიანება ცარიელი სიმრავლეა). 
განსაზღერით, M-ის ელემენტებს ეწოდებათ (M, M) ტოპოლოგი- 

ური სივრცის ღია სიმრავლეები,ღია სიმრავლეთა დამატებებს M1-ის 
მიმართ კი ეწოდებათ (M, M) ტოპოლოგიური სივრცის ჩაკეტილი 

სიმრავლეები. 
ზემოთ განვსაზღვრავდით სხვადასხვა სახის მიმართებებისა და ოპერ– 

აციების მხოლოდ შინაარსს. მომდევნო თავის შესწავლის შემდეგ მკითხ- 
გელი ადვილად შეძლებს ზემოთ განხილული ოპერაციები და მიმართე– 
ბები წარმოადგინოს სიმრავლეების ან მეტასიმრავლეების სახით (ამ თავ– 

ში განხილული ოპერაციები და მიმართებები წარმოიდგინებიან სიმრავ- 
ლეების სახით. კლასიკური ოპერაციები და მიმართებები წარმოიდგინე– 
ბიან მეტასიმრავლეების სახით). 

4.3.6 ნამდვილი რიცხვის ზოგადი ცნება. ისევე რო- 
გორც ზოგადი სახის ნატურალური რიცხვები, ნამდვილი რიცხვის (ნება 
შეიძლება შემოტანილ იქნეს აქსიომური მეთოდით შემდეგნაირად (ამ 
პუნქტში გამოიყენება მომდევნო თავში შემოტანილი ცნებები და ტერმი- 
ნები). 

ნამდვილი რიცზვი ეწოდება ობიექტთა IL სისტემის ელემენტებს, 

რომელშიც განსაზღვრულია შეკრებისა და გამრავლების ყველგან გან–- 
საზღვრული ორადგილიანი ,,+ “ და ,,': “ ოპერაციები, ნაკლებობის ,,<“ 

პრედიკატი და შესრულებულია შემდეგი აქსიომები (სადაც იგულისხმება, 
რომ გ, ხ, C არიან საგნობრივი ცვლადები მნიშვნელობათა LL არით და მხ 

წარმოადგენს 2 · ხ-ს გამარტივებულ აღნიშენას). 

L.,,> “ წარმოადგენს სრული მკაცრი დალაგების მიმართებას. 
II. შეკრების ოპერაციას აქვს 11,-II, თვისებები: 

I,. VIVხ (2+ხ=ხ+მ) (შეკრების კომუტაციურობა). 

LIL.. VმVხVC (8+(ხ+C))=|მ2+ხ)+C) (შეკრების ასოციაცი- 

ურობა). 

260



I. 3ხVმ (2+ხ=გ), 

ელემენტი. რომლის არსებობასაც II აქსიომა ადგენს, ერთადერთია, 

იგი აღინიშნება 0-თი და ეწოდება ნული (თუ 0, და 0,ც ასეთი ელემენტე- 

ბია,მაშინ 0, = 0,+ 0, = 0-+ 0, = 0,). 

II. Vგ3ხ (2+ხ=0). 

ნამდვილი რიცხვი, რომლის არსებობასაც II აქსიომა ადგენს, ცალ– 

სახად ისაზღვრება გ რიცხვით, მას ეწოდება 2 რიცხვის მოპირდაპირე 
რიცხვი და აღინიშნება – მ-თი (თუ ხ, და ხ; ორი ასეთი რიცხვია, მაშინ 

ხ.,=ხ,+0=ხ,+მ2+ხ.,=ხ,+ (მ+ ხ,) = ხ,+ 0 = ხხ). ამრიგად. „,–“ 
განიხილება როგორც ერთადგილიანი ოპერაცია, რომლის მნიშვნელობა 
ნებისმიერ ნამდვილ რიცხეზე არის მისი მოპირდაპირე ნამდვილი რიცხვი. 
იმავე სიმბოლოთი აღინიშნება გამოკლების ორადგილიანი ოპერაციაც, 
რომელიც ისაზღვრება შემდეგნაირად. გ და ხ ნამდვილი რიცხვების სხვა– 

ობა აღინიშნება |მ – ხ1-თი და ისაზღვრება ტოლობით: 

(გ-–ხ)=828+(–-ხ!. 

II.. VVხVC (გ<ხ->მ+6<ხ+0|). 

III. გამრავლების ოპერაციას აქეს III, -II1, თვისებები: 

III,. VVხ (გხ = ხმ| (გამრავლების კომუტაციურობა). 

III. VმVხVC |მგIხC)= (გხ)CI (გამრავლების ასოციაციურობა) 

III. 39ხV2 (2ხ =8). 

ნამდვილი რიცხვი, რომლის არსებობასაც III აქსიომა ადგენს, ერ– 

თადერთია, იგი აღინიშნება 1-ით და ეწოდება ერთეული (თუ ხ, და ხე 

ორი ასეთი ნამდვილი რიცხვია, მაშინ ხ, = ხ,ხ,= ხ.ხ, = ხ.). 

III. Vმ (0«0->3ხ(გვნ =11). 

ნამდვილი რიცხვი, რომლის არსებობასაც IIIკ აქსიომა ადგენს (კალ– 

სახად ისაზღვრება ნულისაგან განსხვავებული 8 ნამდვილი რიცეხით, იგი 

აღინიშნება I/მ -ით და ეწოდება მ რიცხვის შებრუნებული.მდახ 

რიცხვების, ხ #0, განაყოფი აღინიშნება (მ : ხ)-იით და ისაზღვრება 

ტოლობით (მ : ხ| = 8 · I1/ხ). ' 

0,1, I + 1, 1+ 1 + 1... რიცხვებს ეწოდებათ ნატურალური რიცხვები 

(ისინი აღინიშნებიან 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8,9 ციფრებით შედგენილი სიტ– 
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ყვებით ათობითი სისტემის მიხედვით), 0, 1, – 1, 2, – 2... რიცხვებს ეწო- 

დებათ მთელი რიცხვები. ნატურალურ, მთელ და რაციონალურ რიცხვთა 

სიმრავლეები შესაბამისად აღინიშნებიან M, 2; და C) ასოებით. 

II),. VმVხVC I(8<ხ/C>0->20<ხ0). 

IV. V2VხVC I((20+ხ)·=2C+ხC|) (გამრავლების დისტრიბუცი- 
ულობა შეკრების მიმართ). 

V. Vმ3ი CM Iმ< იI (არქიმედეს აქსიომა). 

VI. (უწყვეტობის აქსიომა) ჩალაგებულ სეგმენტთა ნებისმიერი 

Lმ,, ხ.) მიმდევრობისათეის (მე <8მ,,, <ხ,,,< ხე, 9M = 0, L,2,...) არსე- 

ბობს ერთი მაინც ნამდვილი რიცხვი, რომეილც ეკუთვნის მიმდევრობის 

ყველა წევრს. 
L-IV აქსიომები საზღვრავენ წრფივ დალაგებულ სიმრავლეს, 

I-V აქსიომები კი – დალაგებულ არქიმედეს ველს. II,-I1კ აქსიომები ნიშ– 

ნავს იმას, რომ I არის აბელის ჯგუფი (კომუტაციური ჯგუფი) შეკრების 

მიმართ, III,-IIIკ აქსიომები კი ნიშნავს იმას, რომ ILVL0) არის აბელის. 

ჯგუფი გამრავლების მიმართ. 

სავარჯიშო. დაამტკიცეთ, რომ VI აქსიომა ტოლფასია თითო- 

ეულისა შემდეგი ორი აქსიომიდან (უფრო ზუსტად: თუ I-VI აქსიომების 

სისტემაში VI აქსიომას შევცვლით ერთ-ერთით ქვემოთ მოტანილ VI” და 

VI“ აქსიომებიდან, მივიღებთ I-VI აქსიომათა სისტემის ტოლფას სისტემას). 

VI, ნამდვილ რიცხვთა ნებისმიერ ზემოდან შემოსაზღვრულ სიმ- 
რავლეს აქვს ზედა საზღვარი. 

VI” ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ყოველი განკვეთა განისაზღვრება 
ნამდვილი რიცხვით. 

მოტანიოღ აქსიომებზაე დაყრდნობით შეიძლება დამტკიცდეს 

ნამდვილი რიცხვის ის თვისებები, რომლებიც ისწავლება საშუალო 

სკოლის კურსში. 
აქსიომურ თეორიაში მიღებული ცოდნა – კერძოდ, აქსიომურ 

ნამდვილ რიცხვთა თეორიაში მიღებული ცრდნა, როგორც ვიცით, 

მრავალსახაა – იგი სამართლიანია აქსიომური თეორიის ნებისმიერ მოდ- 
ელში. ამიტომ სასურველია ნამდვილ რიცხვთა თვისებები მიღებულ იქნეს 
განხი-ლული აქსიომებიდან – აქსიომური თეორიის საფუძველზე. მი- 
უხედავად ამისა, ზემოთ მოტანილი განხილვა აუცხლებელია – სასრულ. 
ნამდვილ რიცხვთა LL სიმრავლე შეკრებისა და გამრავლების + და · ოპე- 
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რაციებით, 0 და 1 კონსტანტებით და „<“ პრედიკატით წარმოადგენს 

აქსიომური ნამდვილ რიცხეთა თეორიის მოდელს. ამით მტკიცდება აქ- 
სიომური ნამდვილ რიცხვთა თეორიის შეფარდებითი არაწინააღმდეგო- 
ბრიობა (თუ სიმრავლეთა თეორია არაწინააღმდეგობრივია, მაშინ ნამ- 

დვილ რიცხვთა თეორიაც არაწინააღმდეგობრიეია). აქსიომური თეორიის 
არაწინააღმდეგობრიობა კი აუცილებელია იმისათვის, რომ თეორიაში 
მიღებული ცოდნა იყოს კორექტული. 

შესაძლოა, არ იყოს ცნობილი აქსიომური თეორია წინააღმდეგობ- 
რივია თუ არა. ასეთ მდგომარეობას აქვს ადგილი თანამედროვე აქსიომურ: 
სიმრავლეთა თეორიის შემთხვევაში. აქედან ვერ დავასკენით, რომ ასეთ 

აქსიომურ თეორიაში მიღებულ შედეგებს არ ჰქონდეთ დადებითი მნიშ- 
ვნელობა. ის ფაქტი, რომ თანამედროვე აქსიომურ სიმრავლეთა თეორი- 
აში დღემდე არაა აღმოჩენილი წინააღმდეგობა, იმას მიუთითებს, რომ 
დღემდე მასში მიღებული შედეგები გარკვეული აზრით საიმედოა სიმრავ- 
ლეთა თეორიის ზოგიერთი ფრაგმენტის მოდელში. მაგალითად, აქსიო- 
მური ნამდვილ რიცხეთა თეორია შეიძლება განვიხილოთ, როგორც სიმ- 

რავლეთა თეორიის ფრაგმენტი (ამისათვის საჭიროა ვიგულისხმოთ, რომ 
ობიექტთა სს სისტემა სიმრავლეს წარმოადგენს). ასეთი ფრაგმენტის მოდ- 

ელია წინა პუნქტებში განხილული სასრული ნამდვილ რიცხ>ვთა სიმ- 
რავლე შესაბამისი ოპერაციებით პრედიკატითა და კონსტანტებით. აქსი- 
ომურ სიმრავლეთა თეორიაში მიღებული ცოდნის სიმრავლეთა თეორიის 
მოდელში გამოყენებაზე არაფერს ვამბობთ, რამდენადაც ასეთი მოდელის 
არსებობა პრობლემატური საკითხია (ასეთი მოდელის მოძებნა აქსიომუ- 
რი თეორიის არაწინააღმდეგობრიობის დამტკიცებას იწვევს). 
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