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წინასიტყვაობა 

წინამდებარე წიგნი პირველი ნაწილის (ზღვართა თეორია და დიფე–- 

რენციალური აღრიცხვა) გაგრძელებას წარმოადგენს. ამიტომ ამ წიგნსაც 

ძირეულად იგივე მიზნები აქვს დასახული, რაც პირველს (იხილე პირველი 

წიგნის წინასიტყვაობა). 

როგორც თავის დროზე პირველი წიგნის შესახებაც იყო ნათქვამი, 

„პრაქტიკუმი% არ წარმოადგენს ჩვეულებრივი ტიპის ამოცანათა კრებუ- 

ლის მსგავს წიგნს. ეს არის, ასე ვთქვათ, ამოცანათა ამოხსნის ხერხების 

ანუ მეთოდების კრებული, რომელმაც ერთგვარი ხელმძღვანელის სამ– 

სახური უნდა გაუწიოს, უმთავრესად, იმ მკითხველს, რომელსაც საშუალება 

არა აქვს ცოცხალი სიტყვა მოუსმინოს მასწავლებელს. 

ვფიქრობთ, ამ პრაქტიკუმის შემდეგ მკითხველი ადვილად შესძლებს 

დამოუკიდებელი მუშაობა აწარმოოს უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა 

ჩვეულებრივ კრებულებზე. 
წიგნის მთელ მანძილზე მომარჯვებულია, უმთავრესად, პრაქტიკული 

მეთოდები –– ის მეთოდები, რომლებსაც ფართო გამოყენება აქვს საინჟე- 

ნერო-სატექნიკო პრაქტიკაში. ამ მხრივ წიგნში საკმაო რაოდენობით 

არის ნაჩვენები პრაქტიკული მითითებანი, რომელთა მიზანი სწორედ იმაში 

მდგომარეობს, რომ მკითხველს უნდა ასწავლოს არა მარტო ინტეგრალის 

გამოთვლა, არამედ გამოთვლა მოკლედ და მოხდენილად მინიმალური დრო– 

ისა და ენერგიის დახარჯვით. 

ამ მიზნით, (#C V -411-L 8X+ C) ძ» სახის ინტეგრალის გამოთელის 

"დროს ქილერის ჩასმას მეორეხარისხოვანი მნიშვნელობა ენიჭება, რადგა– 

ნაც ამ ჩასმას ხსენებული ინტეგრალისთვის უფრო თეორიული ხასიათი 

აქვს, გიდრე პრაქტიკული ღირებულება. პრაქტიკულად მიზანშეწონილია 

ძX 
ა ნიშნ. ს ხ ს ნ რ ნ ი ნას ლ„ა„ეაასაეეეა__ ღ ული სახის ინტეგრალი დაყვანილ ქ I7 712:>C-8--C 

ინტეგრალზე. 
ნაკლები ყურადღება აქვს აგრეთვე დათმობილი I0--=ჯ უნივერსა–- 

ლურ ტრიგონომეტრიულ. ჩასმას, სამაგიეროდ, საპატიო ადგილი უჭირავს 
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ძიX 
მოკლე და გამარტივებულ მეთოდებს. მაგალითად, წული 

ინტეგრალი აღნიშნული ჩასმით საკმაოდ რთულ სახეს ღებულობს: 

/ ოაახთთა 2 / რ 39)“ 81ი2 2-4 605? ჯ 2 1-2 1+21) || –-“+“-) +4 ბ. ) 
ი (>) == | 

=1 / 0+ჯ)ძ 
02 / თღ–-2+1 

უკანასკნელი ინტეგრალის ბოლომდე დაყვანა კიდევ რთულ კომბინა- 

ციებს მოითხოვს, მოცემული ინტეგრალი პრაქტიკულად ადვილად გა- 

მოითვლება, თუ მრიცხველსა და მნიშვნელს C052? ჯ-ზე გავყოფთ: 

იჯ 

აე„-ა 
8102 X-+-4 6052. .._ Lე? X--C4. Lე? X-+4 

აღვნიშნოთ LV X=7, გვექნება: 

ძ: 1 2 _ 1 L0 X 
I+-% =-ე 1610 --= 2 96 1ძ 2 +C. 

“ 

  

  

    

  

C057 ჯ 

8 : 
აგრეთვე / 51ი" XძX ინტეგრალისთვის ხსენებულ” ჩასმას აზრი არა 

აქვს. მართლაც, 

I. /ფშიებ 1+> = ჯა" (1+ჯ)ძჯ 
1 რატი 

C0§1 _ 27 (1-1 
  

პრაქტიკულად 2 ასე 11. 

510" ჯ ძ» 5109 ჯ ძჯX 
7 = წ ' C0§88ჯ 105 Xჯ ძ Lძ ჯX. 

C05 ლ05ეX 605 

აღვნიშნოთ L6 X=->, გვექნება: 

ცზ > ჯ 

| 2«=5+-" 6 .C 

    

 



      
2: აზ 1.2. 2ძქ (1-2) ძ 

ჯენ := + +. _იბოა=512 –, 47027 წC XC05 X 02: წყლ 16-22 1+: / (1 +- უბეში 

პრაქტიკულად: 

-) ჯუ 

ი“. ჯ8ძე=43+-=-259-“%+C. 

ამ მაგალითებით მკითხველი ადვილად მიხვდება, რომ საერთო მეთოდე- 

ბის გამოყენება მაშინ არის მიზანშეწონილი, როდესაც პრაქტიკული ხერ- 

ხებით ინტეგრალის გამოთვლა მოუხერხებელია. 

იმ მოსაზრებით, რომ წიგნი ზედმეტად არ დატვირთულიყო, მიზანშე- 

წონილად ვცანი ისეთი საკითხების გამოტოვება, რომლებსაც საინჟენერო 

პრაქტიკაში ნაკლები გამოყენება აქვს. 

განუსაზღვრელი ინტეგრალების სავარჯიშოებში პასუხები განზრახ არ 

არის ნაჩვენები, რადგანაც გაწარმოების საშუალებით მკითხველს თვითონ 

შეუძლიან დარწმუნდეს მათს სისწორეში. ეს მოსაზრება იმ მხრივაც უნდა 

ჩაითვალოს მიზანშეწონილად, რომ მკითხველს საშუალება ეძლევა ინტეგ– 

რალებთან ერთად ერთხელ კიდევ გაიხსენოს გაწარმოების წესები. რა თქმა 

უნდა, ეს მოსაზრება მკითხველმა ისე არ უნდა“ გაიგოს, თითქოს ყოველი ინ– 

ტეგრალის გამოთვლის შემდეგ სავალდებულო იყოს პასუხის შემოწმება, 

ასეთი შემოწმება, საერთოდ, სავალდებულო არ არის. 

სანიმუშოდ გარჩეულ ინტეგრალებში მკითხველს ზოგიერთ შემთხვევაში 

დავალების სახით ეძლევა პასუხების შემოწმება. 

წიგნის შედგენის დროს, უმთავრესად, შემდეგი წყაროებით ევსარგებ- 

ლობდი: 

M0C0C0VX8მM - 50M7080M(-0“/. CMCI6MმIMყნლ"" C60ღ6MVM 

VI6მX9CIMM იი „I9Mდდვლზის #” M9ყI6ნიმხი0იMV #MCVIMCI6CM9MIMI0, 

92C1% IL. 
IIII68MXM8მ8ჩ. C6008"L" VII08XMIVI6CIMMV #M 3მ0მ9ყ 00 86ICICICM Mმ- 

76MმIML6. 

I6Iხი06 838106568. Cნინწხი. 3გხმს ი0 8ნCI M28ICMმ- 

IIM9MM6. 

888628 I1IIIძთდ. C6ი0ი59MVL VI0922:VI6MIVV # 3მიმყს იი იMიდდ8- 

069. M #M9I6-0მიხ8-0MV MC9MC7XCXM10. 
ნ8ინL #4 დიM00MM8. (ში0”-მიხყხიისმიIგ 0IIი9Mდდ80660+IL10X16VIX 

Vნ6მ8მ8988MM. , 

დია#MიC. I1ცI6-0მი5806 MCყIMC/I/698M6. 

CMMნM90908. IVნ6C 8L6ICII6M Mმ76MმIMMM. 
8LI I0 I11CMM #. C0C908%I MC9MCIC86IM9M9% 60CV0069I0-Mმ/7%IX. 

 



ნ9"9M6M8. IVნCC M2I6Mმ+9906CM010 მI8MმIIM3მ. 

00606MM0C. ზICIს)მ9 M216CMმ2+VM8მ. 
ნგნიცმ9 MIMIმ ი0 M216M8I9M6. 100 0608MIV96M იხიდ. XMIყMM #82. 

დი)XXI6კვ:.0ნსV0. MმICM81MM2გ 079 M9MI691)Cი008, %. II. 

წინამდებარე წიგნში სულ ათასამდე ამოცანა და სავარჯიშოა, აქედან, 

დაახლოვებით, ოცდაათი ამოცანა და სავარჯიშო აღნიშნული წყაროები–- 

დან შევიტანე (ნაწილი უცვლელად და ნაწილი გადმოკეთებული სახით), 

ხოლო. დანარჩენები კი ორიგინალურია. 

ავტორი.



თავი პირველი 

განუსაზღვრელი ინტებრალები 

წინასწარი შენიშენა. ინტეგრალური აღრიცხვა დიფერენცია–- 

ლური აღრიცხვის შებრუნებული ოპერაციაა, ე. ი., თუ დიფერენციალურ 

აღრიცხვაში მოცემულია ფუნქცია და უნდა მოვძებნოთ მისი წარმოებული, 

-ინტეგრალურ აღრიცხვაში შებრუნებით -- მოცემულია წარმოებული და 

„უნდა მოიძებნოს პირველყოფილი ფუნქცია. 

ამრიგად, ინტეგრალური აღრიცხვის ძირითადი ამოცანა ასეთია: მ ო– 

ცემულია ფუნქციის წარმოებული (ან, სულერთია, დი– 

ფერენციალი) და უნდა ვიპოვოთ თვით ეს ფუნქცია. 

ასეთი გზით მოძებნილ ფუნქციას მოცემული დიფერენციალის ინტე–- 

გრალი ანუ ანტიდიფერენციალი ეწოდება, ხოლო თვით ინტეგრალის 

მოძებნის პროცესს – ინტეგრობა ანუ ინტეგრაცია. ამ ოპერაციის აღსა–- 

ნიშნავად შემოღებულია წ სიმბოლო”, რომელიც მოცემული დიფერენ– 

ციალის წინ იწერება ყოველთვის. ასე, მაგალითად, თუ 3X?ძX დიფერენ–- 

ციალის მიხედვით გვინდა მოვძებნოთ მისი „ირველყოფილი ფუნქცია, 

დავწერთ: I 3:1ძX=X!. #: 7. 94% 
მართლაც, დაწერილი ტოლობის მარჯ/მნა ნაწილის დიფერენციალი 

ნამდვილად არის 3X2? 7 >. „მაგრამზსაქმე ისაა, რომ ჯ»?+5, 2-2, ე1+-0,2 

“და ასე შემდეგ ფუნქციათა დიფერენციალებიც აგრეთვე არის 3X2ძX.- მა–- 

'შასადამე, როდესაც 3»? 7X დიფერენციალის მიხედვით გვინდა პირველყო- 

ფილი ფუნქცია ვიპოვოთ, უნდა კარგად გვახსოვდეს, რომ ასეთი ფუნ- 

ქცია მხოლოდ ერთი კი არ არსებობს, არამედ მრავალი. ყველა ეს ფუნ- 

" ეს ნიშანი წარმოადგენს დეფორმაციაქმნილ 5 ასოს, უასთოლთე“-ს პირველ ასოს. 
საქმე ისაა, რომ იმის მაგივრად, რომ ინტეგრალი განვსახღვროთ როგორც დიფერენ- 
ციალური აღრიცხვის შებრუნებული მოქმედება, ჩვენ შეგვიძლიან ის განესახღვროთ რო–- 

გორც „შეჯამების პროცესი“. 
უნდა შევნიშნოთ, რომ პრაქტიკულად ინტეგრალის გამოთვლა უფრო მარჯვე და 

„მოხეოხებული პირველი განმარტების საფუძველზეა. 
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ქცია ჩვენ შეგვიძლიან დავწეროთ ასეთი X1+C ორწევრის სახით, სადაც: 

C არის ნებითი მუდმივი სიდიდე „C0ი5'8ი164 (C შეიძლება იყოს როგორც: 

დადებითი, ისე უარყოფითი). 

სწორედ იმის გამო, რომ დაყენებულ საკითხს ერთი გარკვეული პასუხი- 

კი არა აქვს, არამედ უამრავი (ყველა ესენი ერთმანეთისაგან მუდმივი სი-- 

დიდით განსხვავდებიან), – ინტეგრალს განუსახღვრელი ეწოდება. 

ამრიგად, განუსაზღვრელ ინტეგრალს ყოველთვის თან ერთვის ნებითი 
მუდმივი სიდიდე. ამ სიდიდის არსებობა არის დამახასიათებელი განუსაზღვ-- 

რელი ინტეგრალისთვის. ზოგადად ეს გარემოება ასე იწერება: 

//00ძ+=ნ6+C. 

ამ ტოლობის როგორც მარჯვენა მხარე, ისე მარცხენა წარმოადგენს. 

განუსაზღვრელ ინტეგრალს. 
ზემოთ ვთქვით, რომ ინტეგრალური აღრიცხვა დიფერენციალური აღ- 

რიცხვის შებრუნებული ოპერაციაა. მაგრამ უნდა გვახსოვდეს, რომ ამ ორი 

ოპერაციის ბუნება არსებითად განსხვავდება ერთმანეთისაგან. იმ დროს,. 

როდესაც ყოველი ელემენტარული ფუნქციის (ალგებრული, ტრიგონომეტ- 
რიული, მაჩვენებლიანი, ლოგარითმული) გადიფერენციების რეზულტატი 

ელემენტარულსავე ფუნქციას წარმოადგენს, ინტეგრაციის შედეგი ყოველ- 
თვის როდი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. 

ამრიგად, არსებობს მთელი რიგი ინტეგრალები, რომლებიც ელეზენ– 

ტარულ ფუნქციათა საშუალებით არ გამოისახება. ესენი შეადგენენ ეგრეთ–- 

წოდებულ უმაღლეს ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა კლასს. 
ასე, ამგვარად, ინტეგრალური აღრიცხვა, ერთის მხრივ, პირველყოფი=> 

ლი ფუნქციის მოძებნის მეთოდებს განიხილავს, ხოლო, მეორე მხრივ, უმა-- 
ღლეს ტრანსცენდენტულ 'ფუნქციათა“ თვისებებსა და მათს კლასიფიკაციას 
შეისწავლის. 

შემდეგში ჩვენ საქმე გვექნება პირველყოფილი ფუნქციის მოძებნის მე– 
თოდებთან. 

უნდა კარგად გვახსოვდეს, რომ ინტეგრალის გამოთვლა (პიოველყო– 
ფილი ფუნქციის მოძებნა) დიფერენციალის მოძებნასთან შედარებით, საერ- 

თოდ, ძნელსა და რთულ საქმეს წარმოადგენს. სირთულეს აქ ის გარემოე-- 
ბა ქმნის, რომ არ არსებობს ერთი საერთო მეთოდი, რომლის მიხედვითაც 

შეიძლებოდეს ინტეგრალის გამოთვლა. გრენვილი ამის შესახებ სამართ-- 

ლიანად შენიშნავს: „M9I6L0M#M00802MM#6C, 8 CVIII90CCIM, 6Cხ ი00V6CC II6- 

»8C006083M0 ცმგილნგ8ი68M%IX Lგ0მ9MMM # ო00ხIX0M4. 
მაშასადამე, მკითხველს მოეთხოვება მოფიქრებული და თანდათანობი– 

თი მუშაობა, რომ გადალახულ იქნას ის მთავარი სიძნელენი, რომლებიც; 
ინტეგრალის გამოთვლას ახასიათებს, 
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I, უშუალო, ინტებრაცია 

როდესაც ინტეგრლის გამოთელა შესაძლებელია უშუალოდ იმ წესების 

მიხედვით, რომლებიც დიფ. აღრიცხვაშია განხილული, გამოთელის ასეთ 

მეთოდს უშუალო ინტეგრაცია ეწოდება. 

უშუალო ინტეგრაციის (ანუ უმარტივესი ინტეგრალები) ფორმულები. 

ასეთია: 

„. ექა+1 – 

1. წ ე”! ძა: =. +C 6. '/ შიარინხიზX+C 
2#-+1 ა 

2. / რ = 100X+C 7. / =2:=5X+6 
ჯ C0§? X 

ძX – 
3. «0ძX= ლ+C 8. ––-=-601:+C 

§1ი? X 

(5 იჯ 
4. ი0:1=-–-+C 9. ––--=მCIVX+C 

100# 1+1ჯ; 

5. / თ»რ-იი X+C 10. აა=5=ტ% 50 X+ჰ+C 
–Xჯ 

  

  

  

შენიშვნა: პირველი ფორმულა სამართლიანია II-ის ყოველი მნიშვ-. 

ნელობისათვის (მთელი, წილადი, დადებითი, უარყოფითი, გარდა:. 

როდესაც 7#=–1, ამ შემთხვევაში გვაქვს მეორე ფორმულა). 

შემოწმება: თითოეული ფორმულის (ტოლობის) მარჯვენა მხარე, რომ 

გავადიფერენციოთ, მივიღებთ ინტეგრალქვეშ მდგომ გამოსახულებას. · 

საერთოდ, უნდა გვახსოვდეს, რომ, როდესაც გვინღა გავიგოთ, სწორად 

არის ინტეგრალი გამოთვლილი თუ არა, ამისათვის საკმარისია მარჯვენა“ 

მხარე გავადიფერენციოთ და თუ ინტეგრალქვეშ მდგომ გამოსახულებას 

მივიღებთ, მაშინ ინტეგრალი სწორად არის გამოთვლილი. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც მოცემულ ინტეგრალზე უშუალოდ არ გა- 

მოიყენება არც ერთი ზემოთ მოყვანილი ფორმულა, მაშინ საჭიროა წი-- 

ნასწარი გარდაქმნა. უმარტივესი გარდაქმნა ასეთია: 

2) მუდმივი მამრავლი ინტეგრალის ნიშნით გარეთ გამოიტანება, ე. ი. 

1 MC)ძ2ი= //Cთ ძა: 

ხ) ჯამის ინტეგრალი, ინტეგრალთა ჯამის ტოლია: 

ქ თ+9-9იმX= (VX+ (თCძა- (IX ·



შენიშვნა: მართალია, I (22+2Xჯ-–4) ძ:: ინტეგრალის გამოთე– 

ლის დროს საჭიროა ამ უკანასკნელის სამი ინტეგრალის ალგებრუ- 

ლი ჯამის სახით წარმოდგენა, მაგრამ შესაძლებელია მისი პირდა– 

პირ გამოთვლაც. ასეთი გამოთვლა შემდეგ მოსაზრებაზეა დამყა–- 

რებული, 

რადგან ინტეგრალქვეშ მდგომი ფუნქცია მეორე ხარისხის მთელი 

ალგებრული ფუნქციაა, ამიტომ მარჯვენა მხარეზე მესამე ხარისხის 

"მთელი ალგებრული ფუნქცია გვექნება, ე. ი. 

| თ +2+-4)ი2= 40+80+0VX+C (ა) 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე, გვექნება; 

21+62X-4=31:1+28X+ ს. 

ეს არის იგივობა, ამიტომ ორივე მხარეზე მდგომი ტოლი ხარის– 

ხების კოეფიციენტები ტოლია, ე, ი.: 

34=1, 28=2, L)= –-4. 

აქედან: 4=-, 8=1, 1=-–-4. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)–ში: 

" ჯ 

1 C7+2–-4 ძალ“ 9ნებ-4%+ C. 

დავალება: გამოთვალეთ ანალოგიურად 

# (23 –24+3X--1) ძჯ; #/ (3) –-5ჯ2-–-6X-+2) ძX. 

წ ი 

1. წ.” ექ 1X.-X..C 

| –9 
2. ი “-“ 4 =-2X-1 +C   

 



/ თ 43 შე რი / აბრი-3 / »რ-2 | +- 5. 

=3 957 7-2>+6 –2X+C 

6. / თ-' «- | თ –62-+9) ძ»=5- ვ.ე 3 «+%+C 

სავარჯიშო 

7.   წი. 8. I. 9. – 3ძX 
/ ჯ 

10. / 5-2). 11, «ხძX 
I ჯ? 

12. / ფმე2იაბ- 4 13. | დ-ი“ 

14. წყალი. 15. წო იX 

2 2: _ 

16. ყლ იX 17. წC 1 ძX 
ჯ ჯ 

2>+3 ეო+1 
18. / 2 #2: 19. / 2 “1: 

  

  

    

  

2 – 2 „ ჯემ 20. 1-+6C05“ # ძ» 21. 1 905 1+9ი ჯ ქ» 

C052 ჯ 8102 X 

_ ლე? 9 .. -2 
22. 1-=50: 245005) ჯ ძა 23. _2+X ე. 

C05პ Xჯ 14+-ჯ? 

  

29 
24. 4+V1-–2: ძჯ; 25. 1ცბ X თX; 26. | Cხ?Xჯძჯ. 

1-1: 

II. ჩასმის ხერხი 

ამ ხერხის არსი მდგომარეობს იმაში, რომ ჩასმის ანუ ახალი ცვლადის 

შემოყვანის საშუალებით მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგრაციის 

ცნობილ ფორმულაზე. 
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1, I 52: ძX 

აღვნიშნოთ აქ 5ჯლ=უ. აქედან ძა ი> 

1 
| თნ | 605 > / <5 | 9§-%-+ 81ი ღ = 

1 
=გ იბ3”იილ. 3ი 5დ+C 

თ
|
3
 

დასკვნა: 605 X2+=->- 81ი MIIX+C, 

1 
I §10 11X IX= ––– 605 11X+C 

7) 

I 2%%0/X= + (0ლ%+C 

/ 1 იM+« 

ყეხნძულ–“-. + 
#. 100თ 

შეამოწმეთ დაწერილი პასუხების სისწორე. 

XX 2. Xჯ2 

I>5 

აღვნიშნოთ X+3=უ, აქედან 7X=ძუ, 
“ 

აგრეთვე 

  

  

ხ=ჯ–3. 

მ0Xძ; _ /(-3პაძდ_ / ძ:_ _ =- 1 >5- | ბ %- / «-3 /, ჯ 4 3109 §= 

=ჯ+3-3100(X+3)=X–310ლ0(X+-3)+C“ 

მეორე ხერხი: 

ჯრ: 1+3-3 , _ (929+3, , ვ / % _ 
Xჯ+3 _ დ456-3.“ -X-+3“ ჯ--3. 2 

ძX 
= _ =ჯ7- +3პ) + I“ ბ / 24% ჯ-3100(X-+-3)+C 

ხაერთო მითითება: 

  

  

მრიცხველში ემატება და აკლდება ყოველთვის 

მნიშვნელში მდგომი თავისუფალი წევრი (როცა ინტეგრალი აღნიშნული 

სახისაა). 
' 

# შესაკრები 3 შეყვანილია C-ში. 
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“მესამე ხერხი: გავყოთ მაველ მნიშვნელზე, გვექნება: 

X0ძX 
I > /C- >> ძ:=X–- 3100(X+3)+C 

ჯ?იX 
პ. / ჯ+5 

მრიცხველში მივუმატოთ და გამოვაკლოთ მნიშვნელში მდგომი თავი- 

სუფალი წევრის კვადრატი. 

2. 25 -.2-_ - 

I“ +25 #= / 8 ++25 / · 4X = 
X+5 Xჯ+5 ჯ+5 

= / თ- 9+%+25 / 8-2 -5ი+25198>+5)+C 

დავალება: გამოთვალეთ იგივე ინტეგრალი ჩასმის საშუალებით, ე. ი. 

X+25=: აგრეთვე გამოთვალეთ მრიცხველის მნიშვნელზე გაყოფით. 

  

  

      

აღვნიშნოთ X2+6=ჯ, 2XიX=ძჯუ 

2%XძX __ ძ2 __ ' 
I =+= / ჯ=%+- 100(X1+6)+C 

მექანიკური წესი: როდესაც მრიცხველი წარმოადგენს მნიშვნელის დი– 

ფერენციალს, მაშინ პირდაპირ შეგვიძლიან დავწეროთ მნიშენელის ლოგა- 

რითმი. ასე; მაგალითად, 

გ) / 2:9- > 3 )00(62--1)+C; 

5XძX 6XძX _ 5 იი- ხ) / 255=+- / 232 =--100(1 +37")+ C; 

-? 1 

C) 2 ძX =-- --- 100(2-2:2?)-+-C; 
2-1 ვ 

  

  

  

8; ძჯX 8 
8) I -+“- =-გ-100(+–-ი)+C; 

3:254+ 21-04 == 2.3 '. 
+) წ--- ლ ძ); =10ძ (C –+ე2: 4X+1)+C; 
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  §. I CI XძX = წ 9952 ი» 
81ი ჯ 

აღვნიშნოთ §1ი X=ჯ, 605 X7X=ძ: 

IL 46 -I ჯ=100 (51ი X)+C 
51ი » 
  

დავალება: ანალოგიურად გამოთვალეთ /M95XიძX . 

პასუხი: –I100 (C05 »+ C. 

XX 

VX'+5 

აღვნიშნოთ (XX>+5=7 ექი5=2; 100ძX= + ჯი; 
2 

„ა. ._ 

7255-2 | კ 235 3 V=+5+6 

” | '>+> IC) 

აღენიშნოთ + =7 აქედან ძ::=ძიძჯ 

1 
2. / ტ%,= 1 –- გIC6I0;=-–- მIC Iც -% +C. 

"IC +222 ძ რ ძ 

შენიშვნა: შემდეგში მიღებული შედეგით უნდა ვისარგებლოთ, რო- 
გორც ფორმულით. 

მაგალითად, 

ძX 1 ჯ 

ბ) შაბა 9-3 +C; 

ხ) 1 0-–=+C: 
23 V5. 2909 წ7= 7 

1 ძX _ 1 ი ჯ ლ: 

9 3. 4.) 2+9. 120923 +0C; 
 



ი”X 1 პჯ 
ძ) (52->- = 372. ბვ ---+C6. 

1. 42 მVC 5)ი ჯ =: 
-. (/ი->“ «I 7-8“. 322 #1-ჯ 

=2C5ი- -+6: 
ძ 

  

  

  

  

_ % გივი“ 46, 
V16-7X .. ” 

==» -–2680:7-+6. 

აღვნიშნოთ +, => ლლ 

      /#/”/ თ» I 1 1 ს) ძი»; _ 1 /#,ძ» _ 
კბი 2 (=> + ) “ 2% X-ი 2ი | X+0ი 

1 1 X–ძ 
=> | 10ძ (X–ძ) –100 (1+-%ი) |=5> 10ძ 2.2 +C. 

აგრეთვე: 

 



  

11 იX _ “ი: _ ძ#X 

: უ2+ა“-2X-2 | X+-2X+1+-!1 / (X+1)?+1 
ბას = –_- 

აღვნიშნოთ %X+1=უ 

აქედან 
იძ2=42 

იჯ ' ძ- 
_-- > == - LL. => I . 

I ი55- | ღ.+1 გIC 10 >=მ8IC 10 (X+ 1)+ C. 

12 _ X#XძX. _ 
· X-6X+13 > 

მითითება: წინა ინტეგრალის ანალოგიურად, მნიშვნელი უნდა წარმო– 

:ცადგინოთ ოთხი წევრის სახით. ამისთვის შუა წევრის კოეფიციენტი «(6) 

“უნდა გავყოთ ორზე (ყოველთვის ორზე უნდა გაიყოს) და ნაწილადის 

კვადრატი ჩამოვაცალოთ თავისუფალ წევრს (13-ს). ამ შემთხვევაში შუა 

წევრის კოეფიციენტის ნახევრის კვადრატი არის 9, რომელიც უნდა ჩამო– 

„ვაცალოთ 1ვ3-ს. 

  

გვექნება: 

XძX  _ XიX _ XXX _ _ 

ჯნ:+-13 |) 1პ3-6:+-9+4 V" (:-3)1+4 

აღვნიშნოთ ჯ–-3=;:, 

„აქედან 

იძX=ძუ X=:+3 

    

    

_ ჯი» (ჯ+3)ძ ძ _ _ჯ4იჯ_ ძი: ს რ დ 

(+X–3)2+4 “_ ღა-4 ი ღლაი-4 

_ 1 -ე:)99 (წ +4)+ 9 6Vყ 1 =-- I ICL-– 3)2+41+ 

  

ჯ–ვ3.. 1 5 3 1-3 
-- 216LV-> =-ე-)99(7 –6X+13)+ ფ2-%616 2 +C 

= I ჯი ჯ- I855C 9 ვი. 
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14 ძX _ ძX _ /” ძა; _ 

' ჯ?+-3X-+1 “/ 413 #9 _1 1. წ) (X++>- 2.5 – 

ბოთიგიიბ4 7 2) 4 

ძ> 111.1: 1 2:0+3-V5 
- X =–-=:)00---–----=-.-:0ძ ალლ, –- ს C 

ა 5 V5 =C 5 2:+3+V5 2 (ა ბუა 21პ21ეე2 
    

მითითება: მართალია, მნიშვნელში ფრჩხილებს გარეთ (აგრეთვე ინტე– 

გრალს გარეთაც) 3 გამოიტანება, მაგრამ ასეთი გარდაქმნა საკითხს გაარ–- 

თულებს. ასეთ შემთხვევაში ჩვეულებრივ მრიცხველი და მნიშვნელი უნდა 

გამრავლდეს მნიშვნელის პირველი წევრის (უმაღლესი წევრის) გაოთხკეცე–- 

ბულ კოეფიციენტზე, ე. ი. 12-ზე. ამით იმას მივაღწევთ, რომ მნიშვნელის 

პირეელი წევრი გარდაიქცევა სრულ კვადრატად. 

2ძ1 _ 24ძ1: =24 ა„ა„გაგაებაბას“”' 

ვჯ1-2:+1 | 361--24X+12 ა (6+--2)7+8 

"აღენიშნოთ 6X--2=;, აქედან ძთX= + 

  

0L 
7X 6 4 ჯ 

-2 (I % სელ. ე-%2 == 
4 (6X--2)1--8 4 2+8 M8 8% 93778 

=-2. მIC (ძ 1-1. C 
2 V2 

შენიშვნა. მნიშვნელის პირველი წევრი სხვადასხვა გზით შეგ- 

ვიძლიან ვაქციოთ სრულ კვადრატად, მაგრამ უპირატესობა იმ გზას 

უნდა მიეცეს, რომელიც წილადებისგან გვანთავისუფლებს. მაგალი- 

. 1. _ 2 _ 2 
ლ 22- 3ჯ+-) 42–6X+2 ( 3) 1 ცაი) 

2 4 

8 8 

  

1 – -.. > - 

მეორე მხრივ, –22-–3;+1  1600-24X+8 (41=3)%-1 
ცხადია, აქედან უკანასკნელი გზა (პირველი წეერის გაოთხკეცებულ 

კოეფიცინტზე გამრავლება) უმჯობესია. 

17



  
2 +6. წა... 

აღნიშნეთ 1090 ჯ =7. 

17 ძჯX 

, იXX-+-ხX+6 

მნიშვნელი ასე გარდავქმნათ: 

2 ა+ _ 4ეპX2+4ეხ+X+40ძ0+-ხპ-ს? (20X4ხ)ბ2+4ძ6-–ხ? 
ი -- 4ი = 40 

აღვნიშნოთ 20X+სხ=ჯ7, აქედან ძ--55- 

ძჯ ძჯ 

ამრიგად, I >>> =2 / ჯ2+(406- ხ?) 

აქ უნდა გავარჩიოთ სამი შემთხეევა: 

2) ხპ-–4ძ->0 ასეთ შემთხვევაში შეგვიძლიან აღვნიშნოთ ხ1-40-=#? 

მე-9 მაგალითის თანახმად 

ძ; 1 ჯ-ს 1 20X+ხ-V ხბ--40- 
2, –ა– 10 = 199 +C 

2 » ჯ+-. IV ხბ–4ი" 20X+ხ+V ხბ--4იC 

ხ) L---4ძ- <0. შეგვიძლიან აღვნიშნოთ ხ2-402= – 1 შე-7 მაგალი– 

თის თანახმად 

  

ძჯ 2 ჯ 2 2ძX+ს 
2) ––- - =--გ20C6(ც-“-=-- - -  - -- –-მICL –- +C 
I 2–-ძიძ ძ ზე V 4ი-–V? 9 M 4ი-–ხ1 

  

6) ს---– 4ძ-=0, მაშინ 

2 ძ» 2 2 

დ“ +“ “ 2-6 C 

მიღებული ფორმულების თანახმად შეგვიძლიან პირდაპირ ამოვხსნათ 

რიცხვითი მაგალითები. 

ძჯ» 
I 25955 ' ამ მაგალითში ძ=1: ხ=2; 6C6=2; 

სპ–-4ძლ=–4<0 
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მაშასადამე, 

ძ» 
/( >59%33=% 19 (X+1)+C 

ამოხსენით ანალოგიურად: 

ძX . __ იძ 
ჯ?+4X-–-27 3ჯ1--2ჯ-–-6 

18. = /- ტით _ 
| + ი წღალულლლი 4ეცბჯ ლილ - (2თX+-ხ)? –– ხ? 

თუ აღვნიშნავთ 2იX+ხ=ჯ, ს ცვექნება: 

ძ;დ 1 ჯ-–ხ _ 1 იX 

7C ა ეს“ ა ა-ი 

  

ამოხსენით: 

__ იX __. იX 

32+2ჯ ? 5ჯ2-4ჯ 

სავარჯიშო 

XIX იX ძX 

?”“ 1 ++IL 2. | ვაი 

  
3Xძ2X 2ხX ძX 

20. წC- 26. წC > 

5210X ი?ჯძ1% 
21. / >“ 27. / + >- 

X2ძX ჯ.ძX 
22. (+ 28. I >> 

  

  

  

9 4 ქვ. I» ძX 29. 3უ)ბშძX 

%–ძ ჯ –+ძ 

4XძჯX 20ი0X 

2. / 2+1 პმ. I 2+16 
19



31. 

32. 

ვპ. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38, 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

წ. 

185: 
IV. , 

/ 
/ 

ქ 

(8 
1 >-> 
/>. 
IC 

8იძჯX 

12+10 

ძX 

1-+9;. 

2362 

8ძ1 

ჯ 64 

4ძ): 

9-4. 

(«++ ბპ)? 

(X-2)” 

4ძX 

V1 – 2512. 

ძძX 

V#236–64+X? 

XძX 

VX–2 

  

XძX 
45. „“„– 

V პექ 

46. _4X ძX _ 
V2-–17X 

47. 2. ძ 
V5++X! 

8Xბ?ძ;; 
48. _ 

I; #რ-ჯ 

(X–-1)ძ): 
49. == ======-=> 

M >7-–-2X+3 

მითითება: აღნიშნეთ ჯ-1= 

მითითება: აღნიშნეთ X-+2= 

51. წწ. 

მითითება: 'აღნიშნეთ X2=ჯ 

52. / =- 

8. | ი -%. 

55, / 35- .



56. I =-7-> 

M / შან» 

–. 

59. / 6. 

«. | - > 
61. წლი ლ 

  

  

ი / -595X0X 
5)ი' Xჯ 

მIC 10 ჯ 

ი / “140 ი? 
ჯ -V2 

64 / (395902) ს). 
V1-–-7X 

მითითება: აღნიშნეთ X1=ჯ 

ჯძიX 

66. 2252 

ჯმ 2! 

7. / “063 46+5 ““ 
მითითება: აღნიშნეთ X1=ჯ 

2ჯX3-+1 
68. I 22 ძX 

მითითება: მრიცხველი და მნიშ– 

ვნელი წინასწარ გაამრავლეთ 2-–ზე 

და აღნიშნეთ X1-+2X=ჯ. 

“იჯ 
69. I 25 

მითითება: ყ5=ჯ 

– ძა: 
70. (V2 , ““ 

/ V> 
მითითება: V X =ჯ 

1-3Iი ჯ 

V C05X+Xჯ 

C05 X+X=2ჯ 

72. ეი, ჯ _ მ» _ 
§)ი? X 

CL X=ჯ 

71. წ 6 

(6X?– 5) ძჯ 

7. I ფა-5-+4. 
მითითება: 2X59-5X+4=ჯ 

12213--2X 
74. წწ ძა: 

მითითება: აღნიშნეთ 

#53 9-1 =ჯ 
ვებ. 15:2+6 

ტ6. |“ ..–– .« 
V 2»'-–-5:2+ 6X 

–-” 

აღნიშნეთ V 22'-–- 5X3+67 =ჯ 

64 

?7. ყ- 

21



2Xძ.; 

. LI 59+3»+2 

79 L-2 ძა: მ ბა:.ა ნ ფ6 = 

· | > ფირ: მითითება: აღნიშნეთ »--2= 

Xჯ+3 . . 
_. 

80. წC-- 
ძX მითითება: აღნიშნეთ ჯ+3= 

3)1-+2X+1 

ბ. წ 93-21 9 

მითითება: მრიცხველი და მნიშვნელი გაყავით ჯ-ზე. 

82. | "VI 22 აღნიშნეთ: 1-+22=> 

  
ბ” – 

8პ. ი აღნიშნეთ ჯXჯ= ახა. 

84. I ჯე იX აღნიშნეთ == ლ 

, " 
85. __ 02 _ 

I>>-= 

მითითება: მოც. ინტეგრ. ასე წარმოადგინეთ: 

ძX 
„აუაღელლ== ა ნიშნ თ 21- =2 

/ V4-C-31.... 
86 (X2-–1) ძ;; 

ჯ VI0+ 2 +2X+1 

მითითება: ასე წარმოადგინეთ: 

(41-–1) ძX 

მო/დი მეა 
აღნიშნეთ ჯხ--= ჯ



"II, ნასწილობითი ინტებრაცია 

ნაწილობითი ინტეგრაციის დროს უნდა ვისარგებლოთ 

| +49-%– |“ (ან, სულ ერთია, 

4-4 / 4 ფორმულით 

ამ ფორმულის გამოყენება შემდეგნაირად წარმოებს ინტეგრალქვეშ 

მდგომ გამოსახულებაში ყველა მამრავლი (ძX-ის ჩათვლით) უნდა დანა–- 

წილდეს ორ ჯგუფად. ერთი ჯგუფი აღინიშნება V-თი, ხოლო მეორე ძუ-თი. 

შემდეგ პირველი ჯგუფი უნდა გავადიფერენციოთ, მეორე – გავაინტეგროთ 

და მიღებული შედეგები ჩავსვათ ზემოთ აღნიშნულ ნაწილობითი ინტეგრა- 

ციის ფორმულაში. მამრავლთა დაჯგუფების დროს ძX შეყვანილი უნდა 

იქნას იმ ჯგუფში, რომლის ინტეგრობაცაა საჭირო. 

შენიშვნა: ნაწილობითი ინტეგრაციის წესს ჩვეულებრივ მაშინ 

მიმართავენ, როდესაც ჩასმის ხერხის გამოყენება მოუხერხებელია. 

უნდა კარგად გვახსოვდეს, რომ ამ წესის მომარჯვების დროს მოცე- 

მული ინტეგრალი დაყვანილი უნდა იქნას ისეთ ინტეგრალზე, რო- 

მელიც მოცემულთან შედარებით უფრო მარტივია და ადვილად გა- 

მოსათვლელი. თუ ამას ვერ მივაღწიეთ, ე. ი. თუ ნაწილობითი ინტე– 

გრაცია უფრო რთულ ინტეგრალთან მიგვიყვანს, ვიდრე მოცემული 

ინტეგრალია, მაშინ ამ ხერხის გამოყენებას აზრი არა აქვს და ინტე– 

გრალი სხვა გზით უნდა იქნას გამოთვლილი. 

1. | ა.რ 

პირველი გავადიფერენციოთ, მეორე – გავაინტეგროთ: 

M=1X 6C05XიძX=0იV) 

ძ/=01;; #4 V= / 595XძX აქედან ფ='5(ი X 

ამრიგად, #=X, 9= 3518 X, 0M(=ძX 

ჩავსვათ ეს მნიზვნელობანი L" ძელ=ყე–- # ყვის ფორმულაში, 

გვექნება! 

17 605 X0X=X 51ი #- | 5810 XძX=X 510 X4+095+4+6C



ძჯX 

(1+7X"»” 

მოცემული ინტეგრალი ასე წარმოვადგინოთ: 

იჯ 1- ჯუ? ძ»:= 1<+2 ქ X?ძX 

0+2 |) 0+ჯ! “” | ცებ“ სარ“ | 03” 
_ / _ძჯ_ _ + X9X 
– | 143- '0+7X27 

პირველი ინტეგრალი უშუალოდ გამოითვლება. გამოვთვალოთ ნაწი– 

ლობით შეორე ინტეგრალი, ამისთვის 

XV1 
1(== Xკ ძ0= 0 ჯა 

პირველი გავადიფერენციოთ, მეორე გავაინტეგროთ: 

2ჯX9X 
ძII=9ძX, / ძახ= (0139)? · 

აღვნიშნოთ 1+ჯ'= > აქედან +; =L 4 

_ XძიX_ _ 1 -ი/. –-__ 
(1+:21 2 2 = 52% .– 2(1-+ჯ1) ' 

ამრიგად, 

ძMI=ძX 
1 

1?Iლ==Xე ი“ 2(1+7+1)” 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი ფორმულაში: 

XVძ;: _ ჯ +.1. იჯ 

(14-ე? 2(1+7#2) “ 2 / 1+:127 

მასასადამე: 

2პქძ; VI ჯ 

წლ. I 5» I იაო = | ბარსა 

1 იX X 3 
_–- –-- I X+ 

2 I 1->- 2(1+X9) ” 8010 X4-C 

 



შენიშვნა: ინტეგრაცია ასეც შეგვიძლიან: 

ჯXჯძX _ 1 2-2 2 1 - _1 – 0+70? 2 / 1+#) ი1+2=-> | დ1ი=- 7 1= 

== 1. _ 
= 21-22)“ 

სავარჯიშფშო. 

100 X ძ2: 10. Xჩჯ! 605 X (IX 

–
ა
 

1061 XძX 11. ჯ? 25 7/X სე
ლ 

ი
 

X 818 Xძ2: 12. Xჯ? ი“ იX ი.
 

ი.
 

X6C“იXჯ 1 25 C05 XVX ა
 

X2 C05 XIX 14. 425 51ი XX 

Xჯ?51ი X IX 15. მIC §)ი X ძჯ; 

XI9ძ X იძ» 16. 28:C 10 X ძჯ ა
ე
ს
 ლ 

ს
ა
ლ
ი
ა
ს
,
 

კითხვა: მე-6 ამოცანაში მიზანშეწონილია თუ არა მივიღოთ აღნიშვნა: 

, #=(C”, ძს==XძX:2 

17. გამოვთვალოთ ასეთი ინტეგრალი 

/ თ. ჯძX 

აღვნიშნოთ #=605 X, იV=C05Xძ ს აქედან #=51ი X, ძM=31ი X:X. 
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(I თ» 2: 0ჯ==810 1; 605 + | თ. X ძX=851ი 1 C05 > / 0 –- 605? 2:) ძX=- 

=5)1ი ჯ თ9X+X- | თია XჯძიL. 

მარჯვენა მხარეზე მივიღეთ მოცემული ინტეგრალი. ამას „რესტავრა– 

ცია“ ანუ აღდგენა ეწოდება. თუ მარჯვენა მხარეზე მდგომ, ინტეგრალს 

გადავიტანთ მარცხნივ, გვექნება: 

· I 
2 / «ა 2X0X==X-+8§10 X 605 1, 

აქედან 

ს“ 
მეორე ხერზი: ივივე ინტეგრალი უფრო მარტივად გამოითვლება, თუ 

მოვიხმართ ტრიგონომეტრიიდან ცნობილ ჯერადი კუთხის ფორმულას, 

ე. ი. 

რ 1 2 .- 
1 <წა+- | --ი რ%=+ | ++; / «52»4ი– 

1 1... 
=- X+ -- 510 2X+C 

  

შენიშვნა მიღებული პასუხი გარეგანი გამოსახვით პირველ 

პასუხთან შედარებით ზუსტად ერთნაირი არ არის. ამ გარემოებას 

არსებითი მნიშვნელობა არა აქვს. მთავარი აქ ის არის, რომ ორი- 

ვე პასუხის გადიფერენციება გვაძლევს ინტეგრალქვეშ მდგომ გა– 

მოსახულებას, ე. ი. C053 X (12. 

მეორე მხრივ, გარდაქმნის საშუალებით შეგვიძლიან დავრწმუნ- 
დეთ, რომ | 

X4+- 510 XC05:: 1 1. 
“ესევე: X4+6--- 8 22 

ნამდვილად არის იგივობა. ასეთივე მდგომარეობა გვაქვს §I1ი? ; და 

005? ჯ 
ლ –-–-სთვის. მათი გაწარმოება ერთდაიმავე შედეგს გვაძლევს,



, 

ე. ი. (§1ი? 2),=531ი 2ჯ და (–“5“ =51ი 2X.   

ამრიგად, სხვადასხვა მეთოდით გამოთვლილი ინტეგრალის შე- 

დეგი გარეგანი გამოსახვით შეიძლება ერთნაირი არ იყოს, მაგრამ 

ამ გარემოებამ ექვი არ უნდა დაბადოს პასუხის სისწორეში. 

18, წინა ინტეგრალის ანალოგიურად გამოთვალეთ 

თრ 

19. |“---“ იX 

მითითება: წინასწარ წარმოადგინეთ ორი ინტეგრალის ჯამის სახით. 
20. განვიხილოთ ეხლა ასეთი ინტეგრალი 

=> 

' ცქინიბ)? 

ამ ინტეგრალის გამოთვლა სწარმოებს ხარისხის მაჩვენებლის (#-ის) 

თანდათანობითი დაწევის საშუალებით. ამისთვის მრიცხველი და მნიშვ- 

ნელი ი”-ზე უნდა გავამრავლოთ და შემდეგ მრიცხველში ი1-ს მივუმატოთ 

X?--X7, გვექნება: 

_1 ცზ-ვბ ეე +. XVI: –) 
ე? (ჯ? '(ჯ2-+ ე?) ლ უვე. (1:2:–+ი?)" · 

თუ მეორე” ინტეგრალს ნაწილობით გამოვთვლით, გვექნება: 

1 იX ჯ 1 ძჯX | 
ოკ I ფათლთ + 2(1-–-1) (X2-- 62)M-1 _ 2(I-–1) (X?-+- ი?)"-1 

ანუ საბოლოოდ: 

1 

I >> ცემ)"  20:C-1) == ბ-კბ)1 1-6 I ფალ ა: 

უკანასკნელ ინტეგრალს ისევე უნდა მოვექცეთ, როგორც მოცემულ 
ინტეგრალს და ეს პროცესი იქამდე უნდა ვაწარმოოთ, ვიდრე ხარისხის 

მაჩვენებელი (#) ერთამდე არ იქნება დაყვანილი. 

ინტეგრალების გამოთვლის დროს ზევით მიღებული შედეგით უნდა 
ვისარგებლოთ, როგორც ფორმულით. 
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მაგალითად, 

ძ: 1. ჯ ვ ჯ 
(22-+1)9 –4 (X9 + 1)2 (X2–+- 1)? 

ანალოგიურად 

ძX 
(::2-+1)? ი წ” + /( 25)-3 > 3 1+:025%7# »)- 

ძჯ. 1 ჯ 3 + , C 

(22+1)" 4 | (:2+1)? “ო 201. –M6 9XI)I+C- 

გამოთვალეთ ანალოგიურად: 

ძჯ 

ი?) 03+31: ს I > C2+-2) 

_ ძ1 ძ) ძX.__ 

(2:1+4) ” (02:+6X--13)2 

მითითება: აღნიშნეთ X+3=2 

ი (ფა ია 201 

მითითება: «ჯ-4=ჯ. 

  

  

ამრიგად, 

  

რაციონალური წილადის ინტებრაცია 

რაციონალური წილადის ზოგადი სახე ასეთია: იღ , სადაც მრიცხვე–- 

ლი და მნიშვნელი პოლინომებია ნამდვილი კოეფიციენტებით, ე. ი. 

XსC0=4აX"+4, ჯ"1+ 4, ჯნოტშ +4ას ე + 4. 

სხე=8ა»" + 8, >” 1+ 8, ჯო“?1+ +8ა- ე X+ 8,, 

რაციონალური წილადის ინტეგრაციის დროს მხედველობაში უნდა მი- 

ვიღოთ შემდეგი: 

მ) მოცემული რაც. წილადი წესიერია, ე. ი. #<7; 

ხ) რაც. წილადი უკვეცია, ე. ი. მრიცხველსა და მნიშვნელს საერთო 

მამრავლები არა აქვს. 

როდესაც მრიცხველის ხარისხის მაჩვენებელი მეტია მნიშვნელის მაჩვე– 

ნებელზე ან ტოლია (#>7// ან #=7!), მაშინ რაციონალური წილადიდან 
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უნდა გამოიყოს მთელი ნაწილი. ასეთი გამოყოფა წარმოებს მრიცხველის 
მნიშვნელზე გაყოფის საშუალებით. 

ამრიგად, 

LV) XC) 
I წფ4- წწ-> "I 7ორ 

სადაც (1(X) მთელი ნაწილია, ხოლო +C- წილადი, რომელიც ი დახ 

პირობებს აკმაყოფილებს. 

#9 (X)ძX ინტეგრალის გამოთვლა ჩვენთვის (ცნობილია, მაშასადამე, 

ჩვენს მიზანს შეადგენს 

Mე 

/ ჯი“ 
ინტეგრალის შესწავლა. 

ამ ინტეგრალის გამოთვლისთვის საჭიროა წილადის მარტივ ელემენ- 

ტებად დაშლა, ე. ი. მოცემული რაც. წილადი უნდა წარმოვადგინოთ 

ისეთი მარტივი რაციონალური წილადების ჯამის სახით, რომელთა ინტე– 

გრაცია ჩვენთვის შესაძლებელია. ამისთვის კი საჭიროა #(»)-ს მარტივ 

მამრავლებად დაშლა ანუ #(:1:=0 განტოლების ფესვების ცოდნა. 

ჩვენ უნდა გავარჩიოთ ოთხი შემთხვევა: 

I. მნიშვნელი შეიცავს პირველი ხარისხის შამრავლებს, რომელთაგან 

არც ერთი არ მეორდება. 

IL. მნიშვნელი შეიცავს პირველი ხარისხის მამრავლებს, რომელთაგან 

ზოგიერთი მეორდება. 

III. მნიშვნელი შეიცავს მეოლღე ხარისხის მამრავლებს, რომელთაგან 

არც ერთი არ მეორდება. 

IV. მნიშვნელი შეიცავს მეორე ხარისხის მამრავლებს, რომელთაგან 

ზოგიერთი მეორდება. 

შენიშვნა: რა თქმა უნდა, ისეთი შემთხვევაც არის შესაძლე- 

ბელი, რომელიც აღნიშნული შემთხვევების კომბინაციას წარმოადგენს. 

თუ რაციონალური წილადის მნიშვნელი მხოლოდ ნამდვილ ფესვებს 

შეიცავს, მაშინ ასეთი წილადის ინტეგრალი წარმოადგენს ალგებრულ და 

ლოგარითმულ ფუნქციათა ჯამს (ფუნქციათა რიცხვი სასრულოა). , 

საერთოდ კი, რაციონალური წილადის ინტეგრალი წარმოადგენს ალ– 

გებრულ და ტრანსცენდენტულ (10ძ და 2ICLყ) ფუნქციათა ჯამს. 
) 

_ 2-4 _ “1 
(X4+-2) (X–5)



თანახმად უმაღლესა ალგებრისა, შეგვიძლიან დავწეროთ ასეთი ტო- 
ლობა: 

2X-4 _ 4 + Lჯ () 

(X+2)(X--5 ჯ+“-2 >ჯ–-5 

სადაც #4 და 8 ჯერჯერობით განუსაზღვრელი სიდიდეებია. 

დაწერილ ტოლობას სხვანაირად რაციონალური წილადის მარტივ 

ელემენტებად დაშლა ეწოდება და ჩვენი მიზანი იმაში მდგომარეობს, რომ 

განსახღვრულ უნდა იქნას „4 და 8 სიდიდეები. ამისათვის აღნიშნული 

ტოლობა ასე დავწეროთ: 

2X-4=4(X-5)+18(X+2) (ბ) 

ეს არის იგივობა, რომელიც სამართლიანია ჯ-ის ყოველი მნიშვნელო- 

ბისთვის. ჩავსვათ აქ X=5 (ეს ის მნიშვნელობაა, რომელიც ჯ–5 ორ- 

წევრს ნოლად აქცევს). 

2.5-4=/4(5-51+8(5+2); 
აქედან 

ჩავსვათ ახლა (ბ)-ში X=--2 (ეს ის მნიშვნელობაა, რომელიც X+2 ორ- 

წევოს ნოლად აქცევს). 
2. -2-4=4(-2-5)+8(-2+2). 

აქედან 

8 
4 =6 · 

8 6 · 
ჩავსვათ 4=– და 8=--- მნიშვნელობანი (ა)-ში 

8 6 

2-4 __ 7 7. 

· (++2) (X-–-5) X+2 2-5“. 
ამრიგად 

აეუეა- ..”  "' 
(«+2)(X–-5)““ | 4-2 97% X+5“ 71 ჯ+-2 

6 იX 8 6 

=-2-100 ((X+2)! · (+- 5-+C



დავალება: შეამოწმეთ, სწორად არის გამოთვლილი ინტეგრალი 

თუ არა. 

იგივე კოეფიციენტები ასეც შეგვიძლიან განვსაზღვროთ. (ბ) ტოლობა. 

ასე დავწეროთ: 

2X-- 4ვ=ძჯ-54+8X+28 

რადგან ეს იგივობაა, ამიტომ ორივე მხარეზე მდგომი ტოლი ხარის- 

ხების კოეფიციენტები ტოლია, თავისუფალი წევრებიც აგრეთვე ტოლია, 

ე. ი. 4+8=2 
და 

–54+28= -4 

მივიღეთ ორუცნობიან განტოლებათა სისტემა რომლის ამოხსნაც მო– 

გვცემს: 
8 

4=--) 8ც I 
-ჰ
| 

თ
 

კოეფიციენტების განსაზღვრის ასეთ მეთოდს გან უსაზღვრელი 

კოეფიციენტების მეთოდი ეწოდება. 

ჯბ+“-2X–-–6 
2. | >-55- ძჯX 

გავყოთ მრიცხველი მნიშვნელზე, გვექნება: 

21X–36 

ჯ–5X+6 

უბ L-2X–-6 21X–36 

| 2-556 #= | «++5 / + (2 ინ =5:+64 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოითვლება წინა ინტეგრზლის მსგავსად 

21X-36 4 , 8. 
(X-2)(X-3) X-2 #X-37 

X4+65+ 

აქედან 

: 21ჯ-–-36=7/4(ჯX-3)+8(X-–2) 

ჩავსვათ ამ ტოლობაში ჯერ 

X=2, შემდეგ X=3; 
გვექნება: 

4=-–-6, 8=27. 

31



"მაშასადამე, 

21X-36. .._ / 4 8 ,_ 
> ი ძX - / ი ძX + / 53 იX= 

(«+-–3) 
(;-- 2) 

  

=–6)100(X-2)+27 100 (X-–3)= 3100 +C 

ამრიგად, 

ეე“ (ჯ--ვ)? 
I 2-6“ =ფ3-+65ჯ4+3 10თ (C=21+C 

ძX 

წ. I 2- 50 

ერ“ ს ნს ”””=”=””ძ”თძთ6თს„„'ს– 
X(X-- 1)(X+–-4) X  X-–-1 IX+4 

აქედან 

1=4(Xჯ--1) (++ 4)-C 18: (X+ 4)+- 102: (X–-1) 

ჩავსვათ ამ ტოლობაში 

გვექნება: 

ძა: 4 8 · ა» _ 
I >-იC>ი= ( 26%+ /( ვ5:6%+ / ვ+- 

1 1 1 
ლ“ 100 ჯ +-გ-109 (0: 1)+ ეც 199 (X--4)== 

– 1 (X-– 1)? - (X+4) 

  

აქამდე ისეთ შემთხვევებს ვიხილავდით, როდესაც მნიშვნელის მამრავ– 

ლები ყველა პირველი ხარისხისაა და არც ერთი მათგანი არ მეორდება. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როდესაც მნიშვნელის მამრავლები ყველა 

პირველი ხარისხისაა და ზოგი მათგანი მეორდება. 

2X+1 
4. I > 

2X+1 _ 4 ხ C ჩ 

XXX-=1) ბპ 2 ს (+X=1)? ' ჯ=17 
32



აქედან 

2X-- 1= –4(«X–-1)1+ 8X(X-– 1)2+ CX2-+ )0X%X--1) 
ანუ 

2X+1=411--24X+ 4 + 80ელ--280ე+ 8X+ CI2-+ 71-12; 

8+ს=0, 4-28+C–-090=0 

–24+8=2, 4=1 

ამ სისტემის ამოხსნა მოგვცემს: 

4=1; 8=4, #)I=-–-4, C=3, 

ამრიგად, 

2X-1 27, “ 8 - C 
I >C ს» იX= წაით) – გარი+ | “ცილ 21+ 

ძX ძX 
+I/ > –” I. ბესი“ (>> 

#%.C     
  

განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც მნიშვნელი მეორე ხარისხის მამ– 

რავლებს შეიცავს, რომელთაგან არც ერთი არ მეორდება, მაგალითად, 

5 იჯ 

' 2:(12+-2X+ 2) 

ასეთ შემთხვევაში მოცემული წილადი ასე უნდა დავშალოთ მარტივ 

ელემენტებად: 
1 _4+ 8X+C 

ჯიმ 2XჯX+2) 22+2X-+-2  ? 

აქედან 

1 ==/9 (2::-–+-2X +-2)+(8X+ C) X ; 

1= 4:2+24:+24+8X + CX ; 

4+8=0, 24+C=შზ, 24=1. 

ამრიგად, 

· 1 1 4=უ-, 8=--, C6=-1 და 
8 
უ-ღ,ხ„ 

–––კუკაუ».-. კმუხუდიზი ბ. 33



„ რ“ _ (4). (/ 5+6 
XCX2+2X+2) |) ჯ““ ჯ1+-2X+2 

1 (49%. –2 9) _. XX. _ 
“2 9:15 2X= -ვ- 109 +“ - X2-+2ჯ>+2 

უ1+2X+2 

ორი უკანასკნელი ინტეგრალი, როგორც ვიცით, ასე გამოითვლება: 

ჯმX  _ XXVX (ჯ–1)ძჯ _ ჯ9ძჯ; 
ჯ2+2X+2 (X+1)1+1 2>?1+1 – უჯ? +1 

ძჯ; 1 : 
- ( 2=- 3-)ი-(” +1)-- მ1C თ -= –- 100 (:2+-2X+2) –– 

    

  

–2XC 10 (X+1). 

_ იჯ. _ ძ:: _ / ძჯ _ 
კპ+-2ჯ+2 ! (X+1)1+1 )/ 2+1 

=მIC 1ძყ ჯ==8IC 10 (X-C1) 
მაშასადამე, 

ძX 1 1 გ 
წ--- ლ =5 100 ჯX – 2 199 (X1--2X+2)+ 

1) 

1 
+-ე- 9610 (X+1) –– გმIC 10 (X+1) = 

=1) 2 1 CI0 L+1)+C <3 % >-2:+2) 2 -ი9(0:+1)+ 

27? +4 
6. I --თ-ი- ძX 

2ბ+4 4 ზს CX+I) 

უბპ(11-1) ჯ2 XX ჯ-1 7 

  

აქედან: · 

22+-4= 4 0-1)+8X62-1)+(C-+#) »"; 
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2)14+-4= 120 – ქ4+ 8ა51- ცI+- C1მ+12)X). 

8+-C=0, #+)0=2 –-8=0, –,7/=4. 

ამრიგად, 

4=-4, 8=0, C=0, #09=6 

2X24+4 CX+7 

/>C ჯ? (2-1). “+ -/ თრი / რ I-> 1 _ 

იჯ 4 Xჯ-1. --4/ 9 + |( :-ჯ;= „ +309 უღე+C 

შენიშვნა: მოცემული რაციონალური წილადი ასეთი გზითაც 

შეგვიძლიან დავშალოთ მარტივ ელემენტებად: 

და 

  

_ 294544 48 C  X#. 
ჯ?(X+1)(+-<-1) 1 XX . X-+-1 +X- 17 

პასუხს ერთსა და იმავეს მივიღებო, 

დავალება: გამოთვალეთ 

უქ ვ3 

(ჯ21–-2) (X7 5 7 

4X–+1 

(2X+3) (2 -+1) (ლ–: ვერ» 

  

მითითება: 

ჯ1--3 _ 4:+#ჯჩ + CX+_ 
(X1-– 2) («2+5) ჯ1შ8--2 #X-+-5 

და 

4X-+1 _ “4 8X+C აXX+L . 
  (23) 61+1) ცპ–3) 2X+3 ჯ2+1 ' ვ-3ი 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როდესაც მნიშვნელში შემავალი მე- 

ორე ხარისხის მამრავლები მეორდება. 

ძX 
7. / >» (7 ს 1)? 

მოცემული წილადი ასე დაიშლება;



1 _-4+ 8++C _ 0)X+ჩ . 
XC2+C1)2 X» (X27-17# 2?2+1 

აქედან ე 
1==,4(ჯ---1)1-CC8X-+-C) 1+(/11X-+ #8) (X71+1) X; 

1= 4X1+2//1 + 4 + 8X2-+ CX-+ 1)XI + 011 + 6X11+ სX 

4+#0=0, =0, 24+8+1=0; 

ამრიგად, 

4=1, =ლ=–-1, C=0, ნ–=-–1, L=0 

ძი _ (4კ., / 8+C ე, (M+8 ე _ 
X0X2C+1) | ჯ“ (2+1/“” დჟ46-1 “ი 

__ 
– ჯ (12?2–+-1)2 | ჯ-1. 

1 3 

ს 202+1) 

1 L 
ი. 100 2+-1“ C 

  

დავალება: შეამოწმეთ სწორად არის გამოთვლილი ინტეგრალი თუ არა. 

როდესაც რაციონალური წილადის მრიცხველი ერთს ეტოლება, ხოლო 

მნიშენელი კი შესდგება (X+-ი)” (X+ ს) სახის ხაზოვანი მამრავლებისგან, 

მაშინ წილადის მარტივ ელემენტებად დაშლის მაგიერ უფრო მიზანშე- 

წონილია (განსაკუთრებით, როდესაც # და #”# დიდი რიცავებია) 

X+Lძ _ _ სახის ჩასმა. 

იX 

8. მაგალითად, / == 3) 
აღვნიშნოთ 

აქედან 
  

ძუ _ ძ 

ღ>>..___ I 95->. 
ფდ-1/დ-2. )/ უ8(+-2)1-(X-2)..· 2(X-2)”



მაგრამ 

  

  

  

  

122 1 “2 4 __ =-4 ___ 

მაშასადამე 1 1--ჯ 2 1-ჯ , 
, ძჯ 

- / 8-C. == ი-თ ულ) ჯია 
ჯ-- 2)? 2 ( თ.(-- 

_ 1 დ. 1 |" Xჯ-) (X-1) _ 

ჯ–-2 

_ _ჯ–2 _ X–1 X–1 (X–-1)2 =-=- 3100 –– + +3 “ვ “5207 2? +C 
  

დავალება: შეამოწმეთ, სწორად არის გამოთვლილი ინტეგრალი თუ არა. 

9 ძX 

· (X–+ 113(X-–- 4)? 

მითითება: ეს ინტეგრალი გამოითვლება წინა ინტეგრალის მსგავსად. 

საჭიროა ასეთი ჩასმა: 

იX 
10. წლ (X+2)1 

მითითება: საჭიროა 22 ჩასმა. 
X+ 

Xჯ+1 _ _ 

ჯრ ბ 
  

ინტეგრალის ხელოვნური მეთოდით გამოთვლა 

2 X-–1 

IL ( გ–ალთ (X–1) (CLC2) “ 

  

  

    

  

2X-–-1 ჯ-1+X  _ X-–-1 + ჯ _ 

(-1)(ჯ+2) (-1)(+-2) (:-1)(X+2) ' (X-1)(++2) 

_ 1 X+2–-2 _ 1 + X+2 __ 2 _ 

I+2 (:-1)(X+-2) X+2 (:-1)((-2 (X–1)(X+2) _ 

_ 1 1 2 X4+2-(ჯ-1) _ 1, _1 
1IრI+2 ჯ–-1 3 (X-–-1)(X+2) X+2 X-1 

2 ჯ+2 12 X–-1 _ 1 _ 1 

“3 ' X«–1)(X+4+2) 3  («-1)(X+-<-2) X+2 +XI-1 

2 2 5 1 
  

“3C-1) 3(+-+2) 3(X+2) 3(X-=1). 
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ამრიგად, 

2X--1 ქალ. _იX+. 1 _ძიჯ – 

(X-1)(X+2) “8 XჯX-2 3 X-1.. 

=+- I09 I(X+-2)” · (X-–-1)1+-C 

  

დავალება: მოცემული ინტეგრალი ხელოვნური: წესით არის გამოთვ- 

ლილი, გამოთვალეთ იგიეე ინტეგრალი განუსაზღვრელი კოეფიციენტების 

მეთოდით (რაც. წილადის მარტიგ ელემენტებად დაშლა) და შეადარეთ, 

რომელია მოკლე და მარჯეე გზა. 

12. გამოთვალეთ ხელოვნური წესით: 

XჯX+2 ძა: 4XიძX 

(X+3)(X-4) “”? (X--5) (++2) 

ალგებრული ნაწილის ბამოყო ფა 
I 

რაციონალური წილადის ინტეგრაცია შესაძლებელია სხვა გზითაც. მა–- 
გალითად, 

(1) _ და. "ჩიე · 
| + ცე. #X= სცე + 0“) ძX. 

სადაც 

% (2). LჯLL(Cა. 
ბო“ 0( 

აგრეთვე რაციონალური წილადებია. 

#(ი9 _ 
დი 

ეწოდება ინტეგრალის ალგებრული ნაწილი. ს (X) წარმოადგენს #L(Xჯ) და 

#VC>)-ს უდიდეს საერთო გამყოფს, ხოლო 0 (1) კი არის ნაწილადი, რო– 

მელიც მიღებულია # (X) ის 0 (1)-ზე გაყოფით. «(1) და #(2)-ს ხარისხის 

მაჩვენებლები ერთი ერთეულით ნაკლებია დ (X) და C (X)-ს მაჩვენებლებზე. 

ავიღოთ ასეთი ინტეგრალი: 

X+2 
13. (ლათ (X=-3)? იX · 

ამ შემთხვევაში: 

IC6C0)=(X1+1) (X -– 3)? ; 2 

L Cე=(X-3)+2(X+1) (X-–3); ს ()=X-–-3; (2(X)=(X+1) (X-––3). 
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ამრიგად, 

/ X+2 ი0X= 4, 8++C ძი;   
(X+1) (X-– 3)? ჯ–3 («++1) (X–3) 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

2 __ 4 _ჰ_ Lს8MX+C _ 
(X+1) (X–3)ბ  ““ (L-=3" C(+1) C–3)? 

აქედან, თუ გავაერთმნიშვნელოვანებთ და ორივე მხარეზე მდგომ ტოლი 

ხარისხების კოეფიციენტებს ერთმანეთს გავუტოლებთ, მივიღებთ: 

8=0; 6–=4-38=1; – 4-36=0; 4=-+ 8=0; C=+. 

მაშასადამე, 

X+2 -_ 3 1 ”X 
(X+1) (:–3)24X = – აი-3+# /. (X-- 1) (L-–3) 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოითვლება მარტივ ელემენტებად დაშლის 

საშუალებით, ე. ი. 

1 _ 4 + 8 

(X++1)(X–- ვ) ჯ+I! 27-37 
  

აქედან 

/ _ძჯ __ 1 /ძ.: 1 (იი _1. 2-3 
I C+1)X-3 4 / X+1 4 / X-3. 4 3-1" 

ამრიგად, 

X+2 მ. “31 ეუ +436 (:+1) (+–=3?““  4(+-3) 16 9 X+1.“ 

4XძX #X+ 8 / CX+X = + 
(1?-4X+5) ჯ2-–4X+5 ჯბ–-4ჯ;+5 

    

  

14. ძჯX   

გავადიფერენციოთ: 

42= „4 (X?-–-4X+ 5) – (4X+-8) (2X-– 4)+ (CX +–– IL) · (2:1–4X+5); 

აქედან 

=4; 8=-–-10; C=0; #)=4. 
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ამრიგად, 

4XძX _ 4ჯ;–10 - +4 _ ძX 

(ჯ1--4X4+ 5) ჯ2--4X+5 ჯ--4X+5 

უკანასკნელი ინტეგრალის გამოსათვლელად მიიღეთ X–--2=ჯ 2 აღნიშვნა. 

და დაიყვანეთ ბოლომდე. 

ჯა 2 _ #+ჩ CIბ1+ეX+X# 
(+=1) (2+1) “” X2+1 (X– 1) (X2+1) 
  

გავადიფერენციოთ: 

X-–-2=/4 (:–1) (224+1)--2X(X–1) (#9X+.8)+ (CX2 + 1X+ #) (X1+1), 

აქედან 
· =0.: = პ „.მ I. 1 -: C=0; =-„; I= 1 

>
 ) 

4=-: ხ=- 

ამრიგად, | 3 ; 
3 

/ ეუუ„ჟგ„_„>__–.... I “აქ , 
(L-1) 02417 წ 2+1 "ე (1-1) 62+1) 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოითვლება მარტივ ელემენტებად დაშლის. 

საშუალებით, ე. ი. 

  

3;-5- 4 8X+C 

(X–1) (ჯ? +1) 1 ჯ2+1 
დაიყვანეთ ბოლომდე. 

დავალება: შემდეგი ინტეგრალები გამოთვალეთ ალგებრული ნაწილის. 

გამოყოფით: 

ჯ–5 2X+3 
გ) ' 23 (X=2) ძ%X; ხ) წ--–- C+I““ 

2X+1 ძჯ: ძ) 3XძX 
(21-– 2X+10)7 ““ ? ჯ? (X2-–+9)? 

სავარშბბიფო 
ა 

ძX ჯX–5 16. იელი _იობ 
6 I= –4ჯ 17. / ჯ?+3ჯ ძX 

ძX X+2 

18, (X–3)(X+5). 19. / (X–4) (X+6) იX 

 



20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

30. 

31. 

32. 

33. 

ჯ?–3 ძჯ 

X2+4Xჯ+3 

ჯ91-L4 

I > თი რ? 

2X-–1 

(ფარ 
3X+- 4 _ 

(«<+2) (X2-–9) 

X9-+2X–1 ძ 

XC2C-1).““ 

_ 5ი%X._ _ 
X7(2X+3) 

ჯX–-6 · 

/ უფლებ 
22ჯ98--4 

I >>> ძX 

ჯ1+8 

| ცაი“ 

/ 
3X2--1 

ჯ? (X2+6X+9) 

47“ –3 _ ძ 
33(2;+1)““ 

/ წა 

ქ 25057 

Xჯ+5 

უჯ" 3246 3ჯ--1 

პXძჯX 

ჯ პლ მ-#X+1. 

2Xჯ+1 
ი7X 

+ 5X7+6ჯ? 

ძX 

ძიX 

  
–6 34, საე იი 

/ ებ 2X-X-+2 ძX 

X–-2 
35, I 26 ი: (64 

2X09X 

(:1+3X-+- 2)? 

XჯX–-4 
37. შმეი “ ML 

I» +395 მემე: ბ 

ესე ჯ-1 · 
38. –– ალა #/ჯX 

/ თეი 

მითითება: მრიცხველი დაშა– 

36. 

ლეთ მამრავლებად და მოახდინეთ 

შეკვეცა. 

მითითება: მოახდინეთ შეკვეცა. 

40. / ო. 

41. / 2 ფრი 

42. / ანე რ 

რ. / ფენაა) 
44. / ა -რ 

45. / 36   
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ძჯX 

45. (ო 

ძX 47. I 5 · 

მითითება: X1+1=:X+2X + 

+1 –2ა: 

იX 
48. / 2622)! 

49 _ ძა _ 
' ქვე 2 

მითითება: 1-2 2=1X0შე+ 

-–2ექლ-X1--2 

ძია 

50. / გმეიიი1. 
«. 

მითითება: უშ ვშ+--1=X)-+ 

–-2X2?-+1 --ჯ? 

21:-–+1 

5). / “9-2-+1 

მითითება: X1--2-+-1 =Xჯ1-+ 

+2X+1–-3ჯ2 

იX 

2X-–-4 · 
52. “62+4X-+5) ძX 

X+5 
იX 

V. ირაციონალური ალბებტრული ფუნქციის ინტებრაცია 
(რაციონალიზაცია) 

როგორც ზემოთაც ვნახეთ (ჩასმის ხერხის განხილვის დოოს), როდე- 

საც გვაქვს ირაციონალური ალგებრული ფუნქცია, ე. ი. ისეთი ფუნქცია, 

რომელიც რადიკალებს შეიცავს , მაშინ აღნიშნული ჩასმის საშუალებით 

(ახალი ცვლადის შემოყვანა) შესაძლებელია მოცემულ ფუნქციას რაციო- 

ნალური სახე მივსცეთ. (რა' თქმა უნდა, ასეთი სახის მიცემა ყოველთვის 

არ არის შესაძლებელი). 

ამრიგად, ახალი ცვლადის შემოყვანით ზოგიერთ შემთხვევაში შესაძლე- 

ბელია ირაციონალური ფუნქცია რაციონალურად გარდავქმნათ. ინტეგრა– 

ლის გამოთვლის ასეთ წესს რაციონალიზაცია ეწოდება. 

  1. (952 ძა; 
VX - 

აღვნიშნოთ 

აქედან 

2=ჯ, 

ძX=6ჯ იჯ 

" რიდიკალქვეშ ცვლადია ნაგულისხმევი 
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შენიშვნა: ჯ=ჯ" ჩასმაში ჯ-ის ხარისხის მაჩვენებელი მოცემული 

რადიკლების მაჩვენებელთა უმცირეს ჯერადს წარმოადგენს. 

1 1 
.-4 3 

გუ;:8ე ––ჯ 
2. _ “იძ 

-?. 5. 
.9 8 2 4+Xჯ 

აღვნიშნოთ 2=ჯ1, 

აქედან 

ძ>X=12:'! იძ» 

1 1 1+ 1 
85 აჯ უჭ?) მ _ (უჭ?) ბ კ– = 

ჯმ? ჯვ. (- 12)? +, ცა. 

1–ჯ -?/ ფურ 
დაიყვანეთ ბოლომდე ეს ინტეგრალი. 

მითითება: --დან ჯ-ზე გადასასვლელად გვაქვს 

1 

- 12 

    

2-“X 

/ X / 2–V3+-–5ძ» 

აღვნიშნოთ 

V2 79 1 =C 
აქედან 

დ 42+9 4 
X=2> 3. + იX=-- 3 (2 22) ძ> 

I' V2– V3+-=5 ძ»X= -5 | 6“ –4:74+9) (2>-–2ჯ) ძ; 
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დაიყვანეთ ბოლომდე. 

_ მძ 
V 2?2+ი 

მივიღოთ ასეთი. აღნიშვნა: 
–-- 

ჯ+V 21+ი=ჯ 

  

  

აქედან 

უღ. ჯ.+ძ –აა- თ2+ 
_რ_ “ -= 46 "7. 3 =4 X= 2 ძა: 2> იუ V:2+ი 2ჯ 

ჯდვ+-ი ძ: 

. იჯ ” 2ჯ? |% ს. 
–----= (5-5 -= | -“.=100 ჯ= 100(1+V 2-0 )+C 

I:>- I>2- 2 82 109 (X+V 2?2+04)4+C. 

2ჯ 

ასევე გვექნება: 

. _იX – =100(X+IV X?-L ი?) + C. 
- - 

ააა · 

იგივე ინტეჯრალი ასეც შეგვიძლიან გამოვთვალოთ: 

  

V Xწ+ძ =ჯ, ჯბ+-ი=ჯ? X0X=ჯიძჯ; 

უკანასკნელი ტოლობიდან დავწერთ პროპოოციას: 

ძX __ ძ» 

ჯ ჯ 

აქედან პროპორციის თვისების ძალით 

ძX _ ძX++ძ _ ი(X+უ) 
2 - X+1 – X+ჯ : 

ამრიგად, 

“ ძჯ» ძჯ ძ(X+27) 
„ა'ეაეღეაეაეა.= –“= –-–--–=00(4+-2)= 

| V X+ი I ჯ I X+1 CXX 

=100 (X--I/ X2+ი )+ C. 

მიღებული შედეგით უნდა ვისარგებლოთ, როგორც ფორმულით, მა– 

გალითად: 
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იX == /. ძ(X–1) __ _ რ. > 

I7>>-> M(X–-1)?+1 V >+1 

= 100(ჯ+ V 2: +1 )=10ძ6 (ჯ –1+ IL” (+L-–-1)1+-1 )= 

=IC0 (+ –– 1+ I 1+- 22 )1+C. 

აგრეთვე, 

ძუ. 1 _ ძ(პჯ) _ 1 ძ: 

/#9–-2+5 3.) V(3:7+5 3 / + I2+5 - 

1 · 1 ა 
=-ვ109 (++ V 2?+5)= 3. 106 13V+ + |/90+5)+C. 

  

დავალება: გამოთვალეთ ანალოგიურად 

  

  

_. ძX _... “_ · IX 

ეგოკოლიიი- #2 6»-+13 

__ ი: ___. _ _იX _ 
1 X2--2X+3. #25:2-–-3. 

/ #2 + თ: 

მივიღოთ აღნიშვნა: 

X+V X2+ი0? =უ, 

აქედან 
_ -. ე! 80 -9 ე მ 

ჯC- +646 , ძა=-ბ 5“ 2 7:04 = %ი-- 
2: 2; 2: 

ავეეაი გ აა ღლ+-ი” 1 210-> 2 

/( V2+2 ი2:= / – 2“ “2; ღვი ი:= 4 / (ღ+:0 4 
.. “ დ. “ 

1 C _ ქ 

ვ 2 + 2 196:- გუ ლ ვვი+“ გ .109 := 

ს”! ჯ3+ი? უა? ც? 1 – 
5.2 “ბაალის ს 1002-:= 2: 1 2136-7272 + 

22 2: 2 +-2 

+%. 100 (X + VX2+ი?) +C. 
 



ძა: 
6. –,, დაუდია. 

X-+Vჯ?2-+1 

წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი გავამრავლოთ მნიშვნელის შეუღ- 

ლებულ სიდიდეზე 

1 «-V2-+1 =–Xჯ+4+VMV ჯ2-+1 
X+V202+1 “ (X+V2-+1 +1)(X-–-V>X2+1) 
  

  

ამრიგად, 

ძX 
== =- ი1X + ბL-1 ძX= 

I=75- IL. ” I VI 

ჯე 
=-2+ |) ჯ+-1ძჯ 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოთვალეთ წინა ამოცანის თანახმად. 

როდესაც წილადის მრიცხველში მხოლოდ Xი9X გვაქვს და მნიშვნელს 

აქვს (2?–-+ი) V 4X2+C სახე, მაშინ მიზანშეწონილია ასეთი აღნიშვნა: 

2 Xჯ7=3) 

მაგალითად, 

7 XV0X _ __ 

(22+3) / 2-6. 

აღვნიშნოთ 

უქ =1, 

აქედენ 

ჯ ძა=% 

I == ჯ 0): 1. 

(X1+3)V ;2 =6. > I => –6 

აღგნიშნოთ ახლა 

აქედან 

მაშასადამე, 
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  1 / _ #  _ 1 ( 2” _ / ძე _ 
2 I (/+3)/ჯ-6. 2 / (1+9 / 2+9 

V –6 1 2-.6 

1 1ძ #70 _ -კ-მI6 10 #V> -?მ,C 

იმ შემთხვევაში როდესაც მრიცხველი მხოლოდ ძიძX შეიცავს, ხოლო 

მნიშვნელს კი აქვს 

002+ი)V #:1+C 

სახე, მაშინ მიზანშეწონილია უარყოფითი მაჩვენებლის შემოყვანა, მაგა–- 

ლითად, 

8 ' ძჯ 

' (22 -–– 15)1/ X–2+1. 

მოცემული წილადი ასე გარდაექმნათ: 

  1 _ 1 _ ჯ.ბ _ 
60-15)/ 2+1 L (1-4 )» # 1 +-% (1--15ჯ-2) V 1+Xჯ=2 

ავღნიშნოთ 

Xჯ 2=3) 

აქედან 
ჯ ზძაულ= ი. 

  

ძX _ ჯ მძX. _ 

02-15) მ%+1 ./ (1-15ჯ“2)V 1 -+-ჯ-2 

1 ____ 
2 (1– 15))/ 1+7 

აღვნიშნოთ ახლა 

V 1+7» =ღ 

ძუც=2ჯძღა X=ჯ-1. 

აეაეეე_3___. 
2 / (1-15)) V 1+7 2 / (1-15(2-–1))> 157 --16 

უკანასკნელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე, ამისთვის გაიხსენეთ, 

როგორ გამოითვლება 

აქედან 
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იX 
I -უ- > ინტეგრალი. 

ეილერის (წნსI6») ჩასმა 

ეილერის ჩასმით შესაძლებელია, საერთოდ, 

1 /(5VM22+8:+-C)ძიX 

სახის ინტეგრალის გამოთვლა (სადაც /#/ რაციონალური ფუნქციის ნიშა- 

ნია), მაგრამ ხშირად ასეთი ჩასმის შედეგად რთულსა და მოსაწყენ კომბი– 

ნაციებთან გვაქვს საქმე, რის გამოც ინტეგრალის გამოთვლა სხვა უფრო 

მარჯვე და მოხდენილი ხერხებით წარმოებს. როგორც წინასიტყვაობაშიც 

აღვნიშნეთ, ეილერის ჩასმა უფრო მაშინ არის მოხერხებული, როდესაც 

მოიცხველში ძი1; გვაქვს და მნიშვნელში V 4X-+-8X+C სახის რადიკალი. 

I. როდესაც 4>0, მაშინ 

I 42C+8:+C 2+ ჯ VI. პირველი ჩასმა. 

აქედა§ 

4ძეტ+-8X+C=(ჯ+ XV 21 )3: 

8X+C=::1+27 XM/ 4 (ა) 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

სიძ+=შ?ჯძა-+-2: / 4 ძ»+-2XV 4 ძ:; 

აქედან 
“ იჯ 2ძ> 

ჯ+-XV 4 ” ს-2ჯ 8-2უ/ 4 4 

ამრიგად, 

ს”“”შ”'"””"'”” ”·”' ძ: = ძ» 

| V 4#22:+-8X-+C. L ჯ-XV 29. 8–2:V 4. 

შენიშვნა: ჯ-ის მნიშვნელობა მოიძებნება (ა)-დან 

  

_ 482-6_ 
8+2ჯ V 4 

  

% შეიძლება აგრეთვე ჯ“- ჯ I/ 4. 
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I, როდესაც C>9, მაშინ 

' 4X2XნC-+სა+C =:X+ VC მეორე ჩასმა. 

„აქედან 
4 +8:+C=(:X+ 7 C)?; 

41:4+8=უ:1%14+2; VC (ბ) 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

4იძალ=უძX+-2:X0ძ:+2 IC #/უ 

  

აქედან 

__ძX  _ 2ძ-» 

2L++VC მედ 

ამრიგად, 

_ ძუ _ _ ძიX. _ ძ2 

/ მC+სხ--C ) >+X/C ქ) 4- 
შენიშვნა: (ბ)-დან მოვძებნით 

„__ 2:/C–- 8 
1ჯ1=-+ 

4-ჯ 

III. როდესაც ერთდროულად 4<0 და C<90, მაშინ 

  

V 4:2:+8X+C =V 4 (X–-თ) (X+–8) =:(X-–-თ7) 

ან, სულ ერთია, ჯ(Xჯ-–-8). მესამე ჩასმა. 

აქედან 
4(+-–-თ) (X-–-–3)=:? (+X-–თ)?; 

40-8=ლC-ი თ) 
იავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

40X=2:Xძუ:ბზძხXნ-2:თძ 

აქედან 
ძ: __ 2ძჯ 

ჯთ-თ 4-ჯ/ 
ამოიგად, 

  

ძ» _ ”/7 ძ+« ა / “ 
V #4X+81:1+C | 2(ჯ-ფთ) 44-ე 

4. უმაღლესი მათემატიკის პოაქტიკუმი.



აქედან 

შენიშვნა: (გ)-დან გვაქვს საჭირო შემთხვევისთვის 

„40-22 ვ 4- > 

საერთო შენიშვნა: როდესაც ერთდროულად 4>0 და C>09, 

მაშინ I ან II ჩასმის შერჩევა ჩვენზეა დამოკიდებული (ამ ორი ჩასმი– 

დან ჩვენი ნებით შეგვიძლიან ერთერთი ავირჩიოთ). ასეთ შემთხვე– 

ვაში სხვადასხვა ჩასმით მიღებული პასუხები ხშირად გარეგანი გა–- 

მოსახვით ერთნაირი არ არის, მაგრამ, როგორც ზემოთაც -აღვნიშ– 

ნეთ, საკმარისია ეს ორი სხვადასხვა შედეგი გავაწარმოოთ, რომ 

ეოთიდაიმავე ინტეგრალქვეშ მდგომი ფუნქცია მივიღოთ. 

მესამე ჩასმა მხოლოდ მაშინ არის საჭირო, როდესაც ეოთდრო- 

ულად 1<0 და C<0, ოღონდ ამ შემთხვევაში რადიკალქვეშ მდგომი - 

კეადრატული სამწევრი უსათუოდ უნდა ნამდვილ მამრავლებად იშ- 

ლებოდეს, ე. ი. 

4მაქ+8IL+ C=0 

განტოლებას ორი ნამდვილი და სხვადასხვა ფესვი უნდა ჰქონდეს. 

მესამე ჩასმა გამოიყენება მაშინაც, როდესაც 42>0 ან C>90 

(პირველი ორი შემთხვევა), თუ რადიკალქვეშ მდგომი კვადრატული· 

სამწევრი ნამდვილ მამრავლებად იშლება. (ხოგიერთ სახელმძღვანე- 

ლოში შესამე ჩასმას“ მეორე ეწოდება და შებრუნებით. ამას არსებითი 

მნიშვნელობა არ აქვს), 

_ _ ძჯ 

V#92+3:+4 

აქ ერთდროულად 

C=4>0. 

მოვიმარჯვოთ ჯერ პირველი ჩასმა. 

V92 +3X+4 =ჯ:+XV9 =ჯ+3+ (ა) 

აქედან: 
9724+3X-+-4=2?1+67X-9X1; 

3X+-4=ჯ2+6ჯX (ბ) 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

პძX=2;ძ·:+6ჯ70ძX+6Xძ;, 

ძX _. 2ძ:_ 

+383 3-6) 
  

ს
 

5–. (2



_ ძი _ / ძიX._ 2 –>. 

)/91+32-+4. უჯ-3; 3 1-2: 3. 00 (1-–2>)= 

1 ჯ უვეაფვა-- = ==“ – 2V92C-+3X+4 --6X)+ C. – / 

  

(ჯ-ის მნიშვნელობა ჩასმულია (ა)–დან). 
იგივე ინტეგრალი საერთო წესით ასე გამოითვლება: (ბ)–-დან დავს-, 

წერთ: 

  

  

    

  

  

22 4 

=4 
+“ 3 6 

აქედან 
_ –2ქტ+27-8 

რა=–3ც გუ! “+ 

· –2ჯ7+27-8 „- 2; +-2ჯ-8 

/ _ 21. - წI “30-22 %+ | “30-26 
“” V9X+3X+4 ჯივვ თ ოაფლელვლეი 

ვ+3. 3-6 

L2 ძლ L 
“3 1-2ჯ 

მოცემული ინტეგრალისთვის მოვიხმაროთ ახლა მეორე ჩასმა: 

M/9X?-+-3X+4 =ჯX +V4 =ჯX+2 

9:?–+3X+4=(ჯXX+2)ბპ=ჯ7.X1+47X+4; 

9;+3=წ7X-+-ძ4ჯ 

გავადიფერენციოთ: 

90X==2ჯX0ჯ + ჯმ ძX-+ 4ძჯ, 
აქედან 

იX 2ძ2 
თ+2 5-ღ 

ამრიგად, 

  

ძX ძჯ»X “X 1 ჯ+3 
= =2 გ=-“-=---)10ძ _––-= 

#92:+3X+4 ჯX+2 მ? პ “11-პ 
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დავალება: შეამოწმეთ ორივე შემთხვევაში ინტეგრალი სწორად არის 

ფამოთვლილი თუ არა. 

10, _– _ძტ___ 

V-2+5:-6 – 

აქ საჭიროა მესამე ჩასმა: 

#M –4+5ჯ;-6 =V –C-2)(X-3) =:(+-2), 

  

  

აქედან 
–(-2)(X-3)= თ? (+-–-2)73; 

–;4–-პ=21%1-22 

გავადიფერენციოთ 

–ძ:ლ=21ძიX--+-2ჯXძ:-–-4:ძ;:, 
აქედან 

ძX _ _ 2ძჯ; 

ჯ(-20 1+ჯ 

იძX ძX " ძ- 

ააა = =-–-2 ა =-28CI0 >2= 
I _ეელ.6-5ჯ–-6 I-C» I 1+1ჯ 94 

–აეე'ე'---–––-–––––--–_ 

=- 2 IX-2) დ-3) _ – 286 / --1+6 
ჯ–2 ჯ–2 

11 _ იჯ _ 
„I V2:-3ჯ 

მოვიხმაროთ პირველი ჩასმა: 

  

  

V X”–-3X ==<2-+1:; ჯმ ვ3;ლ=:?4+-22 X-+127; 

–პჯლუბ+- 2: X, 

გავადიფერენციოთ 

–პძულ2ჯძ:+2:ძ2:+2Xძ> 

აქედან 

ძა __ 2ძღ. 
2+Xჯ 3-+-2> 

    ძჯ _ ძ; _ ძუ _ სა 

=–100(3+2 V 2-–3X – 2X)+C 
  

იგივე ინტეგრალი გამოვთვალოთ მესამე ჩასმით. 

VMX(X-–-3) =ჯ(X--3), 
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აქედან : 

X(X--3)=უ2 (;-–– 3); 

ჯ= ჯმ ჯ--3უ:1; 

ძალ ძჯა2უ1ძ:--6:ძ;, 

აქედან 
“X 2ძ> 

<C=3) 1-ჯა 
IX წჩ4 > 2+1 

ლეევღეებელლლ= _–ააეა–-=2 აი თ1 =1 4“ = 

I» 211-- 3ჯ I-C წწ 99 ჯ-1 

ჯ 
–+1 M > 

=)0ძ0 (-----) +0C- 

ჯ 

M/ -- –1 

დავალება: იგივე ინტეგრალი გამოთვალეთ მესამე ჩასმით, ოღონდ 

მიიღეთ აღნიშვნა: 

      

  

  

  

VX («–3) =2X, 

12 ჩა 

ჯ I/ 81-47+1 

აღვნიშნოთ 

1 
X=- : 

აქედან ა 

ძX= _ %. 
C 

4. 
–უ–კუკუ3კ_3კ+------____-_-_ 

XVI 22–-4X-+1 პე/ბეტ4+. M ?–-4:-+-1 
ჯ = 24 

უკანასკნელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე და მიღებულ შედეგში 

1 
ჩასვით >=–. 

ჯ 

რედუქციის მეთოდი 

2:-6X+2 
13. ““  “ # 

/ V X2-–2ჯX+8 
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ეს ინტეგრალი რედუქციის მეთოდით (ამ მეთოდს სხვანაირად ალგე– 

ბრული ნაწილის გამოყოფა ეწოდება) ასე გამოითვლება: შედგენილ უნდა 

იქნას ასეთი ტოლობა: 

2 _-921+2 ა=(/X+ 8IV 2 2 2X+8 + __ 49 _ (ა) 
V 1:-–-21+-8 V X1-–-2X+8 
  

მარჯვენა მხარეზე რადიკალთან მდგომი მამრავლის უმაღლესი წევრის ხა- 

რისხის მაჩვენებელი ერთით ნაკლებია, ვიდრე მოცემული წილადის მრიც- 

ხველის უმაღლესი წვერის ხარისხის მაჩვენებელი. (მრიცხველში რომ 

ვექ– 222+1 

გვქონოდა, მაშინ ეს მამრავლი ასე დაიწერებოდა: 

#1 +- #37 +C2:+7)). 

გავადიფერენციოთ ასლა (ა| იგივობის ორივე მიარე: 

2-6; 
_X -=6+2 გაცე. 2%:2 , #/20-2:+8 + 

V X-–-2X+8 2/ 3-–2X+8 

#» 
“7 2--2X+8 

აქედან გაერთმნიშვნელოვანების შემდეგ გვექნება: 

171-–6X4-2=(1X+ 78) (X-- 1)+ 4 (121-–21+8)+7# 

ანუ 

1?8--6:4+2=2)1-371:+68+831-–-8+ს 

რადგან ჩვენ იგივობა გვაქვს, ამიტომ კოეფიციენტების შედარების 

თანახმად: 

24=1, – 34+-8=-–-6, 841-8+10=2, 

აქედან 

1 1 1 
=ი ) 8=-–-42-) =-6>- 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)-ში 

ქეღ6:4+2 
ღედ _ 41 |/ 22--2:+8 -6-- 
I/ 15--2ჯ+8 => ჯ 4 :) ? X | 7=5=> 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოთვალეთ ეილერის ერთ-ერთი (L ან IV 

ჩასმით. 

მოცემული ინტეგოალი გამოვთვალოთ ახლა ზოგადი მეთოდით. ეილე– 

რის პირველი ჩასმის თანახმად: 

V X-2X+8 =:-2, 

54



აქედან 

  

ჯვ? -8 > ულ2: –8 =1... = = ჯ 2-2“ (#(X= -2(-- 11 ი > 

2 რ. _ - 1 -61+2 ი: (L- : 2: 2. „ 21=2%+8 => V X2-–-2X+8 “2C=11- 
1 2-2 

1 ქე 120+4ჯ 1+-80ჯ; –24 =+- ტეა. “იენ. – -–ი;. დაიყვანეთ ბოლომდე. 

> 2 
” 9 _ მა: ხ) „ა 20%. 

1 უზ 4«-+1 V (მ ჯ-3 

“ 3 V- 4 
C) _–. ს 4“ : ძ) _ 21 --X-4 

// 95--5:=2. V 2:+63X-2 

მითითება: მესამე ინტეგრალის მრიცხველის (X-ის) ხარისხის მაჩვენე- 

ბელი ერთს ეტოლება, ამიტომ მარჯვენა მხარეზე რადიკალთან მდგომი 

მამრავლი მხოლოდ „I იქნება. 

შენიშვნა: მესამე ინტეგრალი ხელოვნური წესით ასე გამო- 

  

ითვლება: 

ჯ _ 2+-5+5 _ 2-5 5 
ბ 5-2 2კებ-5ს-2 25-52 2I/X:-5X-2 

ამოიგად, 

XVX ი -=. _ 2-5 _ 5. _ /X-+C 5 · იჯ . 

V 3მ-5ჯ-2. V –-51–2 2 V X-–- 5X-–-2 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოითვლება ეილერის ჩასმით, ხოლო 

_ 2-5 _ რ- /. (2ლ--5- 2). აიი ფ-2- ( C< I4- 
I თმ –- 5-2 

„აქედან მოცემული ინტეგრალის ბოლომდე დაყვანა უკვე ადვილია.



დავალება: გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

ძჯ #X _ 
5 : ხ – 

ბ I 171V 12+3X–5 ) (89 –6 

ძნ _ ძ) _ძჯ_  _ 
(X- 3) VXI-2 –=2:-3. (X-+1)? V 28-–- ჯ-–1. 

მითითება: პირველი ორი ინტეგრალისთვის მიიღეთ 

    

      

ჯ= აღნიშვნა, მესამისთვის ჯ-3= + და მეოთხისთვის X+1 =-. - 
4“ ბ. “ 

14 „“ ი: 
(X2?2-––5::+6)1“ X2–+3Xჯ- 10 

დავშალოთ მარტივ ელემენტებად: 

_ ქე) 1 _ 4 , #_ 
_–ეაე__-----... 

  

    

აქედან 
1=/4(ჯ–-3)+8(;--2); I=-–1 და 8=1 

მაშასადამე, _ ი: _ == –_ 402 _ 
(1?1-–5+6) V/1:7+3Xჯ–10 (+--2)! 2 C3:- 10. 

_ მრ6 _ _ / #ძ. _ 
(X–3)V+3Xჯ–10 ' (X-2)VX+3X-10 

იჯ 
– ეეე ეელლელლლა= 

IC 3)V 27 +-3X--10 

უკანასკნელი ინტეგრალები გამოითვლება წინა დავალების ანალო- 

გიურად. 

(“- ძ: , 

მიიღებთ | --7>-- და – 78-59 ინტეგრალებს, რომლე--   

ბიც ადვილად დაიყვანება ბოლომდე. 

15. _ _ ძი 

(00რ+X+1) 1 V>X2-+ I. 

რადიკალთან მდგომი კვ. სამწევრი არ იშლება ნამდვილ მამრავლებად,. 

ამიტომ აქ საჭიროა ასეთი ჩასმა: 
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ი- :+ს 

უ21 > 

სადაც ი და ს ჯერჯერობით განუსაზღვრელი სიდიდეებია. ამ ჩასმის სა– 

შუალებით მოცემული წილადის მნიშვნელი ისეთ მნიშვნელზე მიიყვანება, 
რომელიც არ შეიცავს პირველი ხარისხის ცვლადს. (ამ ჩასმის საშუალებიდ 

შესაძლებელია აგრეთვე წინა სახის ინტეგრალის გ:მოთვლა). 

ი–ს 
სალა შუ 

2 (ი”+ი+1) 2 +(2ი0ხ+0+ხ+2) > > L+ხზ1-+-ს+1 

ჯუ? –1X--1=-–
-- -2+-0+42)ჯ+სხ+ს

+-1 

(1-+-უ? 

ვ?2+1= (თ? +1) 7? +(2ძს+2) ღ+ხ1+1 

(1+უ2? 

გავუტოლოთ ახლა ;-ის კოეფიციენტები ნულს: 

2ის--+სხ+2=0 და 2ის+2=0 

აქედან, თუ ამ ორ განტოლებას შეთავსებით ამოვზსნით, გვექნება: 

  

ი=–1, 0=1. 

მაშასადამე, 

უ7+3 2::+-2 2ძღ 
3 – ასა . .. 8 = XX --- - "ია. ჯ 4+24+1=05უ: : X2-+1 02 # და «V/» 1 -ევ 

_ _ 2ძღ _ 
_-–-წ 

ხანი VII. 1  2+2 1, 22+2. 
(1+უ?! (146 უ? 

_ _ («+-1))ძი: 

- –უ> (22+3) V>2+1. ს, 

უკანასკნელი ინტეგრალის გამოთვლა ჩვენთვის უკვე ცნობილია. დაი– 

ყვანეთ ბოლომდე თანახმად 7 და 8 ამოცანებისა. 

დავალება: გამოთვალეთ ანალოგიურად 

(2X-–3) ძX 

(60+21:-+4) V 422 +-4X+ 13. 

16. | /4+2-2 ძა 

+ მართალია, მოცემული ინტეგრალი ეილერის ჩასმითაც შეიძლება გამოითვალოს 

მაგრამ მაშინ რთული გარდაქმნების წარმოება დაგევირდება. 
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ეილერის პირველი ჩასმის თანახმად, 

ი„--- ი 
I 1271+-2X--2=:–-2, 

აქედან 

2+2 დ? +-2:--2 
X= 

> .2>--2 
ჭა ” .-- -. 1” + 1-4 2 2+2: ი» ძ: ტე. ი ბ - 2 - 2-- –- 

20 + “ბ: 29021 2=--22- 

ჩავსვით ეს მნიშვნელობანი და დაიყვანეთ ბოლომდე. 

მეორე ხერხი: ირაციონალობა ჩავიტანოთ მნიშვნელში, რისთვისაც 

მოცემული რადიკალი უნდა გავამრავლოთ და გავყოთ ამავე რადიკალზე, 

გვექნება: 

„აა –_.- ი, კ. 
CV ჯ? +–-2L-2 “X = 2. 1:21--2 _ “X 

, I 14+2XჯX-–-2 

უკანას .ზელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე მე-13 ამოცანის ანა–- 
; 

ლობი ოოად · 

აბელის (ხი!) ჩახმა 

მართალია, აბელის ჩასმით შესაძლებელია, საერთოდ, 

/ / (XV 422+ ++ C) ი 

სახის ინტეგრალის გამოთვლა, მაგრამ პრაქტიკაში ამ ჩასმით ჩვეულებრივ 

_- რუ _ 
2-8 649 

სახის ინტეგრალი გამოითვლება, აღვნიშნოთ 

#22-M--6=. 6) 
გვექნება: 

„ ირი ( ი _// სც +. „ა 
I0=>= ლა I 25 – | ” (ბ) 

გავაწარმოოთ (ა): 

24X+,8=2»)2” 

აღვნიშნოთ 

0 _ 
_ ძჯა ბ



'გვექნება: 
24:14 8= 2Vღ. 

მიღებული განტოლება გავადიფერენციოთ: 

4#40X=1X ძ:+:ძ» 
ანუ, რადგან 

იძV=24X, 

დავწერთ ' 
4ძ:=Vი0:+: ძა 

აქედან 

VX ი: 

# ==, -ლ (გ) 

ახლა + 2 გამოვსახოთ ჯ-ის საშუალებით, ამისთვის ავიღოთ ორი გან- 

ტოლება; 
4/ე-6-8:+-C=" და 24:4+8=2»: 

პირველი 4.4-ზე გავამრავლოთ, მეორე კვადრატში ავიყვანოთ და პირ- 

ველს მეორე გამოვაკლოთ, გვექნება: 
44C--181=4V (4-–-უბ): 

აქედან 

4C-1..V%"" 1 44C-#M? ე | 44C- ჩ? )“: “4 
სრლ..ე ეას, და · == | ევ. = ღვუეუ-აესაეღდ––_ = 

4(4– >) ს“ 44-–ჯ) 4-2 

= 2·L 1. ა! 

·გ) და (დ) მნიშვნელობანი ჩავსვარ (ბ)–ში 

=> · ი >. ას“ 
| 1 ,ზ–1 2)L-1 46----8 (მ-ე ძ:. 

მივიღეთ აბელის ფორმულა. ამ ფორმულით სარგებლობის დროს ჯ-ის 

მნიშვნელობა მოიძებნება: 

==» 

ანუ 
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ააა ააა ა 24X+ >=()/,42-+ 8» '=-–--“-“ თულეო 

-=ნ/49+8+6)= ა-ს, 

  

VI» 527) 
აქ 2X+1=3, აქედან 

L=:1: „#=1; კ=2; C= –2. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი აბელის ფორმულაში: 

I0=%=- =(. :-2-+. 2)“ I0-. ექომ ელ 

1 1 1 /იუფეაებო“აეჯზ-_ 
–-ვ | +- – ფჯ=-3-(/ 2+2+-2 )/= 

1 
=–- - თბი +C 

3 ჯ-21:–2 
  

დავალება: შეამოწმეთ, სწორად არის გამოთვლილი ინტეგრალი: 

თუ არა. 

18. IC ი 22 ფენ 2-.2#4+4 

მართალია, ეს ინტეგრალი გამოითვლება 

ი#«2>+ს 
დლ ღ+1 

ჩასმის საშუალებით (მე-15 ამოცანის ანალოგიურად), მაგრამ უფრო. მი- 

ზანშეწონილია აქ აბელის ჩასმა, ვინაიღან მოცემული ინტეგრალი ასე შე– 

გვიძლიან წარმოვადგინოთ: 

მოცემულ შემთხვევაში 

2#-+1=5, 

აქედან #=92, 

4=1, 8=-–-2, C=4. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი აბელის ფორმულაში 
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_VX 1 I“? 1.4--“-,(-- 2) (1- აღმ) ყჯ= 
I (I. ვმ «2X+4)”. - 4. ”) / 1) რ 

»- | : 1) 209-6:2+-15;-11. , 
=-. | 3(I/ ა2--2ჯ ,_ (I 1-2» 1= ალეა სე LC 57 | (I/ მ1--2ჯX+4) (IV X 2X-+4) 27 (1 ჯა 2X-4)7 

დავალება: შეამოწმეთ, ინტეგრალი სწორად არის გამოთვლილი თუ არა. 

წ ძX 

წელ“. 
მართალია, ამ ინტეგრალისთვის გამოსადეგია აბელის ჩასმა, მაგრამ 

უფრო მარტივად გამოითვლება იგი, თუ მივიღებთ ჯ-+-1=ჯ აღნიშნავს. 

(“- _/: _ 

თვა)“ – წ-ი“ წლ 4ე 

„უ-__-- –” 
თხი ე) 0ი5+ >) 

უკანასკნელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე, თანახმად მე-8 ამო– 

ცანისა. 

  

შენიშვნა: ანალოგიურად შეიძლება მე-17 ინტეგრალის გამოთ- 

ვლაც, სადაც უნდა მივიღოთ X+1=ჯ; აღნიშვნა (X+-1=> 

უვარგისია, რატომ?). 

რ 

აღნიშენა 

20 – 
= | (30--6#-1 MI 2-2X-2 

  

მართალია, ამ ინტეგრალის გამოთვლა შესაძლებელია აბელის ჩასმით, 

„აგრეთვე, მე-14 ან მე-15 ამოცანების ანალოგიურად, მაგრამ უფრო მარ– 

ტივად გამოითვლება, თუ მივიღებთ Xჯ-1==> აღნიშვნას. 

ძ1 „ 

ოათსაX2 

ძუ: 

– (=> Cაელევ> -2(–+1)– -2 - ცვ –4 V> უქ 3 

უკანასკნელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე, თანახმად მე-8 ამო- 

„ცანისა. 
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21, 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30 

პ1. 
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-ხამარჯიშო. 

  

  

ძა: 

1535 +V>>5 ჯ+5 +VX+5 

/ ბ2-VX+2,, 

1+V X+2 

– 

    

2 

5+V XჯX–3 

8 

· V» V XV> ძX 
' _. 3 

V X +VX 

_ 9. 
V »+5 

/ (2-3 V ვებ 

32. 

პპ. 

34. 

35. 

36, 

37. 

პვ8. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

  

2XძX_ _ 

(X2 –– 1)V X7 - 3: 
  

5»ძ+ 

(+9V/2-1 

/ ძ. X 

(271–-1)V 3ჯ1-- 1 
   



45. „–>_.._ 123 –-5. 5 56. 

46. I 7ჯ IX _ 

V-.- 2? -C3+-C1. 57. 

47. I 7 _ი0X _ => 78-2+" 58. 

48. / _- ი V = 2+4X+1 ში. 

49. ა ძX  _ -- 
VX? –X+9 60. 

50. 49% _ 
V X2+5 61. 

51. _. 
V X2-+-3 62. 

2. ს “I 

#7 236 ი. 

53 თX 

V 22 -» ი 
4 / ი 

#-=>8--15 --8- 1 65. 

” 75-78 66. 

  

ძიX 

V –30+4;-4 

/ ძყX 

XV=+5 

I > ძ»X _ 

(«X+–2)/ დ –1 

/. _ #4 
(+–1)V 21--2«-–1 

    

  

> /C 20973 +12) V ჯ2=2X-=3. 

ძჯ 

(X2-4X+1) V ::+6. 
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  69 _ 764 == _ 

(2207+-4X+5)1” 242X-3 

70 / სესე ძი. · 

წ / (2-2++8) V/3:2-–-6-+2 

71 · არიი 

(|) ჯX--2X--6) 

22 V»X __ 

(I) 2020-4743)? 
რ 

  

73 ===“--__ 
„I (5:2+6) 1/219-–-:+3- 

–“ 2 · 

74. | _ 044 ო 
ა) (4020-6142) I/ 58-X+2 

9 

75, |–-“.L+--- 
2 ვამ 103 ლ 

„მითითება: ასე წარმოადგინეთ: 

ჯი» .ოეოუ:5სა 
“ა 1 1-+-2%=ჯ» 

· (1+20)(1+) 1+2:1) 

VI. დიფერენციალური ბინომები 

ამ (ი-+- ხლ) სახის გამოსახულებას ეწოდება დიფერენციალური ბინო– 

მი, სადაც თ და სხ ნებითი მუდმივი სიდიდეებია, ხოლო II, M და # რა–- 
ციონალური რიცხეებია (მთელი ან წილადი, დადებითი ან უარყოფითი). 

1> («+ჩჯ") "IX სახის ინტეგრალის გამოთვლის დროს მთავარი მნი– 

შვნელობა //, I და # მაჩვენებლებს აქვს, რომლებიც, როგორც ვთქვით, 

უსათუოდ რაციონალური რიცხვები უნდა იყოს. თუ ეს მაჩვენებლები 

(ერთი მათგანი ან ყველა) ირაციონალურია, მაშინ ინტეგრალი უმაღლეს 

ტრანსცენდენტულ ფუნქციას წარმოადგენს და მისი გამოთვლა ელემენტა– 

რულ ფუნქციათა საშუალებით ”მეუძლებელია. 

ამრიგად, დიფერენციალური ბინომის ინტეგრაცია ყოველთვის არ არის 

შესაძლებელი. მათი ინტეგრაცია შესაძლებელია მხოლოდ გარკვეულ პირო- 

ბებმი. ეს პირობები ასეთია: 
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I. როდესაც / მთელი რიცხვია, მაშინ შესაძლებელია ყოველთვის დიფ. 

ბინომის ინტეგრაცია, რადგან ასეთ შემთხვევაში ბინომი ადვილად გაიშ- 

“ლება ნიუტონის ფორმულის საშუალებით. მაგალითად, 

#2 (2 +ჯბ)ბ 

“ინომის ინტეგრაცია სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

ჩვენ უმთავრესად ის შემთხევევაში გვაინტერესებს, როდესაც # წილა- 

(4 
-დია, ე. #ტ=-, ; სადაც « და 8 მთელი რიცხვებია. 

+ 
=<

 

1 
11. თუ 2. უდრის მთელ რიცხვს (დადებითს ან უარყოფითს) ან 

-ნოლს, მაშინ ბინომის ინტეგრაცია ყოველთვის არის შესაძლებელი. ასეთ 

“მემთხვევაში საქიროა ი+ბ»"=ჯ ჩასმა. 

შენიშგნა: როდესაც ?)= –1, ეს პირობა ყოველთეის არის შე– 

სრულებული. 
: #+1 - 

1I1I. თუ “-–+ უღრის მთელ რიცხვს ან ნოლს, მაშინ ინტეგრაცია 

"შესაძლებელია და საჭიროა ი+ხუბ=ეო ჩასმა. 

განხილულ პირობებს ჩებიშევის (-+I66+IსI68) პირობები ეწოდება. რო–- 

“დესაც ეს პირობები შესრულებული არ არის, ინტეგრალი უმაღლეს ტრანს– 

ცენდენტულ ფუნქციას წარმოადგენს. 

1 _ # _ ჯ-10 მ) 9 ძა 
ჯ M1- >. : ! 

1 
== “-1, #=2, #=--- («=-1, ზ=2) 

#-+1 –1+1 

იაა. 8, 
  

მე-II პირობა შესრულებულია, მაშასადამე, 

2-3 1--+%2=7ჯ1, 

აქედან 

წ> 1. 
გბპ=1-უ, #=(1--22)2 , ძა= -(1--ჯ) 1 ჯ#ჯ 

5. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 65



ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი: 

_ + 11-11 .+ 1 | -0– ა 'თ- / |ი-ო1) დ 7.-ი-თო %6- 

_ ძჯ. 1 2-1 : 1-2 -–1 

=/ 5 1.2 99-11“ 98 (5=5 ს ასსილლმები +C 

დავალეზა: შეამოწმეთ, ინტეგრალი სწორად არის გამოთვლილი თუ არა_ 

    

  

ვ 
11=–-2, 11=4) ლოლ (თ= – 3, § 2) 

M+! –2+1 _ 1 

ი”  ” 

1M-+1 –2+1 3 
= –4+6ჯ 

მე-II პირობა შესრულებულია, მაშასადამე, 

1-1 =X0 31) 

აქედან: 

82% 
9 2:=(1 + ჯ?) 

ძX=–(1 +). 2 ჯძჯ 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი: 

=> “11.2 _ 2 _ 3 ჟჟ_ ყყდლლლლ,საებ““ '“ 
1 _ => 3 

=- ! 1+ჯ) 1» %; +#=- / 0+ღ ბ1(1+:)ბ > 2ძ-= 

=- / 0+2 ლელე X1=2 6 

დავალება: შეამოწმეთ, ინტეგრალი სწორად არის გამოთვლილი: 
თუ არა, 
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1 

1-+1 2 + 3 1M+1 1 

#64: 1. 27 ” ჩ=–535“ 3 =1. 
3. 

აღვნიშნოთ 

3-+-4X%=X2 2), 

აქედან 

X=27(1-4 ბ". და ძX=-162(1-4)-) ჯძჯ 

1 

, –+ 7. 
=2L 3+#»+) „ძX = –18 <= > 

(2-–4) 

უკანასკნელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე 

4 / 6XძX 

' ა 1+X+ (V1 –-M) 

მოვახდინოთ ასეთი გარდაქმნა: 

6XჯXძ+X 3ძ 0 +-:2) 

1-+-ჯ2+ (V 1+- 1 (1--X7) (1+V1+X) 

აღვნიშნოთ 1-+X2?2=/, გვექნება: 

  

3ძ (1 +-»2) _ _ 3შ“ 

(1+-X?) (1+V1+7X2) #(1+V7) 

ამრიგად, 

I => ელა“ 8 /კ+(1+ა2) 4 

21. =-+" =ი. შესრულებულია IL პირობა. 

  =3/-( 1+) +) ი“ 

  

2 

მაშასადამე, საჭიროა 

1 

1+7/?. =>»; აღნიშვნა. დაიყვანეთ ბოლომდე.



სავჭარვბიშო. 

1. 

/ X0+ჯ). ? ძა 13, _ 2 2_ 
V1+-:2 

1 

6. /. კ 12-ე)? 7X 14. წ X2(2- კ)? ძ 

· _ 1 1 
7, 31-29 ბ ძა 15. / ჯ-მ(66-+12?) 3? ძX 

I» I3+Xძ: 16. წ-ა. 

0-3 -, Lე აგ 10. ჯ-%2(1+2) 1? ძი: 18. I· 2 (9-+-V/;:ბ)? წე 

, 1 
11. I თაც - ა) ძა: 19 _ _ #ძX _ –- 5 

7 1+X+(1--X2)9. 

4 –2 _ 

12, IX»C +») · ძ»X 20. 17» ·. V1+XVX. “X 

21. I# V,+.#2I, 

თ” 
თ 

ი
 

  

VII. ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა ინტებრაცია 

წინახწარი შენიშვნა: ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა ინტეგრაცია მეტ– 
წილად ნაწილობითი ინ ჟეგრაციის წესით წარმოებს. 

?ართალია, / #(502.6082)ძ; სახის ინტეგრალისთვის არსებობს 

ვგრეთწოდებული უნივერსალური ჩასმა: 

X 
( -2=5



რის შედეგადაც აღნიშნული სახის ინტეგრალი დაიყვანება ოაციონალური 

სახის ინტეგრალზე, აგრეთვე §1ი ;=# ჩასმის საზუალებით ტრიგონომე- 

ტრიული ფუნქციები დაიყვანება დიფერენციალურ ბინომებსე, მაგრამ ამ 

ხერხებს რთულ გარდაქმნებსა და კომბინაციებთან მივყევართ, რის გამოც 

ინტეგრალის გამოთვლა ხშირად ჭიანურდება და მოსაწყენი ხდება, ამიტომ 

ამ ხერხებს უფრო სარეზერვო ხასიათი აქვს და პრაქტიკულად ინტეგრა- 

ლის გამოთვლა შედარებით ადვილი და მოხდენილი ხერხებით წარმოებს. 

მიზანშეწონილია შემდეგი ტრიგონომეტრიული ფორმულების გახსენება. 

  

. 9 2; 1 
1. ვი ლ–-----=5: 5 C05 == 

V1+LVც1 1; VI +012: 

2. 3 22-41 ჯ ანუ, თუ აღვნიშნავთ (0 X=ჯ, 

გვექნება: გ 
510 2X= – 4 

–-ღ 

„_ 1-I01#  1--ჯ 
აგრეთვე, 605 2X= 159. 172 

ჯ 

პ. ვი ალ-ო თ 3-=ჯ |. 

–+ 2_.. V 1--I9 2 

= 1--C6052ჯ - 1–-6005 21 ჯერადი რკალის 
4. 5031 2=> 2“ 005” X= –-- “გუ ფორმულები 

ჩგ. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ინტეგრალები 

პირველი ტიპი: / 5ი-XიX და (> > თა: 

აქ უნდა გავარჩიოთ ორი შემთხვევა: 

2) ზარისხის მაჩვენებელი კენტია, ე. ი. 7I1(=2#1–+1 

ხ) ხარისხის მაჩვენებელი ლღოწია, ე. ი. #I=2# 
- ა 

1. #/ Cი§) XC /X= |” C0§3 X C05 X IX= I. ჯ)ძვI!ი ჯ. 

ავღნიშნოთ §!ი X=ჯ7, გვექნება: 

3 . 8Iი? ჯ 
/ (1 პ)ძუ=ჯ –ფ-=80იჯ- “–-+C 
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დავალება: გამოთვალეთ ანალოგიურად )/ ფიზ XC. 

შენიშვნა: უკანასკნელი ინტეგრალი ასეც გამოითვლება: 

§IიI 3X=2381)ი ჯ--481ი? », აქედან 

ვ)ემ ჯ= 351ი X-–- 579 32: 
1 ==«=>=-“ 

1-–C60052 

წყ... <5 
” ი »=+ | რ-- | 52 4ი+ 

+441. C0§? 2ჯ ს- 2 9021, 1 1+0054Xჯ ძL= 

4 იX= 2 » » –-ე _ 

3ჯX 50 2; 515 4X 
–ღ- 

864.2 ' 22 

  

  +C 
  

შენიშვნა: როდესაც ხარისხის მაჩვენებელი მაღალია, მაშინ მო- 

მარჯვებული უნდა იქნას ნიუტონის ბინომის ფორმულა. 

მეორე ტიპი: _ძჯ_ და | _ 02: _ 
§)ი” ჯ C05''ჯ 

გ) #M=2:+1 და ხ) (#=2/ 

“ 9იX0ძX _ ს ძი05 2: _ _ ძჯ _ 
8იჯ 801 ჯ 1-00§5ჯ.· 1-2. 

11 C05 X–-1 ==. 
= იყ ჯ+-1 2 (MCC III)“ +C 

ასეც შეიძლება: მრიცხველი გავამრავლოთ ტრიგონომეტრიულ ერ- 

თეულზე. 
2 ჯე 2 8102 2-+605 -– 51ი? - 

I + ყიდ ლლ 2 7= I-ი 
2 2 – | – §1ი C05 > 251ი 3 C05 2 

  

    

” 
X 

60 ძC0§--- ძვსი 
: I _/ 2 2 

XX - -––- ი--=– -- + ლ-–– 

29ი > Cა 2_ 608 --- 802 
2.2 2 „ 2 

    

ჯ . 2 ჯა 
= –-1C0 C05 2-+ 0ძ 510 2 “99 C 2)+C 
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შენიშვნა: პირველი და მეორე შედეგი გარეგნად ზუსტად ერთ- 

ნაირი არ არის, მაგრამ თუ ორივეს გავაწარმოებთ, მივიღებთ ერთ- 
სადაიმავე ფუნქციას. 

დავალება: მოცემული ინტეგრალი გამოთვალეთ 1ძ -2-=ჯ ჩასმით, 

4 “IX 

· C05 Xჯ 

მითითება აღნიშნეთ ჯლ–- დ პასუხი: 9999 (2-2 )+C. 

  

დავალება: მოცემული ინტეგრალი გამოთვალეთ L98 -> =ჯ ჩასმით. 

_ 
C05” X 

მრიცხველი და მნიშვნელი გავამრავლოთ C05 ჯ-ზე 

ძX C05 X VV ი” 5Iი ჯ 

C059 ჯ._ 005) ჯ (1 – 5102 2:)2 
რ. 

აღვნიშნოთ §51ი X=ჯ, გვექნება: 

_ # _ 
ძ –-უ)? 

დაიყვანეთ ბოლომდე უკანასკნელი ინტეგრალი, თანახმად რაციონა- 

„ლური წილადის ინტეგრაციისა. 

მოცემული ინტეგრალი უკეთესია ასე გამოითვალოს: 

31 240051 ჯ 81062 X ძა: 
“იფ: _-–- ––--–.მX= ––3- (IX + აეეგებს– 

8. : C05 C055 ჯ C05 Xჯ 

პირველი ინტეგრალი გამოითვლება ნაწილობით: 

  

(311> 181 
ვი X=/, –-–- “==, აქედან C05 XVIX=ძV# ; 6083 » 7 ქედ 

5)ი X ძჯ ძი 6052: "თ _ 
“00 =–= –- “==? –1-=–- >” 1,/I:=7%; 

83... - 93 .. ? ვ რ. “ 7 C0§3 2: 605" ე; 2 

ჯე ლ0§“2ჯ 
“ვ-=5%) 2“ -=9 
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5(ი2?Xჯ §1ი X6C605“ 1? ჯ 1 
მრ ეა =-- ა-ა ------ –12 ,. § XI :=: ამრიგად, I => _4X 2 2 («+ X605+XVX 

_ ყიჯ C0§“? ჯ 1 _ძიX აქედან 

- 2 2 60§X” ეღ 

ძი §1ი XC0§“? ჯ 1 ძჯ ძა: 
.-–- –- = _–>>.–_–_ _–თქსი––+> „ეს–= 

605" > 2 2 C05 ჯ C05 ჯ 

51ი 1605“ 2 ჯ 
= 005 “+. 1. ძჯ = 590270605 7X 1 100 C( + 23 +C 
= 2 2)! 605; 2 2 9508 1“–= 

მოცემული ინტეგრალი ასეც შეიძლება გამოითვალოს: აღვნიშნოთ 

  

    

605 ;=ჯ, 
აქედან 

#» 
X=2IC605:; რიX=----1 

იX : ძჯ; 

შრ / გაა-- / ჯი-ი 
მიღებული ინტეგრალი გამოითვლება დიფერენციალური ბინომის სა- 

ფუძველზე. 
შენიშვნა: განხილული ინტეგრალისთვის უნივერსალური ჩასმა. 

მიზანშეწონილი არ არის. 

8 _ 
–- == 2... -– 

- / > = / გავ თ. => ; => X0 IV X 

– | (+0469+= / C+04
=4 _C-ჯ=. 

=9%“ 6 X+C 

    

მეხამე ტიპი: 15 XC6C057 XX 

2) 11=7# (განურჩევლად იმისა, კენტია თუ წყვილი მაჩვენებლებიL 

ხ) # წყვილია, ხოლო ჯ-კენტი (ან შებრუნებით) 

1 2); 
7. | +. თანრი=- | პი2X6- –- + +6 
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ასვც შეიძლება: )/ 80 X 05 X4:= /' 8Iი ჯთვიჯ = I ძუ= 

_ 22 9)ი?Xჯ 
=+-= 

8. ყყ-ი-> ა5 აბააა – | ფიბი” ი (2X): 

აღგნიშნოთ 22=, გვექნება: 

“3 +6 

4 / თარ. დაიყვანეთ ბოლომდე, თანახმად პირველი ტიპისა. 

9. / 89? X 605 X2X = | 9ი»X4 8იჯ= (თძე= 

3ი” 1; C05” ჯ 
მ ს პი: IC : _ა– 
ვოთ-ე ტი” / თოერი (მ ძX 

მ) ”I=#M; ხ) მრიცხველის მაჩვენებელი კენტია; C) მრიცხველის მაჩვე– 

ნებვლი წყვილია (მნიშვნელის მაჩვენებელს მნიშვნელობა არა აქვს). 

ამ “ყო 2= | 5» ჯც? არ = | 5X(ცვ;-! ძX= 

– | 9-2 აჯ | 9%4= / §X4ი8ი– | 9»რ= 

2 
=/+4« აა 005 X = –9%– +106 605 1+C 

შენიშვნა: / 9" Xძ: სახის ინტეგრალი ყოველთვის ასე უნდა- 

  

წარმოვადგინოთ: 

1 
შთ-?.. 9 .+ .-.- ი-92 > .. 

წC X ხმ X 9: -/ 4 ·(-> -- ') ძა: 

ინტეგრალის ბოლომდე დაყვანას შესაძლებელია ასეთი გარდაქმნა რამ- 

დენჯერმე დასჭირდეს იმის მიხედვით, # დიდი ოიცხვია, თუ პატარა. 

დავალება: გამოთვალეთ IM" X 02: ; / 90! XძX



C05 X 

11 სარ თული”. 3)ი? « §1ი #ძჯ _ '(1-– 0057 X) ძ 605 X _ 
' 60§91:.-71. 605; 

= / 4- 54“. დაიყვანეთ ბოლომდე 

+ 

4. 9... - , C052 X 1–- 510? 2: ძ?1 · 
12. –––-ძX; = მღვილ- ძX= – – §1ი XVX. 

510 X 510 ჯ §1ი ჯ 
ზ- რ. 

დაიყვანეთ ბოლომდე. 

  

შენიშვნა: მეოთხე ტიპის ინტეგრალი, როდესაც »; წყვილია, ყო– 

ველთვის იშლება პირველი და მეორე ტიპის ინტეგრალებად მაგა–- 

ლითად, 

81ი' ჯ (1 –-60§1 ჯ)? 2. 
–-- (1:= _–_“– (IX= C05 XX 
605" 1; 00§1 ჯ 605” ჯ 

იმ შემთხვევაში. 

      

როდესაც მნიშვნელის მაჩვენებელი ორი ერთეულით 

ღემატება მრიცხველის მაჩვენებელს, მაშინ ინტეგრალის გამოთვლა სა– 

გრძნობად მარტივდება. 

"ე1იპ ჯ ” _. იX 
წI- #- | 16" X 6052 ჯ = / XVILCI0 X)= = ( C4-   

ძX 
მეხ პი: __ჰ>_ჰჟჰ”·”ჰ”„“ჩ"შმ“MჰMთუჰუპრ რწ5ო5ხუ 
ეზუთე ტი“ / §1ი% 2; C05" 21: 

საც 1 და ” მთელი და დაღებითი რიცხვებია, მაშინ მიზანშეწო- 

ნილია მრიცხველი გამრავლდეს ტრიგონომეტრიულ ერთეულზე, 'ხხოლო 

როდესაც I --7=27» (წყვილია) უმჯობესია მრიცხველი და მნიშვნელი გაი– 

ყოს 605M+-" X-ზე 

“ ძX 510? 2--60§2 ჯ 81ი XIX )ვ / “+ == (მიქელი 1შე  /(/9:-2 , 
810 ::60§2 >» §1ი ჯ 6C0§2 ჯ 6082 ჯ 

ი. ი” 

+ მჯ დაიყვანეთ ბოლომდე 
§)ი ჯ 

__ 
510" 2; 605 X 
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»=3, #=1. რადგან /+M=4 (წყვილია), ამიტომ მრიცხველი და 
მნიშვნელი გავყოთ C035' X-ზე 

1 

=–_ _/ 85 – / =- > გა. /0+დ >X)019X _ 

5)იბ 605 2; ცნ ჯ L0” X Lც? ჯ 
  

  

-2 

== ძ ექვ არ ) ძა. · დაიყვანეთ ბოლომდე. 
“ 

_ #7 _ 
15 _ იჯ _ _ 6051  _ #0 X _ 

: 3იჯიინ» / 5I0XC00§X. > 
CC5“ ჯ 

= / 2 =% ჯ5==109. (9 <)- X+C 
+ 

ახ ამოით ბა: _ძX _ = 51ი1 X+005% ჯ -7X. დაიყია 
ეც გ ვლება: §51ი 2:60§X..._ 5Iი X C05 ჯ ღდაიქვ 

ნეთ ბოლომდე. 

ძX 
დავალება: გამოთვალეთ ანალოგიურად | თ>:=>> 

მეექვსე ტიპი: #5 იჯვიხნXI7X; 

/ 59550X605ს +ძX; / ში 224 0050 XძX 

ასეთი სახის ინტეგრალები გამოითვლება ცნობილი ტრიგონომეტრიუ- 

ლი ფორმულების საშუალებით: 

_C05 05 (ი-ს ხ)--C095(თC+-წ) 
51ი ი · §9ი0= 

() 

თ: ი · 005) = <5 0444) 4003 C--,). ლ 

810 # · C05ხ _ 9ი(0+ხ0)+5ი (<–1) (გ) 

16. #59 321605 2XVX 

გვაქვს ი=3 და M=2, მაშასადამე, თანასმად (გ) ფორმულისა, დავწერთ: 

75 
ჟ-



1 
წ 3:: 605 2ირი- | შ091090X 4, = >» / თ 5X IX-+- 

1 1 1 
+7 | 9ი+4+= გნ 5-2 ნი5»- C 

17. #59 7X81ი 4X 7X 

ძი=7, ხ=4, თანახმად (ა) ფორმულისა, 

3::-- 605 11 
წ ”X §1ი 4X 7X= I“, (299212 7:= 

=1 3Xძ 1. 05 11%X7X= 1 აი 3 1 590 11:+C =65 C905 21 5 C X =% 1 :X 22 12: 

18. 1 C5 8X C0§ 52: ძX 

  

გამოთვალეთ, თანასმად (ბ) ფორმულისა. 

19. (% (6X–+ 5) C05 (2X–- 3) #X 

ძი=6X+5, ხ=2ჯ–-3 

(გ) ფორმულის თანახმად დავწერთ: 
I 

/ 81ი (6X + 5) C05 (2X––3) ძX – / 5022500%-8, ძX = 

1 
<> | თი (8X-+- 2) ძX + > / თ (4X–+8) ძX=–+ 608 (8:+2)– 

  

1 
–ფ 003 (4X+8)-C 
  

20. #5ი 3X 605 22; · §1ი 4X იჯ 

: 1... : 
816 3X C05 2X=-- (515 5X+51ი ჯე: 

. · 1... : : 
5)ი 32 C05 2:; 5)ი 4X=-- (§ი 5X+51ი X) §51ი 4X+= 

1 : 
=-- (§1ი 5X51ი 4X-- 316 ჯ §1ი 4X)= 

1 / 005ჯ-C60059: C053X-–0038 5Xჯ 
=-- + · 2 2 
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ამრიგად, 

1 
პი 3; 605 2X 5)ი 4X ძX=+ | (605 X--605 9X-+ C05 3X –-C05 52) რX დაიყვა- 

ზეთ ბოლომდე. 

21. გამოთვალეთ ანალოგიურად /5ი 27X 605 2: 51ი 3:; 605 6X (IX 

ტრიზონომეტრიული ჩახმები 

22 /(#/ 0-# ძ» 

აღვნიმნოთ X=0 5! , აქედან ძX=-ი 605 ჯძჯ; 

IV 2–. ე? ძ:= #V>-=C=5 510? > » # C05 2 ძჯ= ი" / 7 1-5? ; 005; /-= 

14605 22 ე? ქ... 
=V#? / 0057 2=0? “ეგი 2 ე ჯ--- 310 2ჯ 

ჩავსვათ ახლა ჯ ჯ-ის მნიშვნელობა: რადგან X=ძ131ი ;, 

აქედან 

=8XC51ი , აგრეთვე, 

2::V აღი 
§Iი 2>:=2 §)ი ჯ –” (–' = 2: 0-0 _ 

ამრიგად, IV 2 >: იმ-ჯ ძჯ +5 +%5ი 2ჯ= 

2 2-3 ჩ. . XV 2–-ჯ 
=-ვ- 816 §I)ია ფვვოლლვვლიიე 

2 
“ა ძჯ 

23. | ათი 

აღვნიშნოთ X=/107, აქედან იX= 

  

იძ; 
C032 ჯ 

გ რძ ძჯ» რ: 
C0§2 ჯ _ 1 605? >. _1_ C052 უღ _ 

I“ 2-- ექტ)? -/ (ი2+/2 9 7)? ==” (1+Iჯე ე)? «97. 36012 

1 1 
=> / 99§%=+ 537+ ვ 8ოი 2ჯ. 
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ჩავსვათ ჯ-ის მნიშვნელობა: რადგან X=იVი7, 

2 
აქედან ჯ=8VC C6--. აგრეთვე §Iი 2:=- 292 _ _ 26% _ 

იჯ 1 ჯ ჯ 

ამრიგად, / (23-27 22.9, “მემ. -:)  C 
”” ძა 

დავალება: ანალოგიურად გამოთვალეო | 02. 

ამ ინტეგრალის პასუხი წინა პასუხიდანაც შეგვიძლიან პირდაპირ დავ– 

წეროთ, თუ ძთ=1 ჩავსვამთ. 

იX 
24 · წ '(3--1:2)1 

მითითება; აღნიშნეთ Xჯ=V3 L§ :. 

ძX –_ 
მითითება: აღნიშნეთ ჯ=ძ35Iი 2. 

26. IV ე? ჯ2. ძშX: X=0იIცწ; 

27. I(V>=> ძX ; „ X=ძ306ჯ 

ძა: 
28.   ==; = 5. 

M5+7X: +=V5 9ჯ 

29. _ #« _ 
ჯ? V3+Xჯ? 

_ V3ძ აღვნიშნოთ X=V3 IIჯ, აქედან ძX= <9 

Vპ ძ 
/ ძX_ _ -/ 605) >_ . დაიყვანეთ ბოლომდვჭ.,. 

X21V 3+ ე 3(ც? V3-–-3(0? ღ 

  
9 

  

    

30. ანალოგიურად გამოთვალეთ: 
ძა» . 

XV2+17X2 7 

I X6+X)“ 3 ძა. 
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საერთო, ტრიბო.ნო.მეტრიული ფუნქციქმბის ინტეგრალები: 

605 XძX ი 5Iი ჯ 

#/ მაში? #/ მ-ი: დ აიყვანეთ ბოლომდე. 
32 XძX 

· 6083 ჯ 

აღვნიშნოთ Xჯ=V; -% ი აქედან 7X=7/V; Lც X=V. 

    

0§1 X 

_ #9. =X110X-–- | ICXVX. დაიყვანეთ ბოლომდე 
C0582 Xჯ ' : · 

5103? X ძV §1ი“ X თ C0§ ჯ 
3ვ. L- 2 283, 66“ /. 1-2(0- –იულუ ა. · დაიყვანეთ ბოლომდე- 

_ 4X_ 
34. -5- ლლეზჯ. _ 

აა 1-–+81ი?ჯ 866? X+I61 ჯ. 

” 60§9X.. 

ძ. 
= /55C>' დაიყვანეთ ბოლომდე. 

35 იხებ XX _ C0§' XძX __ 

| 1+801X. §წი3 ჯ (1 -+ 5102 X) 

(1-––51ი? 2) ძვ1ი ჯ 

36. წ--- 
1+-005 ჯ 

=  5Iი0–X(1+5ი?>) . დაიყვანეთ ბოლომდე. 

აღვნიშნოთ 190 > =>, აქედან X=2 8VC 9 7, 

  

2 

2ძ: _ 1-2, 
ძX=4- > : 2051 3 3 

_2ძჯ. 

_ი2- _ _ + დაიყვანეთ ბოლომდე. 
1+C6C05Xჯ 1+1> (9 

1-ჯ 
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765 ძჯ 
დავალება: გამოთვალეთ ანალოგიურად 1 : ელ 

37 ძX _ 

' 9IიX+C605 X+1 

აღვნიშნოთ 8- 2 =ლღ5 აქედან X=2 მXCI9 , 

2 ძX . 2ჯ _ 1 2) 

მიცე 9ი2=ჯ უეფას 005X=10 2 

2ძ»ჯ 

  

ძ· 1-- წ? 
/ 5)ი X-+--C605 X+1 - / 2ჯ 1-ღ · დაიყვანეთ ბოლომდე. 

1-3-ღ? 15-21? +1 
   

- 
“ა: 

38. -----–- ეე –_- –,. 

#5ი X+6C6051 

მართალია, ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად გამოსადეგია 9 - =2 

ჩასმა, მაგრამ უფოო მოხდენილი და მიზანშეწონილია დამხმარე კუთხის 

შემოყვანა 

1 1 

ირუიჯ+-ხიხნ”-ჯ.  /. ხ , 
ი| 5ი2+-> 005 

გვექნება: 

  აღვნიშნოთ Iძ დ=+ : 

. 1 _ C05 დ __ C05დ 

ინი X+-I აიი.) თძ(5იXC05თდ-+5)იდილ5ჯ) #5)ი (X+დ) 

ამრი მ: _ 905დ ძჯX _ 

ბთ იჰიჯ.-წიინჯ იძ §1ი (X+Cდ). _ 

= 59% I" 4C0+9)_ 
# 8910 (X+ დ) ” 

  

  

აღვნიშნოთ X+დ=; 

გვექნება: 

  

+ / 92 _ 995 I I ==. I I1იც+ც 2“ 
რ 5)ი » ი 2 

აალა, რაღგაზ Iყ 9=+., 

„80



აქედან 
ი 1 

#9. VI+I C058 დ= 

ამრიგად, 

ხ 
ძX 1 X-+-2:C (0 –– 

“ქ590ი ++ 6ნ6905X 909) ი  _ 4IIკC ი 5)ი ჯ+ხ605X. „MI ე2C- 2 

ძX 

პმ. I ფა5=-=2> 

აღვნიშნოთ (0? X=7, აქედან 

_ რჯ იძX= ; 
1= 2V ჯ(1+უ ” 

  

ჯე? ” 
9ი;ლ=-- 3 “ == 2... C0§? «=> _1 _ 1 

; 13+-Lყ1შ ჯ 1+ჯ 

2 2VC0+ » (> 
/ 3 ფა: X+ – 2 – I - 2) დაიყვანეთ ბოლომდე. 

1 +2 “4 +? 

  

  

ასეც შეიძლება: მრიცხველი და მნიშვნელი გავყოთ C05? ჯ–ზე. 

ძჯX 

/ ძX --/ 9:23 ძი» C გ 
3 5Iი2 1-<+C0§52X.. _ 3'00ჯ+-I ./ 300714811 ა ყვეშეთ იო“ 

ლომდე. 
40. / ია" (§1ი 2) · C05 Xჯი9Xჯ 

აღვნიშნოთ §Iი X=ჯ, გვექნება: 

/ C083 (§1ი ჯ) ძ ვი 1; = / იივ? უძ. დაიყვანეთ ბოლომდე. 

4 –___ 
· C05 2X (1+L902 2). (081 X–- 81ი? X) (1-+1(02X) .· 

ძX 

_ C05? ჯ , _ ძი X ფთ ბ 
-/ (1--8?2X) (1+L(0? ჯე -/ 1-1 დაიყვახეთ ბოლომდე. 

6. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 81 

 



1–+005 4 
42. IL. 2ა; C08 4X #- | +“ . C05 4X #7X= 

' 1 1 1 1 1+C058X _ 1 1. 3 =1 “_ 595+ 1, =>: | 4X ძX–+ 2 / 4X ძ7X 8 §81ი 4X–+ 2 / 5 

დაიყვანეთ ბოლომდე. 

· 51ი"X ე. __ ჯემ L.- . ძX _ 43. –რ უსა 

– | V> -.ძხიჯ დაიყვანეთ ბოლომდე. 

  

  

  

“ ''V605 2X · 51ი ჯ V 6§052X–-81ი2ჯ · 51ი ჯ 

  

8102 2Xჯ ძ»-= 4 51ი2 ჯ C0§2 ჯ ძX= 

_1 V 6052 X-– 51ი2 X. ძX 

4, ლთვჯ  “C08?ჯ VI X-1.ძი10>= 

_ V 1–-(0პ?1ჯ 
+ “ იჯ · იI9ჯ 3 

თუ აღვნიშნავთ (10 X=ჯ, მივიღებთ 

1 ა + 
XI <'0-ა1 ძჯ» 

დიფერენციალურ ბინომს, დაიყვანეთ ბოლომდე. 

LV XძX ––- 
V C05X –V C05Xჯ 

აღვნიშნოთ C05 X=>წ, აქედან 

  

–81ი XძX=6ჯ!' #7 

51ი Xძ. ძ I ლი / დგა დაიყვანეთ ბოლომდვ. 

605 ჯ V505 X-– V 605 X) 
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ც. წხიული ფუნძციების ინტეგრალები 

46. 13% 51ი 5X იჯ 

აღვნიშნოთ #==8XC §1ი 5X, #»=4ძX. 

აქედან 

5ძXჯ 

VI 251!   ძ)(= უ=X. 

ნაწილობითი ინტეგრაციის თანახმად, 

წ 51ი 5+(0X=X 8IC §5)1ი 5X–5 I»-39> დაიყვანეთ ბოლომდე. 

V · 

47. IC. LC 3პXიX 

#=8CL0 3X; ძ»ა»=ძX. 

30X 
ძIხ=– 9” 3 სყ=X. 

ი” 
| 59 მიძი=» ბი §69-მ / +592 

უკანასკნელი ინტეგრალი დაიყვანეთ ბოლომდე. 

48, | 26% 51ი X)? ძX 

“მითითება: საჭიროა ნაწილობითი ინტეგრაცია, ოღონდ უნდა შევნი- 

· XიX · –”" 
შნოთ, რომ 2 I" ფი%.->--= =2 | 9ი«-72(-V1-X?) 

რეთვე ნაწილობით უნდა გამოითვალოს. 

49. 306190X ს). 1 / 361092 ე)... 
I/ > >2- .-2:1+1 იX (1 +–-X2) ძი» 

=4-- 2IC IX · 2 - | რი L9 X) + #7 (8:C 10 X) . 

აღნიშნეთ 2ICLCX=> და დაიყვანეთ ბოლომდე. 
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C. ლოგარითმული ფოანძციების ინტებრალები 

50. 1“ 100 (X+1) იჯ 

100 (X-- 1)=# ; X ძ;=ძწ» 

  

ძX ჯ 

146; 14: 9.” 

“ 22100(X+1) 1 ჯ? ძX 
/ 2109 (X+1) ძა; –-9%9000 11 დაიყვანეთ ბოლომდე. 

  9. / 94 ა / 1 _,ით_ /( ძიიძ2) 
' ჯ)ხი2: / 1002+1ი0;: ჯX |! 1002+100X; 

აღნიშნეთ 10 X=>: და დაიყვანეთ ბოლომდე 

პას, 10ძ (100 21)+C 

  

  

52. CC 

I0 X=#; CC“ =რ 

მ. : 1 =Vწ ჯ იძ--X 

ქ თ ნ-25- | თრ. თინი ბულიდე 
ხს. მაჩვენებლიანი ფუნქციების ინტებრალები 

როგორც ზემოთაც ვთქვით, ასეთი სახის ინტეგრალების გამოთვლა 

მეტწილად ნაწილობით ინტეგრაციის საშუალებით წარმოებს. ფორმულის 

გამოყენების დროს ჩვეულებრივ ტრანსცენდენტული ნაწული ძV-თი აღი- 

ნიშნება, ხოლო ალგებრული V«-თი 

53, 1I>+ს)თძ» 

X+1=%; CC ძX=ძ») 

2XძX=ძს ; (5=” 

| 00-C1) C ძუ =(%(X2+1) –2 LI” “ძა;



უკანასკნელი ინტეგრალი გამოთვალეთ აგრეთვე ნაწილობით: 

X=# : CრძX=ძ 

54. I“ (51ი X-– 605 X) ძჯ 

ვსი X-C05ჯX=, (#%ძX-ლძი 

( > 

–=ძი/ 

3 

LV – 

I“ (51ი X-- 605 X) ყა= < (05 X--005X) _ 3 / “ (605 X+51ი X) ი-X 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოვთვალოთ აგრეთეე ნაწილობით: 

93% (C05 X-+81ი : 1 · 
/ რრაჯ+აით ყა=“  (0055+ ი2) გ. | რთ ინა)» 

ამრიგად, 

· 314 (210 X--605 კ; ქ3+ (C05 X+819ი X 
I“ (51ი X-–-00§ 2) იX=-“ 6 3 ) _ C“( 5 ) _ 

1 
-. L/ “ (51ი X-–– 605 X) 7Xჯ 

„რესტავრაციის“ წესის მიხედვით: 

(605 X-++81ი X) IX=ძV ; 

  

  

1 , 

I“ (51ი X-–- C05 2) ძა=-გ- #7 (§1ი X--20058 X)+ C 

შენიშვნა: მოცემული ინტეგრალი ასეც შეიძლება გამოვთვალოთ: 

გავხსნათ ფრჩხილები და ორი ინტეგრალის სხვაობის სახით წარმოვად–- 

გინოთ. შემდეგ თითოეული გამოვთვალოთ ნაწილობით. 

ძX 55. / ლ 

გავყოთ მრიცხველი და სშმულ ამ 

კ“ 2-ძჯ 
=> 3+2 12-22 
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აღვნიშნოთ 
(-1+=:, 

აქედან 

გ-1L1;:= _C 

(%ძ: _ 1 ძ; 
I + =--- ++ დაიყვანეთ ბოლომდე. 

აღნიშნეთ “=ჯ და დაიყვანეთ ბოლომდე 

57, |“ 7” , C05 XVX = I“ (“'"7) 

58. LV" C05 ხ X IX 

აღენიშნოთ #=C6C05ს;; #4 0X=ძს 

აქედან 
კ0+ 

  იII= ––- ხხ 516 ხX #7 X ; =ფ 

| რთასრი- 70% (რთი იX (ა) 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოვთვალოთ აგრეთვე ნაწილობით: 

#ლ=8იხ: #9 ძX=ძL. 

ს”> 

  ძ1I/==ს C05 ხX ძX; 

. ლ-ინხX ხს 
I“ ვიხXძ|ლ=----–-- I! უ%%ი00§5ხჯX9X 

ძ რ 

,ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)–ში 

CL 'ჩ ი6X ლ: 2 

| როა» -იო05 ა 000% 6 როთიბხაითთ 

„რესტევრაციის“ მიხედვით: 
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I“ იი§ 1 – 2“ (ხ5ი ხX-C0 C05 ხX) +C 
კბ12+ხ? 

ანალოგიურად გვექნება: 

წი სXძX = #0“ (თ 51ი ხ2--ხ 005 ხX) +C. 
ძთ1-+ხ2 

დავალება: გამოყვანილი 1ფორმულების მიხედკით პირდაპირ გამოთ 

ვალეთ. 

LI“ 605 3X ძX; IC" 81ი 5X0იX 

მითითება: პირველი ინტეგრალისთვის «=4, ხ=3; მეორისთვის ძ«=2, 

ხ=5. ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი ზემოთმიღებულ ფორმულებში: 

სავარბიშო 

59. / 5ი'XიX 68. / ი“ # იჯ! XჯძჯX 

60. | ლა >2ძX 69. | ფი? X 608? 2: ძა); 

61. )/ 92% XX 70. )/ თ. ჯაი » ძ» 

62. # (1--5Iი? »)? ძX 71. I LX» 

63. / (6+იი ჯებ ძ» 72. I" Xძ:: 

· ჯ - 64. / რ: 73. 1/ 99 XძIX 
51” ჯ 

8103? ჯ 
ძX 74. 608? ჯ იX 

65. -–– 
5109 X 

C05 X 
ძა: 75. 5102 ჯ. ძX 

66. – 
C0§ზ ჯ 

C05" ჯ 
76. 

67. 1 9ი? X605? X ძიX | 3. ძX 

მითითება: ისარგებლეთ ჯერა- 77. 5102 ჯ ძX 

დი კუთხის ფორმულებით. C05 Xჯ 

 



8101 ჯ 7. |” 
C05 X 

79. / ა2 
C05 X 

80. 

  

6051 X Xკ 

_ (5 X 6081 ჯ 

რ. (კაილ: X6058X 

83. I ით» 
§51ი X 232 

8. /- “+ _ 
810“ X C052 X 

85. 1C+ 5) 605 XX 

86. I (X1-–- 3ჯ –-1) §Iი 2X ძX 

87. 18 22; 605 X ძ2; 

88. 15 41; 605 22: VX 

89. 15 6X C05 5X ძX 

90. I 816 2 605 7X 5)ი 4X ძX 

91, # 510 8X 51ი 2X C05 5X 7X 

ძX 

92. I 52-52 

93. | 55>-2> X-205005X 

94. 251ი? X+ აღ 

§1ი X-+ 2 05X+2. 

96. I თი თალი ჯ– ვი0-+ 1 

97. “მოი ოე 2X 

/ თორია 
. 

' 81ი? X-+-605 X. 

99. _ 0: _ 
· (51ი X+ 605 X)? 

მითითება: გაყავით მრიცხველი 

მნიშვნელი C0§2 X-ზე. 

(ბჯ 

100. 180 2X 
<< 

1 2 

101. I => « 
605 2X 

იჯ 
102. _-–------ 
I XL(C2--ძთ1:) 

103. _§66 X ძ»X 

605? XI C05 2X-+51)ი2 ჯ 

აა“ 

51I11 

      

 



  

_ V 5იჯ 
     105. 

V 5IიX+ V 51ი ჯ 

1096. _ # _ 

V3--2CL02 ჯ 

107. _ V 9ი24< 
C0§ 21-+5)ი? ჯ 

108. / 55 C05 X ძX 

109. / (81C 510 2)? ძX 

(8IC §10 კე)“ 

VI-2 110. ძა: 

'(3L6C6 ლცლ 2-2. 111. (გXC C05 X) მ» 

1-2. 

2IC 10 ჯ 
112. _–--–-- 
/ (1 + 2)? ძX 

Xჯ 216 605 X_ 

V1--ჯ 

14 / რავა: 
9 3 

მითითება: აღნიშნეთ 

  113. იX   

2XC 10 3X=; 

მოძებნეთ” იჯ» და ჩასვით მნიშენ. 

115, / -29590052X ე). 
V1–4X2 

მითითება: აღნიშნეთ 

2IC C05 2X=7 

116 / 2 _ 
X #25 – 100? > 

-M2 

ს/. / 022%%! ,, 
ჯ 

იX 
118. –-–-–- 

I >> (თ X»X?) 

7X 119. _ რი 
მ ყელ 

L 120. 1+)901X 

X-–-X1I00? X 

· წ 1 

12. / > - I X) 2 ძX 

II0ფ (მIC Lძ L2) მ» 
2. 

12 1+ეაუტ 

მითითება: აღნიშნეთ 

2XC I X=ჯ 

123. I 92109 (C05 X) ძX 

მითითება: 100 (C05 X)=7 

124, / 590092) ძX 

125. #5 000 X) ძჯ 

მითითება: ნაწილობით: 

“51ი (100 X)=# და ძX=ძა 

LV XძX 
126. ==: == 

%V1+- 100 (C05 2. 

მითითება: აღნიშნეთ 

100 (C05 X)=ჯ7; აქედან 19 XძX=ძ; 
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127. / 99%(0 2 5902.» 
V1-–-7ჯ 

მითითება: მ2LIC 51ი X=ჯ 

LL Xძჯ 

V 1-–-))100 (6ძ5 ::)1? 

100? Xძ»: 

129. / 4X1003? X-+X 

130. 1” (39 ძX 

  128. 

131. 1 60+42C:0ძ- 

132. 1-2) CC“ 

133, წწნიალალი ები ძX 

134. (++ 
1-4 

ძჯ 
135. _ 

I 25 

2-+646 
136, I 2-=>“ 

ძX 
137. –-––-=- 

V 9--,ა< 

მითითება: აღნიშნეთ #%%=-ჯ 

ძჯX 138. / ლლ. 

მითითება: აღნიშნეთ /#2%+11=7 

XCCძჯ; 

მითითება: გამოთვალეთ ნაწი- 
ლობით: 

ძX 

აა –- 
140. 1“ §1ი 6X ძX 

141. 1“ C055X 1: 

149. წწ · §§ი2XძX 

მითითება: #/5%% §1ი 22: ძX=>= 

=/0-%% . 251% 2; C05 X IX = 

=–2 605 X2 (( #) 

143, | ““' · §6C? X ძ2: 

მითითება: §6C? X ძX=ძ (V9 X) 

144, / ქ590% , 8-1 ჯ ძX 

ზანუსაზღვტელი კოეფიციენტების მეთო.დი 

1. ავიღოთ, მაგალითად, I (ჯ1-–2) 51ი 3X ძX ამ მეთოდის მიხედვით 

უნდა დავსწეროთ: 

1>-2 51ი 3X ძX=(74X2+8X+ C) §1ი 3X+C4,X? + 8,X-+ C,) 605 X+# (ა 

გავადიფერენციოთ ტოლობის ორივე მხარე: 

(22-––2) §1ი 3X=(2,4X+ 8) §1ი 3X--3 (4ჯ?1-+-18X-+ C) 605 3X+ 

+ (24,X+ 8.) C-05 3ჯX-– 3 (4, »X2+-8, «+ C,) §1ი 3ჯ



გავუტოლოთ ეხლა ერთმანეთს სინუსებთან და კოსინუსებთან მდგომი 

ორივე ნაწილის (X-ის) ტოლი ხარისხების კოეფიციენტები: 

1=–374, | სინესებთან 34=0 | კოსინუსებთან 

24–38,=0 მდგომი ჯ-ის 38+274,=0 მდგომი კოე– 

–2=8-3C, | კოეფიციენტები 3C+8,=0 | ფიციენტები 

აქედან 
1 2 20 

4=0, 4=-–--6-, 8=-- | 8.=0, C=90, C1=-> 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)–ში: 

2 1 20 _ი- 0002 _ 1, 20 ' /C 2) 510 3ჯ ძჯ ე 259ი მ» + ( ვ +” + 2უ | 995 3Xჯ- #. 

  

დავალება: შეამოწმეთ, ინტეგრალი სწორად არის გამოთვლილი თუ 

არა, აგრეთვე აღნიშნული მეთოდით გამოთვალეთ: #/C+5 C05 2X ძX; 

| თ'+57)9ი 4XძX ; /C27-3X-1)9ი 37 ძ:: 

2. I“ §1ი ხX ძX 7” 

დავწეროთ ტოლობა: 

1“ 81ი ხX ძX= 617 („4 510 სX-+ 8 605 სX)+ C (ა) 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

0 §|1ი ხX== 00% („4 §Iი ხX-L 8 605 სX) + (“- (4 ხ 605 ხX–– 8 ხ 51ი ხX) 
ანუ 

51ი ნX= „4 თ 51ი ხჩX+1#8 ძ 605 ხ::-C 4 ხ ი05სX– 8 ხ §1ი ს: 

აქედან 
4ი- ხხ=.: Lს8.--+-4ხ=0 

ამ სისტემის გადაწყვეტა მოგვცემს: 

ძ ხ 
42-60: წ 2-ს. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)-ში 

# ეს ინტეგრალი ზემოთ სხვა გზითა გვაქვს გამოთვლილი. 

91



. 695 (თ 510 სჩX-–– ხ 605 ხX) 
| იი ხXიX გაასეუოაა3 (ბ) 

დავალება: ანალოგიურად გამოთვალეთ I“ C05 ხ:; ძX. 

ვ. IC 81ი 4X 7X 

დავწეროთ: 

|“ 81ი 4::07X= 097 (2 51ი 4;+ #8 005 4-)+C 

გავადიფერენციოთ: 

#”51ი 4X=50% (4 51ი 4X +-18 605 4X)-+ დ“ (4,4 §1ი 4:;-<–4 8 C05 4X) 

ანუ 
51ი 4X=5 „”4 516 4:;+-5 8 605 444,147 81ი 4+-–-48 605 4ჯ 

აქედან 

54+48=1; 58+4,144=0 

თუ ამოვხსნით ამ სისტემას, მივიღებთ: 

5 4=>» ; ზ-=--. 

–
 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი: 

·X (5 81ი 4X-–-4 C0§ 4 (რ 4+ ქ: == (5 516 > C05 12) C. 

შენიშვნა მოცემული ინტეგრალი უშუალოდაც გამოითვლება 

(ბ)-დან, თუ მოვახდენთ ი=5, ხ=4 ჩასმას. 

4. IC (X–-2) 605 5X0X 

დავწეროთ ტოლობა: 

I“ (X–2) 605 5X ძX=6% I(-/X–+ 8) 51ი 5X+ (24)X+8,) 605 5+1+C. (ა) 

გავადიფერენციოთ: 

§%(X–2) C0§5 5 X= 30% (| 4X+ 8) 51ი 5X-+-(4,1 X-+- 8.) 605 5X| + 

–+6XI 45ი 5X+5 (9X+8) C05 5X+ „4, 605 5X–5 (4,X+28,) §1ი 5X) 
ანუ 

(X-––2) C05 5X=3 (-27X+ #8) 51ი 5X-C3 (1, X+ 8.) 605 5X-+ 4 5106 5X-L 

+5 (4X+ 8) 605 5X+ ,4, 605 5X–-5 (24, X+ 8.) §1ი 52



გავუტოლოთ ერთმანეთს ორივე ნაწილის კოეფიციენტები: 

3.4-–-5,4,=0 
38+ 4-58,=0 I სინუსებთან მდგომი კოეფიციენტები 

34,–+5,.4=1 
38 +58+- 4 =-2 | კოსინუსებთან მდგომი ჯ-ის კოეფიციენტები 

1 1= ; 

აქედან 

5 185 3 47 

4=3კ; 8=–-ფგ, 4 ვ) =–78 
ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)-ში 

5 185 
3» –2 + /წეჭ= იპ> აო ' I. (X-–- 2) C05 5::0ჯ=6 I გენ ეში 5X+ 

3 47 
+(5X-7გც | 55 5X +C 

დავალება: შეამოწმეთ, ინტეგრალი სწორად არის გამოთვლილი თუ 

არა, აგრეთვე ანალოგიურად გამოთვალეთ: 

/ 9 C2#+1) §03XძX; 1 +021 -1) ი§ 2X ძX 

კო.მპლექსურტი რიცხვების მეთო.დი ანუ ინტებრალის გამოთვლა 

კომპლექსური რიცხვების სადთუალებით 

„ამ მეთოდით სარგებლობის დროს უნდა გვახსოვდეს, რომ 

ი) |40(5:+I0)თ'==(თ-+-1ხ) X45++ბ) = 

(რ +118) ჯ 
(თ +:§ხ) « __ _- 

ს / 6 ძიX= სიული უს, 

გამოვთვალოთ #/ 0%5Iი ხXძX და #/ #0 C05ხX:ძX 
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დავწეროთ: 

|“ 605 ხX 7ჯ +1/ 495 51ი ხX ძX = ( დ“ (608 სხX-+1 810 ხX) ძX= 

(თ+%ხ) ჯ« +X , „ეხ 2 
= |“ წევ „ ენი ძჰჯ= / “.)9ძი-= 55 - = 6 C = 

გ'% (C05 ხX+151ი ხX) __ (“5 (C05 ხ1;-++ 1 51ი ხX) (თ–ჯხ) _ 

ი+1ხ ც?შ-ხ? 

27 ი C05 ხX+ ხ §1ი ხX-+1 (0810 ხX-– ხ C05 ხ2))     
ჟან. 

ამრიგად, 

#1 

I“ C05 ხX -X+1 / #9 591ი ხნX ძX= «(თ 005 ხოსე ხX) + 

.6 7 (0 51ი ხX-––ხ 605 ხX) 
––- “ეე.   

ი?1–+ხ? 

მაგრამ კომპლექსური რიცხვები თუ ტოლია, მაშინ მათი ნამდვილი და 
წარმოსახვითი ნაწილები ტოლია, ე. ი.: 

# დ“ -0§ ნუ: ქ => C-- (5995, ხX+ +ხ35L 50 09), C 
ძი?+ხ 

და 

| “ძი ხX -= 5 რ-ბა C აიIX- – ხ005ჩM%) , C 

დავალება: ანალოგიურად გამოთვალეთ 
1“ 8910 პXძX. და LI” 605 3: ძX. 

ამ შემთხვევაში თ=2 და ხ=3. 
გამოთვლა ისევე უნდა აწარმოოთ, როგორც წინა შემთხვევაში, ე. ი. 

უნდა აწარმოოთ მოქმედება I ლ” 05 3XძX + 1 / დბივი 3;ძ0X გამოსახუ- 

ლებაზე.



თავი მეორე 

ბანსაყსღვრული ინტებრალები 

თუ ცნობილია 17 (ა)ძX=L(C) + C განუსაზღვრელი ინტეგრალი, 

მაშინ 

#/ /თფ4-=ჩნთფ' =”თფ-ჩწრთ 

წარმოადგენს განსაზღვრულ ინტეგრალს, სადაც თ და § ინტეგრალის საზ–- 

ღვრებია: #–-ქვედა და ნ--ზედა საზღვარი. 

ამრიგად, განსაზღვრული ინტეგრალის მნიშვნელობა რომ ვიპოვოთ, 

ამისთვის განუსაზღვრელ ინტეგრალში ცვლადის მაგივრად უნდა ჯერ ზედა 

საზღვარი ჩავსვათ, შემდეგ –– ქვედა და პირველ რეზულტატს შეორე გა- 

მოვაკლოთ. ამ გამოკლების დროს C მუდმივი ისპობა. ვინაიდან 

|–თ+6L =6C0)+C-წCთ-C6=%#0)-L(V. 

განსაზღვრულ ინტეგრალზე ვრცელდება ყველა ის ძირითადი წესი, 

რომლებიც განუსაზღვრელი ინტეგრალებისთვის იყო განხილული, მაგა– 

ლითად: 

გ) მუდმივი მამრავლი ინტეგრალის ნიშნის გარეთ გამოიტანება. 

ხ) ჯამის ინტეგრალი ინტეგრალთა ჯამის ტოლია. 

C) ნაწილობითი ინტეგრაცია: 

#+ ძი-თთ. – (იძ 
ძ რ რ 

აღნიშნულ თვისებათა გარდა, განსაზღვრული ინტეგრალისთვის სამარ– 

თლიანია: 

##0%=- /%C ძიX, 
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ე. ი. ინტეგრალის ნიშნის შეცვლით შესაძლებელია საზღვრების გადანაც- 
ვლება –– ქვედა საზღვარი ზევითის მაგივრად და შებრუნებით. 

აგრეთვე 

#/თძ= (/ო#%X+ (/VთI 

ე. ი. როგორიც უნდა იყოს „ი% განსახღვრული ინტეგრალი ი და ხ საზღე– 

რებში ყოველთვის შეგვიძლიან წარმოვადგინოთ ორი ინტეგრალის ჯამის 

სახით ი-დან C-დე და «-დან ჩ-დე. C შეიძლება მდებარეობდეს როგორც 

(4, ხ) შუალედში, ისე მის გარეთ. რა თქმა უნდა, შესაძლებელია თითოე- 

ული ინტეგრალი თავის მხრივ კიდევ წარმოდგენილ იქნას ორი ინტეგრა– 

ლის ჯამის სახით და ასე შემდეგ. 

  

–_” (X? +ათ+29%> (> Xჯ?ძ2X + 

+ / 1X+ /“ 26%= / 2რი-10 | - «6-2 / ს ძX = 

ვე 1 =5-, „52% =3--ფ-+5- (9– 1)+-25(3 –1)1= =98-- 1 3 
ჯ? 

  

1 

      

X ჯ ა 2 ჯ 

2. 008 2ჯI 2 ლ054- > ლი50 
3. 81ი 2ჯ ძ::= – =-–- _ - = 

0 2 0 
2 2 

1 1 

=- -1-1)=I. 

  

4. #6» C05 XX 

გამოვთვალოთ ნაწილობით: 

X=%; C05 XძX=ძშ ; 

აქედან | 
ძX=იძM: §1ი 2= 7. 
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#ჯ 

I XჯC05 XVX=X§8§1)0ი ჯ 
49 M 

:«< 

  

რ %. რ. 
-/ 51ი XVX= ა§Iი ჯ, + 

0 0 I0 

+6C05X =:.5ი.-0-500+06052-06050=-–2 

  

სავარჯიშო. 

1 “2 
5. #/ ჯებ ძე; 15. / #-=(34+1) ქ; 

0 1 
1 · 

4 ძ1 
:? IX 16. ო“. 6 / 272; / 1-2» 

„70 

2 “ 

7 (X–-1)? ძ: 17. # CL0 XX 

1 = 

; 4 

8 “ძა + . 

2 = 18 / 6087 XIX 
0 

-–2 
» 

9. -0X. . 

1.” 19. I 810?% XX 

0 

პ 
– 

10 2 2 

0 (X+2) 20. / ჯ81ი ჯ ძX 
0 

2 

11. LC _ 1 
-... 21. 100 X ძX 

1 

1 2 

12 / 259 2 
0 “# 22. / X 100 ჯ ძი) 

1 

-13 2 ჯქჯ 1 

: 1 M/4-+-X 23. / მI6 51ი X 7 X 
0 

( ი ძიX 1 

14. I X(CX+3) 24. 2+C L0 X იX 

C ღ 

27. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი, 97 აოღუნ



საზღვრების შეცვლა ახალი ცვლადის შემოქვანის დროს 

როდესაც ინტეგრალის გამოთვლას ვაწარმოებთ ჩასმის საშუალებით; 

ე. ი. ახალი „ცვლადის შემოყვანით, ჩვენ შეგვიძლიან საბოლოო შედეგის- 

მისაღებად პირვანდელ ცვლადს აღარ დავუბრუნდეთ და ინტეგრალი 

ახალი (ცვლადით დავიყვანოთ ბოლომდე. ამისთვის საჭიროა მხოლოდ ინ– 

ტეგრალის ძველი საზღვრების შეცვლა ახალი ცვლადის შესაბამი საზღვ– 

რებით. 

მაგალითად, 

მი იძ» 

0 1 +VX 

აღვნიშნოთ 

VX=7 
აქედან 

X=ჯ:; ძX==2ჯძ;. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი, გვექნება: 

ძX 2ჯძჯ ააა” ლიი =27-210 1–+უჯ). 

მიღებულ შედეგში ან უნდა ჯ შევცვალოთ პირვანდელი ცელადით და მო– 

ვახდინოთ ჩასმა 0-დან 9-მდე, ან პირდაპირ ·მოვახდინოთ ჯ-ის შესაფერი- 

საზღვრების ჩასმა. ეს საზღვრები გამოითვლება II» = ჯ განტოლებიდან. 

ამ განტოლებიდან ჩანს, რომ, როდესაც X»ჯ=0, მაშინ ჯ=0, ხოლო, რო-. 

დესაც X=9, მაშინ ჯ=3. 

ამოიგად, პირველი გზა: 

2ჯ--2109 0+0= 2 V+ –2100 (1+ V>X) IL =6-–2)004=6--41092 ი 5--4199§2_ 

მეორე გზა: 

|2--21%% (1 +), =6- 41002. ი 6- 4199 2. 

შენიშვნა: ქვემოთ განხილულ მაგალითებში ახალი ცვლადის ზე-- 

მოყვანასთან ერთად ძველი საზღვრებიც მაშინვე შეიცვლება შესა» 

ფერი საზღვრებით. 

16 ბ. 
2. IX+2 ,. 

1 V > 
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აღვნიშნოთ V>X=ჯ», აქედან 

XC 2; ძX=4ჯჰძჯ; 

1 #; 4-2 =C. 4ჯ 2 1 ს “2 #+=) 495 24 24-|“ვ -+4ლ, =21-- 

ჯ»ჯ=9ძ 5)ი ჯუ 

აქედან 
ძა=ძ005 ჯძჯ; 

ჯ-ის შესაფერი საზღვრების მოსაძებნად ჩავსვათ 

X=05)ი ჯ 

განტოლებაში »-ის მაგიერ ჯერ 0, შემდეგ +-. გვექნება: 0 და –-. 

ამრიგად: 

2 ჯ 
2 იძX < _00057ძ? _ 6 C05 2% _ 6 ძმ»: _ 

ი ი22-X?2 = 0 6ბპ–015ი-; იძ /)) 1-8? ჯ 4 # 605ჯ. 

1 4537 3 
=- 10ძ %(+- 3> 

შენიშვნა: იმ შემთხვევაში, ”როდესაც ძველსა და ახალ (კვლადს 

შორის დამოკიდებულება მრავალმნიშვნელოვანი ფუნქციის სახით 

არის გამოსახული, მაშინ ინტეგრალის გამოთვლა ყოველთვის არ 

+3 

არის მოსახერხებელი, ასე, "მაგალითად, I ძX ინტეგრალისთვის 

–ვ 

  

უვა–გისია X=V/ჯ. ჩასმა. მართლაც, თუ ჯ-ის შესაფერ საზღვრებს გა 

მოვთვლით, გვექნება: 
–3=V7ჯ, აჟედან 2=9; 

4+3=V ,



აქედან ჯ=9. ამრიგად მივიღებთ ინტეგრალს, რომლის ქვედა და 
ზედა საზღვარი არის +9 და +9, რასაც აზრი არა აჟვს.+# ამისი 

მიზეზი სწორედ ის არის, რომ X=M წ გამოსახვაში # არის ჯ-ის 
მრავალსახა (ორსახა) ფუნქცია. 

კითხვა: შეიქლება თუ არა 

2 /1 +ძ 

I ძ:: ჯ I Xჯ'ძX; #/ ძX 
3 0 – “ 

ინტეგრალებში მოვახდინოთ ჯ=I” : ჩასმა. 

  

    

  

სავარჯიშო 

მზ ძიX ე _ 4. #/ = #X=ჯ. პას. 310ყ 3 
0 1+VXჯX 

5 I/ XL +#X , ვ 
: #/ ი»: . პას. –– 

0 ს VX =2 4 

1+VX. 

ძ 

2 10ძX –. #3 
6. -:2:=- M/ 0-3 =: პას. თ|/ 1-–- +. –. 

0 V 2-2 ბ ა ა 1 2 

ი > ჟ2 
7. I M ძ1--Xმ2 7X; X= 4 51)ი ჯ პას. 

4 
0 

4“ ძჯ _ 
8. –>=-=-; =#82 პას. 100(1+ V2 

0 V ი?+ა? “21 9( ) 

ი, ძბპ/.-- 2: 
9. I IM თ1-+:: ძX; X=0ძ10 2 პას, =LC –+10ფ Cყ 8) 

0 

1! ძჯ => 
19, (1--2/ 7 2=V0 ჯ _–“ პას. 8 424 

“ს _ 
11. _ # _. X=V ს IC 2 პას. C+2)VV 

0 (ხ+X”) ი 890... 

" ასეთ შემთხვევაში ინტეგრალი ნოლს ეტოლება. 
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პ ძი: 1 /3X. 1 
12. ვე § “== – ი ს -. –_. / ?9:-12)3 X=3Lჯ პას 243(32++-) 

  

რ იჯ 1 
13. =–-----; ჯ=01 §1ი2? 2 პას. გIC §1ი –– ·. 

ხნ M ი?:X-;” ბ · V ი 

1 ძჯ > 
14, --=–==== § 2:=4 5102 პ ს. რიან 

0 MV42:–-X? ” # ს 3 

15 1 >, -” . 1 
- -“>- > ძX; #2=2 პას. 10ძ (+1)–-- 

2 

22: 
16. / C0§ 2X (C05 X+5)ი X)ბძაუ; 51ი X+ 605 X=ჯ. პას. 0. 

7 

ეუ 
" · 3 1 

17. / 81ი 2ჯ (605 X-–- 5Iი)ძმა: 510X+C05%=ჯ. პას. 1 3 
7; 

2 

მითითება: 1 –+-51ი 2X==(31ი X-+-60§ X)? 
18. გადაწყვიტეთ მე-7 ამოცანა, როდესაც საზღვრები არის 

020) 
–ძ და +%ძ. პას. –ე- 

მითითება: როდესაც X=0ი51ი > განტოლებაში ჩავსვამთ ინტეგრალის 

საზღერებს, მივიღებთ: 

ძ=ძ5ი 

აქედან 

ჯ# 
ჯ=5- ზედა საზღვარი და + 

–ი=ძ5ი უ 

აქედან 
ჯ= –-2- – ქვედა საზღვარი. მართალია, §1)ი > აგრეთვე = – 1, მაგრამ ქვე– 

და საზღვრად მოუხერხებელია, რადგანაც მაშინ გვექნება: 

« 

L აძ არ C0813 »I:= –-–-- => 4. 06« 2 

2 
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19. გადაწყვიტეთ მე-9 ამოცანა, როდესაც საზღერები არის ––ი და +ძ. 

ჯ 
8 CLყ – 

პას. 4 1090 ( 2 )თრ 2   

C:ძ 8. 

20. გადაწყვიტეთ მე-10 ამოცანა, როდესაც საზღვრები არის –1 და +1, 

XX. 1 
პას. 2-9 

21. განვიხილოთ ახლა ასეთი ინტეგრალი 

„როი 
–4 

მოცებული ინტეგრალი ასე წარმოვადგინოთ: 

+ 0 +ძ 

/C)ძი= ( /#00ძ»+ / #6) ძი 
–ძ –ძ 0 

მარჯვენა ნაწილის პირველ ინტეგრალში მოვახდინოთ X= –; ჩასმა, 

გვექნება: ი ი 

#/ /თ)ძ-=- / #/(–2ძ:= / /(- უძ: 

ანუ, რადგან განსაზღვრული ინტეგრალი მხოლოდ თავისი საზღვრების 
ფუნქციაა, ამიტომ 

ძ ძ 

| #-04%– |( #C-9% 
0 0 

ამრიგად, 

წი #= |( /Cა2რ+ / თრ 

– / V-ა+/თ) ძX 
0 

თუ /(X წყვილი ფუნქციაა”, მაშინ 
  

# / (>) წყვილი ეწოდება, თუ /(-–+X)=/7 (»X) (ე. ი. ფუნქცია ნიშანს არ იცვლის, გა– 
ნურჩევლად იმისა, არგუმენტი დადებითი იქნება თუ უარყოფითი), თუ /(–+X)= –/ (7), 
მაშინ ფუნქცია კეხტია. ტრიგონომეტრიული ფუნქციებიდან C0§ და §0C წყვილი ფუნქციე– 
ბია, დანარჩანი კენტი. ნამრავლი ორი ფუნქციისა, რომელთაგან ორივე წყვილია ან ორივე 
კენტი, არის წყვილი ფუნქცია, ხოლო კენტი და წყვილი ფუნქციის ნამრავლი კენტი 

ფუნქციაა. 
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#(-29+/(»2)=2/(X), 
წზოლო, თუ კენტია 

#(–#X)+ / 0)=0. 
მაშასადამე, 

'/თ4=2 / /6)4» 
–ძი 0 

“თუ #(2) წყვილია და 

იი ძX=0, 
–ი 

თუ /(X) კენტია. 

+-2 2 1 

22. #/ ჯმ რ:=2 (: 5. ძX=5ვ- 

–2 0 

ჯ +“ 

“2 2. 
:23. / >! C05 XVX 

ჯ 0 
“2 

+1 1 

24. #/ (კ. --–2X%1+2X-+3) 7X-= 2/ ("+ 3) ძჯ 
–1 0 

+ძ 

25. / §1ი X6C05 XIX=0 

–ძ 

26. შეიძლება თუ არა 22, 23, 24 ინტეგრალები პირდაპირ გამოვთ- 

ჟფალოთ მოცემულ საზღვრებში? 

სავარჯიშო, 

+1 +% 

„27. / (ჯპ-+--ჯ1-- 2) ძჯX 29. / (603 X-–-51ი? X) იX 
–1 –ჯ 

+3 

28. / (X6C05X+X?–Lთ X) ძჯ». 
ვ 
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ჯ. 
42/ 1 

30. | ( 3 +ძყი+მიბა |: 
> LC0§12 

“2 
31, / (C0§2? X–-3X+ §1ი X-– 8)ი –“? X+ 605 X 10 X) იX 

ფართობების ბამო თვლა 

1. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია /=2X სწორი ხა– 

ზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორდინატით, რომლის შესაფერი 

აბსცისი არის 5. 

როგორც ვიცით, ფართობის გამო- 

V 4 სათვლელი ფორმულა ასეთია: 

ხ –_ 
ძ 

საძიებელი ფართობი ასე დაიწერება:. 

5 

=/ 2XძX, 

0 

დაისვანეთ ბოლომდე. პასუხი 25. 

5 

  

  შენიშვნა: მიღებული შედეგი 

შეგვიძლიან შევამოწმოთ ელემენ- 

ტარული გეომეტრიის საშუალებით: 

სწორკუთხიანი სამკუთხედის „ფართობი უდრის კატეტების ნამრავ-- 

ლის ნახევარს, ე. ი. 

ნახ. 1 

10.5 –-=25 

2. წინა ამოცანის ანალოგიურად იპოვეთ ფართობი, რომელიდ; შემო-- 

საზღვრულია X=3X+6 სწორი ხაზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და: 

ორდინატით, რომლის შესაფერი აბსცისი არის 3. 

პას. 312- 

3. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ჯ=1+3 სწორი 

ხაზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ორდინატით, რომელთა შე– 

საფერი აბსცისები არის 2 და 5 (ნახ. 2). 
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5 

 / (X+3)ძ- დაიყვანეთ ბოლომდე. პას. 19 2- 
2 

აღნიშნული ფართობი ელემენტარული გეომეტრიის საშუალებით ასე. 

მოიძებნება: დაშტრიხული ტრაპეციის ფართობი უდრის ფუძეების ჯამის. 

ნახევრისა და სიმაღლის ნამრავლს, ე. ი. 

5+8 1 
5ალ=-–ა- 3=19--- · 

  

  

”“   
ნახ. 2 

4ჭტ. ანალოგიურად იპოვეთ ფაოთობი, რომელიც "შემოსაზღვრულია 

»ჯ=2X-4 სწორი ხაზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ოოდინა- 

ტით, რომელთა შესაფერი აბსცისები არის 3 და 6. შეამოწმეთ ელემენ- 

/ტარული გეომეტრიის საშუალებით. პას, 15 

5. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღერულია »=3X სწორი ხა- 

ზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორე ორდინატით, რომელთა შესა- 

ფერი აბსცისები არის –3 და 4 (ნახ. 3). 

ვინაიდან 09C ფართობი აბსცისთა ღერძის ქვევით არის მოთავსე= 

„ბული, ამიტომ გამოთვლა ასე უნდა ვაწარმოოთ:.. 

0 4 1 
§=- |. 3Xძ27 +/ 3X ძუ: = პ7ე-. 

–3 0 

4 
თუ შეცდომით ასე გამოვთვლით. /- 3+იხ 

–3 
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ჯვექნება 
1 

5=10 > 

შევამოჟმოთ შედეგი ელემენტარული გეომეტრიის საშუალებით: 

  

  

3.9 1 4.12 
–=- -.= –-; =---=24. ფ 08C=--“ =13- ფ 00M=-–-> 

V ჩ 

I4 

თ 
ა. 

8 4 X 

–9 

' 
L , 

ნახ. 3 

აქედან 
1 1 

ფ C80#0=13-ე-+24=37---. 

6. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია X=2ჯ+6 სწორი 

საზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და“ ორი ორდინატით, რომელთა შე– 

საფერი აბსცისები არის –2 და 4 (ნახ. 4). 
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ეინაიდან ფართობი მთლიანად აბსცისთა ღერძის ზევით არის მოთავ– 

სებული, ამიტომ შესაძლებელია ინტეგრალი პირდაპირ გამოვთვალოთ 

მოცემულ საზღვრებში (აქ საქირო არ არის ორი ინტეგრალი, როგორც 

ჯჟს წინა ამოცანაში დაგვქირდა), ე. ი.: 

4 

§- |. (2X+6)ძ» დაიყვანეთ ბოლომდე. პას. 48. 
ლ –_- 

V    
    

ხახ. 4 

7. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ჯ=7X+3 სწორი 

ზაზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ორდინატით, რომელთა 

აბსცისები არის –5 და 4 (ნახ. 5). 

ფართობი გამოითვლება მე-5 ამო კანის ანალოგიურად, ე. ი. 

–3 4 1 

5§=- (X+3) ძ:: + (X4+ 3) ძჯ =26--–- 
–5 –ვ 2 

შეამოწმეთ მიღებული შედეგი ელემენტარული გეომეტრიის საშუალებით. 

ამრიგად, ფართობის გამოთვლის დროს მნიშვნელობა აქვს იმას, თუ 

სად მდებარეობს ეს ფართობი: აბსცისთა ღერძის ხევით, თუ ქვევით. თუ 

ქვევით მდებარეობს, ინტეგრალი პირდაპირ გამოითელება მოცემულ საზღ- 
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აებში, ოღონდ ინტაგრალის წინ მინუსი უნდა დავწეროთ. იმ შემთხვე– 

ვაში კი, როდესაც ერთი ნაწილი ფართობისა C0X ღერძის ზევით არის, 

მეორე –-ქვევით, მაშინ საჭიროა შუალედის ორ შუალედად წარმოდგენა: 

და თითოეულ მათგანში ფართობის ცალცალკე გამოთვლა. მოცემული 

შუალედი იმ წერტილზე უნდა გაიყოს, რომლისთვისაც 7 ნოლს ეტოლება. 

108 

შენიშვნა: მოცემული განტოლებისა და საზღვრების მიხედვით. 

ჩვენ შეგვიძლიან წინასწარ შევიტყოთ (ნახაზის აუგებლად) ფართო- 

ბის მდებარეობა. ამისთვის მოცემულ განტოლებაში X-ის მაგივრად 

უნდა ჩავსვათ თითოეული საზღვარი. და გამოვარკვიოთ ჯ-ის ნიშანი. 

თუ ორივე საზღვრისთვის ჯ დადებითია, მაშინ ფართობი მთლია- 

  

  

ნაბ, 5 

ნად აბსცისთა ღერძის ზევით არის მოთავსებული, ხოლო თუ ” უარ-. 

ყოფითია, – ფართობი მთლიანად ხსენებული ღერძის ქვევით არის. 

ფართობი ქვევით არის აგრეთვე, როდესაც ”/ ერთი საზღვრისთვის 

უარყოფითია და მეორისთვის ნოლის ტოლი. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც »” ერთი საზღვარისთვის დადებითია: 

მეორესთვის – უარყოფითი, მაშინ ერთი ნაწილი ფართობისა 0X ღერ– 

ძის ხევით დევს და მეორე კი-- ქვევით. 
მაგალითად, თუ გამოსათვლელია #=-–-X+5 სწორი ხაზით შე- 

მოსაზღვრული ფართობი (2.8) შუალედში, ასე უნდა მოვიქცეთ: 7” 

ქვედა საზღვრისთვის დადებითია, ზედა საზღვრისთვის-- უარყოფითი, 

გარდა ამისა, / ნოლს ეტოლება, როდესაც X=>5, მაშასადამე, ინტე– 

გრალი (2,5) შუალედში ჩვეულებრივ გამოიოელება, რადგანაც ფარ–- 

თობი (01X ღერძის ზევით მდებარეობს, ხოლო- (5,8) შუალედში კი 

ცალკე უნდა გამოითვალოს და ინტეგრალის წინ მინუსი დაიწეროს, 

ვინაიდან ამ შუალედისთვის ფართობი 0Xჯ ღერძის ქვევით არის მო–-



თავსებული. თუ ინტეგრალის წინ მინუსს არ დავწერთ, მაშინ აბსო 
ლუტური მნიშვნელობა უნდა ავიღოთ. 

ააგეთ სათანადო ნახაზი და დარწმუნდით მსჯელობის სისწორეში, 

8. იპოვეთ ფართობი და გამოარკვიეთ, საჭიროა თუ არა შუალედის 

დანაწილება: 
8) შემოსაზღვრულია ჯX=+X+4 სწორი ხაზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვე– 

თით და ორი ორდინატით, რომელთა აბსცისები არის –1 და 3, 

ხ) ჯX=2;+3 სწორი ხაზით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ორ- 

დინატით, რომელთა აბსცისები არის –2 და 1. 

C) ჯCX+2 სწორი ხაზით, აბსცისო» ღერძის ნაკვეთით და ორი ორ- 

დინატით, რომელთა აბსცისები არის –4 და 2. 

V 

  

                
  ე | X 

                    

ნახ. 6 

9. იაოკერ ფართობი, რომელიც შემოსახღერულია 7=»X მრუდით, 

აბსცისთა ღერძის ნაკეეთით და ორდინატით, რომლის აბსცისი არის 3. 

(აბსცისთა ღერძის ნაკვეთი სათავიდან უნდა ჩასთვალოთ). 

10. იპოვეთ ფართობი, რომელიც შემოსახღვრულია »=X+3 მრუ–- 

დით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ორდინატით, რომელთა შესა–- 

ფერი აბსცისები არის 3 და 5. 

11, იპოვეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია #ჯ=1X2 -–-4 მრუდით, 

აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ორდინატით, რომელთა აბსცისები 

არის 1 და 4. 

მითითება: საჭიროა შუალედის დანაწილება. 

“ + 12. ვიპოვოთ წრის”ფართობი, როდესაც ცენტრი სათავეშია მოთავ- 

სებული. 

სიმარტივისათვის გამოვთვალოთ”ერთი მეოთხედი და მიღებული შე- 

დეგი გავამრავლოთ ოთხზე. 

სც 1?2+ე=I? წრეხაზის განტოლებიდან X-ის მნიშვნელობა ჩავსვათ ფარ- 

თობის ფორმულაში, გვექნება: 
'I 
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ა _ _ 5 

+= | VI -–-. ძ;C=:5% 
0 

  

  

  

  

    

4 “” 

აქედან ა=2713 

13, ანალოგიურად იპოვეთ ელიპსის ფართობი. 

პას, «იხ 

14. იპოვეთ ჯ=§)ი ჯ სინუსოიდის ერთი შტოს ფართობი (ნახ. 6)- 

პას. 4 

15. იპოვეთ X=C05 2 კოსინუსოიდის ფართობი (0, <=) შუალედში. 
პას. 2 

V 

M 

4 2 8 
/, (ს 

7 26 X 
/ | %7” | V 

1. ! 2 I 
LL I! L ") 

0 0 CL ! 

ნახ. 7 

16. იპოვეთ ჯ=ჯXჯ ბისექტრისსა და წჯ=X? პარაბოლს შორის ფართობი. 

პას. –- 

17. იპოვეთ /=X ბისექტრისსა და ჯ?-+/?= #2 წრეხაზს შორის მოთაგ–- 

სებული ფართობი პირველ ძეოთხედმი. 

  

18. იპოვეთ X»=X? და X=11 შორის მოთავსებული ფართობი, 

1 
პას. 3. 

  

19. ვიპოვოთ X»-+)2=2 წრეხაზსა და ჯ=Xჯ? პარაბოლს შორის მოთავ– 

სებული ფართობი (ნახ. 7). 
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პარაბოლი და წრეხაზი გადაიკვეთება ”#(–-1, 1) და 8(1, 1) წერტი– 

ლებში, საძიებელი ფართობი=-ფ #)4M8C–ფ 9#08C= 

'„გ„„. +1 
=/ V2-–ჯ? რ- |. ჯ? ძჯ» დაიყვანეთ ბოლოზდე. 

–1 - 1 

20. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია X=ძ (L--51ი 7); 

X»X=ძ(1 –205/) ციკლოიდის ერთი შტოთი. 
როგორც ეიცით, როდესაც C0X ღერძზე გორავს წრე, რომლის რადი– 

უსი არის ძ„ (ნახაზზე ეს წრე პუნქტირით არის ნაჩვენები), მაშინ მისი. 

  

                      
  

ნახ. 8 

რომელიმე წერტილი აღწერს სიბრ ზყეზე მრუდს, რომელსაც ციკლოიდი: 

ეწოდება. როდესაც X იცვლება C0-ჯან 2 >4-მდე, მაშინ ჯ იცვლება 0-დან, 

2>-მდე, მაშასადამე: 

2X 2%X 

§= |. ;ძ= / ძიძ(1-–C051)ძ(1--C05/)ი/==3ჯ 0) 
0 0 

ამრიგად მიღებული შედეგი წარმოადგენს მგორავი წრის გასამკეცებულ- 

ფართობს, 

2L. იპოვეთ წრის ფართობი, თუ განტოლება პარამეტრული სახით. 

არის მოცემული: 2=IMVC05/ X=5)ი7. 

ჯ 

= I22 წწ §)ი?/ი,. დაიყვანეთ ბოლომდე. 

0 

>1
ი 

მითითება: თუ X იცვლება 0-დან დე (1 იცვლება <- -დან 0-დე. 
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22. იპოვეთ ანალოგიურად ელიპსის ფართობი, თუ მისი განტოლება 

პარამეტრული სახით არის მოცემული: X=0C605/, წ/=0 510 7. 

23. იპოვეთ X=0ძ51ი'პ/; =0 603" | ჰიპოციკლოიდის ფართობი (ნახ. 9). 

პას. > 2 #2 

მითითება: სიმარტივისთვის გამოთვალეთ ერთი მეოთხედი (0-დან 

4-დე) და გააპრავლეთ ოთხზე. როდესაც X იცვლება 0-დან თი-დე, 1 იცვ- 

ლება 0-დან 5. “დე. 

  

  
§ახ, 9 

ფართობის ბამოთთვლა პოლარ (კიდურ) კოო.რდინატე-:5ი 

ასეთ შენთხვევაში უნდა ვისარგებლოთ ძირითადე ფორმულით: 

1 / 
ღუ 2 §=+- | ი ძდ, 

ს) 

იადაც ს –- რადიუს-ვექტორია, დ – პოლარი კუთხე. 

“24. ვიპოვოთ ფართობი, რომეღიც შემოსაზღვრულია ი#1?1=ძ02 C05 2დ 

ლემნისკატით. 

ვინაიდან საძიებელი ფართობი ოთხი სიმეტრული ნაწილისგან შესდ- 

ეგბა, ამიტომ საკმარისია გამოვთვალ.ით მხოლოდ ერთი მეოთხედი (პირ- 

ველი მეოთხელი). 
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ინტეგრალის საზღვრები ასე გამოირკვევა: თუ 0 იცვლება ი«-დან C-დე, 

მაშინ <= იცვლება (2-დან –> -დე. 

5 1 ჯ 3 _ ი 
+-X / ძ 0052დ 0ი2დ=->-, 

, 
ამრიგად, 

  

  

ნახ. 10 

აქედან 
§=ძ0ძ7, 

ე. ი, საძიებელი ფართობი უდრის იმ კვადრატის ფართობს, რომლის გვერ– 

დი არის ძ. 

VI 

/ 

  

  
  

ნახ. 11 

25. იპოვეთ წრის ფართობი, თუ წრეხაზის განტოლებანი ასეთია: 

გ) ი=#; ხ) ი=2X-05დ;: C) ი=2ჯ3იდ; 8) ი=#C05%; 

6) ი=ჯვიდ. 

8. უმაღლესი! მათემატიკის პრაქტიკუმი. 113



მითითება: მ) წრის ცენტრი სათავეშია; ხ) ცენტრი CX ღერძზე დე: 

და ეხება (2# ღერძს; C) ცენტრი 0) ღერძზე დევს და ეხება 0X ღეთოძს; 
ე 

ძ) ცენტრი 0X ღერძზე დევს და დაშორებულია სათავეს 2 მანძილით; 

ბ) ცენტრი 0» ღერძზე დევს და დაშორებულია სათავეს 1 -ით. 

26. იპოვეთ' ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია C=ი (1 + 00§C) 

კარდიოიდით (ნახ. 11). 

V 

ა. 7 

  
ნახ. 12 

_ : 
2=> I 0” (1+ 005) 1 ძდ. დაიყვანეთ ბოლომდე. 
· 0 

ვ 
პ ს. 5= –:0? ' ას ა 2256 

27. იპოვეთ ფართობი, რომელიც შესოსაზხღვრულია ი=ი06052დთ ოთხ- 

ფოთლიანი ყვავილით (ნახ. 12). 

ვინაიდან რვა სიმეტრული ნაწილი გვაქვს, ამიტომ საკმარისია გამოი- 

თვალოს ერთი მერვედი: 

+
I
შ
 

5. 1 
8-5 /, თ” C05? 2თ ძი. დაიყვანეთ ბოლომდე. 

+ ჟე? 
პას. 5= 2   

114



28. იპოვეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია §=ძ§51ი 2დ მრუ- 
დით (ნახ. 13). 

დ ჟ? 
პას. 5=-ე- 

  

  

  
ნახ. 13 

29. იპოვეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია 06=ძ C05 3C სამ- 

ფოთლიანი ყვავილით (ნახ, 14). 

  

  

  
ნახ. 14 

ვინაიდან ექვსი სიმეტრული ნაწილი გვაქვს, ამიტომ უნდა გამოითვა– 

ლოს ვრთი მეექვსედი. 
3 

პას, 
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30. იპოვეთ ელიპსის ფართობი, თუ მისი განტოლება ასეთი სახით 

არის მოცემული. 

  

  

  

0: _ რწ __ 
? == 32 6053 C-+-025)ი? დ 

ჯ 2 _იდ_ 

5._1 I ი?ხ? ძღ =% |“ ლლა2დთ __ 
2=2 | 7.20 ემ ფცა 22 ჯა” = 4 0 #605დ+ი? 301 დ ი? წ ჯყბდ 

+ 

ხ /2 თძIდ ხ /“=9 ქ: ხ? ღ 
აჯაგეაეაეაა– ი 

– +(0? -- + 2-–- –_ 

2 97 “გია ძ ძ 

_ იხ ძჯ |თა _ იხ 
=- მიყოს =>“ 

აქედან 
§5=% იხ. 

მბრუნავი სხეულების მოცულობა და პიტეული 

უნდა ვისარგებლოთ შემდეგი ფორმულებით: 

ხ 

”-» |. წ?ძ.: 

ძ 

(როდესაც სხეული ბრუნავს CX ღერძის ირგვლივ). 

ძ 

V=X I უბ 

· 6 
(0X» ღერძის ირგვლიე). 

ხ ხ –  7ჰსბ? 

§-2 |, ,რ-2ი |. ი) +(>) ძ:: 
“ ჩ ძჯ 

# ეს განტოლება მიიღება 
„კ გ 

განტოლებიდან, თუ ჩავსვამთ: X =- 0 C05 დ და 7” = (0 §1ი დ, 
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§= »/ «6-2 | 2 / 1+(+ I -) 2 

1. ვიპოვოთ მოცულობა და პირველი იმ სხეულისა, რომელსაც 
ვმ ებ=12 

წრეხაზის ბრუნვა გვაძლევს ()X ღერძის ირგელივ (სფეროს მოცულობა 

და პირეული). 
მოცემული წრეხაზის განტოლებიდან გამოვსახოთ »-ის მნიშვნელობა 

და ჩავსვათ მოცულობის შესაფერ ფორმულაში. რადგან წრის მეოთხედის 

ბრუნვა ნახევარ სფეროს გვაძლევს, ამიტომ დავწერთ: 

-= ./. (I -––:2) ძჩX) 

4 
ლ–-- ჯ #3 

აქედან 

პირეულის მოსაძებნად საჭიროა წრეხაზის განტოლებიდან ვიპოვოთ 

თ წარმოებული და ჩავსვათ პირეულის ფორმულაში, გვექნება: 

== ./ XI +(-5) ძ» 

თუ რადიკალის ქვეშ მოვახდენთ გაერთმნიშვნელოვანებას და ვმ 

შევცვლით მისი ტოლი #?-ით, მივიღებთ: 

ჯ 
2 2-7 / ძX, 
2 9 

=4; I22, 

2. ანალოგიურად იპოვეთ მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც 

აქედან 

C 
4 <3: 2-=1 ელიპსის ბრუნვა გვაძლევს 0X ღერძის ირგვლივ. 

პას. +» თხ? 

კითხვა: როგორ მიიღება აქედან სფეროს მოცულობა? 

3. იპოვეთ მოცულობა და პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც 8-ს 

ბრუნვა გვაძლევს (წრეხაზის რკალი) 0X ღერძის ირგვლივ. C70= +. (ნახ. 15). 

პას. /=-%, 5=>1 2.   
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4. სწორი ხაზი (4, პ) წერტილს კოორდინატთა სათავესთან აერთებს. 

ვიპოვოთ მოცულობა და პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც ამ სწორის 

ბრუნვა გვაძლევს C0X ღერძის ირგვლივ. 

მითითება: განტოლება სწორი ხაზისა, რომელიც სათავესა და (4, 3) 

წერტილზე გაივლის, ასე დაიწერება: 

ვ 
7=+%X 

ჩასვით ეს მნიშვნელობა შესაფერ ფორმულებში. ცხადია ინტეგრალი გა- 

მოითვლება (-დან 4-დე. 

პას. 7=12:: 5=157. 

ნახ. 15 

დავალება: შეამოწმეთ მიღებული პასუხები ელემენტარული გეომეტ- 

რიის საშუალებით, თუ ხსენებული სწორის ბრუნვა გვაძლევს კონუსს, 

რომლის რადიუსი=3 და სიმაღლე=:4. 
5. ანალოგიურად იპოვეთ მოცულობა და პირეული, თუ სწორი ხაზი 

(3, 6) წერტილს სათავესთან აერთებს. 

| პას 7=36-; §5=18V5=. 

6. ანალოგიურად იპოვეთ მოცულობა და პირეული, თუ სწორი ხაზი 

(ი, ხ) წერტილს სათავესთან აერთებს. 

თხ? 1 
პას, 7= 3: ა=+ხVძთ?+წ?   

7. წინა ორი ამოცანა გადაწყვიტეთ იმ შემთხვევისათვის, როდესაც 

სწორი ხაზი 0V ღერძის ირგვლივ ბრუნავს. 

პას, 7=18-; 5=9V5+ და 7= 562 ზწ=> I ც?-Cხ?   
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8, იპოვეთ მოცულობა და პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც »Xჯ=2X 
პარაბოლის ბრუნვა გვაძლევს (00X ღერძის ირგელივ სათავიდან X=>5-დე. 

პას. /=25007X. 

9. იპოვეთ მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც ჯ=851ი ჯ სინუსოიდის 
ბრუნვა გვაძლევს CIX ღერძის ირგვლივ C0-დან +>-დე. 

10. ანალოგიურად მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც წ»X=C0§5 ჯ კო–- 

სინუსოედის ბრუნვა გვაძლევს CX ღერძის ირგვლივ 0-დან 3--დე- 

2 

პას. _–. 
ჟ–+.“ 

11, იპოვეთ მოცულობა და პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც 

1 
'=2(7+4) 

მრუდის ბრუნვა გვაძლევს 0X ღერძის ირგვლივ 0-დან 1–დე. 

–_ “ (0. ა-ს I. არ (81 ღმ) ი პას, 7=- C სა.” +VC (-2)--+. 

12. ვიპოვოთ სფეროს მოცულობა და პირეული, თუ წრეხაზი 0X ღერ– 

ძის ირგვლივ ბრუნავს და მისი განტოლება პარამეტრული სახით "არის 

მოცემული: 

2:ლ=)1პჰ0051 /=/#M35)ი17. 

49. 

წ ხ 2 
5-5 / წ? IX= –2 დ /” 510? 7 ძ 605 /. დაიყვანეთ ბოლომდვ. 

რ 0 

13. ანალოგიურად მოცულობა X=ძი60051; #=4ხ 3101 ელიპსისთვის. 

14, იპოვეთ მოცულობა და პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც 

X=ძ(--3)ი)); X=0(1-0057/) 

ციკლოიდის ერთი შტოს ბრუნვა გვაძლევს. 0X ღერძის ირგვლივ. 

პას. 7=5ძტპ%»" ; §=5-# I. 
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მითითება: იხილე ამოცანა M# 20 (ფართობის გამოთვლა). 

15, იგივე (X ღერძის ირგვლივ. 

პას. #/=6ე4 >3; §=+ ი? >, 

16. იპოვეთ მოცულობა და პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც X= 

=4ძ85)ი?1; X=0 60§3 / მრუდის ბრუნვა გვაძლევს CIX ღერძის ირგვლივ. 

32 
პას. |I= 105. “ 3 >: 5=12012 >. 

მითითება: იხილე ამოცანა M# 23 (ფართობის გამოთელა). 

17. იპოვეთ მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც გვაძლევს X? +“= 

წრეხახისა და X=)? პარაბოლის ურთიერთ გადაკვეთის ბრუნვა C1X ღერ- 

ძის ირგვლივ (ნახ, 16). 
მითითება: საძიებელი მოცულობა მიღებულია 0M და M.-ს ბრუნვით. 

ცხადია, უნდა გამოითვალოს ორი ინტეგრალი: (0-დან #-დე და #-დან 

#, „== 

2)   'V #/. 

ააა   
ნახ. 16 

#-დე. #-ს მოსაძებნად უნდა შეთავსებულად ამოვხსნათ წრეხაზისა და პა– 

რაბოლის განტოლება, გვექნება: 

–1 +V/5 1 

#7=X 2 »ძ-+ ·/ (1-X)ძ; 
–1+V 5. 

2 

    

დაიყვანეთ ბოლომდე. 
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18. ვიპოვოთ პირეული იმ სხეულისა, რომელსაც 

ელიპსის ბრუნვა გვაძლევს CX ღერძის ირგელივ, 

ვიპოვოთ ელიპსის განტოლებიდან წარმოებული: 

აქედან 

5 დ წე 4 #7 ყე 
-- ->X / IVI+, რ=% /. ”V 1+-აიგ ძX= 

2 «-.:შ8სსს,,"," ძ მეუ 

=> /, V ე) + ხშ (69 “ბ, 7“ · ' (ეშ X)-ჩბე2 ძა: =. 

4 0 « 0 რ“ 

_ 2 2»; 7 '"295ქჯ = 9 წეელეა 2 ქ:;= 

“” ” 

“2 | უ/9-ი. 
5 ე 

  

              

აღვნიშნოთ ახლა 

X=– 510 XC 

აქედან 
#1 

ძX=-- 005 2 ძ;. 

2LC «ი < 

5 2X»ჩ- ლ იე, > ქ>= 
ფლა , ვ–-ფ9ი · იი; 2= 

2 ს „ 2C 5)ი “+ 2 იწ . 2 ე”ჯC §Iი ძ 

=“”9 მ.კ. 2549) 2 , 90% = > I C05? წ ძჯ; > I« “<5 | =     

12L



MX 5 :.ი :არ :1 6 
2 იბნ / მ!651ი- §10 2მ+6C §1ი > ) 2» თნ 1ი 51ი – _ ჩ/ ) 

ლ=ლ=ლ----–-!|”_-  --- .__ = LL 

2 4 C 2 2ძთ2?/0 

_ 210ბხ 
§   

== 
2C §ი – +271 

ი 

19, ვიპოვოთ მოცულობა იმ სხეულისა რომელსაც გვაძლევს წრის 

ბოუნვა აბსცისთა ღერძის ირგვლიე. (წრის ცენტრი ორდინატთა 'ღერძზე 

დევს და თვით წრე ეხება აბსცისთა ღერძს) (ნახ. 17). 

V 

  

      X 

გზ 

ნახ. 17 

X აღვნიშნოთ 

.. C 
ეIC §111 –– = /, 

ძი 
მაშინ 

510.2 2IC 51ი = =§)ი 2/. 

თუ 
.- 6 

9XC 510 –– =/, 
ძ 

„აქედან 

, C თ _ ხ 
901=– და C051= 1--> ==) 

მაშასადამე, 

· · · ხ 
810 2 2IC 5)ი < =31ი 2(=2 9 / 60§/=2-= “> 2%C 

#! 
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მოცემული წრეხაზის განტოლება ასეთია: 

ჯ1პ+(7-ნხ)=I? (ხ– ცენტრის ორდინატია) 

საძიებელი მოცულობა წარმოადგენს ორი მოცულობის სხვაობას, რომ- 

ლებიც მიღებულია შესაბამად 248)L/- და >+80#%/#--ით. 

აღვნიშნოთ კ, და #, ორდინატები წ“-ეხაზის ძმ წერტილებისა, რომლებ - 

საც საერთო აბსცისი აქეს, ახლა წრეხაზის განტოლებიდან შეგვიძლიან 

დავწეროთ: 

1=M+VI%მ-22 და )=M%-M/01-ე) 

თუ საძიებელ მოცულობას აღვნიშნავთ /7”-თი, დავწერთ: 

+ XX +/7 

წ-ი |. გვ? რ-ი |, ჯე? #X 
_. _” 

_ +# +7 

=-/, (23) –7ი”) რ+=%/ (XX) (21-–/;) ი+= _ – 

ანუ 

–# 

(+#, და »#, მაგივრად ჩასმულია ზემოთ აღნიშნული მნიშვნელობანი). 

მიღებული ინტეგრალი გამოითვლება X=#51ი >; ჩასმის საშუალებით. 

საბოლოოდ გვექნება: 

+IX +> 

4: 1/ V 0: -–- X? ძ· = 42: IM / 2 0572 #7= 
–M 7 I 

ხა
 

ე 

=8> დ |” C05? ა #-== I? · 2+ I 

0 

ამრიგად, საძიებელი მოცულობა უდრის წრის ფართობისა და წრე- 

ხაზის ნამრავლს. 
დავალება: როგორ დაიწერება მიღებული შედეგი, როდესაც წრის 

ცენტრი ორდინატთა ღერძზე დევს და დაშორებულია სათავეს #I მანძი– 

ლით? (>). 

20. ვიპოვოთ მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც გვაძლევს წრიული 

სეგმენტის ბრუნვა თავისი ქორდის ირგვლივ (ნახ. 18), 

ვთქვათ სეგმენტის რკალის განტოლება არის: (X-ით)?-+--( »-ხ)1=#2 
(« და ხ ცენტრის კოორდინატებია). 
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ხსენებული ქორდა დამთხვეულია აბსცისთა ღერძზე. 

აღვნიშნოთ საძიებელი მოცულობა #”-თი, მოცულობა, რომელსაც სMMLს 
ბრუნვა გვაძლევს, /7,-თი და მოცულობა, რომელსაც #MX# გვაძლევს #, -თი, 

(ს8,1= IXVIL) 

მაშინ დავწერთ: 

#M=I,-2Mა. 

ვიპოვოთ ჯერ 7,, რისთვისაც უნდა მოვიმარჯოთ 

% 
I/ 4107X მოცულობის ფორმულა. 

“' 

  

  

წო, (ს-+-V 8 – (X-–- ი)?|” ძX= 

=თალ / _. არი/ (:– 0)? ძX+2> I". - V# -(CX-თ) ძX 

აქედან პირველი ორი ინტეგრალი ადვილად გამოითვლება, მესამე 

ინტეგრალისთვის საჭიროა ჩასმა X-ძ=2, რის შემდეგაც იგი ასე დაი- 

წერება: 
+IL _ 

LL. ჯ VI- დი. 

ახლა საჭიროა ტრიგონომეტრიული ჩასმა ღ==X51ი7, გეექნება: 
“ 

– – 
თ “> 

+> 2 ==. 

IL VI-ჯ. 4-7 | 2 იამ (%-2ჯ. |? C0§? ჯ 7I=> 54. 
0 

ა)
 

ჩ» 
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ამრიგად, 

/,=2=1(00+-X)- 3 =L+ს 2 1= 

=2> #0+45-> ბ1I-+- ს»? M0 

  

გამოვთვალოთ ახლა //,, რისთვისაც უნდა ავიღოთ 

ჯ=ს-1 6 –-ც:-თ!. 

დავწერთ; 
ე+- ვეეაეაეაა--- ძ-IX 

#==> / (ს– VI – (X–ი)?)“ძX=> / 0?2+) ძ;– 
ი-“ ძ+-ძ 

ი+-I” რი + M _ # 

-/. (X–ძ)? რ-ის | M 2-–(X-–ძ) ძჯ 
ძი +ძ ი+-ძ 

როგორც წინა შემთხევევაში, პირველი ორი ინტეგრალი ადვილად გა–- 

მოითვლება, მესამე ინტეგრალისთვის საჭიროა X-ძ=ჯ (ოღონდ ამ შემ–- 

თხვევაში უმჯობესია საზღვრები არ შევცვალოთ და გამოთვლის დროს 

ძველ ცვლადს დავუბრუნდეთ). 
””””' 1 _ _ „––“ 

/ V I1--(X–-0)? ძ1:= (+ მIC ფირი +--> რ/ი-C-4.| – 
რ 

    

–-ძ ძ+-ძ 

2 3 _- 
=45- 8IC 51ი L # მXC §|ი +-5Vყ9-7- (01--– 29-= 1) 

=5L # მIC 5)ი 4 _ 9. 
0 4 2 XX 2 

მაშ, საბოლოოდ გვექნება: 

Iელ=% ხ? --X I-–9:ძ I?->C0ძ ხ1–   რწევა ე + 
- 122 ჯძ?ჭ 2 LX: 

3.“ 3 2 

XV I ხ8X67510ი +%+»ძ ხ32=%: (M2-–-ძპ) X+23 «I -–-თ»ძIX+- 

2 9 
=ძ” I... #? ხ21C 51ი 9 _ ++3 2 X 

“ 

# აღებულია #Mნ6 მოუდხაზოვანი სამკუთხედი. ერთნაირად შესაძლებელია #77 სამ- 
კუთხედის აღებაც. 
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(პირველ წევრში ს? შევცვალეთ IM” -ი--ით). 

5 „ Iს ჯეპ ი 
3-5 5-2 -ი02:0:“ –“->“ ++. იხ 806 510 -5- 

აქედან 

#= IM, 2M,=25#0'+ 2 + I ს-ა 2 0+-2- 0? 1+2%0 Iბო- 
  

  

  

' 

+? Mხ– 254 2. ს IX 3:C65ი §=2ი# (ხ1+იძ2?) -- 22 10ეი+ 

–+2>2 12 ს+2იძთდ- 2 -თ –2:ხ))I2 მIC 51ი §«. 

წ-2ი(> ხI--ძ ს-9%-ს #1? გI+C შიჯ) 

  

დავალება: როგორ დაიწერება მიღებული შედეგი, როდესაც ხ=7# და 

ს=0? როგორი მდებარეობა აქვს ამ შემთხვევაში წრეს? 

გრუდის სიბრძე 

მრუდის სიგრძის მოძებნის დროს უნდა ვისარგებლოთ ფორმულით: 

ს ს ,““ ––= 
§- |. /CI+272= |. MI+72) 4 

ძ “ 

ზოგჯერ უფრო მოხერხებულია დამოუკიდებელ ცვლადად მივიღოთ 1, 
მაშინ ასეთი ფორმულა გვაქვს: 

ძ ' „7-ს 
§- | I 1+(+) ი). 

ძ) წო 

1. ვიპოვოთ ჯ=3ჯ? პარაბოლის რკალის სიგრძე სათავიდან ორდინა– 

ტის შეხვედრამდე, რომლის აბსცისი არის X=5. 

მოცემული განტოლებიდან გვაქვს: 

ძ» _ 
#56, 

აქედან 

1%



5 

§- / V 1--(6X)? ძ» დაიყვანეთ ბოლომდე. 
ა C 

2. ვიპრვოთ ვჯ1პ4+--V=/2 წრეხაზის სიგრძე. 

ს __# 
ძი... 1 ? 

აქედან 

: 5 “თ 05 ქ» 
+= |“ უყ +(-3) იXჯ=IL I 201 _ 

0. ! 7 ა0 7 

_ 2 _ ძჯ; 

ი M#IC-” 

აქედან 

ს V 5=2>7 

+“ 7 
3. ვიპოვოთ ულ ავ მრუდის სიგრძე 0-დან 1-დე. 

    
1 ა-ი. #% 3. 1 /4-- ბი 2-1 

0 (5 0 

“1 /C+6 <M '1 +447 (“1 
– | 2 იX = 2 X =5“ 

0 0 

4. ანალოგიურად იპოვეთ 

7=2(2 +«4. 

პას. 5= პა. §=5(2 – #1) “: ) 

მრუდის სიგრძე 0-დან »-დე. 

5. ვიპოვოთ წრეხაზის სეგრძე, თუ მისი განტოლება პარამეტრული 

სახით არის მოცემული: 

2:=1:06005,/გ X=47251ი /. 

    

ჯ
ი



IL3 

–––_ –––-3ეეს" 
2 /. M270+4ებ= |? V 00 00§27/+ #2 51ი37 ) ძ/1= 

0 

4-X 
=X ძI= - (4-5. 

95=2X X 

»X
 

2 

“აქედან 

6. ანალოგიურად იპოვეთ ციკლოიდის ერთი შტოს სიგრძე: 

X=0(-–-8ი)); X=ძ(1-0იC067) 

პას. ზ/ 

7. ვიპოვოთ მთელი 

=/8იპ1; )=->ძC60351 7 

-ჰიპოციკლოიდის სიგრძე. 

ვიპოვოთ ჯერ ერთი მეოთხედი: 

  ა 2 
== / #/9:20+0:1= / 2 V(305)ი?7 X570/)2+(–-3 ი C0§1751ი #901= 

5 - 3 2 3 
= (? V 90? 5102 7 C0§52 / (§1ი2 / – C0§2 1) ძ/2 =5- ( 2 §ყ,ი2/ი/=-– 

0 2 0 2 

  

აქედან 
5=6ძ 
  

8. იპოვეთ X=ი(06051-+/751ი 1); X=0(51ი 1--7005/) რკალის სიგრძე. 

7==0; 1=22. 

პას. 2X1 « 

თუ გვინდა მრუდის სიგრძე ვიპოვოთ პოლარ კოორდინატებში, ამის– 

თვის უნდა ვისარგებლოდ ფორმულით: 

1 დ 212 
§= |. თ +(%) I ძდ 

«ი ? 

9. ვიპოგოთ 6=# წრესაზის სიგრძე» 
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ვიპოვოთ ჯერ ერთი მეოთხედი: 

ძი ა =0 –= 
ძი” 4 # 

5=271 I. 

ხ
ა
!
 უღ 

  (ლე?! ძდ==X, 

აქედან 
  

10. იპოვეთ წრეხაზის სიგრძე, თუ მისი განტოლებანი ასეთია: 

მ) ი=#0052C« ; ხ) ი=ჯ3ი 2დ; 

C) 9ი=#C05დC; ძ) ი= #53ი დ. 

11. იპოვეთ 0=ძ(1 +605 დ) კარდიოიდს სიგრძე. 

4. · 1 

3=/, (ი' (1<-005 დ)2+ი2 51ი? დ)? ძდ=40, 
0 

აქედან 
5=8ი 

12. ელიფსის რკალის სიგრძე. ი-ის 

ავიღოთ ელიფსის განტოლება ასეთი სახით: 

Xჯ=ძ5891იCდ; ჯ=ხ0C08“ 

აქედან 

ძX=ძC05CდძC, ძ»= --ხნუIი დძღ. 

§– | V22 + რ'- / V2 C052 დ-LVM2 §1ი? დ ძდ= 

=1C (1-– 5102 დ)+- ხ2 §1ი2? დ ძდ = | V=-C-25 81ი? დ ძდ= 

ისტბ”ი 
დ-ხ_ თ. 

=20, 
კ»? ჟი 

  

  ” ვი? დ დ49, 

მაგრამ 

  

მ. „უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 129



მაშასადამე, 

§=ი | #1=2 51ი? დ ძდ 

Iძ +-= 

თუ ახლა მივიღებთ 

აღნიშვნას, ასეთი ჩასმის შედეგად რადიკალქვეშ მდგომი გამოსახულება» 

მიიყვანება მეოთხე ხარისხის მრავალწევრზე. ასეთი სახის ინტეგრალი ელე- 

მენტარულ ფუნქციათა საშუალებით არ გამოითელება. მიღებულ ინტეგ- 

რალს „ელიფსური! ინტეგრალი ეწოდება და გამოითვლება მიახლოებითი 

ანგარიშობის ფორმულებით. (ეს ფორმულები ქვემოთ იქნება განხილული). 

ანალოგიური შემთხვევა გვაქვს ლემნისკატის რკალის სიგრძის გამოან–- 

გარიშების დროს. ლემნისკატის განტოლება პოლარ კოორდინატებში 

ასეთია: 

02=03 C05 2C, 

აქედან 
ძი .. 

20 --= --20? 51ი 2Cდ ; 
ძა 

ძი _ _ ი” 5ი2დ _ _ ძ5Iი2დ. 

ძდ 0 VC05 2C 

ჩაგსვათ ეს მნიშვნელობანი 

1 
დ ძი 212 

§= |. I-+ რ) ძდ ფორმულაში: 

და 

· მლ ე! 
5§= 0:16052დ + თათაბე2 _ 

C05 = = 

=ძ4 
=+ | > => – 5025 74 – 251015 

მიღებული ინტეგრალი, როგორც წინა შემთხვევაში, ბოლომდე არ 
დაიყვანება. 

ამრიგად, ელიფსისა და ლემნისკატის რკალის სიგრძე ელემენტარული 

ფუნქციებით არ გამოისახება. მათი გამოსახვა შესაძლებელია „ელიფსური“ 

ინტეგრალების საშუალებით. 
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ბრტყელი ფიგურის სტატიკური მომენტები და სიმძიმის ცენტრი 

მატერიალური წერტილის სტატიკური მომენტი რომელიმე ღერძის 

მიმართ არის მისი მასისა და ღერძამდე მანძილის ნამრავლი. 

თუ აღვნიშნავთ სტატიკურ მომენტს M-ით, მასას 7» და მანძილს ღერ– 

ძამდე 7ჯ-ით, გვექნება: 

M=117 

თუ მოცემულია / წერტილი მასებით: 

20, ეც მნე...” და #, ე 7... 

მანძილებით, მაშინ 

M= ზ% #7. 

შენიშვნა: წერტილები და შესაფერი ღერძი ერთ სიბრტყეზეა 
მოთავსებული. 

როდესაც ბრტყელი ფიგურის სტატიკურ მომენტზეა ლაპარაკი ნაგული– 

სხმევია, რომ ფიგურის ყოველი ნაწილის მასა იზომება ფართობით, ე. ი. 

ყოველი ნაწილის მასა იმავე რიცხვით გამოისახება, რითაც მისი ფართობი. 

სტატიკური მომენტები კოორდინატთა ღერძების მიმართ ასეთი ფორ– 

მულებით მოიძებნება: 

1 რს ხ 

M,.= 2 | +? ძX ; Mაე= / ჯ/ძX 
რ ძი 

შფენიშვნა: ინტეგრაციამდე ს) გამოსახული უნდა იქნას ჯ-ის სა- 

შუალებით შესაფერი განტოლებიდან. სიმძიმის ცენტრის კოორდი- 

ნატები თ და 8 ასეთი ფორმულებით გამოისახება: 

ხ 1 : 

XV ძX _ 2 ძX 
M, / 7 · M, 2 წ! 7 _M#VV =-“--, V- ეას = 
==--< ჩზ=“ დ 

    

სადაც 5 არის მოცემული ბრტყელი ფიგურის ფართობი. 

ამრიგად,რომელიმე ბრტყელი ფიგურის სიმძიმის ცენტ- 

რის კოორდინატები გამოისახება ამ ფიგურის სტატი: 

კური მომენტისა და ფართობის შეფარდებით. 

უკანასკნელი ფორმულა ასე გადმოიწერება: 

ხ 

258= / ები 
ძ 
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ნუ, თუ ორივე მხარეს »«-ზე გავამრავლებთ: 

ხ 
28. 3-» | 74% 

ძ 

მაგრამ მარჯვენა მხარე წარმოადგენს მოცულობას იმ სხეულისა, რო- 

მელიც მიღებულია მოცემული ბრტყელი ფიგურის ბრუნვით აბსცისთა 

ლაერძის ირგვლივ. მარცხენა მხარე წარმოადგენს ნამრავლს მოცემული ფი- 
ჯურის ფართობისა და იმ წრეხაზისა რომელიც შემოწერილია სიმძიმის 

სენტრით. აქედან გამომდინარეობს გიულდენის (Cს1IძIი) თეორემა: 

მოცულობა იმ სხეულისა, რომელიც მიღებულია 

ბრტყელი ფიგურის ბრუნვით უკვეთი ღერძის ირგვლივ 

(ღერძი, რომელიც ფიგურას არ ჰკვეთს), უდრის ამ ფი– 

გურის ფართობისა და სიმძიმის წენტრით შემოწერილი 

წრეხაზის ნამრავლს, ე. ი. 

7=2728 · 5 თ 

1. ვიპოვოთ სიმძიმის ცენტრი იმ ფიგურისა, რომელიც შემოსაზღვრუ– 

“ჟლია Xჯ=X? მრუდით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორდინატით, რომ- 

ლის შესაფერი აბსცისი არის X%. 

ვიპოვოთ ჯერ სტატიკური მომენტები: 

M-+/“ #6#-+- / ჯ"ბძა = 

M- /“ ო#= |( თარ ჯ? 

მოცემული ფიგურის ფართობი ასე გამოისახება: 

Xჯ 3 

§= |. ჯ? ძა =-- (ა) 

CI
M 

»I
 

აქედან: 
უბ 

_M._ 4 _ 3X 
2= 5. უ:ვ –-24 + 

ჯ? 

გ M. 10 _ ვაი 
აას! ს 

3 

დ კაბსცისათა ღერძის ნაკვეთი სათავიდან ითვლება. 
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ამრიგად, სიმძიმის ცენტრი ასეთია: « (+. 7)“ 

აღნიშნული სიმძიმის ცენტრის ორდინატი ჩვენ შეგვიძლიან ვიპოვოთ 

გიულდენის თეორემის საშუალებითაც. 

მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც მოცემული ბრტყელი ფიგურის. 

ბრუნვა გვაძლევს აბსცისთა ღერძის ირგვლივ, ასე მოიძებნება: 

/-5| 7%-» / > ი. 

მიღებული მნიშვნელობა და (ა) ჩავსვათ ()-ში. 

  
>ჯ5 ჯმ 

5  2იჩ. ვ 

აქედან 
ვე? 

ჩ–<195. 

2. ვიპოვოთ სიმძიმის ცენტრი იმ ფიგურისა, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია »7=35)ი ჯ სინუსოიდით და აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით C(0-დან +-დე. 

აქედან: 

  

ვიპოვოთ ახლა ზ-ს მნიშვნელობა გიულდენის თეორემის საშუალებით. 

მოცულობა იმ სხეულისა, რომელსაც სინუსოიდის ბრუნვა გვაძლევს 

აბსცისთა ღერძის ირგვლივ (0-დან «-დე), ასე გამოისახება: 

ჯ 2 

”-/. 51ი? X ძX = –- 
ი 2 
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აქედან: (0-ის თანახმად დავწერთ: 

ჯმ 2 
---=2ჩს .2; ზ=-კ- 

3. ვიპოვოთ ჯ2+1)12=01 წრის პირველი კვადრანტის სიმძიმის ცენტრი. 

      

  

1 ძ იბ 
_ 2.3 –4 M.=- , (ი?–– ჯ?) ძჯ 3 

ძ« ქ 
M,= / XI 01 ძX = –- 

70 

ლ) 

5=--- , 

აქედან 
ი“ 

„-M 3 _ 4ი. 
5 «ი 32 –- 

ეპ 

ც= 2” _ 3 _ 4ძ 

5 «ი? 3» 
4 

დავალება: იპოვეთ ჩ გიულდენის თეორემის საშუალებით. 

4. ანალოგიურად იპოვეთ +X=1 ელიფსის პირველი კვადრანტის 

სიმძიმის ცენტრი. 

ხ 

პას. თ=-+“; 8=4” 

5. იპოვეთ სიმძიმის ცენტრი ნახევარ წრისთვის (რომელიც აბსცისთა 

ღერძის ზევით არის მოთავსებული), თუ განტოლება ასეთია: 

ებკებპ=Iტ" 

+L. . 
პას. თ=0 (რადგანაც #1 XV LL –- 2 ძX=0) ; გ=-”. 

–? 

» თუ ფიგურას სიმეტრიის ღერძი აქვს, მაშინ სიმძიმის ცენტრი ამ ღერძზე მდება- 
ობს, 
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6. როგორ მოიძებნება მთელი ელიფსისა და წრის სიმძიმის ცენტრი 

4 და 5 ამოცანებში? 

7. იპოვეთ სწორკუთხიანი სამკუთხედის სიმძიმის ცენტრი, თუ ძი და ს 
კათეტები აბსცისთა და ორდინატთა ღერძებზეა დამთხვეული. 

მითითება: / უნდა გამოსახოთ –+1=1 ჰიპოტენუზის განტოლე- 

ბიდან. 

პას. თ=3-; 8= 

(ა
| 

ლ-
 

8. იპოვეთ სიმძიმის ცენტრი ფიგურისა, რომელიც შემოსაზღვრულია 

„+=ჯ2:+2 მრუდით, აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორდინატით, რომლის 

შესაფერი აბსცისი არის 3. 
პას. თ=1,95; 8=3,22 

დავალება: იპოვეთ 8 გიულდენის თეორემის საშუალებით. 

9. იპოვეთ სიმძიმის ცენტრი ფიგურისა, რომელიც შემოსაზღვრულია 

7=005X კოსინუსოიდით და აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით 0-დან -- - დე. 

მოძებნეთ აგრეთვე 8 გიულდენის თეორემის საშუალებით. 
დ ჯ 

პას. თ=- 3-1 ; ზ=-ვ. 

10. იპოვეთ წრის პირველი კვადრატის სიმძიმის ცენტრი, თუ განტო- 

ლება პარამეტრული სახით არის მოცემული: 

2=)I26051; »X==#3)071. 

> ვ - 
%=+ |” I 5027. #5ი (07=%- დაიყვანეთ ბოლომდე. 

ბ 

11. ანალოგიურად იპოვეთ სიმძიმის ცენტრი ფიგურისა, რომელიც შე– 

მოსაზღვრულია X=ი(I-–-23Iი)); X»==0(1--6C057) ციკლოიდის ერთი შტოთი 

და აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით. 

პას, ძ=4X%:; გ==“ 

ინერციის მო.მენტი 

მატერიალური წერტილის ინერციის მომენტი რომელიმე ღერძის მი- 

მართ არის მისი მასისა და ღერძამდე მანძილის კვადრატის ნამრავლი. 
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თუ აღვნიშნავთ ინერციის მომენტს ჯ”-ით, მასას #/ და მანძილს ღე<- 

ძამდე #-ით, დავწერთ I=I#192, 
მატერიალურ წერტილთა სისტემის ინერციის მომენტი ასე დაი–- 

წერება: 

I =2M ” 

სტატიკური მომენტის მსგავსად, როდესაც მასები „ცალკეულ წერტი- 

ლებში კი არ არის თავმოყრილი, არამედ მთლიანად ავსებს ამა თუ იმ 

ფიგურას, მაშინ ინერციის მომენტი გამოისახება ინტეგრალით. 
ბრტყელი ფიგურის ინერციის მომენტს (ნაგულისხმევია, რომ ფიგურა 

და ღერძი ერთ სიბრტყეზეა მოთავსებული) დიდი გამოყენება აქვს ღუნვის 

თეორიაში. ამ თეორიაში ინერციის მომენტის გამოთვლის დროს, ჩვეუ– 

ლებრივ, ფართობის ერთ ერთეულზე ნავარაუდევია მასის ერთი ერთეული, 

რის გამოც მასის ნაცვლად ყველგან ფართობები გვევლინება. 

ინერციის მომენტის მოსაძებნად C01X ღერძის მიმართ უნდა გისარგებ– 

ლოთ ფორმულით; · 

ძ 

I / (თ–7) ) 7) 
6 

შენიშვნა: ინტეგრაციამდე ჩასმული უნდა იქნას X.-ჯ, მნიშენე– 
ლობა, რომელიც მოიძებნება შესაფერი განტოლებიდან. 

1. ვიპოვოთ #408C სწორკუთხედის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერ– 

ძის მიმართ (ნახ. 19). 

    

მ ძ _ 

ნახ, 19 

აღვნიშნოთ სწორკუთხედის ფუძე ი-თი, ხოლო სიმაღლე #-ით, ცხადია, 

აქ %X.-X=08=0; 

„" ვ _ ძი 
II თ» ძუ=–-–-



ანალოგიურად 0” ღერძის მიმართ, =5C 

2. ვიპოვოთ „8C სამკუთხედის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერძის 

მიმართ (ნახ. 20). 

  

ხახ. 20 

Xვ-–- 4,=#VV, სადაც MV I 4C. თუ აღვნიშნავთ მოცემული სამკუთ- 

ხედის ფუძეს ი-თი, სიმაღლეს #-ით (8I1=V#/) და I))L=), მაშინ 48C და- 

M8M მსგავსი სამკუთხედებიდან დავწერთ: 

MV 8# 
4C 7» 

” ვ – რია სვე 6 

დავალება: ანალოგიურად იპოვეთ სწორკუთხიანი სამკუთხედის ინერ- 

ციის მომენტი, თუ ძ« და ხ კათეტები აბსცისთა და ორდინატთა ღერძზეა- 

დამთხვეული. 

ანუ MM#M=4+- (#-–7), 

აქედან 

მითითება: M#MM=0ი–- + 7. 

თხ) იხ 
პას. LსL=- ს=-ჯ“ 

3. ვიპოვოთ ელიპსის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერძის მიმართ. 

2 
გადავწყვიტოთ 2+7--1 ელიფსის განტოლება ჯ-ის მიმართ: 

X=++4+-VII-ე? 
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ანუ »=+% V01-– 7? ; 2=-–-4+-Vნბ-ებ, 

აქედან 

+ხ2ე _– – ე – 
ჩ- |. “=VII – 8 ,ზძუ=4 +/, VI? უბ) = “5 

–“? 0 

ანალოგიურად ინერციის მომენტი 0X ღერძის მიმართ. 

იპხ 2: 

M-- >. 
  

კერძოდ, როდესაც ი=ს, ე. ი. წრის ინერციის მომენტი (როდესაც 

წრის ცენტრი სათავეშია მოთავსებული) 

იქ: 
X=ს=-2- 

ინერციის მომენტი მარტივად გამოითვლება, თუ გავითვალისწინებთ 

შემდეგ ორ დებულებას: 
გ) ინერციის მომენტი არ იცვლება, როდესაც მასა გადინაცვლება იმ 

ღერძის პარალელად, რომლის მიმართაც ინერციის მომენტი უნდა გამო- 

ითვალოს. (ცხადია, ასეთ შემთხვევაში არ იცვლება არც თვით მასა და 

არც მისი მანძილი ღერძამდე). : 

ხს) თუ მოცემული ფიგურა რამდენიმე ნაწილისგან შესდგება, მაშინ 

ინერციის მომენტი რომელიმე ღერძის მიმართ ტოლია ფიგურის შემადგე- 

ნელი ნაწილების ინერციის მომენტების ჯამისა ამავე ღერძის მიმართ. 

4. ვიპოვოთ 0748C პარალელოგრამის ინერციის მომენტი აბსცისთა 

ღერძის მიმართ (ნახ. 21). 

  

' 1 --4 / 8 

| 
I 
I 
I 

ე ი X 

ნახ. 21 

წინა დებულების „ძალით C#8 სამკუთხედი შეგვიძლიან გადავიტანოთ 

204 მდებარეობაში (ცხადია, გადატანა წარმოებს აბსცისთა ღერძის პა–- 

«რალელად). 
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ასეთი გადატანის შედეგად პარალელოგრამი შეიცვლება 0MXC სწორ- 

კუთხედით, რომლის ინერციის მომენტის გამოთვლა ჩვენთვის უკვე ცნო- 

ბილია, 

5. ვიპოვოთ სწორკუთხედის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერძის მი- 

მართ, თუ ი ფუძე ღერძის პარალელია და დაშორებულია მისგან #7 მან– 

ძილით (ნახ. 22). 

  

  
  

    

V 

| 
ხნ 

' ძ - 
I ( 

წ ' X 

ნახ, 22 

#+ხ იხ 
ხ=/. 3 ძ»=-–კ- (3ს1-- პს ხ -+ ხხ?) 

# 

ამავე სწორკუთხედის ინერციის მომენტი ორდინატთა ღერძის მიმართ. 

4 ვ 
ს-/. ჯ ი,= 94. 

0 ) 

6. ვიპოვოთ 0.48C ტრაპეციის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერძის 
მიმართ (ნახ.. 23). 

  

  

ნახ. 23 

ზევით განხილული დებულების ძალით, 0748C ტრაპეციის ინერციის 

მომენტი ტოლია 0.48 პარალელოგრამისა და 8XC სამკუთხედის ინერ–- 

ციის მომენტების ჯამისა. 
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ვ 
პარალელოგოამის ინ. მომენტი= “4 

  

    

- #C. #” 
სამკუთხედის ინ. მომენტი=--1>“- 

აძედან 

ტრაპეციის ინ. მომენტი= CC“ 4 ,8C-#  # 60#+#C) 
პ 12 12 

ანუ, რადგან #C=0C-–-#0, ამიტომ 

 #ბმ6648+0 
რი 12...“ 

ღუნვის თეორიაში განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭებავ ბრტყელ 

ფიგურათა ინერციის მომენტს იმ ღერძის მიმართ, რომელიც სიმძიმის. 

ცენტრზე გაივლის. 

    

  

ნაზ, 24 

ასეთი მომენტების მოძებნა დამყარებულია შემდეგ დებულებაზე: 

ბრტყელი ფიგურის 1 ინერციის მომენტი რომელიმე ღერძის მიმართ: 

უდრის ამავე ფიგურის ინერციის მომენტს იმ ღერძის მიმართ, რომელიც 

მის სიმძიმის ცენტრზე გაივლის პირველი ღერძის პარალელად, პლიუს: 

ფიგურის ფართობისა და ხსენებულ ღერძებს შორის მანძილის კვადრატის 

ნამრავლი. 

თუ სიმძიმის ცენტრზე და პირველი ღერძის პარალელად გამავალ 

ღერძის მიმართ ინერციის მომენტს აღვნიშნავთ I, ფიგურის ფართობს 4 

და ღერძებს შორის მანძილს ძ-თი, მაშინ 

I=,,+§59.თ,. 
აქედან 

IX=1–-§ ძ2 

შენიშვნა: ფიგურის ინერციის მომენტებიდან ის მომენტია უმცი– 

რესი, რომელიც სიმძიმის ცენტრზე გამავალი ღერძის მიმართ არის 

აღებული, 
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· 7. ვიპოვოთ 048) სწორკუთხედის ინერციის მომენტი სიმძიმის 
სტენტრზე გამავალი ღერძის მიმართ (ნახ. 24). 

_ _ ძ/ # V? _ ძ/" 
' 16=1, – 50'ლ–ვ––ი#ჩ. (2 =<+2 

8, ვიპოვოთ ,48M) სამკუთხედის ინერციის მომენტი სიმძიმის ცენტრზე 

გამავალი ღერძის მიმართ (ნახ. 25). 

  

  

ნახ. 25 

C სიმძიმის (კვენტრია, MM სიმძიმის ცენტრზე გამავალი და 0X-ის 

პარალელი ღერძი. როგორც ვიცით, C§=% , სადაც # სამკუთხედის სი–- 

'მაღლეა. აქედან: 

,„ 40 -./მ ი. ” /, "40. "ა L=ს-5თ7-240:0  4%: (3 49 

წყლის ამოქაჩვა რეზერვუარიდან 

უნდა გამოვთვალოთ ის მუშაობა, რომელიც საჭიროა (ცკიილინდრული 

რეზერვუარიდან წყლის ამოსაქაჩავად რეზერვუარის სიმაღლე #=-10 მ 

და ფუძის რადიუსი #=4 მ. 

მუშაობა, რომელიც საჭიროა რომელიმე ტვირთის ასაწევად, გამოი- 

სახება ტვირთის სხმძიმისა, და ასაწევი სიმაღლის გამომსახველ რიცხვთა 

ნამრავლით. „მაგრამ მოცემულ ამოცანაში საკითხს ცოტა ის გარემოება 

ართულებს, რომ წყლის სხვადასხვა ფენა სხვადასხვა სიმაღლეზეა რეზერ- 

ვუარში და, მაშასადამე, მათი ასაწევი სიმაღლე სხვადასხვა არის. ასეთ 

შემთხვევაში ასე უნდა მოვიქცეთ: 

წყლის მთელი მასიდან გამოვყოთ უსასრულოდმცირე სისქის ჰორიზონ– 

ტალური ფენა. ამ-ფენის წყლის მასა ერთდაიმავე სიღრმეზე იქნება. (ნახ. 26). 

აღვნიშნოთ ეს სიღრმე 1:-ით. ფენის სიმღლე 4#ტჯ-ით გამოისახება, აქედან ფე– 

ნის მოცულობა ასე დაიწერება: »I2 4». ამ მოცულობის სიმძიმე კილო- 
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გრამებში იქნება 1000»? #4. ეს სიმძიმე ჩვენ უნდა ავწიოთ X სიმაღ- 
ლეზე, მაშასადამე, მუშაობა, რომელიც ასაწევად არის საჭირო (კილო- 

გრამომეტრებში) ასე გამოისახება: 1000 ;:IXX2? ;4;, ხოლო მთელი წყლის 

ასაწევი მუშაობისთვის კი გვექნება: 

I 1000 თ ”? XძX=1000 > 4/ XX=2512000 კგმ. 
ი ა 

ანალოგიურად ამო, "ჩოთ წყალი კონუსური რეზერვუარიდან, როდე- 

საც კონუსის წვრო ქვემოთ არის ,მიმართული. კონუსის სიმაღლე #=8 

და X=3 მ (ნახ. 27). წ 
–
_
.
_
_
-
_
 

+ 

  

    

  

4 

ნახ. 26 ნახ. 27 

როგორც წინა ამოცანაში, ერთი ფენის მოცულობა ასე დაიწერება: 

=70X. ამ მოცულობის სიმძიმე იქნება 1000 X/:2X, ხოლო მუშაობა, 

რომელიც ამ სიმძიმის ასაწევად არის საჭირო, ასე გამოისახება: 

1000 7: #2 X41, 

აქედან მთელი მუშაობისთვის გვექნება: 

#/ 1000»? Xძ» (ა) 
L) 

ახლა საჭიროა # გამოვსახოთ X-ის საშუალებით. 408 ღა #XM# სამ– 

კუთხედებიდან გვაქვს: 

ინ_08 
40 04 
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ანუ 

  

აქედან 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)-ში: 

“8 9 წუთ · / 1000 ». 21 (8– X)2 + ძა. დაიყვანეთ ბოლომდე. 

გამოვთვალოთ წყლის დაწოლა საგუბარზე, თუ მას ტოლფერდა ტრა–- 

პეციის ფორმა აქვს, რომლის ზედა ფუძე =30 მტ“, ქვედა «ჯუძე =18 2, 

ხოლო ფერდი =10 მ (ნახ. 28). 

  

  

I8 ი მ 6 

ნახ, 28 

საგუბრის ზედაპირი (ტრაპეცია) დავანაწწილოთ უსასრულო ჰორიზონ- 

ტალურ ზოლებად. (ნახაზზე ერთი ასეთი ზოლი დაშტრიხულია). აღვნიშ- 

ნოთ ამ ზოლის სიღრმე #-ით, სიგრძე ჯ-ით, ხოლო სიგანე 4/-ით. ზოლის 

ფართობი ასე დაიწერება: ); ბ/. 

თუ ახლა ზოლის სიღრმეს არ შევცელით (ე. ი. # დავტოვებთ უცვლე- 

ლად) და ავაბრუნებთ მას (ხოლს) ჰორიზონტალურად, მაშინ დაწოლა ამ 

ზოლზე გამოისახება წყლის იმ ნაწილს სიმძიმით, რომელსაც ფუძედ აღნიშ- 

ნული ზოლი აქვს და ,სიმაღლედ #. წყლის ამ ნაწილის მოცულობა ივჟნება 

2# 46M, ხოლო სიმძიმე ამავე რიცხვით გამოისახება. 
რადგან ხსენებულ სიღრმეზე დაწოლა თანაბარია“ყოველი მიმართულე– 

ბით, ამიტომ საგუბრის ზოლზე დაწოლა ამავე X/ 4/-ით გამოისახება, აქე- 

L 
დან დაწოლა მთელ საგუბარზე ასეთია: /, Xჩძიი, სადაც IM არის ტრა- 

0 

პეციის სიმაღლე. 
ვიპოვოთ ახლა # და გამოვსახოთ ჯ-სი #-ის საშუალებით. 48» სწორ–- 

კუთხიან სამკუთხედში 78=10 და „#0=6, აქედან 8I=I/=8. 

#8M სამკუთხედში MM=30-+#, სიმაღლედ კი # აქვს. 
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რადგან 

  

#-48Cთ /)M8M, 
ამიტომ / 

7 ” 

4C IM 

ანუ 

პი-+X  V# 

11 87 

აქედან 60--3# „- 59-38 
ამრიგად, 

IM -–8 „06 _ 
წწ 54 = | 49 ჩ ,,.=704. 

075 0 

უსახრულო. საყღმრები 

როდესაც ინტეგრალის ერთერთი საზღვარი ან ორივე ერთად უსასრუ- 

ლობას წარმოადგენს, მაშინ ასეთი ფორმულებით უნდა ვისარგებლოთ: 

L I. /თრ-ეთ | - #(%)ძX 

I /1. #(X)ძX= IIი ' ცი» 
ძ–+C% 

+ 

III. 8 ს /0)ძ-= ი #(%) ძ; 
–% 0ი0>+-CთC./- ც 

როდესაც უსასრულო საზღვრებიან ინტეგრალს არა აქვს სასრულო 

მნიშვნელობა, მაშინ ინტეგრალი განშლადია, ე. ი. ინტეგრალს აზრი არა 

აქვს. 

0 0 ი. _ 

1, I “ ძX=Iი #2 ძX =IIIი «” 
თ ით). ი–თ > 

= 1ი (1–4+-4=1-–0=1. 
ძ– « 

მოცემული ინტეგრალი გამოსახავს ფართობს, რომელიც ზევიდან X»= 

მრუდით არის შემოსაზღვრული, ქვევიდან აბსცისთა ღერძის უარვოფითი 
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უსასრულო ნაწილით და მარჯვნივ 0” ღერძის იმ ნაკვეთით, რომელიც 
ერთის ტოლია. 

ამ შემთხვევაშიც მივიღეთ სასრულო პასუხი, მაშასადამე, ინტეგრალს 

აზრი აქვს. 

თ ხ 

3, / 0X _ სო100X. = 2 

ინტეგრალს აზრი არა აქვს ანუ მოცემულ საზღვრებში ინტეგრალი არ 

არსებობს. 

თ ” 

4. / 81ი XV Xჯ= IIIი (– 605 X) , = – 605 +1 

0 ხთ (9) 

'ინტეგრალს აზრი არა აქვს. 

დ /ჯ , 
§. – უ= IMIVი მIC (0 ჯ 

0 1+Xჯ ს-–თ 

+Cთ ძა "““ 

6. 1 = 1Iიი მI1C10 LI =%. 
– 1+X ძიძ–თ == თ 

ს 
  

  0 

  

  

გამოარკვიეთ, აქვს თუ არა აზრი შემდეგ ინტეგრალებს; 

– –” 
7. / -9X. 10, წა ი2 

ქო 0 'ლ= 
·/1 

თ .· თ 

8. / ძX 11. / (2 ?ძX 

1. 7ჯ 0 

თ თ 2 

9. C05 X VI X 12. _ 49 ძX_ 
ი ნ ყკშ+X 

+თ 

13. I Xჯ? ძა 
–თ 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა როდესაც ინტეგრალქვეშ მდგომი 

ფუნქცია წყვეტას განიცდის. აქ უნდა გავარჩიოთ სამი შემთხვევა: 

10. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 145 

 



1. როდესაც ინტეგრალქვეუშ მდგომი ფუნქცია წყვეტას განიცდის 
ცვლადის იმ მნიშველობისთვის, რომელიც ინტეგრალის კ ქვედა საზღვარს 

ეტოლება, და დანარჩენ შემთხვევაში ფუნქცია უწყვეტია ცვლადის ყოვე- 
ლი მნიშვნელობისთვის მოცემულ საზღვრებში. 

ასეთ შემთხვევაში უნდა ვისარგებლოთ ფორმულით: 

ხ ხ 
(00 ძ;უ=სო #(ა ძჯX 

“ 60.78 +6 

II. ფუნქცია წყვეტას განიცდის (კვლადის იმ მნიშვნელობისთვის, რო–- 

მულიც ზედა საზღვარს ეტოლება. დანარჩენ შემთხვევაზი უწყვეტია მოცე- 

ხულ საზღვრებში. 

ამ შემთხვევაში გვაქვს: 

| /სარ–ათ, | /თრ 

II. ფუნქცია წყვეტას განიცდის ცვლადის იმ მნიშვნელობისთვის, რო- 

მელიც მოცემულ ძ და ხ საზღვრებს შორის არის მოთავსებუ ლი, ე. ი. თუ 

ცვლადის ამ მნიშვნელობას აღვნიშნავთ «-თი, დავწერთ: 

  

ი<6<ს 

L 
/ V I 

I 

| 
I 
| 
| 
I 
| 
| 

| C 1. C. 22 ს 

ამ შემთხვევაში 

ხ 2-–5 ხ 

#(%) ძ:=)თ შე #00ძიX+Iთ / #/ (X) ძა; 
6+-6C ძ 6-– 

მესამე შემთხვევის გეომეტრიული გამოსახვა ასეთია (ნახ. 29). 

1. I 4X 
ხი #



შა 6-0 

გვაქვს პირველი შემთხვევა, ასად, 

1ძ/ 1 

ღ– - პღეულ =2% 
0 თ 8–0 ს 

როგორც ვხედავთ, არ არსებობს ზღვარი და, ამიტიმმ, ინტეგრალსაც 

არავითარი აზრი არა აქვს. 

2 /”» 

0 M4-X 
  

გვაქვს მეორე შემთხვევა, მაშასადამე, 

2 ძX 2-ბ Xჯ 2-8 

–––=ი ძიX _ =IIი 2IC 51ი -–I = 
#/ V4-70 –. |. 7 წ”? 3->0 24% 

. „ 2-8 · , ჯ 
=IMCი | 8IC 516 თეა 2XM6 §51ი 0 |=8VIC 5)ი 1=- 

+2 

ვ, #/ 4X 
„2 2 

გვაქვს მესამე შემთხვევა, ამიტომ 

+2 6 +2 /.. 11“5 

2 ი 3 +მთ, | 0 სი _1| + 
„2.2: 6§>0/2 ჯუ 6+0 ჯ 6–>0 %I_2 

L =(---+-, 2 + +)== 
§ 5230 

თუ პირდაპირ გამოვთვლით ინტეგრალს, გეექნება: 

+Iთ –– 
6-0 ჯ 

  

ცხადია, მიღებულ პასუხს აზრი არა აქვს, რადგან მოცემულ ინტეგ- 

რალს ქვეშ მდგომ ფუნქციას დადებითი მნიშვნელობა აქვს. 
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სავარჯიშო 

4 2 ქ» 
4. / 220 8. / 3. 

0 Xჯ- 9... –1 V-> 

  

  

3 2 

5, _თX _ 9. _ 02 
1 #7--9 _5 #+3 

6 3 ძჯ 10. “ _ იჯ _ 

' ს -# > 
“პი %ჯ 

| _% ს 11 2 _ ძX_ 
ი (#-ძ) ' ე 

12 2 ძ1X 

' ი C0§? ჯX 

განვიხილოთ ახლა ასეთი ინტეგრალი: 

9 

  

1708 
+Iი3;ა, =9, 13. წხოლეი ი I 

2 6>0 ი>0 

1-1 

1 

გამოვთვალოთ იგივე ინტეგრალი ჩვეულებრივი წესით: 

  

  
|C 

  

მივიღეთ იგივე პასუხი. ეს აიხსნება იმით, რომ, მართალია, ინტეგრალ– 

ქვეშ მდგომი => ფუნქცია წყვეტას განიცდის X=0 მნიშვნელობისთვის, 
3 

ჯ 

მაგრამ მისი პირველყოფილი ვჯ8- ფუნქცია ამავნ§ ;:=0 მნიშვნელობისთვის 

1 /.. 
წკვეტას არ განიცდის, თუ ავიღებთ I 4 ინტეგრალს, აქ პირდაპირ 
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ვერ გამოვთვლით, რადგან, როგორც ინტეგრალქვეშ მდგდმი, ისე მისი 

პირველყოფილი ფუნქცია ორივე წყვეტას განიცდის X=0 მნიშვნელო– 

ბისთვის. 

როგორ გამოითვლება ქვემოთ ჩამოთვლილი ინტეგრალები? 

  

+1 იჯ +ძ 

14. წ ; 17. #/ 2 

–1 ჯ§ –ძ X 

2 ძ:: +1 ძჯ 

15, I C-> 18. წ 0 –1 V-X 

პი ძჯX 
  

2ძ . 

16. / C“ 19. დღ 3 

0 ძი 'V ჯX–-2ძ«



თავი მესამე 

დიფერენციალური გბანტო. ლებანი 

წინასწარა შენიშვნა: განტოლებას, დიფერენციალური ეწოდება, თუ 

ის წარმოებულებს ან დაფერენციალებს შეიცავს. 

დიფერენციალურ განტოლებას ჩვეულებრივი ეწოდება, თუ ის შეიცავს 

მხოლოდ ერთ დამოუკიდებელ ცვლადს. 
თუ განტოლება კერძო წარმოებულებს შეიცაეს, მაშინ განტოლებას 

კერძო წარმოებულიანი ეწოდება. 

დიფერენციალური განტოლების რიგი ხასიათდება მასში შემავალი 

უმაღლესი რიგის წარმოებულით (ან, სულერთია, დიფერენციალით). ასე, 

მაგალითად, თუ განტოლებაში შემავალი უმაღლესი წარმოებული მესამე 

' ბ. 

რიგისაა, მაშინ განტოლებაც მესამე რიგისაა. 42 2+2 „ლი მესამე 

რიგის განტოლებაა. 

დიფერენციალური განტოლების ხარისხი ხასიათდება მასში შემავალი 

უმაღლესი ხარისხის წარმოებულით (ან დიფერენციალით), როდესაც გან–- 

ტოლება განთავისუფლებულია რადიკალებისა და წილადებისგან. მაგა– 

ლითად, 

, 2 
“ ) + 3( >) -2=9 მეოთხე ხარისხის გან– 

X 

ტოლელებაა. 

    2++CX 3) –-5X)=0 მეორე რიგისა და მესა- 

შე ხარისხის განტოლება: 

დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა ნიშნავს ისეთი ფუნქციის მო- 

ძებნას, რომლის წარმოებული (ან, სულერთია, დიფერენციალი) მოცემულ 

განტოლებას დააკმაყოფილებს. ამ ფუნქციის მოძებნა წარმოებს ინტეგრა- 

ციის საშუალებით, ამიტომ ამონახსენს სხვანაირად ინტეგრალი ეწოდება. 

ეს ამონახსენი (ინტეგრალი) გეომეტრიული თვალსაზრისით შეიძლება 

წარმოადგენდეს მრუდს ან ფართეულს. 
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მაგალითაღ, 

ჯუ)ე"'–/-–-2=0 

განტოლების ამონახსენი. არის 

ჯ= ეუ1–-2: 

ეს უკანასკნელი კი პარაბოლს წარმოადგენს. 

შეამოწმეთ, აჭმაყოფილებს თუ არა მოცემულ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას +=X.-–-2X, რისთვისაც უკანასკნელი განტოლებიდან უნდა მო 

ძებნოთ პირეელი და მეორე წარმოებული და ჩასვათ მოცემულ დიფერენ- 
ციალურ განტოლებაში. 

ამონახსენმი შემავალ ნებით მუდმივს ინტეგრაციის მუდმივი ეწოდება. 

ამონახსეას, რომელშიც ნებითი მუდმივი შედის, ზოგადი ეწოდება, ამო–- 

ნახსენმი ყოველთვის იმდენი მუდმივი შედის, რამდენ ერთეულსაც განტო- 

· ლების რიგი შეიცავს. მაგალითად, მეოთხე რიგის განტოლების ამონახსენი 

ოთხ მუდმივს შეიცაეს. 

თუ ამონახსენში შემავალ მუდმივებს (ყველას ან ზოგიერთს) მივაკუთ– 

ნებთ რაიმე კერძო მნიშვნელობას, მივიღებთ კერძო ამონახსენს. 
დიფერენციალური განტოლების საშუალებით ამოცანათა გადაწყეეტის 

დროს მეტწილად საჭიროა კერძო ამონახსენის მოძებნა. ჩვეულებრიე, ამ 

კერძო ამონახსენ” ღებულობენ ზოგადი ამონახსენიდა–ხ ამოცანაში შემა- 

ვალი ამათუიმ დამხმარე პირობების საშუალებით. 

პირველი რიბისა და პირველი სარისხის 

დიფერენციალური ბანტო ლება 

პირველი რიგისა და პირეელი ხარისხის დიფერენციალური განტოლება 

ზოგადად ასე იწერება: 

MI 0X-–+ M0ჯ=20, 

სადაც MI და V არის ჯ და /-ის ფუნქციები. ასეთი სახის განტოლებანი 

შეიძლება დაიყოს რამდენიმე ტიპად. 

I ტიპი. ცვლადთა განცალება, 

თუ ზემოთ აღნიშნული სახის განტოლებამ ამათუიმ „მათემატიკური 

ოპერაციის საშუალებით მიიღო ასეთი სახე: 

#00ძ+X+#ნ(2)ძ/=0, 
სადაც #()) მხოლოდ X-ის ფუნქციაა და #Cთ) მხოლოდ ”-ის ფუნქცია, 
მაშინ განტოლებაში მოხდენილია (ცვლადთა განცალება. 
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1. მაგალითად, »ძ::–-X9»=0. გავყოთ ორივე მხარე XM#-ზე, გვექნება: 

2X_ CV _ 0, 
. 

მიღებულ განტოლებაში ცვლადნი განცალებულია, თუ გავაინტეგრებთ, 

გვექნება: 

15-17“ «% 7 

აქედან 

109 X-–10ძ 7= 0, 

ანუ მარჯვენა მხარეზე «-ს მაგიერ დავწეროთ 109 C (ე. ი. ნებითს მუდმივს- 

მივსცეთ სხვა სახე. ეს შესაძლებელია, რადგანაც, თუ «C არის მუდმივი, 

109 C აგრეთვე მუდმივია). ამრიგად, დავწერთ 

ჯ 
100 | –– |=100C «(+ )=I 

აქედან ! 

ძუ _ _ 7'–4 
ძა X+2 

ძ + ძჯ =0: ძ) + ძX. 
7-4 ჯ-2 ” 9-4 X+-2 “? 

1. 1-2 · ს C. “109 7+2 +)0ძ0 (X+-2)=100 C ; 

2.   

    

  

1 1 

2-2M –ითC: (21-2M (აუ 100 (>>?) C+2) | =%C; (2-2 (X+-2)= C. 

C 

უკანასკნელი განტოლების ორივე მხარე ავიყვანოთ მეოთხე ხარისხში: 

(+-2) (X+21 
+432 =# (C'=1) 

ძ» 2 ვ. “> 30+2)X7=0 
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მ 2 ჯ=0: ძა 

22 ძX=0; / ვ2-) |» X2ძX=6C; 

10 (X+2)-X)=-ი, 100(7+2)=X?X-+%, 

აქედან 
3 ვ ვ 

»7–-2=65 +7=/6. 09 =C(7 

ამრიგად 

»+-2=CC“. 

4. 5§06C XიI–IC»7»იX=0. 

ძა)». იX _ ა. ავი 

LV ალოლითაი, / %74- / თა«ძ-ო 

100 (§1ი ))–5)ი X=6; 5)ი=/+4» -. 

  

§1ი / = C (' », 

ხავარჯბიფშფშო. 
შ! 

  

    

5. (X+3)ძ#+ (X--–-–2) ძX=0 პას. (/-– 2) (C+3)=C 

6. (X2+1)ძ,–(/+37X=0 პას. ჯ+3=C 2ლ7-%M7 

7. (X+4) V/? (2:+ (2-C I) X IV=0 პას. ვაუუ=646-21+2 
' -. 

8. (X-+-1)#ბზ ძX+(ჯ1– 1) ძ/=0 პას. 100 (X-- 1) –“-=C 

9. 0” +აბეზ) 27 _ +XX=0 პას. /-+109 (1+7X)=C 

ი, ჟ2:+X 
10. + = _-3 პას. 7+2=C(1+ 27% 

9 

11. ძ/+XC056C | (X=0 პას. <= -0057=6C 

12, C05? Xთ)+5102 7 ძX=0 პას. (4 X--6Cყ 7X=C 

13. §102 XCI0 / იV+-6051 2 10 X ძX=0 პას. +%. LV 7X=2C 

14. CL0? X 56C2 ) ძუ/+10? ძX=90 პას. (0 X–- CC »Xჯ–-21=C 

=> ძ·” · , „5 ” 
15, 4“? – =(ჯ+1)2 პას 2IC 10» – ფ-=



I ტიპი. სრული დიფერენციალური განტო. ლებანი 

ვთქვათ გვაქვს ასეთი განტოლება: 

ი (21+)-–X+4+1)=0 

როგორც ვხედავთ, მარცხენა მხარე წარმოადგენს სრულ დიფერენ- 

ციალს, ამიტომ 

/ ძ(71--)1–-X4+1)=C, 

ეზ ა–-:+1=C 
აქედან 

მაგრამ შესაძლებელია განტოლების მარცხენა მხარე ისეთი სახით იყოს 

დაწერილი, რომ ერთი შეხედვით ძნელი იყოს ამოცნობა, არის ის სრული 

დიფერენციალი თუ ირა. ამის გამოსარკვევად არსებობს გარკვეული წესი. 

Mი:-V9იია=0 განტოლების მარცხენა მხარე რომ სრული დიფერენცია- 

ლი იყოს, ამისთვის შესრულებული უნდა იქნეს პირობა: 

მM იM 

მ “ მჯ 
  

თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ #ძ:+M#ძ»/; ნამდვილად არის 

სრული დიფერენციალი, ე. ი. 

ღეაეაეა” ე მ 
VI ძX – ბ. ი» =0ძ#/= “მჯ იX+- “მჯ “ “ · 

ცხადია, აქედან 
მ” ძ/ 

უე: 9 და ე,=>V 

პირველიდან დავწერთ: 

1(= / MძX-+C7% 

“რ ამ დროს იგულისხმება როგორც მუდმივი) C მუდმივად ითვლება 
იმდენად, რამდენადაც » მუდმივია. ახლა, რადგან C-ს შეუძლიან (კვლა 

»-თან ერთად, ამიტომ C უნდა განვიხილოთ როგორც X”-ის ფუნქცია. ამ 

მოსაზრების გამო წინა განტოლება ასე დაიწერება: 

#= | M74+9C) 

X# « წეიძლება გამოვსახოთ აგრეთვე 2. = #დან. არჩევა ჩვენ ნებახეა, 
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ჩვენი მორიგი მიზანი იმაში მდგომარეობს, რომ უნდა ვიპოვოთ დ C”). 

გავარკვიოთ ნათქვამი მაგალითზე. 

1. 22ჯ)ძ07X+ (1+1) -XV=0 

გვაქვს: 
მM " 0MV 

= 2) ” _–_–-–- = 4X , 

იჯ წელ მჯ 2X 
  Mლ=–2X) ლდა #5=X-+L; 

როგორც ვხედავთ, მოცემული დიფერენციალური განტოლების მარ– 

ცხენა მხარე წარმოადგენს სრულ დიფერენციალს. ამის გამო შეგვიძლიან 

დავწეროთ: 

მV . მ. _ 
-ეუ=240 და გ.ბ –+1 (ა) 

პირველიდან გვაქვს: 

#=2 / » ძX:+C 

-ანუ 

#=Xჯ?–ჯ+C (3) (ბ) 

აქედან 
მ« 09% ვცემე ფ მ Xჯ"+C" (2) 

თუ მიღებულ შედეგს შევადარებთ (ა)-ს, დავწერთ: 

12-+1=Xჯ2%3+Cდ'(2) 
ანუ 

<'(7)=1, / 
აქედან 

დ(7)=»X+C-· 

მიღებული C უკვე ნამდვილი ·მუდმივია (მის ქვეშ ” აღარ იგულისხმება). 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ბ)-ში: 

#ჯ=აე2/+V#+ C. 

თუ ახლა V-ს ნებითს მუდმივს გავუტოლებთ, მივიღებთ ზოგად ამო- 

ნახსენს: 

უზ V»+7/=:C, 

ფემოწმება: თუ 17?14+4=C)-დან მოვძებნით ა ჩავსვამთ მოცემულ ემზოწმე უ X წX-+X» 1.დ ვძე ძ; მ 

დიფერენციალურ განტოლებაში, უკანასკნელი დაკმაყოფილდება. 
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სამარჯიფო. 

2 

2. (++?) 7X+2 XVI ძჯ=0 პას. 5-+X)#=6, 

„ ჯ წ” 

3. (22 +21:V) ძX+(/+ 7) იX=0 პას. კ +27+5-=C, 

+ 2 ჯ ·» 4. - +X ძX:+(00 X+V) 0) =0 პას. . 710 X+ ფ-+2-=C, 

ან 6#100 X+2:1%-+3)71=C, 

5. 81ი 2V/ 0იX+-22: 605 21 -»=0 პას. ჯ §5Iი 27=C) 

6. (50 X+C05 /) იX--(ჯ 51ი / +)?)იჯ=0მ პას. 37; C057–3605X--7მ=C, 

7. (2X+ §1ი2 7) 0იX-+ (« 51ი 2V+ 27) იძX=0 პას. X2 + /2-+2 51ი? ჯ= C, 

8. (+297: +-““ 2-2 + ძუ= პას. X? +-2X6?პ/= C; 

საინტებრალო მამრავლი 

თუ Mი0:+M#ძI=0 დიფერენციალური განტოლების მარცხენა მხარე: 

არ წარმოადგენს სრულ დიფერენციალს, მაშინ განტოლების ორივე მხარე 

უნდა გამრავლდეს წინასწარ შერჩეულ მამრავლზე, ასეთი გამრავლების 

შედეგად განტოლების მარცხენა მხარე გადაიქცევა სრულ დიფერენცია- 

ლად. აღნიშნულ მამრავლს დიფერენციალური განტოლების საინტეგრალო. 

მამრავლი ეწოდება და აღინიშნება #-თი. ეს მამრავლი შემდეგი ფორმუ- 

ლებით გამოიხატება: 

მM მM 
ქნ “მი _ -2» თუ მარჯვენა მხარე მხოლოდ X-ის 

ბ “ც-=- ეი“ იჯ ფუნქციაა ან მუდმივს ეტოლება. 

მ ძM 
ქ “რფ 3 თუ მარჯვენა მხარე მხოლოდ ჯ-ის ფუნ– 

ხ) “ა =“ ფოლ ი" ქცია ან მუდმივს ეტოლება. 

1. ავიღოთ ასეთი განტოლება: 

–»ძX+X0/=90 

მარცხენა მხარე არ წარმოადგენს სრულ დიფერენციალს, რადგან , 

9M#._, ა 9M _ 1 
მჯ... დ ძჯ. 
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შ 
1 % გავამრავლოთ ორივე მხარე “ზე: 

ჯ ჯ 

ჯ -2- 74% _ “(C " 
0 » 

როგორც ვხედავთ, გამრავლების შემდეგ მარცხენა მხარე უკვე სრულ 

-დიფერენციალს, წარმოადგენს. აქედან ზოგადი ამონახსენი იქნება: 

„ანუ 

=C 
5 

02
 

  

შენიშვსა: მოცემული განტოლების ორივე მხარე ჩვენ შეგვიძლიან 

1 1 1 1 
გავამრავლოთ აგრეთვე + და :%. ჯ! ე)! > საინტეგრა– 

ლო მამრაქლებია. 

ზემოთ განხილული 5 მამრავლი ჩვენ ზეპირად შევარჩიეთ. მოვძებნოთ 

ახლა ეს მამრავლი ფორმულის საშუალებით. მოცემული განტოლებისთვის 

გვაქვს: 

აM _აMV . 
იწ მძ» _ძX. „-=1-1 2ძ1 

»X _ M . · 'ჩX . 

აქედან (როგორც ვხედავთ, მარჯვენა მხარე »”-ს არ შეიცავს). 

I %+ I.“ 100 L-- 2 10ძ X=100 ( ; 

2. ავიღოთ „კიდევ მაგალითი: 

(X+V”) ძX+XX #-X=0 

მM _ა.. იM 

  

       

მაშასადამე, განტოლების მარცხენა მხარე არ წარმოადგენს სრულ დიფე- 

„რენციალს. 
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მოვძებნოთ საინტეგრალო მამრავლი: 

09M _ ძV. 
ინ ი მჯ 27-– იX 
ჩ-=- ბვვეიბიძა= “ფ 4%= 'X 

თი 

იხ _ ძჯ 
ნწ «” 

აქედან 
M=Xჯ 

ამრიგად, მოცემული განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ »ჯ-ზე 

(X +3?) 0X1<+-X? # ძჯ=0 

მიღებული განტოლების მარცხენა მხარე უკვე სრული დიფერენციალია 

ამის გამო დავწერთ: 

00V 2 დ მ. ==, კჯ ი X +X41 და 2 =ჯ74 (ა) 

პირველიდან გვაქვს: 
კვი ჯჭე? 

(ლ=ინლე–+%9(1) (ბ) 

გავაწარმოოთ #+-ის შესახებ 

მძ“ · / 
გ მთ +” 6) 

მარჯვენა მხარე შევადაროთ (ა)-ს: 

გმ ყ-+-ჯ (7)= 211 

  

ანუ 

დ ())=9 
აქედან 

დ(7)=C. 
ჩავსვათ ეს მნიშენელობანი (ბ)-ში: 

_ კბ 2 )/ 
#=3+623-+C) 

თუ გავუტოლებთ მუდმივს, დავწერთ: 
ჯ (38 

ფმ6-2-=6, 
 



ანუ 

24+ 3ჯ1 ,/7=C, 

3. X/0IX+ (CV X"-– „)ძ1ეფ=0 

განტოლების მარცხენა მხა-ე არ არის სრული დიფერენციალი. საინ–- 

ტეგრალო მამრავლის -მოსაძებნად პირველი ფორმულა არ გამოდგება, 

რადგანაც გვექნება: 

ა.V _ ძმM 

ი” _ იX წ _ 2-1 

ნ. M რ 7” - ი 

ძი? _ ძა 

/ ს? | 4 7? 
აჟედან 

114 

უყ 

გავამრავლოთ მოცემული განტოლება მიღებულ მამრავლზე 

X 2" ძX--(X? (?/-- ზ#) ძუ=0 

მიღებული განტოლების _მარცხენა მხარე სრული დიფერენციალია“? 

ამიტომ V 

მ” 04 ა 0M „9 1), 3: X. და მ (X )? 

პირველიდან დავწერთ: 

2 
#=--("+% (1: მა=# “M+დ (7). 

აქედან 
კმ (ლ'V+-C (7/)=(X? _ 1) “V. 

ანუ 

დ (7)=–-–4"”; 
1§99



2V 

ამრიგად, 

„აქედან 

ანუ, სულერთია, 

(ჯ? _ 1)ტ2” = C) 

სავარჯიშო. 

4. XV იX+(X--1) /7=0 პას. (X-–- 1)“ =C, 

5. (XV>2+X) ძX-+Xმ 77 ი7=0 პას. ჯი (315+1)=C 

6. 250 »ჯიX+X605V/0VX=0 პას. X2 51ი1=C, 
2 

7. 2X70X+ (12 -- 3X2) ძჯ=0 პას. > 15 ' : ი 

2 2Xჯ 
8. (+) --1) ძ1–-Xძ»=0 პას. 2+6-:=C, 

9. (2 Xჯ/– 1) ძX-+(:+ +) –ძ„=0 პას. გბ +უ4+)0907=6C 

10. 7510 2X -X-– 2 605? 2 ძ7=0. ბას. 12? C05? X= CI 

III ტიპი. ერთგვარო.ვანი განტო.ლებანი 

ერთგვაროვანი განტოლების ამოსახსნელად მეტწილად ასეთი ჩასმა არის 

მიღებული: 

2= 14% 

სადიც ჯ ახალი (ცვლადია. ამ ჩასმის არსი იმაში მდგომარეობს, რომ მისი 

საშუალებით ვღებულობთ ისეთ დიფერენციალურ განტოლებას ჯ და X-ის 

შესახებ, სადაც შესაძლებელია „ცვლადთა განცალება. მაგალითად, 

1. +ძX–-(X+)) ძუ=0 

აღვნიშნოთ, 

X»X-–=7X 
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„აქედან 

ძუ=ჯ0ძX+Xძჯ 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში: 

>XთX–L(X-ჯX) (;ძX-C X ძ-)ლ=0 
-ანუ 

ჯბპძX+X(1+2)ძ;=0; 

იX 1+ჯ 1 
/ + / "4-ს 199 ((2)=-–+-%, 

„აქედან 

LI
 ი
 

2X=C4 

ჩავსვათ ჯ-ის მნიშვნელობა: 

»== Cწ , 

2. X? 07-+(3:1-+7ბ2) ძX=0 

»=XჯXXა> 
«აქედან 

ჯიX+Xძ– 

ჩ»?(ჯძX-+X ძ;)-L (X1-+ ჯ? X2) ძ.-X=0 

_–_-–-+ –-=C2: –-–მ!CL ==-–+I00 X= C. 

I. თ–+2+1 # # 'V#3  +V3 _ _ 

-3. + 38ი 2 8)ი C3 8 C05 2 · (0 – 60§1 +) #IL 

    

  

7=ჯX,  ძ»=ჯუძX+ XV 

2? X2 §1ი ჯ · §1ი 27=2X1 005 ჯ ს (1 –– C052 1) · 426+7ძ 

„აქედან 

ჯიX=Xძ;+2ჯ70X 

ძჯ ჯ- 
=61 =C 

I+ - +)“ ”. 2-1 

-ანუ 

»X=C 0-1) 

11, უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 161



სავარჯიშო 

  

1 7 
4. (X +7) ძ21:4+(/–2) იძუ=0 პას. (»2 +ე?)? = 6, 21945 

5. » ძX+(21-––/X) 01=0 პას. )00/-–->-= 

-6. (X1-L7/?) –1+2X70X=0 პას. .,?5-+3X1»=C 

7. (ბ-–– პX7?) ძუ–+-2X)/ ძX=0 პას. #=C(71–2?) 

8. X (X-+2)) ძX-+- (#2 –– 3?) ძუ=0 პას, ჯ9--3ჯ2 ,--)1=6C 

9, (2 2 - -9 7ს=0 , _ _ 

(21-6-X)+7?) ძX-+ 210) პას, 109 ჯ + 

10. თ =4+II- 8 პას, მIC 510 –– – 100 X= C 

11. > 2 – 7516 + )რ%++29ი 2 ძე=0 პას. ჯ=X 8: 605 -=- 
ჯ 

12. ”=(X+213)1+2 მითითება: X+)/=ჯ 

13. ·»'= 605? (X+7)–1 მითითება: X+X#=ჯ7 

14. »” ძX–+ (X/––1) ძ7/=0 მითითება: X„--1=7ჯ 

განტო.,ლებანი, რომელნიც ჩასმის სამუალებით 

ერთბვარო. ვანჯზე დაიყვანება 

15. (X4+77/+4+-4) ძX-+ (X-–– 7ჯ+2) -7=909 

მივიღოთ ასეთი იღნიშვნა: 

_-_ 

და 

ჯ»=9+ხ, 

სადაც # და წ ახალი „ცვლადებია, ხოლო «ძ და ხ მუდმივები. ჩავსვათ ეს» 

მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში: 

((+ს+ი+ხ--4) ძი+(,–ს+ძ-ხ+2) ძ,=0 

მივიღოთ ახლა .დამატებით პირობად, რომ 

162



#ი+ს+4=0 

და 

ი-–ხ+2=0, 

აქედან შეთავსებული ამოხსნა მოგვცემს: 

ი=-3: ხ5=-–-1 (ა) 

ამ დამატებითი პირობის ძალით უკანასკნელი განტოლება ასე დაი–- 

წერები: 

(#-–+V) ი–%M-+(#(–1ჯ) ძყ=0 

ეს კი არის ერთგვაროვანი განტოლება. აღვნიშნოთ 

ყ=ჯს;: მყხ=ჯ:ძს+სძ;, 

გვექნება: - 
(>)+V)(ჯძი+თVძ27)+(7ი-–?) ძთ=0 

ანუ 

უ? ა ძი+ ფშ; ძე+-ჯ შბ ძუ“+-:? ძჯ+ჯძს-–სძე=0 

(ჯ+1) ძ> ძს _ . 

დ+2-1 |) თ ”” 

1 3 -2- 109 (უმ +2ჯ7–1)-+10ძ 7==109 C, 

აქედან ' 

(1+2-1)9 ფ=C 
ანუ, რადგან 

= +“უ? 

გვექნება 
I + 2V)-- უბ=C (ბ) 

მაგრამ 

#=X-ი და აზ=/ჯ–ხ 
ანუ, თანახმად (ა)-სი, 

%#=X+3 

და, 
დ=V+1. 

X აღნიშვნა ასეც შეიძლება: თ>=ჯ« 
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ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ბ)-ში: 

'(X-- 3)?-- 2 (++ 3) (+ 1) – (7+1)2= C 

ანუ, თუ ფრჩხილებს გავხსნით და მუდმივებს ყველას C,-თი აღვნიშნავთ: 

XX -+-2X/-+-8ჯ--ე)ბ3-- 4/= C,. 

მეორე ხერხი: მოცემული განტოლება უფრო მარტივად ასე ამოიხსნება: 
ვინაიდან განტოლების მარცხენა მხარე წარმოადგენს სრულ დიფერენ– 
ციალს 

მM მMV 

–_ 
ამიტომ 

3: =X-X+2 (გ) 

მიღებული შედეგი შევადაროთ (გ)-ს, დავწერთ: 
Xჯ+ დ (7)ა=X–-7#+2 

აქედან 

დ'(2)= –7+2 
”»# 

ამრიგად, 
2 3 

#=-+X)+4X-26-+2)+C 

ანუ 
-2 2 

2-+)+ 4ჯX– 2-+27=C, 

ან, სულ ერთია 

>»12-+2XV/-+8X--ე? +--4V+=C, 
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განხილული წესი მაშინ არის გამოსაყენებელი, როდესაც განტოლე- 

ბაში შემავალი ჯ და #-ის კოეფიციენტები პროპორციული არ არის, თუ 

ეს კოეფიციენტები პროპორციულია, ე. ი. თუ 

7 _ 7 

ააა 
მაშინ საჭიროა 

IX +#)=ჯ ჩასმა, 
მაგალითად, 

16. (2X+7-–1)ძX-+-(4X+2/–3) ძუ=9 
განტოლებაში ჯ და X-ის კოეფიციენტები პროპორციულია: 

2 1 

4-2 

ამისთვის აღვნიშნოთ 

2X-+7=ჯ 

აქედან 
X=ჯ-2X; ძX=ძ7-20ძX. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში: 

(ჯ– 1ე)ძიX-+(2ჯ–3) (9;-––2 ძX)-=0 

(–-3ჯ+5)ძX-+(2;-3) ძეღ=0 

2ჯ–3 -_ 
I == §%+ | %- 

2 1 
– ვ? 10ძ (3ჯ-– 5)+–-X=109 C 

აქედან 

ანუ, თუ ჯ-ის მნიშვნელობას ჩავსვამთ 

ჯ+2V”V/ 

(6++3ჯ-5)+C=C 3 
ტ 

სავარჯიშო 

  

  

17. (X+/+2) ძX+(X--7) ძჯ/=0 პას. მ-+--2X7--ე1+-4X=C 
1 7 

18. (X–-ჯ–3)ძX+(X+7/–4)ძი7=0 პას. -2- 108 L” 2) + 

2 – 
++) 1 3»;C ფ2 1:16 

1 2-1 
“ა 165



19. (6X+4ჯ–1)ძX-+-(4X+)ჯ-2)ი7=>მ0 პას. 6X2+8X)/-+-)?-2%X-- 
–4/=C 

20. (7X–-3»7+3) ძX+(3:–-7ჯ+7)ძუ=0 პას. (X-+-/-–1)' (1-–)/+ 

+1)2=C 

21. (X–- 7»––1) ძX-+(X+27)) -/=0 

1 „ 2 1 X? 1 3ჯX–2 
პას, ––I –= ___-–უუაუ_ის_– ა 2 0ძ I» 3 ) + (» 3 )| #5“  72(3ჯ+1) 

22. (:–»7+1) ძX--–-(#–2)ძულ=–0 პას. 2X-–-2/-+1=C6“ 2 (-+/) 

23. 6: 3)-+1) ძX-–(2;-6ჯ–-3)ძჯ=მ პას. 3X-6»-–-15 100 (X-–-3»V+ 

+ 6)=C 

24. (უ–Xჯ-–-5)ძX+-(C2:-2X-1)ძულლმი პას. #7პ9I-=C(/-X+6)11 

IV ტიპი. პირველი რიბის ხაზო.ვანი ზანტო. ლებანი 

ხაზოვანი ისეთ განტოლებას ეწოდება, რომელიც პირველი ხარისხისაა 

დამოკიდებული ცვლადისა და მისი წარმოებულის (ან, სულერთია, დიფე– 

რენციალის) შესახებ და, გარდა ამისა, ფუნქცია და მისი წარმოებული არ 

უნდა მრავლდებოდეს ერთმანეთზე. 

ხაზოვანი განტოლების ზოგადი სახე ასეთია: 

ი 

“0-0 
სადაც და 0 მხოლოდ X-ის ფუნქციებია ან მუდმივები (C0ი§5ხ. კერძოდ, 

როდესაც 0=9, გვაქვს 
ძ» 

-შჯ #20. 

ხაზოვანი განტოლების ამოხსნა წარმოებს ან ჩასმის საშუალებით, ან 

ნებითი მუდმივის ვარიაციით. 

ჩ. ჩახმის ხერხი. (ეს ხერხი ეილერ – ბერნულის LVI16I-86Lი0სIIL 

ეკუთვნის) 

ძა) _ ვ. 
1. 7» 2XX=>X “ 
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აღვნიშნოთ 

«აქედან 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში: 

# ასეა.“ დ? 

ვინაიდან # და დ ნებითი ფუნქციებია, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლიან ერთ-ერთი 

მათგანი ისე შევარჩიოთ, რომ მეორესთან მდგომი კოეფიციენტი ნოლს 
გაუტოლდეს. ამისთვის საქიროა აღნიშნულ განტოლებაში „ ფრჩხილებს 
-გარეთ გამოვიტანოთ (იმ წევრებიდან, რომელშიც ის შედის) და, ამრიგად, 

მიღებული ფრჩხილებში მდგომი გამოსახულება გავუტოლოთ ნოლს. (შეი– 

-ჭლება ასევე მოვიქცეთ V-ს შესახებ,--არჩევა ჩვენს ნებაზეა). გვექნება: 

ძ» . M #7) _ 3 9 
ი ქილებ რიყე“  % დ (ა) 

ძა 
7; 2X9=50 

„აქედან 

| + 52 | +4- 
წ”? “– 

უ=CVC” (ბ) 

(ა) განტოლებიდან გადმოვწეროთ დარჩენილი წევრები: 

იV 
ფდ--=)? ე2ბ. 

ძა: 

„ზავსვათ აჭ L-ს მნიშენელობა (ბ)–დან: 

  Cდ? C ლვ: Cი1==1ბძX 

  _ (გა 

·“ 4 და ფ არის ჯ-ის ფუნქციები 
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ჩავსვათ ახლა »ჯ=( წ-ში (ბ) და (გ) მნიშვნელობანი: 

2+6, L 

1=--- · CC'= 3 +6)“ 

8. ნებითი მუდმივის ვარიაცია (ლაგრანჟის LმძLგიძტ ხერხი). 

ამ ხერხის თანახმად, განტოლების მარცხენა მხარეზე დატოვებულ უნდა. 

იქნას მხოლოდ ის წევრები, რომლებიც #” და ძი» შეიცავს. დანარჩენი წევ– 

რები დროებით მოცილებულ უნდა იქნას. ასე; მაგალითად, წინა 

ი" _ 2 უ2" 

7 2X=X C 

განტოლებიდან გვექნება: 

ძუ–2X) ძX=0 +. 0 _ 2 ( «ძ-ი, 

7=CC" () 
აქედან 

მიღებული განტოლება გავადიფერენციოთ. C ამ დროს უნდა ჩაითვა– 

ლოს ჯ-ის ფუნქციად. (აქედან წარმოდგება სახელწოდება: მუდმივის ვა– 

რიაცია, ე. ი. მუდმივს უნდა მივაკუთვნოთ (კვლადის ხასიათი). 

ძუ=C” ძC+2»ჯ CC" იX (ბ). 

(ა) და (ბ) მნიშვნელობანი ჩავსვათ მოცემულ განტოლებაში: 

ი ძC+2X CC” ძX-2X CC ძX=1X2 2-1 ძX 

ანუ 

ჯვ 
ძC=X? ძX; C=-ვ-+C; · 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)-ში: 

3 
+#= (5. + C) გ? 

მიიღეთ იგივე პასუხი. 

ავილოთ კიდევ მაგალითი. 

2. ძ»ო+-უ5§)სიX0X=2X; 2%79X 

ჯ»ლ=!ზს, რძ»X=M#M00ს+ხძ" 
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M ის–+-VძM(-+1(V 5Iი X 7Xჯ=2ჯ (41% 2 + (ა» 

ძე--წ 51ი X ძ2:=0 

| + / თიჯ%-. 
ხ 

წს=C (7 

აქედან 

გადმოვწეროთ (ა) განტოლების დანარჩენი წევრ“ები: 

სწ ძ11=2X ("9 #7 /IX. 

ანუ 

C 6-9 2 ძ·==2X (01% /ჯ 

CიM#=2Xჯძჯ 

აქედან 

#= 212+C. 
- C 

2 
ჯ-ი--“+%% 62: = (Xჯ2–+ C;) (01 -L , 

ამოვხსნათ იგივე განტოლება ნებითი მუდმივის ვარიაციით 

ძ»+151ი X7X=0; | 7+ / C-. 

უ7=CVCV5 (ბ) გავადიფერენციოთ: 
ძუ=40! 5 ძC–-C§)ი ჯ (299 = /Iჯ (ბა; 

აქედან 

(ბ) და (გ) მნიშვნელობანი ჩავსვათ მოცემულ განტოლებაში: 

უ%272IC-- C §1ი X #9 6 /X-+ C 51ი X (%7 თ ძჯ=2X 45% 9 0X 
ანუ 

იC=2Xი.: C=X?+C.. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ბ)-ში: 

»5==(Xჯ2-+ C;) #09 < 

3. ამოვხსნათ ახლა ასეთი განტოლება: 

ი" _- 
“7. -21უ=9. 
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აღვნიშნოთ 

  

3 ==%9%, 

აქედა 
მ» _ ,99 , 0“ 
ი “ძX ძჯ' 

იწ ი ძი > 
სო-“-ფზ=-4+- 2: #7==0 ; 7, +2X6=0 

აქედან 
= – „9 0# 

ხ=C4წ ბ; C ·23-=0) 1= C-ვ) 

-მასასადამე, 

უ=1-=CC,C“”' =C, 6“? (C C1= Cე)- 

საჭმარვიშფშო. 

ი 9 3 
4. 7. 2X=C პას. »=(X–+ C;) (7 

ჯ 

ი“ “_. = 5. ოოო პას. 7=C0%+C)% 

" 
,' , 

4 6. 0მ” >, პას. ,=2+C 
ძ» ჯ»ჯ; X 

ტე 929 # 291 პას. »=>(100 X+ C,) (X+1) 
“ ძიX. X+-1 Xჯ “4 1 

გ 2 7 -2C0+21 პას. 7= (:2-+-4X+ C,) (X-+-2) 
ი: X+2 ” 1 

. -#/V. 2” _ 2 _ 2)00X+C, 
9, IX +“ XX.  ჯ პას. ა – 

10. “>  # _C+ 1) პას, ,=( + +2+X+C (X+1) 
ი: X+1 2 პ 1 

სე 9 11, ქ: 7=2%C პას, )==(X?2+ C)) (7



  

„, 0 _.71=0 
12 ი“. 7» 

4 2 
13. " “» -ც 

Xჯ-+1 

14. 2 ს, 90X=0 

, XV'M _ X+1 
15. მ»+2-L იX = => ძX 

1 
16. 0V+)' 605 X»ძX=-- 81ი 2X ძX 

    

  

პას, X=CXჯ 

პას. »7=CL(X+1)1 

პას. ჯ=CCV% ჯ 

პას, X=(X+ C,) (X+1) #“” 

პას. X»=5)ი X-–-1+C კ“... 

: რ XV _ 2(X–1) (ა1–4X-+C)) (X–1) 

17 ჟა 32-31+2 X»-2 პას, ,=-- («+--2)?“ 

18. ი) _ · 605 X=-4Xჯ) 3! თ პას =C(0:1+C ) ქ დ 
· ძ». ? .7 1 

: ძ) _ : -+2ი§ 2 19. 7. + 2#5ი 22:== 65-10 27 პას: /=(67+-C,) 227 

ძა >. __ 3იX+C 
220. 27: +) CI X=CL9ძ X პას. 3 == 

· ძ) ჯ = 2427 –= /.2ჯ #/ + 
721. /#X 608? 2. 2-0 პას. »=(C2 +C.) თ 

:22. §6C+X ალი I X-=-2/22+0%9%5. 56 პას. )/==(2?” + C;) თ დ 

10 X 4“ 8)იX=ხ, Xჯ./ )M2 23. ' 
იX 

24. ძ;-” C05 ჯ ძე:= #/2+აბ. ჯ ძა: 

25. ძუ) ძX=C00 2+4 , „ე; 

პას. Xჯ= (++ C.) გ-ი 

პას. »=(–-+C,) წე. 

პას. »= (_რ+ C.) “ 
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გბგანტოლებანი, რომლებიც ხაჭო ვანჭჯე მიიქვჭანება 

(ბერნულის – 8 LM0CVLLI ბგანტო.ლება) 

საერთო სახე იმ განტოლებათა, რომლებიც ხაზოვანზე დაიყვანება, 

ასეთია: 

რ თაა 0. 
ქ. +IX)= 015, 

სადაც # და (0 მხოლოდ X-ის ფუნქციებია ან მუდმივები და 7” ერთს ან ნოლს. 

არ უნდა ეტოლებოდეს. (ერთს ან ნოლს რომ ეტოლებოდეს, მაშინ წმინდა 

ხაზოვანი განტოლება გვექნება). 

ამოვხსნათ ეს განტოლება ზოგადად. ამისთვის ორივე მხარე გავყოთ 

ჯ-ზე: · 

ძ კომი -ნო=0 დ). 
აღვნიშნოთ 

1-.-. 
წ» =>: 

აქედან 

„ამი _! ძ2 
7 ძი» 1–-» იძ» 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)–ში: 

ძე უა 
· 7. +LC=0 .   

მივიღეთ ხაზოვანი განტოლება, რომლის ამოხსნაც ჩვენთვის უკვე ცნობილია. 

შენიშვნა: ბერნულის განტოლების ინტეგრაცია შესაძლებელია. 

»ჯ=7V ჩასმითაც. ..” 

ძ) 1 

რძ; დ “7 

გავყოთ ორივე მხარე /?-ზე, 

ი 
7 ქ.» 2 

აღენიშნოთ 

» 1=7, 
აქედან 
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„გვექნება: 

9>. 
ძX. 

#L_. 
ჯ 

მივიღეთ ხაზოვანი განტოლება. თუ აღვნიშნავთ ჯ=ჯწVწ7 და ამოევხსნით, 

გვექნება: 

ჯლ=-–-XX-+C, 2. 

ეხლა, რადგან 

:=4+ 
4 , , 

ამიტომ 

=-- 1 

27 ჯ.-. C, 2: 

დავალება: შეამოწმეთ, აკმაკოფილებს თუ არა მიღებული ფუნქცია 

მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას. ამისთვის უნდა გააწარმოოთ 

რუკანასკნელი ფუნქცია და ჩასვათ განტოლებაში. 

სავარჯიშო 

ძი == 
3. -უ=7#% 2 პას, უ=C(-2»+C)“? 

–“ 
, V -_ - ვ 13 

+X 1 – > =1=C+1) VX' პას. მ=C+1) –<+1 X+1)? +6C| 

4 9-+-1:=2C+1'» პას, 2= - : 
(–3X?2--6X+C,)? (X+1) 

ძ) _აქევვს _ 1 
5. უჯ. #I0>X=ე050C2: პას. 7= 81ი X-+C, 605 X 

ძი) . , 
6. 7; +) 605X=X" ჩან აპაბნმ პას, ჯ=(-4X+C,) + .· გ-ი 

პიტველი რიბის უმაღლესი ხარისხის დიფერენციალური 

განტო ლებანი 

ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ზოგიერთი სპეციალური სახის უმაღლესი 

“ხარისხის განტოლებებს. 

M. ტიპი. ჯLLCX, 1, »#)=9 
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ეს ისეთი სახის განტოლებაა, რომელიც ამოხსნილი არ არის X-ის შე– 

სახებ. მაგალითად, 

(+ 3) –4X) რ. 377=0 

აღვნიშნოთ 

გვექნება: 
–4X/1-- 51? უ,2=0 

ამოვხსნათ ჯ-ს შესახებ: 

#ჯ== 2XV-LV 4X? ე)? + 52? X/?. : 

1=2XV-3XV ; #,=5X1§ ჯ= – XI 

ანუ 

ი _.. 
7» 52 

და 

ი #“” » 
აქედან 

9 <=» ძX 

– 
და : 

2” –Xჯძ»; 

§ჯ12 ჯ? 
107=-გ-+2 )00X=–---+67 

ვა? /) 

)უ=C.: ”7=C,6 3 

ანუ 

? უჯ 
'+.) 

#-C261=0 და V#-C,6 21=0, 

აქედან ზოგადი ამონახსენი: 

ც- C+1 »') ც–ი, “ -)=0 
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ამოხხე ნით: 

ვუ: ე/? –X/1–-4)/1=0 

2ჯ? # +3X) ,V–-–211=0 

8. ტიპი. X(CX, 7)=0 

(ამ განტოლებაში » არ შედის) 

' მ 
1. ჯ=) ე: 

აღვნიშნოთ 

2 =/, 

აქედან 

Xლ=ჩ–-/?; 
ჩვენი აღნიშვნის თანახმად: 

– ძ) _ ,. = “ქ; ==! წC –/ 

თუ მარჯვენა მხარეზე მოვახდენთ ნაწილობით ინტეგრაციას, გვექნება:: 

უ=MX– | #ძხ=ნ (ხ–#) – / (ხ–ჯ") ძი 

ე 2 

)=5--ვ-/+6. 
ამრიგად, 

X=ხ--/ 

# 

5“ 
2 
3 ჩ+C 

სისტემა წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახსენს პარამეტრული: 

სახით. ჯ 
შენიშვნა: როდესაც ამონახსენი პარამეტრული სახით არის მო-- 

ცემული, შესაძლებელია პარამეტრი გამორიცხულ იქნას, თუ ასეთი 

გამორიცხვა ადვილად მოხერხდება და რთულ შედეგზე არ მიგვი- 

ყვანს. მოცემულ შემთხვევაში პარამეტრის გამორიცხვა რთულ ოპე-. 

რაციას მოითხოვს, ამიტომ უმჯობესია ამონახსენი პარამეტრული: 

სახით დარჩეს. 
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3 
-ამოხნენით: 2. X=ე)"+3) 5, Xჯ=) –) 

3, X=2) ე 6. X=)-- 2)" – 3» 
4, ჯ=3/-)“ 

C. ტიპი. #(C», 7 )=0 

(ამ განტოლებაში ჯ არ შედის) 

1. უ=V-ჯ" 

„აღვნიშნოთ 

#=#, 

გვექნება: 

7=ჩ–ჯ" 
ჩვენი აღნიშვნის თანახმად, 

ძ. 

7 
აქედან 

> 

Xჯ= მძ» 

ს 

“მარჯვენა მხარეზე მოვახდინოთ ნაწილობითი ინტეგრაცია: 

=> წრის _ ჩ–-ჯ 0#-ჯ)ძიხ _ 
“” +/ გ. /ჩ +/ ჩ 

=1-/+-ჩ-– ; +C. 

  

ამრიგად, 
ვ 

=-1) -- #2 _-.L_ Xჯ=1 –#1+# 3 +C 

·და 

»=ჩ--/? 

სესტემა წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახსენს პარამეტრული 

სახით, (არც აქ არის მიზანშეწონილი პარამეტრის გამორიცხვა). 

ამოხსენით: 2. წ»7=ჯ” –»” 4. ჯ=3»# + 2" 

3, ჯ=2”+#/ 5. უ7=V 2) +)" – 4” 
5 
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ლაზრანჟის (L#68#Mცნ) ბგანტო.ლება 

·ლაგრანჟის განტოლება ზოგადად ასე იწერება: 

»=XI#LCX»)+/ (7) 
აღვნიშნოთ 

წ =,#, 

'გვექნება 
»X=X LL(/ჩ)-+/ (#) · 

გავაწარმოთ ეს განტოლება ჯ-ის შით 

თ =წ +.) )-#+#6 (0 4. 

ანუ, ვინაიდან 

ძ +2=გ, 

გვექნება 

წა-1+>#ჩ თ) -#+// (ც-%#-=90. 
ზ 

მივიღოთ აქ # დამოუკიდებელ (ცვლადად და ორივე მხარე გავამრავლოთ 

ძX 

რ“. -ზე: 
ძX : , 

(I; (/)-I)- + XIV (ჩ)+ /” (#)=–0. 

მივიღეთ ხაზოვანი განტოლება, სადაც # არის დამოუკიდებელი ცვლადი 

და ჯ მისი ფუნქცია. 

მაგალითად, ავიღოთ ასეთი განტოლება:, 

»7»=2X)+ წ” 

აღვნიშნოთ 

»=#, 

გვექნება: 
– ჯ/=2X ნ+/!. 

გავაწარმოოთ ჯ-ის შესახებ. 

ჯ= =2ტ+2» 5” +2გ ნ %. 

12. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 177



ძ. 
ანუ, თუ -/ “შე გავამრავლებთ 

მძმX 2X _ _ ი. 
ი ჩ 

მივიღეთ ხაზოვანი განტოლება. თუ აღვნიშნავთ ჯ=VV, გვექნება: 

2 

' +=(-3- +6)»“, 

აქედან 

2, – 
X=| – კ-ჯ +C, |ჯ 

და 

7X=2Xგ+/2 

სისტემა წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახსენს პარამეტრული 

სახით. 

კლეროს (CL#MIჩჩსI) ბანტო ლება 
! 

კლეროს განტოლება ზოგადად ასე იწერება: 

X»X=X»” +)/(7') 

როგორც ვხედავთ, კლეროს განტოლება ლაგრანჟის განტოლების კერძო. 

სახეს წარმოადგენს. 

აღვნიშნოთ 

#7 =8, 

გვექნება 
· 27=Xჩ-+/ (1) (ა) 
გავაწარმოოთ ჯ-ის შესახებ 

ძ 
ჯ=ჩ+X 4 +# (1) «+ 

ანუ 

“” + /ჩ (I 4ნ-=9, 
აქედან 

წუგვვსა 
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და 
X+ #(#)=0 

პირველიდან გვაქვს #=C. ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)–ში: 

წ»=CX+/(C). 

მივიღეთ კლეროს განტოლების ზოგადი ამონახსენი. ეს ამონახსენი გეო- 

მეტრიული თვალსაზრისით წარმოადგენს სწორ ხაზთა ოჯახს, რომელთა 

საკუთხო კოეფიციენტები დამოკიდებულია C-ზე. 

თუ ახლა X+/I(#/)=0 და X7=Xჩ+/(#) სისტემიდან გამოვრიცხავთ #-ს, 

მივიღებთ 
LV, 7) =0 

განტოლებას, რომელიც გეომეტრიულად მრუდს გამოსახავს, და რომელ 

საც განსაკუთრებული ამონახსენი ეწოდება. 
შენიშვნა: საერთოდ, დიფერენციალური განტოლების განსაკუთ– 

რებული ამონახსენი ისეთი ამონახსენია, რომელიც არ მიიღება ზო– 

გადი ამონახსენიდან ნებითი მუდმივის არც ერთი კერძო მნიშვნე– 

ლობისთვის. 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, კლეროს განტოლება იმ მხრივ არის 

მნიშვნელოვანი, რომ ამ განტოლებიდან პირდაპირ მიიღება ზოგადი 

ამონახსენი, თუ მასში შემავალ V-ს შევცვლით C ნებითი მუდ- 

მივით. 

მაგალითად, 
, 2 

X»X=XX) ––ჩ 
ზ 

განტოლების ზოგადი ამონახსენი არის 

წჯ»=C%X–C2? (ბ) 

ეს არის სწორ ხაზთა ოჯახი. 

გავაწარმოოთ ახლა V=X ჯ–ჯ განტოლება ჯ-ის შესახებ. 

#=Mჩ+XM--2ჯ ჩ", 

ჯ-2ხ=0.“ 
აქედან 

განსაკუთრებული ამონახსენისთვის უნდა ავიღოთ 

«-2=0; უ=2ტ-ჯ! 
სისტემა, ან, თუ ჯ-ს გამოვრიცხავთ, გვექნება: პირველიდან ხ=–-, ჩავ– 

2 
სვათ ეს მნიშვნელობა სისტემის მეორე განტოლებაში: 7=<-- მივიღეთ 

პარაბოლი. 
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განსაკუთრებული ამონახსენი ასეც შეგვიძლიან მივიღოთ: გავაწარმოოთ 

»ჯ»=CX–-C7 
განტოლება C-ს შესახებ. 

XჯX–2C=0 , 

აქედან 

_ ჯ =>-, 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ბ)-–ში 

   / 

/ 
ნახ. 30 

ნახაზზე ნაჩვენებია სწორხაზთა ოჯახი (შემხებები) და შესაფერი 
მრუდი (პარაბოლი). 

  
უმაღლესი რიზის დიფერენციალური ბანტო. ლებანი 

მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი სახე ასეთია: 

(X, 1), 7; /)=0. 

თუ ამ განტოლებას 'გადავწყვეტთ »”-ის შესახებ (რა თქმა უნდა, თუ 

გადაწყვეტა შესაძლებელია), დავწერთ: 
“” I M() 

უ)'=%(% 7» 7) წს სულერთია <-2-=დ (>, 7, |   
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ჩვენ განვიხილავთ ამ განტოლების რამდენიმე კერძო სახეს. სახელდობრ, 
იმ სპეციალურ ტიპებს, რომლებიც გვხდება გამოყენებით დარგებში. ეს 
ტიპები ასეთია: 

ტ. 7 =დ() C. ჯ»ჯ"=C(7) 

8. უ7”=დ (4) ხ. წ» =დC, 7) 

ს. )"=Cდ(2, 7) 

ამ ტიპების ამოხსნა წარმოებს ერთი სპერთო მეთოდით –– ახალი (კვლა– 

დის შემოყვანით. ამ ახალი (კვლადის საშუალებით შესაძლებელია მოცე–- 

მული დიფერენციალური განტოლების რიგის დაწევა, ამიტომ ამ მეთოდს 

სხვანაირად რიგის დაწევის მეთოდი ეწოდება. 

მივიღოთ ასეთი აღნიშვნა: 

  

ძ _ 
ძ» “რ” 

აქედან , 
ძბპ» _ ძჯ; 
ძე ძ» 

ან კიდევ სხვანაირად: 

ძა) _ ძუ ძ) _ ძ; _ 
ძა) ი) ' ძი: ძა) 8 
  

“ამ აღნიშვნების გამო ზემოთ განხილული ტიპები ასე დაიწერება: 

ტ. რ%-თც) ან იძჯ=დC:)ძX 
ძX 

ძ; 8. ჯ თ 9(/) აუ ჯძჯ;=C(1)ძ» 

ძ2_ _ძჯ _ C. 27.9 (უ ანუ დ ( =ძX 

ძჯ; C 
ხს. – =თდ (0, ე) ანუ ძჯ=Cდ(C, 2)ძ» 

ძ C. 2»-?C მ ანუ #02=%(7, 2)ძ» 
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მაზალითები; 

". ტიპი. ავიღოთ ასეთი განტოლება: 

3 

1. რ 7-0 2X+4 

ზემოთ მიღებული აღნიშვნის თანახმად, დავწერთ: 

21. 2X+# 

ანუ 

ძ»;=(X1-–-2X-+4) ძX ; 

| 4= | თ-2+446+06, 

აქედან 
7–-·- კ 

ჯ=2ვ3-% ძ–-4X+C, 

ანუ 
8 

92-95 მ0+4X+ C,: 

ჯ) : 
|4- I (–--+9-თ)4“ 

აქედან 
უე უჯ 

8: »“ 1 3 +-2:0+C,X+C, 
  V 

მოცემული განტოლება ასეც შეგვიძლიან ამოვხსნათ: 

»=Xჯ1-2X+4 ; | 7+- | თ-2>+4% 

ჯმ ჯ 7=45--ბ+4++6,; | 7+= | (5-9+4+6 )« 

„აქედან 
ჯუ ეჯ? 

72=+--ვე-2ჯ1 + C X–+ C, 
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2. )”=53)ი X-229-+0 +4 

22 4 

“/ > |/ ფი»+რით+4 ძX; 7 =--005X4+45-+ -+4++C, 

” “22 ჟე 

» ძხი= I (– 608 X+2 + +4X+C) ძX; 

  

ჯ'= –§8ი X+5--+2+20+ C,(%+C 

წC 4- | (<3ი>+%+% ეც +2X1-+C, X+Cე)ძX; 

აქედან 

«იჯ +2 1. C.52 »X=005X+--+-ფნ + ვ.» + - 28+C X+ Cა 

სავარეჯბიშო. 

ვ. უ"'=20052X--X2?1-3 

4. /'=0%+2X2-+5 

5. »"==X100 X--C052 X--1 

ირ. წ/”=X625-+31ი? X-4X2 

7. X”=X 6279-6053 2X-ჯ 2+3 

8. 7X(0V)=100X--1%-+-C052 X-X 

8. ტიპი. 

ქშ) 
მა 7/1) 

ჩვენი აღნიშვნის თანახმად: 

ძჯ; –-==4V4-4+1; % მ) ჰ 

3 3 
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ანუ 

უღ =)+2)+2C; ჯ=V 1+27+C, (2C=C,) 

  

ანუ 

მ _ „ვლ ძ) · == +2 +C ჯ სეღეღეღეღლლლლ= იჯ 3. C-VVX8+თ  /7=59>C “| 4 
ჯლ=--100 (1-+-474-- V,2+-2/+ C,)+ Cე 

ამოხსენით: X'=2/; )"=2V7–3. 

C. ტიპი. 

თ. ე. მძ... 
1, უქ 503; : 7, 507) 

ძჯ , ჯ 57 (| ძX+C,;: )0-2=50X+CI. 

აქედან 
ჯ=050%X+C, 

ანუ 

2 ,:50X+C. | 4- ი.” >. 

-50X + C1 

272=-–“ –-“+C) 

2, 768 =4 

თანახმად X»= ჯ აღნიშვნისა, დავწერთ: 

ძX%ჯ_ ს; _,კ. ძო _ - ჯ“ =4: (25 - | «+. 

1 # -ე- 261 2 =X+C, 

  

7 
ანუ 

გIC (0 2=2 (X+Cა, 
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აქედან 2=%02(X+C); ჯ=20260+6) 

  

  

       

ანუ 

4 =2102(6+6)5 | 4- | 292C+0)«– 

= / §2C+6)426C+0); წჩ7= –109 IC05 2 (X+C,))+ C, 

ამოხსენით: »”=2"V; 7" =0; 

+» =0; 7-7 =1; 

ს +/ =25 

ხნ. ტიპი. 

1 #7 4 რ “7 ე, #40, 
5 X ძX» ძი; ჯ , 

I %ჯ-“ წ 100 2--4100 X=109 C) 

აქედან 
ჯ=C, ჯ! 

ანუ 

4=CX 1” 6» ძX+C, 

7=< 1 1 

/ 

2 (1-+X2)»+#/2+-1=0 

ჩავსვათ #»-ის ნაცვლად 7, გვექნება: 

(1-–+X?) 27 + 12+1=90 

ანუ 

ძჯ 8 2 =0; (1-Cჯპ?) 7 +714+71 

| > + | 1» –C6 
  

18>



აქედან 
მIC I ჯ+-3XC LV X=0C. 

მიღებული შედეგი ჩვენ შეგვიძლიან სხვანაირად წარმოვადგინოთ. ამის - 

თვის აღვნიშნოთ: 

206 10 =1ე, მICIყ X=V, 

«აქედან 

=!წ, X=>- 107. 

წინა შედეგი ასე დაიწერება: 

#=26–წ, 

„აქედან 

IძC-IწV7 __ 62 --ჯ (6X=LC(6-9)=1 ფი 1 +CX (I -=40,) 

-ანუ 

C-Xჯ.. მძ Cი–-X 

1+0,X ” ძ»· 1+C »' 

| #«- (129 ძX+ლრო; 

Xჯ იმპ+ 
უ=--+ 

6 

  ჯ= 

აქედან 
  

+1 
109 (1–+ი6, X)+0,   

ამოხსენით: 

უე 2-=0; ჯ'+)7I0Xჯ=0; 

7 –V» 605 X=-0 ; »„" –-V CV XჯX=0 : გ” -- მეე)" =0 

ნ. ტიპი. 

ძ"» ძ» _ 
1. 72 2 ძX. 

ზემოთ მიღებული აღნიშვნის თანახმად, დავწერთ: 

ჰ (ე 220, ძ«-2რძ=0, ჯ#=)ბ+ი. 
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ი ა»... ძ,  _ . 
7X =% +C6C; +, = ძX+C: 

_1_ 27 - + 2 =V CIC 10 =X+0 2X;C90 =V «,(X+ი 
Iი, V-, .” V C, ( » 

„აქედან 

7=V-2, I IV/ 6, (++2.)1 

2 »უ)"+/' +1=0 

ეს განტოლება ასე დაიწერება:, 

#27 +ჯ+1=20; 

ძ ძ 1 
წ--C =ი “-199(1+ჯ?)+1007=199%, ; 

7C+ჯ"! =«, 

  

-ანუ 

უ (1 –+ჯ?)==011, 

აქედან . 

=-%-+ : 

_ VC2--» M62-X, _ /მიV  _ . 
9-= VC2- # ძX+-C> 

–/0-1-X+6 
„ანუ 

ცბ-ებ=Cთ+01 
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მუღმიჭ კოეფიციენტებიანი ხაზოვანი ზანტოლებანი 

ამ განტოლების ზოგადი სახე ასეთია: 

ტ. უე+ჩნ,ურო-ს+ ნერო + ... +-ჩ,უ=0 ეს არის 

ერთგვაროვანი განტოლება, სადაც X,, ,, , . „ ნ, მუდმივი კოეფიციენტებია.. 

8. M#-)+ ს, უტ )-- 89, უო-2)+ ... +ნ.ჯ”=0 

არა ერთგვაროვანი განტოლება, სადაც 0 მხოლოდ X-ის ფუნქციაა, ან. 

მუდმივი (C0ი5-). 

ერთგვაროვანი განტოლების ამოხსნის დროს ოთხი შემთხვევა უნდა 

გავარჩიოთ. 

1 შემთხვევა. #ა"+X, ჯ1+- #, ჯ0-2- ... +#ჩ.=0 

მახასიათებელი განტოლების ფესვები ყველა ნამდვილია და სხვადასხვა. ასეთ. 

შემთხვევაში ზოგადი ამონახსენი ასე იწერება: 

»=C 20% 4 C062%+Cე(9%+... +6C 25% 

II შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას აქვს ნამდვილი და ჯერადი: 

ფესვები (ტოლი ფესვები). 
ზოგადი ამონახსენი ასეთია: 

Xწჩ=C + CეX + Cე +. .4+Cაჯ" 17% 

II შემთხვევა, მახასიათებელ განტოლებას აქვს ერთი წყვილი კომპ-. 

ლექსური ფესვები: 
7.==ძ+1ხ 

და 

7:=0–1ხ 

ზოგადი ამონახსენი ასეთია: 

წ»==C“” ("4 C05 ხX+8 51ი ს). 

როდესაც გვაქვს შეუღლებული კომპლექსური ფესვების რამდენიმე სხვა– 
„დასხვა წყვილი, ე. ი. 

ძე+-1ხე; ძ,–ხ,. 

ძა+1ხე: რე--?ხე- 

მა+1ნ.; მიხ, 
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ზოგადი ამონახსენი ასე იწერება: 
4 

/ 

)==4-%“ (4, 605 ხ, X+ 8, 51ი ს, X)-+ #5) 5 („4, 605 ხე X ++ 18კ 51ი ხ, X) +. 

+. · + 5%(4მაCლ05ს„X+ 8, 51ი ს, X). 

IV შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას აქვს შეუღლებული კომპ- 
ლექსური ფესვების რამდენიმე ტოლი წყვილი. 

ზოგადი ამონახსენი ასეთია: 

»= 26 ”IL.4,+ 4; X+- ქებ. · + ი X" 1) 605 ხX+ 

+(8,+- 8, + 8. 11+ >. · +, X"“ 1) 51ი ხ2:) 

სადაც #4, #4. : · · 4» და 8, 8... ·#M ნებითი მუდმივი რიცხვებია 

ამოვხსნათ ახლა ასეთი განტოლება: 

” 1. 9)» -5V”/+6ჯ=0. 

ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლება არის 

„ბ 5-+6=0, 

აქედან 
7=2 და 7ჯკ=3. 

ზოგადი ამონახსენი იქნება: 

»=C) 215+Cე 6“ 

2 უ"--6)4+-9=0 

მახასიათებელი განტოლება 

11--6-+9=0, 

აქედან 
”/,=7=3. 

ზოგადი ამონახსენი:



შენიშვნა: კ” --)”=0 

სახასიათო განტოლება: 

73--712=0 

აქედან 

„,ც=0; 7.=0; 7ე=1 

X=C+ C, X+ Cც (“ 

მოცემული განტოლება ასეც შეგვიძლიან ამოვხსნათ: აღვნიშნოთ. 

»”=7), 

გვექნება პირველი რიგის ხაზობრივი განტოლება: 

ჯ-2=0 
აქედან 

ჯ=C:C” 

ანუ 

7'= Cე C” 

აქედან 

»=Cე-“+C, 
და 

7=CეC+C,72+C 

ვ. »'+257=0 

მახასიათებელი განტოლება: 

11+25=0, 
აქედან 

«=+5, #”=-5. 

ზოგადი ამონახსენი: 

წ»=4” (4 605 5X+ 8 51ი 5X)= „4 C0§ 5X+ 8 51ი 5» 

4. უ"–6/+13ჯ/=0 

მახასიათებელი განტოლება: 

1ბ1-–-6-+13=0, 
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აქედან 

„ც=3+2/, (=3--2ჯ. 
ზოგადი ამონახსენი: 

75=6" (:4 605 2X+ 8 51ი 27) 

5. უ”-–87=0 

მახასიათებელი განტოლება: 

57--8=0, 

აქედან 
ც=2 #=-1+VM-3 /„=-1-V-3 

»ჯ=0C, 095-+46“9(C, 605M 3 X+C, 510 3.) 

ნ. XII)-- 4) -+37=0 

მახასიათებელი განტოლება 

ჯ/+42+3=0, 

აქედან ფესვები: 

+ს –1: +73, –;V3 

»= „4, 605 X-+ 8, 51ი X-L „4, C05 / 3 X+ 8, 5Iი /3 X 
  

7. უ0V)-- 4) 2)" 30) +125ჯ=0. 

მახასიათებელი განტოლება 

ჯმ 4,1 .21--30-+-125=0 

ანუ 

0?--8-+25) #1+47/+ 8)=90, 

აქედან ფესვები: 

4+C3: –221;: 

»= 24%(/4, C05 3X+ 8, 51ი 3X) + (“27 (4, C05 X-+L 8, 515 X) 

8. )#0V)- 8» + 96)” – 320” + 1600=0 » 

მახასიათებელი განტოლება 

ჯჰ--8,3-+-- 962 -––320-+ 1600=0 
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ანუ 

01–4-+40)1=0, 

ფესვები: 

2+6: 22+6: 

»=6" ((,4, + 4, >) C05 6X–+-(78, -L 8, X) 510 6X| 

9, )#'-9)'-“+-40)”-1007=0 

ჯ3- 9 +40--100=0, 

აქედან ფესვები: 
/=5;: 7=2+4; 7კ=2-4: 

»== C, 6'%-+ 227 (Cე C05 4X-L Cვ §1ი 4X) 

საჭვარჯბბიშო 

10, X”–16#ჯ=0 

11. ჯ'–7=0 

12. 1 +7)/+107ჯ=0 

13. )”–9/=0 

14. IV) -- 9)”=0 

15. +” 7?) +6/7=0 

16. '+6)/-+9ჯ=0 

17. I -–-10/ + 257=0- 

18. 27“+3პყ+-პ/7/+უ7=0 

19. „„+367=0 

20. XV» –8»” +25/=0 

21. 2) –3/-–2#=0 

22. + 4” +-207=0 

23, II – 10) +-9ჯ=0 
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პას. X=C, 2%%+C:6 “” 

პას. X=C16C+C:6 ? 

პას. »X=CI16 75+C:6 % 

პას. ჯ=C1+C:36 + Cე6 % 

პას. =C-+C) X+ Cე 6-+ Cე 6 % 

პას. /=C,) C + Cე; (”+ C3 6 % 

პას. X=(CI)+ Cე X) 2. % 

პას. X==(Cჯ+ C; X) 3” 

პას. /=(C1 -L Cე X-- Cვ X?) 6 ” 

პას. ჯ=,4C6C05 6X+- 8 51ი 6ჯ 

პას, X=6““ („4 605 3X+ 8 51ი 3X) 

1 

პას. ჯ7=2C, რ7+C) 6 2.7 

პას. ჯ=6” % (4 C05 4X-L 8 51ი 4X) 

პას, X= C, 639 + Cე 6 1ი5+ Cე რთ+C, 7“



:24, 

:25. 

26. 

27. 

28. 

:29. 

-30. 

უში 67+-5ე=0 

#IV) + 3V + 3პა'-+·V = 0 

/IM+- 5» -+-47=0 

/IV-L 17) + 16X=0 

%#IV-+ 4)" +4/=0 

»#II) + 6“ + 9ჯ= 0 

პას, ჯ„=C,–+C,6 + C „უი 4 

+C. ” 

„პას. Xჯ=C,-+(C,;+ Cე X+ C, ჯ2) “2 

პას. X=.4, 605 X+I8, 31ი X-+ „4, 605 2X-L 

+ წს; 5Iი 2ჯ 

პას. X= 4, 605 X-L-8, 510 X+ „4, 605 4X+ 
+ 8, 51ი 4ჯ 

პას. X=(.-4,-L.4ე X) 6052X+(8,+ 
-L„8ე X) 310 2X 

პას. ჯ= (4, + «4, 2:) C05 / 3 X+(8,+ 

+188, 2) 51ი M3 ჯ 

XXVI) --6V" +4V-+ 54/–117ჯ=0 

-მითითება: მახასიათებელი განტოლების ერთერთი ფესვი არის 3 ანუ 

ც!--6-+13) 02 -––9)=0 

-პას. =C, 6”–+ Cე 6” 3წ-+ 692 CCე 605 2X+ Cკ 51ი 2X) 

31. #VI) +- 2) + 10) –6)/+65ჯ=0 

“მითითება: მახასიათებელი განტოლება ასე დაიწერება: 

V?–27-+5) 01+47+13)=0 

ჩ»/==C (+, 605 2X+ 8, 51ი 2X) +622 („4 C05 3X+ 8, 31ი 3X) 

-32. უმV) –- 44 14)” – 20)” +-257=0 

-მითითება: მახასიათებელი განტოლება ასე დაიწერება: 

(2--2--+-5)2=0 

»ჯ=C IL, -+ „4, X) 605 2X+ (8, + #8, X) 510 2XI 

განვიხილოთ ახლა არაერთგვაროვანი განტოლება, ე. ი. როდესაც 

"მარჯვენა მხარეზე გვაქვს 0 (>). 
უნდა აღინიშნოს, რომ ასეთი განტოლების ამოხსნა, საერთოდ, რთულ- 

სა და ძნელ საქმეს წარმოადგენს, ჩვენ, უმთავრესად, ისეთ სახეებს გავარ–- 

ჩევთ, რომლებსაც მნიშვნელობა აქვს გამოყენებითს დარგებში. 

13. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 193



არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსენი ასეთი სახით იწე– 

რება: 

ჯ=%+%, 

სადაც წ-ს მოცემული განტოლების კერძო ამონახსენი ანუ ინტეგრალი ეწო-- 

დება, ხოლო #-ს დამატებითი ანუ დამხმარე ნაწილი (V-ს სხვანაირად ერთ- 

გვაროვანის ზოგადი ამონახსენი ეწოდება). 

ამრიგად, არაერთგვაროვანი განტოლების ამონახსენისთვის საჭიროა: 

დამხმარე ნაწილისა და კერძო ამონახსენის ცალ-ცალკე მოძებნა, მაგრამ,. 

ვინაიდან პირველი ოპერაცია ჩვენთვის უკვე ცნობილია („ არის ერთგვა- 

როვანი განტოლების ამონახსენი), ამიტომ არსებითად აქ კერძო ამონახ–- 

სენის მოძებნას ენიჭება აქტუალური მნიშვნელობა. 

კერძო ამონახსენის მოძებნა ჩვეულებრივ განუსაზღვრელი კოეფიციენ– 
ტების მეთოდით წარმოებს. ამ მეთოდის არსი იმაში მდგომარეობს, რომ” 

კერძო ამონახსენი წინასწარ უნდა იქნას შერჩეული იმის მიხედვით, თუ. 

როგორი სახე აქვს განტოლების თავისუფალ წევრს, ე. ი. (2(X)-ს. განვი-- 

ხილოთ რამდენიმე ტიპი. 

M ტიპი. მარჯვენა მხარეზე გვაქვს # ხარისხის მთელი ალგებრული- 
ფუნქცია ანუ პოლინომი: 

0(ე=ძა ლლ“, კს !4–. ·+ირი კ, X+6წი 

აქ უნდა ორი შემთხვევა გავარჩიოთ: 

| შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას არა აქვს ისეთი ფესვი, რო– 

მელიც ნოლს ეტოლება. ასეთ შემთხვევაში კერძო ამონახსენი ასე იწე-- 

რება: . 

სშ=ძ X+-ი ჯიში. "+–-იწმი 1%X+0ი 

II შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას აქვს # ჯერადი ფესვი, რო-- 

მელიც ნოლის ტოლია. კერძო ამონახსენი ასეთი სახით იწერება: 

ფ=+X (ძა 2-0 შ-1+C . · +იი) 

გავარჩიოთ ნათქვამი კერძო მაგალითზე. 

1. ს -–-7)/+12/=6X+3 

კერძო ამონახსენი აქ ასეთი სახით დაიწერება: 

ხს=0იX+ხ 

(ასეთი სახე აქვს განტოლების მარჯვენა ნაწილს -–– (02 (>)-ს. მარჯვენა მხა-- 

რეზე რომ ყოფილიყო 2X+X-4, მაშინ დავწერდით: 

უ=0ძXმ + ნX?-+6X +ძ), 
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აქედან 
V=ძი: ჯ”=0. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში წარ– 

მოებულების მაგივრად: 

–7ძი+120იX+12ს=6X-3 ; 

აქედან 

12=6 და –”7ით+12ხ=3; 

1 13 

2-2 ხ=-. 
ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი კერძო ამონახსენში: 

მოვძებნოთ ახლა დამხმარე ნაწილი. ამისთვის მოცემული განტოლების 

მარცხენა მხარე უნდა გავუტოლოთ ნოლს და ამოვხსნათ, როგორც ერთ- 

გვაროვანი განტოლება, გვექნება: 

#=C,კ 6%5+ C, #7 

აქედან ზოგადი ამონახსენი: 

- 13 
XჩX=%#+წ=C) C+ C ლტ+- +537 

2. 7VI-+47”=8X2–-2 

მახასიათებელი განტოლების ფესვები არის: 

7=0 ?ე=0;: 7=-+-2: 1ჯ=-2; 

როგორც ვხედავთ, მახასიათებელი განტოლების ორი ფესვი ნოლს 

ეტოლება, მაშასადამე, კერძო ამონახსენი ასე დაიწერება: 

უ=X?1(იX?2+ხX+2) (ა) 

(მახასიათებელი განტოლების სამი ფესვი რომ ყოფილიყო. ნოლის ტო– 

ლი, მაშინ კერძო ამონახსენი ასე დაიწერებოდა: 

? უ=X9მ (თX2-+ხX-L0)|. 

საერთოდ, უნდა გვახსოვდეს, რომ მახასიათებელ განტოლებას იმდენი 
ფესვი აქვს ნოლის ტოლი, რამდენი წევრიც მოცემულ დიფერენციალურ 
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განტოლებას აკლია ბოლოდან დაწყებული. ასე, მაგალითად, მოცემულ 

განტოლებას ბოლოდან აკლია X» და V (ორი წევრი. /” არ ითვლება). 

გავაწარმოოთ (ა). 

ჯ=4ყX!-L3ხX” +20X ; სუ"=120X+6ს;სX-L206 ; 

ს"=24X+6: ?(IVI=240, 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში: 

248+4 (120::?+6ხX-+ 206) =8X12 -–-2 

  

აქედან 

48ვ-=8; 24ხ6=0; 24+8C6= –2. 

–_– 

მაშასადამე 

9=-+- ჯო 2 : #=C)+CX+C: 5905 2X+C, 51ი 2X. 

»ჯ=#%-+მVთ=C1-> C) X+ Cე C03 2X+ C, §1ი 2X+-- ჯ! -+ ჯ? 

, 
ხავარჯბბიშო 

3. »"-367=5X-1 

4. უ)"+X7=12-+3 

5. უ)!-8V-+-16#)/=2X2-X-+1 

6. +" -/=X+2 მითითება: 2=-X(0X--ხ) 

ყქეა„ააღა'აღ'ს'„'!„ მითითება: X= X(ძX?12-+ხX–+0) 

8. უიი +-)=2X+-1 მითითება: V=X9 (იX-+ხ) 

მ. )"-)»=5 მითითება: »=ძ212 

10. »”+უჯ=3 მითითება: X=0ძ 

11, »'–ი/=2X+3 

12. +» +3-7ე?V-+6თ" /=X” 
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მითითება: მე-11 ამოცანაში კერძო ამონახსენი ასეთი სახით უნდა 

დაიწეროს: 

ს=ხX+-ი0. 

ასეთ აღნიშვნას 7=იX+ბი აზრი არა აქვს. აგრეთვე მე-12 ამოცანაში 

კერძო ამონახსენი ასე უნდა აღინიშნოს: 

ს=ხუ2+6-X+ძ 

8 ტიპი. მარჯვენა მხარეზე გვაქვს 

C0(X»X)=#C". 

აქაც ორი შემთხვევა უნდა გავარჩიოთ: 

| შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას არა აქვს ფესვი, რომელიც 

ე-ს ეტოლება. ასეთ შემთხვევაში კერძო ამონახსენი ასე იწერება: 

ჯ)== # #9. 

II შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას აქვს # ჯერადი ფესვი, რო– 
მელიც «ი-ს ეტოლება. კერძო ამონახსენი ასეთია: 

ს= M ჯ" “5. 

1. უჯ" 36ჯ=8017 

( 

მახასიათებელი განტოლების ფესვები არის: 

უტლ+-ი: 7ჯ”:=-6, 

მაშასადამე, არც ერთი ფესვი არ ეტოლება 2-ს. კერძო. ამონახსენი 

თს=VI 215. 

ჯ=2M 2 ჯ''==4/I 02%, 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში. 

4M205-36M12=8ექ?2: –--32M2021=8ე%, 

აქედან 

მაშასადამე, 
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#=C, 65+Cე 6 ზი, 

ამრიგად 

1 
»=C) (%-+-Cე C%6-+ -2 

2. »"--–-9/=46% 

მახასიათებელი განტოლების ფესვები: 

=3 ჯ”=–-3. 

როგორც ვხედავთ, ერთ-ერთი ფესვი ეტოლება ხარისხის მაჩვენებელში 

მდგომ ჯ-ის კოეფიციენტს. კერძო ამონახსენი იქნება: 

1= M 2; #1”. 

>=3M#X0ი-+M#ტ?: უ”'=9/M Xჯ §%-+ 6 # (37. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი: 

  

9M X6'---6M (9-–9M X 215= 4ე/% ! 

აქედან 
_2 

“3 

მაშასადამე 
2 

შლ 2:6% #=C6-4+C:4 %, 

აქედან 
2 ჩ=C, #„პჰ9- LC 2 %+57X #32 

სავარვიშფშო. 

ვ. » +37/+2)=64 6. ე)"+)+/+1=20% 

4. ს --2/+1=405 7. )'+-16)=20"" 
5. )I+4) +-4ე = 245 მითითება: აქ საჭიროა ჩვეულებ- ა რივი აღნიშვნა: 

ჯ= M (% 
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8. უა" --2/=40- მითითება: 8= M C%4 

პას, ჯ=C,+C, #7+ ი“ 
მშ. XX” -–-3)ყ”=60% 

მითითება: 7= MX» 6. მართალია, მარცხენა მხარეს წევრები აკლია, 
"მაგრამ 8 ტიპისთვის ამას მნიშვნელობა არა აქეს. 

პას. 31=6C+6C,#+-6C ++ ჯ/“ 

10, უჯ" – 2 --47= 3027 ს 

11. წ –10/4+-25)= 2 

„მითითება: ჯ= „IX? 45% პას. X=(C, + C)X-+X?) 235 

12. V"–3) + 3,-–)ჯ=30 

მითითება: 2= M(X3 (> 

6 ტიპი. მარჯვენა მხარეზე გვაქვს: 

(2(X)= M §51ი ხX-L M 005 ხX. 

| შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას ან არა აქვს კომპლექსური 
«ფესვები ან აქვს, მაგრამ წარმოსახვითი ნაწილის კოეფიც, განტოლების 

მარჯვენა; ნაწილის ფუნქციის არგუმენტში შემავალ კოეფიციენტს არ 

“ემთხვევა. კერსო ამონახსენი, ასეთია: 

უ=.4 51ი ხX+ 8 C05 ხჯ 

«(ანჯსულ ერთია წ?= „4 C05 ხ1;-L 8 51ი ხX) 

1. "9 -+207=2 51ი 3ჯ 

„მახასიათებელი განტოლების ფესეები არის: 

„კერძო “ამონახსენს ასე დავწერთ: 

წ)ჯ=/435)ი პ:+- 86-53: ბაI=3240053X1-385ი 3; 

-)'= –--9,45ი 3ჯ-98C6C053Xჯ.



ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი: 

–9/7/5)ი31–98 C05 3X--– 27.4 C0§3X+27831ი 3ჯ++ 

+207 51ი 3X-+208 C05 3X=2 §1ი პჯ 

აქედან 
11 27 

11,4+278=2; 118–277/=0; 4=ე3§: =+2= 

მაშასადამე 

= 11 8 27 = 4Xჯ 52 შმ=-ედ 5ი პX+255 0053X #=0C,6%+C: 6 

ამრიგად 

11 27 
»ჯ= C “მთ. C C++ 51ი 3X+-5C C05 3Xჯ 

  

II შემთხვევა. მახასიათებელ განტოლებას აქვს # ჯერადი კომპლექ-- 

სური ფესვი და კომპლექსური ფესვის წარმოსახვითი ნაწილის კოეფი-- 

ციენტი განტოლების მარჯვენა მხარეზე მდგომი ფუნქციის არგუმენტში: 

შემაეალი კოეფიციენტის ტოლია, მაშინ კერძო ამონახსენი ასე იწერება: 

უ=2X4( 4 51ი:ნX+ 8 605 ს1)· 

2. მაგალითად 

წ» +4ჯ=6 §1ი 2ჯ 

მახასიათებალი განტოლების ფესვები არის: 

ჯ/=+2 7ე=-21.. 

როგორც ვხედავთ, წარმოსახვითი ნაწილის კოეფიციენტი (2) სინუსის. 

ქვეშ შემავალი არგუმენტის კოეფიციენტის ტოლია. ამიტომ კერძო ამო- 

ნახსენს ასე დავწერთ: | 

=თ==1: (4 51ი 2X+-.8 C05 2X) 

ჯერადობა აქ ერთის ტოლია, ე. ი. 

#=1. 

თუ წინა ამოცანის ანალოგიურად მოვიქცევით, მივიღებთ ზოგად ამო– 

ნახსენს. 

3 
X»=C, 605 2X-+ Cე §51ი 2+--- X605 2X 
 



3. ჯ”'+9ჯ=005 2X. 

მითითება წარმოსახვითი ნაწილის კოეფიციენტი (3) კოსინუსის. 

ქვეშ შემავალი 2-ის ტოლი არ არის, ამიტომ კერძო ამონახსენი ჩვეულე-- 
ბრივი წესით დაიწერება: 

უ=4 §1ი 2X+- 8 005 2+ 

1 
პას. X= C) 605 3X+ Cე §1ი 3X+-.- 008 2X 
  

რ. X”'-–-16/=>86C05 4ჯ 

მითითება: კერძო ამონახსენი აქაც ჩვეულებრივი წესით იწერება: 

ხ= 4 §1ი 4X-- 8605 4ჯ 

პას. »= C, (შ%+ Cე ლ6- > C05 4X 
  

ა. )#--2''=1351ი 3ჯ 

მითითება: წ3= „45)ი 3X+ 8605 3ჯ 

პას. X=CI-+ Cე (75–51ი 3+3- C05 3X 
  

ნ. წ” +-91=35)ი პჯ 

მითითება: უ= 451ი 3X+ 8 C0095:3ჯ 

1 1 
= –9ჯ_ _ 3 - პას. ჯ7=C)+Cე6 2055 3X-– 8 905 3X 
  

შენიშვნა: როდესაც განტოლების მარჯვენა მხარეზე სინუსი ან 

კოსინუსია, მაშინ კერძო ამონახსენი ასე შეიძლება შევარჩიოთ: თუ: 

მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში მხოლოდ წყვილი რიგის. 

წარმოებულები შედის, მაშინ კერძო ამონახსენში შეგვიძლიან დავ- 

ტოვოთ მხოლოდ ერთი უუნქცია, სახელდობრ, ის, რომელიც გან– 

ტოლების მარჯვენა მხარეზეა მოცემული. მაგალითად, 

7)" -–+/=605 ჯ 

განტოლებისთვის კერძო ამონახსენი ასე დაიწერება: 

Vს=74005X (ი= /451ი X+.8 605 Xჯ ნაცვლად). 
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იმ შემთხვევაში, როდესაც დიფერენციალური განტოლება მხო–- 

ლოდ კენტი რიგის წარმოებულებს შეიცავს, მაშინ კერძო. ამონახსენში 

შეგვიძლიან აგრეთვე მხოლოდ ერთი ფუნქცია დავტოვოთ. ეს ფუნ- 

ქცია მარჯვენა მხარეზე მდგომი ფუნქციის მოწინააღმდეგე უნდა 

იყოს, მაგალითად, 

3)" -–ჯ=5ი Xჯ 

განტოლებისთვის კერძო ამონახსენი ასე დაიწერება: 

წ = „4 605 Xჯ. 

- ” , – 1 1 7. წ» -–-X=C05X პას, ჯ=C+C; 2ი+C: 6 “ღვ 90 ჯ 

8. »“-»ჯ=2 §51ი X+605 2 მითითება: წV=X (450 X+1C05>2) 

9. 1 –-– ჯ”=510ი ჯ პას. »= C+C, #--+L C: კ-2 + 1 510 ჯ 
2 

1ბ. V+'-6)+13/ჯ=351ი 21–2605 2; მითითება: ჯ= >” 5)ი 2X+ 83 605 2X 7 .) '» ე 

11. #4) + 57ჯ=4 §1ი 5X--3 605 5X მითითება: წV= 4 §|ი 5X+ 8 C05 5ჯX 

12, #2) “+)=2 50 4V-3 6005 4ჯ 

13. I0V)--6)/" + 1 3;”=51)ი 2ჯ 

14. )0V) -- ს)" უწ" –უ)=510 2X-605 2X 

მ ტიპი. მარჯვენა მხარეზე გვაქვს: 

0 (+–)=განხილულ ფუნქციათა ჯამს. 

ასეთ შემთხვევაში კერძო ამონახსენი იწერება მოცემულ ფუნქციათა 

“შესაფერ კერძო ამონახსენთა ჯამის სახით. 

1. მაგალითად 

» +3V=4ჯX-- 22 

„კერძო ამონახსენი იქნება: 

შლ=ი:;:4+ხ+-M 02%; +=0ძ+2M1 20%; 
    

სჯ" =4VMI (17. 

'ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი: 

4M20%-+3(იX+ხ)+3M 0212=4ჯ- დი 
20



აქედან 
ვც=4; 3ხ=0; 7M=-1, 

4 1 

2=-3 0 ხ=0; M=–--- 
'მაშასადაზე 

4 1 _ 
მ=---%- 3-0 #=C 608 / 3 X+C; 8 V3>. 

> – 4 1 
7Xჩ»=C; 605 V3 + C, §1ი / 3» ივნო “2 
  

დავალება: შეამოწმეთ, აკმაყოფილებს თუ არა მიღებული ფუნქცია 

“მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებას. 

განხილულ ამოცანაში კერძო ამონახსენი ასეც შეგვიძლიან შევარ- 

ჩიოთ: 

ფთ=%9,+?, 

თს,=-24X+ 8 

' .· ”_ უ”,=4;: შ,=0. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი დიფერენციალურ განტოლებაში: 

1)” + 37=41 

გვექნება 
4 4=--: 8=0 

„მაშასადამე 

4 
წვ = 5. ჯ 

„ახლა ავიღოთ 

ფ, == VI 215 

ბ=2M0-%; ჯე =4M (37% 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი განტოლებაში: 

ჯ"+-3უ= –- 2 X 

“ განტოლების მარჯვენა მხარეზე გამოტოვებულია 4X, როგორც პირველ შემთხვე 
ვაში გამოვტოვეთ -–4%. 
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გვექნება 

ამრიგად 

მივიღეთ იგივე პასუხი. 

2. 7” +3)-+-2)=2X-+4“ 

ვ. უს» +4)-–-5/=3X2-2 51ი 3ჯ 

4. წ» 2/=%X-+-4005 

მითითება »=XL(0X-+ხ)+ #I 29 

პას +X=0C1+C ლ9+-> /შ2 –ჯ– + 

5, )"–-8უჯუ=2:1-4 510 2ჯ / 

ნ. )-16/=8X+270% 

მითითება: წV=9ძX+ხ+ M2: (ში 

1 1 
პას. X=C, %+C:6 %+ -X09--- # 

”” 7. »X” +2) +) =21ჯ?2-8)0 42: 

8, »”-- 5) ==2X-+ 59 

მითითება: წ»=X(იX-+ხ)–+ M2 699 / 

1 2 
პას, 7= C1+ C საცერი უ00 9 ჯ “ი: % 

მშ. »ჯ" ნ +97=3X-440% 

მითითება. »= X+სნ-+ MX? 215 

1 2 
პას, X»X=>(C1+ Cე X-- 21?) ლნ-ვი1ი-ე“ 

10. » –-წ»/=1051ი 2X+2 #% 

მითითება: წ»=.451ი 2X-L 8 C05 2X-L M 297 

1 
პას. X=C, რ+C:6 --281ი 2X+--- თი 
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11. უ"+-4) +-4/=Xჯ2+C605 ჯ 

' 12. ე) +–-უ"-–2/7=Xჯ2-605 5ჯ 

+ 13. (VI +4ყწ+8)'-+-16) + 16/=26-29--51ი 2» 

მითითება: მახასიათებელი განტოლება ასე შეგვიძლიან წარმოვადგინოთ: 

(62-L4) ც2პ--47+ 4)=0 

„აქედან ფესვები: 

+2: –2: –2; –2. 

ს=M X3§-%%4+ ჯ (4 51ი 2X-- 8 C05 2X) 

პას. X7=C, 605 2#+(C+2ე» ) 8§1ი 2+(C+0, X++ #) (-% 
  

დიფერენპიალურ გბანტოლებათა ფ3მედბენა 

1. გასესხებულია „4 თანხა 5%/ე (რთულ პროცენტად). რამდენი წლის 

"შემდეგ გაორკეცდება თანხა. 

აღვნიშნოთ #/თი დროს ნაზრდი, ხოლო # 4” თანხის ნაზრდი ამ ღვ დ დ ლ დ 
დროის განმავლობაში რთული პროცენტების ფორმულის მიხედვით 

დავწერთ: 
5 ტს! 

4+ბ4=/ ც +466) 

5 342 40) 
4+64=4|1+#: +060+ (+92) +· | 

ან მიახლოებით 

„ანუ 

5 4+-464=#4 (1+4. 16) 

თუ ახლა, ამ ფორმულაში #44 და #/ შევცვლით ი4 და ძI-თი, 

გვექნება: 
5 4+04=4 (' +“. +.) 

„ანუ 

ძ.4= 1 4ძ! _ 20 
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აქედან 

ძტ 1 

%4-=% | 4+ C 

108 4=7: 1+C (ა) 

აღვნიშნოთ ახლა /,-თი დრო, რომლის განმავლობაში თანხა გაორკეც– 
დება, გვექნება: 

10ძ 2ლი 864+C (ბ) 

/ 

ცხადია, ახლა, როდესაც 71=0, მაშინ (ა) მოგვცემს 

100 9=C. 

ჩავსვათ ეს ზნიშვნელობა (ბ)–ში: 

108 24= > # +109 

აქედან 

1,=20 109 (+)= 20100 2 

მაგრამ 10 2=0,30103 (ათობით სისტემაში). 

თუ გვინდა, ახლა ნატურალურ სისტემაზე გადავიდეთ, ამისთვის. 

0,30103 უნდა გავამრავლოთ 2,30259-ზე, გეექნება: 

#კ,=20 · 0,30103 . 230259=13,862 

ანუ დამრგვალებით 

1,= 13,9 წელიწადი 

ქარის ძრაო ბა ტქეფი 

2. ჩვენ უნდა ვიპოვოთ ის განტოლება, რომელიც განსაზღვრავს ქარის, 

ძრაობას ტყეში. როგორც ცნობილია, ტყეში მოძრავი ქარი, როდესაც ის: 

ზომის ერთეულის ტოლ მანძილს გაივლის, ჰკარგავს თავისი სიჩქარის. 

– 1. ნაწილს (ნახ. 31). 
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ვთქვათ ქარის ძრაობა ტყეში წარმოებს X-ის მიმართულებით, ეს მი- 

მართულება იწყება ტყის პირიდან (4) და შედის ტყის სიღრმეში. აღვნიშ-. 

ნოთ ჯე-თი ქარის სიჩქარე ტყის პირამდე, »-თი ამავე ქარის სიჩქარე 

ტყეში, ხოლო I-თი, დრო რომლის განმავლობაშიც ქარის ძრაობა წარ- 

მოებს (დაწყებული ტყისპირიდან). 

თუ ქარს ჯ მანძილზე (დაწყებული „-დან) აქვს წ სიჩქარე, მაშინ ტX 

მანძილის გავლის შემდეგ, „თანახმად ზემოთ აღნიშნული განმარტებისა, ეს 

სიჩქარე შემცირდება 5%-ით,
 თ C 

'->-> კურთ ვ%, 62) 

წევა – “4ჩC 284 : 7 

II +. 
2Cთ 952 ა .. > · 
      

  

  

  

” 

(8 =-2= 2: => ======>- > 

ნახ, 31 

ტულ=– ჯიX , 

აქედან ა, , 

#ტX X# 

ანუ (როდესაც რჯ->0) 

=- –-; 9 =-+ | ++6; 
# დ” ” 

100 ფ=-–--+C (ა) 

MI
 8- 

„ ახლა, თუ გვინდა C განესაზღვროთ, ამისთვის დამატებით პირობად. 

უნდა მივიღოთ 
-– 

Xჯ=0 

აქედან ცხადია 
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მაშასადამე, (ა) ასედ აიწერება: 

100 Vწა=C 
მაშ 

100 წ= –-+190 ზი 

ანუ 

ჰიც- =--%. წ -–-« 

“აქედან 
ჯ 

შ=თან თ". 

მაგრამ, როგორც ცნობილია, სიჩქარე არის მანძილის წარმოებული 

'დროის მიხედვით, ე. ი. 

ამის გამო 

=შაI+C, (ბ 

განვსაზღვროთ C)კ. ამისთვის მივიღოთ 

  

1=0 

“ცხადია, აგრეთვე 
1: Xჯ=0 

“ამის გამო (ბ) ასე დაიწერება: 

?1= C:. 

მაშასადამე 
ჯ 

# 6” =9%ე1+7 

აქედან 
წე 1-:+- 

–“-–=) 9 ჯ 

-ანუ 
(აი 

»ჯ=106 (0 +- – 

ამ განტოლებით განისაზღვრება ქარის ძრაობა ტყეში. 
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3. ვიპოვოთ (0, 3) წერტილზე გამავალი მრუდი, რომლის დახრიბალო 
„ყოველ წერტილში ამავე წერტილის ორდინატის ტოლია. 

მრუდის დახრილობა -- ეს კუთხის ტანგენსია, ე. ი. 4., პირობის თა- 

„ნახმად, თ =/”. მივიღეთ დიფერენციალური განტოლება, რომლის ამოხსნა 

მოგვცემს: »=C+ ზოგადი ამონახსენი, ახლა რადგან მრუდი გადის (0, 3) 

"წერტილზე, ამიტომ ჩავსვათ ეს მნიშნელობანი: 

3=C.: ანუ C=3 

მაშასადამე 

·#==3ე” 
  

4. ანალოგიურად ამოხსენით, როდესაც მრუდი გადის (1, 4) წერტილზე. 

პას, /=44-“ 

5. ვიპოვოთ (2, 4) წერტილზე გამავალი მრუდი, რომლის ქვეშემხები 

სამჯერ მეტია შეხების წერტილის აბსცისზე. 

თუ ჯ შეხების წერტილის აბსცისია, პირობის ძალით 3X იქნება ქვე- 

შემხები, მაგრამ ქვეშემხების სიგრძე გამოისახება „7 ფორმულით, მაშა– 

სადამე, 

ძიX 
–-–-=3Xჯ. 7 ძე 

-თუ ამოვხსნით ამ დიფერენციალურ განტოლებას, გვექნება: 

უპ=CX ზოგადი ამონახსენი. 

დამატებითი პირობა: მრუდი (2, 4) წერტილზე გადის, 

4=C-2: C=32 

)#1=32X მრუდის განტოლება. 

6. ანალოგიურად ამოხსენით, როდესაც მრუდი (3, 2) წერტილზე გა– 

დის, რომლის ქვეშემხები ორჯერ მეტია შეხების წერტილის აბსცისზე. 

პას. ჯ1= + ჯ 

  

14. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 209



7. ანალოგიურად ამოხსენით, როდესაც მრუდი (3, 1) წერტილზე გა– 

დის, რომლის ქვენორმალი ორჯერ ნაკლებია შეხების წერტილის აბსცისზე. 

პას. #=%>-” 

8. ვიპოვოთ სათავეზე გამავალი მრუდი, რომლის ყოველი წერტილის 
ქვენორმალი =2. 

პირობის ძალით 

ი» 7უ. 2- 

თუ ამოვხსნით ამ განტოლებას და დამატებით პირობად მივიღებთ, რომ 

მრუდი სათავეზე გადის, გვექნება: 

ეე == 4ჯ 
  

9. ანალოგიურად ამოხსენით, როდესაც მრუდი (0, 1) წერტილზე გა– 

დის და ქვეშემხები=1. , 
პას. X=465 

10. მრუდი სათავეზე გადის და იმ წერტილზე, რომლის აბსცისი=2, 

დახრილია აბსცისთა ღერძზე 309“-ით. მრუდის მიმდინარე კოორდინატებზე: 

(+, )) რომ სწორკუთხედი ავაგოთ, მაშინ მრუდი ამ სწორკუთხედს გაჰ- 

ყოფს 2:1 შეფარდებით, სადაც ფართობის უდიდესი ,ნაწილი 0X ღერ- 

ძისკენ არის მოქცეული. ვიპოვოთ მრუდი. 
აღვნიშნოთ ფართობის უდიდესი ნაწილი 5,, ხოლო უმცირესი 5;-ით. 

პირობის ძალით (ნახ. 32). 

  

      

V 

(XV 

ა, ს 
5... 

0 ““ X 

ნახ. 32 

§5,:5,=2:1 
აქედან 

1 
5:=- 5, -



აგრეთვე 
§,+5ე=XV, 

ანუ 

1 
5, “ი 5,=X) 

აქედან 
2 

5, = 3. ჯX · 

მეორე მხრივ 

მაშასადამე 

გავადიფერენციოთ ორივე მხარე: 

ჯ ელ (Xძკ+7წძX). 

თუ ამოვხსნით ამ დიფერენციალურ განტოლებას, გვექნება: 

წ»= C ჯ? ზოგადი მონახსენი. 

განვსაზღვროთ ახლა C. პირობის თანახმად, 

მ“? .ი0=89- 1 
რ“ 96 /3. 

მეორე მხრივ, თუ 

წჯ=C1:1 

განტოლებას გავაწარმოებთ, დავწერთ: 

მ _ 2-=2C ჯ 

მაშასადამე 

1 
2C%=–--. ჯ 73. 

#» როგორც ვიცით, ფართობი, საერთოდ ასე გამოისახება: 

ს მ 
= = 4“ § # »Xძჯ ან 5 I ჯრ 
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პირობის ძალით X=2, ამიტომ 

1 V3 

ააა 
ამრიგად, მრუდის განტოლება საბოლოოდ ასე დაიწერება: 

1ჯ= V3 ჯ. (პარაბოლი) 

შენიშვნა: ასეც შეგვიძლიან. 

5ე=25ე: ა5.+5:ლ=2; 255+5:=10  35:=2I; 

მეორე მხრივ 

მაშასადამე 

გავადიფერენციოთ 

” ძ»=+- (X ძ/+) ძX). 

თუ ამოვხსნით, მივიღებთ იმავე შედეგს: 

#=CX?. 

11. მრუდის მიმდინარე წერტილი შუაზე ყოფს ნორმალის იმ ნაკვეთს, 

რომელიც ღერძებს შორის არის მოთავსებული. მრუდი იმ წერტილზე, 

რომლის აბსცისი=2, დახრილია 0 X ღერძზე 60"-ით. ვიპოვოთ მრუდი. 

როგორც ვიცით, ნორმალის განტოლება ასეთია: 

ძა: 
X-–X»= -> (X–X). 

ვიპოვოთ აბსცისები იმ წერტილებისა, რომლებშიც ნორმალი ჰკვეთს ღერ- 

ძებს. იმ წერტილის აბსცისი, .სადაც ნორმალი (1V ღერძს ჰკვეთს, ეტო- 

ლება ნოლს, ხოლო სადაც (C(X ღერძს ჰკვეთს –– ამისთვის უნდა შეთავსე– 

ბულად ამოვხსნათ ნორმალისა და V=0 აბსცისთა ღერძის განტოლება, 
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გვექნება 

ძX. –ჯ= დუ (X–X) 

აქედან 

X=#+) 57. 

პირობის ძალით, მიმდინარე წერტილმა ღერძთა შორის მოთავსებული 

ნორმალის ნაკვეთი შუაზე უნდა გაყოს, ე. ი. 

  

კრ. 
_0+X ” ' 7ძ» 
–  . 

ანუ 

ძ) _ 
7ჯ “+ 

აქედან 
» _ ჯX1 
2. 2 +C 

ანუ 

)#)-X=C, ზოგადი ამონახსენი. 

დამხმარე პირობა: 

ძი”. XX. _ 

მეორე მხრივ, თუ #-72=C, გავაწარმოებთ, გვექნება: 

ანუ, რადგან პირობის ძალით X=2, დავწერთ: 

იი _ _ 2 _ 
ძღ V4+C 

ამის გამო, გვაქვს: 

2 _ 
=-=Vპ3 

#4+C 
აქედან 

2 
C, = –2 3. · 
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ამრიგად, მრუდის განტოლება საბოლოოდ ასე დაიწერება: 

2 
2__ =- _–– უბ 2 -ვ 

  

12. მრუდის მიმდინარე წერტილი შუაზე ყოფს შემხების იმ ნაკვეთს, 

რომელიც ღერძებს შორის არის მოთავსებული. მრუდი (4,2) წერტილზე 

გადის. ვიპოვოთ მრუდის განტოლება. 

'. უშემხების განტოლება არის 

=97 
X-»=- (X–X). 

ვიპოვოთ აბსცისები წინა ამოცანის მსგავსად. აბსცისი იმ წერტილისა, 

რომელსაც შემხების გადაკვეთა გვაძლევს 0X ღერძთან, ეტოლება ნოლს, 

ხოლო სადაც C1X ღერძს ჰკვეთს – ამისთვის შეთავსებულად უნდა ამოვხს– 

ნათ შემხებისა და I=0 აბსცისთა ღერძის განტოლება, გვექნება: 

ძX 
X=ჯ–-#53-. 7 ძა 

ვინაიდან მიმდინარე წერტილმა ღერძთა შორის მოთავსებული შემხე– 

ბის ნაკვეთი შუაზე უნდა გაყოს, ამიტომ ამ შუა წერტილის აბსცისი არის 

  

თუ ამოვხსნით ამ დიფერენციალურ. განტოლებას, მივიღებთ 

ჯ>=C ზოგადი ამონახსენი 

დამხმარე პირობა: მრუდი (4, 2) წერტილზე გადის, მაშასადამე, 

4.2=C 

აქედან 
XV/-=8 
  

13. მრუდის ყოველი წერტილისთვის რადიუს-ვექტორი შემხების სიგრ– 

ძის ტოლია. მრუდი (4, 3) წერტილზე გადის. ვიპოვოთ მრუდის განტო– 

ლება. 

ვინაიდან 

0M=M#ჯ 
ხ 

ამიტომ 0MX სამკუთხედი ტოლფერდაა და ფუძესთან მდებარე კუთხეები 

ტოლია (ნახ, 33). 
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ზლ+-–-თ; 1I(:-თ)=-–Vყთ. 

შეორე მხრივ 

    

ძ 
Iყჩზ= 47- 

მაშასადამე 

მ. ე“ 
ძX - ფთ. 

მაგრამ M#X სწორკუთსიანი სამკუთხედიდან 

M0=1)09LCთ= 

V 

ს# 
I 
| 
I 
I 

I თ 

0 ი “ ა” X 

ნახ. 33 

ანუ 

X=XIთ: 10 თ=2- · 

მაშ 

V”–.._ >» 
X X 

თუ ამოვხსნით, მივიღებთ: 

XX=C ზოგადი ამონახსენი. 

დამხმარე პირობა: მრუდი (4, 3) წერტილზე გადის. აქედან 

4.3=C; /X=12 საძიებელი მრუდის განტოლება. 

ახეც შეიძლება: რადიუს-ვექტორი ასე გამოისახება: V X2-LX ; 

ძჯ +? 
“შემხების სიგრძე. » 1+ 7 
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მაშასადამე 

აქედან 

ავიღოთ ჯერ დადებითი ნიშანი. 

I 4- 9%,,. »=C7X. 
7 Xჯ 

დამხმარე პირობა: მრუდი (4, 3) წერტილზე გადის. 

4 
4=3C; C=-- 

მაშ ლ მივიღეთ სწორი ხაზის განტოლება. ცხადია, დადებითი 

ნიშნის აღებას აზრი არა აქვს. 

ავიღოთ ახლა X-ის წინ უარყოფითი ნიშანი, გვექნება: 

(4. 0მX_.. 4X== C; 4.3=C 

7 X 

აქედან 
C=12 

და 
»X2=12 

შემოწმება: გვაქვს 

- ”ქ;ა?. ==” 

IV I+(C =V X' +) 0» 

გავაწარმოოთ 2:X=12 
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აქედან 
ჯ! 

(>) – 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)-ში: 

IM I+7 +- – =V +? · 

ახლა, ვინაიდან მრუდი (4, 3) წერტილზე გადის, ეს იმას ნიშნავს, როთ 

უკანასკნელ ტოლობაში ჯ: და »-ის მაგიერ შეგვიძლიან ჩავსვათ 4 და 3, 

გვექნება 

31/ 1+72 =V16+9 

5=5 

  

ანუ 

14. მრუდის ყოველი წერტილისთვის რადიუს-ვექტორი ნოონალის 

სიგრძის ტოლია. მრუდი (6, 2) წერტილზე გადის. ვიპოვოთ მრუდის გან– 

ტოლება. 

მითითება: ეს ამოცანა უნდა გადაწყდეს წინა ამოცანის ანალოგიურად. 

დასახეთ ორივე ვარიანტი. , 

პას. ვ) ჯბ––უმ=32 ; ხ) 31 +#2- = 40 

15. მრუდის ნებითი წერტილის შემხები რადიუს-ვექტორის პერპენდი–. 

კულარია. მრუდი (0, 3) წერტილზე გადის. ვიპოვოთ მრუდი. 

შემხების საკუთხო „კოეფიციენტი არის 4, ხოლო რადიუს. ვექტორისა. 

კი 7, (ტანგენსი იმ კუთხისა, რომელსაც რადიუს-ვექტორი გმნის აბსცისთა. 
ჯ 

ღერძთან ასე გამოისახება: X=0C05დ; ”=ი05!ი დ, აქედან (16 7=+X) · 

თუ შემხები და რადიუს-ვექტორი ურთიერთ პერპენდიკულარია, მაშინ. 

მათი საკუთხო კოეფიციენტების ნამრავლი =–->1, ე. ი 
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“აქედან 

წC Xძხ=C; წ)2-+X1=C, 

დამხმარე პირობა: მრუდი (0, 3) წერტილზე გადის, მაშასადამე, 

32-0=C,; C=9 

აქედან საძიებელი მრუდი ასეთია: | 

ებ ებ=9ი (წრეხაზი). 

16. ვიპოვოთ მრუდი, რომლის ნორმალისა და ქვენორმალის სიგრძეთა 
ჯამი უდრის შეხების წერტილის ორდინატის კვადრატს. მრუდი (0, 4) 

"წერტილზე გადის. 
პირობის ძალით დავწერთ: 

ი სი ა(8 -» 
72» + 1 +(>) ” 

(31–1)ძ+--2#ძX=0 

-აქედან 

-თუ ამოვხსნით ამ დიფერენციალურ განტოლებას, გვექნება: 

”-1=0CC- ზოგადი ამონახსენი. 

დამხმარე პირობა: მრუდი (0, 4) წერტილზე გადის, მაშასადამე, 

ტტ 160: (C6=15. 

საძიებელი მრუდი ასეთია: 

ე):-–1=-15 (- 

17. ვიპოვოთ მრუდი, თუ მისი ნორმალი აბსცისთა ღერძს ჩამოაჭრის 

ნაკვეთს, რომელიც შეხების წერტილის გასამკეცებულ აბსცისს ეტოლება. 

მრუდი (2, 5) წერტილზე გადის. 

თუ გვინდა მოვძებბოთ ნაკვეთი, რომელსაც ნორმალი ჩამოაჭრის აბს– 

·ცისთა ღერძს, ამისთვის შეთავსებულად უნდა ამოვხსნათ აბსცისთა ღერ– 

მისა და ნორმალის განტოლება, ე. ი. 

ძX,., 
X=0 და 172=-– 3, (2-9) · 
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გვექნება 
ძX –”= –-”» (X–# 

აქედან 
ძ 

X=Xჯ+V თ (ნაკვეთი). 

პირობის ძალით 

ძ 
«+ >- =3X. 

თუ ამოვხსნით ამ დიფერენციალურ განტოლებას, გვექნება: 

1) –-2X1=C. 

"დამხმარე პირობა: მრუდი (2, 5) წერტილზე გადის, მაშასადამე, 

51 2.2პ=6C; C6=17. 

საძიებელი მრუდი: 

ეშ--2ჯ2=17 

18. ვიპოვოთ მრუდი, თუ მისი ნორმალი ორდინატთა ღერძს ჩამოა– 

ჰრის ნაკვეთს, რომელიც შეხების წერტილის ორდინატის გაორკეცებულ 

კუბს ეტოლება. მრუდი (2, 1) წერტილხე გადის, 
მითითება: ამოხსენით შეთავსებულად ორდინატთა ღერძისა და ნორ- 

მალის განტოლება. მიიღებთ 

იX 
X=/ +Xჯ წო · 

პირობის ძალით: 

ძX ავ 
+++X მ) _ 2) · 

პას. MI დაებმლX-+-4=0 

19. მრუდის შემხები რადიუს-ვექტორთან და პოლარ ღერძთან ქმნის 

კუთხეებს, რომელთა ჯამი=%. მრუდი 

2% 

წერტილზე გადის. ვიპოვოთ მრუდის განტოლება. 
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აღნიშნული კუთხეები აღვნიშნოთ თ და «დ თი. პირობის ძალით, 

+ CდC=7 

ანუ 
დ=+–-თ. 

მეორე მხრივ, ცნობილია, რომ 

დ=თ–+0 

(სადაც 8 პოლარი კუთხეა). მაშასადამე; 

«-თ=ძთ-+0 

_ «2-0. ხეთ-! X-მ0 = _0_ 

«2-2 ? 99-2-9|->2 ) 592 · 

მაგრამ კუთხე შემხებსა და რადიუს-ვექტორ შორის 

"აქედან 
  

= 08 აყნ 9C=- ფორმულით გამოისახება. მაშ, წ =CIყ 2 

– ძნ თქ 

იზ ც= 90. C: ; 0ი= C, წ ზოგადი ამონახსენი. 

Cძთუ- , : C0§2 > 

დახმარე პირობა: 

აქედან 

    

  

  

2: 
0=2:; ზლ=-ვ 

მაშასადამე 

2–= C __ C, 

==12 C0§2 –-–– 
3.2 3 

აქედან 

_1. 1 

აეღ–ა-“- 2. 1 
12"'"'"“ .მ. 1+60050 1+-0050 

60812 
2 2 

მივიღეთ პირაბოლის ·განტოლება, 
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შემდეგი ამოცანებიდან შედგენილი იკნება ერთგვა- 

“რროვანი, ხაზოვანი და ბერნულის განტოლებანი. 

ბ 20. მრუდის ყოველი წერტილის ქვეშემხები ამ წერტილის კოორდი- 

ზატთა ჯამს ეტოლება. მრუდი (0, 2) წერტილზე გადის. ეიპოვოთ მრუდი. 

პირობის ძალით: 

(4 IL. 
72, =X+V 

აქედან 

X»XძX=(Xჯ--) ი) 

მივიღეთ ერთგვაროვანი განტოლება, რომლის ამოხსნა მოგვცემს: 

ჩწX=0C46"' 

დამხმარე პირობა: მრუდი (0, 2) წერტილზე გადის, მაშასადამე, 

უ:1=22/ 

21. შემხები აბსცისთა ღერძს ჩამოაჭრის ნაკვეთს, რომელიც შეხების 

წერტილის კოორდინატთა სხვავობის ნახევარს ეტოლება. მრუდი (2, 4) 

წერტილზე გადის. ვიპოვოთ მრუდი. 

მითითება: ნაკვეთის მოსაძებნად, რომელსაც შემხები ჩამოაჭრის აბს- 

ცისთა ღერძს, უნდა ამოვხსნათ შეთავსებულად X=0 აბსცისთა ღერ- 

ძისა და 

C=2; 
  

ძ V-;=5-(X-–2) 

'შემხების განტოლება. გვექნება: 

  

ძა 
X=X–-7 ი“. · 

“პირობის ძალით, 

2.3 
ჯ- “I 2 

ანუ 
2) ძ1–(X+7X/)ძ»ჯ=9 

“მივიღეთ ერთგვაროვანი განტოლება. 

22. ნორმალი აბსცისთა ღერძს ჩამოაჭრის ნაკვეთს, რომელიც ნორმა– 

–ლის სიგრძის ტოლია. მრუდი (4, 2) წერტილზე გადის, ვიპოვოთ მრუდი. 
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მითითება: ნაკვეთის მოსაძებნად, რომელსაც ნორმალი ჩამოაჭრის. 

აბსცისთა ღერძს, უნდა ამოვხსნათ შეთავსებულად X”=0 აბსცისთა ღერ– 

ძისა და 

ძX 
V-–-/= –. 7» (X–:) 

ნორმალის განტოლებანი. გვექნება: 

X=»+უ9%-. 

ძ ” ძუ ა? 

2X) 0) = (7? –– X2) ძX 

„პირობის ძალით: 

აქედან 

მივიღეთ ერთგვაროვანი განტოლება. 

23. მრუდის ყოველ წერტილში შემხების მიერ შედგენილი კუთხე. 

აბსცისთა ღერძთან ორჯერ მეტია იმ კუთხეზე, რომელიც შედგენილია. 

შეხების წერტილზე გამავალი რადიუს-ვექტორით. ვიპოვოთ მრუდი (ნახ. 34+> 

    

V 

21. სა 
/ % 

! 1- 

ს ი (227) 
ზა „4 

ა“. ი-- <« _ჯ 

” / 

ნახ, 34 

პირობის ძალით 

· 8. _ 29% 

ანუ 
92» 2%% 
რი 1–-(02Cდ



მაგრამ 

X=0C05დ და »=იჩ35)იდ 

აქედან 

მაშასადამე 

9» _ 
ძჯ 1) 

1-“-- 
ჯ 

  

(გბ – ე) ძე 2X) ძ» 
თუ ამოვხსნით ამ ერთგვაროვან განტოლებას, მივიღებთ: 

C(»+ებპ)–7=0 

მიღებული მრუდი არის წრეხაზი, რომლის ცენტრი (0X ღერძზე დევს და: 

ეხება აბსცისთა ღერძს, 

24. ნორმალი აბსცისთა ღერძს ჩამოაჭრის ნაკვეთს, რომელიც შეხების· 

წერტილზე გამავალი რადიუს-ვექტორის ტოლია. მრუდი (1, 2) წერტილზე 

გადის. ვიპოვოთ მრუდი. 

მითითება: ნაკვეთის მოსაძებნად, რომელსაც ნორმალი ჩამოავრის: 

აბსცისთა ღერძს, უნდა ამოვხსნათ შეთავსებულად V=0 აბსცისთა ღერ– 

ძისა და 

ძ ”-ე=- 7 (X-V 

ნორმალის განტოლებანი. გვექნება: 

ძ X=X+V)7 7   

პირობის ძალით: 

+ =V>I+/ (ერთგვაროვ, ჯანტ.) 

25. მრუდის ქვენორმალი ტოლია შეხების წერტილის კოორდინატთა: 

სხვაობისა და ორდინატის ნამრავლისა. მრუდი (1, 4) წერტილზე გადის. 

ვიპოვოთ მრუდი. 

მითითება: პირობის ძალით: 

ძ 
283-=თ-7)7



აქედან 

თ :=» (ხაზოვანი განტოლება). 
X 

26. სწორკუთხედს ფუძედ ის ნაკვეთი აქვს, რომელსაც შემხები ჩამოა– 

ჭრის ორდინატთა ღერძს. სიმაღლე შეხების წერტილის აბსცისის ტოლია. 

სწორკუთხედის ფართობი=6. მრუდი (2, – 3) წერტილზე გადის. ვიპო- 

ვოთ მრუდი. 

მითითება: ნაკვეთის სიგრძე ასე გამოისახება: 

სა 2 
1=7-#- ი 

აქედან სწორკუთხედის ფართობი: 

ძმ 

(7– -ჯ 

პირობის ძალით 

ძ/ V __ 

ანუ 

ძ“ 6 
9-4 =- > (ხაზოვანი განტ.) 

27. მრუდის შემხები ორდინატთა, ღერძს ჩამოაჭრის ნაკვეთს, რომელიც 

“შეხების წერტილის აბსცისის კუბის ტოლია. მრუდი იმ წერტილზე, რომ- 

ლის აბსცისი=4, დახრილია C1X ღერძზე 60?-ით. ვიპოვოთ მრუდი, 

ნაკვეთის სიგრძე ასე გამოისახება: 

5 ძI 
პ=)- XX 

«ამ სიგრძეს გვაძლევს ორდინატთა ლღერძისა და შემხების განტოლების 

“შეთავსებული ამოხსნა). 

პირობის ძალით: 

ძ. 

აქედან 
'ძ» _-. 7. _.2 

ძე ჯ. “



ამ ხაზოვანი განტოლების ამოხსნა მოგეცემს: 

9 

=-2+C ი 
«დამხმარე პირობა: 

ი» <4) 
2 =- “ო XჯX+C 

„მაშასადამე 

– 2-/ +C=V3. 

ანუ, რადგან პირობის თანახმად 

ჯ=4 

დავწერთ 

C=24+V3. 

-ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)-ში. 

ე 

4+= –3-+ (24+V3)X 

28. შემხები ორდინატთა ღერძს ჩამოავრის ნაკვეთს, რომელიც შეხე- 

:ბის წერტილის ორდინატის კუბის ტოლია. მრუდი (2, 1) წერტილზე გა– 

-დის. ვიპოვოთ მრუდი. ' 

მითითება: 

ძ» 
#=უ-- 92. ნაკვეთის სიგრძე. 

„პირობის ძალით 

== 
„აქედან 

მი-ვ1-- > (ბერნულის განტოლება). 

15. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 225



მუდმივ-კოეფიციენტებიანი ხაჭოვანი განტო.ლეგბის 

შედგენა 

განვიხილოთ პერიოდული პროცესები ანუ ამოცანები, რომლებიც ტექ– 

ნიკასთან არის დაკავშირებული. 

წინასწარი შენიშვნა: 

#. თუ რომელიმე მასის მატერიალურ ნაწილაკზე მოქმედებს ჯ# ცენტ- 

რალური ძალა, რომელიც პროპორციულია ჯ ნაწილაკის დაშორებისა 0 

მიმხიდველობის ცენტრიდან, მაშინ ასეთ ძალას ეწოდება აღმდგენი- 

ძალა და აღინიშნება: 

L=-–-იჯ 

სადაც 

ი=#M?7 

აქედან 

წ/# (1=-“. 
2.4 

ეწოდება აღდგენის კოეფიციენტი. 
8. თუ ნაწილაკი ისეთ გარემოში ძრაობს, სადაც არსებობს #, წინა– 

ღობა, რომელიც წ სიჩქარის პროპორციულია, მაშინ #,-ს ეწოდება წი– 
ნაღობის ძალა და აღინიშნება: 

#.= –სხს 

სადაც 

ხ=2 IM 

აქედან , 

1= 2#M 

ეწოდება წინაღობის კოეფიციენტი. 

განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა. , 

29. ვიპოვოთ ჯ! მასის მატერიალური ნაწილაკის ძრაობის კანონი, თუ 

მასზე მოქმედებს ძალა, რომელიც (კენტრისკენაა მიმართული (ცენტრა– 

ლური ძალა) და პროპორციულია ჯ ნაწილაკის დაშორებისა 0 მიმზიდვე 

ლობის ცენტრიდან. 

როგორც ვიცით, აღმდგენი ძალა ასე გამოისახება: 

L#= –-ძX. 

დინამიკის მეორე პრინციპის თანახმად, 

თბX 
=1M “7. 
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აქედან 

თ» 
7M "7? = იXჯ 

ანუ 

ძა ძ 

ი თ, 509 
ახლა, რადგან 

6 
# 

დავწერთ 
2... 

42 + ჯ=0 

მივიღეთ მუდმივ-კოეფიციენტებიანი მეორე რიგის დიფერენციალური გან– 

ტოლება, რომლის ამოხსნა მოგვცემს: 

Xჯ= 250 #I/-+ 8 C05 #I 

  

  

ანუ 

. ს · 
X= 4 (81ი MI+ -კ' 903 XI), 

აღვნიშნოთ 

მ... 7 > 9დ 

გვექნება 
: _ 4... 

2:= „4 (§Iი /#-+-L9 დ 605 #I)=>2> დ 516 (M/+C). 

თუ აღვნიშნავთ 

2ჯ 

C05ღ0 =M და #=- 

მაშინ 

  

მივიღეთ ეგრეთწოდებული ჰარმონიული რყევის კანონი, სადღაც 

M არის ამპლიტუდი: 1– დრო; I - პერიოდი; თ – საწყისი ფაზა; 

2X 1 : 
ათი”? ფაზა. 

30. ამოვხსნათ წინა ამოცანა იმ შემთხვევისთვის, როდესაც მატერია– 

ლური ნაწილაკი ირყევა ისეთ გარემოში, სადაც არსებობს წინაღობა, რო- 
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მელიც ძრაობის სჯ სიჩქარის პროპორციულია (სხვანაირად, ნაწილაკზე 

მოქმედებს აღმდგენი და წინაღობის ძალა). 

როგორც ვიცით, წინაღობის ძალა ასეთია: 

I,= –ხს. 

აღმდგენი და წინაღობის ძალის ტოლქმედი აღვნიშნოთ ჯ-ით, მაშინ 

IX=#+L.. 

დინამიკის მეორე პრინციპის თანახმად დავწერთ: 

ძ“ X _ ძ» 
7! 72 ა იX-ხ-.   

ანუ 

ძე I..." ო... 

ახლა, რადგან 

ხ „რე 9? 2 
I. # და „” ' 

ამიტომ 

ძი? X ძX ა, 

მივიღეთ მუდმივ-კოეფიციენტებიანი ხაზოვანი განტოლება. მახასიათე– 

ბელი განტოლება ასეთია: 

(1+-2M-+#=0 

აქედან 

#= -1+ V II6- #2 

აქ უნდა გავარჩიოთ სამი შემთხვევა: 

I. <0 

I #-/>0 

II. /)ბ1--/ებ==0 

პირველ შემთხვევაში აღვნიშნოთ 

1. /0= -- 

გვექნება 
#X=-1+VM –- 6? = -I+#; 
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აქედან ზოგადი ამონახსენი ასე დაიწერება: 

ჯ=(6“!!' (/4 810 ჩ/+ 8 C05 #/)= #4 ლ (აი /! + 7 C05 // |= 

=),C '' (81ი ჩM/+ L0 < C05 /I) 

ანუ, თუ აღვნიშნავთ 

  
4 –_ 

005დ. 

დავწერთ 
X=VML6“ 'ჩ51ი (ჩ/+C). 

ახლა, თუ 

_% 
ჯ–=»X 

საბოლოოდ გვექნება 

მივიღეთ ეგრეთწოდებული მლევი რყევის კანონი (38IVX0LIII66 

#0X6688M6), სადაც M საწყისი ამპლიტუდია; 1-- პერიოდი; დ -– საწყისი 

ფაზა, ხოლო «“M კი გამოსახავს მლევადობის სიჩქარეს (6LICI60Iგ 3მIV- 

Xმ8IM9%). 
მეორე შემთხვევაში აღვნიშნოთ 

11--ყ8= ებ 

გვექნება 
7= –1+ V 9?= –1+ი 

აქედან ზოგადი ამონახსენი 

2:= C, /(“I+9ე#-L C იC-I-29X# 

ანუ 

Xჯ=C1 60 1-9X/-+-C 2 019 

მივიღეთ აპერიოდული ძრაობის კზნონი. 

დავალება: მიღებული ფორმულა როგორ სახეს მიიღებს, როდესაც 

1-–>0? როდესაც 1-->თ? 

მესაზე შემთხვევაში, ე. ი., როდესაც 

11 2-0 

გვაქვს 
/,=7გ= –-/. 
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ზოგადი ამონახსენი ასე დაიწერება: 

X=C,) 6 !''+ Cე1წ“! (=4“! ((C,+C.7/). 

მივიღეთ აპერიოდული ძრაობის სპეციალური შემთხევევა. 

შენიშვნა: ორ უკანასკნელ ფორმულას შორის ის განსხვავებაა, 

რომ პირველ შემთხვევაში ნაწილაკი ძრაობის დაწყებიდანვე მუდამ 

ცენტრისკენ ისწრაფის, ხოლო მეორე შემთხვევაში კი X (ნაწილაკს) 

აქვს ერთგვარი მაქსიმუმი (მიმხიდველობის ცენტრიდან დაშორების 

უდიდესი მანძილი), რომლის შემდეგაც «ის იწყებს კლებას და ცენ- 

ტრისკენ მისწრაფებას. 

დავალება: მოძებნეთ ხსენებული მაქსიმუმი, რისთვისაც უნდა ·„გააწარ– 

მოოთ უკანასკნელი განტოლება ჯ-ს შესახებ და გაუტოლოთ ნოლს. მივი- 

ღებთ 
C-C.1 

Cე! 

31. ამოვხსნათ წინა ამოცანა იმ შემთხვევისთვის, როდესაც აღმდგენისა 

და წინაღობის ძალის გარდა ნაწილაკზე მოქმედებს აგრეთვე გარეგანი 

ძალა, რომელიც დროის უბრალო ჰარმონიულ ფუნქციას წარმოადგენს, ე. ი. 

L=   

I)= C 510 (0/+და) 

=–იძX აღმდგენი ძალა 

L,= –-სხს წინაღობის ძალა 

I#ე=C83)ი (01–<-დე) გარეგანი ძალა 

თუ ამ ძალების ·ტოლქმედს აღვნიშნავთ #-ით, "გვექნება: 

IL=სL+L+1%5 

დინამიკის მეორე პრინციპის თანახმად, დავწერთ: 

3 

C-ს რ ,- C 510 (71+-და) 7 

ანუ 

ძი» ქაძX ევ „–. C++ ჩჯ· <> +1%X= C51ი (/+და) (ა) 

მივიღეთ მუდმივ-კოეფიციენტებიანი არაერთგვაროვანი დიფერენცია–- 

ლური განტოლება. მარცხენა ნაწილის ამონახსენი ანუ დამხმარე ფუნქცია, 

თანახმად წინა ამოცანისა, ასე დაიწერება: 

«=M0Cი“1წ8)ი (++)



„მოვძებნოთ ახლა კერძო ამონახსენი. 

წV= C, 510 (0/+ დე) -+ Cც C05 (0/-+დე) 

ს = C/ 0 C05 (ეI+ და) – C; 0 516 (0/+ და) 

ს = –C; 01 510 (იI-+-დე)–– C;ც 0? C05 (ი/-+- დე) 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (ა)–ში: 

–-C, ებ 5)ი (#+დ,)– Cე 0? 005 (//+ დე)+2C, 01 C05 (I/+Cდა) –. 

––2Cე 01 51ი (0/+-Cდე)+ C; #" 510 (ძ7+- დე) + Cე #? C05 (0/+ დე) = 

=C9ი 0(+დ) 
ანუ 

(ჩ? C, –2Cე 01– C;, 0") 510 (ე/-- და) + 

+(L? Cე+2C;, 01-– C; 0“) C05 (01+ და)=- C 519 (91–- დე) 
აქედან 

MC, --2C;01<-C, 1=C 

მთ C+2C,91-C, 0=0 
პირველიდან გამოვსახოთ C, და ჩავსვათ მეორეში, ვიპოვით C„-ს. 

ასევე ვიპოვით Cე-ს. ამრიგად, 

6- 6-0) __, გ... 26. _ 
' 24560)? 9 4202-02-23 

წ) 

მაშასადამე, კერძო ამონახსენი ასე დაიწერება 

Cთ-ი)  _.... 2C/1 
ბ. ე--02- ეე მ (9/+ დ) –– 5-2+-C- -– მევ 295 (+-ა) 

ხოლო ზოგადი ამონახსენისთვის გვექნება 

X=%–+V 

“(ე (297 C(C?ვ-–ი) . ე ა 
«X=M#40- 0510 (7 +ი)+ 2 ლი უში (ეI/+და)– 

2 

ით დ-ი C05 (ი1+დეი)= M4"' #510 წევას §)+ 

„2. 
3-2 ი C უიი (თი (0(+დი) – 3“ 605 (+) | 
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ანუ, თუ აღვნიშნავთ 

2! 7 
ათ- ა»= 10 დ, 

და 

C (/1-–-ი?ბ). =M# 

(41? ე? + (L2-– ი?)?| C05 დ, 

გვექნება 

Xლ=M 6“ 103)ი (“7 +2)+X#6ი (0/+ და) C05 დ, – 51ი დ, C05 (ი/-+- და)| ==“ 

Mუ 
=MC6“! წ51ი (“+9)+X#აი (ი/+ და– დ,) 

მივიღეთ რყევითი ძრაობის ფორმულა, რომელიც ორი ნაწილისგან. 

შესდგება: 

X.= M 2” ჩ81ი (+) საკუთარი რყევა, 

ჩXა=M 5ი(0+ და –რდ,) იძულებითი რყევა. 

დიფერენციალურ ბანტოლებათა სისტემა 

აქამდე ჩვენ ისეთ განტოლებებთან გვქონდა საქმე, სადაც მოსაძებნი: 

იყო ერთი ფუნქცია ერთ ცვლადზე დამოკიდებული. როგორც ვნახეთ,. 

ერთი ფუნქციის მოსაძებნად სრულიად საკმარისია ერთი დიფერენციალრი: 

განტოლება. თუ საჭიროა ” ფუნქციის მოძებნა ერთსადაიმავე ცვლადზე 

დამოკიდებული, მაშინ მოცემული უნდა იყოს ” დიფერენციალური გან- 

ტოლება ანუ განტოლებათა სისტემა ”. 

ვთქვათ, მაგალითად, მოცემულია ორი დიფერენციალური განტოლება:. 

ამ სისტემაში / დამოუკიდებელი ცელადია, ხოლო ჯ და / ორი უცნო– 

ბი ფუნქცია. მოცემული სისტემის ამოხსნა იმ პრინციპზეა დამყარებული, 

რომ თითოეული ფუნქცია მოძებნილ უნდა იქნას ერთი ჩვეულებრივი: 

დიფერენციალური განტოლებიდან, რომელშიც მხოლოდ საძიებელი ფუნ-. 

ქცია შედის და დამოუკიდებული ჯ ცვლადი. 

# ჩვენ იმ შემთხეევებთან გვექნება საქმე, როდესაც განტოლებათა რიცხვი უცნობ 
ფუნქციათა რიცხვის ტოლია. 
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გადავწყვიტოთ სისტემის პირველი განტოლება ჯ-ის შესახებ: 

/ 

2=- თ» 
აქედან 

9X _ ი» _ ძა» 
თ” ძი V 

ი: 4-6 -(--ე-ა 
ანუ 

მახასიათებელი განტოლება არის 
! 
11–6--+9=0 

აქედან ზოგადი ამონახსენი: 

»= C, 6'+ C, 16 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა ტი 

:=5(C6"+C 10) _ C; 6''– C, 1(%=(2C, + Cე+2C:!) «+ 

X=(2C)-L C)-+-2C, IM" 

+=(C, +C,1) 4 
.· 

შემოწმება: ორი უკანასკნელი განტოლება გააწარმოეთ ჯ-ს შესახებ და- 

მიღებული მნიშვნელობანი ჩასვით მოცემულ დიფერენციალურ განტოლე- 

ბაში. ჩასმის შედეგად უკანასკნელი დაკმაყოფილდება, 

შენიშვნა: ჩვენ შეგვიძლიან გადავწყვიტოთ სისტემის მეორე გან- 

ტოლება ”-ის შესახებ, გავაწარმოოთ და მიღებული მნიშვნელობა 

ჩავსვათ პირველ განტოლებაში. 

მოცემული სისტემა ასეც შეგვიძლიან ამოვხსნათ: გავაწარმოოთ სისტე– 

მის პირველი განტოლება: 

ძა _ ძჯX კ 9. 

ძი. I, ' თ 
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ჩავსვათ აჟ 2. და რ. მნიშვნელობანი მოცემული სისტემიდან: 

მ? 

-1 5 4)+X+7=6X--3). 

ჩავსვათ X= - –V მნიშვნელობა: 

0- 2-7 )– 3 

ანუ 

მივიღეთ იგივე შედეგი. 

სავარჯიშო 

2. <; =%X–-; + –>+3, 

3 ი =X–-”»; 29. 5 

4. ფ-=X-27; 95-12) 

5, 6.=3X+/; თ, 

6. 2 + 2) თ 

7. 4 -7+1 ; ელო 

8 2 თ+-)-/ თ =2#/+1 

9 2 =X+2/; 26 ა-/+2 

10. ელო 1 თაყ-/+-1



ძ» ძX 
11. 7 მ–+21+4; ჯ” ა 2პ-7-1+3 

12. 4 2I-=0; 9, +-60+-2/ 

13, 2 7. 9ი5-=0; 27 4+5 005 5++/" 

14. 42 /=ე; 2 +2(--4;=0 

15. 29 ს=%ი2/; 2) , 605 2/+9+=0 

16. 4, M=ე; 9 25X+-C'+2ჯ 

17, 27005 3/--X=0; 4% 290 3/-/. 
' 

მითითება: MI# 7, 8, 9, 10, 11.. სისტემათა ამოზსნის დროს საქმე 

გვაქვს მუდმივ-კოეფიციენტებიან არაერთგვაროვან ხაზოვან სისტემასთან. 

შესაძლებელია აგრეთვე სისტემის ამოხსნა სხვადასხვა კომბინაციითაც, 

"მაგალითად: 

თ ; 25 18. 2 '3V+X; # =3X+71 

შევკრიბოთ და გამოვაკლოთ ერთმანეთს მოცემული განტოლებანი: 

თემი. (X--») 4 

ანუ 
2019-.6+-» 

თ ლ (7–X) 

ანუ 
40-24 207–% 

2435



აქედან 

ძ(7+X) _ · _ ! ' | ალ | 4+C X+X= C, (1 ა) 

(ა) და (ბ) განტოლებანი წარმოადგენს მოცემული სისტემის ინტე– 

გრალებს. 

ჩვენ შეგვიძლიან ჯ და » ფუნქციები გამოვსახოთ ცალცალკე, ამისთვის 

უნდა ამოვხსნათ (ა) და (ბ): 

  

–_–_– 

ანუ, თუ აღვნიშნავთ 

გვექნება 
+=/ ' 8 ე!/: X=74 -". 8 ,X. 

სავარჯიში 

ი” ძX 
19, -–”= ;: --= 9 წი 3X+) 7) X–+3)» 

ძ” ძX 
 -–= –4!V!: --=5 20 წუ 5ჯ 4; 2 7 ჯ 

ძ„_ . ძ»X _ 21. ჯ 2X+3); 23; =3X+2 

22. 2 =4X-–57; თ ი- 5ჯ 

ძX ძა 
23. 3; 3 თ+2:); 2 =3(2X+)) 

ძა) _ . ძჯ 
24. 2, =9X+ხ) ; # =ხX+ი)



განვიხილოთ ახლა ასეთი სისტემა: 

  

25. რ 3>+2); ==X+2) 

შეკრება მოგვცემს: 

ძთ(+++Xჯ ხა 1–.#46+ა 

აქედან 

ჯ=C 2''–ჯ (ა) 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა მოცემული სისტემის ერთერთ განტოლებაში, 

მაგალითად, მეორეში: 

ძX _ “' 
წე +X=2C% 

მივიღეთ პირველი რიგის ხაზოვანი განტოლება, სადაც / დამოუკიდებელი 

ცვლაღია, ხოლო Xჯ მისი ფუნქცია. 

თუ ამოვხსნით ამ განტოლებას, გვექნება: 

#= 2 C6"+Cე 6“. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ა)-ში: 

=> Cა-"-C.”' 

ნუ... (ნავთ )"V 
«+ 
“ 

C 
5 “ლ 

დავწერთ: 
X=2C) (V-+Cა 6“: წ»=3C, (V"–-C, 6“. 

ღეაეადღ 

დავალება: შეამოწმეთ, აკმაყოფილებს თუ არა მიღებული ფუნქციები 

მოცემულ სისტემას. 

სავარჯიშო. 

თ. _ ,. ძX _ ვ 
26. “ 2X-XC-C4X; წ X-+1 

ძ)/ _ ძ: =2(ჯ;--4 27. = =3»-#;  2(+-:) 
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28. -%- 4X+37; რ 2+X 

29. რ% 2»; თ ა 2, 

30. თ ფ+4; + - 5ე+3ჯ 

31, ელო 2%- ვე 

32. ავიღოთ ასეთი სისტემა: 

- ს X+2; ი თ +, ი... „+ ” + 7 ”-» კ, =X+)+1 

გავაწარმოოთ პირველი განტოლება: 

თX ძ, ძX ძი ვ. + I VI” თითი თ, “7'1 

გავაწარმოოთ მეორედ: 

იპ ჯ 

2) –-–-=37+5)/-3X 

(1) და (2)-დან გვაქვს: 
ძი X ძX ძბX ძX 

–_–ე–ლ4:.-2 
იი ე “იბ ფი გ, როი“ 

აქედან 

7 ი იძ. + 

ძ?შX ძX 

2 »(2.+>»)- 
ჩავსვათ (4) და (5) მნიშვნელობანი მე(3)-ში: 

კმჯ ძძჯ ძX. 
“ი ქი “კ 359 

ნ 
აქედა ჯებ 4--4=0; 7,=-1; /=2; ჯ”=-2 

Xჯ»ჯ=0C, 6 '-+ Cე 2 '-+- Cე 6“ »X 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

IC),



გავაწარმოოთ ორჯერ მიღებული გამოსახულება და მიღებული X», 

ი: 
=-, 91 მნიშვნელობანი ჩაესვათ მე-(4) და (5)-ში გვექნება: 

უ=C,(-'+C, CV" 

>=-C.60 '+2C, +" 

ე,, 
ვვ., “>, =0; მ, .-0 

ძ/! წ/. 

გავაწარმოოთ პირველი: 

ეთო» 9. 
ძ) =0, 

ჩავსვათ აგრ მნიშვნელობა: 

იჯ 

ქ. +-0 
აქედან 

71--1=0; X»X=C, M+ CC '+ Cვ §1ი71+C,) 605 / 

გავაწარმოოთ უკანასკნელი გამოსახულება სამჯერ: 

იბჯ შ». “– =CCV-C,(-'–-Cე6051+C,5ი1 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა სისტემის პირველ განტოლებაში: 

X=–C,“+Cე( + Cე 60051–C, 5ი1 
  

დიფერენციალური ბანტოლება ცვლადი კოეფიციენტებით 

განტოლება ცვლადი კოეფიციენტებით მეტწილად ჩასმის საშუალებით 

ამოიხსნება. 

1. (X--3)1)–3(X –-3)/-–6X=12. 

აღვნიშნოთ 

ჯ-3=(/.



აქედან: 

    

1=(0+3 (ა), 

გავაწარმოოთ ჯ-ის მიმართ 

0X _ +. ძ 
თ. ' ძ' 

«აქედან 

2 · 49» 

იჯ ი 

„-–-–.__ _ძი . ძ) „/ ი ი 

ძლე6 რთ "სძ; 7 ი "ძი ძ: ტ) 

ი კ... 
150.9 

აქედან 

მ”! _, 
ძაა” 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (ბ)-ში: 

ძი =-- 2 · 2 2 (2-2. ი» - (2 

ძჯ? ძ თ 

ჩავსვათ ახლა XV და 7” მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში: 

ძ» „ი ავ-4 ე =6«+20 

„აქედან 
· 15 

ჩწჩ=CI1+Cე ლთ-2-–<2 ჯ 

მითითება: კერძო ამონახსენი ასე უნდა შევარჩიოთ: 

ს=4“+წჩI 

ჩავსვათ ახლა მიღებულ ამონახსენში 7=-100 (X+3) მნიშვნელობა: 

+=C,+C0, 0! MC-9). 2 ე% თა 12 109 (L-– 3)



ან ასე 

ჩ»=C;+Cე(X–3)1–2 თ-3)- 7 100 (X-–- 3)1= 

=Cე (X-–- 3)! =- 100 (X1–3)-–-2X+C 

  

2. Xმ)" +311 + 27)'==30ჯ1 + 5 

აღვნიშნოთ 

ძX _ , წ 

თი. თ“ 
აქედან 

ძი 
ძი. ?წ '»V 

ძს –-. LV მძ 0 4“ 
ქე. ხო “მ. ძი "მ ძ 

ანუ, რადგან 

ძ /იV ი)... 
ძ- (ძი “ 

აგრეთვე 

ძა, 
მან (0. პგ 124, 

“9 აღილი 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ განტოლებაში: 

- ძშ ძ) _ კგ ა: 

აქედან: 

წ»==CIL1+ Cე 605 #-L Cვ §1ი /-+- 3#X+ 5ჯ 

ჩავსვათ აქ 7#ჯ=100X მნიშვნელობა: 

ჩ)==C1+-Cე C05 (100 X)-+ Cე 510 (100 X)-+- 3 (1 MV 2.L5 100 ჯ 

ან 

V/== C, + Cე C05 (100 X)+ Cვ 510 (10ფძ 1)+3X2+5100 X 

16. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 241



მითითება: აღვნიშნოთ 

(#32 I0წ C-=– M, 

აქედან 

21ი0X=)07წM: X2=M. 

მაშასადამე 

320 107 თდ--ვექ 

ეშ 
3 კ; 53 –_ 2)=Xჯ 

აღვნიშნოთ 

ჯ=V“ 

აქედან 

რ) =/2» რ" 
ი”. “7 

მოცემული განტოლებიდან გვექნება: 

ჯ 27» ი» 2,=, დაიყვანეთ ბოლომდე. 

1 
პას. წ»= C) ჯ?-+ Cე ჯმ ჯ 

ინტეგრალური ზანტო.ლება 

+» _–_ 

I V 1++#? ძX=2/ჯ +7 
0 

გავაწარმოოთ მოცემული განტოლება ჯ-ის მიმართ: 

V 1--)2 = ! 
V 

ავიყვანოთ ორივე მხარე კვადრატში: 

  
1 2 იძ» 

1=–- .-7. 
2 I ძX 

Xჯ3 
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აქედან 

= 
  ძუ=–> იX 

2X9 

=7 | 96+%- 2 / XI · იჯ 

5 1. 

2=ფ 4. –ჯ? 

  

ჯ რჯ 

4+ / »X9X= I XI/ძX 
60+X ./ ი 

გავაწარმოოთ ორივე მხარე ჯ-ის მიმართ: 

5( რაინ წეერრი   

  

ითX ე? 1 

ი+ 7" (645 ი. წ 70:=X ა 

აღვნიშნოთ ახლა 

ჯ 

/ 79X=ჯ 
+/0 

აქედან 
_% 
“ ძX- 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი. (ა)–ში: 

0იX «ი, რ  _ .% 
ი+X ძX (2+X)2 2 ძX 

აქედან 
, 92. _რი ძX 

ჯ #2(X+ძ) 

% 
ჯ2 (++ 0) =- თ 
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შ0ც ჯ=– + I0ძ X–+10ძ (X-- თ) +. C; 

2X=(;+4+ძ) C+.6 

> ==” 

გავაწარმოოთ ორივე მხარე ჯ-ის მიმართ 

ანუ 

ხ
ს
I
ო
 

„? = 
7“. C2 ; უX-=C >.



თავი მეოთხე 

ორვბერადი ინტებრალები 

ხ ჩი 

/ წ. #(ი 1)იჯი: ორჯერადი ინტეგრალი წარმოადგენს ორმაგი 

ძ 
ინტეგრაციის შედეგს. / ინტეგრალს შინაგანი ინტეგრალი ეწოდება, 

C 

ხ 
ხოლო. / – – გარეგანი. 

ძი 

აღნიშნული ორმაგი ინტეგრაცია ასე წარმოებს: ჯერ უნდა გამოვთვა–- 

ლოთ შინაგანი ინტეგრალი (ჯ ამ დროს მუდმივის როლს ასრულებს), შემ– 

დეგ მიღებული შედეგი უნდა გავაინტეგროთ X-ის შესახებ თ« და ხ საზღვ– 

რებს შორის. 

შესაძლებელია ორმაგი ინტეგრაცია შებრუნებულად ვაწარმოოთ, ე. ი. 

ჯერ ჯ-ის შესახებ თ და ხ საზღვრებში და შემდეგ 7/-ის შესახებ C და ძ 

საზღვრებში. ეს შეთანხმების საქმეა ოღონდ ცვლადთა საზღვრები სწო- 

რად უნდა იქნას შერჩეული. 

2 3 

/ / XV ძე! ძX 
0 0 

გამოვთვალოთ ჯერ შინაგანი ინტეგრალი “ 

3 CL) 
ჯ”ყ 3 · 

ჯუ)? თ =-–-)!)= =9X 

# პ 0 “3 

  

(»-სი, როგორც ზემოთაც ვთქვით, ამ დროს მუდმივად ითელება). 

# ორჯერადი ინტეგრალების გამოთვლის დროს ჩვენ ისეთ წესს ვიცავთ, რომ პირ– 

ველი დიფერენციალი (მარცხნიდან მარჯვნივ) შინაგან ინტეგრალს ეკუთვნის და უკანას– 

კნელი –– გარეგანს, 
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ავიღოთ ახლა 

=18 
2 9ჯმ |2 

/( თ4+-=% 
0 0 

2 3 

/ / ჯ)" ძ/ ძX=18 
0 0 

4 5 

2. / / ჯ? # ძე ძX 
0 2 

  

ამრიგად 

  

  

5 2.4 (5 -2 C4 -2 54 X2 7) 21225 112 1 ჯ2 75 ძუ= =-  -=152--X2) I 4 4 4 4 

4 3 /4 
1521 :ბპქ;=152 1... 2 | -3248 

0 4 430   

ამრიგად 

4 25 
#/ წ უბ, ძჯძ:=3248 
0 2 

გამოვთვალოთ ახლა შებრუნებულად, ე. ი. ჯერ X-ის შესახებ (” ამ 

დროს მუდმივი იქნება) და შემდეგ X”-ის შესახებ. 

4 „3 ემ 

| 796%=% 0 9 

5 5 64 64 # 
_ღე 4/ჰ ლე. –+– = 

წ პ 7 2 ა 4 , “248 

მივიღეთ იგივე პასუხი. 

2. /= 
3. I წ 605 X 51ი ) ძე) ძ»ჯ 

0 0 

ჯ 

==2005 ჯ 

0 

4 64 

  

4 

წ C05 ჯ 81ი » ძX== – C05 ჯ C03 / 
0 

 



ს
ა
;
 ძ«% 

=2. /” 20C05XძX=25)ი X 

9 0 

წ 

2 ჯ 
/ / C05 Xჯ 51ი ძ7ძX=2. 

0 0 

საჭარჯიშო 

  

ამრიგად 

3 1, 2 4 _ _ 
4. / /. 4X”Iძ”)ძX 9. |/ / VX (3/+V2 ) ძ/ ძჯ 

0 „70 1 0 

5. #2 ==. 
5. / 3ჯ?უ! ძუ ძX 10. 2 ვე 2ჯ 605 5X»ძ#ძX 

0 0 0 0 

2 /:4 > 
6. / (/ 5§X)/?ძჯძჯ 2 · 

1 272 11. / წ 605 2X CI0 » ძ#/ძჯ 
0 0 

ვ 3 1 2 
7. I / (X+6))ძ)ძX 12. / / (2 ეწ ძუ ძჯ 

2 1 0 1 

8 
3 2 3 1 

· / / >თ-9544« 13. / / ფრი: 
0 1 1 0 

(უ + 
14. / / (510 X+L0 >) ძჯ ძჯX 

7 0 

4 

15. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც (35 ნახაზზე) დაშტრიხულია. 

პას, 15 

ხ ძ 

მითითება: ფართობი გამოითვლება ფორმულით: §- | I ძ»ძX 

რ“ .#X 

16. ვიპოვოთ სამკუთხედის ფართობი, რომელიც “შემოსაზღვრულია 

აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით, ჯ/=Xჯ სწორი ხაზით და ორდინატით, რომ- 

ლის შესაფერი აბსცისი არის 5 (ნახ. 36). 
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მითითება: ვერტიკალური ზოლის ელემენტების შეჯამება წარმოებს 

0-დან X#-დე, ხოლო თვით ზოლების შეჯამება კი 0-დან 5-დე. 

პას. 12,5 

  

(74) 

ა 
(2, 

მ X 

    
  

  

ნახ. 35 

17. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია /=X? მრუდით, 

აბსცისთა ღერძის ნაკვეთით და ორი ორდინატით, რომელთა შესაფერი 

აბსცისები არის 3 და 5. 

მითითება: #-ის საზღვრები არის 0 და 22. 

(MI 
ნახ. 36 

პას. 322 

18. ვიპოვოთ ფართობი წინა ამოცანის ანალოგიურად, თუ მრუდი 

ასეთია: ჯ/=X2+3 და ორდინატების შესაფერი აბსცისები 2; 4.“ 

პას. 24 – 

19. ვიპოვოთ წრის ფართობი, როდესაც ცენტრი სათავეშია მოთავ- 
სებული (ნახ. 397). 
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მითითება: საკმარისია გამოვთვალოთ ერთი მეოთხედი და მიღებული. 
შედეგი გავამრავლოთ 4-ზე. ვერტიკალური ზოლის ელემენტების შეჯამება 

წარმოებს 0 დან ”-დე (ანუ V I?--:2-დე), ხოლო თვით ზოლების შეჯა– 

მება 0-დან #-დე. 

  

  
ნახ, 37 

20. ანალოგიურად იპოვეთ ელიფსის ფართობი. 

პას. »იხ 
  

21. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ურთიერთ გადა- 

მკვეთი /=ჯ2 მრუდითა და /=2Xჯ სწორი ხაზით (ნახ. 38). 

  
ნახ. 38 

საძიებელი ფართობი შეგვიძლიან განვიხილოთ, როგორც ორი ფარ-- 

თობის სხვაობა: 
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2 უჯ) 1 

0 «70 

ხსენებული ფართობი უშუალოდაც შეგვიძლიან გამოვთვალოთ, ამის- 

თვის ჰორისონტალური ზოლის ელემენტები უნდა შევაჯამოთ -- – დან 

_ VV V7 -დე, ე. ი. ჯერ უნდა გამოვთვალოთ. /' ძX და მიღებული შედეგი 

? 
გავაინტეგროთ /-ის შესახებ 0 და 4 შორის. მივიღებთ იმავე პასუხს. 

22. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ორი ურთიერთ 

„გადამკვეთი პარაბოლით: 

#7=X და X=) 

საძიებელი ფართობი შეგვიძლიან განვიხილოთ, როგორც ორი ფარ- 

-თობის სხვაობა (ნახ. 39). 

  

  

ნახ. 39 

1 V. 1 (3) 1 
§/ / რ#“- / / ძ» ძ»=-ვ- 

0 0 0 „70 

ხსენებული ფართობი უშუალოდაც გამოითელება; ამისთვის ჰორიზონ–- 

„ტალური ზოლის ელემენტები უნდა შევაჯამოთ X»?-დან I »-დე, ე. ი. ჯერ 
- 

“უნდა გამოვთვალოთ I. “ ძX და მიღებული შედეგი გავაინტეგროთ ე-ის 
?? 

“შესახებ 0 და 1 შორის. 
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23. ვიპოვოთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ჯ=+X1 მრუდითა 

და #7=X+2 სწორი ხაზით (ნახ. 40), 

' 

  
ნახ, 40 

ჯ-ის საზღვრები გამოითვლება, თუ შეთავსებულად ამოვხსნით სწორი 
ხაზისა და მრუდის განტოლებას: 

X=2 X=--1 

თუ ახლა 0M ღერძის პარალელ ზოლებს გავიყვანთ, მაშინ ერთ– 

ერთი ზოლის ელემენტები უნდა შევაჯამოთ #-დან 7#-დე, ე. ი. ჯ?-დან 

X–+-2-დე. 

2 X+2 

–1-/X#X 

ამრიგად 

24. ანალოგიურად იპოვეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია 

»=X71--4 მრუდითა და XC=ჯ-2 სწორი ხაზით. 

პას. 4,5 

25. ვიპოვოთ წრის ინერციის მომენტი, როდესაც ცენტრი სათავეშია. 

1 იხა-> ს(/2- ვამ ' 

0 0 0 

26. ანალოგიურად იპოვეთ ელიფსის ინერციის მომენტი. 

პას. 52 ფა +) 
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27. იპოვეთ ინერციის მომენტი ფიგურისა, რომელიც შემოსაზღვრუ–- 

ლია სწორი ხაზებით: 

»=X:; X=5:; Xჯ=9 

1 
პას. 52 12 

28. ვიპოვოთ სფეროს მოცულობა, რომლის ცენტრი სათავეშია. 

სფეროს მოცულობის მერვედი ასე გამოისახება: 

” # /„Mდ- 2 

<6 / I ჯ070X 
70 0 

თუ ახლა ჯ-ის მნიშვნელობას გამოვსახავთ სფეროს პირეულის X1+)2+ 

+21=ჯ? განტოლებიდან და ჩავსეამთ წინა ტოლობაში ნება: 2 განტოლებიდას და ჩავსვ ტოლ » გვექმე 

”' აინ 
§= / I "102-ე? ძუ) ძX. 

შინაგანი ინტეგრალის გამოსათვლელად უნდა მივიღოთ 

ბა 1პ=ჩM?ე ჩასმა, 

გვექნება: 

7 > (902-ე? I V,-7 თ = -X- 29, 
ი 

აქედან 

წე 2__,.2 ე თ. (“თო ათ, 
8 4 6 

0 

__ 4 ვ 
7=-- XXL 

29. ანალოგიურად იპოვეთ 

–_ 
+>+5=1 ელიფსოიდის მოცულობა. 

ა 

პას. 4 ჯ იხC 
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% 30. ვიპოვოთ ცილინდრის მოცულობა, რომელიც. ჯ=ძ სიბრტყით არის 

და მილი დღა რომლის ფუძის ცენტრი სათავეშია მოთავსებული 

ახ. 41). 

  

      

  

M 

4 
წ 0 

V 

ნახ. 41 

” I M 92შპშ- ე? > 071 

+=/ I ი ძ/ძ2= +“ 
0 0 

აქედან 

7=» MI? ი 

31, ანალოგიურად იპოვეთ მოცულობა ცილინდრისა, როდესაც გადა- 

კვეთილია ჯ-Xჯ-)/-1=0 სიბრტყით და კონტური არის :2+/12=1. 

'1 M1-: 

/-. / / (X+< 7+1)ძI:ძ». დაიყვანეთ ბოლომდე 

0 ახ 

32. ვიპოვოთ წრის ფართობი პოლარ კოორდინატებში, როდესაც 

ცენტრი სათავეშია (ნახ. 42). 

მითითება: წრეხაზის განტოლება ასე დაიწერება: ი=# 

ზოლის ელემენტები უნდა შევაჯამოთ 0-დან „-დე, ე. ი. 0-დან I დე, 

ხოლო თვით ზოლები კი C0-დან –- -დე. 

% 
2 ჯ 

§-4 |” L იძიძდ დაიყვანეთ ბოლომდე. 
-/0 0 
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33, ანალოგიურად იპოვეთ 0=2 #C05 დ წრის ფართობი, 

მითითება: წრეს ისეთი მდებარეობა აქვს, რომ ცენტრი 0X ღერძზე 

დევს და ეხება CI» ღერძს. საძიებელი ფართობი ასე გამოისახება: 

კ "2# C05 დ 
§-2 |. / იძიძდ. / 

0 0 

VI 

  

LL.” | 
ა 

ნახ. 42 

  
34. იპოვეთ ი02==02 C05 2თდ ლემნისკატის ფართობი. 

> თ M-ი5 29 

§-4 / / 0 ძი ძდ=-იე? 
0 0 

35. იპოვეთ ხ=ი (1+6C05 დ) კარდიოიდის ფართობი. 

+ ი (1+C059) ვ 
§-2 |. #L იძიძდ=-- ჯი” 

0 0 

36. იპოვეთ ი=9C6052იჯ ოთხფოთლიანი ყვავილის ფართობი. 

მითითება: 

მითითება: 

> 
პას. §=- > 

37. იპოვეთ ი=ძ C05 3დ სამფოთლიანი ყვავილის ფართობი.



მიჭიანის (VIVIMVI) ამოცანა 

პ8. ვიპოვოთ სფეროს იმ ნაწილის მოცულობა, რომელსაც ამოსჭრის 
მასში გამავალი (თავიდან ბოლომდე) ორი თანასწორი წრიული ცილინდრი, 
რომლებიც ერთმანეთს ეხება სფეროს დიამეტრზე და თითოეული მათგა– 
ნის ფუძის რადიუსი სფეროს რადიუსის ნახევარს ეტოლება (ნახ. 43). 

V 

  
ნახ. 43 

მივიღოთ სფეროს ცენტრი სწორკუთხიანი სისტემის სათავედ. დია–- 

მეტრი, რომელიც ორივე ცილინდრის საერთო მსახველს წარმოადგენს, 

ჩავთვალოთ 07 ღერძად, ხოლო სფეროს დიდი წრე კი, რომელიც ამ ღერ– 

ძის პერპენდიკულარია–X0»” სიბრტყედ (ნახაზი მთლიანად ამ სიბრ- 

ტყეზეა მოთავსებული) C0X ღერძი ცილინდრების კვეთის ცენტრებზე 

გადის (ნახაზზე (კილინდრების კვეთა ––- წრეებია), ხოლო (CX ღერძი კი 

ამ ორი კვეთის (წრის) საერთო შემხებია. 

განვიხილოთ მოცულობა იმ სხეულისა, რომელიც შემოსაზღვრულია: 

1) X0C”7 სიბრტყით; 2) X07 სიბრტყით; 3) (ყილინდრული პირეულის 

მეოთხედით (მოცემული ცილინდრის პირეულის მეოთხედით) და 4) სფე– 

როს პირეულის ნაწილით. 

ცხადია, აქედან რვა ასეთი სხეულის მოცულობა წარმოადგენს საძიე– 

ბელ მოცულობას, ე. ი. 
V=87,.. 

ვიპოვოთ ახლა /”,. ამისთვის /, მოცულობა დავანაწილოთ ელემენტა– 

რულ მოცულობებად (პრიზმებად). თითოეული მათგანის სიმაღლე არის 

<= V0- 6635 
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(მიღებულია სფეროს განტოლებიდან; ექ /+-7=I), ხოლო ფუძე კი 

48ML სწორკუთხედი. 

სიმარტივისათვის გამოვსახოთ ამ სწორკუთხედის ფართობი პოლარ 

კოორდინატებში: 

ფ 48ILI)=8M· XI 

ანუ რადგან 

8M=იძდ; (-=0M) და 1)#=ძი 
ამიტომ 

ფ 4)3#XI=იძდღ · ძი 

მაშასადამე, ელემენტარული მოცულობა=ჯ · იძი -ძდღ. აქედან ამ ელემენ- 

ტარულ მოცულობათა შეჯამება მოგვცემს მთელ #7, მოცულობას, რაც, 

როგორც ვიცით, გამოისახება ინტეგრალის საშუალებით. 

ახლა საჭიროა გამოვარკვიოთ: რომელ საზღვრებში უნდა იქნას გამოთვ- 

ლილი ინტეგრალი. ცხადია, დ კუთხე იცვლება ნოლიდან ---დე, ხოლო 

ერთიდაიმავე კუთხისთვის კი ი იცვლება ნოლიდან შესაფერი ქორდის 

სიგრძემდე (როგორც, მაგალითად, 0M). მაგრამ CM# სწორკუთხიანი 

სამკუთხედიდან 

C0M=1? 605 დ, 

მაშ ი იცვლება ნოლიდან 7? C05 C-დე. 

როგორც ვხედავთ, შეჯამება ორჯერ უნდა მოვახდინოთ. მაშასადამე, 

საძიებელი მოცულობა გამოისახება ორჯერადი ინტეგრალით: 

2 IMIი05დ 

ჩ= |. / ჯიძი-ძდ 
0 0 

ინტეგრალის გამოსათვლელად სავიროა > გამოვსახოთ ი საშუალებით, 

ამისთვის 

ჯ=V)IC – (X7+2?) 

განტოლებაში ჩავსვათ ჯ? +)?=(0? მნიშვნელობა, გვექნება 

2=VLCL-ი> 

#0059 , ვ ე 

ამრიგად 
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აქედან 

დე 4 

7=8 (+--“.-) 

დავალება: როგორ გამოისახება სფეროსი და მოძებნილი მოცულობის 

"სხვაობა? 

39. წინა ამოცანასთან დაკავშირებით ვიპოვოთ სფეროს პირეულის ის 

ნაწილი, რომელიც ამოჭრილია ერთერთი („ცილინდრის მიერ (ორივე თა–- 

ვიდან). 

წინა ნახაზზე საძიებელი პირეული არა ჩანს, გვაქვს მხოლოდ მისი 

-პროექცია –- 0VM ნ წრე. 

ვინაიდან X0CX და X02 სიბრტყეებით ცილინდრი ოთხ სიმეტრულ 

“ნაწილად იყოფა, ამიტომ განვიხილოთ ერთი ასეთი ნაწილი “ნახ. 44). 

  

”#48C1L) საძიებელი პირეულის ერთი მეოთხედია, ხოლო 0MC ნახევარ– 

“წრე მისი პროექცია. 

„ავიღოთ ამ პროექციაზე ელემენტარული ფართობი და აღენიშნოთ 

49თი. როგორც ვიცით, დასაგეგმი პირეულის ელემენტი ასე გამოისახება: 

ძი 
:60§+ ” სადაც 

1 
C05 I= --–---–-–-=–=-–=>=–--=>> 

' , მჯ 2... ძჯ 2 

I”. +(X) +) 

2 
17. უმაღლესი მათემატიკის პრაქტიკუმი. 257 

–



აქედან ამ ელემენტების შეჯამება მოგვცემს მთელ „-78C7) პირეულს.. 
სიმარტივისთვის ინტეგრალი გამოვთვალოთ პოლარ კოორდინატებში. 

ძლის=-ი ძი · ძდ.. 

გამოვსახოთ ახლა / 1+4%) + 1 +(%). +(%) 

რადიკალქვეშ შემავალი კერძო წარმოებულები ი და დ-ის საშუალებით. 

ამისთვის ავიღოთ სფეროს განტოლება 

ჯმ ეშ 21ლ=I1 

  ”აფაფართოდლე- 
=- ! –== რ ნ. ბ= ჯ?-LC-V·?), VII 62.) 1I 6-2 (რადგანაც 01=#”+X”) 

თუ საძიებელ პირეულს აღვნიშნავთ §5-თი, გვექნება: 

ჯ 

გან ოოიდდ 4 0 ./09 VIM'-ი? 

IM C05 დ _ იძი 

აი % /. 7-2. 2 2-4). 

ამრიგად, საძიებელი პირეული უდრის სფეროს პი-- 
რეულის ნახევარს, გამოაკლდეს დიამეტრზე აგებული” 
კვადრატის ფართობი. 

  

Lქ 
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ინერციის მომენტი პოლარ კო.ო.რდინატებში 

ინერციის მომენტის მოსაძებნად პოლარ კოორდინატებში უნდა ვი–- 

სარგებლოთ ფორმულით: 

I= / / ი? 00 ძი 

5 

1. ვიპოვოთ 95=X# წრის ინერციის მომენტი სათავის მიმართ. 

ინტეგრაციის საზღვრები ისეთივე წესით აიღება, როგორც ფართო- 

ბის მოძებნის დროს, ე. ი. პირველ მეოთხედში მ იცვლება (2-დან 2 -დე 

და ი იცვლება 0-დან I-დე. 
ამრიგად 

ჯ 

რა ირიბ” 0 0 

ამავე წრის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერძის მიმართ ასე მოი- 

ძებნება: 

> ჯ > ' 
1.=4 2 ი? §1ი2 0 ძმ ძილ: %. 

0 0 4 

მითითება: /2=(2 §I1ი1 0. 

2. ვიპოვოთ §01=-016052მ0 ლემნისკატის, ინერციის მომენტი სათავის 
მიმართ. 

· “ 94I/ C05 20 ს +" / ი'ძმძე=" “ა 
0 0 

4“ 

ამავე ლემნისკატის ინერციის მომენტი აბსცისთა ღერძის მიმართ: 

» ი I-Cი920 · 
== ./ ( იბ 51ი2 000070 დაიყვანეთ ბოლომდე. 

0 0 

3. ვიპოვოთ ი=ძ(1–0050) კარდიოიდის ინერციის მომენტი სათავის 

მიმართ. 

ჯ ძ(1–0C0506) ა 

<2 |, # აიმ ძილ-5 
0 0



თავი მეხუთე 

ინტეზრალის მიახლოებითი გამოთვლა 

როგორც თავის დროზედაც იყო აღნიშნული, ინტეგრალი ყოველთვის 

არ გამოისახება ელემენტარულ ფუნქციათა საშუალებით (ე. ი. ალგებრულ, 

ტრიგონომეტრიულ, ლოგარითმულ და მაჩვენებლიან ფუნქციათა საშუალე- 

ბით). ასე, მაგალითად, ქვემოთ ჩამოთვლილი ინტეგრალები ელემენტა- 

რულ ფუნქციებში არ გამოისახება: | 

1. / 507 ძX „ინტეგრალური სინუსი“. 

2, / <5+ ძX „ინტეგრალური კოსინუსი“. 

ძX 
, 

პ. 10ძ ჯ „ინტეგრალური ლოგარითმი“, 

  

§. IL." 

  

„ელიფსური ინტეგრალები“. 
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510 იX · C05 MX 8, |“. > ი» 
ჯ 

9. / (2:?) ძX „ფრენელის ინტეგრალი“ 

10. ძ+X 
V C05 2X 

და სხვა ასეთი. 

    

ასეთი ინტეგრალების გამოთვლა ჩვეულებრივი მეთოდებით არ ხერ–- 

ხდება. მათი გამოთვლა წარმოებს მიახლოებით. 

მიახლოებითი გამოთვლა მაშინაც არის- მიზანშეწონილი, როდესაც 

ინტეგრალი, მართალია, ელემენტარული ფუნქციების საშუალებით გამოი–- 

სახება, მაგრამ იგი იმდენად რთული სახისაა, რომ გამოთვლა დიდ სიძ–- 

ნელეს წარმოადგენს. + 

ჩვენ ვისარგებლეთ მიახლოებითი გამოანგარიშების სამი ფორმულით: 

ხ = 
IL, I 274X=----“ (აა+)+)/+ · · +#ი-)) ნაკლებობით 

მ 

და 

  

” 

ხ _ 
| 7+= ხ–4 ()ი+.)+)+. · +”) მეტობით. 

ძ 

ამ ფორმულებს სწორკუთხედების ფორმულები ეწოდება. # არის 

იმ ნაწილების· (ქვეშუალედების) რიცხვი, რომლებზედაც დაყოფილია მო- 

ცემული (ი, ბ) შუალედი. (სიმარტივის თვალსაზრისით, ტოლი ქეეშუალე– 

დებია აღებული). : 
წი: 2 73” არის ფუნქციის მნიშვნელობანი, რომლებიც ი, +241) 

ძ+2ა0ჯ. წერტილებს შეეფერება. 

რჯ-ით აღნიშნულია ზემოთ ნათქვამი ქვეშუალედი, ე. ი. 

ხ–ძი 
#... 
  #ტX= 

შენიშვნა: სწორკუთხედების ფორმულას ის ნაკლი ახასიათებს, 

რომ საკმაო ზუსტი შედეგის მისაღებად ” (ქვეშუალედების რიცხვი) 

ძალიან დიდი უნდა იყოს. 

ხ – 

I. I #70X= :-“ ("ე -ა+ი+ ყვიე ა) 
0 

ამ ფორმულას ტრაპეციის ფორმულა ეწოდება. 
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»Xა და 7» ფუნქციის მნიშვნელობანია, რომელნიც Xა=ძ და #„=ხ წერ– 

ტილებს შეეფერება, ხოლო. 1,, X, 7). "X-ჯ იმავე ფუნქციის მნიშვნე- 
ლობანი, რომელნიც X,=ძ+46X, X.=ძ--2ს; .. XX» ,=0ძ+(M-1)4Xჯ 

წერტილებს შეესაბამება. 

  
# 

  

ხ ხ–იძ III. უ7ძ%2=–„-– (7-+4V +X:) 
ძ 

+ ეს არის სიმპსონის (51ოი5იი) ელემენტარული ფორმულა, სადაც X, 
»”ს ); ფუნქციის მნიშვნელობანია 

ძ+ხ 
2 , 
  ჯ=ს წერტილებისთვის. Xი==ჩ) X1= 

, ხ–ი 
/ 70X= 3» სი+)»+2( ++. ·)+4 (46 ე+# + თ “I 

ძ 

სიმპსონის ზოგადი ფორმულა, სადაც »#- და /, ფუნქციის მნიშვნელო– 

ბანია X-=ი და X.=ს წერტილებისთვის, ხოლო »”,, 7, ეე: · იმავე 

ფუნქციის მნიშვნელობანი 

X=0+4რX X:=0+2რ6X, 1Xკ=0ი+-3ბტაბჯ. · წერტილებისთვის 

ძ–ხ 
#ტ21= ევი,   

შენიშვნა: ერთიდაიმავე 7-სთვის სიმპსონის ფორმულით მიღე– 

ბული შედეგი უფრო ზუსტია, ვიდრე ტრაპეციის ფორმულით. 

1 
1, გამოვთვალოთ ასეთი ინტეგრალი: / · ჩჯძX: 1#:=5. 

0 

ამ შემთხვევაში სწორკუთხედების ფორმულა ასეთ სახეს მიიღებს: 

  1. 1-0 “ 
X”ძX=-––-=– (310+%V +++): 

თუ ახლა (0, 1) შუალედს ხუთ თანასწორ ნაწილად გავყოფთ, გვექ– 

1 2 3 4 ა 
ნება: 0; <0: <3 ფი დ წერტილები. ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი 

ჯ-ში, მივიღებთ ფუნქციის შესაფერ მნიშენელობებს: 
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_იგ. 1. 4. 9 . 16 
7ჩ-=01; 76-55: X “5: წX1““5=! X» “5 

27 + 0- 1 _4 9 16 _6 
0 5 25 25 25 25) 25. 

მოცემული ინტეგრალი გამოგთკალოთ ახლა ჩვეულებრივი წესით: 

1 ვ 

I 2 ძX+--გ- -970 

: 7 
:განსხვავება (ცდომილება)=>>. რაოდენადაც # დიდი იქნება, იმდენად 

„ეს ცდომილება მცირეა. 

-აქედან 

1.1 
=53-. 

  0 

5 

პპ. 2 –+Xჯ 

გავყოთ (2, 5) შუალედი ოთხ თანასწორ ნაწილად. ერთი ასეთი ნა–- 

  

·წილი არის +, მაშასადამე, გვაქვს წერტილები: 2; 2 >, 31; ++. 

ჩავსვათ ეს „მნიშვნელობანი 5==->-%, მივიღებთ: 

1. 8... 4 8 
2- 37 XV " /)3955. ” V702 ს V4977 

ა ძე 5-2 ––___- 
# VI–-> 4 (5 #1395 V702 V 4977 / · 

«დაიყვანეთ ბოლომდე, რისთვისაც უნდა ამოიღოთ მიახლოებითი ფესვები 

0,01-ის სიზუსტით და შეაჯამოთ. V 

ჯ 

3, წწ 81ი XX ; #=6. 
0 

( 0, 2) შუალედის ერთი მეექვსედი არის 159, აქედან: 

0შე 15% 30? 45? 60? 755.



ვიპოვოთ ახლა ფუნქციის მნიშვნელობანი: 

X.=51ი 09=0 ჰჩე=351ი 458=0,71 

7, ==51)ი 157=0,26 »,==5)ი 60=0,87 

კ4=51ი 309=0,5§5C ,=5)ი 75%=0,97 

სწორკუთხედების ფორმულის მიხედვით: 

“ 

I 8სი X#X=-3 (0+0,26+0,50-+0,71+0,87 +0,97)=. 
0 

3 
,=21 · 3,31=20,86, 

გამოვთვალოთ იგივე ინტეგრალი ჩვეულებრივი წესით: 

ჯ ჯ 

I §1ი X ძX= –-C05 X ” =1,. განსხვავება=0,14. 

0 0 

1 

4. გამოვთვალოთ ახლა L X?2 -იX ტრაპეციის ფორმულით. #=5.. 

0 

როგორც ზემოთ გამოვარკვიეთ: – 

1 4 9 16 
2X-X=0; X=ე: X=ევ, X-ს) 1=2ვ: 15521 

ტრაპეციის ფორმულის მიხედვით: 

ბა ქე= 1 0+1 1 4.9 16) 17 
ს რ 5L 2 "25 25 25 25) 50 

ჩვეულებრივი წესით თუ გამოვთვლით: 

1 ვ?1 1 
Xჯ 

22ძX=>- | =>. 

1 
156. ' ეს განსხვავება შემცირდება, თუ X-ს გავადიდებთ-   განსხვავება 
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”« 

5. 1 შიჯრი #==6, 

I 0 

თანახმად მე-3 მაგალითისა: 

X=0: ),=0,26; /,=0,50; 7,=0,71 ; :,=0,87; #,=0,97; »,=1.. 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი ტრაპეციის ფორმულაში: 

ჯ 

2 0 
/ §Iი XძX= 53 2-2 +0,26+0, 50+0,71+0,87+0 97)= =0,99 

0 

სავარჯიშო - 

(თითოეული ინტეგრალი გამოთვალეთ სწორკუთხედებისა და ტრაპე-- 

ციის ფორმულით) 

2 4. ). 

1. წ ჩჯმ?97X; ს=4 6. 4 2X ; #=5- 
9 2 7“ 

3 1 

2. ძX. #=5 ; 7=4 
2 ჯ -3 

2 · 
3. / _ი0X _. /1ლ=8 ./ C05 XძX; 1=10 

1 X–+1 
#L 

4 . .-– 

4. / _94%X . #=6 9. 2 ი სეიმი; 1=10 
1 1+ჯ > 

4 

1 2 
_ # .. /=4 10. _ # _. 1==6, 

ხი #1-+7? > M ყიჯ 

2 

"1 
ზემოთ განხილული |, X ძი ინტეგრალი გამოეთვალოთ სიმპსონის 

0 

ხა
| 

2) 

  

ფოომულით, 
1 92. 1 

მოცემულ შემთხეევაში »-=90; »-(+) =--: #.=17=1, ჩავსვათ 

ეს მნიშვნელობანი სიმპსონის ელემენტარულ ფორმულაში: 
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1 – 1 

/ ჯ?07X= 1 –(0+4-+ +1)= 
ი 6 4 

ჩვეულებრივი წესით თუ გამოვთვლით ინტეგრალს, მივიღებთ აგ- 

1 
“რეთვე ვ. 

განხილული მაგალითიდან ჩანს, რომ სიმპსონის ფორმულა უფრო 

“ზუსტ, პასუხს გვაძლევს, ვიდრე სწორკუთხედებისა და ტრაპეციის ფორ– 

„მულა, 
1 ეც 

2. წ “ ძX 

0 

-გვაქვს - - 
ჟყლ 

ჩა=6 =1 4 =C 2 ) =(6 L; X2=6» 

1 

I გ” ძX-4-(1+401+ი) 6 
0 

2 

3. | _ ძX _ 

1 V1+ა1) 

– 1 · –_ 4 · –_ 1 

„ი 21“ /70” 2.53 

1 

იე წ <(7=+4 ლ +3-): 

"ამოიღეთ ფესვები 0,01 სიზუსტით და შეაჯამეთ ფრჩხილებში მდგომი გა– 

'-მოსახულება. 

2 გ. / +. 

0 ",2 

გამოვთვალოთ ინტეგრალი ჯერ ჩვეულებრივი წესით: 

100 (1--ჯ) C> 3=1,09 (ა) 
ი 

4ლოგარითმი ნატურალური ფუძით არის გამოთვლილი). 

აღნიშნული ინტეგრალი გამოვთვალოთ ახლა სიმპსონის ელემენტარული 
ფორმულით: 
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2ძ- 1 1. 1 
/ 57“ 8 (1+4-3-+გ-)= ს)! (ბ) 

თუ გვინდა მოცემული ინტეგრალი შედარებით ზუსტად გამოვთვალოთ, 

ამისთვის ინტეგრალი უნდა დავანაწილოთ ორ ან რამდენიმე ინტეგრალად, 

'მაგალითად 

2 ძა 1 ძჯ; 
1+ჯ 1+Xჯ +. > –+ჯ 

ს კმოვთვალოთ თ თითოეული ს ნტეგრალი ზჭვალცალკე სიმპსონის ფორ- 

'მულით: 

1 ძჯX..1 2 1% 25 
კაეღ-ლ=-| 1+4:.-+- => 

I 1+# 6L 3 2) 36 

2 ძი. 1/1 , 2, 1ა_ 73 
' 1+X”6L2 5 3) 180 

2 ძი _25. 73 _, = 
– 1+X 36 180. ” ბ 

(ა)-ს შევადაროთ (ბ) და (გ). მეორე შედეგი, ე. ი. 1,10 უფრო დაახ– 

«ჰლოებულია (ა)-სთან, ვიდრე (ბ). 
ამრიგად, ინტეგრალის შუალედის ორ შუალედად განაწილებით შედა– 

რებით უფრო ზუსტ შედეგს ვღებულობთ. თუ შუალედს სამ შუალედად 

კდავანაწილებთ, უფრო ზუსტ შედეგს მივიღებთ და ასე შემდეგ. 

მაგალითად, 

/ ძX - /1 # ძო I ძა 
ი 1+ჯ + 1+ჯ 4 1+212 

3 

“უფრო ზუსტ შედეგს მოგვცემს, ვიდრე წინა შემთხვევა, 

  

ამრიგად 

  
  

  
7 

5. გამოვთვალოთ I >. სიმპსონის ზოგადი ფორმულით. 7#=6. 
1 
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თუ (1, 7) შუალედს გავყობთ 6 თანასწორ ნაწილად, გვექნება 

7ძ» _1.I1 -+ <5 15 1+> 4 2+ 1 = 2077. „ X+2“ 3 | 3 X =++- 

5 ძX –““ 211=6 
2.4: 

გავყოთ (2, 5) შუალედი 8 თანასწორ ნაწილად. ერთი ასეთი ნაწილი: 

1 
არის --– 

  

2. გვექნება. 

0 2 21 3 38% 4 4! 5 

| I I _– 
1 2 1 2 1 

2=: 2 10=<5 15= 

გავყოთ (დ, +) ოთხ თანასწორ ნაწილად. ერთი ასეთი ნაწილი 

არის 119 15', აქედან / 

3ე=V 229 30/=0,414 ; 

2,კ=10459=1 

X-=ხ00=0; -2,=Iყ 119 15'=0,199 ; 

წჯე=1ც 339 45'=0,669 ; 

+ 

#“ 9 X ძX=25 I0--1+-2 · 0,414-+4 (0,199–+-0,669)1= 
0 

3,141 . 5,3 
48 · 
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ხავარჯიშო 

(სადაც " არ არის მოცემული, გამოთვალეთ ელემენტარული ფორმუ– 
„ლით). 

2 

8. / უძ: > 
70 15. / CLძ X V/X 

?I 

(XI
 

ა.
 

ღ =
 

  

  

9, –“- 

1. 2 
4 

4 16. / 2“ #=3 
'10. / 2 0 

1 X+ , 

I 2 იძ» 17. -“; 7=4 

ი ხი V/1-+X:. 

2 3 

12. იX 18. | 1=6 

1 8 0 

VXჯ 

4 ძჯ 1 · = 13. (/.” მ. 19. I > #=5 

0 

” “ 

I თ 14. I” C05 XX 20. წყ 31)ი XძX; #M 

0 

ინტებზბრალის ზამო. თვლა მწკრივების საშუალებით 

ინტეგრალის გამოთვლის დროს ზოგჯერ ტრაპეციისა და სიმპ- 

სონის ფორმულის ნაცვლად ხელსაყრელია ფუნქციის მწკრივად გაშლა და 

“შემდეგ წევრობრივი ინტეგრაცია. 

შენიშვნა: ნაგულისხმევია, რომ მოსამარჯვებელი მწკრივი კრე– 

ბადია. 

  

1. 
გამოთვალეთ ასეთი / 2022 ინტეგრალი როგორც ვიცით, (მაკ– 

0 

«ლორენის მწკრივის მიხედვით). 

ყვ ჯა უჯ 

59 2= 7-3) ხ-ყიო წ, 
+.



აქედან 
§1ი ჯ „. -- 

=1-3+659 7 + 

/ 254 916 X ძX / –– 2 0ჯ + | % ძჯ –- (5 ჯზძX __ 
= იX – · .= 

0 

=1- – 
1 

–.. 7. 7+. 

  

  

თუ თავიდან რამდენიმე წევრს ავიღებთ, მაშინ მათი ჯამი წარმოადგენს 

ინტეგრალის მიახლოებით მნიშვნელობას. 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

I C05 XX I. (ლ ძ»X / „1 
იუ ჯ “ ძX 

1 2 1 4 0 

| 

 



დამატება 

ფუნქციათა ბაშლა ტრიგონო.მეტტიულ მწკრივებად. 

ფურიეს (#-0სჩIნ8) მწკრივი 

ჰარმონიული რყევის კანონი ასეთი ფორმულით გამოისახება: 

. / 2: 
§=49ი(“+9 ) 

სადაც, როგორც ზემოთაც აღვნიშნეთ (იხილე დიფერენციალურ განტო– 

ლებათა შედგენა), „# არის რყევის ამპლიტუდი, 1 –პერიოდი (დროის. 

მონაკვეთი, რომლის განმავლობაში ესათუის მოვლენა მეორდება), 

2ჯ 

1 

რყევის სიხშირე. თ/+დ ეწოდება რყევის ფაზისი, ხოლო C-- საწყისი. 
ე 

  

ფაზისი. 

ავიღოთ ახლა ფუნქცია 

ჯ7ჯ=7#51ი (ი ჯX+თ) 

და მარჯვენა მხარე ასე წარმოვადგინოთ: 

საესითჯ;.605თ+-#53ით ·C05 თ X 

აღვნიშნოთ 
ჩვიძ–ლი; #XC05თ=ხ 

გვექნება 
»=0ძ 605 თ X+ წხ 51ი თ ჯ 

მიღებულ ფუნქციას ჰარმონიკი ეწოდება და მისი პერიოდი არის 

_ 2: 

–-თ 

ტექნიკაში რთულ პერიოდულ მოვლენათა შესწავლისა და კვლევის: 

დროს საჭირო ხდება რამდენიმე ჰმრმონიკის ერთად განხილვა ანუ მათი. 

შეჯამება. 
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თუ ჩვენ შევაჯამებთ ჰარმონიკებს (რომელთა სიხშირე შესაბამად არის: 

„დ, 20, 3ი. · 70), მიიიღებთ ასეთი სახის პერიო ნქციას: ; 20), ), მივიღე ე ერიოდულ ფუნქც 

5(X)=ის+-(ი, 605 თ X+წ, §1ი თ X)+ (ძე 605 2თ X–+- ხე §1ი 2თ 1) + 

+. · –+(ძეი-C6057! თი X-+სხი 51ი 7?! თ X) % 

მიღებული პერიოდული ფუნქცია დავწეროთ ახლა. უსასრულო მწკრი– 

ვის სახით: 

#(>)=ძა+-(0, 005 (ს X-+ ს, 51ი თ X)+(ი, 605 2თ ჯ + ხე §51ი 2თ X) +– 

+“. · +ნ(ი,605) თ X+ სხ, 51ი 1 თ X) + · (ა) 

ამ მწკრივს ფურიეს (LისXII6L) მწკრივი ეწოდება, სადაც თე, იჯ 6; · 
ი, ხ, მუდმივი კოეფიციენტებია. 

უკანასკნელი მწკრივი საშუალებას გვაძლევს ნებითი პერიოდული ფუნქ- 

ცია წარმოვადგინოთ შემადგენელი ჰარმონიკების ჯამის სახით, რომელთა 

· 1 1 
„პერიოდები ისე შეეფარდება რთმანეთს, როგორც 1 პიოალლიიი, ხოლო 

სიხშირენი კი 1:2:3. 

ამრიგად, L90სI16L-ის მწკრივის არსი იმაში მდგომა– 

რეობს, რომ რთული პერიოდული მოვლენის კანონი 

კრომელიც ხასიათდება /(X) ფუნქციით) მიიყვანება პარ– 

მონიული რყევის მარტივ კანონებზე. ეს მარტივი კანონე– 

ბი მოქმედებენ ცალკეულად, ერთმანეთისგან სრულიად 

დამოუკიდებლად, მაგრამ მათი მოქმედება შემდეგ 

ერთიანდება და, ამგვარად, ვღებულობთ ერთ მთლიან 

“ჰარმონიულ შედეგს. 

მაგალითად, მრავალ შემთხვევაში ტექნიკის საკითხების კვლევის დროს 

ესათუის რთული პერიოდული ძალა უნდა დაიშალოს შემადგენელ პარმო– 

ნიკებად. (კალკე გათვალისწინებულ. უნდა იქნას მათი მოქმედებანი და 

შემდეგ მოხდეს ამ მოქმედებათა შეჯამება. 

შენიშვნა: პრაქტიკაში თითქმის არას დროს არა გვაქვს საქმე 

ზემოთ დაწერილ უსასრულო მწკრივთან. ჩვეულებრივ კმაკოფილდე– 

ბიან რამდენიმე წევრით (დაწყებული თავიდან). გარდა ამისა გამო–- 

ყენებითს დარგებში ხშირად საჭიროა ფუნქციის ისეთ მწკრივად 

გალშა, რომელიც ან მხოლოდ სინუსებს შეიცავს, ან მარტო კოსი– 

ნუსებს. 

# მართალია, მარჯვენა მხარეზე მიმატებულია იძ,, მაგრამ ასეთი მიმატება გავლენას 
„არ ახდენს პერიოდობაზე, არსებითად «ძა არის ნულოვანი რიგის პარმონიკი. 
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მოცემული ფუნქციის გაშლა #0სIC მწკრივად წარმოადგენს ეგრეთ- 
წიდებული „ჰარმონიული ანალიზის“ შინაარსს. აღნიშნული მწკრივით 
სარგებლობის დროს აქტუალური მნიშვნელობა ენიჭება ძე, ძი,, ხა, კოე- 

ფიციენტების მოძებნას. მათი მოძებნა დამყარებულია შემდეგ ინტეგრა- 

ლებზე: 

# 7 

#/ 510 ?/ (X 7X=0 ; I C05 1) C)1 0X=0 (1) 
0 0 

4' 0, თუ 1M=7! 

C05 1) საX 605 11 (01 (7X+= 2 / ” თ #1 თX90ჯ 1, თუ »=/ (3 

2 

/' 0, თუ II59-V/ 

/ 5)ი 0 X.510ი 10 X0X=2 7' (3) 
ი 5) თუ 1I)=IM 

# 

/ 60§ 1/) თ X · §10 CV X 7;=0 (4) 
0 

შეამოწმეთ ამ ინტეგრალების სამაროლიანობა. ჩასმის დროს მხედვე- 

ლობაში მიილეთ »- 2. 
თ 

ძის გამოსათვლელად ასე უნდა მოვიქცეთ: გავაინტეგროთ (ა)-ს ყო- 
% '7. 

ხელი წევრი 0-დან I-დე. მარცხენა მხარეზე გვექნება წ! #(2%) ძ»ჯ, ხო–- 
, 0 

# · 
ლო მარჯვენა მხარზე კი ძიაძX, დანარჩენი წევრები ყველა მოისპობა 

0 ) 

7 L 
/ #/(X)ძ»= / იი #/X= ძე 1. 

0 0 

I 1 
რ–+ /, წენ3) (69 (5) 

რ-ის მოსაძებნად გავამრავლოთ (ა)-ს ორივე მხარე 605 თ; და გა- 

ვაინტეგროთ ყოველი წევრი 0-დან I-დე. მარჯვენა მხარეზე ინტეგრა- 

თანახმად (1)–სა. 

ამრიგად, 

აქედან 

7 
ლები ყველა მოისპობა, გარდა “/. C0§1? ი XძX, თანახმად (2) და 

0 
(4)-სა. 

18, ომაოლისი მათიმარისის პრა4ტი სომი. 273



ამრიგად, მივიღებთ! 

7 » 
წ #(9605#0თ #რ=რ |. C089 1 X ძX =4%2, 

0.“ ს 

რ=+ # (X) 505 თ XძX (6) 

  

აქედან 

ანალოგიურად მოიძებნება ხ,. ამისთვის (ა)-ს ორივე მრარე გავამრავ-. 

ლოთ §)ი თით ჯ და გავაინტეგროთ ყოველი წევრი 0-დან 71-დე. მარჯვენა 

” , 7 

მხარეზე ინტეგრალები ყველა მოისპობა, გარდა »V. 51ი2 # თ X მჯ, თა- 

0 

ნახმად (3) და (4)-სა. 

ამრიგად, გვაქვს: 

ჯ # ხს. 
#(ი0 ვი #ჯთ 2 ძX=ხეი 81იბ? ჯი XX =–-5-, 

0 : 0 2 

2 /1 
=+X /, #ხევ§3ი ჯი Xჯძიჯ (7) 

70 

  

აქედან 

იმ შემთხვევაში, როდესაც თ=1 (ანუ X=2%), მაშინ I0VსII6L მწკრივი 

ასეთ სახეს ღებულობს: 

#(X)ლ=ძა+ (თ, C05 X+ხ, 51ი X) + (თ, C05 2X + ხ, 51ი 2X) + 

–+(ძე 605 3X+ ხე §51ი 37) + (ბ) 

45), (6) და (7) ფორმულები კი დაიწერება: 

1 / 2 
ძი=-- # #()ძX 

ი.=+- #(X) 605 1 X ძჯ 
0 

ხალ (X) §1ი 7 X ძ»ჯ 
0 
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როდესაც /(X»X) ფუნქციის პერიოდი არის 2», უკანასკნელი ფორმუ- 
ლები ასეც შეიძლება დაიწეროს: 

რ / , /ო4 

=> #(X)C608XM#ძX» 

== ოე §1ი MX ძX 
%7-X 

1, გავშალოთ მწკრივდ /(7-) =+ ფუნქცია (–-», +X) შუალედში, 

თუ პერიოდი. არის 2». 

რადგან ფუნქციის პერიოდი არის 2», ამიტომ შეგვიძლიან გამოვიყე–- 

ნოთ უკანასკნელი ფორმულები: 

1 +% ჯ 
მი“ ი ---მX=0 

1 +“% 4. - 

თ-+> /. -% C08#X0X=0 
# ! 2 4 

რადგან 
=0 და ძ„=0, 

ამიტომ საძიებელი მწკრივი კოსინუსებს არ შეიცავს. 

C 

+% 
ხ-+ /. -“ 80 MX ძX 

%X I » 4 

გამოვთვალოთ ნაწილობრივ: 

ვიპოვოთ ახლა 

X=#% და §1ი 71 XძX=ძს, 

    

აქედან 

1 +“ 

ხალ X 5106 1) XძX= 
41 –ჯ 

1 +I 1 + 

=- XC0519MX + C057 X0ძX. 
4” # –» 41 1! _ჯ 

 



მაგრამ უკანასკნელი ინტეგრალი ნულის ტოლია, მაშასადამე, 

ს 1 
ხ,ლ= – |C05 11 «+ C05 ( –– # X)|= ოე: 57%. 

როდესაც 7 კენტია, გვაქვს: 

1 1 # 1 
ხ.=--: ხე:=+-; ხ.=+6“' · 

როდესაც 7” წყვილია: 

1 1 1 
ხე=-–-+7 ხ,ლ=– 8: ხა=–15' 

აღნიშნულის გამო მოცემული ფუნქცია ასე გაიშლება: 

=41 ყი 1 ყი 2; + 1 8ი3X- > 90 4++ =-გ- 59 7 –- –- 80 2X + C=- §81ი 3X-–-ვ- ხწX-+ · 

>
!
 > 

/ C “« 

დავალება: ანალოგიურად გაშალეთ მწკრივებ ად 3 და > ფუნქცი- 

ები (–», +«») შუალედში. პერიოდი 2». 

2. გავშალოთ ახლა მწკრივად =-- ფუნქცია (–-X, ++) შუალედში. პე- 

რიოდი 2». 

მართალია, ამ ფუნქციის გაშლის დროს კოეფიციენტები საერთო წე- 

სით გამოითვლება, მაგრამ უფრო მიზანშეწონილია აქ ასე მოვიქცეთ. 

L 
ავიღოთ -- ფუნქციის გაშლა: 

ჯ1'" 1... 13. 
2 2 ში? ==” 5 X+-=- 50 · 

გავაინტეგროთ ორივე მხარე. ინტეგრობის დროს მიღებული მუდმივი 

აღვნიშნოთ «ე-თი. გვექნება: 

ჯ 1 1 1 ' 404 ქე= იე აძის : . ჟე. C 1 ჯი 31 0ჯ:. / 2 ძა: > | თია ია: > |“ 2XძX + > / 2 I: 

აქედან 
კჯ 1 1 1 
“გ ძი“ - 095 X+ ვ 005 2X-–186 C05 3ჯ-+ · (18) 

განვსახღვროთ ახლა ია, ამისთვის გავაინტეგროთ უკანასკნელი ტო:- 
ლობა –»-დან +X-დე.



მარჯვენა მხარეზე ინტეგრალები ყველა მოისპობა, გარდა პირველი 
ინტეგრალისა, მაშასადამე, 

+-7# ქ +% 

გრ%=რ /. “X ი” 
ჯ? 

24 

აქედან 

ჩი 

ჩავსვათ მიღებული ძე-ს მნიშვნელობა (I)-ში: 

-2 –-? ჯ 2 1 1 
605 X+---- 60052X-–- -–--605 3X+ .· 8 242 8 18 

დავალება: გაშალეთ Xჯ და «+ ფუნქციები, შემდეგ წინა მაგალითის 

23 6 
ანალოგიურად იპოვეთ –- და <> |შუალედი არის (–-+, +X), პე 
რიოდი 2»). 

3. გაშალეთ », «, C05 X ფუნქციები (–», +%) შუალედში. 

L0CVMI6I-ს მწკრივის კოეფიციენტების გამოთელა ასეც წარმოებს: 

როგორც „ვიცით, 

+% 'ჯ 

#0ეძXჯ=2 / #0ეძხი 
–? 0 

როდესაც /(X) ფუნქცია წყვილია, და 

ს” #ც)ძ»=0, 
–? 

როდესაც #0: კენტია. (იხილე შენიშენა გე. 192) 

ამის გამო გვაქვს: 

რ=+ / /თრი თ=+ |  /თთა/ირი ,=0 (I) 
"70 " 70 

როდესაც #C) წყვილია, 

2 2” 
ძა=0: ძა=0; => | #ცევი” ჯძX (I,) 

#“V 0 

როდესაც /(X) კენტია, 

?77



როდესაც ნებითი /(X) ფუნქციაა მოცემული, მაშინ შესაძლებელია მისი 

გაშლა (0, >) შუალედში ისეთ მწკრივად, რომელიც მარტო სინუსებს შე- 

იცავს და ისეთ მწკრივადაც, რომელიც მარტო კოსინუსებს შეიცავს. პირ– 

ველ შემთხვევაში უნდა ვისარგებლოთ (I,) ფორმულით, ხოლო მეორე 

შემთხვევაში (I,)) ფორმულით. 

4. პირველ მაგალითში ჩვენ + გავშალეთ სინუსებად (–», +?) შუა- 

ლედში. გავშალოთ ახლა იგივე ფუნქცია კოსინუსებად (0, #) შუალედში. 
კოეფიციენტების მოსაძებნად ვისარგებლოთ (I,) ფორმულით: 

1 # # ჯ 

რ=+. | “გ-ძX=-ც- 
0 

2 ი 1 
«=> /. წერაა # X0X= => (005 I =–1)= 

0, თუ ”" წყვილია და 

1 
– 3) თუ ჯ კენტია 

აქედან მოცემული. ფუნქცია ასე გაიშლება: 

ჯ ჯ 1 1 
–-=8“> C05 X-–3> C05 3ჯ. 

ანუ 

ჯ _ %ჯ == 1.- ვ 
2 =5-> (205»++- 05 3X + · ') 

· 
5. გაშალეთ –- სინუსებად (0, X) შუალედში. 

მითითება: ისარგებლეთ (II) ფორმულით. 

შენიშვნა: იმ შემთხვევაში, როდესაც ფურიეს მწკრივის კოეფი- 

ციენტების ზუსტი გამოთვლა მოუხერხებელია ან შეუძლებელი, მაშინ 

უნდა მივმართოთ ინტეგრალების მიახლოებითი გამოანგარიშების ერთ- 

ერთ ფორმულას,



რინაარსი 

წინასიტყვაობა 

თავი პირველი 

განუსაზღვრელი ინტეგრალები 

ძირითადი ინტეგრალები 

წინასწარი შენიშვნა 
უშუალო” ინტეგრაცია 

ჩასმის ხერხი . . 
ნაწილობითი ინტეგრაცია 

რედუქციის ფორმულა 
რაციონალური წილადის ინტეგრაცია 

წილადის მარტივ ქლემენტებად დაშლა 
ალგებრული ნაწილის გამოყოფა 

ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრაცია 

ეილერის (LსIC.) ჩასმები 

რედუქციის მეთოდი (ალგებრული ნაწილის გამოყოფა) 
აბელის (#ხიI) ჩასმა 

დიფერენციალური ბინომები (ძირითადი ხასმები) 

ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა ინტეგრაცია 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ინტეგრალები 
ტრიგონომეტრიული ჩასმები 

წრიული ფუიქციების ინტეგრალები 
ლოგარითმული ფუნქციების ინტეგრალები 
მაჩვენებლიანი ფუნქციების ინტეგრალები 
განუსაზღვრელი კოეფიციენტების მეთოდი“ 
კომპლექსური რიცხვების მეთოდი . 

თავი მეორე 

განსაზღვრული ინტეგრალები 

განსახღვრული ინტეგრალის გამოთელა 
საზღვრების შეცვლა 

ფართობების გამოთვლა ... 
ფართობების გამოთვლა პოლარ კოორდინატებში · 
მბრუნავი სხეულების მოცულობა და პირეული 
რკალის სიგრძე . 
ბრტყელი ფიგურის სტატიური მომენტები და ' სიმძიმის ცენტრი 
ინეროტიის მომენტი , 

წყლის ამოქაჩვა რეზერვუარიდან. 
წყლის დაწოლა საგუბარზე 

ინტეგრალის უსასრულო საზღვრები თ... 
შემთხვევა, როდესაც ინტეგრალსქვეშ მდგომი ფუნქცია წყვეტას გაწიცდის 
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