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I თავი. რხევითი სისტემები 

შესავალი 

Cven garSemo arsebuli movlenebis umravlesoba 

xasiaTdeba ganmsazRvreli parametrebis rxeviTi cvaleba-

dobiT, raime monotonurad cvladi parametris (drois) 

mimarT. aseT procesebs rxeviTi procesebi ewodeba. rxeviT 

sistemebs, zogjer, oscilatorebs uwodeben. 

zogad SemTxvevaSi, rxeviTi sistema xasiaTdeba 

Tavisuflebis xarisxiT anu sistemis ganmsazRvreli 

parametrebis aucilebeli raodenobiT. magaliTad, Tu  

vswavlobT myari sxeulis brunviT rxevebs simetriis RerZis 

garSemo, maSin moZraobis aRsawerad sakmarisia erTi 

parametri -  mobrunebis kuTxe. rac niSnavs, rom aseT 

SemTxvevaSi, gvaqvs sistema, romlis Tavisuflebis xarisxi 

erTis tolia. rxeviTi sistemebis ZiriTadi Taviseburebebi 

naTlad Cans iseTi oscilatorebis magaliTzec, romelTa 

Tavisuflebis xarisxi erTis tolia. amitom simartivi-

saTvis,  ganvixilavT rxeviTi sistemebis ZiriTad cnebebs 

swored aseTi martivi oscilatorebis magaliTze, Tumca 

arsebobs iseTi rxeviTi sistemebic, romelTa Tavisuflebis 

xarisxi erTze metia. 

rxeviTi sistemebis daxasiaTeba xdeba aseve ori ZiriTadi 

mimarTulebiT. Eesenia: wrfivi da arawrfivi rxeviTi 

sistemebi, imis mixedviT, Tu rogor tips miekuTvneba is 

diferencialuri gantolebebi, romlebic aRweren Sesabamis 

maTematikur modelebs. realuri rxeviTi sistemebi 

yovelTvis arawrfivia, Tumca miaxloebiT, kvlevis 

gamartivebis mizniT, isini SeiZleba Seicvalos Sesabamisi 

wrfivi sistemebiT. 

vTqvaT, ganixileba rxeviTi sistema erTi ganmsazRvreli 

 parametriT, romelic damokidebulia monotonurad 

cvlad  parametrze. 

 

)(tx

t
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gansazRvreba. iseT rxeviT sistemebs, romelTaTvisac 

adgili aqvs  tolobas perioduli rxeviTi 

sistema ewodeba. xolo iseT Т minimalur mniSvnelobas, 

romlisTvisac am tolobas aqvs adgili rxeviს periodi 

ewodeba. 

gansazRvreba. rxevis periodis  Sebrunebul 

sidides rxevis sixSire ewodeba. rxevis sixSire gviCvenebs 
srul rxevaTa raodenobas monotonuri parametris (drois) 
erTi erTeuliT cvlilebisას.  Tu rxevis periods, wamebSi 

gavzomavT, maSin rxevis sixSiris erTeuli იქნება herci 
(rxevaTa ricxvi erT wamSi). 

rxevis sixSiris dasaxasiaTeblad, zogjer, iyeneben   
კუთხურ  სიხშირეს, romelic gamoxatavs rxevaTa raodenobas 

 wamis (monotonuri parametris mniSvnelobis) ganmav-

lobaSi, . 

qvemoT, mocemulia im rxeviTi procesebis rxevis sixSi-

ris ricxviTi mniSvnelobebi (gamosaxuli wm-1 erTeulebSi), 

rac bunebaSi gvxvdeba: 

10-10 – planetebis saukunebrivi SeSfoTebebis sixSire; 

10-8 – planetebis brunvis sixSire; 

10-5 – moqceva-ukuqcevis sixSire; 

101 – rxevis sixSire manqanebSi; 

100 – wamebis qanqara; 

104 – akustikuri rxevebi; 

105 – 108 – ultrabgeriTi meqanikuri rxevebi; 

50 – cvladi deni; 

1012 – infrawiTeli gamosxiveba; 

)()( Ttxtx +=

T
f 1
=

ω

π2

T
f ππω 2 2 ==
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1015 – xiluli optikuri speqtri; 

1018 – rentgenis sxivebi; 

1020 -  sxivebi; 

1023 – kosmosuri sxivebi. 

rxeviTi procesebi aseve xasiaTdebა   amplitudiT. 

gansazRvreba. erTi sruli rxevis ganmavlobaSi 

gadaxris naxevris sigrZes amplituda ewodeba. 

Tu  udidesi da  umciresi mniSvnelobebia  

gadaxrisაs rxevis erTi periodში ganmavlobaSi, maSin rxevis 

amplituda . 

perioduli rxevisas gadaxris ganzogadebuli 

koordinati  asrulebs rxevebs saSualo mniSvnelobis 

midamoSi . simetriuli rxevebis SemTxvevaSi, es 

mniSvneloba Seesabameba agreTve wonasworobis an uZraobis 

mdgomareobas. 

gansazRvreba. Tu  funqcia mxolod miaxloebiTaa 

perioduli anu  winaswar arCeuli  mcire 

sididisaTvis, maSin  funqcias TiTqmis perioduli 

funqcia ewodeba.  

rxeviTi sistemebi xasiaTdeba rxevis amplitudis 

cvlilebiთ raime monotonuri parametris(drois) mixedviT. 

ganasxvaveben: rxevebs zrdadi amplitudiT (ngrevadi 

sistemebi), mudmivi amplitudiT(perioduli) da klebadi 

amplitudiT (milevadi).  

γ

A

maxx minx )(tx

( )minmax2
1 xxA −=

)(tx 0x

( )minmax0 2
1 xxx +=

)(tx

ε≤+− )()( Ttxtx ε

)(tx
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rxevebi zrdadi amplitudiT 

 

rxevebi mudmivi amplitudiT 

 

 

rxevebi milevadi amplitudiT 

rxeviTი sistemebი, warmoqmnis meqanizmidan gamomdinare, 
iyofa Semdeg tipebad: 

1. sakuTrivi rxeviTi sistemebi (Tavisufali rxevebi); 

2. avtorxeviTi sistemebi (TviTagznebadi rxevebi); 

3. parametruli rxeviTi sistemebi (parametriT 

agznebadi rxevebi); 
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4. iZulebiTi rxeviTi sistemebi (maiZulebeli Zalis 

gavleniT warmoSobili rxevebi); 

5. bmulი  rxeviTi sistemebi (erTmaneTTan SekavSirebuli 

ramdenime rxeviTi sistema).  

ganvixiloT rxeviTi sistemis TiToeuli  tipi. 

sakuTrivi(Tavisufali) rxeviTi sistemebiს dinamika 

mTlianad emyareba sawyis biZgs da Semdeg  aRar iRebს gare 
zemoqmedebas. e.i. energiis gazrda ar xdeba sistemis garedan. 
Gganixileba ori tipis sakuTrivი(Tavisufalი) rxeviTი 
sistemebი: aradempfirebuli da dempfirebuli.  
dempfirebuli rxeviTi sistemebi imiT gamoirCevა, rom  

adgili aqvs energiis daxarjvas winaaRmdegobis Zalebis 

daZlevaze. 

magaliTad, gravitaciuli qanqara sawyisi biZgis Semdeg  

Tavisufal rxevas iwyebs. Tavisufali rxeviTi sistemebis 

dinamika aRiwereba erTgvarovani diferencialuri 

gantolebebiT. 

sakuTrivi rxevebisagan gansxvavebiT, avtorxeviT 

sistemebSi adgili aqvs energiis garedan Semodinebas. 
amasTan, energiis wyaro araa TviTon rxeviTi sistema. 

sistema garedan iRebs zustad imden energias, ramdensac 

xarjavs. 

magaliTi ganvixiloT saaTi, romelSic energiis wyaro  

aweuli tvirTi an SekumSuli zambaraა. aseTi saaTi 

avtorxeviT sistemas warmoadgens. avtorxevebi aRiwerebა  
arawrfivi diferencialuri gantolebebiT. 

sakuTrivi rxevebisa da avtorxeviTi sistemebis 

SemTxvevaSi rxevis sixSire ganisazRvreba TviT rxeviTi 

sistemis xasiaTidan gamomdinare, amitom aseT sistemebs 

avtonomiur sistemebs uwodeben.  

maTgan gansxvavebiT, parametrul da iZulebiT rxeviT 

sistemebs heteronomiul sistemebs uwodeben, radgan aseT 
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sistemebSi rxevis sixSire ganisazRvreba gare zemoqme-

debidan gamomdinare. parametruli agznebadobis sistemeb-Si, 

gare zemoqmedeba iwvevs sistemis Sida parametrebis 

periodul cvalebadobas. magaliTad, maTematikuri qanqara 

Zafze Camokiduli tvirTiT, roca Zafis sigrZe periodulad 

icvleba. parametruli rxeviTi sistemebis maTematikuri 

modelebi imiT gamoirCevა, rom Sesabamisi diferencialuri 

gantolebebis zogierTi koeficienti aris monotonuri 

parametris(drois) periodulი funqcia. 

iZulebiT rxeviT sistemebSi, sistemaze aseve moqmedebs  

gare Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq rxeviT 

procesebs ki gansazRvravს ara perioduli parametrebi, 

aramed damatebiTi wevrebi Sesabamis maTematikur modelSi, 

rac Sesabamisi diferencialuri gantolebebis 

araerTgvarovnebas iwvevs.   

bmuli rxeviTi sistemebis SemTxvevaSi, saqme gvaqvs or 

an met  rxeviT sistemasTan, romlebic axdenen erTmaneTze 

gavlenas. Tu erTi sistema axdens gavlenas meoreze, xolo 

meore ver axdens gavlenas pirvelze, es ar iqneba bmuli 

rxeviTi sistema. aseT SemTxvevaSi, ZiriTadi (pirveli) 

sistema iqneba Tavisufali, xolo meore sistema iqneba 

iZulebiTi rxeviTi sistema, romelic  pirveli sistemiT 

imarTeba. 

P.S. arsebobს Sereuli tipis sistemebic, romlebic 

erTdroulad iZulebiTi da avtorxeviTi sistemebiა da a.S. 

ganvixiloT jer wrfivi rxeviTi procesebi anu iseTi 

rxeviTi procesebi, romelTa Sesabamisi maTematikuri 

modelebi warmoadgens wrfiv diferencialur gantolebebs 

Sesabamisi sawyisi pirobebiT.  
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1.1.1. არადემპფირებული თავისაუფალი რხევითი პროცესების 
მათემატიკური მოდელირება 

Tavisufali rxeviTi procesebi warmoiSobა, roca 

sistemaze sawyis momentSi moqmedebს amZravi Zalebi, 

romlebic Semdeg qrebა da sistemassaSualebas aZlevს  
gamoaCinos Tavisi Sinagani buneba. Tavisufali rxeviTi 

procesebis dros, sistemis kinetikuri da potenciuri 

energiebi periodulad cvlian erTmaneTs. Tu sistemis 

kinetikuri da potencialuri energiebis jami monotonuri 

parametris(drois) mixedviT ar icvleba (mudmivia), maSin am 

sistemas konservatიuli ewodeba. Kkonservatიul sistemebSi 

gvaqvs aradempfirebuli (aramilevadi) rxevebi.  

 

1.1.2. aradempfirebuli, Tavisufali meqanikuri rxeviTi 

procesebis modelireba 

 

 

nax. 1.1. wrfivi oscilatოris meqanikuri magaliTi 

 

ganvixiloT wrfivi oscilatoris meqanikuri rxevebi 

nax.3.1-is magaliTze.  masis sxeuli  sixistis  zambariT 

დაკავშირებულია kedelTan, sadac zambaris meore mxare 

mWidrodaa Camagrebuli. aseT SemTxvevaSi, niutonis meore 

kanons CavwerT  masis sxeulisaTvis 

.                                        (1.1) 

m c

m

cxxmxm
dt
d

−==





 ⋅⋅⋅
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miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikur 

models: 

,                                              (1.2)  

,                                       (1.3)                  

sadac 

  rxevis kuTxuri sixSirea. 

koSis (1.2)-(1.3) amocanis analizuri amonaxsni moicema 

formuliT 

                                  (1.4) 

an formuliT 

,                                       (1.5) 

sadac  rxevis sawyisi fazaa da 

.                                 (1.6) 

rxevis periodi da sixSire, Sesabamisad iqneba: 

.                                          (1.7) 

aseT rxevebs Seesabameba nax. 1.2. 
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nax. 1.2. Tavisufali aradempfirebuli rxeviTi sistemis 

dinamika 

rogorc vxedavT, gvaqvs perioduli rxevebi mudmivi  

amplitudiT, romelic damokidebulia rxeviTi sistemis 

sawyis mdgomareobaze, zambaris sixisteსა da merxevi 

sxeulis  masaze. 

Teorema. Tavisufali rxeviTi sistemis sruli meqanikuri 

energiis sidide ar icvleba drois mixedviT. 

damtkiceba.  marTlac, ganvixiloT dinamikis gantoleba, 

gavamravloT orive nawili  siCqareze da vaintegriroT,  

miviRebT 

 

r.d.g. 

Tavisufali rxeviTi sistemis energia 

,  

anu sistemis energia pirdapirproporciulia rxevis 

amplitudis kvadratisa.  
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1.1.3. არადემპფირებული თავისაუფალი ელექტრული რხევითი 
პროცესების მათემატიკური მოდელირება 

 

nax. 1.3. rxeviTi konturi 

Tu eleqtruli wredi Seicavs  tevadobis 

kondensatorsa da  induqciurobis mqone koWas, maSin am 

wredSi SeiZleba aRiZras eleqtruli rxevebi.  aseT wreds 

rxeviT konturs uwodeben (nax. 1.3). vTqvaT, kondensatoris 

zeda firfita damuxtulia dadebiTad, xolo qveda – 

uaryofiTad (nax. 1.3.а). rxeviTi konturis mTeli energia 

Tavmoyrilia kondensatorSi. CavrToT K CamrTveli, maSin 

kondensatori daiwyebs ganmuxtvas da  koWaSi deni  gava.  
kondensatoris eleqtruli energia daiwyebs koWas magnitur 

energiad gardaiqmnas. es procesi damTavrdeba, roca moxdeba 

kondensatoris mTliani ganmuxtva da wredSi gveqneba 

maqsimaluri denis Zala (nax. 1.3.б). am momentidan denis Zala 

daiwyebs Semcirebas ise, rom ar Seicvlis mimarTulebas. 

magram Semcireba TandaTan  moxdeba,  vinaidan mis Semcirebas 
ewinaaRmdegeba koWas TviTinduqciis eleqtromamoZravebeli 

Zala. denis xarjze daiwyeba kondensatoris damuxtva, 

warmoiqmneba eleqtruli veli, romelic შეamcirebs denis 
Zalas.Bბolos da bolos kondensatori miiRebs maqsimalur 

muxts, xolo deni gaTavdeba. amis Semdeg, kondensatori 

daiwyebs ganmuxtvas da deni daiZvreba sapirispiro 

C
L

L
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mimarTulebiT da a. S. konturSi Tu  winaRoba ar iqneba, 
maSin miviRebT  peri-odul rxevebs. 

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. vTqvaT,  

aris kondensatoris muxtis sidide, – kondesatorze 

modebuli Zabva, maSin 

.                                                (1.8) 

aseve, Tu  aris denis Zala da  koWaze modebuli 

Zabva 

.                                               (1.9) 

kirxofis kanonis Tanaxmad,  gveqneba gantoleba: 

.                                    (1.10)     

denis Zala aris muxtis cvlilebis siCqare anu 

.                                                (1.11)   

(3.10),(3.11) tolobebidan gveqneba:  

.                                           (1.12)  

Tu SemoviRebT aRniSvnas: 

,                                              (1.13) 

maSin rxeviTi konturis gantoleba (1.12) gadaiwereba 

Tavisufali rxevebis kanonikuri gantolebis saxiT: 

.                                            (1.14) 
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miiReba  sixSiris harmoniuli eleqtruli 

rxevebi, xolo rxevis periodi iqneba: . am 

formulas eleqtrodinamikaSi tompsonis formulas 

uwodeben.  

rxeviTi sistemis dinamika iseTivea, rogorc 1.2 naxazzea 
gamosaxuli. 

P.S. rogorc vxedavT, miviReT igive saxis maTematikuri 

modeli, rogoric Tavisufali meqanikuri rxevebis dros. 

rac  niSnavs, rom buneba erTiania da Tavisufali rxeviTi 

sistemebi eleqtruli sistemebisaTvis emorCileba igive 
kanonzomierebაs, rასაც  meqanikuri sistemebisaTvis. 

 

1.1.4. არადემპფირებული თავისაუფალი სოციალური რხევითი 
პროცესების მათემატიკური მოდელირება 

ganvixiloT volteras cnobili modeli  mtacebeli-

msxverpli. am modelSi, ori saxeobis cxoveliა. aqedan, erTi 

saxeobis cxoveli ikvebebა meore saxeobis cxoveliT. xolo 

meore saxeobis cxoveli ikvebeba balaxiT. ismis kiTxva, 

mosalodnelia Tu ara, rom pirvelma saxeobam mTlianad 

gaanadguros meore saxeobis cxoveli ? 

am saxeobaTa raodenobis Sesaswavlad avagoT Sesabamisi 

maTematikuri modeli. vTqvaT,  aris pirveli saxეობis 
(mtaceblebis) raodenoba drois mocemul momentSi, xolo 

 - msxverplis Sesabamisi raodenoba. Tu msxverpli 

cxovrobs marto Sesabamisi kvebis arealze, maSin misi 

raodenoba izrdeba da  

,                                             (1.15) 

sadac  zrdis siCqaris koeficientiა. 

LC
1

0 =ω

LCT π
ω
π 22

0
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aseve, Tu mtaceblebi marto aRmoCndebian, maSin maTi 

raodenoba SimSilis gamo ganadgurdeba. Sesabamis kanons 

aqvs saxe: 

,                                             (1.16) 

sadac  aris mtaceblebis sikvdilianobis siCqaris 

koeficienti. 

exla ganvixiloT, am ori saxeobis erTdrouli 

Tanacxovreba Sesabamis arealze. maSin mtaceblebis 

gamravlebis siswrafe damokidebuli iqneba msxverplTan 

maTi Sexvedrebis raodenobaze, romelic  sididis 

proporciulia. maSasadame, sabolood miviRebT volteras 

models 

,                                       (1.17) 

,                                       (1.18) 

sadac  msxverplis sikvdilianobis koeficientia 

mtaceblebTan Sexvedris gamo;  - mtaceblebis gamravle-

bis koeficienti. 

exla, ganvixiloT am modelis wonasworobis wertilebi 

anu is mniSvnelobebi, romelTa drosac sistema 

stacionarulia 

 ,                                   (1.19) 

.                                    (1.20) 

am sistemis aratrivialuri amonaxsnia 

.                                     (1.21) 

saxeobaTa raodenobebis wonasworuli mniSvnelobebis 

mcire midamoSi anu, roca  da  mcire sidideebia, 

gvaqvs Tanafardobebi: 

111 NN ε−=
⋅

1ε

21 NN ⋅

212111 NNNN γε +−=
⋅

211222 NNNN γε −=
⋅

1γ
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⋅
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.                         (1.22) 

Tu am mniSvnelobebs SevitanT volteras (1.19),(1.20) 
modelSi da movaxdenT miRebuli gantolebebis 

linearizacias, miviRebT sistemas: 

,                                             (1.23)  

.                                            (1.24) 

Tu (1.23) gantolebaს droiT gavawarmoebT da  
gaviTvaliswinebT (1.24)  gantolebaს, miviRebT: 

.                                            (1.25) 

sadac, Tu SemoviRebT aRniSvnas 

,                                              (1.26) 

miviRebT Tavisufali sistemebis rxevis kanonikur 

gantolebas: 

.                                            (1.27) 

P.S. rogorc vxedavT, aqac miviReT Tavisufali rxeviTi 

sistemebis rxevis maTematikuri modeli. naTlad Cans,   ori 

saxeobis Tanacxovrebis Sedegi damokidebulia maTi 

gamravlebisa da sikvdilianobis siCqareTa koeficientebis 

mniSvnelobebze. 

 

1.1.5. არადემპფირებული თავისაუფალი ეკონომიკური რხევითი 
პროცესების მათემატიკური მოდელირება                         

ფრანგიშვილი-ობგაძის მოდელი 

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 

,                   (1.28) 
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sadac  moxmarebaa,  - investiciebi,  - erovnuli 

Semosavali. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 
SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 

,                      (1.29) 

sadac  aqseleraciis koeficientia.  

 moxmareba erovnuli Semosavlis funqciaa da 

damokidebulia moxmarebis mTel wina istoriaze 

.                     (1.30) 

Tu (1.29) da (1.30) gamosaxulebebs SevitanT (1.28) 
wonasworobis gantolebaSi, miviRebT: 

.                                                            (1.31) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT, miviRebT: 

                                (1.32) 

anu miviRebT dinamikis frangiSvil-obgaZis diferenci-

alur gantolebas Semdegi saxiT: 

.                                                  (1.33) 

radgan , SeiZleba (1.33) gantoleba gavyoT -ze.  

miviRebT dinamikur gantolebas: 

.                                                 (1.34) 

Tu frangiSvil-obgaZis (1.34) ganzogadebul gantoleba-

Si movaxdenT Casmas:  

 da ,                        (1.35) 

)(tC )(tI )(tX

⋅
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maSin dinamikis (1.34) gantolebidan miviRebT Tavisufali 

rxeviTi sistemebis kanonikur gantolebas: 

.                                       (1.36) 

P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT Tavisufali rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli. rac imas mowmobs, rom 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

universaluria da gvxvdeba sruliad sxvadasxva Sinaarsis 

amocanebis gadawyvetisas.  

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. SeadgineT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli da gamoikvlieT miRebuli sistemis rxevis 

periodi, sixSire, faza da amplituda, sistemis sawyisi 

mdgomareobidan gamomdinare. 

2. SeiswavleT energiis Senaxvis kanoni Tavisufali rxeviTi 

sistemebisaTvis. 

3. gamoikvlieT Tavisufali rxeviTi sistema fazur 

sibrtyeze. ipoveT traeqtoriebi fazur sibrtyeze. 

4. SeadgineT meqanikuri rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli (zambaraze gamobmuli tvirTi, nax.1.1) im 

SemTxvevaSi, roca  masis tvirTze moqmedebs xaxunis 

Zalac. iqneba Tu ara aseTi sistema Tavisufali? rxevebi 

iqneba dempfirebuli, Tu ara? 

5. CamoTvaleT rxeviTi sistemebis tipebi. 

 

1.2.1. დემპფირებული თავისუფალი რხევითი პროცესების 
მოდელირება 

Tu rxeviTi sistemis mTliani energia mcirdeba 

(winaaRmdegobis Zalebis gadalaxvaze Sesrulebuli 

muSaobis gamo), maSin aseT sistemas dempfirebuli sistema 

ewodeba. dempfirebul Tavisufal sistemebSi gvaqvs 

0)()( 2
0 =+

⋅⋅

tXtX ω

m
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dempfirebuli (periodul-milevadi an araperiodul-

milevadi) rxevebi. 

 

1.2.2. დემპფირებული თავისუფალი მექანიკური რხევითი 
პროცესების მოდელირება 

ganvixiloT dempfirebuli sakuTrivi (Tavisufali) meqa-

nikuri rxeviTi sistemis magaliTi (nax. 1.4). roca zambaris 
sixistea , xolo tvirTis zedapirTan xaxunis koeficienti 

, maSin . 

 

nax. 1.4. dempfirebuli sakuTrivi rxevebi m masis 
tvirTis zedapirTan xaxunis gaTvaliswinebiT 

SevadginoT m masis tvirTis Tavisufali rxevis 

maTematikuri modeli xaxunis Zalis gaTvaliswinebiT  

.                                   (1.37) 

Tu (1.37) gantolebis orive mxares gavyofT m masis 
mniSvnelobaze da SemoviRebT aRniSvnebs: 

,                                       (1.38) 

miviRebT dempfirebuli Tavisufali (sakuTari) rxeviTi 

sistemis models:    

,                                         (1.39) 

sadac   sistemis Tavisufali rxevebis sixSirea,   

c

k
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  - milevis koeficienti.                         

Tu (1.39) diferencialur gantolebaSi movaxdenT 

eileris Casmas , maSin miviRebT Sesabamis 

maxasiaTebel gantolebas:  

.                                         (1.40) 

rac niSnavs, rom (1.39) diferencialuri gantolebis 

zogad amonaxsns aqvs saxe:  

, .                        (1.41) 

aq unda ganvixiloT sami SemTxveva: 

Tu , maSin (1.41) tolobidan gamomdinare, gvaqvs 

maxasiaTebeli algebruli gantolebis ori kompleqsuri 

urTierTSeuRlebuli  amonaxsni. am SemTxvevaSi, diferen-

cialuri gantolebis zogadi amonaxsni Semdegia: 

.                    (1.42) 

rxevis periodi:  

, xolo  da  mudmivi ricxvebi ganisaz-

Rvreba  

                                                (1.43) 

                                               (1.44)           

sawyisi pirobebidan gamomdinare.  

                              (1.45) 

              (1.46)   

es SemTxveva Seesabameba milevad rxeviT procesebs. 
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nax. 1.5. milevadi rxevebi 

amplitudis milevadobis siswrafe regulirdeba  

parametriT, xolo dempfirebuli sistemis rxevis sixSire 

. rac  niSnavs, rom xaxunis Zala amcirebs sistemis 

sakuTari rxevebis sixSires anu dempfirebuli sistemis 

sakuTari rxevebis sixSire naklebia Sesabamisi 

aradempfirebuli sistemis rxevebis sixSireze. 

  sidides milevadi rxevebis amplitudas 

uwodeben. rogorc am formulidan Cans, rxevis amplituda, 

aseT SemTxvevaSi, klebulobs eqsponencialurad. Semovi-

RoT aRniSvna: -iT aRvniSnoT wrfivi Tavisufali dempfi-

rebuli sistemis, wonasworobis mdgomareobidan dadebiTi 

mimarTulebiT maqsimaluri mimdevrobiTi gadaxris 

sidideebi. cxadia, rom es sidideebi akmayofilebs 

rekurentul Tanadobas 

   .                                       (1.47) 

gamovTvaloT ramdenjer Semcirdeba rxevis amplituda 

erTi periodis ganmavlobaSi, miviRebT: 

( ,   ),    .    

gansazRvreba.  sidides oscilatoris milevadobis 

(Caqrobis) logariTmul dekrements uwodeben. 

γ

0ωω <

teAtA ⋅−= γ
0)(

nA

n
t

n AeA ⋅−
+ = γ

1

( )Tt
Tt eAA +−

+ ⋅= γ 0
t

t eAA ⋅−⋅= γ
0 ⇒ T

Tt

t e
A
A γ=
+

T
A
Ad

Tt

t ⋅==⇒
+

γln

Td γ=



23 
 

-logariTmuli dekrementis  Sebrunebuli sidide 

gviCvenebs im  rxevaTa  ricxvs, romlis Semdeg amplituda 

-jer klebulobs.  

- rxevis periodis ganmavlobaSi amplituda -jer 

 Mmcirdeba. 

rogorc viciT, energia rxeviT sistemaSi rxevis 

amplitudis kvadratis proporciulia, amitom, am 

SemTxvevaSi, mTliani meqanikuri energia mcirdeba (xaxunis 

gamo siTboSi gardaiqmneba)  

. 

Tu > , maSin -is orive mniSvneloba namdvil ricxvs 

warmoadgens da amave dros, orive mniSvneloba uaryofiTia. 

diferencialuri gantolebis zogad amonaxsns am 

SemTxvevaSi aqvs saxe:  

 .                        (1.48) 

es moZraobis aperioduli Caqrobaa rac naTlad Cans 

grafikidan nax. 1.6 

 
 

nax. 1.6. aperioduli milevadi moZraoba  
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Tu , maSin maxasiaTebel gantolebas aqvs erTi 

orjeradi fesvi . rogorc cnobilia, am SemTxvevaSi,  

diferencialuri gantolebis zogad amonaxsns aqvs saxe: 

.                    (1.49) 

esec aperioduli milevadi moZraobis gansakuTrebuli 

SemTxvevaa (nax. 1.7). 

 

nax. 1.7. aperioduli milevadi moZraobis 

gansakuTrebuli SemTxveva 

 

 

1.2.3. dempfirebuli, sakuTrivi eleqtruli rxeviTi 

procesebis modelireba 

ganvixiloT dempfirebuli eleqtruli rxeviTi sistema.  

 

nax. 1.8. dempfirebuli, Tavisufali eleqtruli rxeviTi          

sistema 
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am sistemaSi (nax. 1.8) aradempfirebuli rxeviTi konturi-

sagan gansxvavebiT, CarTulia  winaRoba, rac iwvevs 

energiis danakargebs da Tavisufali sistema dempfirebuli 

xdeba.  

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. vTqvaT,  

aris kondensatoris muxtis sidide, -kondesatorze mode-

buli Zabva, maSin  

,                                               (1.50) 

aseve, Tu  aris denis Zala da - koWaze modebuli 

Zabva, maSin 

.                                              (1.51) 

 Zabvis vardna  winaRobaze  

.                                              (1.52) 

kirhxofis kanonis Tanaxmad,  gveqneba gantoleba: 

.                            (1.53)     

 denis Zala  muxtis cvlilebis siCqarea anu 

.                                                (1.54)   

(1.53)-(1.54) tolobebidan  

.                                    (1.55) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

,                                    (1.56) 

maSin gantoleba (1.55) miiRebs saxes: 

,                                        (1.57) 
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sadac  sistemis sakuTari (Tavisufali) rxevebis sixSirea, 

xolo -milevis koeficienti.   

P.S. rogorc vxedavT, dempfirebuli Tavisufali 

eleqtruli rxeviTi konturis dinamikis (1.57) gantoleba 

identuria Sesabamisi dempfirebuli, Tavisufali, meqanikuri 

sistemis dinamikis gantolebisa. rac imas niSnavs, rom 

dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli, erTnairad exeba rogorc meqanikur, aseve, 

eleqtrul rxeviT sistemebs. 

 

1.2.4. დემპფირებული თავისუფალი სოციალური რხევითი 
პროცესების მოდელირება 

ganvixiloT volteras cnobili modeli  mtacebeli-

msxverpli. am modelSi, aris ori saxis cxoveli. aqedan, 

meore saxis cxovelebi ikvebebian pirveli saxis cxovelebiT. 

xolo pirveli saxis cxovelebi ikvebebian balaxiT. 

SeviswavloT am sistemis Sesabamisi dinamika. amisaTvis 

aucilebelia sistemis maTematikuri modelis Sedgena. 

avagoT, am saxeobaTa raodenobis Sesaswavlad Sesabamisi 

maTematikuri modeli. vTqvaT,  aris pirveli saxeobis 

(msxverplis) raodenoba drois mocemul momentSi, xolo 

 - mtaceblebis Sesabamisi raodenoba. Tu msxverpli 

cxovrobs marto Sesabamisi kvebis arealze, maSin misi 

raodenoba izrdeba mudmivi  siCqariT, magram 

mtaceblebTan  Sexvedra iwvevs maTi zrdis siCqaris 

Semcirebas  siCqaris koeficientiT. mtaceblebisa da 

msxverplis Sexvedris sixSire damokidebulia maTi 

raodenobebis namravlze da, maSasadame, SegviZlia 

SevadginoT Sesabamisi dinamikis gantoleba: 

.                                       (1.58) 

analogiurad, mtaceblebis raodenobis zrda damoki-

debulia msxverplTan Sexvedrebis raodenobaze, rac pirda-

pirproporciulia maTi raodenobebis namravlisa. magram, 

0ω

γ

)(1 tN

)(2 tN

0k

2k

21101 )( NNkktN −=
⋅
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mtaceblebic iRupebian siberiT, avadmyofobiT an ufro 

Zlier mtacebelTan brZolaSi. maTi sikvdilianobis 

koeficientia . maSin Sesabamisi dinamikis gantolebas 

eqneba saxe: 

.                                       (1.59) 

stacionaruli wertilis gamosaTvlelad nuls 

gavutoloT  (3.58),(3.59) gantolebebis marjvena nawilebi. 

miRebuli sistemis amonaxsni iqneba: 

.                                      (1.60) 

SeviswavloT (1.58),(1.59) sistema stacionaruli (1.60) 
amonaxsnis midamoSi. amisaTvis saZiebel raodenobebs mivceT 

mcire wanazardebi  da  anu (1.58),(1.59) gantolebebSi 

SevitanoT axali sidideebi da ukuvagdoT kvadratuli 

wevrebi mcire wanazardebis mimarT 

,                       (1.61) 

.                      (1.62) 

maSin miviRebT: 

,                          (1.63) 

.                        (1.64) 

Tu gavawarmoebT (1.63) gantolebas da SevitanT -s 

mniSvnelobas (1.64) gantolebidan, maSin  

.                                      (1.65) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

  da , 
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maSin gantoleba (1.65) gadaiwereba dempfirebuli, Tavi-

sufali rxeviTi sistemis kanonikuri saxiT: 

.                                       (1.66) 

es sistema ki ukve Seswavlili gvaqvs. 

P.S. rogorc vxedavT, dempfirebuli Tavisufali rxeviTi 

sistema gvxvdeba socialur sistemebSic. rac iZleva imis 

safuZvels, rom  CavuRrmavdeT sxvadasxva procesis aRweras 

da naklebad davixarjoT miRebuli modelebis aRmweri 

gantolebebis gamokvlevaze. 

 

1.2.5. დემპფირებული თავისუფალი ეკონომიკური რხევითი 
პროცესების მოდელირება ფრანგიშვილი-ობგაძის მოდელის ბაზაზე 

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 

,                      (1.67) 

sadac  moxmarebaa, -investiciebi, -erovnuli  

Semosavali. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba: 

,                                         (1.68) 

sadac  aqseleraciis koeficientia. garda amisa, 

 moxmareba erovnuli Semosavlis funqciaa da 

damokidebulia moxmarebis mTel winaistoriaze 

.                                      (1.69) 

Tu (1.68) da (1.69) gantolebebs SevitanT (1.67) wonaswo-
robis gantolebaSi, miviRebT: 

02 1
2
011 =++

⋅⋅⋅
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.                                                           (1.70) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT, miviRebT: 

                                                         (1.71) 

anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas 

Semdegi saxiT: 

.                                                (1.72) 

radgan , (1.72) gantoleba SeiZleba gavyoT -ze.  

miviRebT Semdegi saxis dinamikis gantolebas:  

.                                               (1.73) 

Tu frangiSvil-obgaZis (1.73) ganzogadebul 

gantolebaSi  movaxdenT Casmas 

 ,                  (1.74) 

miviRebT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

kanonikur gantolebas: 

,                                      (3.75) 

romelic ukve SeviswavleT sxva Sinaarsis procesebisaTvis. 

P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT dempfirebuli, 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. rac  

mowmobs, rom dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli universaluria da is gvxvdeba 

sruliad sxvadasxva Sinaarsis amocanebis gadawyvetisas. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. rogor sistemebs uwodeben dempfirebuls? 
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2. rogor gamoiTvleba dempfirebuli sakuTrivi rxeviTi 

sistemis milevadi rxevebis periodi, ra aris logariTmuli 

dekrementi da risTvisaa saWiro? 

3. ra SemTxvevaSi gvaqvs Tavisufal, dempfirebul sistemaSi 

araperioduli milevadi rxevebi? 

4. SeadgineT eleqtruli, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

sqema da aageT Sesabamisi maTematikuri modeli. 

5. moiyvaneT socialuri dempfirebuli sistemis magaliTi 

da aCveneT koeficientebis ra mniSvnelobebisTvisaa mosa-

lodneli milevadi rxeviTi procesebi da ra Sinaarsi 

Seesabameba am SemTxvevas. 

1.3.1. იძულებითი რხევითი სისტემების მოდელირება 

iZulebiT rxeviT sistemebSi sistemaze moqmedebs gare 

Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq Sesabamis 

maTematikur modelSi rxeviT procesebs gansazRvravს 
damatebiTi wevrebi, rac Sesabamisi diferencialuri 

gantolebebis araerTgvarovnebas iwvevs. 

1.3.2. იძულებითი მექანიკური რხევითი სისტემების 
მოდელირება 

ganvixiloT meqanikuri rxeviTi sistema im pirobebSi, 

roca gvaqvs maiZulebeli Zalis moqmedeba. 

 

nax. 1.9. iZulebiTi meqanikuri rxeviTi sistema  
maiZulebeli perioduli Zalis moqmedebis pirobebSi 

tQf  cosω=
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 gvaqvs rxeviTi sistema (nax. 1.9), romelic Sedgeba  

masis sxeulisagan, roca zambaris sixistea , xolo tvirTis 

zedapirTan xaxunis koeficienti  anu . Tu 

moZraobis gamomwvevi gare perioduli Zalaa , 

advili misaxvedria, rom niutonis dinamikis kanonidan 

gamomdinare, SegviZlia SevadginoT gantoleba  masis 

sxeulis gadaadgilebis Sesaswavlad: 

.                                  (1.76)  

gavyoT am gantolebis orive mxare  masis sidideze da 

SemoviRoT aRniSvnebi: 

                                (1.77) 

maSin gantoleba (1.76) gadaiwereba Semdegi saxiT: 

.                                              (1.78) 

amrigad, miviReT wrfivi, dempfirebuli, iZulebiTi 

rxeviTi sistemis maTematikuri modeli.  

axla SeviswavloT am sistemis Taviseburebebi. ganvixi-

loT ori SemTxveva: 

1) iZulebiTi rxeviTi sistema araa dempfirebuli; 

2) dempfirebuli, iZulebiTi rxeviTi sistema. 

 

1) Tu rxeviTi sistema araa dempfirebuli, maSin  da 

dinamikis gantoleba miiRebs saxes: 

.                                      (1.79) 

rogorc cnobilia, wrfivi araerTgvarovani diferenci-

aluri gantolebis zogadi amonaxsni tolia Sesabamisi 

erTgvarovani gantolebis zogadi  da araerTgvarovani 

gantolebis kerZo amonaxsnebis jamisa  
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.                              (1.80) 

(1.79) gantolebis Sesabamisi erTgvarovani gantolebis 

zogadi amonaxsni tolia aradempfirebuli, Tavisufali 

rxeviTi sistemis amonaxsnisa  

.                                  (1.81) 

sadac .  

araerTgvarovani (1.79) sistemis kerZo amonaxsnი  

.                                    (1.82) 

(1.82) gamosaxuleba CavsvaT  (1.79) gantolebaSi, miviRebT  

, 

saidanac  

. 

რac  niSnavs, rom (1.79) araerTgvarovani gantolebis 

kerZo amonaxsns aqvs saxe: 

.                               (1.83) 

miviReT araerTgvarovani (1.79) gantolebis zogadi 

amonaxsni (1.81), romelic gadaiwereba Semdegi saxiT: 

.                       (1.84) 

formula (1.84) ZalaSia, Tu . aseT SemTxvevaSi, 

gvaqvs ori sxvadasxva sixSiris rxevaTa jami. sistemis 

dinamika gamosaxulia nax. 1.10 - ze. 
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nax. 1.10. ori sxvadasxva sixSiris harmoniuli rxevis jami 

Tu sistemis sakuTrivi rxevis sixSire  emTxveva, 

maiZulebeli perioduli Zalis rxevis  sixSires gveqneba 
rezonansi. 

aseT SemTxvevaSi (1.79) gantolebis zogadi amonaxsnis 

gamosaTvlelad (1.84) amonaxsni gadaiwereba saxiT: 

.           (1.85)   

Tu (1.85) formulaSi gadavalT zRvarze, roca , 

lopitalis wesis gamoyenebiT miviRebT zogad amonaxsns: 

.                        (1.86) 

rogorc (1.86) amonaxsnidan Cans, rezonansis SemTxvevaSi, 
rxevis amplituda wrfivi kanoniT izrdeba (nax. 1.11). 

 

nax. 1.11. rezonansuli rxevebis dinamika 

Tu maiZulebeli Zalis rxevis sixSire axlosaa sistemis 

sakuTrivi rxevebis sixSiresTan, adgili aqvs rxevebis cemas 

ori maxlobeli sixSiriT. 
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2) აxla ganvixiloT wrfivi, dempfirebuli iZulebiTi 

rxeviTi sistemis SemTxveva.  gvaqvs maTematikuri modeli 

.                                              (1.87) 

vipovoT am gantolebis kerZo amonaxsni   

.                                  (1.88) 

 (1.88) formula SevitanoT (1.87) gantolebaSi, maSin  da 

koeficientebis gamosaTvlelad miviRebT gantolebas: 

(1.89) 

Tu (1.89) gantolebiს, koeficientebs gavutolebT 

Sesabamis trigonometriul funqciebTan, miviRebT sistemas: 

                                (1.90) 

am sistemis amonaxsnebia: 

,                                   (1.91) 

.                                  (1.92) 

gamosaxulebaSi (1.88) SemoviRoT damatebiTi kuTxe, maSin 

(1.91)-(1.92) Tanafardobebis gaTvaliswinebiT, miviRebT (1.87) 
araerTgvarovani gantolebis kerZo amonaxsns: 

.        

(1.93) 

SeviswavleT Sesabamisi erTgvarovani gantolebis 

zogadi amonaxsni. 
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Tavisufali, dempfirebuli rxeviTi sistemebis 

Seswavlis dros. gvqonda sami SemTxveva: 

a) Tu , maSin  ;   

b) Tu  > , maSin  ; 

g) Tu  , maSin . 

maSasadame, araerTgvarovani gantolebis zogadi amonax-

sni iqneba: 

.                                  (1.94) 

cxadia, rom aqac gveqneba sami sxvadasxva SemTxveva. 

 

P.S. davaleba studentebs: Mathcad -is bazaze SeiswavleT am 

sami SemTxvevis Sesabamisi rxeviTi sistemebis dinamika. 

 

1.3.3. იძულებითი ელექტრული რხევითი სისტემების მოდელირება 

ganvixiloT iZulebiTi eleqtruli rxeviTi procesi 

rxeviT konturSi (nax. 1.12): 

 

nax. 1.12. rxeviTi konturi eleqtruli denis wyaroTi, 

romlis eleqtრomamoZravebuli Zalaa  

kirxofis kanonი am wredisaTvis  

,                                                               (1.95) 
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sadac  aris kondensatoris muxtis sidide, – konden-

satorze modebuli Zabva. . –denis Zala,  –koWaze 

modebuli Zabva, amasTan . Zabvis vardna  winaRobaze  

;  eleqtruli denis mamoZravebeli Zalaa. 

maSasadame, miviRebT maTematikur models 

.                                     (1.96) 

Tu (1.96) formulaSi gaviTvaliswinebT,  rom denis Zala 

muxtebis mowesrigebuli nakadia anu  

,                                                 (1.97)  

maSin, miviRebT denis wyaros Semcveli eleqtruli rxeviTi 

konturis dinamikis gantolebas  

                                  (1.98)  

  Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

,                            (1.99)  

maSin (1.98) gantoleba miiRebs iZulebiTi, dempfirebuli, 

wrfivi rxeviTi sistemis maTematikuri modelis saxes,  

romelzec  ukve visaubreT:  

                                   (1.100) 

P.C. rogorc vxedavT, iZulebiTi, dempfirebuli, wrfivi 

eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri modeli emTxveva 

Sesabamisi meqanikuri sistemis maTematikur models. 
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1.3.4. იძულებითი სოციალური რხევითი სისტემების მოდელირება 

ganvixiloT sociumis dinamika droSi. vTqvaT,  aris 

sociumis moculobis cvlilebis kanoni droSi.  am 

sociumis saarsebo arealia, xolo  sociumis moculobis 

cvlilebis gamomwvevi Zala. amitom, sociumis moculobis 

cvlilebis kanonis sapovnelad ganvixiloT Sesabamisi 

dinamikis gantoleba 

.                    (1.101) 

cxadia, rom sociumis moculobis cvlilebis gamomwvevi 

Zala sami nawilisagan Sedgeba:a) dadebiTi wevri, romelic 

gamowveulia gare migraciiT mocemul sociumSi ;  

b)  uaryofiTi wevriT, rac Seesabameba sociumis 

Semcirebis gamomwvev Zalas bunebrivi sikvdilianobis gamo. 

 Sesabamisi sikvdilianobis koeficientia; g)  Zalaa, 

romelic iwvevs sociumis Semcirebas sxva sociumebTan 

brZolaSi marcxis gamo. es niSnavs, rom 

.                                   (1.102) 

Tu (1.102) gamosaxulebas SevitanT (1.101)-Si, miviRebT 

dinamikis gantolebas 

.                                    (1.103) 

am gantolebis  arealis sidideze gayofiT da 

Sesabamisi aRniSvnebiT miviRebT: 

                              (1.104) 

maSin gantoleba (1.103) gadaiwereba Semdegi saxiT: 

.                                    (1.105) 

es gantoleba emTxveva wrfivi, iZulebiTi rxeviTi 

sistemis maTematikur models. rac imas niSnavs, rom rxeviTi 
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sistemis maTematikuri modeli universaluria da aRwers 

sruliad sxvadasxva Sinaarsis procesebs. 

 

1.3.5. იძულებითი ეკონომიკური რხევითი სისტემების 
მოდელირება 

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 

,                  (1.106) 

sadac   moxmarebaa,  - investiciebi, - erovnuli 

Semosavali. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 

,                  (1.107) 

sadac  aqseleraciis koeficientia. 

garda amisa,   moxmareba aris erovnuli Semosavlis 

funqcia da damokidebulia moxmarebis mTel winaistoriaze 

.                (1.108) 

Tu (1.107) da (1.108) Tanafardobebs SevitanT (1.106) keinsis 
wonasworobis gantolebaSi, miviRebT: 

                              (1.109) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT, miviRebT: 

                                  (1.110) 

anu dinamikis diferencialur gantolebas Semdegi saxe 

aqvs: 

.                         (1.111) 
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radgan , (1.111) gantoleba SeiZleba gavyoT -ze.  

miviRebT dinamikis gantolebas:  

.                                               (1.112) 

Tu frangiSvil-obgaZis  ganzogadebul gantolebaSi 

(1.112) movaxdenT Casmas (1.113),  

,     .        (1.113) 

miviRebT: 

.             (1.114) 

P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT wrfivi, dempfirebuli, 

iZulebiTi, rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. rac imas 

mowmobs, rom dempfirebuli, iZulebiTi rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli universaluria da  gvxvdeba sruliad 

sxvadasxva Sinaarsis amocanebis gadawyvetisas. 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. aageT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli, roca maiZulebeli Zala nebismieri 

perioduli, ara  aucileblad harmoniuli funqciaa. 

2. aageT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli, roca maiZulebeli Zala nebismieri, 

sazogadod - araperioduli funqciaa. 

3. SeadgineT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi 

sistemis maTematikuri modelis gamosakvlevi programa 

Mathcad -is bazaze. 

4. ra Taviseburebebi axasiaTebs aradempfirebul, iZulebiT 

rxeviT sistemebs?  

5. riT gansxvavdeba  iZulebiTi, wrfivi, rezonansuli 

dempfirebuli da aradempfirebuli rxeviTi sistemebi? 
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1.4.1. ბმული რხევითი სისტემების მოდელირება 

bmuli rxeviTi sistemebis SemTxvevaSi saqme gvaqvs ori 

an meti raodenobis rxeviT sistemasTan, romlebic 

erTmaneTze axdenen gavlenas. Tu erTi sistema axdens 

gavlenas meoreze, xolo meore ver axdens gavlenas 

pirvelze, es ar iqneba bmuli rxeviTi sistema. aseT 

SemTxvevaSi ZiriTadi (pirveli) sistema iqneba Tavisufali, 

xolo meore sistema iqneba iZulebiTi rxeviTi sistema, 

romelic pirveli sistemiT imarTeba. 

 

1.4.2. ბმული მექანიკური რხევითი სისტემების მოდელირება 

ganvixiloT wrfivi, bmuli, meqanikuri rxeviTi sistemis 

magaliTebi (nax. 1.13, 1.14). 

 

 

nax. 1.13. bmuli meqanikuri rxeviTi sistemis magaliTi 

a) es sistema Sedgeba ori  da  masis sxeulebisagan, 

romlebic kedelTan da erTmaneTTan dakavSirebulia, 

Sesabamisad,  da  sixistis mqone zambarebiT da hukis 

kanons emorCileba. 

1m 2m

1c 2c
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pirveli sxeulis sawyisi mdgomareobidan gadaadgileba 

aRvniSnoT , xolo meore sxeulis gadaadgileba, 

Sesabamisad, . maSin, niutonis meore kanonidan gamomdinare, 

miviRebT maTematikur models: 

   ,                                                                                   (1.115) 

  .                                                                   (1.116) 

  ,                                                                  (1.117) 

   .                                                                (1.118) 

b) axla ganvixiloT bmuli meqanikuri rxeviTi sistema, 

romelic Sedgeba erTmaneTTan ori zambariT dakavSirebuli 

maTematikuri qanqarisagan (nax. 1.14). Tu davwerT niutonis 

dinamikur gantolebas TiToeuli qanqarisaTvis, zambariani 

kavSiris gaTvaliswinebiT da movaxdenT standartul 

gardaqmnebs, miviRebT bmuli meqanikuri (nax. 1.14) rxeviTi 

sistemis maTematikur models. 

 

nax. 1.14. bmuli meqanikuri sistema zambariT 

dakavSirebuli ori qanqariT 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

,                                (1.119) 

,                               (1.120) 

1x

2x
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sadac  da  qanqarebis sakuTari rxevis 

sixSireebia, xolo  da  koeficientebi asaxavs qanqarebis 

urTierTqmedebas, romelic ganpirobebulia  sixistis mqone 

zambariT 

,   .                                 (1.121) 

g) ganvixiloT bmuli meqanikuri sistema, Sedgenili  

rxeviTi sistemisagan (nax. 1.15). 

 

nax. 1.15.  rxeviTi sistemisagan Sedgenili bmuli 

meqanikuri rxeviTi sistema 

vTqvaT, mocemuli gvaqvs bmuli, meqanikuri rxeviTi 

sistema, romelic Sedgeba  rxeviTi sistemisagan. 

TiToeuli rxeviTi sistema Sedgeba Sesabamisi  masis 

sxeulisagan da es sxeulebi erTmaneTTan dakavSirebulia 

zambarebiT ise, rom  da  masis sxeulebi 

dakavSirebulia  sixistis mqone  drekadi zambariT.  

advili misaxvedria, rom Tu CavwerT niutonis dinamikis 

gantolebas  masis sxeulisaTvis am sistemaSi, miviRebT 

Sesabamis maTematikur models: 

,  .            (1.122) 
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sadac  aris ur sxeulze moqmedi gare Zala. 

P.S. roca undaT Seiswavlon drekadi myari sxeulis rxevebi, 

mas ganixilaven, rogorc  erTnairi masis sxeuls, 

dakavSirebuls erTnairi  sixistis zambarebiT. maSin myari, 

drekadi sxeulis rxevebi ganixileba, rogorc Sesabamisi 

bmuli, wrfivi, diskretuli, meqanikuri rxeviTi sistemis 

rxevebi da Sesabamis maTematikur models eqneba saxe: 

,  .                        (1.123) 

 

1.4.3. ბმული ელექტრული რხევითი სისტემების მოდელირება 

ganvixiloT, bmuli rxeviTi eleqtruli sistema, romlis 

SedgenilobaSi kondensatoriT erTmaneTTan dakavSirebuli 

ori rxeviTi konturia. 

 

nax. 1.16. bmuli eleqtruli rxeviTi sistema 

CavweroT kirhxofis kanonebi nax. 1.16-ze gamosaxuli 

rxeviTi konturebisaTvis 

    .                      (1.124) 

                                  (1.125) 

                                 (1.126) 
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 (1.125) da (1.126) SegviZlia gadavweroT Semdegi saxiT: 

,                                  (1.127) 

.                                (1.128) 

P.S. bmuli rxeviTi eleqtruli sistemebi gamoiyeneba 

eleqtroteqnikaSi, signalebis gasafiltrad. 

 

1.4.4. ბმული სოციალური რხევითი სისტემების მოდელირება 

ganvixiloT, ori urTierTmoqmedi socialuri jgufi, 

romelTa moculobebs aRvniSnavT, Sesabamisad,  da . am 

ori sociumis moqmedebis arealebi aRvniSnoT  da .  Tu 

gaviTvaliswinebT, rom socialuri jgufebi urTierTqmedebs 

toli da sawinaaRmdegod mimarTuli ZalebiT, romlebic 

pirdapirproporciulia maTi moculobebis sxvaobisa anu 

; amasTan, Tu CavTvliT, rom jgufebis moqmedebis 

 da  arealebi SezRudulia da, maSasadame, rac ufro 

gaizrdeba sociumis  da  moculobebi, miT ufro 

naklebi iqneba am sociumis zrdis siCqare, miviRebT bmuli 

socialuri rxeviTi sistemis maTematikur models: 

,                              (1.129) 

.                              (1.130) 

P.S. rogorc vxedavT, am SemTxvevaSic miviReT bmuli rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli, romelic analogiuria 

Sesabamisi eleqtruli bmuli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modelisa. 

 

1.4.5. ბმული ეკონომიკური რხევითი სისტემების მოდელირება 

ganvixiloT ori, urTierTkonkurentunariani produq-

ciis, bazarze realizebul moculobaTa  da  dinamika. 
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cxadia, rac ufro didia realizebuli produqciis mocu-

loba, miT ufro naklebia realizebuli produqciis zrdis 

siCqaris cvlileba, bazris gajerebis gamo. aseve, 

realizebuli produqciis moculobis cvlilebis siCqare 

pirdapirpropor-ciulia moculobaTa sxvaobisa. amave dros, 

moqmedi Zalebi sididiT tolia da mimarTulebiT 

sawinaaRmdego. Tu   da  Sesabamisi produqciis fasebia, 

miviRebT bmuli ekonomi-kuri rxeviTi sistemis maTematikur 

models:  

,                              (1.131) 

.                             (1.132) 

P.S. rogorc vxedavT, am SemTxvevaSic miviReT bmuli rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli, romelic analogiuria 

Sesabamisi eleqtruli bmuli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modelisa. am modelis ageba SesaZlebelia frangiSvil-

obgaZis modelis bazazec. 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. gansazRvreT wrfivi, bmuli rxeviTi sistema da aageT 

Sesabamisi meqanikuri rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli. 

2. gamoikvlieT bmuli rxeviTi sistema Mathcad programis 
saSualebiT. 

3. aageT bmuli rxeviTi socialuri sistemis maTematikuri 

modeli da gamoikvlieT Mathcad programis saSualebiT. 

4. aageT bmuli rxeviTi ekonomikuri sistemis maTematikuri 

modeli frangiSvil-obgaZis modelis bazaze da 

gamoikvlieT Mathcad programis saSualebiT. 

5. aageT bmuli rxeviTi fsiqologiuri sistemis 

maTematikuri modeli. 

 

1m 2m

( )1221111 XXkXkXm −⋅+⋅−=⋅
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1.5.1. rxeviTi sistemebis modelirebis variaciuli meTodebi 

maTematikuri modelebis asagebad iyeneben universalur 

variaciul principebs, romlebic emyareba saukunovan 

praqtikul gamocdilebas bunebaSi mimdinare procesebis 

Sesaxeb. cnobilia, rom buneba erTiania anu mecnierebis erT 

sferoSi mimdinare procesebi analogiuria meore sferoSi 

mimdinare procesebisa. rac imas niSnavs, rom sakmarisia 

aRmovaCinoT procesebis msgavsebis kriteriumebi, rom 

SegviZlia fizikaSi damuSavebuli modelebi gamoviyenoT 

sxvadasxva inteleqtualur sferoSi. 

 

1.5.2. ჰამილტონის უნივერსალური ვარიაციული პრინციპი. 
თავისუფალი რხევითი სისტემის მოდელის აგება 

ganvixiloT dinamikuri sistema, romlisTvis  mdgo-

mareobis ganmsazRvreli koordinatia.  Sesabamisad,  

warmoadgens ganmsazRvreli parametris cvlilebis siCqares. 

ganvsazRvroT dinamikuri sistemis lagranJis funqcia, 

rogorc sxvaoba mis kinetikur da potenciur energiebs 

Soris 

.                                       (1.133) 

sadac  da , Sesabamisad, sistemis kinetikuri da 

potenciuri energiebia. 

ganvixiloT sidide, romelsac moqmedebas uwodeben da 

Caweren formuliT: 

.                    (1.134) 

am sididezea damokidebuli sistemis yofaqceva. 

hamiltonis universaluri principi ambobs,  Tu sistema 

realuria, maSin  aris  funqcionalis stacionaრuლi 

funqcia anu 
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.                 (1.135) 

hamiltonis principSi moqmedi  funqcia sacdeli 

funqciaა, romelic nulis toil xdeba drois  da  

momentebSi.  funqcias  funqciis variacia ewodeba. 

hamiltonis principi saSualebas iZleva avagoT rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli. 

ganvixiloT sistemis Tavisufali rxevebi, roca 

mocemuli gvaqvs zambara  masis tvirTiT.  zambaris 

sixistis koeficientia . maSin  sistemis lagranJis funqcia  

.                   (1.136) 

მოqmedebisaTvis gveqneba gamosaxuleba: 

.                    (1.137) 

gamoviTvaloT მოqmedeba  variaciis SemTxvevaSi 

.                  (1.138) 

gavawarmooT es funqcia  cvladiთ,  maSin  

 

   .                          

(1.139) 

Tu, davuSvebT rom , maSin 

.                     (1.140) 
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am gantolebis marjvena nawilis pirveli wevris 

nawilobiTi integrebiT da imis gaTvaliswinebiT, rom 

, miviRebT 

.                      (1.141) 

radgan  nebismieri sacdeli funqciaa, miviRebT 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikur models 

02

2

=+ cX
dt

Xdm .                   (1.142) 

 Tu SemoviRebT aRniSvnas: 

,                       (1.143) 

miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis klasikur 

maTematikur models: 

                    (1.144) 

P.S. rogorc vxedavT, variaciul meTods Tavisufali rxeviTi 

sistemisaTvიs mivyavarT igive maTematikur modelamde.  

 

1.5.3. იძულებითი რხევითი სისტემის მოდელირება ვარიაციული 
მეთოდით 

im SemTxvevaSi, roca sistemaze moqmedebs maiZulebeli 

Zala , icvleba potenciuri energiis mxolod formula  

,             (1.145) 

xolo kinetikuri energiis gamosaxuleba ucvleli rCeba 

.                    (1.146) 
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Sesabamis lagranJis funqcias eqneba saxe: 

.                (1.147) 

Tu ganvaxorcielebT wina paragrafis analogiur 

gardaqmnebs, maSin miviRebT iZulebiTi, aradempfirebuli, 

rxeviTi sistemis maTematikur models: 

.                    (1.148) 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. CamoayalibeT hamiltonis universaluri variaciuli 

principi. 

2. aageT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

hamiltonis variaciuli principis bazaze. 

3. aageT iZulebiTi, aradempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli hamiltonis principis bazaze. 

4. lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis kavSiri. 

5. lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis 

ganmasxvavebeli Tvisebebi. 

 

1.6.1. არაწრფივი რხევითი პროცესების მოდელირება 

arawrfivi rxeviTi sistemis Sesabamisi maTematikuri 
modelebi aRiwereba arawrfivi gantolebebiT. realuri 
sistemebi arawrfivia da mxolod garkveuli miaxloebiT 
SeiZleba Seicvalos wrfivi sistemebiT. wrfivi rxeviTi 
sistemebis maTematikuri modelirebis sakiTxebi  ukve 

ganvixileT da აxla SeviswavloT  arawrfivi sistemebi. 
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1.6.2. არადემპფირებული თავისუფალი, არაწრფივი რხევითი 
პროცესების მოდელირება 

ganvixiloT  Tavisufali, arawrfivi rxeviTi sistema. Aam 

SemTxvevaSi arawrfivia aRmdgeneli Zalis damokidebuleba 

ganmsazRvrel  parametrze anu gvaqvs  damokidebuleba. 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

.                                          (1.149) 

am gantolebis amoxsna kvadraturebSi, sazogadod, 

SeuZlebelia. SesaZlebelia am gantolebis zogadi 

Tvisebebis Seswavla energetikuli meTodis meSveobiT.  

(1.149)Ggantoleba gavamravloT  sidideze da vainte-

groT, maSin  

.               (1.150) 

amasTan,  

,                 (1.151) 

e.i. (1.150) gantoleba warmoadgens energiis Senaxvis 

kanons: 

.                    (1.152) 

cxadia, (1.150) tolobidan gamomdinare, SegviZlia 

CavweroT  

.               (1.153)  

Aaqedan gamomdinare, SegviZlia vipovoT rxevis siCqare 

.                 (1.154) 

Ffazur sibrtyeze  wertilidan  wertilamde 

gadaadgilebis dro gamoiTvleba formuliT: 
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.                 (1.155) 

Sesabamisad, rxevis periodis gamosaTvlelad miiReba 

formula: 

.                     (1.156) 

formula (1.156) marTebulia mxolod Sekruli fazuri 

traeqtoriebisaTvis. 

 

1.6.3. თავისუფალი რხევითი სისტემა ალაგ-ალაგ წრფივი აღმდგენი 
ძალით 

ganvixiloT rxeviTi sistema alag-alag wrfivi aRmdgeni 

ZaliT 

.                               (1.157) 

aseTi situaciaa releur marTvis sistemebSi.  

am SemTxvevaSi amonaxsni unda veZeboT cal-calke im 

SemTxvevebisaTvis, roca x>0 da roca x<0. 

roca x>0, maSin 

                    (1.158) 

,                       (1.159) 

.                     (1.160) 

Tu CavTvliT, rom rxeviTi sistema sawyis momentSi 

imyofeba  zRvrul mdebareobaSi, miviRebT sawyis pirobebs  

,                   (1.161) 
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.                     (1.162)  

Tu (1.159) gantolebidan ganvsazRvravT  parametrs da 

CavsvamT (1.161) tolobaSi, miviRebT fazuri traeqtoriebis 

gantolebas 

.                (1.163) 

1.6.4. დემპფირებული, თავისუფალი რხევითი პროცესების 
მოდელირება 

Ddempfirebisas rxeviTi sistema xarjavs energias 

winaRobis Zalis daZlevaze. Sesabamis maTematikur modelSi 

winaRobis Zala damokidebulia ganmsazRvreli parametris  

warmoebulze. 

zogadad dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

maTematikur models aqvs saxe: 

.                    (1.164) 

zogjer, dempfirebis  da aRmdgeni Zalebi ise mWidrodaa 

dakavSirebuli erTmaneTTan, rom maTi gancalkeveba ar 

xerxdeba. aseT SemTxvevaSi 

.                    (1.165) 

SevadginoT am sistemis Sesabamisi gantoleba fazur 

sibrtyeze. amisaTvis SemoviRoT aRniSvna , maSin 

. Aaqedan gamomdinare, (1.165) gantoleba 

gadaiwereba Semdegi saxiT: 

                   (1.166) 

es gantoleba saSualebas gvaZlevs SevadginoT 

dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis Sesabamisi 

suraTi fazur sibrtyeze. 
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axla ganvixiloT am sistemis Sesabamisi energetikuli 

gantoleba. Aam gantolebis misaRebad, gavamravloT (1.164) 

gantoleba  sidideze da vaintegroT. maSin miviRebT, rom 

.             (1.167) 

Tu SemoviRebT aRniSvnas  dempfirebis Zalebis 

gadalaxvaze daxarjuli energiisaTvis, miviRebT energiis 

gantolebas 

.                    (1.168) 

am gantolebidan naTlad Cans, rom dempfirebul 

Tavisufal rxeviT sistemaSi adgili aqvs energiis 

disipacias. 

 

1.6.5. დემპფირებული, თავისუფალი რხევითი სისტემა მშრალი 
ხახუნით 

myar sxeulebs Soris mSral xaxuns adgili aqvs im 

SemTxvevaSi, roca erTmaneTs exeba ori sxeuli, romlebic 

gadaadgildeba erTmaneTis mimarT ise, rom maT Soris ar 

aris Txevadi masa. am SemTxvevaSi, xaxunis Zalebi TiTqmis 

ar aris damokidebuli gadaadgilebis siCqareze da 

mimarTulia fardobiTi siCqaris sawinaaRmdego 

mimarTulebiT. 

umetes SemTxvevaSi, mSrali xaxunis Zala miaxloebiT 

Semdegi formuliT gamoiTvleba:  

                     (1.169) 

Aase, rom 

.                         (1.170) 

rac imas niSnavs, rom procesis Sesabamis maTematikur 

models aqvs Semdegi saxe:   
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.                    (1.171) 

es gantoleba cal-calke ganixileba im SemTxvevebisa-

Tvis, roca  da . 

Tu , maSin (1.171) gantolebidan miviRebT, rom 

.                      (1.172) 

Mmisi Sesabamisi energetikul gantolebas aqvs saxe: 

.                    (1.173) 

Aam rxeviTi sistemisaTvis fazuri traeqtoriebis 

gantoleba Semdegia: 

,    Tu ,                    (1.174)             

,    Tu .                    (1.175) 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. gamoiyvaneT aradempfirebuli Tavisufali rxeviTi 

sistemis energetikuli gantoleba. 

2. gamoiyvaneT Tavisufali, rxeviTi sistemis fazuri 

traeqtoriebis gantoleba, alag-alag wrfivi aRmdgeni 

Zalis SemTxvevaSi. 

3. SeadgineT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

Sesabamisi suraTi fazur sibrtyeze. 

4. gamoiyvaneT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

traeqtoriebis gantoleba fazur sibrtyeze mSrali 

xaxunis SemTxvevaSi. 

5. gamoiyvaneT arawrfivi sistemis traeqtoriebis zogadi 

gantoleba fazur sibrtyeze. 
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1.7.1. ავტორხევითი სისტემები 

avtorxevebi - gansakuTrebuli tipis rxevebia. am tipis 

rxevebisTvis damaxasiaTebelia energiis wyaros arseboba, 

romelic avsebs sistemis energetikul danakargebs. 

1.7.2 ზოგადი სქემები და სტრუქტურული თავისებურებები 

struqturisa da moqmedebis principis mixedviT ganasxva-

veben avtorxeviTi sistemebis or tips: 

1. oscilatoruli sistema; 

2. dagrovebiTi sistema. 

oscilatoruli tipis sistemisaTvis damaxasiaTebelia 

Semdegi struqturuli sqema (nax. 1.17): 

 

 

 

nax. 1.17. oscilatoruli tipis avtorxeviTi sistemis 

struqturuli sqema 

oscilatoruli tipis sistemebSi  CamrTveli moqmedebs, 

rogorc ukukavSiri rxeviT sistemasa da energiis wyaros 

Soris, romelic CairTveba saWiro momentSi da sistemas 

saWiro energiiT amaragebs. 

cxrilSi mocemulia Sesabamisi tipis praqtikuli 

magaliTebi.  

                                               cxrili 1.1 

£№ avtorxeviTi 
sistema 

energiis wyaro oscilatori ukukavSiris saSualeba 

1 zari eleqtrobatarea CaquCi kontaqti 
2 saaTi deformirebuli 

zambara 
balansiri CamomSvebi regulatori 

3 violenCelos 
simi 

moZravi xemi simi mSrali xaxuni qrobadi 
maxasiaTebliT 

4 TviTmfrinavis 
mzidi frTa 

haeris nakadi drekadi frTa haeris nakadisa da 
frTis 

urTierTqmedebis 
arastacionaruli 

Zalebi 

energiis wyaro oscilatori CamrTveli 
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dagrovebiTi avtorxeviTi sistemis struqturuli sqema 

mocemulia nax. 1.18-ze. 

 

nax. 1.18. dagrovebiTi avtorxeviTi sistemis 

struqturuli sqema 

dagrovebiTi avtorxeviTi sistema, xSirad, asrulebs 

wyvetad (diskretul) rxevebs.  

 

1.7.3. van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli 

ganvixiloT, van-der-polis avtogeneratoris sqema.  

 

nax. 1.19. van-der-polis generatoris sqema:                             
а) tranzistorze; б) eleqtronul lamfaze 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

.                (1.176) 

mniSvnelovania, rom eleqtronul lamfis badeze  

Zabvis gazrda iwvevs anoduri denis matebas. imisaTvis, rom 

dt
dIMU

dt
dURC

dt
UdLC a

c
cc =++2

2

aU

aI

energiis 
wyaro 

energiis 
damgrove-
beli 

gadamrTveli 
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miviRoT anoduri denis TviTagzneba, unda gamovTvaloT 

damokidebuleba .  

                    (1.177) 

warmoebuls baduri maxasiaTeblis simrude ewodeba. 

Sesabamisi grafikebi mocemulia  nax. 1.20-ze. 

 

nax. 1.20. а)anoduri denisa da б) baduri simrudis  badur 
Zabvaze damokidebulebis grafikebi 

muSa mdgomareobaSi  adgili aqvT damokidebulebebs: 

,                             (1.178) 

.                        (1.179) 

Tu  (1.178) da (1.179) formulebs gaviTvaliswinebT, maSin 

(1.176) gadaiwereba saxiT: 

,                    (1.180) 

სadaც .                                            (1.181) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs:  

,               .            (1.182)  

miviRebT van-der-polis avtogeneratoris maTematikur 

models, romelic aRwers  cnobili avtorxeviTi sistemis 

dinamikas 

.                       (1.183) 
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1.7.4. ავტორხევითი ჰიდროაეროდრეკადი სისტემები            
ფლატერი და დივერგენცია 

hidroaerodrekadi sistemebi – drekadi konstruqciebia, 

romlebic moTavsebuliა  haeris an wylis nakadSi da 

Sesabamis urTierTqmedebas ganicdis. 

hidroaerodrekadi sistemebis magaliTs warmoadgenს 
samSeneblo nagebobebi, romlebic moTavsebulia  qaris 

zemoqmedebis qveS. haeris nakadis moqmedebis Sedegad 

nagebobebSi aRiZreba rxevebi da Tu  nagebobas ar SeuZlia 

qaris mier aRZruli rxevebis Caqroba, SesaZloa nagebobis 

dangrevac, rac araerTxel momxdara. amitom, daproeqtebis 

etapze aucilebelia qaris datvirTvis Seswavla nebismieri 

maRlivi Senoba-nagebobis an kiduli-vanturi xidebisaTvis.  

datvirTvebis sididisa da moqmedebis sixSiris Seswavla 

saSualebas gvaZlevs aviciloT flateri  anu  mavne,  
gamanadgurebeli rxevebi da sworad davaproeqtoT esa Tu 

is nageboba. 

flateris Seswavlas didi mniSvneloba aqvs safreni 

aparatebis daproeqtebis drosac.  

haeris zemoqmedebis Sedegad, TviTmfrinavis frTa 

deformacias ganicdis da Sedegad icvleba garsdenis reJimi. 
am movlenas divergencias uwodeben. divergenciis Sedegad 

icvleba frTis geometria, ramac SeiZleba gamoiwvios 

nakadis perioduli mowyveta da Sesabamisi sixSiris rxevebi. 

aseT SemTxvevaSi SesaZloa rezonansuli rxevebis warmoqmna 

da frTis damsxvreva garkveuli,  kritikuli siCqaris 

frenis SemTxvevaSi. amitom, frTis daproeqtebisas 

aucilebelia divergenciis kritikuli siCqaris 

daangariSeba, raTa Tavidan aviciloT konstruqciis 

arasaimedoოba muSa siCqareebis diapazonSi. flateri 

SeiZleba warmoiqmnas konstruqciis Taviseburebi-dan 

gamomdinare, gare zemoqmedebis gareSe, garkveuli, flateris 

kritikuli siCqaris gadametebisas an siCqareTa garkveuli 

diapazonis SemTxvevaSic. 
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a)divergenciis Sesaswavlad, ganvixiloT frTis sqema-

turi, gamartivebuli modeli (nax. 1.21) 

 

 

 

 

nax. 1.21. frTis divergenciis sqematuri modeli 

ganvixiloT brtyeli firfita, romelic marcxena mxares 

drekadadaa Camagrebuli (frTis Tavisufali mxare), marjvena 

mxares ki aqvs saxsruli Camagreba (frTis Camagreba 

fuzelaJTan). firfita moTavsebulia  siCqaris mqone haeris 
nakadSi. vipovoT divergenciis kritikuli siCqare. 

frTis  kuTxiT gadaxrisas  warmoiqmneba wnevis Zalebi, 

romlebic or mdgenelad SeiZleba davSaloT (Subluri 

winaRobis  da amwevi Zalebi). 

 ;        ,                            (1.184) 

sadac   Subluri winaRobis koeficientia; -amwevi Zalis 

koeficienti;   haeris simkvrive; -frTis qorda; 

-manZili saxsruli SeerTebidan aerodinamikuri wnevebis 

tolqmedis modebis wertilamde. 

Ffirfitaze (frTaze) modebuli Zalebis momentebis jami 

saxsruli SeerTebis RerZis mimarT aris: 

,                               (1.185) 

sadac   drekadi Camagrebis zambaris sixistea. 

gaTvaliswinebulia, rom  mcire kuTxea,  . CavsvaT 

(1.185) formulaSi (1.184), maSin  

.              (1.186)    
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SemoviRoT aRniSvna:  - firfitis inerciis momenti 

saxsruli SeerTebis RerZis mimarT. Tu gaviTvaliswinebT 

Sesabamis gantolebas firfitisaTvis 

,                      (1.187) 

miviRebT maTematikur models 

.               (1.188) 

winaRobis Zalis momentis Sesabamisi wevri 

gamotovebulia, radgan usasrulod mcirea. 

vinaidan  usasrulod mcire SeSfoTebaa, sistemis 

mdgradobisaTvis anu  sawyisi SeSfoTebis CaqrobisaTvis 

gvaqvs piroba 

.                      (1.189) 

aqedan, cxadia, rom divergenciis kritikuli siCqare  

.                     (1.190) 

am formulidan gamomdinare, SegviZlia davaskvnaT, rom 

rac ufro metia frTis sixiste, miT ufro metia 

divergenciis kritikuli siCqarec. rac metia divergenciis 

siCqare, miT  ukeTesia TviTmfrinavis frTisaTvis. 

b)axla ganvixiloT TviTmfrinavis frTis flateri. 

ganixileba gamartivebuli,  sqematuri modeli (nax. 1.22). 

 

nax. 1.22. TviTmfrinavis frTis flateris sqematuri modeli 

I
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      ganvixiloT is SemTxveva, roca firfitis orive mxares 

gvaqvs drekadi Camagreba. mosalodnelia sxva tipis 

aramdgradobac, romelic dakavSirebulia organzomilebi-

ani sistemis arakonservatიulobasTan.  

ganvixiloT mcire SeSfoTebebi am sistemaSi:  

 - firfitis simZimis centris gadaadgileba; 

 - firfitis mobrunebis kuTxe; 

 da - drekadi sayrdenebis sixisteebia; 

-firfitis inerciis momentia, sibrtyis perpendiku-

larulad simZimis centrze gamavali RerZis mimarT; 

- firfitis sigrZe  nakadis mimarT; 

-manZilia amwevi Zalis modebis wertilidan mis 

marjvena bolomde. 

.                       (1.191) 

drekad reaqciis Zalebs aqvs  saxe: 

;    .                (1.192) 

SeSfoTebuli moZraobis diferencialur gantolebebia:  

;                        (1.193) 

.                    (1.194) 

Tu am gantolebebSi SevitanT (1.191) da (1.192) 
mniSvnelobebs, miviRebT 

;                           (1.195)  

,                           (1.196)  

sadac 
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.                     (1.197) 

.          (1.198)  

am sistemis maxasiaTebel gantolebas aqvs saxe: 

                    (1.199) 

anu 

.            (1.200) 

maxasiaTebeli gantolebis fesvebia:  

.             (1.201)  

sistemis mdgradobis pirobebიa: 

.                  (1.202) 

pirveli utolobis darRvevisas am sistemaSi gveqneba 

divergencia nax. 1.23а,  მეore utolobis darRvevisas, gvaqvs 
flateri  nax. 1.23б. 

 

 

nax. 1.23. frTis mdgradobis dakargvis grafikebi: 

а) divergencia; б) flateri 
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mdgradobis zRvariTi mniSvnelobebi (1.202) utolobebSi 

gvaZlevს Sesabamisi kritikuli siCqareebis mniSvnelobebs.  
Tu gaviTvaliswinebT (1.197) da (1.198) gantolebebs  miviRebT, 
rom 

divergenciis kritikuli siCqarea 

.                  (1.203) 

flateris kritikuli siCqarea 

.                 (1.204) 

 

1.7.5. qimiuri avtorxeviTi sistemebi  (პrigoJin-lefevris 

modeli) 

avtorxeviTi sistemebi gvxvdeba zogierTi qimiuri 

reaqciis Seswavlisas. cnobilia, b. belousovis mier 1950 

wels aRmoCenili, mogvianebiT ki a.Jabotinskis mier 

Seswavlili qimiuri reaqcia. belousov-Jabotinskis reaqcia 

aris malonis mJavas daJangvis procesi, ionebis 

katalizatoris arsebobisas. am reaqciis mimdinareobisas, 

xdeba koncentraciuli rxevebi, ris gamoc,  narevis feri 

icvleba: cisferi-wiTeli-cisferi . . . garda perioduli 

rxevebisa, qimiuri procesebis dinamika ufro rTulia da 

bolomde araa Seswavlili. arsebobs belousov-Jabotinskis 

reaqciis sxvadasxva maTematikuri modelebi, rogoricaa 

fildis, keresis, noiesis da sxva. magram verc  erTi   
bolomde ver aRwers qimiur dinamikas. 

ganvixiloT hipoteturi qimiuri reaqciis modeli, 

romelsac briuselatori hqvia da SemuSavebulia  

i. prigoJinis skolis mier. prigoJin-lefevris modeli ori 

Sualeduri produqtis mqone reaqciis maTematikuri 

modeliა, romelsac aqvs perioduli amonaxsnebi parametrebis 

gansazRvruli mniSvnelobebisaTvis. es modeli agebul iqna 
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im maTematikuri meTodebis demonstraciisaTvis, romlebic 

SemuSavebul iqna  briuselSi, nobelis premiis laureatis 

prigoJinis xelmZRvanelobiT. amitom, am models zogjer 

`briuselators~ uwodeben. 

progoJin-lefevris rეaqciis reaqtorul sqemas aqvs 

saxe: 

               (1.205) 

es sistemac Riaa,  e.i. emateba an akldeba , , ,  

nivTierebebi ise, rom maTi raodenoba SenarCundeba erT 

doneze. 

prigoJin-lefevris maTematikur models advilad 

avagebT (3.205) reaqtoruli sqemidan gamomdinare: 

                  (1.206) 

CavweroT (1.206) gantolebebi uganzomilebo saxiT. 

amisaTvis SemoviRoT axali cvladebi formulebiT: 

,                  (1.207) 

maSin (1.206) gadaiwereba saxiT: 

,                  (1.208) 

                    (1.209) 

sadac 
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                       (1.210) 

amrigad,   miviReT meore rigis dinamikuri sistema ori  

da  marTvis parametrebiT. 

wonasworobis pirobebs aqvT saxe: 

.                   (1.211) 

wonasworobis wertilSi ar xdeba  da  koncentraci-

ebis cvlileba. 

vipovoT wonasworobis mdgomareobis, aramdgradobis 

pirobebi   anu  pirobebi, roca sistemaSi  avtorxevebi 
warmoiqmnebა. 

amisaTvis, wonasworobis wertils mivceT mcire 

SeSfoTebebi da vnaxoT rodis Sordeba sistema 

wonasworobis wertils. ganvixiloT SeSfoTebuli 

mdgomareoba 

.                 (1.212) 

SevitanoT es mniSvnelobebi (1.208), (1.209) gantolebebSi  

,              (1.213) 

.                       (1.214)  

am sistemis გაწრფივება gvaZlevs  

,                   (1.215) 

                   (1.216) 

am sistemis yofaqcevis gamosakvlevad, SevadginoT 

maxasiaTebeli gantoleba, risTvisac unda movaxdinoT Casma 

.                   (1.217) 

.
k
kb    ,
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1 BA
k

kka ⋅=⋅
⋅

=
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b

a
bax == 00 y   ,

x y

ηξ +=+=
a
by    ,ax

)()2()1()1( 22 ηξξξξ +⋅+⋅⋅++⋅+−+−=
⋅

a
baababa

)()2()( 22 ηξξξη +⋅+⋅⋅+−+⋅=
⋅
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⋅
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⋅
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maSin  

.               (1.218) 

Tu gavxsniT frCxilebs, miviRebT kvadratul 

gantolebas 

                (1.219) 

misi fesvebia: 

.              (1.220) 

am formulidan Cans, rom wertilSi 

                      (1.221) 

sistema kargavs mdgradobas da prigoJin-lefevris 

hipotetiur qimiur sistemaSi, iwyeba avtorxevebi.  

 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. rogori avtorxeviTi sistemebia TqvenTvis cnobili? 

aRwereT maTi muSaobis principebi. 

2.  van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli. 

3. SeadgineT TviTmfrinavis frTis flateris Sesabamisi 

maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

4. SeadgineT TviTmfrinavis frTis divergenciis Sesabamisi 

maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

5. prigoJin-lefevris maTematikuri modeli da avtorxevebis 

warmoqmnis piroba. 

 

1.8.1. პარამეტრული რხევები და სისტემები 

parametruli rxeviTi sistemebisaTvis damaxasiaTebelia 

rxevebis agzneba romelime ganmsazRvreli parametris droSi 

baapbp ⋅−=+⋅+− 22 )()1(

.0)1( 222 =+−+⋅+ abapp

2
222

4
)1(

2
1 ababap −

−+
±

−+
−=

12 += abkr
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cvlilebis gamo. yvelaze ufro xSirad gvxvdeba, aseTi 

parametrebis perioduli cvlileba. sistemaSi parametruli 

rxevebi ar aRiZvreba, Tu is wonasworobis mdgomareobaSia. 

es ganasxvavebs parametrul rxevebs iZulebiTi rxevebisagan. 

 

1.8.2. meqanikuri procesis მატიეს მოდელი 

ganvixiloT fizikuri qanqara (sxeuli), romelsac 

SeuZlia brunva  horizontaluri brunvis RerZis mimarT. 

moZraoba xasiaTdeba brunvis  kuTxiT RerZis mimarT. 

davuSvaT, rom brunvis  RerZi moZraobs vertikalur 

sibrtyeSi garkveuli  kanoniT. qanqaras moZraobis 

gantolebis Sedgenisas RerZTan dakavSirebuli aTvlis 

sistemis mimarT unda gaviTvaliswinoT rogorc simZimis 

Zalis momenti  

,                  (1.222) 

Aaseve  inerciis Zalis momentic  

.                   (1.223) 

aqedan gamomdinare, fizikuri qanqaras moZraobis 

gantolebas eqneba saxe: 

             (1.224) 

an sxvanairad 

,                   (1.225) 

sadac  drois perioduli funqciaa; -fizikuri qanqaras 

inerciis momenti; -manZili qanqaras mocemuli wertilidan 

brunvis  RerZamde. 

Tu ganvixilavT SemTxvevas, roca , miviRebT  

.                 (1.226)    

A
ϕ

A
)(taa =

ϕsin⋅−= mgsM s

ϕsin⋅⋅⋅−=
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Tu SemoviRebT aRniSvnebs:  da ,  maSin 

(1.226) modeli gadadis maties modelSi 

                   (1.227) 

amrigad, miviReT klasikuri parametruli rxeviTi 

sistema. 

 

1.8.3.  მეისნერის განტოლება 

eleqtruli rxeviTi sistemisaTvis, romelic Sedgeba  

 tevadobis kondensatorisa da  induqciurobis magnituri 

koWasagan, gvaqvs Tavisufali rxeviTi sistemis modeli 

                   (1.228) 

Tu kondensatoris tevadoba drois perioduli funqciaa 

, maSin  miiReba periodulkoeficientebiani diferen-

cialuri gantoleba, romlis drosac parametruli rxevebi 

warmoიქმნება. aseTi rxevebi, rogorc wesi, mavnea rxeviTi 

sistemisaTvis da cdiloben sistema ise daaproeqton,   rom 
aicilon parametruli rxevebi. 

Tumca, zogi   Wiri margebeliao da l. mandelStamma da 

n. papaleksma daaproeqtes cvladi denis generatori, romlis 

muSaobis principi damyarebulia kondensatoris tevadobis 

cvlilebaze. tevadobis cvlileba xdeba imis xarjze, rom 

kondensatoris firfitebis nawili Seadgens mbrunav kbilana 

borbals. 

Tu , , , , maSin (1.228) 

gadaiwereba Semdegi saxiT: 

.                   (1.229) 

I
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parametruli rxeviTi sistemis modeli (1.229) meisneris 
gantolebas warmoadgens. 

                 

1.8.4. frangiSvili-obgaZis ekonomikuri dinamikis 

ganzogadebuli მატიეს განტოლება 

ganvixiloT keinsis wonasworuli ekonomika. 

wonasworobis pirobebis mixedviT vadgenT wonasworobis 

gantolebas 

X (t)=C(t)+I(t),                                                      (1.230) 

სadac   C(t)  moxmarebaa, I(t) _investiciebi. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 
SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 

,                   (1.231) 

sadac  aqseleraciis koeficientia.  moxmareba 

warmoadgens warmoebis moculobis funqcias da  damokide-
bulia moxmarebis mTel wina istoriaze anu erovnuli 

Semosavlis moculobaze 

.                                       (1.232) 

(1.231)-isა   da (1.232)-is (1.230)-Si SetaniT miviRebT: 

.                              (1.235) 

(1.235) gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT 

gveqneba: 

                   (1.236) 

anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas  

.                    (1.237) 

( ) ( ) ( )tXttI ⋅= β

( )tβ ( )tC

( ) ( )[ ]∫=
t

dttXFtC
0

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫+⋅=
t

dttXFtXttX
0

β

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tXFtXttXttX +⋅+⋅=  ββ

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] 01 =+−+⋅ tXFtXttXt  ββ
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radgan , SeiZleba (1.237) gantoleba gavyoT -ze.  

miviRebT ეკონომიკური დინამიკის განზოგადებულ ფრანგიშვილი-
ობგაძის gantolebas:  

.                    (1.238) 

Tu (1.238)-Si SevarCevT  da  შემდეგი ფორმულებით: 

   ,                                 (1.239) 

miviRebT ekonomikuri dinamikis maties gantolebas 

.                              (1.240) 

rogorc vxedavT, miviReT maties gantoleba, romlis-

Tvisac damaxasiaTebelia parametruli rxevebis arseboba. 

amocana: ganvixiloT ekonomikuri dinamikis maties 
gantoleba Semdegi sawyisi pirobebiT:  

( )
( )




=
=

10
10

1

0

X
X                                                      

da monacemebiT 3.0;5.0 == εω . SeviswavloT ekonomikuri 
dinamika ω -sa da ε -is sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis. 

avagoT )(0 tX  damokidebulebis grafiki parametrebis sxva-

dasxva mniSvnelobebisaTvis da SeviswavloT fazuri 
portreti. 

 
amoxsna:  

programa  Mathcad-ze 
 
warmoebis moculobis dempfirebis koeficientis SeSfoTebis 
mcire amplitude:  

8.0:=ε  
SeSfoTebis sixSire 

 
 
warmoebis moculobisa da misi cvlilebis siCqaris sawyisi 
miaxloebebi 

 

( ) 0≠tβ ( )tβ

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] 011

=⋅+⋅
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+ txF
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tX
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ttX
ββ
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( )tβ ( )[ ]txF

( )
( )[ ] ( ) ( )tXtttXF

tt
⋅+=

=

2cos2 εω

β

( ) ( ) ( ) 02cos2 =⋅++ tXttX εω
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maties gantolebis marjvena nawilebis matrica  

 
Cveulebrivi diferencialur gantolebaTa sistemis runge-
kutas meTodiT amoxsnis operatori cvladi bijis 
gamoyenebiT 

 
warmoebis moculobis damokidebuleba droze da dinamikis 
suraTi fazur sibrtyeze warmodgenilia Semdeg naxazebze 
 

  

 

 

1.8.5. ლორენცის მათემატიკური მოდელი ეკონომიკაში. უცნაური 
ატრაქტორი 

 
warmoebis moculobis cvlilebis siCqare tolia, 

produqciis realizaciidan amonagebsa da warmoebis 
danaxarjebs Soris sxvaobisa. 

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs: 
x – warmoebis moculoba; 
y – realizebuli produqciis moculoba;  
α– realizebuli produqciis erTeuli moculobis fasi; 

D t X,( )

X1

X0− ω
2

ε cos 2 t⋅( )⋅+( )⋅ 1.1+











:=

S Rkadapt ic 0, 100, 500, D,( ):=
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β–warmoebuli produqciis erTeuli moculobis 
TviTRirebuleba; 

maSin, miviRebT gantolebas: 

x -y ⋅⋅=
⋅

βαx .                   (1.241) 
realizebuli produqciis moculobis cvlilebis 

siCqare tolia, warmoebuli produqciis bazriT 
uzrunvelyofis mocu-lobisa, gajerebis moculobisa da 
warmoebis resursebiT uz-runvelyofis moculobaTa 
sxvaobisa. 

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs: 
r  - bazris moTxovnis koeficienti warmoebis x 

moculobaze; 
γ   -  bazris gajerebis koeficienti; 
δ  -  warmoebis resursebiT uzrunvelyofis koeficienti; 
z  -  warmoebisaTvis saWiro resursebis moculoba; 
maSin, miviRebT gantolebas: 

zx -y  - ⋅⋅⋅⋅=
⋅

δγxry .                (1.242) 
warmoebis resursebis moculobis cvlilebis siCqare 

to-lia, resursebiT uzrunvelyofis moculobasa da 
daxarjuli resursebis moculobaTa Soris sxvaobisa.  

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs: 
b  – resursebis xarjvis siCqaris koeficienti; 
l  –  warmoebis resursebiT uzrunvelyofis koeficienti; 
maSin, miviRebT gantolebas: 

yxl  ⋅⋅+⋅−=
⋅

zbz .                   (1.243) 
 amrigad, miviReT sawarmos funqcionirebis maTematikuri 

modeli: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x -y ⋅⋅=

⋅

βαx            

zx -y  - ⋅⋅⋅⋅=
⋅

δγxry

yxl  ⋅⋅+⋅−=
⋅

zbz          

                       (1.244)                                                          

advilad SevniSnavT, rom (1.244) gantolebebi emTxvevian 

lorencis maTematikur models, რომელიც წარმოიშვა 
მექანიკაში, roca 

α=β=10; r=28; γ=δ=l=1; b=
3
8 . 

am SemTxvevaSi, fazur sibrtyeze miviRebT lorencis 
atraqtors, romelic fraqtalur simravles warmoadgens. 
lorencis atraqtori Seesabameba determinirebul sistemaSi 
qaosis warmoqmnis movlenas. am SemTxvevaSi, warmoebisa da 
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amonagebis moculobebi aRaraa marTvadi da sistema midis 
ngrevisaken. amitom, cdiloben Tavi aaridon sistemis 
qaosuri muSaobis reJimebs, parametrebis Sesabamisi 
dinamikis saSualebiT.  

განვიხილოთ შესაბამისი მაგალითი. 
amocana: amoxseniT lorencis gantolebaTa sistema: 

,
 

,
 

,  
erTeulovani sawyisi pirobebis SemTxvevaSi da gamoikvlieT 
lorencis ucnauri atraqtori fazur sibrtyeze. 
 
amoxsna: lorencis gantolebaTa sistemas advilad 
amovxsniT: 

 

programa Mathcad-ze 
 

lorencis gantolebaTa sistemas, Mathcad-ze Seesabameba 
matriculi operatori: 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
amonaxsnebi moicemian grafikebis meSveobiT: 

 

t
x t( )d

d
10 y t( )⋅ 10 x t( )⋅−

t
y t( )d

d
y t( )− x t( ) z t( )⋅− 28 x t( )⋅+

t
z t( )d

d
x t( ) y t( )⋅

8
3

z t( )⋅−

D t Q,( )
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:=

Npts 3000:=

L Rkadapt

1

1

1











0, 50, Npts, D,










:=

t L 0〈 〉:=

X L 1〈 〉:=

Y L 2〈 〉:=

Z L 3〈 〉:=

i 0 Npts..:=
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avagoT dinamikis suraTi fazur sibrtyeze: 
 

 

 

 

 

 

 
miviRebT lorencis ucnauri atraqtoris suraTs, 

romelic Seesabameba determinirebuli sistemis, qaosur 
reJimSi gadasvlas, magram romelic icvlis “pepelas 
frTebis” moxazulobas r-parametris cvlilebisas. rac 
Seesabameba bazris moTxovnis cvlilebas warmoebuli 
produqtis moculobaze. 
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ε 0.001:=

R 0〈 〉 X:=

R 1〈 〉 X ε+:=

S 0〈 〉 Y:=

S 1〈 〉 Y ε+:=

T 0〈 〉 Z:=

T 1〈 〉 Z ε+:=
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ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. riT gansxvavdeba parametruli rxevebi Tavisufali 

rxevebisagan? 

2.  gamoiyvaneT fizikuri saqanis parametruli rxevebis 

gantoleba. 

3. gamoiyvaneT maties maTematikuri modeli parametruli 

rxevebisaTvis. 

4. gamoiyvaneT eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli. 

5. gamoiyvaneT mesneris maTematikuri modeli parametruli 

rxevebisaTvis. 
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II თავი. აკუსტიკური ტალღების თეორია  

მოცემულ გარემოში მცირე ამპლიტუდით რხევისას, სხეული 
წარმოქმნის გარემოს შეკუმშვის და გაიშვიათების ზონებს, რომლებიც 
ვრცელდებიან დეფორმირებად გარემოში გრძივი ტალღების 
ფორმით და მათ ბგერით ტალღებს უწოდებენ. მექანიკის ნაწილს, 
რომელიც ბგერით ტალღებს შეისწავლის აკუსტიკა ეწოდება. 

ბგერითი ტალღები ვრცელდება ნებისმიერ დეფორმირებად 
გარემოში, როგორიცაა მყარი, თხევადი და გაზობრივი გარემო, 
თუმცა, ვერ ვრცელდება ვაკუუმში. 

მოცემულ გარემოში, ბგერითი ტალღის გავრცელების სიჩქარეს 
ბგერის სიჩქარე ეწოდება. ცხადია, რომ ბგერის სიჩქარის სიდიდე, 
დამოკიდებულია გარემოზე, სადაც ის ვრცელდება.  

გაზებში ბგერის სიჩქარის სიდიდე დამოკიდებულია გაზის 
ტემპერატურაზე და მის ქიმიურ შემადგენლობაზე, რაც შეეხება 
ბგერის ტალღის სიხშირეს, ის დამოკიდებულია მხოლოდ ბგერის 
წყაროს იძულებითი რხევის სიხშირეზე და არაა დამოკიდებული 
გარემოზე. ერთი გარემოდან მეორეში გადასვლისას, იცვლება 
ბგერითი ტალღის სიგრძე. თუ ბგერის სიჩქარე დამოკიდებულია 
ტალღის სიხშირეზე, მაშინ ამბობენ, რომ ადგილი აქვს ბგერითი 
ტალღის დისპერსიას. 

განვიხილოთ ბგერითი ტალღის სიჩქარის მნიშვნელობების 
ცხრილი სხვადასხვა გარემოსათვის: 

გარემო ბგერის სიჩქარე(მ/წმ), 𝟐𝟐𝟐𝟐°𝑪𝑪 
ჰაერი 340 
წყალი 1500 
აგური 3600 
მინა 5500 

ფოლადი 5000-6100 
სპილენძი 4700 

2.1. ბგერითი ტალღები 

განსაზღვრება. კუმშვად გარემოში მცირე ამპლიტუდის რხევების 
გავრცელებას ბგერითი ტალღები ეწოდება. 



77 
 

ბგერით ტალღაში რხევების სიმცირის გამო, მოძრაობის 𝒗𝒗 
სიჩქარე მცირე სიდიდისაა, შესაბამისად, ეილერის განტოლებებში 
შეგვიძლია უგულებელვყოთ კონვექტიური წევრები. იგივე 
მიზეზით, 𝜌𝜌 სიმკვრივისა და 𝑝𝑝 წნევების ცვლილებაც მცირე იქნება, 
რაც იძლევა იმის საშუალებას, რომ ისინი გამოვსახოთ 
შემდეგნაირად: 

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝0 + 𝑝𝑝′;     𝜌𝜌 = 𝜌𝜌0 + 𝜌𝜌′.                                  (2.1) 

სადაც 𝑝𝑝0 და 𝜌𝜌0 წნევისა და სიმკვრივის წონასწორული 
მნიშვნელობებია, ხოლო 𝑝𝑝′ და 𝜌𝜌′ მცირე შეშფოთებებია ანუ 𝜌𝜌′ ≪ 𝜌𝜌0 და 
𝑝𝑝′ ≪ 𝑝𝑝0.  

თუ, უწყვეტობის განტოლებაში (2.2), შევიტანთ (2.1) 
მნიშვნელობებს, მივიღებთ (2.3) განტოლებას: 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜌𝜌𝒗𝒗 = 0.                                            (2.2) 

𝜕𝜕(𝜕𝜕0+𝜕𝜕′)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝜌𝜌0 + 𝜌𝜌′)𝒗𝒗 = 0.                                    (2.3) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ შეშფოთებებისათვის გვექნება უწყვეტობის 
განტოლება შემდეგი ფორმით: 

𝜕𝜕𝜕𝜕′

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜌𝜌0𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝒗𝒗 = 0.                                    (2.4) 

ანალოგიურად, ეილერის (2.5) განტოლებიდან: 

𝝏𝝏𝒗𝒗
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ (𝒗𝒗𝛁𝛁)𝒗𝒗 = −∇𝑝𝑝
𝜕𝜕

.                                   (2.5) 

მივიღებთ, რომ 

𝜕𝜕𝒗𝒗
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ ∇𝑝𝑝′

𝜕𝜕0
= 0.                                       (2.6) 

ამრიგად, კუმშვად სითხეში ბგერითი ტალღებისათვის მივიღეთ 
ორი განტოლება (2.4) და (2.6). უცნობებია:  𝑝𝑝′;𝜌𝜌′;𝒗𝒗. 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ იდეალურ სითხეში 
ნებისმიერი მოძრაობა ადიაბატური პროცესია, მაშინ 
დამოკიდებულება წნევისა და სიმკვრივის შეშფოთებებს შორის 
იქნება შემდეგი სახის: 
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𝑝𝑝′ = � 𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕0

�
𝑠𝑠
𝜌𝜌′ ⟹ 𝜌𝜌′ = 𝑝𝑝′

� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜌𝜌0
�
𝑠𝑠

.                                         (2.7) 

თუ (2.7) ფორმულიდან შევიტანთ 𝜌𝜌′ შეშფოთების მნიშვნელობას 
(2.4) ფორმულაში და გარდავქმნით, მივიღებთ რომ 

𝜕𝜕𝑝𝑝′

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜌𝜌0 �

𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕0

�
𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝒗𝒗 = 0.                                        (2.8) 

ორი (2.6) და (2.8) განტოლება, უცნობებით: 𝒗𝒗; 𝑝𝑝′ სავსებით აღწერს 
ბგერით ტალღას იდეალურ სითხეში. 

რათა ამოცანა დავიყვანოთ ერთ ცვლადამდე, ვთქვათ სიჩქარეთა 
ველს აქვს 𝜑𝜑 პოტენციალი ანუ 𝒗𝒗 = ∇ 𝜑𝜑, მაშინ (2.6) განტოლებიდან 
მივიღებთ, რომ 

𝑝𝑝′ = −𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,                                               (2.9) 

ნულოვან ინდექსებს ცვლადებთან 𝜌𝜌0;𝑝𝑝0 შემდგომშიც აღარ ჩავწერთ. 

თუ (2.9) გამოსახულებას შევიტანთ (2.8) განტოლებაში, 
მივიღებთ: 

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 𝑐𝑐2∆𝜑𝜑 = 0.                                        (2.10) 

სადაც  

𝑐𝑐 = ��
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑠𝑠
.                                               (2.11) 

(2.10) სახის განტოლებებს ტალღის განტოლებებს უწოდებენ. 

თუ (2.10) განტოლებაზე ვიმოქმედებთ გრადიენტის ოპერაციით, 
მივიღებთ, რომ სიჩქარის ვექტორიც აკმაყოფილებს იგივე ტალღის 
განტოლებას. თუ (2.10) განტოლების ორივე მხარეს გავაწარმოებთ 
დროით, მივიღებთ რომ იგივე ტალღის განტოლებას აკმაყოფილებს 
წნევების სკალარული ველიც და (2.7) განტოლებიდან გამომდინარე, 
სიმკვრივეთა სკალარული ველიც. 

 

2.2. მონოქრომატული ტალღები 

განვიხილოთ ბგერითი ტალღების დინამიკის ერთგანზომი-
ლებიანი შემთხვევა ანუ ჩავთვალოთ, რომ მთელი მოძრაობა 
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ერთგვაროვანია (𝑦𝑦; 𝑧𝑧) სიბრტყეში. ასეთ ტალღებს, ბრტყელ ტალღებს 
უწოდებენ. ბრტყელი ტალღებისათვის (2.10) განტოლება 
გადაიწერება შემდეგი ფორმით: 

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

− 1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 0.                                            (2.12) 

ამ განტოლების ამოსახსნელად, მოვახდინოთ ცვლადთა 
გარდაქმნა შემდეგი ფორმულებით: 

𝜉𝜉 = 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐;   𝜂𝜂 = 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐.                                          (2.13) 

მაშინ,(2.12) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0.                                                  (2.14) 

ამ განტოლების ორჯერ ინტეგრებით, მივიღებთ ზოგად 
ამონახსნს შემდეგი ფორმით: 

𝜑𝜑 = 𝑓𝑓1(𝜉𝜉) + 𝑓𝑓2(𝜂𝜂).                                           (2.15) 

თუ (2.13) მნიშვნელობებს შევიტანთ (2.15) ფორმულაში, 
მივიღებთ ზოგად ამონახსნს შემდეგი ფორმით: 

𝜑𝜑 = 𝑓𝑓1(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐) + 𝑓𝑓2(𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐).                                      (2.16) 

ასეთი ტიპის ფუნქციებით გამოისახებიან სხვა (𝑝𝑝′;𝜌𝜌′;𝒗𝒗) 
განმსაზღვრელი პარამეტრებიც. ინტერპრეტაციისათვის, განვიხი-
ლოთ სიმკვრივე და ჩავთვალოთ რომ  𝑓𝑓2 = 0, მაშინ 𝜌𝜌′ = 𝑓𝑓1(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐). ამ 
ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ სიმკვრივე ერთნაირი იქნება 
ყველა იმ წერტილებისათვის, რომლებიც დაშორებულია 
ერთმანეთისაგან 𝑐𝑐𝑐𝑐 მანძილით, სადაც 𝑐𝑐 ბგერის სიჩქარეა, ხოლო 
𝑓𝑓1(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐) კი წარმოადგენს ბრტყელ ტალღას, რომელიც ვრცელდება 
აბსცისთა ღერძის დადებითი მიმართულებით. ცხადია, რომ მაშინ 
𝑓𝑓2(𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) აგრეთვე ბრტყელი ტალღაა, რომელიც გარბის 
საპირისპირო მიმართულებით. 

ბრტყელი ტალღების შემთხვევაში, სიჩქარის 𝒗𝒗 = ∇ 𝜑𝜑 სამი 

კომპონენტიდან, მხოლოდ ერთი 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

  განსხვავდება ნულისაგან. 
მაშასადამე, ბგერითი ტალღის სიჩქარე ყოველთვის მიმართულია 
ტალღის გავრცელების მიმართულებით. ამიტომ, ამბობენ, რომ 
სითხეში ბგერითი ტალღები წარმოადგენენ გრძივ ტალღებს. 
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ბრტყელი ტალღებისათვის 𝜑𝜑 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐), შესაბამისად, 
მივირებთ რომ 

𝑑𝑑 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝑓𝑓′(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐);   𝑝𝑝′ = −𝜌𝜌 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑓𝑓′(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐).                  (2.17) 

(2.17) ფორმულებიდან ცხადია, რომ 

𝑑𝑑 = 𝑝𝑝′

𝜕𝜕𝑐𝑐
.                                         (2.18) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 𝑝𝑝′ = 𝑐𝑐2𝜌𝜌′, მაშინ მივიღებთ რომ 

𝑑𝑑 = 𝑐𝑐𝜕𝜕′

𝜕𝜕
.                                              (2.19) 

განსაზღვრება. მონოქრომატული ეწოდება მკაცრად ჰარმონიულ 
(სინუსოიდალურ) ტალღას, რომლის სიხშირე და ამპლიტუდა არ 
იცვლება დროში. 

მონოქრომატული ტალღის სიხშირე შეესაბამება მისი წყაროს 
სიხშირეს. რეალურად, მონოქრომატული ტალღები ბუნებაში არ 
არსებობს, მაგრამ თეორიული კვლევისათვის წარმოადგენს 
სასარგებლო მოდელს. 

მონოქრომატული ტალღის პოტენციალს ზოგჯერ წარმოადგენენ 
კომპლექსური სახით: 

𝜑𝜑 = 𝑅𝑅𝑅𝑅�𝜑𝜑0(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑅𝑅−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕�,                                 (2.20) 

სადაც 𝜔𝜔 ტალღის სიხშირეა. ტალღის განტოლებაში უშუალო ჩასმით, 
მივიღებთ, რომ 𝜑𝜑0(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ 
განტოლებას: 

∆𝜑𝜑0 + 𝑖𝑖2

𝑐𝑐2
𝜑𝜑0 = 0.                                     (2.21) 

განვიხილოთ ბრტყელი მონოქრომატული ტალღა, რომელიც 
გარბის აბსცისთა ღერძის დადებითი მიმართულებისაკენ. ასეთი 
ტალღის განმსაზღვრელი პარამეტრები დამოკიდებულია 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 
ცვლადზე, მაგალითად, სიჩქარის პოტენციალს ექნება შემდეგი სახე: 

𝜑𝜑 = 𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝐴𝐴𝑅𝑅−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜕𝜕−
𝑥𝑥
𝑐𝑐��,                                        (2.22) 

სადაც 𝐴𝐴 მუდმივს კომპლექსური ამპლიტუდა ეწოდება. თუ მას 
ჩავწერთ 𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 სახით, მაშინ მივიღებთ რომ 
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𝜑𝜑 = 𝑎𝑎 cos �𝑖𝑖
𝑐𝑐
𝑥𝑥 − 𝜔𝜔𝑐𝑐 + 𝛼𝛼�.                                                (2.23) 

ამ ჩანაწერში 𝒂𝒂 არის ამპლიტუდა, ხოლო კოსინუსის არგუმენტს კი 
უწოდებენ ფაზას. 

განსაზღვრება. ვთქვათ 𝒏𝒏 არის ტალღის გავრცელების 
მიმართულების ერთეულოვანი ვექტორი, მაშინ (2.24) ვექტორს: 

𝒌𝒌 = 𝑖𝑖
𝑐𝑐
𝒏𝒏 = 𝟐𝟐𝟐𝟐

𝝀𝝀
𝒏𝒏,                                                  (2.24) 

 ტალღურ ვექტორს უწოდებენ, ხოლო მის |𝒌𝒌| სიგრძეს - ტალღურ 
რიცხვს. 

განხილული განსაზღვრებიდან გამომდინარე (2.22) ფორმულა 
შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი ფორმით: 

𝜑𝜑 = 𝑅𝑅𝑅𝑅�𝐴𝐴𝑅𝑅𝑖𝑖(𝒌𝒌𝒌𝒌−𝝎𝝎𝝎𝝎)�.                                       (2.25) 

მონოქრომატულ ტალღებს დიდი გამოყენება აქვთ, იქიდან 
გამომდინარე, რომ ნებისმიერი ტალღა შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, 
როგორც ბრტყელი მონოქრომატული ტალღების ერთობლიობა, 
სხვადასხვა ტალღური ვექტორითა და სხვადასხვა სიხშირით. 
ტალღის დაშლას მონოქრომატულ ტალღებად მათემატიკაში 
უწოდებენ ფურიეს მწკრივს ან ფურიეს ინტეგრალით წარმოდგენას. 
ზოგჯერ კი უწოდებენ სპექტრალურ დაშლას. 

 

2.3. ბგერითი ტალღების ენერგია და იმპულსი 

გამოვიყვანოთ ბგერითი ტალღის ენერგიის გამოსაანგარიშებელი 
ფორმულა. ერთეული მოცულობის სითხის ენერგია გამოიანგარიშება 

შემდეგი ფორმულით: 𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝜕𝜕𝑣𝑣2

2
. ამ ფორმულაში ჩავსვათ 

განმსაზღვრელი პარამეტრების შეშფოთებული მინიშვნელობები:   
𝜌𝜌 = 𝜌𝜌0 + 𝜌𝜌′;  𝜌𝜌 = 𝜌𝜌0 + 𝜌𝜌′, სადაც შტრიხიანი მნიშვნელობები 
შეესაბამება შესაბამისი სიდიდეების გადახრას მათი 
მნიშვნელობებისაგან უძრავი სითხის პირობებში. რადგან სითხის 

სიჩქარე მცირე სიდიდეა, გამოსახულება 𝜕𝜕
′𝑣𝑣2

2
  არის მესამე რიგის მცირე 

სიდიდე. თუ შემოვიფარგლებით, მხოლოდ მეორე რიგის მცირე 
სიდიდეებით, მაშინ მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებას: 
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.                           (2.26) 

რადგან ბგერითი ტალღა ადიაბატურია (2.26) გამოსახულებაში, 
წარმოებულები გამოითვლება მუდმივი ენტროპიის პირობებში. 
თერმოდინამიკიდან გამომდინარე: 

.                                    (2.27) 

მაშასადამე, 

.                                             (2.28) 

მეორე რიგის წარმოებული კი იქნება: 

.                            (2.29) 

მაშასადამე, ერთეული მოცულობის სიტხის ენერგია იქნება: 

.                                  (2.30) 

ამ გამოსახულების პირველი წევრი წარმოადგენს უძრავი სითხის 
ენერგიას და ის არაა დაკავშირებული ბგერით ტალღასთან. მეორე 
წევრი დაკავშირებულია ენერგიის იმ ნაწილის ცვლილებასთან, რაც 
გამოწვეულია ერთეული მოცულობის სითხის მასის ცვლილებით. 
თუ განვიხილავთ ინტეგრალს სითხის მთელი მოცულობიდან, 
მივიღებთ რომ მასა არ იცვლება და მასასადამე ეწ წევრიც არ ახდენს 
გავლენას ბგერითი ტალღის ენერგიაზე. მაშასადამე, ერთეული 
მოცულობის სითხის ენერგიის ცვლილება, რომელიც 
დაკავშირებულია ბგერით ტალღასთა გამოითვლება შემდეგი 
ინტეგრალით: 

.                                     (2.31) 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულება შეგვიძლია განვიხილოთ, 
როგორც ბგერის ენერგიის 𝑬𝑬 სიმკვრივე: 

.                                           (2.32) 
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ეს გამოსახულება გამარტივდება ბრტყელი ბგერითი 

ტალღებისათვის რადგან . მართლაც, თუ ამ 
მნიშვნელობას შევიტანთ (2.32) ფორმულში, მივიღებთ რომ 

.                                             (2.33) 

ზოგად შემთხვევაში, ასეთ ფორმულას არა აქვს ადგილი. 
ანალოგიური ფორმულა შეიძლება შევადგინოთ ზოგადად ბგერითი 
ტალღის სრული ენერგიის საშუალო დროითი მნიშვნელობისათვის: 

 .                                               (2.34) 

ახლა განვიხილოთ ტალღათა პაკეტი ანუ ტალღათა 
ერთობლიობა, რომელსაც დროის ყოველი მომენტისათვის უკავია 
რაღაც შემოსაზღვრული სივრცე მყარი კედლების გარეშე.  

ერთეული მოცულობის სითხის იმპულსი ემთხვევა მასის 
ნაკადის იმპულსის ფორმულას: 𝒋𝒋 = 𝜌𝜌𝒗𝒗. ამ ფორმულაში თუ შევიტანთ 
𝜌𝜌 = 𝜌𝜌0 + 𝜌𝜌′ მნიშვნელობას და გავითვალისწინებთ  
ფორმულას, მივიღებთ (2.35) ფორმულას: 

                     .                                    (2.35)                                      

თუ სითხე იდეალურია, მაშინ 𝒗𝒗 = ∇𝜑𝜑 და შესაბამისად, (2.35) 
ფორმულა შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

                                          (2.36) 

სრული იმპულსი უდრის ინტეგრალს  . შესაბამისად, 
ბგერით ტალღათა პაკეტის სრული იმპულსი იქნება: 

                                   (2.37) 

ტალღათა პაკეტის სრული იმპულსის არანულოვანი 
მნიშვნელობა, მიუთითებს იმ ფაქტზე, რომ ადგილი აქვს მასის 
გადატანას. 
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2.4. ბგერითი ტალღების არეკვლა და გარდატეხა 

როდესაც ბგერითი ტალღა ეჯახება, ორი სხვადასხვა გარემოს 
გამყოფ საზღვარს, ის აირეკლება და გარდატყდება. ამის შედეგად, 
პირველ გარემოში გვაქვს ორი ტალღის ურთიერთქმედება 
(დაცემულის და არეკლილის), ხოლო მეორე გარემოში გვაქვს ერთი 
ტალღა (გარდატეხილი). ამ ტალღებს შორის კავშირი 
დამოკიდებულია გამყოფ ზედაპირზე არსებულ სასაზღვრო 
პირობებზე.  

განვიხილოთ მონოქრომატული გრძივი ტალღის არეკვლა და 
გარდატეხა ბრტყელი გამყოფი ზედაპირის შემთხვევაში. გამყოფი 
იყოს (𝑦𝑦; 𝑧𝑧) სიბრტყე. ადვილი მისახვედრია, რომ სამივე ტალღას 
ექნება ერთნაირი 𝜔𝜔 სიხშირე და ტალღური ვექტორის ერთნაირი 
𝑘𝑘𝑦𝑦;  𝑘𝑘𝑧𝑧 კომპონენტები, მაგრამ არა 𝑘𝑘𝑥𝑥 გამყოფი სიბრტყის 
პერპენდიკულარული მდგენელი.  

მართლაც, შემოუსაზღვრელი ერთგვაროვანი სივრცის 
შემთხვევაში მონოქრომატული ტალღა წარმოადგენს მოძრაობის 
განტოლების ამონახსნს. საზღვრის არსებობის შემთხვევაში, ემატება 
სასაზღვრო პირობა, რომელიც ჩვენს შემთხვევაში ეკუთვნის მხოლოდ 
𝑥𝑥 = 0 გამყოფ საზღვარს და არაა დამოკიდებული არც დროზე და არც 
სხვა სივრცულ ცვლადებზე. ამრიგად, ამონახსნის ამ ცვლადებზე 
დამოკიდებულება ერთნაირია მთელი სივრცისათვის და მოძრაობის 
დროისათვის ანუ სამივე ტალღას ექნება ერთნაირი 𝜔𝜔 სიხშირე და 
ტალღური ვექტორის ერთნაირი 𝑘𝑘𝑦𝑦;  𝑘𝑘𝑧𝑧 კომპონენტები, მაგრამ არა 𝑘𝑘𝑥𝑥 
გამყოფი სიბრტყის პერპენდიკულარული მდგენელი.  

აქედან გამომდინარე, შეგვიძლია შევისწავლოთ არეკლილი და 
გარდატეხილი ტალღები. ვთქვათ (𝑥𝑥; 𝑦𝑦) არის ტალღის დაცემის 
სიბრტყე, მაშინ მისთვის 𝑘𝑘𝑧𝑧 = 0; იგივე პირობა უნდა სრულდებოდეს 
არეკლილი და გარდატეხილი ტალღებისთვისაც ანუ დაცემული, 
არეკლილი და გარდატეხილი ტალღები, ერთ სიბრტყეში 
მდებარეობს.  

ვთქვათ 𝜃𝜃 არის კუთხე ტალღის მიმართულებასა და აბსცისთა 
ღერძის დადებით მიმართულებას შორის. მაშინ, რადგან დაცემული 
და არეკლილი ტალღებისათვის ადგილი აქვს 𝑘𝑘𝑦𝑦 = 𝑖𝑖

𝑐𝑐
sin𝜃𝜃 ტოლობას, 

მივიღებთ რომ 
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𝜃𝜃1 = 𝜃𝜃1′ ,                                            (2.38) 

ანუ დაცემის და არეკვლის კუთხეები ერთმანეთის ტოლია. 
დაცემული და გარდატეხილი ტალღებისათვის, ანალოგიური 
ფორმულიდან, გამომდინარეობს რომ 

.                                       (2.39) 

სადაც 𝑐𝑐1;  𝑐𝑐2 ბგერის შესაბამისი სიჩქარეებია ამ ორი მოსაზღვრე 
გარემოსათვის.  

ამ სამივე ტალღის ინტენსივობათა შესაფასებლად, ამოვწეროთ 
მათი სიჩქარეთა შესაბამისი პოტენციალები: 

 

გარემოთა გამყოფ სიბრტყეზე უნდა სრულდებოდეს შემდეგი 
პირობები: წნევა და სიბრტყის ნორმალური სიჩქარეები ორივე 
გარემოსათვის უნდა იყოს ერთნაირი. მასასადამე, გვაქვს 
განტოლებები: 

                         (2.40) 

გარდატეხის 𝑅𝑅 მაჩვენებელი განისაზღვრება, როგორც დაცემული 
და გარდატეხილი ტალღების ენერგიათა ნაკადის სიმკვრივეთა 
ფარდობა. რადგან ბრტყელ ტალღებში ტალღის ენერგიის ნაკადის 
სიმკვრივე უდრის 𝑐𝑐𝜌𝜌𝑑𝑑2 სიდიდეს, მივიღებთ რომ 

.                                        (2.41) 

გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ ეს ფორმულა შეგვიძლია 
ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

.                                (2.42) 
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2.5. გეომეტრიული აკუსტიკა 

ბრტყელი ტალღები გამოირჩევა სხვა ტიპის ტალღებისგან იმით, 
რომ მისი გავრცელების მიმართულება და ამპლიტუდა ერთნაირია 
მღელი სივრცისათვის. რა თქმა უნდა, ყველა ბგერით ტალღას არ 
ახასიათებს ეს თვისება, თუმცა, არსებობს შემთხვევები, როცა არა 
ბრტყელი ბგერითი ტალღა, შეგვიძლია სივრცის გარკვეულ მცირე 
შუალედში განვიხილოთ როგორც ბრტყელი ტალღა. ამისათვის 
საჭიროა, რომ ტალღის მიმართულება და ამპლიტუდა თითქმის არ 
იცვლებოდეს ტალღის სიგრძის რიგის მანძილზე. 

თუ ეს პირობა სრულდება, მაშინ შეგვიძლია შემოვიყვანოთ 
ტალღის სხივის ცნება. 

განსაზღვრება. წირს, რომლის ყოველ წერტილში, მხების 
მიმართულება ემთხვევა, ტალღის გავრცელების მიმართულებას, 
ტალღის სხივი ეწოდება. 

ამგვარად, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ბგერა ვრცელდება ტალღის 
სხივის მიმართულებით. ამ შემთხვევაში, ბგერის გავრცელების 
კანონებს შეისწავლის გეომეტრიული აკუსტიკა. შეგვიძლია ვთქვათ, 
რომ გეომეტრიული აკუსტიკა შეისწავლის უსასრულოდ მცირე 
ტალღის სიგრძის მქონე ბგერით ტალღებს. 

გამოვიყვანოთ გეომეტრიული აკუსტიკის ძირითადი 
განტოლება, რომელიც განსაზღვრავს ტალღის სხივების მიმართუ-
ლებას. ტალღის სიჩქარის პოტენციალი ჩავწეროთ კომპლექსური 
სახით:  

𝜑𝜑 = 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖.                                            (2.43) 

იმ შემთხვევაში, როცა ტალღა არაა ბრტყელი, მაგრამ 
გეომეტრიული აკუსტიკა გამოყენებადია, ტალღის 𝑎𝑎 ამპლიტუდა 
წარმოადგენს კოორდინატებისა და დროის მიმართ ნელა ცვლად 
ფუნქციას, ხოლო ტალღის 𝜓𝜓 ფაზა წარმოადგენს „თითქმის წრფივ“ 
ფუნქციას (გავიხსენოთ, რომ ბრტყელი ტალღის შემთხვევაში 
ტალღის ფაზაა 𝜓𝜓 = 𝒌𝒌𝒌𝒌 − 𝜔𝜔𝑐𝑐 + 𝛼𝛼 სადაც, 𝒌𝒌 და 𝜔𝜔 მუდმივია). სივრცისა 
და დროის მცირე მონაკვეთებისათვის ფაზა შეგვიძლია დავშალოთ 
ტეილორის მწკრივად, პირველი რიგის უსასრულოდ მცირეთა 
სიზუსტით, მაშინ მივიღებთ რომ: 
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.                                        (2.44) 

იმასთან დაკავშირებით, რომ სივრცისა და დროის მცირე 
მონაკვეთებისათვის, ტალღა შეგვიძლია ჩავთვალოთ ბრტყელ 
ტალღად, ყოველი წერტილისათვის შეგვიძლია განვიხილოთ 
შესაბამისი ტალღური ვექტორი და ტალღის სიხშირე შემდეგნაირად: 

.                                    (2.45) 

𝜓𝜓 სიდიდეს ეიკონალს უწოდებენ. 

ბგერითი ტალღებისათვი, როგორც ვიცით: , 
თუ ამ თანადობაში შევიტანთ (2.45) ფორმულებს, მივიღებთ 
გეომეტრიული აკუსტკის ძირითად განტოლებას შემდეგი ფორმით: 

                           (2.46) 

თუ სითხე არაერთგვაროვანია, მაშინ ბგერის 𝑐𝑐 სიჩქარე 
დამოკიდებულია სივრცით კოორდინატებზე. 

 

2.6. ბგერის გავრცელება მოძრავ გარემოში 

მონოქრომატული ბგერითი ტალღისათვის, რომელიც 
ვრცელდება უძრავ სითხეში, გვაქვს შემდეგი დამოკიდებულება 

 ტალღურ ვექტორსა და სიხშირეს შორის. გამოვიყვანოთ, 
შესაბამისი დამოკიდებულება, მოძრავი სითხის შემთხვევაში. 

განვიხილოთ 𝒖𝒖 სიჩქარით მოძრავი სითხის ერთგვაროვანი 
ნაკადი. გვაქვს უძრავ (𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) ცვლადების კოორდინატთა 𝐾𝐾 სისტემა 
და 𝒖𝒖 სიჩქარით მის მიმართ მოძრავი 𝐾𝐾′ სისტემა (𝑥𝑥′;𝑦𝑦′; 𝑧𝑧′). ცხადია, 
რომ 𝐾𝐾′ სისტემაში სითხე უძრავია და მონოქრომატულ ტალღას ამ 
სისტემაში სტანდარტული სახე აქვს ანუ 

.                                       (2.47) 

რადიუს-ვექტორებს შორის ამ ორ კოორდინტთა სისტემის 
მიმართ, არსებობს შემდეგნაირი კავშირი: . 
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აქედან გამომდინარე, უძრავი კოორდინატთა სისტემის მიმართ 
სიჩქარის პოტენციალი იქნება: 

.                                       (2.48) 

ხარისხის მაჩვენებელში დროის კოეფიციენტი წარმოადგენს 
ტალღის სიხშირეს, მაშასადამე, მოძრავი გარემოს შემთხვევაში, 
გვაქვს შემდეგი დამოკიდებულება სიხშირესა და ტალღურ ვექტორს 
შორის: 

.                                            (2.49) 

(2.49) ფორმულა შეესაბამება დოპლერის ეფექტს, რაც იმაში 
მდგომარეობს, რომ ბგერის წყაროს მიმართ მოძრავი 
დამკვირვებლისათვის აღქმული ბგერის სიხშირე, არ ემთხვევა 
ბგერის წყაროს სიხშირეს. 

ტალღების გავრცელების სიჩქარეა: 

.                                           (2.50) 

 

2.7. სფერული ტალღები 

განსაზღვრება. განვიხილოთ ბგერითი ტალღები, რომლების-
თვისაც დამახასიათებელია სფერული სიმეტრია ანუ სიმკვრივე, 
სიჩქარე და ყველა სხვა განმსაზღვრელი პარამეტრი, დამოკიდე-
ბულია გარკვეული წერტილიდან მანძილზე. ასეთ ტალღას, 
სფერულს უწოდებენ. 

განვიხილოთ ტალღის განტოლების ამონახსნები, რომლებიც 
აღწერს სფერულ ტალღას. ჩავწეროთ ტალღის განტოლება, სიჩქარის 
პოტენციალისათვის: 

.                                               (2.51) 

რადგან 𝜑𝜑 არის მხოლოდ ცენტრამდე 𝒌𝒌 მანძილისა და დროის 
ფუნქცია, თუ გამოვიყენებთ ლაპლასის ოპერატორის წარმოადგენას 
სფერულ კოორდინატებში, მივიღებთ რომ: 
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.                                              (2.52)  

თუ დავუშვებთ, რომ  მაშინ (2.52) განტოლებიდან 
გვექნება: 

.                                         (2.53) 

ახალი განტოლება 𝑓𝑓(𝑟𝑟; 𝑐𝑐) ფუნქციისათვის ანუ მივიღეთ 
ერთგანზომილებიანი თალღური განტოლება, სადაც სივრცითი 
ცვლადის როლს თამაშობს რადიუს-ვექტორი. მაშასადამე, გვაქვს 
ზოგადი ამონახსნი შემდეგი სახით; 

.                                (2.54) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ სფერული ტალღების (2.52) განტოლების 
ზოგად ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

.                                      (2.55) 

პირველი შესაკრები წარმოადგენ განშლად ტალღას, რომელიც 
ვრცელდება სათავიდან ყველა მიმართულებით, ხოლო მეორე 
შესაკრები, წარმოადგენს დრენაჟის სფერულ ტალღეას, რომელიც 
ყველამიმართულებიდან მოდის და თავს იყრის კოორდინატთა 
სათავეში. 

ბრტყელი ტალღებისაგან განსხვავებით, სადაც ტალღის 
ამპლიტუდა მუდმივია, სფერული ტალღებისათვის ამპლიტუდა 
მცირდება სათავემდე მანძილის უკუპროპორიულად, ხოლო ტალღის 
ინტენსივობა, რომელიც ამპლიტუდის კვადრატის პროპორციულია, 
შესაბამისად, მცირდება ცენტრამდე დაშორების კვადრატის 
უკუპროპორციულად. 

მონოქრომატულ, სფერულ, მდგარ ტალღას აქვს შემდეგი ფორმა: 

.                                     (2.56) 

სადაც . 
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შესაბამისად, მონოქრომატული, სფერული მორბენალი ტალღა 
მოიცემა ფორმულით: 

.                                             (2.57) 

უნდა აღინიშნოს, რომ (2.57) გამოსახულება წარმოადგენს 
შემდეგი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს: 

.                                     (2.58) 

ამ განტოლების მარჯვენა მხარეს დგას დელტა-ფუნქცია: 

𝛿𝛿(𝒌𝒌) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥)𝛿𝛿(𝑦𝑦)𝛿𝛿(𝑧𝑧).                                     (2.59)  

სფერული ტალღის გავლის შემდეგ, საწყის ნულოვანი 
პოტენციალის წერტილში, მისი პოტენციალი ისევ განულდება 
ბრტყელი ტალღისაგან განსხვავებით, რომლის დროსაც გავლის 
შემდეგ, სიჩქარის პოტენციალი შეიძლება იყოს ნულის არატოლი 
რაღაც მუდმივი რიცხვი. 

2.8. ცილინდრული ტალღები 

განსაზღვერება. განვიხილოთ ტალღა, რომლისთვისაც ყველა 
განმსაზღვრელი პარამეტრი ერთგვაროვანია ერთი რომელიმე 
მიმართულებით (ამ მიმართულებით ავირჩევთ აპლიკატების ღერძს) 
და გვაქვს ამღერძის მიმართ სიმეტრია ღერძის პერპენდიკულარულ 
სიბრტყეებში. ასეთ შემთხვევაში, ამბობენ რომ გვაქვს ცილინდრული 
ტალღა. 

 ცილინდრული ტალღისათვის გვაქვს სიცქარეთა ველის 

პოტენციალი . ტალღის განტოლების ღერძულ-
სიმეტრიულ ზოგად ამონახნს, აქვს შემდეგი სახე: 

.                                 (2.60) 

ტალღის განტოლება ცილინდრულ კოორდინატებში ჩაიწერება 
შემდეგნაირად: 

.                                 (2.61) 



91 
 

მონოქრომატული ტალღისათვის: . მივიღებთ 
შემდეგ განტოლებას: 

.                                           (2.62) 

ეს არის ბესელის პირველი რიგის განტოლება. შესაბამისად, 
მდგარი ცილინდრული ტალღისათვის გვექნება შემდეგი ამონახსნი: 

,                                             (2.63) 

სადაც  𝐽𝐽0 - ბესელის პირველი რიგის ფუნქციაა.  

თუ გამოვიყენებთ ბესელის ფუნქციების ასიმპტოტურ 
წარმოდგენას, მაშინ ცილინდრული მდგარი ტალღისათვის გვექნება 
სიჩქარეთა ველის პოტენციალი შემდეგი სახით: 

.                                  (2.64) 

მონოქრომატული, მორბენალი ტალღისათვის კი გაქვს შემდეგი 
ამონახსნი: 

.                                          (2.65) 

სადაც 𝐻𝐻0
(1) - ჰენკელის ფუნქციებია. 

შესაბამისი ასიმპტოტური ფორმულის გათვალისწინებით: 

.                              (2.66) 

ცილინდრული განშლადი ტალღა მნიშვნელოვნად განსხვავდება 
ბრტყელი და სფერული ტალღებისაგან. ცილინდრულ ტალღას 
შეიძლება ქონდეს წინა ფრონტი, მაგრამ არ ქონდეს უკანა ფრონტი. 
მას შემდეგ, რაც ცილინდრული ტალღა მივა მოცემულ წერტილამდე, 
ის კი არ ქრება უცებ, არამედ, ნელ-ნელა ჩაქრება დროთა 
განმავლობაში. 
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III თავი. სოლიტონების თეორია 

1970 წლამდე ანალიზურად ამოხსნად არაწრფივ განტოლებათა 
რაოდენობა იყო შეზღუდული რაოდენობის, რადგან არ არსებობდა 
მათი ამოხსნის არცერთი ზოგადი მეთოდი. არსებული ამონახსნები 
კი, ძირითადად იყო დაყვანადი, წრფივი განტოლებების ამოხსნამდე. 
ამჟამად, არსებობს მრავალი არაწრფივი განტოლების [1-5] ზუსტი 
ანალიზური ამონახსნი, გამოყენებითი მათემატიკის სხვადასხვა 
ტიპის ამოცანებისათვის.  

ჩვენი მონოგრაფიის მესამე ტომის მესამე თავი ეძღვნება 
სოლიტონებს, რომლებიც წარმოადგენენ მათემატიკური ფიზიკის 
არაწრფივი განტოლებების ზუსტ ამონახსნებს. განვიხილავთ 
კორტევეგა-დე ფრიზის, სინუს - გორდონის, პასტ - ულამის და სხვა 
განტოლებებს. 

კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლება პირველად წარმოიშვა მცირე 
სიღრმის არხებში ტალღების შესწავლის ამოცანების განხილვისას, 
თუმცა, შემდგომში აღმოჩნდა რომ ის გვხვდება მაგნიტურ 
ჰიდროდინამიკაში, პლაზმის ფიზიკაში, ცუნამის პრობლემის 
განხილვისას და ა.შ. 

ამ ამოცანების შესასწავლად შეიქმნა შებრუნებული ამოცანის  
გაფანტვის მეთოდი, რომელმაც საშუალება მოგვცა ამოხსნილიყო 
რიგი არაწრფივი ამოცანებისა, რაც დღევანდელი მათემატიკის 
სიამაყეს წარმოადგენს. 

3.1. რასელის განცალკევებული ტალღა (სოლიტონი) 

შებრუნებული ამოცანის გაფანტვის მეთოდი 57 წლის წინ 
შეიქმნა შემდეგი სახის ევოლუციური განტოლებების ამოსახსნელად: 

𝑢𝑢𝜕𝜕 = 𝐾𝐾[𝑢𝑢],                                          (3.1) 

სააც 𝐾𝐾[𝑢𝑢] არაწრფივი ფუნქციონალია დამოკიდებული 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑐𝑐) 
ცვლადზე. ასეთი სახის ამოცანების ამოხსნის მეთოდი ეკუთვნის 
მ.კრუსკალს, (შებრუნებული ამოცანის გაფანტვის მეთოდი)  

  

ამ ნაშრომში ამოხსნილი იქნა კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლება: 
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.                                   (3.2) 

სოლიტონის ცნება შემოყვანილი იქნა კრუსკალისა და ზაბუსკას 
ნაშრომში: 

 

სოლიტონის განცალკევებული ტალღა პირველად. ექსპერიმენ-
ტულად აღმოაჩინა ჯორჯ სკოტ რასელმა 1834 წელს. თუმცა, მისი 
მათემატიკური შესწავლა მოხერხდა მხოლოდ 140 წლის შემდეგ. 

ამჟამად, სოლიტონს უწოდებენ ყოველ, ზარის გეომეტრიული 
ფორმის მქონე ბრტყელ ტალღას, რომელიც მუდმივი სიჩქარით 
ვრცელდება აბსცისთა ღერძის მიმართულებით 𝒖𝒖(𝒙𝒙 − 𝑽𝑽𝝎𝝎).  

კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლების სოლიტონური ამონახსნია: 

,                                       (3.3) 

რასაც ჩვენ მომავალში ვაჩვენებთ. ამ ფორმულაში, ტალღის 
გავრცელების სიჩქარეა:  სიჩქარე უარყოფითია (3.2) 
ფორმულაში ნიშნების არჩევის გამო. ადვილი საანგარიშოა, რომ თუ 

მოვახდენთ ცვლადთა მასშტაბურ გარდაქმნას: . მაშინ (3.2) 
განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

.                                  (3.4) 

ამ განტოლების სოლიტონური ამონახსნია: 

.                                      (3.5) 

დიდი ამპლიტუდის იმპულსები უფრო სწრაფად მოძრაობენ. 

კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლება აღწერს ნებისმიერ სუსტად 
არაწრფივ, სუსტად დისპერგირებულ ბრტყელ ტალღას. 
სოლიტონიური ამონახსნის არსებობისათვის 𝒖𝒖𝒖𝒖𝒙𝒙;  𝒖𝒖𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙 წევრები 
ერთმანეთს აწონასწორებენ. გრავიტაციული ტალღებისათვის 
სითხის ნაკადის თხელ ფენაში გვაქვს ბუსინესკის განტოლება: 
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.                          (3.6) 

შესაბამის სოლიტონურ ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

.                                (3.7) 

ბუსინესკის განტოლება გადადის კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებაში, თუ მოვახდენთ გარდაქმნას: 

�𝜉𝜉 = 𝑥𝑥 − 𝑑𝑑𝑐𝑐
𝜏𝜏 = 𝜌𝜌𝑐𝑐                                              (3.8) 

და უგულებელვყოფთ 𝑂𝑂(𝜌𝜌2) წევრებს. 

 

3.1.1. კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლების ზუსტი ამონახსნი 

განვიხილოთ, კორტევეგა - დე - ფრიზის განტოლება (3.2): 

 

ამ განტოლების ამონახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით: 

.                      (3.9) 

რთული ფუნქციის გაწარმოების წესიდან გამომდინარე, 
მივიღებთ რომ 

 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (3.2) განტოლებაში, გვექნება: 

.                              (3.10) 

ამ განტოლების ორივე მხარის ინტეგრების შედეგად მივიღებთ: 

.                                 (3.11) 
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თუ ამ განტოლებას გავამრავლებთ მაინტეგრებელ  
მამრავლზე, მაშინ შევძლებთ კიდევ ერთით დავწიოთ განტოლების 
ხარისხი: 

 

𝑢𝑢′𝑎𝑎 = �−2𝑢𝑢3 = 𝑢𝑢2(1 − 𝜔𝜔) + 2𝐶𝐶𝑢𝑢 + 𝐷𝐷/                             (3.12) 

ბოლო განტოლების ინტეგრებით, მივიღებთ რომ 
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

�−2𝑎𝑎3=𝑎𝑎2(1−𝑖𝑖)+2𝐶𝐶𝑎𝑎+𝐷𝐷
= 𝑑𝑑𝜃𝜃.                                      (3.13) 

𝑎𝑎 ∫ 𝑎𝑎𝑎𝑎
�−2𝑎𝑎3=𝑎𝑎2(1−𝑖𝑖)+2𝐶𝐶𝑎𝑎+𝐷𝐷

= 𝜃𝜃 − 𝜃𝜃0
𝑎𝑎
𝑎𝑎0

.                                    (3.14) 

რადგან ჩვენ ვეძებთ სოლიტონურ ამონახსნს, მისი პროფილი 
შეშფოთების წყაროდან შორ მანძილზე უნდა ჩაქრეს ანუ უნდა 
სრულდებოდეს შემდეგი პირობები: 

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑢𝑢(𝜃𝜃) = 0.                                     (3.15) 

ეს პირობები სრულდება, თუ 𝐶𝐶 = 𝐷𝐷 = 0; 1 − 𝜔𝜔 = −𝑎𝑎2. მაშინ 

∫ 𝑎𝑎𝑎𝑎
√−2𝑎𝑎3+𝑎𝑎2𝑎𝑎2

= 𝜃𝜃 − 𝜃𝜃0
𝑎𝑎
𝑎𝑎0

⟺ ∫ 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎√𝑎𝑎2−2𝑎𝑎

= 𝜃𝜃 − 𝜃𝜃0
𝑎𝑎
𝑎𝑎0

.                        (3.16) 

თუ გამოვთვლით ამ ინტეგრალს და 𝑢𝑢 სიჩქარეს გამოვსახავთ 𝜃𝜃 
პარამეტრის საშუალებით, მივიღებთ სოლიტონურ ამონახსნს 
შემდეგი სახით: 

.                                     (3.17) 

3.2. ფერმი - პასტა - ულამის ამოცანა 

ფიზიკაში ნობელის პრემიის ლაურეატი, ამერიკაში მოღვაწე 
იტალიელი ენრიკო ფერმი, მეოცე საუკუნის 50-იან წლებში, ატომური 
პროექტის დამთავრების შემდეგ, აგრძელებდე მუშაობას ლოს-
ალამოსის ბირთვულ ცენტრში.  ამ დროისათვის მას მიეცა ძლიერ 
კომპიუტერებთან ურთიერთობის საშუალება. თავის თანამშრომლებ-
თან ჯ.პასტასთან და ს.ულამთან ერთად ე.ფერმი დაინტერესდა 



96 
 

წრფივ ამოცანებში, არაწრფივი წევრების შეტანის შედეგად, 
ამონახსნში მოსალოდნელი ცვლილებებით. 

აღმოჩნდა რომ შესაბამის ამოცანას მივყავართ რასელის 
სოლიტონურ ამონახსნებთან და კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებასთან. ფერმი-პასტა-ულამის ამოცანამ დიდი სტიმული 
მისცა არაწრფივი ტალღების კვლევების გაძლიერებას. 

განვიხილოთ ფერმი-პასტა-ულამის ამოცანა.  ვთქვათ, გვაქვს 𝑁𝑁 
ერთმანეთის იდენტური, ერთეული მასის მქონე, წრფეზე 
განლაგებული ნაწილაკი. მეზობელი ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ 
დრეკადი ძალით, ისე, თითქოს ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან 
ზამბარებით. წონასწორობიდან გამოყვანისას, თითოეული ნაწილაკი 
აამოძრავებს მეზობლად მყოფ ნაწილაკებს, ისე, რომ ბოლოს მთლიანი 
სისტემა იწყებს რთულ რხევით პროცესს. 

ამ პროცესის აღსაწერად, შემოვიღოთ აღნიშვნები: 𝑄𝑄𝑛𝑛 აღნიშნავს  
𝑛𝑛 - ური ნაწილაკის გადაადგილებას წინასწორობის მდგომარე-
ობიდან. მაშინ, ნიუტონის მეორე კანონიდან გამომდინარე, ამ 
ნაწილაკისათვის შეგვიძლია ჩავწეროთ მოძრაობის 
დიფერენციალური განტოლება: 

.                 (3.18) 

აქ 𝑓𝑓(𝑄𝑄) არის მეზობელ ნაწილაკებს შორის მოქმედი დრეკადი ძალა, 
რომელიც მცირე დეფორმაციების შემთხვევაში იძლევა ჰუკის კანონს, 
ასევე, დამატებით, გვაქვს არაწრფივი ურთიერთქმედების მცირე 
ძალაც. ფერმი-პასტა-ულამის ნაშრომში, განხილულია ორი 
შემთხვევა: 

𝑓𝑓(𝑄𝑄) = 𝛾𝛾𝑄𝑄 + 𝛼𝛼𝑄𝑄2,                                          (3.19) 

𝑓𝑓(𝑄𝑄) = 𝛾𝛾𝑄𝑄 + 𝛽𝛽𝑄𝑄3.                                      (3.20) 

აქ 𝛾𝛾 ჯაჭვის წრფივი მუდმივაა, ხოლო 𝛼𝛼 და 𝛽𝛽 ირჩევა იმ პირობით, 
რომ მაქსიმალური 𝑄𝑄 გადაადგილება, რომელსაც იწვევს არაწრფივი 
წევრი იყოს მინიმალური. 

ზოგიერთი დაშვებების შედეგად (3.18) განტოლება 
შესაძლებელია მიყვანილი იქნას კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებაზე. 



97 
 

შემოვიღოთ ჯაჭვის 𝑙𝑙 ბიჯი სადაც ნაწილაკებია განლაგებული და 
განვიხილოთ 𝑥𝑥 = 𝑛𝑛𝑙𝑙 ცვლადი, როგორც მანძილი ჯაჭვის გასწვრივ. 
რათა შევძლოთ 𝑄𝑄𝑛𝑛 ცვლადების უწყვეტ ფუნქციებით აღწერა, 
გამოვიყენოთ ტეილორის მწკრივად გაშლა და ჩავთვალოთ, რომ 

.                                 (3.21) 

მივიღებთ, რომ 

 

მაშინ (3.18) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

.                  (3.22) 

თუ 𝑓𝑓(𝑄𝑄) = 𝛾𝛾𝑄𝑄 + 𝛼𝛼𝑄𝑄2, მაშინ . 
აქედან გამომდინარე, თუ დავუშვებთ, რომ 𝑟𝑟 = 1, მაშინ კვადრატული 
არაწრფივობის მქონე წევრები, იგივე რიგისა იქნებიან, როგორც 
მეოთხე რიგის წარმოებულიანი წევრი. თუ დავუშვებთ, რომ 

, მაშინ 𝑂𝑂(𝑙𝑙4) სიზუსტით მივიღებთ შემდეგ 
განტოლებას: 

.                                  (3.23) 

ამ განტოლებას ჰიდროდინამიკაში, ბუსინესკას განტოლებას 
უწოდებენ. 

თუ ამ განტოლებას განვიხილავთ 𝑂𝑂(𝑙𝑙2) სიზუსტით, მაშინ 
მივიღებდით წრფივ ტალღურ განტოლებას და არაწრფივი წევრების 
გავლენა აღარ გვექნებოდა. 

რაც შეეხება ბუსინესკას (3.23) განტოლებას, მას აქვს 
სოლიტონური ამონახსნი: 
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.                               (3.24) 

სადაც , ხოლო 𝑎𝑎 ნებისმიერი მუდმივია. 

ამრიგად, ჩვენ დისკრეტული ამოცანა დავიყვანეთ უწყვეტ 
განტოლებაზე, ამ ასიმპტოტურ მეთოდს ავტომოდელურ რედუქციას 
უწოდებენ და ის ფართოდ გამოიყენება მექანიკაში. 

კიდევ ერთი ავტომოდელური რედუქციით, შეგვიძლია 
ბუსინესკას (3.23) განტოლება დავიყვანოთ კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებამდე. 

მართლაც, განვიხილოთ მხოლოდ ის ტალღები, რომლებიც 
ჯაჭვის მიმართულებით ვრცელდება. მოვახდინოთ ცვლადთა 
მასშტაბის გარდაქმნა: 

,                                       (3.25) 

სადაც 𝜌𝜌 მცირე პარამეტრია. 

𝑢𝑢 გავშალოთ მცირე 𝜌𝜌 პარამეტრის მიმართ: 

 

დავუშვათ, რომ , მაშინ წევრები 
მეოტხე რიგის წარმოებულით, დროით წარმოებულები და 
არაწრფივი წევრები ერთი რიგისა იქნებიან 𝜌𝜌 პარამეტრის მიმართ, 
ამის გამო 𝑈𝑈1 ცვლადის მიმართ მიღებულ განტოლებას, თუ ერთხელ 
ვაინტეგრებთ 𝜉𝜉 ცვლადის მიმართ, მივიღებთ კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებას: 

.                               (3.26) 

3.3. ხიროტას მეთოდი  

ვთქვათ 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) აკმაყოფილებს კორტევეგა-დე ფრიზის  
განტოლებას: 

𝑢𝑢𝜕𝜕 + 12𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑢 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.                                          (3.27) 
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გადავწეროთ ეს განტოლება დივერგენტული ფორმით: 

𝑢𝑢𝜕𝜕 + 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

(6𝑢𝑢2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥) = 0.                                         (3.28) 

განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი ფორმით: 

.                                (3.29) 

გამოვსახოთ კორტევეგა-დე ფრიზის  განტოლებაში შემავალი 
წარმოებულები 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) ფუნქციით: 

.                              (3.30) 

თუ ამ ფორმულებს შევიტანთ კორტევეგა-დე-ფრიზის (3.28) 
განტოლებაში, მაშინ მივირებთ რომ 

.                               (3.31) 

ცხადია, რომ თუ 𝑓𝑓 ≠ 0, მაშინ (3.31) შეგვიძლია გადავწეროთ 
ხიროტას ორადწრფივი განტოლების ფორმით [6]: 

.                      (3.32) 

ამ განტოლების ამოსახსნელად გამოვიყენოთ შეშფოთებათა 
მეთოდი და ამონახსნი გავშალოთ მცირე 𝜌𝜌 პარამეტრის მიმართ: 
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.                             (3.33) 

მაშინ, ხიროტას ორადწრფივი განტოლება (3.32) შეიცვლება 
რამდენიმე წრფივი განტოლებით 𝑓𝑓𝑖𝑖 კოეფიციენტების მიმართ: 

       (3.34) 

თუ მცირე პარამეტრის ერთნაირ ხარისხებთან კოეფიციენტებს 
გავუტოლებთ, მივიღებთ რომ 

       (3.35) 

ამ სისტემის სტრუქტურა ისეთია, რომ (3.33) გაშლაში შეგვიძლია 
შემოვიფარგლოთ ნებისმიერი წევრით და თუ დავუშვებთ რომ 
𝑓𝑓(𝑁𝑁+1) = 0, მაშინ 𝑓𝑓(𝑁𝑁+2) = 𝑓𝑓(𝑁𝑁+3) = . . . = 0. მაშასადამე, არაა 
სავალდებულო რომ 𝜌𝜌 იყოს აუცილებლად მცირე პარამეტრი. თუ 
გვინდა რომ შემოვიფარგლოთ 𝑁𝑁 ნომრით, მაშინ დავუშვათ, რომ       
𝜌𝜌 = 1 და მივიღებთ (3.33) გაშლას შემდეგი ფორმით; 

,                                             (3.36) 

სადაც. 

.                                                  (3.37) 

ასევე, შეგვიძლია ამოვხსნათ შემდეგი მიახლოებებისათვის 
შესაბამისი წრფივი განტოლებები (3.35). 
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3.4. ბეკლუნდის გარდაქმნები 

ხიროტას მეთოდის გარდა, არსებობს სპეციალური ტიპის 
გარდაქმნები, რომლებსაც არაწრფივი განტოლების ამონახსნები 
გადაყავს სხვა ამონახსნებში. ასე, რომ თუ გვაქვს ერთი თუნდაც 
ტრივიალური ამონახსნი, შეგვიძლია ვიპოვოთ სხვა ამონახსნიც. თუ 
ამ გარდაქმნებს მოვახდენთ 𝑁𝑁-ჯერ, მაშინ მივიღებთ 𝑁𝑁 სოლიტონურ 
ამონახსნს. 

მაგალითისათვის, განვიხილოთ კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლება: 

.                                      (3.38) 

შემოვიყვანოთ ახალი 𝑑𝑑(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) ფუნქცია ისე, რომ 

.                                       (3.39) 

სადაც 𝜆𝜆 ნებისმიერი მუდმივია. თუ (3.39) ფორმულას ჩავსვამთ (3.38) 
განტოლებაში, მაშინ მივიღებთ რომ 

,                           (3.40) 

საიდანაც, მივიღებთ მოდიფიცირებულ კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებას: 

.                                        (3.41) 

შევნიშნავთ, რომ თუ 𝑑𝑑(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) არის (3.41) განტოლების ამონახსნი, 
მაშინ −𝑑𝑑(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) აგრეთვე იქნება ამონახსნი, შესაბამისად: 

,                                       (3.42) 

დააკმაყოფილებს (3.38) განტოლებას. ამასთან ერთად, უნდა 
აღინიშნოს რომ 𝑢𝑢1 საზოგადოდ, განსხვავდება 𝑢𝑢 ამონახსნისაგან. 

რათა შუალედური 𝑑𝑑(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) ფუნქცია გამოირიცხოს 𝑢𝑢 → 𝑢𝑢1 
გარდაქმნიდან, მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა  
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.                                  (3.43) 

მაშინ 

                            (3.44) 

ასე, რომ 𝑤𝑤;  𝑤𝑤1 ცვლადებისათვის მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

.                     (3.45) 

(3.45) სისტემას, ბეკლუნდის გარდაქმნებს უწოდებენ. 

ამ გარდაქმნების საილუსტრაციოდ, ვთქვათ  და 
ვიპოვოთ 𝑢𝑢1. სისტემა (3.45) ამ შემთხვევაში, მიიღებს შემდეგ სახეს: 

,                                         (3.46) 

ამ სისტემაში, მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა შემდეგი 
ფორმულებით: 

,                                   (3.47) 

მაშინ მივიღებთ, რომ 

,                                                (3.48) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 

.                                          (3.49) 

ამ განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

.                            (3.50) 

მაშინ მივიღებთ, რომ 
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          (3.51) 

ბეკლუნდის (3.45) გარდაქმნების მეორე ფორმულიდან 
მივიღებთ, რომ 

,                                   (3.52) 

საიდანაც ადვილად ვიპოვით დამოკიდებულებას: 

.                                      (3.53) 

ამრიგად, მივიღებთ შემდეგ ერთსოლიტონიან ამონახსნს: 

.                         (3.54) 

ამონახსნის პოვნის პროცესში, ჩვენ მივიღეთ ორი ნებისმიერი 
მუდმივი:  და . ცხადია, რომ ასეთი მუდმივები 
წარმოიშობა ბეკლუნდის გარდაქმნების შედეგად, ნებისმიერი 
ამონახსნიდან და არა, მხოლოდ ნულოვანი ამონახსნებიდან. ადვილი 
საჩვენებელია, რომ თუ მიღებულ ამონახსნზე, კვლავ მოვახდენთ 
ბეკლუნდის გარდაქმნებს და ამ პროცესს გავიმეორებთ 𝑁𝑁- ჯერ, 
მივირებთ 𝑵𝑵-სოლიტონურ ამონახსნს, რომელიც შეიცავს 2𝑁𝑁 
ნებისმიერ მუდმივს. 

 

3.4.1. ბეკლუნდის გარდაქმნები ტოდის ჯაჭვებისათვის 

ბეკლუნდის გარდაქმნები ძალაშია ნებისმიერი სოლიტონური 
განტოლებებისათვის. განვიხილოთ მათი გამოყენება ტოდას 
ჯაჭვებისათვის, რომლებიც აღიწერება შემდეგი განტოლებებით: 

,                                   (3.55) 
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სადაც . 

ამ სისტემის  ამონახსნები 
ცალსახად განისაზღვრება საწყისი პირობებით: 

.                                      (3.56) 

ავიღოთ რომელიღაც ამონახსნი 

და განვიხილოთ შემდეგი სახის  გარდაქმნა: 

                       (3.57) 

სადაც 𝛼𝛼 ნებისმიერი მუდმივი სიდიდეა. ვაჩვენოთ, რომ 𝑞𝑞𝑛𝑛(𝑐𝑐) 
აგრეთვე, აკმაყოფილებს ტოდას ჯაჭვის (3.55) განტოლებებს. 
მართლაც, თუ დროით გავაწარმოებთ (3.57) სისტემის მეორე 
განტოლებას, მივიღებთ რომ 

 

ამგვარად, (3.57) სისტემა წარმოადგენს ბეკლუნდის ფორმულებს 
ტოდას ჯაჭვებისათვის. ცხადია, რომ ჩვენ შეგვეძლო ბეკლუნდის 

გარდაქმნები მოგვეხდინა ტრივიალური 
ამონახსნისათვისაც, როგორც ეს კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლებისათვის გავაკეთეთ. 

 

3.4.2. ბეკლუნდის გარდაქმნები სინუს-გორდონის 
განტოლებისათვის 

განსაკუთრებული სიმეტრიით ხასიათდება ბეკლუნდის 
გარდაქმნები სინუს-გორდონის განტოლებისათვის: 

                                          (3.58) 
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ამ შემთხვევაში, ბეკლუნდის 𝑢𝑢 → 𝑑𝑑 გარდაქმნები მოიცემა 
შემდეგი სისტემით: 

                                   (3.59) 

სადაც 𝜆𝜆 ნებისმიერი მუდმივია. 

შევამოწმოთ, რომ 𝑑𝑑 აგრეთვე ამონახსნი იქნება სინუს-გორდონის 
(3.58) განტოლებისათვის. ამისათვის, გარდაქმენის პირველი 
განტოლება გავაწარმოოთ დროით, ხოლო მეორე განტოლება 
სივრული ცვლადით, მაშინ მივიღებთ, რომ 

              (3.60) 

მიღებულ (3.60) განტოლებათა სისტემაში, მეორე განტოლებას 
გამოვაკლოთ პირველი და გავითვალისწინოთ ტრიგონომეტრიული 
შეკრების ფორმულები, მაშინ მივიღებთ, რომ 

                                             (3.61) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 𝑑𝑑 აგრეთვე ამონახსნი იქნება სინუს-
გორდონის განტოლებისათვის. რ.დ.გ. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ბეკლუნდის გარდაქმნები პირველად 1880 
წელს შეიმუშავა სკანდინავიელმა მათემატიკოსმა ბეკლუნდმა [5], 
დიფერენციალური გემეტრიის ამოცანების განხილვისას და მან 
პირველმა ააგო, მუდმივი უარყოფითი სიმმრუდის მქონე 
ზედაპირები სამგანზომილებიან სივრცეში. 
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3.5. გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის მეთოდი 

გაფანტვის შებრუნებული ამოცანები გვხვდება პრაქტიკაში, 
როცა შეუძლებელია უშუალო გაზომვების ჩატარება. მაგალითად, 
არტერიების კედლების ულტრაბგერითი გამოკვლევის დროს. 
არტერიის კედლის დასუსტებული მონაკვეთის, ანევრიზმას,  
განსაზღვრა, ხდება ულტრაბგერითი რხევების სპექტრალური 
ანალიზის საფუძველზე. 

მეორე ტიპიური მაგალითია სეისმური მონაცემების ანალიზი. ის 
საშუალებას იძლევა თვალყური ვადევნოთ, არამხოლოდ, უშუალო 
სეისმურ რყევებს, არამედ, შევისწავლოთ დედამიწის მანტიისა და 
ბირთვის გეოგრაფიული თავისებურებები. სეისმური ტალღების 
არეკვლისა და გარდატეხის ანალიზი სხვადასხვა ფენების გავლისას, 
საშუალებას იძლევა გამოვიკვლიოთ ნიადაგის სიმკვრივისა და სხვა 
განმსაზრვრელი პარამეტრების მაჩვენებლები. ესაა, კიდევ ერთი 
მაგალითი გაფანტვის შებრუნებული ამოცანების შესწავლისათვის: 
ვიცით რა მოსული და გასული ტალღების შესახებ ინფორმაცია 
ცნობილი წყაროდან, განვსაზღვროთ ტალღების დამფანტავი გარემოს 
მახასიათებლები. თეორიულად, გაფანტვის შებრუნებულ ამოცანას, 
მივყავართ ფურიეს გარდაქმნებამდე. 

 

3.5.1. ფურიეს გარდაქმნა 

გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის მეთოდი წარმოიქმნა, 
როგორც კლასიკური ფურიეს მეთოდის, გარკვეული განზოგადება 
არაწრფივი ამოცანების ამოსახსნელად. ფურიეს მეთოდი, 
საშუალებას იძლევა ამოვხსნათ მხოლოდ წრფივი ამოცანები.  

მაგალითისათვის, განვიხილოთ გაწრფივებული კორტევეგა-დე 
ფრიზის განტოლება:  

                                     (3.62) 

და ამოვხსნათ ფურიეს კლასიკური მეთოდით კოშის ამოცანა: 

.                                   (3.63) 

𝑥𝑥 ცვლადის მიმართ გამოვიყენოთ ფურიეს გარდაქმნა: 
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ℱ(𝑢𝑢) = 𝑢𝑢�(𝜆𝜆; 𝑐𝑐) = ∫ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐)𝑑𝑑𝑥𝑥+∞
−∞ .                          (3.64) 

თუ გავითვალისწინებთ, წარმოებულების ფურიეს გარდაქმნის 
ფორმულებს: 

 ,                            (3.65) 

მაშინ (3.62) კერძოწარმოებულებიანი განტოლება, გარდაიქმნება 
ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებად დროითი პარამეტრის 
მიმართ: 

.                                            (3.66) 

ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

.                                           (3.67) 

𝐶𝐶(𝜆𝜆) მუდმივის საპოვნელად, უნდა გამოვიყენოთ (3.63) საწყისი 
პირობების ფურიე სახე: 

.                        (3.68) 

ამრიგად, ჩვენ ვიპოვეთ (3.62),(3.63) კოშის ამოცანის ამოხსნის 
ფურიე სახე. საწყისი ფუნქციის აღსადგენად, გამოვიყენებთ ფურიეს 
უკუ-გარდაქმნას და მივიღებთ ჩვენი ამოცანის ამონახსნს შემდეგი 
ფორმით: 

.                               (3.69) 

ფურიეს მეთოდით განხილული ამოცანის ამოხსნის მეთოდი 
შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემდეგი დიაგრამით: 

.                          (3.70) 
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3.6. ლაქსის წყვილი კორტევეგა-დე ფრიზის არაწრფივი 
განტოლებისათვის 

არაწრფივი კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლებისათვის: 

                                      (3.71) 

ფურიეს გარდაქმნის როლს თამაშობს გაფანტვის გარდაქმნა, 
რომელიც წარმოებს ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების 
საშუალებით: 

,                                    (3.72) 

რომლის 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) კოეფიციენტიც კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლების 
ამონახსნია. ჩავთვალოთ, რომ 

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑢𝑢 = 0.                                    (3.73) 

გაფანტვის 𝑎𝑎(𝜆𝜆; 𝑐𝑐); 𝑏𝑏(𝜆𝜆; 𝑐𝑐) მონაცემები განისაზღვრება გადასახვით 

:  

                (3.74) 

ასეთნაირად განსაზღვრული გაფანტვის მონაცემების დინამიკა 
დროის მიხედვით, მეტად წააგავს გაწრფივებული განტოლების 
ფურიე მონაცემების დინამიკას: 

.                         (3.75) 

ამრიგად, გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის მეთოდის ზოგად 
სქემას აქვს შემდეგი სახე: 

.                                   (3.76) 
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აქ მთავარია (3.72) განტოლება საიდან მოვიდა. პასუხი იმაში 
მდგომარეობს, რომ ეს განტოლება შედის ლაქსის წყვილში [7]. 

განვიხილოთ წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 
რომელსაც ლაქსის წყვილს უწოდებენ: 

,                                                (3.77) 

სადაც უცნობი წარმოადგენს მეორე რიგის კვადრატულ მატრიცას: 

,                                     (3.78) 

ისევე, როგორც  და  კოეფიციენტები. 

ცხადია, რომ (3.77) სისტემას ვერ დააკმაყოფილებს ნებისმიერი 
ფუნქციები. გამოვიყვანოთ ამ სისტემის თავსებადობის პირობები. 
ცხადია, რომ Ψ; 𝐿𝐿;𝐴𝐴 გლუვი ფუნქციები უნდა იყოს, ასევე, . 

გავაწარმოოთ ლაქსის წყვილის პირველი განტოლება დროითი 
პარამეტრით, ხოლო მეორე სივრცითი ცვლადით, მაშინ მივიღებთ, 
რომ 

.                         (3.79) 

თუ გავითვალისწინებთ ლაქსის (3.77) სისტემას, საბოლოოდ 
მივიღებთ ამ სისტემის ტავსებადობის პირობებს: 

,                                        (3.80) 

ან რაც იგივეა 

,                                            (3.81) 

სადაც [𝐴𝐴, 𝐿𝐿] = 𝐴𝐴𝐿𝐿 − 𝐿𝐿𝐴𝐴 ამ მატრიცების კომუტატორია. ავირჩიოთ ეს 
მატრიცები შემდეგი სახით: 

                                  (3.82) 

.                           (3.83) 
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სადაც 𝜆𝜆 ნებისმიერი კომპლექსური პარამეტრია, ხოლო 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) 
ნებისმიერი ფუნქციაა, რომელიც არაა დამოკიდებული ამ 
პარამეტრზე.  

ჩავსვათ ეს კოეფიციენტები თავსებადობის პირობებში (3.81), 
რისტვისაც წინასწარ უნდა გამოვთვალოთ წარმოებულები და 
კომუტატორი: 

,                                         (3.84) 

               (3.85) 

კოეფიციენტებში, თუ გავუტოლებთ 𝜆𝜆-ს მიმართ ერთნაირ 
ხარისხიან კოეფიციენტებს, მივიღებთ რომ 

               (3.86) 

რომლებიც სრულდება ნებსმიერი 𝑢𝑢-სთვის. 

  (3.87) 

ამრიგად, ჩვენ გამოვიყვანეთ კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლება 
ლაქსის წყვილის თავსებადობის (3.81) პირობიდან. პირიქითაც, თუ 
ადგილი აქვს კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლებას, მაშინ ადგილი 
აქვს ლაქსის წყვილის თავსებადობის პირობებსაც. 
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3.7. გელფანდ-ლევიტან-მარჩენკოს განტოლება 

გამოვიყვანოთ გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის განტოლება, 

როცა არა გვაქვს მონაცემთა დისკრეტული სპექტრი ანუ , 

ნებისმიერი . ჩვენი ამოცანაა, შრედინგერის განტოლებაში 
(3.88), აღვადგინოთ 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) პოტენციალი: 

 ,                                    (3.88) 

მისი 𝑎𝑎(𝜆𝜆); 𝑏𝑏(𝜆𝜆) მონაცემების გაფანტვის საშუალებით: 

                              (3.89) 

ჩვენ დაგვჭირდება აგრეთვე Θ კანონიკური ამონახსნი 
შრედინგერის (3.88) განტოლებისათვის: 

                                        (3.90) 

ჯერ გამოვიყვანოთ შებრუნების ფორმულა 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) 
პოტენციალისათვის, ცნობილი Φ ფუნქციის შემთხვევაში.  

რადგან ინტეგრალური განტოლება Φ ფუნქციისათვის 

ეკვივალენტურია განტოლების  , მივიღებთ: 

.                              (3.91) 

თუ გამოვიყენებთ Χ ფუნქციის ანალიზურობა 𝜆𝜆 პარამეტრის 
მიმართ, როცა , გადავალთ ზღვარზე, როცა 𝜆𝜆 → ∞ და 
ვისარგებლოთ შეფასებით: 

               (3.92) 

მაშინ     

.      (3.93) 
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გადავიდეთ გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის განტოლების 
გამოყვანაზე. გაფანტვის (3.89) პირობები გადავწეროთ სხვანაირად. 
ჩავთვალოთ 𝜆𝜆 ცვლადი ნამდვილ რიცხვად და შემოვიყვანოთ 
შრედინგერის მესამე ამონახსნი Θ�(𝑥𝑥; 𝑐𝑐): 

                                   (3.94) 

მაშინ სამ Φ;Θ;Θ� ცვლადებს შორის არსებობს წრფივი 
დამოკიდებულება, რადგან ისინი წარმოადგენენ ერთიდაიგივე 
მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებს. 
კოეფიციენტები არაა დამოკიდებული  ცვლადზე, აქედან 
გამომდინარე, საკმარისია მათი გამოანგარიშება რომელიმე ერთ 
წერტილში. 

ასიმპტოტური ფორმულებიდან გამომდინარე, მივიღებთ რომ 

 ნებისმიერი ;𝜆𝜆∈ℝ. 

ეს ტოლობა გავყოთ 𝑎𝑎(𝜆𝜆)-ზე და გავამრავლოთ  ექსპონენტაზე, 
მაშინ მივიღებთ რომ 

.      (3.95) 

ამ გამოსახულებას გამოვაკლოთ  და 
ვაინტეგროთ 𝜆𝜆 ცვლადით. მაშინ გვექნება: 

                                  (3.96) 

გვაქვს შემდეგი შეფასება: 

                     (3.97) 

მაშინ განტოლება (3.96) მიიღებს სახეს; 

Tamaz Obgadze
ლა

Tamaz Obgadze
ლა
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                  (3.98) 

მის ამონახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით: 

                            (3.99) 

გაფანტვის პირდაპირ ამოცანას აქვს სახე: 

               (3.100) 

თუ შევიტანთ (3.98) განტოლებაში გვექნება: 

.          (3.101) 

შემოვიყვანოთ ფუნქცია; 

                                 (3.102) 

მაშინ 

       (3.103) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

                            (3.104) 

მაშინ მივიღებთ რომ: 
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(3.105) 

მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ განტოლებას: 

              (3.106) 

(3.106) განტოლებას გელფანდ-ლევიტან-მარჩენკოს განტოლებას 
უწოდებენ. 

 

3.8. შებრუნების ფორმულა 

ჩვენ დაგვრჩა ბოლო ნაბიჯი, გაფანტის შებრუნებული ამოცანის 
მეთოდის სქემიდან - გადავიდეთ გელფანდ-ლევიტან მარჩენკოს 
განტოლების 𝐾𝐾(𝑥𝑥;𝑦𝑦) ამონახსნიდან, კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლების 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) ამონახსნზე. ეს გაფასვლა ხორციელდება 
შებრუნების მოდიფიცირებული ფორმულის დახმარებით. 

გადავწეროთ შებრუნების ფორმულა 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑐𝑐) პოტენციალისათვის 

ახალ  ცვლადებში: 

.    (3.107) 

ჩავსვათ აქ გამოსახულება Θ(𝜆𝜆, 𝑥𝑥): 

,                               (3.108) 

მაშინ მივიღებთ, რომ 
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.      (3.109) 

აქ ბოლო შესაკრები ნულდება, რადგან 𝐾𝐾(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = 𝑂𝑂(𝜆𝜆−𝑁𝑁). 
შესაბამისად, ვღებულობთ შებრუნების ფორმულას შემდეგი სახით: 

.                                            (3.110) 

ამრიგად, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ კორტევეგა-დე ფრიზის 
განტოლების, გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის მეთოდით 
ამოხსნის ალგორითმი:  

1. გაფანტვის  და  
მონაცემების დახმარებით, ვპოულობთ გარდატეხის კოეფიციენტს: 

; 

2. ვპოულობთ გელფანდ-ლევიტან-მარჩენკოს ინტეგრალური 
განტოლების გულს: 

 ; 

3. ამოვხსნით გელფანდ-ლევიტან-მარჩენკოს განტოლებას: 

; 
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4. ვპოულობთ კორტევეგა-დე ფრიზის განტოლების ამონახსნს 
შებრუნების ფორმულით: 

. 
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