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წიგნმი დაწვრილებითაა გადმოცეული ტენზორული ანალიზის 

საფუძვლები და მათი გამოყენებანი როგორც %ედაპირთა თეორიის წმინ- 

და გეომეტრიული საკითხების, ისე გარსთა მექანიკური თეორიის ამო- 

ცანების ამოსახსნელად. ამ ძირითადი ამოცანის განხორციელებამ Cოით- 

ხოვა ალგებრის, კერძოდ წრფივი ალგებრის, საკითხების საკმარისად 

გაფართოებული სახით წარმოდგენა. ავტორის მიზნების შესაბამისად 

უკა5ასკნელე საკითბი გაშუქებულია ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრ- 

ცის შემთხვევისათვის, 

ამ წიგნმი მკითხველი გაეცნობა ავტორის საკუთარი კვლე- 

ვის ბევრ შედეცს გეომერრიიდან და მექანიკიდან, აღსანიშნავია წიგნში 

მოტანილი, გარსთა ზოგადი თეორიის თვალსასრისით საინტერესო, 

მრავალი სპეცილური საკოორდინატო სისტემა და მათემატიკის ახალი 

აქტუალური მიმართულების ––- კოვარიანტთა თეორიის თავისებური გა- 

შუქება, 
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ფესავალი 

წიგნში გადმოცემულია ტენხორული აღრიცხვის საფუძვლები და 
მათი ზოგიერთი გამოყენება გეომეტრიული ხასიათის ამოცანებისათვის. 

თავიდან იგი ჩაფიქრებული იყო როგორც ავტორის მონოგრა- 

ფიის პირველი ნაწილი დოეკადი გარსების ზოგად თეორიაში. ამ გარე- 
მოებამ საგრძნობლად იმოქმედა მის აგებულებაზე. წიგნში მნიშვნელო- 

ვანი ადგილი ეთმობა ზედაპირთა თეორიის საკითხებს. გარსთა თეო- 
რიის აგებისას ჩვენ გვიხდება გარსის ფორმის განმსაზღვრელ გარკვეულ 
ზედაპირთან (რომელსაც, ჩვეულებრივ, გარსის შუა ზედაპირი ეწოდება) 
დაკავშირებული კოორდინატთა სისტემების” სპეციალური კლასის გამო- 

ყენება. ამის გამო ზედაპირთა თეორიასთან ე“-თად წარმოიშობა ტენ- 
ზორული ანალიზის გამოყენების აუცილებლობაც. ამასთან, გეომეტ- 

რიული ამოცანების განხილვის დროს ჩვენ ვახერხებთ «სეთი საფუძვ- 
ლის შექმნას, რომელიც ტენზორული ანალიზის ფორმალური კონსტ- 
რუქციები კონკრეტული და შინაარსობრივი გააზრების საშუალებას 

გვაძლევს. 
ტენზორული ანალიზით სარგებლობის აუცილებლობა წარმოი- 

შობა ყველა ისეთ შემთხვევაში, როცა რაიმე ფიზიკური მოვლენის შე- 
სასწავლად, რომლისთვისაც გაგვაჩნია მისი აბსტრაქტული მოდელის 
შესაქმნელად აუცილებელი არაწინააღმდეგობრივი მონაცემების სრული 
სისტემა, მოვისურვებთ კოორდინატთა მეთოდის გამოყენებას. კოორდი- 

ნატთა მეთოდი საშუალებას გვაძლევს განეაოორციელოთ მოდელების 
(გეომეტრიული აგებულების, ლოგიკური სქემების და სხვ.) პარამეტრი. 
ზაცია ისეთი კოორდინატთა (პარამეტრთა) სასრული ან უსასრულო 
სისტემების საშუალებით, რომელთათვისაც შესაძლებელია გამოვიყენოთ 

ესა თუ ის მათემატიკური ოპერაციები. რაც „უფრო მეტი სხვადასხვა 
ოპერაციის განხორციელებაა შესაძლებელი მოდელის პარამეტრებზე, 
მით უფრო მდიდარია და შინაარსობრივი შესაბამისი მათემატიკური 
თეორია. მაგრამ აშკარაა, რომ მათემატიკური ოპერაციების რაოდენო- 
ბა და ხასიათი განისაზღვრება იმ საწყისი მონაცემებით, რომელნიც 
გაგვაჩნია ამოცანის მოდელების განხორციელებისას.
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განსახილავი მოდელის განმსაზღვრელ პარამეტრებზე (კოორდინა- 

ტებზე) განხორციელებული ოპერაციების შედეგად უნდა მივიღოთ ობ-:' 
იექტური შინაარსის დასკვნები რომლებიც ახასიათებენ შესასწავლი 
მოვლენის თვისებებს, ჩვენ მიერ გამოყენებული პარამეტრიზაციის ხერ- 
ხისაგან დამოუკიდებლად. 

მოდელის პარამეტრიზაცია, საზოგადოდ, შეიძლება განვახორციე- 
ლოთ სხვადასხვა საშუალებებით. თუ, მაგალითად, მოდელი განისაზღვ- 
რება # სხვადასხვა X),,.., X” რიცხვთა დასახელებით, ვაწარმოებთ რა 

მათზე რაიმე ურთიერთცალსახა 

X”=დ" (XI... »”) (I=1,.... /”) 

სახის გარდაქმნას, მივიღებთ მოდელის ახალ პარამეტრიზაციას X',...,X"" 

რიცხვების საშუალებით, რომელიც პრინციპულად ტოლფასია ადრე 

განხილულისა. მოდელის სხვადასხვა შესაძლებელ პარამეტრიზაციებთან 
დაკავშირებით ბუნებრივად წარმოიშობა ამოცანა როგორ გამოვავლი- 

ნოთ იმ დასკვნების ობიექტური ხასიათი: რომელნიც მიიღებიან მოდე- 
ლის რაიმე კერძო პარამეტრიზაციის გამოყენების საფუქველზე. 

რეალური შინაარსის მქონე საბბოლოო დასკენები უნდა გამოისა- 
ხებოდეს კოორდინატთა სისტემის არჩევისაგან ინვარიანტული ფორმით. 

ასეთი მიზნებისათვის უმჯობესია, როცა ეს შესაძლებელია, საკითხის 
გაშუქება წარმოებდეს ზოგადი, კოორდინატთა სისტემის სპეციალიზა- 
ციისაგან დამოუკიდებელი, სახით. მაშინ შედეგები გამოსახული იქნება 

ისეთი ფორმით, რომელიც გაგვიადვილებს ერთი კოორდინატებიდან 
მეორეზე გადასვლას, ხოლო იმ თანაფარდობებს, რომელნიც გამოსახა- 
ვენ ობიექტურ კანონზომიერებებს, ცხადია, კოორდინატთა გარდაქმნი- 

საგან ინვარიანტული სახე ექნებათ. 

მაგრამ ეს სრულებით არ ნიშნავს იმას, რომ კონკრეტული ამო- 
ცანების ამოხსნისს კოორდინატთა სისტემის შერჩევას არავითარი 

მნიშვნელობა არა აქვს, ხშირად კოორდინატთა სისტემის ხეირიანი 
შერჩევის წყალობით საგრძნობლად მარტივდება გამოთვლები, თანა- 

ფარდობები ღებულობენ მარტივსა და თვალსაჩინო სტრუქტურას. 

ეს კი გვიადვილებს შესასწავლი ობიექტის საძიებელი თვისებების დად- 

გენას. ამასთან დაკავშირებით მნიშენელოვანია გაგვაჩნდეს კრიტერიუმე- 

ბი, რომელნიც სპეციალურ კოორდინატთა სისტემაში შედგენილი ;ამა 

თუ იმ გამოსახულების ინვარიანტულობის გამოვლინების საშუალებას
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მოგვცემს, რაც ტენზორული ანალიზის ერთ-ერთი მთავარი ამოცანათა- 

განია. 

ტენზორული ანალიზი 'მეიძლება ავაგოთ მეტრიკის მქონე რიმა- 
ნის ზოგადი მრავალსახეობების ბაზაზე. მიუხედავად ამისა, ჩეენ ვამჯო- 
ბინეთ დავიწყოთ სამგანზომოლებიანი ევკლიდეს სივრცის ვექტორული 

ველების სხვადასხვა დიფერენციალური თვისებების შესწავლით. ეს სა- 
შუალებას გვაძლევს განვავითაროთ ტენზორული ანალიზი თვალსაჩინო 
გეომეტრიული წარმოდგენების გამოყენებით. განზოგადოებანი უფრო 

ზოგადი სახეს მრაგალსახეობათა შემთხვევისათვის ძნელი განსახორციე- 
ლებელი არაა. წიგნში განსაკუთრებული ყურადღება ეთმობა ტენზო- 
რულ ანალიზს რიმანის ორგანზომილებიანი მრავალსახეობებისათვის, 
ფაქტიურად, სამგანხომილებიანი ევკლიდური სივრცის ზედაპირებისათ- 

ვის. ეს გზა იმითაა გამართლებული, რომ ტენზორული ანალიხის დაკავ- 
შირება უმარტივეს, მაგრამ არატრივიალურ მრავალსახეობასთან, რო- 
გორიცაა რიმანის მრავალსახეობა, საშუალებას გვაძლევს გავიაზროთ 

ზოგადი თეორია გეომეტრიულად თვალსაჩინო წარმოდგენების საფუძ- 

ველზე. 
ტენზორულ ანალიზს მრავალრიცხოვანი გამოყენება აქვს გეომეტ- 

რიაში, ფიზიკასა და მექანიკაში (იხ., მაგ., (4), |101, (111). წიგნში გად- 

მოცემულია ზოგიერთი გამოყენება ზედაპი“თა თეორიაში. განხილულ 

საკითხთა არე არც თუ იმდენად ფართოა, მაგრამ მაინც რამდენადმე 

სცილდება იგი ტრადიციულ საზღვრებს. მაჯალითად, ზედაპირზე იზო- 

მეტრული კოორდინატების განხილვასთან დაკავშირებით (დეტალური 
დასაბუთების გარეშეე)ე ზოგადად მოცემულია ბელტრამის” დიფე- 

რენციალურ განტოლებათა სისტემის ჰომეომორფიზმების აგების ახა- 
ლი მეთოდები. როგორც ცნობილია, ამ პრობლემას კვაზიკონფო”რმულ 
ასახვათა თეორიაში ცენტრალური ადგილი უკავია. საზოგადოდ, იზო- 

მეტრულ კოორდინატებს წიგნში შედარებით დიდი ადგილი ეთმობა 
და ეს გაკეთებულია სავსებით შეგნებულად. ისინი საშუალებას გვაძლე- 

ვენ ფართოდ გამოვიყენოთ კომპლექსური ცვლადის დუნქციათა თეო- 

რიის აპარატი გეომეტრიასა და უწყვეტი ტანის მექანიკის ამოცანების 

შესასწავლად. წიგნში განხილულია ზედაპირის კონფორმულად ინვა- 

რიანტული ტენხორული ფორმები და აგებულია კოვარიანტების თეო- 

რია, რომელთაც დიდი გამოყენება აქვთ, კერძოდ, გარსების თეორია- 

ში |26).



6 ფესავალი 

ეს წიგნი დაწერილია ავტორის (17) წიგნის საფუძველზე, მაგრამ 

უკანასკნელმა განიცადა არსებითი გადამუშავება დამატებულია თავი 

კოვარიანტების თეორიის შესახებ. ამას გარდა, მნიშვნელოვნადაა 
გაფართოებულე ზოგიერთი პარაგრაფი. უფრო ზოგადი ფორმით და 
დაწვრილებითაა გადმოცემული ტენზორული ალგებრის საკითხები, აგ- 
რეთვე მოცემულია ტენხორულე ანალიზის მკაცრი დასაბუთება რიმა- 

ნის მრავალსახეობებისათვის. შესამჩნევადაა გაფართოებული ზედაპირთა 

თეორითსადმი მიძღვნილი ზოგიერთი განყოფილება. შესაძლებელია ავ- 

ტორი იმსახურებს საყვედურს, რომ წიგნში შეტანილია რამდენიმე ისე- 
თი ნაწილი, რომელთაც უშუალო კავშირი არა აქვთ ტენზორულ ანა- 

ლიზთან, მაგრამ ეს აიხსნება იმით, რომ ამ წინის წერის პროცესში 
ბუნებრივად წარმოიშობოდნენ ხოლმე ისეთი ამოცანები და კითხვები, 

რომელთა უყურადღებოდ დატოვება ავტორს არ შეეძლო, მით უფრო, რომ 

ისინი ავტორის მეცნიერულ ინტერესებს განეკუთენებიან. მკითხველებს, 
რომელთაც ეს საკითხები არ აინტერესებთ, წიგნის კითხვის დროს ისინი 

თავისუფლად შეუძლიათ გამოტოვონ. 
ამ წიგნის დასაბეჭდად მომზადების საქმეში ავტორს მნიშენელო- 

ვანი დახმარება აღმოუჩინეს რ. კორძაძემ, თ. მეუნარგიამ, ნ. ქალდან- 
მა, ლ. კიკნაძემ, ი. ქარცივაძემ. მათი მრავალი შენიშვნა და რჩევა იქ- 

ნა მიღებული მხედველობაში წიგნის საბოლოო რედაქციის დოოს. ყველა 
მათ ავტორი გულწრფელ მადლობას უცხადებს. 

  

1977 წ. 
  ი. ვეკუა 
 



თავი პირველი 
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, ამ თავში ჩეენ შემოგვაქეს სხვადასხვა ტიპის მატრიცები და განვ- 

მარტავთ მათზე ალგებრულ ოპერაციებს. ამას გარდა შევისწავლით 

დეტერმინანტების ძირითად თვისებებს და მათ გამოყენებებს წრფივ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემის გამოკელევაში. უკანასკნელ პარაგ- 
რაფში დავამტკიცებთ თეორემას დადებითად განსაზღვრული კვადრა- 
ტული თორმის კანონიკურ სახეზე დაყვანის შესახებ. 

§ 1. მატრიცები. შეჯამების წესი. ინდექსთა შეკვეცის ოპერაცია. 

მატრიცების პირდაპირი და შიგა ნამრავლები 

1. მატრიცები. ტენზორულ ანალიზში ხშირად განიხილება სიდი- 
დეთა სხვადასხვა სისტემები, რომელთათვისაც მოსახერხებელია მატრი- 

ცული აღნიშვნების გამოყენება. მატრიცები აღინიშნება ერთი ან რამ- 

დენიმე ინდექსის მქონე ასოებით. მაგალითად, 4,. თიგ, C, ,,,;, და 
ა. შ. მატრიცთა ელემენტების ინდექსები ჩვეულებრივ მთელ რიცხვთა 

მნიშვნელობებს ღებულობენ 1-დან რაიმე ნატურალურ # რიცხვამდე. 
თუ 1 ინდექსი ღებულობს 1, 2,..., # მნიშვნელობებს, მაშინ დავწერთ 

L(CI1I, IC 
! ირე ქების აღსანიშნავად შემდგომში გამოვიყენებთ ლათინური და 

ბერძნული ალფაბეტეს ნუსხურ ასოებს: (L, #, IL, ი!, 8, 0, ი, ” და 

თ, ჩ, I, მ, #, 5. V ს. ზოგჯერ მოგვიხდება შტრიხებიანი და მაჩვე- 
ნებლებიანი ინდექსების განხილვა: ჯ”, თ” #,, თ, და ა. შ. 

მატრიცაში იმ ასოს, რომელიც აღჭურვილია ზედა და ქვედა ინ- 

დექსებით, ფუძისეული ეწოდება; ძ,, ხ/, 4,, 8" მატრიცებში თ, ხ, 
4, 8 ფუძისეული ასოებია. ფუჭისეული ასოების აღსანიშნავად, ჩვეუ- 
ლებრივ, ლათინური ალფაბეტის პირველ (ასომთავრულ ან ნუსხურ) 

ასოებს გამოვიყენებთ: 4, 8, C ან ძ, ხნ, C და ა. შ. ზოგჯერ, განხა-
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კუთრებით უწყვეტ ტანთა მექანიკის გამოყენებებში, ლათინური ალფა- 

ბეტის მუქი შოიფტით, და აგრეთვე გოთური და ბერძნული ალფაბე- 

ტის ასოებითაც სარგებლობენ. 
შევთანხმდეთ აგრეთვე, რომ თუ რაიმე დამოკიდებულებაში (ტო- 

ლობა, უტოლობა და სხვ,უ ერთი ან რამდენიმე თავისუფალი ინდიქსი 
შედის, ეს ნიშნავს, რომ მოცემული დამოკიდებულება სამართლიანია 
ამ თავისუფალი ინდექსების ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის. წინააღმ- 
დეგ შემთხვევაში ყოველთვის საგანგებოდ იქნება მითითებული, თუ თა- 
ვისუფალი ინდექსების რა მნიშვნელობებისათვის არის სამართლიანი მო- 
ცემული დამოკიდებულება. 

5. ადიციური ჯგუფები. მატრიცების ჯამი. მატრიცებზე წარმოებს 

სხვადასხვა ალგებრული ოპერაციები. მეტწილად ხდება მათი შეჯამება, 
როცა ინდექსები მთელრიცხვა მნიშვნელობებს ღებულობს. მაგრამ, რო- 
ცა სხვადასხვა ჯამებზე ვლაპარაკობთ, იგულისხმება, რომ მათი შესაკ- 
რებები მიმართ შეიძლება გამოვიყენოთ შეჯამების ოპერაცია (ამა თუ 
იმ ახრით). ამისათვის საკმარისია ვეგულისხმოთ, რომ იმ მატრიცათა 
ელემენტები, რომლებზედაც შეჯამების ოპერაცია გამოიყენება, წარმო- 

ადგენენ რაიმე ადიციური (შეკრების მიმართ აბელის) C ჯგუფის ელე- 
მენტებს1. 

გავიხსენოთ, რომ რაიმე ძ, ხ, 0.... ელემენტების C სიმრავლეს 

აბელის ადიციური ჯგუფი ეწოდება, თუ ამ სიმრავლეში განმარტებუ- 
ლია შეკრების ბინარული ოპერაცია. მას აღვნიშნავთ + სიმბოლოთი. ეს 

ოპერაცია 0 სიმრავლის ელემენტების ნებისმიერ ძ, ხ წყვილს უთანა- 
დებს თ + 8 ელემენტს იმავე სიმრავლიდან. ამასთან სრულდება შემდეგი 

აქსიომები: 
1) ი+ხ=ხ+ძ (შეკრების კომუტაციურობის კანონი); 

2) (0(+0)+C=თ-+(0+0თ (შეკრების ასოციაციურობის კანონი); 
3) 6-ში არსებობს ელემენტი, რომელსაც ნეიტრალური ელემენ- 

ტი ანუ ნული ეწოდება და აღინიშნება 0 სიმბოლოთი, ისე რომ 

ი+0=0-+ძ=0 

ნებისმიერი თ ელემენტისათვის C-დან; 

1 ქვემოთ ხშირად გამოვიყენებთ თანამედროვე ანალიზისა და ალგებრის სხვა– 
დასხვა ცნებებსა და თეორემებს, ყველა ასეთ შემთხვევაში ტექსტში ან შენიშვნებშ- 
მოვი„ვანთ აუცილებელ ახსნა-განმარტებას, მაგრამ იმ მკითხველთათვის, რომლებიცი 

მოისურვებენ მათ შესახებ უფრო დეტალური ცნობების მიღებას, მივუთითებთ (23!) 

წიგნზე.
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4) ყოველი 6CC ელემენტისათვის არსებობს XCC ელემენტი, 

რომელიც აკმაყოფილებს 
X+0=0 

განტოლებას. ამ ელემენტს ეწოდება ი-ს შებრუნებული ელემენტი და 

აღინიშნება –-–ძ სიმბოლოთი, 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ადიციურ ჯგუფში არსებობს ერთა- 

დერთი ნული და ყოველ ელემენტს გააჩნია ერთადერთი შებრუნებული 
ელემენტი. 

ადიციური ჯგუფის მაგალითებია მთელ რიცხეთა ” სიმრავლე, 

რაციონალურ რიცხეთა 6 სიმრავლე. ნამდვილ და კომპლექსურ რიცხე- 
თა «? და V სიმრავლეები ჩვეულებრივი შეკრების მიმართ, სივრცის (ხე- 

დაპირის) რაიმე არეში მოცემული ვექტორული ველების სიმრავლე და 
სხვა. ვექტორული ველებისათვის შეკრების ოპერაცია განიმატება მრა- 

ვალკუთხედის წესით. – 

განვიჩილოთ (0, 0) ტიპის ,4/!'- IV მატრიცა ანუ მოკლედ (0, ძ)- 1.--ი 
მატრიცა, რომლის ელემენტები ადიციურ C0 ჯგუფს მიეკუთვნება. თუ 

09=0 ან 0=0, შესაბამისად გვექნება 490“ ან 4, ი მატრიცა. თუ 

ინდექსები 1, 2,..., # მნიშვნელობებს ღებულობს, მაშინ (#0, ძ)-მატ- 
რიცას „ი? ელემენტი გააჩნია. ”7=ი0+0ი რიცხეს (92, 0)- მატრიცის 
რანგი ეწოდება. 

ვთქვათ, C6 წარმოადგენს (2, 0)-მატრიცების სიმრავლეს C0-დან. 

თუ 4). ი, 8 (0, 0)-მატრიცება C9-დან”ი მაშინ ჯამი 

ჩვ... #, #M,.... ი 
4 +801 6Cთ- 

ცხადაია, ყოველი 66 სიმრავლე შეიცავს ნულოვან (#2, ძ0)-მატრი- 
ცას, რომლის ყველა ელემენტი C ჯგუფის ნულს წარმოადგენს. ახლა 
ადვილი დასადგენია, რომ 66 ადიციური ჯგუფია. 

ვთქვათ, 6 და C” ადიციური ჯგუფებია. ვთქვათ, გვაქვს ისეთი 
#:0-C” ასახვა, რომ ნებისმიერი X, ყ C C წყვილისათვის / (X-LV) = 
=/(X+/ (4). მაშინ /-ს ეწოდება ჰომომორფიზმი 0 ჯგუფიდან C” 

ჯგუფში. 
ვთქვათ, #/ წარმოადგენს C- C” ჰომომორფიზმების სიმრავლეს. 

თუ /, § CI/, მაშინ წ/+ (წ ჯამი ისეთ ასახვასს ეწოდება, რომ ნებისმიე- 
ღი XC0C ელემენტისათვის (/4+- თ) (XI=/(X)+წ6 (ი. ახლა ადვილად
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დავრწმუნდებით, რომ /#/ ადიციურ ჯგუფს წარმოადგენს, თუ მის ნეიტ- 
რალურ ელემენტად (ნულად) მავიღებთ / (X) =0”, VX C Cო, ასახვას, სა- 

დაც 0/” წარმოადგენს C” ჯგუფის ნეიტრალურ ელემენტს. 

/:0-–> 0' პომომორფიზმს იზომორფიზმი ეწოდება, თუ იგი ურ- 

თიერთცალსახა ასახვაა C ჯგუფიდან C” ჯგუფზე. თუ / იზომორფიზმია 

C-ღან C”-ზე, მაშინ დავწერთ ხოლმე /:0 <--–> 0”. 

რიგ საკითხებში ადიციური იხზომორფული ჯგუფები შეიძლე- 

ბა არ განვასხვაოთ ერთმანეთისაგან და ამიტომ მათ ხშირად ერთ- 
მანეთთან აიგივებენ. საზოგადოდ, ადიციური ჯგუფების იზომორ- 
ფიხმი ეკვივალენტობის მიმართებაა? ჯგუფთა სიმრავლეში და, ამ- 
რიგად, იზომორფული ჯგუფები შეადგენს ეკვივალენტობის კლასს. 
ამის გამო ადიციური ჯგუფის ქვეშ შეიძლება ვიგულისხმოთ იზო- 

მორფულ ჯგუფთა კლასი. 
ჭ. რგოლები და ველები. მატრიცების პირდაპირი ნამრავლი. 

ტენზორულ ანალიზში ხშირად გვიხდება მატრიცებზე გამრავლე- 
ბის ოპერაციის გამოყენება. ამისათვის საკმარისი არაა, რომ მატ- 

რიცის ელემენტები რაიმე ადიციურ ჯგუფს ეკუთვნოდეს. ადი- 
ციური ჯგუფის ელემენტებისათვის, სახოგადოდ, არაა განმარტე- 

ბული გამრავლების ოპერაცია, ამიტომ გადასამრავლებელი მატრი-– 
ცების მიმართ იძულებული ვართ დამატებითი შეზღუდვები შემო- 
ვიღოთ. შემდგომში ასეთ შემთხვევებში ვიგულისხმებთ, რომ მატ- 

ღიცის ელემენტები რაიმე 4 რგოლის ელემენტებს წარმოადგენს 
(იხ. (231). 

გავიხსენოთ, რომ # რგოლი ეწოდება აბელის ადიციურ 

ჯგუფს, რომლისთვისაც განმარტებულია ზეორე ბინარული ოპერა- 

ცია –– გამრავლება და ნებისმიერი სამი ძ, ხ, CC/4 ელემენტისთვის 

შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1) (იხ)2=0(ხ0) (გამრავლების ასოციაციურობის კანონი); 

2) იხ+C=0იხ+ძ0ი (-+ხ)-=0ი0+ხი (დისტრიბუციურობის 

კანონი). 

? გავიხსენოთ, რომ /#/ სიმრავლეში გვაქეს ეკვივალენტობის მიმართება, რო- 

მელსაც – სინბოლოთი აღვნიშნავთ თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 1) ნებისL- 

მიერი XC /M ელემენტისთვის, X – X –– რეფლექსურობის თვისება; 2) X, #VCM 

წყვილისთვის თუ X – Vყ, მაშინ V –- X-- სიმეტრიულობის თვისება, 3) თუ X, V, 

2C M და ჯL– ყ, ყ => 2, მაშინ XL – 2-– ტრანზიტულობის თვისება (იხ, (23)).
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მტკიცდება, რომ თუ 0 შეკრების ოპერაციის მიმართ ნეიტრა- 

ლური ელემენტია მაშინ ნებისმიერი თC/4 უელემენტისთვის 

თ0=90=0. 

საზოგადოდ, რგოლში არ სრულდება გამრავლების კომუტა- 
ციურობის პირობა, ე. ი. იძხ5-ხძ. რგოლს ეწოდება კომუტაციური, 
თუ რგოლის ნებისმიერი ორი ელემენტისთვის თხ =ხთ. 

თუ რგოლში არსებობს ისეთი 6 ელემენტი, რომ ნებისმიერი 

·-« C 4 ელემენტისათვის 

06=60ძ0 =0, (1.1) 

მაშინ #-ს ეწოდება რგოლის ერთეული, ხოლო 4-ს –– რგოლი ერთეუ- 

ლით. რგოლი ერთეულით მუდამ შეიცავს ორ 0 და 6 ელემენტს, ამას- 

თა5 65650. 

ერთეულით კომუტაციური რგოლის მაგალითებია3ჭ მთელ რიცხვ- 

თა # სიმრავლე, რაციონალურ რიკხვთა ვ სიმრავლე, ნამდვილ 

და კომპლექსურ რიცხვთა “7 და 7? სიმრავლეები. ვექტორულ ველ– 
თა V სიმრავლე წარმოადგენს არაასოციური და არაკომუტაციური 
რგოლის მაგალითს, თუ გამრავლების ქვეშ ვიგულისხმებთ ვექ- 

ტორულ ნამრავლს (იხ. II თავი, § 1, მე-3 პუნქტი). 

ვთქვათ, #4 რგოლის ნებისმიერ 6 ელემენტს აქვს შებრუნე- 
ბული თ“! ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს თ“ I0=VCთC“=6 პი- 
რობებს. კომუტაციურ რგოლს, რომლის ყოველ არანულოვან ელე- 

მენტს გააჩნია შებრუნებული, ეწოდება ველი. ველის მაგალითე- 

ბია რაციონალურ, ნამდვილ და კომპლექსურ რიცხვთა 6, ძ, და წ 

"სიმრავლეები. თუ ძ, ხ რაიმე X ველის ელემენტებია, ქაშინ იX=ხ 

განტოლებას მუდამ აქვს ერთადერთი ამონახსნი X=ნთ-1=0ი-!ხ C 

როცა ძ5=-0.. 

ვთქვათ 4" M% , „80--/M წარმოადგენს ადიციური 0 და 0; ..ჩი 1... 
ჯგუფის მატრიცებს, რომელთა ელემენტები რაიმე C რგოლს ეკუთვ- 
ნის. თუ მათ გადავამრავლებთ, მივიღებთ (0+/, ი+3ვ) ტიპის მატ- 
რიცას 

ვ ქართულ თარგმანში ქვემოთ შემორანილი ზოგიერთი აღნიშვნა განსხვავდება 

წიგნის ორიგინალში საყოველთაოდ გავრცელებული სათანადო აღნიშვნებისაგან, რაც 

გამოიწვია სტამბაში შექტნილპა ტექნიკურმა დაბრკოლებებჰა (რედაქტორის შენიშენა).
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რგ 8/. =6 801 
რომლის ელემენტები იმავე რგოლს ეკუთვნის. 

ამ ოპერაციას ვუწოდებთ პირდაპირ მატრიცულ ნამრავლს. ამ– 
რიგად, გამრავლების ოპერაცია ანხორციელებს 

C2X C; –> CM; 

ასახვას. 

4. შეჯამების წესი. შეჯამებისათვის > სიმბოლოს გამოყენება. 

ხშირად ართულებს გამოსახულებას, განსაკუთრებით იმ შემთხვე– 
ვაში, როცა ჯერადი ჯამები განიხილება. ამ გარეგნული გართულე– 

ბის თავიდან ასაცილებლად ტენზორულ ანალიზში გამოიყენება 
შეჯამების მეტად მოხერხებული წესი რომელიც თავის დროს 
ა. ეინშტეინმა შემოიღო. 

მატრიცის ასოით ინდექსს ყრუ ვუწოდოთ, თუ იგი მატრიცაში 
(ერთწვერშე) ორჯერ (და მხოლოდ ორჯერ) «ვხვდება –– ერთხელ რო- 
გორც ქვედა, ხოლო მეორედ –– როგორც ზედა ინდექსი. მაგალითად, 
ი! და ხჯ, მატრიცებში ( ინდექსი ყრუა, ხოლო 0ძ,, და ხI, მატრიცებში 
იგი ოკვე აღარ არის ყრუ. ერთ მატრიცაში შეიძლება შეავხვდეს რამ- 

დენიმე ყრუ ინდექსი, რომლებიც, ცხადია, უნდა აღინიშნოს სხვადასხ- 
ვა ასოებით. მაგალითად, თIჯ მატრიცაში (| და # ორივე ყრუ ინდექსია. 

ყრუ ინდექსის არსებობა გამოსახულებაში იმას ნიმნავს, რომ 

ეს გამოსახულება უნდა შეჯამდეს ყრუ ინდექსის ყველა მნიშვნე– 
ლობისათვის 1-დან წ-მდე. ამრიგად, მიღებული შეთანხმებით, ყო–- 
ველი მატრიცა, რომელიც შეიცავს ყრუ ინდექსებს, უნდა განვი- 
ხილოთ როგორც ჯამი ზემოთ აღნიშნული მნიშვნელობით. მაგალი– 
თად, ჯამები 

შეიძლება დავწეროთ 2, ნიშნის გარეშე შემდეგი სახით 

ი, X, 0, XM#. 

უნდა აღინიშნოს, რომ მიღებული შეთანხმება სრულებითაც: 
არ გამორიცხავს აუცილებელ შემთხვევაში 2 სიმბოლოს გამოყე–
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ნებას. შემდგომში ხშირად შევხვდებით ისეთ შემთხვევას, როცა ამ 
ნიშნის ხმარება მიზანშეწონილია. მაგალითად, ვიხმართ >» სიმბო– 
ლოს, თუ შეჯამების ინდექსები მდებარეობს ერთ პორიზონტალ- 
ზე ან თუ მათ უკავიათ რაიმე სხვა მდებარეობა, რომელსაც არ 

ითვალისწინებს ყრუ ინდექსის განმარტება. თუ, მაგალითად, გვაქვს 

4გე ან 4, ვრე და ა. შ. გამოსახულებანი, მაშინ სპეციალურად 

უნდა მივუთითოთ შეჯამების წესზე.ე საზოგადოდ, საეჭვო შემ- 

თხვევაში უმჯობესია ყოველთვის ვიხმაროთ > სიმბოლო. 
ზოგჯერ იძულებული ვართ არ გამოვიყენოთ შეჯამების წესი 

ისეთი მატრიცებისთვისაც, რომელთა ინდექსებს ყრუ ინდექსების 

მდებარეობა აქვს –– ერთნი მოთავსებული არიან ქვემოთ, მეორე– 

ნი კი-- ზემოთ. ასეთ შემთხვევაში ერთ-ერთ ამისთანა ინდექსს 
გავხაზავთ ქვემოდან, რაც ამ ინდექსით შეჯამების აკრძალვას ნიშ– 

ნავს, მაგალითად, ძ, ხ! ნიშნავს, რომ განიხილება არა თ) 61-+L..-+ძ, ხ" 

ჯამი, არამედ მისი ცალკეული შესაკრებები: ძ, ხ!,..., ძკხ". ასეთ 

დროს, მეტი სიცხადისათვის, ღავწერთ ძ,ხ,, 1CL1. ი). 

მხედველობაში უნდა ვიქონიოთ, რომ ტენზორულ ანალიზში 
ზედა ინდექსი არ აღნიშნავს ხარისხის მაჩვენებელს, თუ, რა თქმა 
უნდა, საწინააღმდეგო საგანგებოდ არ არის მითითებული. მაგალი- 

თად, X" არის X ზედა # ინდექსით და არა X ხარისხში #. ამის გა- 

მო, გაუგებრობის აცილების მიზნით, ინდექსებიანი გამოსახულე- 
ბის ახარისხების შემთხვევაში ამ გამოსახულებას ფრჩხილებში მო- 

ვათავსებთ. მაგალითად, (თL)” აღნიშნავს იჯ -ს #1 ხარისხს. 
ასოით ინდექსს, თუ ის ყრუ არ არის, თავისუფალი ან განუ- 

საზღვრელი ინდექსი ეწოდება მაგალითად, 0, ხხ მატრიცაში (1 

ინდექსი ყრუა, ხოლო # ––- თავისუფალი თავისუფალი ინდექსი 
შეიძლება გავუტოლოთ ნებისმიერ რიცხვს 1, 2,...,/ სიმრავლიდან. 

გეომეტრიაში ი», ჩვეულებრიე, სივრცის განზომილებას აღნიშნავს, 

მექანიკაში –– ფაზური სივრცის განზომილებას და ა. შ. შემდეგში 
/L მეტწილად 2-ის ან 3-ის ტოლი იქნება. 

შევნიშნოთ, რომ შეჯამების ინდექსისათვის სახელწოდება ყრუ! 
გარკვეული აზრით იმ ფაქტის სიტყვიერი გამოსახულებაა, რომ ეს 
ინდექსი აზრს არ იცვლის მისი აღნიშვნის შეცვლის დროს. მაგა- 

4 ზოგიერთ სახელმძღვანელოში ხმარობენ ტერმინებს „მუნჯი“, „მიმდინარე“.
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ლითად, 0" X, ჯამში , შეიძლება შევცვალოთ ნებისმიერი სხვა ასო- 

თი. ამით, რა თქმა უნდა, ჯამი არ შეიცელება, 0, X=0ძ"X. ყრუ. 

ინდექსის ეს თვისება განსახღვრულ ინტეგრალში საინტეგრაციო 

ცვლადის თვისების ანალოგიურია. ყრუ ინდექსის აღნეშნული თვი- 

სებით ქვემოთ ხშირად ვისარგებლებთ და საჭიროების შემთხვევა- 

ში ასეთი ინდექსების აღნიშვნებს სპეციალური მითითების გარეშე 

ჩვენ ნებაზე შევცვლით. ამასთან კარგად უნდა გვახსოვდეს, რომ 

ერთსა და იმავე გამოსახულებაში ორი სხვადასხვა ყრუ ინდექსი 

არ შეიძლება იყოს აღნიშნული ერთი და იმავე ასოთი, ან ისეთი 

ასოთი, რომლითაც უკვე აღნიშნულია რომელიმე თავისუფალი ინ- 

დექსი. 
ნ. ინდექსთა შეკვეცის ოპერაცია. ვთქვათ 0 ადიციური ჯგუ- 

ფია და 

40:76. 
ამ მატრიცის ერთ-ერთი ზედა განუსაზღვრელი ინდევსის რო- 

მელიმე ქვედა განუსაზღვრელ ინდექსთან გატოლების (მაგალი– 

თად, I =|I)=”) ოპერაციას ინდექსების გადაჯაჭვას ვუწოდებთ. 

ორი ინდექსის გადაჯაჭვის ოპერაციის შედეგად მატრიცაში გაჩნდე- 

ბა ყრუ ინდექსი და, ზემოთ მიღებული შეთანხმების საფუძველზე, 

უნდა მოვახდინოთ მატრიცის ელემენტთა შეჯამება ამ ინდექსის 

მიხედვით, როცა იგი გაირბენს 1, 2,..., ” მნიშვნელობას, ამასთან 

დანარჩენი ინდექსები არ იცვლება. ამ ოპერაციის შედეგად მიიღე–- 

ბა (0-1, ძ––1) ტიპის მატრიცა, რომელშიც ინდექსების რაოდე- 

ნობა ორი ერთეულით ნაკლებია. 

ასე მაგალითად, (1.3)-ში I, და /, ინდექსების გადაჯაქვით, ე. ი. 
დაშვებით (1=7,=1, მივიღებთ (2–-1, 0-––1) ტიპის 

მხა M-4/( ი ((-2 ა. 
მატრიცას. ზემოთ განმარტებულ ოპერაციას ინდექსთა შეკვეცა 

ეწოდება. იგი შეიძლება შევასრულოთ ერთდროულად რამდენიმე 

ინდექსის მიმართ. მაგალითად, თუ (1.3) მატრიცაში წყვილ-წყვი-
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ლად შევკვეცთ LL და ჩ,, (: და ჩ-,..., 1, და ჩ„ ინდექსებს (ცხა- 
დია, 7 ლ იIი (#0, 0)). მივიღებთ (0–-ი?, 0-–-/2) ტიპის 

81M+1---· 10 =,40 ·· წთ I„+1 ··· I 
'თ+1...ი Lე... 'ი+) · -”ი 

მატრიცას. ამრიგად, შეკვეცის ოპერაციის #-ჯერადი გამოყენება 

როგორც ზედა, ისე ქვედა ინდექსების რაოდენობას #7. ერთეულით, 
ხოლო მატრიცის რანგს 27, ერთეულით ამცირებს. 

ცხადია, ინდექსების შეკვეცა შეიძლება ვაწარმოოთ ნების- 
მიერი სხვა მიმდევრობითაც, მაგრამ ინდექსების სხვადასხვა თანა– 

მიმდევრობით გადაჯაჭვა, საზოგადოდ, სხვადასხვა შედეგს მოგედემს. 
უნდა გვახსოვდეს, რომ ინდექსების შეკვეცის ოპერაცია გამო–- 

იყენება მხოლოდ ისეთ მატრიცებზე, რომელთაც ერთი მაინც ზედა 

და ერთი მაინც ქვედა თავისუფალი ინდექსი აქვთ. 
6. მატრიცების შიგა ნამრავლები. ტენზორულ ანალიზში პირდა- 

პირ მატრიცულ გამრავლებას ხშირად მოსდევს ინდექსთა შეკვეცის 

ოპერაცია. მაგალითად, /1,,8' წარმოადგენს 71, 8" პირდაპირ ნამრავლ- 

ში ინდექსთა შეკვეცის ოპერაციის შედეგს. ანალოგიურად შეიძლება 

განვიხილოთ შემდეგი სახის შიგა ნამრავლები /,; 89, 4”" 8,C, და 

ა. შ. 
7. ვექტორული სივრცეები. მოდულები. დავუშვათ, რომ აბელის 

ადიციური C ჯგუფისათვის დამატებით განმარტებულია მისი ელე- 

მენტების რაიმე #-ველის ელემენტებზე გამრავლების ოპერაცია, 

ე. ი. გეაქვს წესი, რომელიც ნებისმიერ ორ XCC, 0იC# ელე- 

მენტს უთანადებს C ჯგუფის ელემენტს; მას თX-ით (ან X0C-თი) აღვნიშ- 

ნავთ, რადგან მათ ერთმანეთისაგან არ ვანსხვავებთ. ამასთან სრულდება. 
შემდეგი პირობები: 

1) თ(ი6X)=(9ხ) X, (ნ C #). 
2) თუ 6 წარმოადგენს #X ველის ერთეულოვან ელემენტს, მაშინ 

6X=X ნებისმიერი X C C ელემენტისთვის. 
ვ) (თ-++ხ) X=0X+ხX; თ (X-+-ყ)=CX+0იV (ყ CC). 

ასეთ ადიციურ 6 ჯგუფს ეწოდება წრფივი სივრცე MX ველზე. 
ამ შემთხვევაში ჯგუფის ელემენტებს ვექტორები ეწოდებათ, ხო- 
ლო ველის ელემენტებს –– სკალარები. 

C და #-ს სტრუქტურული თვისებებიდან და აგოეთეე 1)––-3)– 

დან გამომდინარეობს, რომ 
4) 0X=0, სადაც 0 წარმოადგენს #X-ს ნულოვან ელემენტს, 

0 კი–-– 6-ს ნულოვან ელემენტს, X C-ს ნებისმიერი ელემენტია.
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5) თუ 05-50, მაშინ თიX=Vყ განტოლებას აქვს ერთადერთი 
X=X- IV ამონახსნი. 

განვიხილოთ (0, 0)-მატრიცები, რომელთა ელემენტები რაიმე 

წრფივ X სივრცეს მიეკუთვნებ. 2»: სიმბოლოთი აღვნიშნოთ 

ასეთ მატრიცათა სიმრავლე. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ XX 

სიმრავლე წრფივი (ვექტორული) სივრცეა # ველზე. 
ვთქვათ, X და /” ორი წრფივი სივრცეა. /:X-–+V ასახვას წრფი- 

ვი ეწოდება, თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1. M(X+X#)=1(:+წ0ე, VX, XCX. 

2. «/0ე=/C0X, V=CM, VXCX. 
თუ V=#%, მაშინ წრფივ / ასახვას ეწოდება წრფივი ფუნქცია 

X-ზე. 

თუ X=/, მაშინ წრფივ 1: X-+X ასახვს გენდომორფიზმი 
ჰქვია. 

ზოგჯერ მიზანშეწონილია წრფივი სივრცის განხილვა კომუტა- 
ციურ 4 რგოლზე ერთეულით. მაშინ ზემოთ ჩამოთვლილი ყველა 
1)-–5) პირობა სრულდება, გარდა 0X=ყ განტოლების ამოხსნა- 
დობისა. ასეთ სივრცეს ეწოდება მოდული # რგოლზე. მაგალითად, 

რაიმე არის წერტილთა კოორდინატების ლებეგის აზრით ზომად 

ფუნქციათა სიმრავლე კომუტაციური რგოლია, ვექტორულ ველ- 
თა V სიმრავლე წარმოადგენს წრფივ სივრცეს (მოდულს) სკალა– 
რულ ფუნქციათა რგოლზე. 

§ 2. კრონეკერის სიმბოლოები. ლევი-ჩივიტას სიმბოლოები 

განვიხილოთ სიდიდეები, რომლებიც განსაზღვრულია შემდე- 
გი ტოლობების საშუალებით: 

ა | 1. როცა, 1=7, 
0.= 

0, როცა, 19%, 

ამ სიდიდეებს კრონეკერის სიმბოლოები ეწოდება (მათ აგრეთვე კრო- 

ნეკერის დელტებს უწოდებენ). 
თუ XI, X?,..., XV დამოუკიდებელი ცვლადებია, მაშინ, ცხადია, 

, ჩ6I,,. (2.1) 

მX. =0/. (2.2) 
ძXI
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შეჯამების წესის თანახმად, გვექნება 

6,=7, (2.3) 
ასევე 

6 0'M=0”, CL ი,=0,. (2.4) 
(2.4) ფორმულები გვიჩვენებს, რომ შიგა გამრავლების წესის გა- 

მოყენებით 6, სიმბოლოები შესაძლებლობას გვაძლევს შევასრუ–- 

ლოთ ინდექსების ჩასმის ოპერაცია, ე. ი. მოვახდინოთ ერთი ინდექ- 

სის მეორით შეცვლა. ასე მაგალითად, თ” გამოსახულებაში თუ 

გვინდა # ინდექსის ! ინდექსით შეცვლა, მიგა გამრავლების შემ- 

დეგი ოპერაცია უნდა შევასრულოთ: 

01 0+=05. (2.5) 

გარდა გ სიმბოლოებისა, ზოგჯერ ვისარგებლებთ აგრეთვე 

8I=0,ც=C| (2.6) 
სიმბოლოებით. შევნიშნოთ, რომ ეს ტოლობები არ ნიშნავს, რომ 8,,, 
გM და მ; სიმბოლოები ერთნაირია, ხშირად მათ ერთმანეთისაგან გან- 
ვასხვავებთ. 

შემოვიღოთ აგრეთვე კრონეკერის მრავალინდექსიანი 

გ-ი (2.7) 
7 ·Iი 

სიმბოლოები, რომლებიც ტოლია +1-ის (––1-ის) იმ შემთხვევაში, 

როცა ზედა ინდექსები ერთიმეორისაგან განსხვავდება და, გარდა 
ამისა, ქვედა ინდექსების მიმდევრობა მიიღება ზედა ინდექსების 
ლუწი (კენტი) გადანაცვლებით, დანარჩენ შემთხვევაში (2.7) სიმ- 

ბოლოები ნულის ტოლია. მაგალითად, როცა #=2 და 0=2, გვაქვს: 

ა 1=85=1, ბ1=24=--I. 
განვიხილოთ კიდევ ორი სხვა მნიშვნელოვანი 

CV" სვ... 1 ბენი, რ.8 ა 

– 312...ჩ 
აასს %6-ჩ (2.8ბ) 

სიმბოლო. ისინი ლევი-ჩივიტას მიერ იქნა შემოღებული (იხ,, მაგა- 
ლითად, (|15)). ცხადია, 

C = C #M--- ჩი, (2-8 2) 
ს... 

2. ი. ვეკუა
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ამრიგად, ყოველი C სიმბოლო -I-1-ის (შესაბამისად ––1-ის) ტო- 

ლია, თუ ინდექსთა L,,..., 1, მიმდევრობა მიიღება ნატურალურ რიცხვ- 

თა 1, 2,,.., IL მიმდევრობის ლუწი (შესაბამისად კენტი) გადანაცვლე- 
ბით; სხვა შემთხვევაში C სიმბოლო ნულის ტოლია. 

ადვილი მისახვედრია, რომ, თუ C სიმბოლო ნულისაგან გან- 
სხვავებულია, მაშინ მისი ნებისმიერი ორი ინდექსის გადანაცვლე– 

ბისას იგი ნიშანს იცვლის. ე. ი. ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულას 

_–_ეაე-...ლაი6ირო_. 

ამ ტოლობაში ერთმანეთთან გადასმულია მხოლოდ ორი –– (, და I, ინ- 

დექსი. სხვა ინდექსები კი თავის ადგილზეა დატოვებული. 

§ ზ. დეტერმინანტები 

1, დეტერმინანტების განმარტება დეტერმინანტების მთელი 

რიგი თვისებების დამტკიცებას მნიშვნელოვნად ამარტივებს გ და 

C სიმბოლოების გამოყენება. ამას გარდა, მათი საშუალებით მოკ- 
ლედ შეიძლება ჩავწეროთ სხვადასხვა გამოსახულება, რომლებიც 
დეტერმინანტთა და მატრიცათა თეორიაში გეხვდება. 

განვიხილოთ /! X I კვადრატული 

Cე1 ... რი» 
= = C,) (3.1) 

რიგ ... მუ» 

მატრიცა, სადაც 0, სიდიდეები რაიმე ველის ელემენტებია, მაგა– 

ლითად –– კომპლექსური რიცხვები. თუ თ მატრიცაში გადავანაცვ– 

ლებთ სტრიქონებსა და სვეტებს, მივიღებთ თი, ელემენტებიან ი” 
მატრიცას, რომელსაც ტრანსპონირებული მატრიცა ეწოდება. ძ 
მატრიცის დეტერმინანტი ეწოდება სიდიდეს, რომელიც გამოისა- 

ხება 

0= C" ... ძ,, ს... რ, ი (3.2) 

ფორმულით ან, რაც იგივეა (დაამტკიცეთ!), 

ძ= C ხს... წ CI, ...ში, (3.2 ბ)
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ფორმულით. ეს ნიშნავს, რომ 6 და ი” მატრიცების დეტერმინან- 
ტები ტოლია, ე. ი. დეტერმინანტის მნიშვნელობა არ შეიცვლება, 

თუ სტრიქონებს სვეტებით შევცვლით. ” რიცხვს ეწოდება დე- 

ტერმინანტის რიგი, 
შევნიშნოთ, რომ ამ პარაგრაფში ყველა ინდექსი (ყრუ და გა- 

ნუსაზღვრელი) ღებულობს 1, 2,.., ” მნიშვნელობებს. მიუხედავად 
ამისა, ცალკეულ შემთხვევებში ჩვენ მაინც ვიხმართ შეჯამების > 
ნიშანს. 

დეტერმინანტის აღსანიშნავად სარგებლობენ რამდენიმე სიმ- 

ბოლოთი. ქვემოთ გამოვიყენებთ ჩვეულებრივ აღნიშვნას 

C1ე ... იი 
ძთ= 

  

  მი: ... მიი 

ზოგჯერ, როცა ტექსტიდან წინასწარ ცნობილია, თუ რომელი რი- 

გის დეტერმინანტზეა ლაპარაკი, დავწერთ #ძრ0=ძი8L(ი,). თუ M-ური 
რიგის დეტერმინანტის ელემენტებს აღვნიშნავთ ი ან ი” სიმბოლოთი, 

მაშინ შესაბამისად გვექნება 
· . -1 . . 

ძის C1)= C"““ჩი,...0,= Cს ...(, 61...0ი, (3.2გა 

ძიL (05 = C ს. (1) „055 = C ი ს. ც!ხ კბი, (3.2 დ) 

ვთქვათ, 
ი; =2/ბ= ბ, 

60ჩ#.-M= , (3.3ა) 
81 ბ? გი 

- 2 იჩ 

მ. ხ;... ბ, 

C 7 ი ... ”» = · ” (3.3 ბ 

- ... 
1 ე")
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რომლებიც ლევი-ჩივიტას სიმბოლოებს დეტერმინანტებით გამო- 
სახავენ. 

შევნიშნოთ, რომ დეტერმინანტის განმარტება და მისი თვისე- 

ბების შესწავლა ლევი-ჩივიტას სიმბოლოების გამოყენების გარე- 
შეც შეიძლება. ასეთ შემთხვევაში (3.3 ა, ბ) ფორმულები ლევი- 

ჩივიტას სიმბოლოების განმარტებად უნდა მივიღოთ. 
2. დეტერმინანტების ძირითადი თვისებები. აღვნიმნოთ (3.3 ა. 

ბ) ფორმულებიდან გამომდინარე ზოგიერთი მარტივი თვისება: 

1) დეტერმინანტი ნულის ტოლია, თუ რომელიმე სტრიქონის 

ან სვეტის ყველა ელემენტი ნულის ტოლია. 
2) დეტერმინანტი ნიშანს იცვლის, თუ ორ სტრიქონს ან ორ 

სვეტს ერთმანეთთან გადავანაცვლებთ. 

ამის დასამტკიცებლად «უნდა ვისარგებლოთ C სიმბოლოს 
(2.9) თვისებით. 1) და 2)-დან უმუალოდ გამომდინარეობს, რომ, 

თუ დეტერმინანტის ორი სტრიქონი ან ორი სვეტი ერთნაირია, მა- 
შინ დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

3) ვთქვათ, X, ვექტორის თ,,,..., 0,, კომპონენტები წარმოადგენს 

რაიმე მატრიცის (-ურ სვეტს, ხოლო V, ვექტორის თი, ..., თ, კომპო- 

ნენტები –– ჯ-ურ სტრიქონს. მაშინ, როგორც (3.2 ა, ბ) ფორმულები- 
დან ჩანს, დეტერმინანტი შეიძლება განვიხილოთ როგორც X,,..., X, 
ან V,...., Vი ქეექტორების ფუნქცია, 

ძ= C ს ... ჩი თ, 1...0,, == 4 (9), თ... XI), 

ი=C% რ)... რე,==8C,...,V,)· 

ამ ფორმულებიდან ჩანს, რომ #-ური რიგის დეტერმინანტი წარმოად- 
გენს ”-ური რიგის მრავლადწრფიე ფორმას (ი”-ფორმას) როგორც X,,..., 

... Xგ, ასევე V,,..., V„ ვექტორების მიმართ. 

ეს ნიშნავს, რომ, თუ X„=%იX, + 2Xთ, თ, ჩ C IC, მაშინ 

4Cთ,...., Mო-1 თXთ +8X., %Xუ+11ა+აა) X.) = 

=თ4 (X,,... %ო-. XIს %თო-).... Xე)-+ 

+ჩზ4 (X... X%.ა-. XI თნ... %X–-)) 

ე. ი. ყოველი არგუმენტის მიმართ „4 (Xც..., X;) ადიციური და ერთგ- 
ვაროვანია. იგივე შეიქლება ითქვას 8 CV)... V„)-ის მიმართაც.
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4) თუ ვისარგებლებთ C სიმბოლოს თვისებებით და იმ ფაქ- 

ტით, რომ ორი სტრიქონის ან ორი სვეტის ურთიერთგადასმა დე– 
ტერმინანტს ნიშანს უცვლის, ადვილად დავამტკიცებთ ფორმუ- 

ლებს 

აწია." 
ლლდ6აოო_--–- . (3.4 ა 

ს... 
___-_._ (3.4 ბა 

5) გამოვიყვანოთ ახლა დეტერმინანტთა გამრავლების ფორმულა. 

თუ რ=ძნწL(ძ,), ხ=ძ0L (ხ,) წარმოადგენს #I-ური რიგის დეტერმინან- 

ტებს, მაშინ (3.4 ა) ფორმულის ძალით გვექნება 

1. ი 

იხ=0თC4'%M ხ, 1... 0, ც= 2) 6 (4. მჩ, ,ღ..0ჩე(, 0/,I...0/ი · 

მ... 

ამრიგად, 

იხ=0, C = ძბ( C,,), (3.5) 

სადაც ძი (0,) წარმოადგენს /-ური რიგის დეტერმინანტს, რომლის 
ელემენტები გამოისახება ფორმულით 

ჩ 

იყ= ჰ, 0, ხ,,=ძ,, ხ),+...+ რე ხა, (3.5 ა 
#=! 

თუ ძ დახ დეტერმინანტებში სტრიქონებს შევცვლით სვეტე– 

ბით, მაშინ არც დეტერმინანტები და არც მათი ნამრავლი არ შე– 
იცვლება, მაგრამ C დეტერმინანტის ელემენტებისათვის მივიღებთ 

გარეგნულად სხვა გამოსახულებებს: 

4 
ჯ= „= % 0 ხ,)კ, C,,= %I, ხა, ი, %. იხ. (3.5 ბა 

ლ =! #=1 

ამრიგად, ი-ური რიგის დეტერმინანტების გადასამრავლებლად 
შეგვიძლია ვისარგებლოთ (3.5 ა) ან (3.5 ბ) ფორმულებით. 

8. მატრიცის მინორები დეტერმინანტებს დაშლა. რადგან 

CI... I(M+1 ...ე= მე, ამიტომ (4.5ა) ფორმულიდან გვექნება
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- წ ქ... 1, «.. წ = იბ„= C 1 (კ ჩ რ, 1...CI,._, ხ–I 0, 0; L-+I ...?·ი ი = 

წ... ჩს-1 17 ნM+1 -..” 
=ძ,LC 1 #07 ჩხიი 0, კ... მ, ნ 1 რ.) ჩ-LI «..C 81. 

(3.6) 
აქ ჩვენ თ; მამრავლი გავიტანეთ ფრჩხილებს გარეთ, ხოლო შემდეგ 

ყრუ IL, ინდექსი აღვნიშნეთ / სიმბოლოთი. ცხადია, ფრჩხილების შიგ- 
ნით მოთავსებული გამოსახულება ნიშნის სიზუსტით ტოლია #0 =ძიI (იე) 

დეტერმინანტის ი,, ელემენტის შესაბამისი /,, მინორის. /#,, მინორი 
წარმოადგენს (#-––1) რიგის დეტერმინანტს, რომელსაც მივიღებთ, თუ 
ძ=ძიL(0თ,) დეტერმინანტში ამოვშლით /-ურ სტრიქონს და #-ურ სვეტს. 
C სიმბოლოს (2.9) თვისების გათვალისწინებით მარტივი მსჯელობები 

გვიჩვენებს, რომ ზემოხსენებული გამოსახულება წარმოადგენს თ, ელე- 
მენტის ალგებრულ დამატებას, რომელიც გამოისახება ფორმულით 

რ. 0. Mს-1 21 M+1 ი» 

ძ,_ ...იძ,- -10,- , ...რ0,; 

0/.+1: 1 +. C/+1? #-1 C/+1! M-+1)++-C/4+1) 

რი 0რი,M-) რი, M+1 --. რია 
(3.7) 

ამრიგად (3.6)ეფორმულა მიიღებს სახეს 

ჩ 

ი.= ძი,4, (, ჩCLI, I. (3.8 ა 
/=>1 

ანალოგიურად მტკიცდება 

” 

ი8,,= ?ბ, ძც4V, ,, ჩCII,ი) ც.8 ბ) 
)=I! 

ფორმულა. თუ (=#, მივიღებთ დეტერმინანტის დაშლის ფორმუ- 

ლებს: 
ჩ 

ძ= 2– ძი 4 MCILI, ი), (3.9 ა) 
I=
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ი 

2= 1) თკ 4ყ, ჩCLI1, ი1. (3.9 ბ) 
1=1 

პირველი (მეორე) ფორმულა წარმოადგენს დეტერმინანტის დაშ- 

ლას ნებისმიერი #-ური სვეტის (სტრიქონის ელემენტების მი- 
მართ. როცა (5-7, (3.8 ა,ბ) ფორმულები გვიჩვენებს, რომ (-ური 

სვეტის (სტრიქონის, ელემენტების #-ური სვეტის (სტრიქონის) 

ელემენტების ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი ნულის 

ტოლია. 

4. შებრუნებული მატრიცის გამოსახულება დავუშვათ, რომ 

ძთ=ძ(CI (ძ,,) 5=0, მაშინ, თუ (3.8 ა, ბ) ტოლობათა ორივე ნაწილს გავ- 

ყოფთ ი-ზე და შემოვიღებთ აღნიშვნას 

იხ #  #MM6C() ი), (3.10) 
მივიღებთ 

ი"ი,=0,0"=6,, ჩხ #CI(1, ”). (3.11) 

თუ გამოვიყენებთ დეტერმინანტთა გამრავლების წესს, გვექნება 

ძიL (ძ,,) ძიL (ი'")=ძ06L81=1. (3.12) 

მაშასადამე, 

ძირს (თ") =(ძCL (ი,ა“? 5= 0. (3.13) 

ამრიგად, თუ ძიL(ძ,) -C0, მაშინ ი,, მატრიცისათვის არსებობს 
ერთადერთი თ!" მატრიცა, რომელიც აკმაყოფილებს (3.11) პირობებს. 

შევნიშნოთ, რომ #LX M კვადრატული ძ,, მატრიცების #4 სიმრავ- 

ლე, როდესაც მატრიცათა ელემენტები რაიმე MX ველს მიეკუთვნება, 
წარმოადგენს რგოლს ერთეულით. ცხადია, #4 ადიციური ჯგუფია შეკ- 
რების ოპერაციით: თუ თ,,, ხ„ C#4, მაშინ თძ/,-Lხ,, C 4. მასში გამ- 
რავლების ოპერაცია შემდეგნაირად განიმარტება: თუ ძ,,ც, ხ,ჯ C 4, მა- 

ი 
შინ 1?) ხ, ხნ. C/4. რგოლის ერთეულს წარმოადგენს 2,, მატრიცა. 

#=I 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ აქ რგოლის ყეელა აქსიომა სრულდება. 
ამასთან, თუ ი, ისეთი კვადრატულე მატრიცაა, რომ ძიL(ძ,ც) 2=0,
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მაშინ მას გააჩნია შებრუნებული მატრიცა 4 რგოლში (გამრავლების 

ოპერაციის მიმართ) და ესაა ი” მატრიცა. ამრიგად (როცა ძიL (0,,)=C 
30), ძე, და ი" ურთიერთშებრუნებული მატრიცებია, 

§ 4. წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემები 

1. განტოლებათა მიკავშირებული სისტემები. კრამერის ფორ- 

მულები. ახლა დეტერმინანტების წინა პუნქტში დადგენილი თვი–- 
სებები გამოვიყენოთ შემდეგი სახის მიკავშირებულ წრფივ ალ– 
გებრულ განტოლებათა სისტემების 

ა 

?, ი,აშ=ხა 1!CL1, ი), (4.14) 
#1 
ჩ 

ი„ყ"=0,, 1CL1, 7) (4.1 ბ) 
#1 

შესასწავლად. 

განვიხლლოთ ჯერ შემთხვევა როცა ამ სისტემების საერთო დე- 
ტერმინანტი არ უდრის ნულს, ძ=ძი! (ი,,) 462 0. მაშინ, როგორც წინა 

პუნქტში დავამტკიცეთ, არსებობს თ,, ელემენტებიანი მატრიცის შებ- 

რუნებული ი'" ელემენტებიანი მატრიცა. თუ (4.1 ა, ბ) განტოლებე- 
ბის ორივე ნაწილს შესაბამისად გადავამრავლებთ თ/ და ი” მატრიცებ- 
ზე, ხოლო შემდეგ შევაჯამებთ ჯ ინდექსით, (3.11) ტოლობების მიხედ- 

ვით მივიღებთ ფორმულებს 
ჩ 

1 
X=0 ხ,= ხ, 4, 1CL1, »), (4.2 ა) 

1 M 

ყI=0ფ= – 2, თ 4, 1C(1, »I. (4.2ბ) 
1=1 

ამრიგად, თუ ძ=ძ0ხL! (თ,,) + 0, მაშინ” არაერთგვაროვან მიკავში- 
რებულ წრფივ განტოლებათა (4.1 ა, ბ) სისტემებს ნებისმიერი მარჯ- 
ვენა მხარესათვის აქვს ამონახსნი და ისინი ცალსახად განისაზღვრებიან
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(4.2 ა) და (4.2ბ) ფორმულებით. შესაბამის ერთგვაროვან განტო–- 

ლებათა 

ჩ 

1, ი„,„X=0, (LC I1, II, (4.3 ა) 

#=) 

ჩ 

ს" ი,,ყIს=0, ?7CLI,.ი) (4.3 ბა 
#=1 

სისტემებს აქვს მხოლოდ ტრივიალური X#M=0 და ყ"=0, ჩCI1, ი| 
ამონახსნები. 

(3.7) ფორმულის თანახმად გვექნება 

ჩ თ),...0,, ,-1 0) 0,, ,/+1...0, 1 1 11 1-1 “1 “61I /+1 (ქ 

X=01 ხა =-- %' ხ, #4#,,ლ=– (4.4 

#=1! რე... რა |-ვ ხერი|+1.-.რით 

  

  
ან, თუ. გადავაადგილებთ L-ურ სვეტს პირველ ადგილზე, მივიღებთ 

0=-- (–-1)/ 
ძი 

ხ, ძეგ ... 6,, /-1 01) (+1 --.C ი 
.-, (CI1,ი) (45 

ხ, რი... მი: 1-1 რუს /+1 ·.-რ რით 

ფორმულას. ანალოგიურად (4.2ბ) ფორმულა ღებულობს სახეს 

  

    

/ (–-1)! C1 0,1 ... 0,-1; 1 0(+1 1... 2651 

(74 
(4.5 ბ) 

  

  

ნც რ,უ ... 0-1, ფ C+1! თ... რი 

(4.5 ა, ბ) ტოლობებს კრამერის ფორმულები ეწოდება. 
9. განტოლებათა ერთგვაროვანი მიკავშირებული სისტემები. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც (4.1ა,ბ) განტოლებათა 

სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, ძ=ძCI (0,,) =0. 
ვთქვათ, 0 არის 0,, მატრიცის რანგი. ეს ნიშნავს, რომ ძიL(ძ/) 

დეტერმინანტის ყველა #” >> 7 რიგის მინორი ნულის ტოლია, ხოლო ი 
რიგის მინორებს შორის არსებობს ერთი მაინც ნულისაგან განსხვავე- 

ბული ზ. შეგახსენებთ, რომ ჩ რიგის მინორი დეტერმინანტისაგან მიი- 

' (იჯ) მატრიცის რანგის ეს განნარტება არ ემთხვევა ს. წა. მატრიცის 

რანგის განმარტებას, რომელიც ამ თავის § 1-ში იყო მოყეანილი: #=/-+ძ. უკანასკ- 

ხელს ზოგჯერ კჩ. იზ -ს ვალენტობას უწოდებენ (რედ. შენიშვნა). 
17 "ი
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ღება (1--#) სვეტის და (1-/”) სტრიქონის ამოშლით. შეგვიძლია ვი- 

გულისხმოთ, რომ სახელდობრ ი რიგის მთავარი მინორი არ უდრის 

ნულს, ე. ი. 

9ძ%0, ი<ი. (4.0 
ძ თ 

    

ნ1 ... რი 

საკმარისია სისტემაში შემავალი კოეფიციენტებისა და საძიებელი 

სიდიდეების ნუმერაციის შეცვლა, რომ ეს შემთხვევა მივიღოთ. 
შემდგომში იმ ინდექსებს, რომლებიც ღებულობენ 1,2,..., 9 

მნიშვნელობებს, აღვნიშნავთ ბერძნული თ, ჩ,.. ასოებით ხოლო 
მათ კი, რომლებიც #+1,..., ” მნიშვნელობებს ღებულობენ –– შტრი- 

ხით აღჭურვილი იმავე ბერძნული ასოებით. მაშინ (4.3 ა) სისტემა 

დაიყოფა ორ ჯგუფად 
ძეც X= -–-თეგ, X»”, თCL1, /), (4.7ა) 

რა,ც XI +რა,ც, XI =0, თ CI0-L1, III. (4.7 ბ) 

(4.6) პირობის ძალით შესაძლებელია (4.7 ა) სისტემის შებრუ- 
ნება და (5.4 ბ) ფორმულების თანახმად იგი ჩაიწერება შემდეგი 
სახით: 

ჩX%=--იჩ9 თეგ, ჯმ == 

(–1ზ ძეგ, #8 თ: ... 0,8 | თ,, 8+1 «.. რგ 
> IC. , (4.8) 

ძიგ, X" თევ ... რი,ზ-1 ში,ჩ+1 -.. რეი 

სადაც 09ჩ წარმოადგენს ძეგ მატრიცის შებრუნებულ მატრიცას, თ,ჩ C 

ვინაიდან ძი დეტერმინანტის #-ზე მეტი რიგის ყველა მინორი 

ნულის ტოლია, გვაქვს 

__ 

ძეგ, 0, ,.. რ | თ თს ჩ CL1, ”|. (4.9 

ძია'ზ. რიც”. · 8797 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ ჯჩ-ზე და შევაჯამებთ 

ზ” ინდექსით, გვექნება
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–_ 
თე.X” ძე...0 | თ»  « 6I0+1, ”|. (4.10) 
0ი:გ, „ჯჩ 0ც'.-..ი0/ი 

დავშალოთ ეს დეტერმინანტი უკანასკნელი სტრიქონის ელემენ- 
ტების მიმართ და ვისარგებლოთ (3.9 ბ) და (4.8) ფორმულებით, 

მიგიღებთ 

ძეა,გ: X -Lძა,გ XX=0, თ” C|90-L1, #II. (4.10) 

ამრიგად, X#”1,,.,, X" სიდიდეების ნებისმიერი მნიშვნელობებისათ- 
ვის (4.7 ა) სისტემის ამონახსნი აკმაყოფილებს აგრეთვე (4.7 ბ) სის- 

ტემასაც. 

თუ ამ ტოლობაში შევიტანთ X-M=--იჩ9 ძეგ, ჯ" გამოსახულებას 
და გავითვალისწინებთ X#” სიდიდეების ნებისმიერობას, მივიღებთ 

ძე'გ--ძე,გ 0 ი-ც,=0, თ”, 8” CI2+1, ი) (4.10 ბ) 

ტოლობებს. ერთგვაროვანი მიკავშირებული (4.3 ბ) სისტემისათვის 

ანალოგიურად ვღებულობთ 

ყზ =–-–-ძი5 08: ყზ= 

(–1)ზ თგ,, ყჩ თ, ...0გ-,,1 08+., 1... რი 
= CI , ჩ6(1, ი). (4.11) 

რგ, ყ რი... 08. 1,ი06+.), ი --.2ჯუ 

"ნებისმიერი ყიჩ+!1, ,.., ყ“ სიდიდეებისათვის (4.11) გამოსახულება აკმა- 

ყოფილებს (4.3 ბ) განტოლებათა სისტემას. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: „=M-–-, 

?ჩ 

ჯI0-=- –1?, ი" C»,ი+ფ: როცა 1CL1, ჩ? თ CL1,/I, (4.12 ა) 

+=1 

გჩი, როცა (:=ი0+8ზ, თ,8C |1,/„I. 

ი 

ყ!ი= – 1? იV ი.ი, როცა LCI1, 2), თCIL1,(I, (4.12 ბ) / <4 

გზა, როცა 1=/ი0-+ჩ, თ,ზ C (1, LI.
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ცხადია, #9, ყI%, თ CI1, „) შესაბამისად შეადგენს ერთგვარო- 
ვანი მიკავშირებული (4.3 ა) და (4.3 ბ) განტოლებათა სისტემების 
წრფიეად დამოუკიდებელ კერძო ამონახსნებს. ამიტომ ეს .ამონახსნე- 

ბი გამოისახება ფორმულებით 

, 

»= ჯ) XI Cე =XI1C;+-..-+X" Cე, (4.13 ა 

თ= 1 

» 

#= %, ყი Cი =V1C1+-..+Vყ" C7, (4.13 ბ) 

Cთ=1 

სადაც C- და Cე ნებისმიერი მუდმივებია. 

ამრიგად, თუ თ=ძიL(ძ,) =0, ხოლო მისი რანგია იმ, 1<:0<V, 
მაშინ ერთგვაროვან მიკავშირებულ განტოლებათა (4.3 ა) და (4.3 ბ) 

სისტემებს აქვს თითოეულს (=ი–-ჯი წრფივად დამოუკიდებელი 

ამონახსნი შესაბამისად XI1,..., X” და ყI,..., ყ”, 1CL1, II), ხოლო 
მათი ზოგადი ამონახსნები გამოისახება (4.13 ა) და (4.13 ბ) ფორ– 

მულებით, სადაც Cგ და Cეგ ნებისმიერი მუდმივებია. 

ვ. განტოლებათა არაერთგვაროვანი მიკავშირებული სისტემე- 

ბი. განვიხილოთ ახლა არაერთგვაროვანი მიკავშირებული განტო– 
ლებათა (4.1 ა) და (4.1 ბ) სისტემები. 

ჩ ჩ 

ა). ./- >. (> “ #2 (2 +”) 
(=) /#= 1 L=1 #=I 

ცხადი იგივეობიდან გამომდინარეობს, რომ (4.1 ა) და (4.1 ბ) გან–- 
ტოლებათა სისტემების ამოხსნადობისათვისს აუცილებელია თი- 
თოეულისათვის ”=#M-–-0 შემდეგი პირობის 

?, ხ,ყთ=0, თCI1),./), (4.14» 
1=1 

0,X%=0, თCIL1, I) (4.14 ბა 

აქ
.



§ 4) წრფივ ალბებრულ ბანტოლებათა სისტექჭები 99 

შესრულება. თუ გავითვალისწინებთ (4.12 ა,ბ) აღნიშვნებს, მაშინ 
(4.1 ა,ბ) ტოლობები მიიღებს სახეს 

ი იჩ 

2, 1) 64%” თანა” თ” CI0+1, I), ”=,'-/, (4.15ა) 

4=1 ზ=1 

0გ0Mია,=ლ0,, რთ” CI0+1, /) ი=ი–-/,. (4.15ბ) 

ს
რ
 რა
 

“რ 
=1 ჩ=1 

დავამტკიცოთ, რომ ეს პირობები საკმარისია არაერთგვაროვანი 
განტოლებათა (4.1 ა, ბ) სისტემების ამოხსნადობისათვის. 

განვიხილოთ განტოლებათა სისტემა 

? 

1) 4. #=წ» თCI1,0),) /=7/–-. (4.16) 

ჩ=1 

მისი ამონახსნი (5.2ა) ტოლობის ძალით გამოისახება ფორმუ- 

ლით 

ჩ 

ჯ1ზ= VI იზ ხა, ჩCIL1, ?) 0=-–-, 

ლ 
სადაც გაჩ მატრიცა იეს შებრუნებულია, თ, ჩ C (1, #2), რომელიც 
(4.6)-ის ძალით არსებობს. თუ ამ გამოსახულებას ჩავსვამთ 

ი 
+, ძა,გXნ–=ხა, თ” CI0+1, |) 

8=I 

განტოლებათა სისტემაში, მივიღებთ (4.15ა) ტოლობებს, რომლე– 
ბიც პირობის თანახმად შესრულებულია. 

ამრიგადდ თუ შესრულებულია (4.14 ა) პირობები, მაშინ 

(4.1 ა) არაერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას გააჩნია შემდეგი 
კერძო ამონახსნი: 

ი 

X= 1, ი წა, ჩCI1, ჩ?I X =0, ჩ” CI0-L1, ჩი). (4.17 ა) 

თ--I



ვ0 ალგებრის ზჭზობიერთი საკითხი (თავი 1 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ რომ, თუ შესრულებულია 
(4.14 ბბ) პირობები, მაშინ არაერთგვაროვან განტოლებათა (4.1 ბ) 
სისტემას გააჩნია შემდეგი სახის კერძო ამონახსნები: 

ი 

6-2,“ ჩCII, ი) ყC=0, ჩ'CI0+1, ი). (4.17 ბ) 

ამრიგად, მივედით შემდეგ დასკვნამდე: 

თუ ძ0=ძიL(ი,,) =0, მაშინ არაერთგვაროვანი მიკავშირებული გან- 
ტოლებმათა (4.1 ა, ბ) სისტემების ამოხსნადობისათვის აუცილებელია 

და საკმარისი (4.15 ა, ბ) პირობების ეკვივალენტური, თითოეული- 
სათვის #7=#/-–-/ი, (4.14 ა, ბ) პირობის შესრულება, სადაც / წარმო- 

ადგენს ძც მატრიცის რანგს. მაშინ (4.1 ა, ბ) არაერთგვაროვან გან- 

ტოლებათა სისტემებს გააჩნია შესაბამისად (4.17 ა) და (4.17 ბ) სა- 
ხის კერძო ამონახსნები: ხოლო მათი ზოგადი ამონახსნები გამოისახე» 
ბა ფორმულებით 

ჯ” 

X=XI-+ XC, ICყ)1, 7), (4.18 ა) 

,” 

ყM=ყ + 9. /9C, !C(1I,”), (4.18 ბა 

სადაც C- და Cგ ნებისმიერი მუდმივებია, „=წი–/. 

§ ნ. დადებითად განსაზდვრული კვადრატული ფორმის 

დაყვანა კანონიკურ სახეზე 

1. დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმა. განვიხილოთ 

კომპლექსური XI,,..,, X” ცვლადების კვადრატული 

4 (XI...) X")=0/, „/ (5.1) 

ფორმა, სადაც თ, კომპლექსური რიცხვებია. აქ და ქვემოთ ამ პარაგ- 
რაფში | და # ყრუ ინდექსები ღებულობს 1, 2,..,,, მნიშვნელობებს. 
ხაზი რაიმე გამოსახულების ზემოთ აღნიშნავს მის კომპლექსურად შეუღ-



§ 5) დაღებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმის.., ვ1 

ლებულ მნიშვნელობას. # (4) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ (5.1) კვადრა–- 
ტული ფორმის დისკრიმინანტი, 

ჯა (4) =ძ06L (9), ; ჩC I1, MI). (5.2) 

ვთქვათ, XI,..., XL ცვლადების ნებისმიერი კომპლექსური მნიშვ- 
ნელობებისათვის შესრულებულია პირობა 

4 (%,..., X_) >0- (5.3) 

ამ შემთვევაში „4 (XI,..., X") კვადრატულ ფორმას დადებითი ეწოდე- 
ბა. თუ ამასთან (5.3)-ში ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, რო- 
ცა X1=...=X1=0, კვადრატულ ფორმას დადებითად განსაზღვრული. 

ეწოდება. 
საზოგადოდ, თუ /#(XI),..., X-) ფორმა X1,..., X” კომპლექსური 

ცვლადების ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის ნამდვილ მნიშვნელობებს 
ღებულობს, მაშინ, ცხადია, შესრულებულია 

პირობა, მატრიცას, რომელიც ამ პირობას აკმაყოფილებს, ერმი- 

ტული მატრიცა ეწოდება. ამრიგად, დადებითად განსაზღვრული 
კვადრატული ფორმა ერმიტულია. 

ბ. კანონიკურ სახეზე დაყვანა. ვთქვათ „> (X1,..., X") ღაღებითად 

განსაზღვრული კვადრატული ფორმაა, მაშინ, ცხადია, 0,,=/ (1, 0,, 
, 909:>>9 და (5.4) ტოლობის თანახმად გვექნება 

#(X)..., X") =4, (X7,..., ლ+რა(»' + წა X»ჯ+- · ·+ 

რ 

+9ი„ »") (+: 2+%-.4+ 29 >), (5.5. 
რი11 11 C11 

სადაც 2, (22,..., X") წარმოადგენს კვადრატულ ფორმას X2, ..., X" 
ცვლადების მიმართ. შემოვიღოთ ახალი 

ნ =+62> ტი 62ი ს 09-70... წმ=ზ (5.6. 
C11 011 

ცვლადები. მაშინ (5.5) ფორმულა მიიღებს 

4Cთ,..., «7)–8:661+4, (§–...., ნ), წ=იკ>0ი (5.7



39 ალგებრის ზაიბიერთი საკითხი (თავი | 

სახეს, სადაც „4, (63..., §”) დადებითად განსაზღვრული კვადრატული 
ფორმაა §2,,.., §" ცვლადების მიმართ. ახლა, თუ /#,-ს აგრეთვე (5.7) 
სახით წარმოვიდგენთ, გვექნება 

4C,..., »)=ნკუ"უ'+ ნაო +4 (უზ... თ), 5->0V (5.8) 
სადაც 4: (ს9,..., ,”) დადებითად განსახღვრული კვადრატული ფორ- 
მაა უმ... ფუ" (ცვლადების მიმართ. უ!,..., უ” ცვლადები წ1,,.,, წ" 
ცვლადებთან დაკავშირებულია შემდეგი სახის დამოკიდებულებებით: 

უ= §1, უბზC6?+ თვ ნ§მ-+-..+თ, წ”, უ?ჭ=629,..., წა” =6C". 

ამრიგად, (5.6) ტოლობების საფუძველზე გვაქვს 
უ'=X+რთ:X-+--.-+-თX", უბლ=X2-+თ:X7L--.+ თგ X", 

უ?= X9,..., ით "=X". (5.9) 

ამ მეთოდის მიმდევრობით გამოყენების შედეგად (# ბიჯის შემდეგ) მი- 

ვიღებთ I (XI,..., X”) კვადრატული ფორმის შემდეგნაირ წარმოდგენას 

4 (XI..., #)= ნ: ყ1ყ.+ნ,ყ1ყბ+...--ნ"ყ"ყ", (5.10) 
სადაც X#), #ე,..., -„ დადებითი რიცხვებია. როგორც ამას (5.6) და (5.9) 

ფორმულები გვიჩვენებს, ყ/1, #7,.... #“ ცვლადები XL. X?,..., X” ცვლა- 
დებთან დაკავშირებულია შემდეგი სახის წრფივი დამოკიდებულებებით 

ყ'=X#-Lთ(,., »I+1L...+თნ XI, #ჩCL1, |). (5.11) 

ცხადია, გარდაქმნის ფუნქციონალურ დეტერმინანტს (იაკობიანს) 

აქვს 

1 თ თს 
#M9(0),..., ყ”) =)I0 1 თ->--თგ !-.1 (5.12) 
XCX)..., X") ' 

00 1 
სახე. 

ე ამრიგად, დადებითად განსაზღვრული #4 (XI1,..., X”) კვადრატული 

ფორმა X1,..., X” ცვლადების არაგადაგვარებული წრფივი გარდაქმნების 
საშუალებით დაიყვანება (5.10) სახეზე. 

8. კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტი. სილვესტრის პირო- 

ბა. თუ (5.11) გამოსახულებას (5.10) ტოლობაში შევიტანთ, გვექ- 

ნება 

ძე, XX" = 8, თ” თ! X X". 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ძ,,= ნ„,CთI, (5.13)



§ 5) დადებითად განსაზღვრული კვადრატული “ცო4<4გის... ვვ 

სადაც 

ნ = | ე” როცა ძ=/, (5.14 ა) 
” (0, როცა ძ7=«/; 

7 -( 1, როცა 79=1, (5.14ბ%) 
, 0, როცა #>!. 

დეტერმინანტების გამრავლების წესის გამოყენებით (5.13) ტოლო–- 
ბიდან მივიღებთ 

ძ6L (თ,,) =006L(#,,) |ძ6L (თ?) |?. (5.15) 

მაგრამ (5.14 ბ)-ის ძალით უკანასკნნელი ტოლობა ღებულობს სა- 

ხეს 

0 (4)=ძაL(თ,)=#%,ე ნ,.·-წ,>0. (5.16) 

ამრიგად, დადებითად განსაზღვრული / (XI,,.., X") კვადრატუ- 

ლი ფორმის L (#4) დისკრიმინანტი დადებითია. 
ახლა განვიხილოთ კვადრატული ფორმები 

41 (X')=4 (X), 0,..., 0), 

4 (XI), X”) =/ (XI), X, 0,..., 0), 

(5.17) 

4ა.-) (XV)..., ჯ"“1)=/4 (XI,..., ჯ", 0), 

#4ე(XI)..., X-)=#4 (XI,.... X”). 

ყველა მათგანი, ცხადია, დადებითად განსაზღვრული კვადრატული 
ფორმაა. 

თუ დავუშვებთ X"=0, მაშინ (5.11)-დან გამომდინარეობს, რომ 
ყმ=0 და (5.10)-ის ძალით გვექნება 

4ი- (X,..., ჯ%-1) = 8) ყ1ყ! +-..·+ ნა-1ყ" ყლ), 

თუ დავუშვებთ X%=X"-1=0, მაშინ (5.11)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ყ"=ყ"-1=0. ამგვარად, 

4, .(X,..., ჯშ-9 =#, ყ1V-L ...·+)5, ს, ყშ-2 ყა-მ, 

ახლა ცხადია, რომ გვაქვს ზოგადი 

რ»„CI)..., ჯმ) = ნ) ყ1ყ1+--.+ ნ, ყყი, ”! C(1, ი|). (5.18)



ვ ალბებრის ზობიერთი საკითხი (თავი 1 

ფორმულა და (5.16)-ის თანახმად 

21 რთკთ 

M (4„)= =ს.--ნ»„>0, #CI1, I. (5.19) 

    ძმ 1 შთთი 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

· Xნ(4 
1=0ძ,1=L C4)) >9, 5-–ფ“ >-0,,... 

ნ (4,-ა 
ამრიგად, დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმის- 

თვის აუცილებელია (5.20) უტოლობების ტოლფასი (5.19) პირო–- 
ბების შესრულება. 

(5.14 ა, ბ)-ს ძალით (5.13)-დან ვღებულობთ 

(5.2თ   .ი- »“ > 

0,1= #1 %, 

ძ,ე= ნეთ!) თL-L ნა თ, (5.21) 

მს =ნ1 თ თ + ნ:C1 ,C+-.+ნ, 10), ჩC(1, იI. 

განტოლებათა ამ სისტემიდან თ;, თა, თე, თ|, თ, თ,..., თე" სიდიდეე- 
ბი თანმიმდევრობით ცალსახად განისაზღვრებიან. ისინი გამოისახებიან 

4 (Xა..ს» X”) კვადრატული ფორმის კოეფიციენტების საშუალებით. თუ 
შევიტანთ ნაპოვნ თ, >>! მნიშვნელობებს (5.11) ტოლობებში, ხო- 

ლო შემდეგ მიღებული ყ" ცვლადების მნიშვნელობებს –– (5.10)-ში, მი- 

ვიღებთ _ _ _ _ 
ძაXX= 6, ყLყI+ ნ; ყ ყMხ+-.-+-ჩასყყ (5.22) 

იგივეობას რომელიც გვიჩვენებს, რომ თუ ყველა #,>>0, მაშინ 

თ, X X" დადებითად განსახღვრულ კვადრატულ ფორმას წარმოადგენს. 
აქ იგულისხმება, რომ ცვლადთა (5.1) გარდაქმნა (5.12) ტოლობის ძა- 

ლით არაგადაგვარებულია. 
ამრიგად, დავამტკიცეთ სილვესტრის თეორემა, რომ 

611. ' "01 
0 (4,)=- >0, თCII, ი) (5.19) 

    

რუ1. "მფ
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უტოლობები წარმოადგენენ 

4(XI,..., X”) ==თე, »X'X" 

კვადრატული ფორმის დადებითად განსაზღვრის აუცილებელ და საკ- 
მარის პირობებს. 

4. კვადრატების ჯამამდე დაყვანა თუ შემოვიღებთ 

1 
2',=–= ყი (CI1, /”) (5.23) 7X. 

ცვლადებს, მაშინ .4 (XI,,.., X") კვადრატული ფორმა დაიყვანება კანო- 
ნიკურ სახეზე 

#4C(XL..., X-)=2121-L22 272 -L...+ 25% 25%. (5.24) 

ვთქვათ, „1 (X1,..., X”) დადებითად განსახღვრული ნამდვილი კვად- 
რატული ფორმაა, ე. ი. ი,, ნამდვილი მუდმივებია, ხოლო X1,..., X"–– 
ნამდვილი („ვლადები. მაშინ თ,;, # >>! კოეფიციენტები, რომლებიც 

(5.21) განტოლებათა სისტემიდან განისაზღვრებიან, ნამდვილ რიცხვებს 
წარმოადგენენ. მაშასადამე, თუ X1,.,,, X” ნამდვილი (ვლადებია, მა- 

შინ ყ!,..., #" და 2), ..., 2“ აგრეთვე ნამჯვილ ცვლადებს წარმოად- 
გენენ. 

ამრიგად, X1,... XX ცვლადთა წრფივი ნამდვილი (5.11) და 
(5.23) გარდაქმნების შედეგად დადებითად განსაზღვრული ნამდვილი 
4(X),..., X”) კვადრატული ფორმა დაიყვანება კანონიკურ სახეზე 

4 (XI,..., X-")=(21)2-++(C29)?+- · · -+4+(2")?. (5.25) 

ნამდვილი კვადრატული ფორმის ერმიტულობის (5.4) პირობა 
ღებულობს 

თა=0V (5.26) 

სახეს, ე. ი. ი, სიმეტრიული ნამდვილი მატრიცაა.



თავი მეორე 

ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის 
ვექტორული ალგებრის ელემენბები 

§ 1. ვექტორები ევკლიდეს სივრცეში და ზოგიერთი 
ალგებრული ოპერაცია მათზე 

ამ თავში წმინდა გეომეტრიული ხერხების: გამოყენებით მკითხ–- 
ველს შევახსენებთ ვექტორული ალგებრის ზოგიერთ ცნებასა და 

ფორმულას, რომელთა საფუძველზე ბუნებრივად შემოიტანება გეო- 
მეტრიული შინაარსის მქონე ზოგიერთი ტენზორი. 

1. ვექტორის ცნება. ვექტორული ანალიხისს ელემენტარულ 
კურსში ვექტორის წარმოსადგენად სარგებლობენ წრფის მოგეზუ- 
ლი მონაკვეთით. ამრიგად, ვექტორი განისაზღვრება მისი მიმარ- 
თულებისა და სიგრძის დასახელებით. ვექტორს ორტი ვუწოდოთ, 
თუ მისი სიგრძე ერთეულის ტოლია. ცხადია, ვექტორი ცალსახად 
განისახღვრება მისი ორტისა და სიგრძის საშუალებით. 

ვექტორის ზემოთ მოყვანილი განმარტება არ განსაზღვრავს 
ვექტორის საწყის წერტილს. ასეთ ვექტორებს თავისუფალი ეწო- 
დებათ. თავისუფალი ვექტორი შეიძლება პარალელურად გადავი- 

ტანოთ და მის საწყის წერტილად ჩავთვალოთ სივოცის ნების- 

მიერი წერტილი. მაგრამ ხშირად საჭირო ხდება ვექტორის ცნების 
შეზღუდვა მისი მოდების წერტილის (დაბმული ვექტორი) ან ვექ– 

ტორის იმ წრფის დაფიქსირებით, რომელზედაც მას შეუძლია გა- 

დაადგილება (სრიალა ვექტორი). 

შემდგომში ძირითადად განვიხილავთ ვექტორებს ფიქსირებული 
საწყისი წერტილით. თუ ევკლიდეს სივრცის რაიმე ლ არის 

(ზედაპირის ან წირის) ყოველ წერტილში მოდებულია რაღაც ვექ- 
ტორი, მაშინ ვიტყვით, რომ §ა) არეში მოცემულია ვექტორული 

ველი. §) არის ერთი წერტილიდან რაიმე სხვა (მეზობელ) წერტილ-
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ზე გადასვლისას ვექტორი, საზოგადოდ, იცვლის როგორც სიგრ- 
ძეს, ისე მიმართულებას. თუ ველის ვექტორები ინარჩუნებენ რო- 
გორც სიგრძეს, ისე მიმართულებას, მაშინ ვიტყვით, რომ გვაქვს 

მუდმივი ანუ ერთგვაროვანი ვექტორული ველი. ვექტორული ვე– 
ლის მაგალითია სიმძიმის ძალთა ველი. თუ სიერცის მცირე ზომის 
არეს განვიხილავთ გრავიტაციული ველი შეიძლება მუღმიევადღ 

ჩავთვალოთ. 
გექტორული ველის მეორე მაგალითია სითხის ნაწილაკების 

სიჩქარეთა ველი სითხის სტაციონარული მოძრაობის შემთხვევაში. 

  

ხახ. 1 ნახ. 2 

ვექტორის აღსანიშნავად გამოვიყენებთ ლათინური და გოთუ- 
რი ალფაბეტის მუქ ასოებს, ცხადია, ვექტორი (ცალსახად განი- 

საზღვრება მისი საწყისი და ბოლო წერტილების დასახელებით. 

თუ 0 და # ვექტორის შესაბამისად საწყისი და ბოლო წერტილე– 

ბია, მაშინ ვექტორს 04 სიმბოლოთი 
აღვნიშნავთ. თუ # ან 04 ვექტორებია, ” 

მაშინ |#) ან 0/7 აღნიშნავს მათ სი- 
გრძეს. 

8. ვექტორების შეკრება. ვექტორე- 

ბის პარამეტრიზაცია თუ ვექტორების 

შეკრების ოპერაციას –- პარალელოგრამის 

წესს (ნახ. 1), და ვექტორის ნამდვილ 

რიცხვზე გამრავლებას (ნახ. 2) წმინდა 

გეომეტრიული გზით განვსაზღვრავთ, ად- 
ვილად დავრწმუნდებით, რომ ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის 
რაიმე CC) არის ვექტორულ ველთა V9 სიმრავლე წრფივი (ვექტორუ- 

ლი) სივრცეა ნამდვილ რიცხვთა «? ველზე. 

ახლა წმინდა გეომეტრიული საშუალებებით შეიძლება და- 

ვამტკიცოთ, რომ ევკლიდეს სამგანხომილებიანი სივრცის ყოველი   

ნახ. 3



ვ8§ ევკლიდეს სივრცის ვექტორული ალბებრა (თავი 1: 

ს ვექტორი გამოისახება სამი არაკომპლანარული X, V, 7 ვექ- 

ტორის ნამდვილკოეფიციენტებიანი წრფივი კომბინაციით (ნახ. 3) 

ს) = M4+M8+ M6=0ი»X + 8V + 47. 0.» 

ვექტორთა ასეთი სამეული შეადგენს დაშლის ბაზისს. გეომეტრი- 

ულად ეს დაშლა შეიძლება განვახორციელოთ, მაგალითად, ასე: 

სხ ვექტორის ბოლო წერტილიდან (ნახაზზე 3, 8 წერტილი) გავა– 

ტაროთ 7, ვექტორის პარალელური წრფე X და V ვექტორებზე გა- 

მავალი სიბრტყის გადაკვეთამდე. გადაკვეთის ” წერტილიდან გა- 
ვავლოთ X და %V ვექტორების პარალელური წრფეები მათი ამ ვექ- 
ტორების წრფეებთან გადაკვეთის # და 8 წერტილებამდე. ბოლოს 

8 წერტილიდან გავატაროთ /#--ის პარალელური C# წრფე მისი 7, 

ქექტორის წრფესთან C წერტილში გადაკვეთამდე. ამგვარად მოი– 

ძებნება 9 ვექტორის M/4#=თX, M8=ჩX, MC=+ჯ7 მდგენელები. 
დაშლის თ, ჩ, და '/ კოეფიციენტებს ვექტორის კომპონენტები ეწო- 

დებათ. ვექტორის ასეთი წესით წარმოდგენას მისი პარამეტრიზა- 

ცია შეიძლება ეუწოდოთ. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ვექტო– 
რის (1.1) სახით წარმოდგენა ერთადერთია, ე. ი. ვექტორის კოორ– 
დინატები ცალსახად განისაზღვრება. 

(1.1) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ ფიქსირებულ წე– 
რტილზე მოდებული ვექტორების V9 სიმრავლე სამგანზომილებიანი 

წრფივი (ვექტორული) სივრცეა ნამდვილ რიცხვთა ველზე. ვექ- 
ტორთა პარამეტრიზაცია საშუალებას გვაძლევს განვმარტოთ ძირი–- 
თადი ალგებრული ოპერაციები ვექტორებზე მათივე კომპონენტე- 
ბის საშუალებით, რომლებიც რიცხვებს ან, უფრო ზოგად ვექტო- 

რული ველის შემთხვევაში, რაიმე არის წერტილის კოორდინატების 
ფუნქციებს წარმოადგენენ. კერძოდ, (1.1) ფორმულიდან მარტივად 

გამომდინარეობს, რომ თუ თ, ჩ, +/ და CV, ჩ”, +” შესაბამისად C და 

დ” ვექტორების კომპონენტებია და დ –– ნებისმიერი რიცხვი ძმ-დან, 

მაშინ თ+ თ”, ჩ+-ჩ/, V+4” და დთ, დზ, დ) შესაბამისად ს+სC” და 

დხ ვექტორების კომპონენტებს წარმოადგენს. 
გთქვათ, 63 არის სიმრავლე ნამდვილ რიცხვთა ყველა დალაგე– 

ბული (თ, ზ, 4) სამეულისა, რომლებსაც სხვანაირად #1 სიმრავ- 

ლის წერტილებსაც ვუწოდებთ. თუ M(თ, ჩ )) და /M”(თ”, ჩ”, V”) 
წერტილებია #6%-დან და დ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, მა-
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შინ, ცხადია, #”(თ+ თ, ზ+ჩ, ჯ+:-,), M””(თთ, დჩ, CV) წერტი- 

ლები აგრეთვე 681 სიმრავლეს ეკუთვნის ახლა ცხადია, რომ #3 
წრფივი სივრცეა 27? ველზე (სამგანხომილებიანი არითმეტიკული 

სივრცე), რომლისთვისაც ნულს წარმოადგენს 000, 0, 0) წერტილი. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (1.1) დამოკიდებულება ანხორციელებს 
V38+---- 853 იზომორფიზმს; ეს ვექტორულ ანალიზში ალგებრისა და 

მათემატიკური ანალიზის მეთოდების ფართო გამოყენების საშუალე- 

ბას იძლევა. 

ვ. ვექტორების სკალარული, ვექტორუ- 

ლი და შერეული ნამრავლები ვექტორულ ს 
ანალიზში განიხილავენ ვექტორების სკალა– ა 

რულ, ვექტორულ და შერეულ ნამრავლებს, M 
ვექტორების გაწარმოებასს სკალარული არ–- # 

გუმენტით და სხვა ოპერაციებს ქვემოთ თხ. 4 

იგულისხმება, რომ ყველა განსახილავ ვექ- 

ტორს მოდების საერთო წერტილი გააჩნია. 

ვექტორების სკალარული, ვექტორული და შერეული ნამრავ- 
ლების აღსანიშნავად ჩვეულებრიე გამოიყენება შესაბამისად 

70: გ8, #ტX8, #8XC=4#8C 
(1.1ა) 

სიმბოლოები. 
სკალარული ნამრავლი განი- 

საზღვრება ”შემდეგიი ფორმულით 

(ნახ. 4): 

#8 = 84 = | რ||8)იი§ სი, (1.2) 

სადაც |#) და |3) აღნიშნავს # 

და 8 ვექტორების სიგრძეებს, ხო- 

ლო თა -ამ ვექტორებს შორის კუთხეს (9ლითო=<X»). თუ #8 =0, 

მაშინ # და 8 ვექტორები ორთოგონალურია. 

დავამტკიცოთ, რომ #8 სკალარული ნამრავლი ორადწრფივი 
ფორმაა, ე. ი. ნებისმიერი #, 8 და C ვექტორებისათვის 

(4 + 8)C = #C + 890. (1.2) 

  
ეს ტოლობა საკმარისია დავამტკიცოთ, როცა C ორტია, ე. ი. C=06, 
ICI C1. მაშინ (%+8)6, #6 და 86 სიდიდეები 4+ 8, # და 8 ვექ–
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ტორების ორთოგონალური პროექციებია  ორტის მიმართულება- 
ზე. ნახ. 5-დან დავრწმუნდებით, რომ 0##” და C0C7/) სამკუთხე– 

დები ტოლია, რადგან მათი გვერდები პარალელურია და 0# და C)) 
გვერდები ტოლია, მაშასადამე, ახლა, ცხადია, გვაქვს 

გეგ /# = გეგ 0 X” = გეგლ”ს, გეგზ = 2ეგ0 C”, 
->- –-> => 

გეგ (M + 8) = გეგ 0# = გეგ 0 C” -L გეგ C” #7 = გეგ/ + გეგ 8, 
ე. ი. (1.2 ა) დამტკიცებულია, როცა C ორტია. ამრიგად ნებისმიერი 
4, 8, C, C5-0 ვექტორებისთვის გვაქვს 

C C C _“ =08- - 48. ... 
|CI | CI |CI 

აქედან (1.2 ა) ტოლობა ერთბაშად გამომდინარეობს. C=0 შემთხ– 

ვევაში ეს ტოლობა ყოველთვის სრულდება. 

#Xსზ ვექტორული ნამრავ- 

#4X8 ლი წარმოადგენს ვექტორს, რო- 
მელსაც მოდების იგივე წერტილი 

8 აქვს რაც # და 8 ვექტორებს, # 
და 8 ვექტორების მართობულია, 

ამასთან მისი სიგრძე რიცხვობრი- 

ვად # და 8 ვექტორებზე აგებუ- 
# ლი პარალელოგრამის ფართობის 

ნახ. 6 ტოლია. ამას გარდა, სამი #, 8 
და M# X 8 ვექტორის ერთობლიო– 

ბას აქვს მარჯვენა ორიენტაცია, ე. ი. ისინი ბრუნვის მარჯვენა სის–- 

ტემას შეადგენენ (ნახ. 6). 

სამართლიანია ტოლობები: 

(# + 8) 

#Xს8ზ=-–-8X#4, |რX8)=)#4|)8ზ)ვ)ით. (1.3) 

(1.2) და (1.3) ფორმულების ძალით გვექნება 

| MX 8) = V #28?-- (48)? (#2 = ##ტ = | #2). (1.4) 

ეს ფორმულა გამოსახავს „ს და”) ვექტორებზე აგებული პარალე- 
ლოგრამის ფართობს.



§.1) ალგებრული ოპერაციები ვექტ(,რუბზე 4! 

მკითხველს ვანდობთ (გეომეტრიული საშუალებით) დაამტკი- 

ცოს, რომ #Xს ორადწრფივი ფორმაა, ე. ი. ნებისმიერი 4, 8, C 
ვექტორებისთვის გვაქვს ტოლობა 

(ს + 8 XC=0#4>C+ს8XC. (1.4ა) 

ვთქვათ სამი #, 8, C ვექტორი შეადგენს მარჯვენა ორიე5ტა- 
ციის ტრიედრს. მათი #8C = (# X 8) C შერეული ნამრავლი ამ ვექ- 

ტორებზე აგებული პარალელეპიპედის მოცულობის ტოლია. აბლა. 

ცხადია, რომ #8C სამადწრფივი ფორმაა. გვაქვს 

V = M#ჭMC=8C#=C468= -–- #68= --– 8%4C= -- C83. (1.5) 

ცხადია, V 550 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 24%, 8. C ვექტოლრე– 

ბი არაკომპლანარულნი არიან. 
4. ორმაგი ვექტორული ნამრავლი, განვიხილოთ აგრეთვე ორ- 

მაგი ვექტორული ნამრავლი (ს%X8)XC. ცხადია, იგი წარმო- 

ადგენს სამადწოფივ ფორმას. მისთვის სამართლიანია 

(ს X 8) X C=(CM)8 ––< (C8) # (1.6) 

ფორმულა, რომლის დამტკიცებასაც აჭ მოვიყვანთ. 

(1.00 ტოლობის მარცხენა მხარე წარმოადგენს 8გს%XL8 და C 
ვექტორების პერპენდიკულარულ ვექტორს. მაშასადამე, ეს ვექ- 
ტორი მოთავსებულია # და Lს ვექტორების სებრტყეში. ამის გამო 

იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

(MX 8) XC=თ#+0ჩ8 

სახით. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულად გავამრავ– 
ლებთ C-ზე, მივიღებთ 

= თ(C#) + 8 (C8). 

ამ ტოლობის ძალით გვექნება 

(M X 8) X C = ჯ((CM)8-–>(C8) #I. (1.7) 

რადგან ამ ტოლობის მარცხენა და / მამრავლის გარეშე აღებული 
მარჯვენა მხარეები წრფივადაა დამოკიდებული 2, 8, C ვექტორებ– 
ზე, ამიტომ, ცხადია, ჯ ამ ვექტორების შერჩევისაგან დამოუკიდე- 
ბელი მუდმივი სიდიდეა. ვთქვათ, ს I, ი ურთიერთორთოგონა-
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ლური ორტებია, რომლებიც მარჯვენა ორიენტაციის ტრიედრს 
ქმნიან: 1X»%=ს. თუ დავუშვებთ, რომ #=I, 8=, C=I, მაშინ 

გვექნება (LX0.)XI=ი0CXI=X, C#=II1I=1, C8=»)!I=0. ამიტომ 

(1.71 ტოლობა მიიღებს ი1=+VI სახეს, აქედან გვაქვს «=1 და, 
მაშასადამე, (1.6) ფორმულა დამტკიცებულია. 

(1.6) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ვექტორების ვექტო- 
რული გამრავლება არ აკმაყოფილებს გამრავლების ასოციაციურობის 

კანონს. საზოგადოდ, 

(4 X 8) X C55 # X (8X0), (1.7ჩ) 
ამიტომ ვექტორული ველების სიმრავლე არ წარმოადგენს ასოციაცი- 
ურ რგოლს, რაც უკვე აღნიშნული იყო ზემოთ (გვ. 11). 

§ 3. ბაზისები. ინდექსის ატანის და ჩამოტანის 

ობერაციები 

1. ბიორთოგონალური და ბიორთონორმალური ბაზისები. 

ვთქვათ, ევკლიდეს სივრცის რაიმე M წერტილში მოდებულია სამი 
არაკომპლანარული 0), 00, 6ვ ვექტორი. მაშინ სრულდება 

ჟუ =6კ0ლე035=0 

-პიოობა, სადაც |ი| –- 0, ვექტორებზე აგებული პარალელეპიპედის 
მოცულობის ტოლია. 

თუ 0), 6, ლვ ტრიედრს მარჯვენა ან მარცხენა ორიენტაცია 
აქვს, მაშინ, შესაბამისად, C>0 ან 0<0. 

თუ 8, ვექტორებს V–? სივრცის ბაზისად ავიღებთ, მაშინ_ (1.1) 
ფორმულა ასე ჩაიწერება 

ს =VIც.. (2.1) 

აქ და ქვემოთ ამ პარაგრაფში ლათინური ყრუ და განუსაზღვრელი 

ინდექსები ღებულობს 1, 2, 3 მნიშვნელობას. 

(2.1) ფორმულაში ვექტორის V' კომპონენტები 0C,, 0., 6ვ ბახისის 

მიმართ ცალსახად განისაზღვრებიან. ქვემოთ გამოვიყვანთ ფორმულას, 

რომელიც საშუალებას მოჯვცემს L'” გამოვსახოთ სI-თი. ამ მიზნით 

ხელსაყრელია V2%-ში 6), 6,, დე ბაზისთან ერთად შემოვიყვანოთ აგრეთვე 

მისი ბიორთოგონალური C1, 6?, ვ ბაზისი რომელიც აკმაყოფილებს 

პირობებს 
ბ,0! = ბ!. (2.2
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ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ბიორთონორმალობის ამ პირობებს 

აკმაყოფილებს 

1 1 1 
ლ= – 6 X6, ლდ =--ძბ5X6, 9=-8X8 (2.3) 

„ვექტორები. თუ 6,, 6,, 6 წვვილ-წყვილად ორთოგონალური ორტებია, 
მაშინ, ცხადია, 61 =- 6), 63“ = 0, 63 = 6. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში 

6,, 6:, 6ე და C1, 6?, 63 ტრიედრები ერთმანეთს ემთხვევა. 
ი, ღა CI ტრიედრები ორთონორმალურია და ერთი და იგივე 

ორიენტაცია აქვთ. აქედან გამომდინარეობს, რომ C” ვექტორები 

აგრეთვე არაკომპლანარულია. მაშასადამე, 6, და 6! ბიორთონორმა– 
ლური ტრიედრები შეიძლება გამოვიყენოთ V? სივრცის ბაზისებად. 

ნებისმიერი # ვექტორისთვის საწყისი #M წერტილით, (1.1) ტოლობის 

თანახმად, მეიძლება დავწეროთ ორი დაშლა 

#= / 06, #= 4,6” (2.4) 

სადაც (2. ტოლობის გამო 

4'= #6Cს, /,= #6,. (2.5) 

(2.4) და (2.5) ფორმულები ანხორციელებს ვექტორის პარამეტრიზა- 

ციას ბიორთონორმალური ბაზისების მიმართ. 4! და „4, კომპონენტები 
წარმოაღგენს ერთგვაროვან ადიციურ ფუნქციებს, ე. ი. # ვექტორის 

წრფივ ფორმებს და, პირიქით, # ვექტორი თავისი „1, და 4' კომპო- 

ნენტების წოფივი ფუნქციებია. 
შევნიშნოთ, რომ (2.4) ფორმულის შესაკრებები წარმოადგე- 

ნენ საბაზისო ვექტორების პარალელურ ვექტორებს. ამის გამო 
მათ ვექტორის მდგენელებს ვუწოდებთ განსახილავი ბაზისის მი- 

მართ. 
2. საბაზისო მატრიცები. ბაზისის დისკრიმინანტი. თუ საბაზი- 

სო ვექტორების სკალარულ ნამრავლებს განვიხილავთ, მივიღებთ 

სიმეტრიულ მატრიცებს 

ყე=წფწ,=0C6,6, #6" =7ყწI=6CC 0, ყთI=/70=06C6=8, (2.6) 
რომლებსაც საბაზისო მატრიცებს ვუწოდებთ. ეს მატრიცები შემდგომ- 

ში მნიშვნელოვან როლს შეასრულებენ. 

თუ ფ,, 8,, ხე წყვილ-წყვილად ორთოგონალური ორტებია, მაშინ 

გვექნება _ 
ყე = ნე, წ%=6", ყწ;=0/!. (2.6ა)
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ახლა (2.4) ფორმულების საშუალებით დავწერთ 

გ, = წ,C”, 6 = ყწM96,. (2.7) 

უკანასკნელი ტოლობის 6,-ზე სკალარული გამრავლებით, (2.3) და 
(2.6)-ის ძალით, მივიღებთ 

თ, 8 = 6 = ყე. (2.8). 

მაშასადამე, თ, და §#'' ურთიერთშებრუნებული მატრიცებია. (2.8)-დან 
დეტერმინანტთა გამრავლების წესის კამოყენებით მივიღებთ 

ვაარ ძი( (C,;) ძ8( (-"”') = 1. (2.9). 
ა გვა ად, 

811 619 613 

ყ = ძი! (თ, = | წა წაი წაე| X+-0, (2.10) 

ნწე1 თაბ წევ 

ძი( (C”) = 1 550. (2.11) 
წყ 

§ დეტერმინანტს 6,, 6:, 6ვ ბაზისის დისკრიმინანტი ჰქვია. ქვე– 

მოთ დავამტკიცებთ, რომ #>>0 (იხ. გვ. 46). 
8. ინდექსების ატანის და ჩამოტანის ოპერაციები. ვექტორის 

კოვარიანტული და კონტრავარიანტული კომპონენტები. (2.7) ფორმუ– 

ლები, რომლებიც ამყარებენ კავშირს ბიორთონორმალურ ბაზისებს 

შორის, განსაზღვრავენ ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის ოპერა- 

ციებს. ეს ოპერაციები არსებითად ხორციელდება ყ,, და დ მატ– 

რიცების, სათანადოდ, C, და 6; საბაზისო ვექტორებზე პირდაპირი. 

გამრავლებისა და შემდგომ ინდექსთა შეკვეცის საშუალებით, ფორ- 

მალურად კი ხდება ქვედა ინდექსის ზემოთ, ხოლო ზედა ინდექსის 

ქვემოთ გადანაცვლება სათანადო ვერტიკალებზე. ასეთი ფორმალიზა– 

ცია მიღწეულია ადრე შემოყვანილ მოხერხებულ აღნიშვნათა მეშვე- 

ობით. ეს ოპერაციები უაღრესად სასარგებლოა და მათ ფართო გამო- 

ყენება აქვთ ტენზორულ ანალიზში. (2.7) ფორმულების დახმარებით- 
(2.5)-დან მივიღებთ 

4,= ყ,4, #'= დ /4,. (2.12 

ეს ფორმულები, რომლებიც ერთმანეთთან აკავშირებენ ვექ– 

ტორის კომპონენტებს ურთიერთშეუღლებული (ბიოროთონორმა–-
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ლური) ბაზისების მიმართ, აგრეთვე წარმოადგენენ ინდექსების 
ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციების გამოყენების მაგალითს. აქაც 
აშკარად ჩანს ვექტორთა კომპონენტებისთვის ჩვენ მიერ მიღებუ- 
ლი აღნიშვნების უპირატესობა. 

შევთანხმდეთ, 4, ღა /'ს ვუწოდოთ /# ვექტორის კოვარიან- 

ტული და კონტრავარიანტული კომპონენტები. ამის შესაბამისად C, 

და დ” ტრიედრებს კოვარიანტულ და კონტრავარიანტულ ბაზისებს 

ვუწოდებთ. შევნიშნოთ, რომ ჯერჯერობით ეს ტერმინები შემოღებუ- 

ლია სავსებთთ ფორმალურად და ძნელია მათი შინაარსის გარკვევა. 
ქვემოთ, როცა უფრო ღრმად შევისწავლით ტენზორულ ალგებრას, 
შემოღებული ტერმინოლოგია უფრო ბუნებრივ შინაარსს მიიღებს (იხ. 

§ 4, პუნქტი 4). 

§ 3. დისკრიმინანტული მატრიცები და მათი 

ზოგიერთი გეომეტრიული გამოჟენება 

1. ვექტორის სიგრძე. თუ V3 სივრცის #4 და 1 ვექტორებს 

(24) ფორმულებით წარმოვადგენთ და გავითვალისწინებთ რომ 
#ს ნამრავლი ორადწრფივი ფუნქციაა, მაშინ (2.6) და (2.12) ტო- 
ლობების თანახმად სკალარული ნამრავლისათვის გვექნება ოთხი 

ტოლფასი გამოსახულება 

#8 = ლ, 408! = დ" 4,8, = 4' 8, = 4, 8'. (3.1) 

რადგან #8 სკალარული ნამრავლი დამოუკიდებელია ბახისის შერ- 
ჩევისაგან, ამიტომ ყველა ეს გამოსახულება ინვარიანტულია ბაზი- 

სების გარდაქმნის მიმართ. შევნიშნოთ, რომ (3.1)-დან ყოველი გა– 

მოსახულება მიიღება სხვა დანარჩენისაგან (2.12) ფორმულების სა- 
შუალებით, ე. ი. ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის წესის გამო- 
ყენებით. (3.1) ფორმულები ძალაში რჩება ყრუ ინდექსების შე- 

საბამის ვერტიკალზე ნებისმიერად გადანაცვლებისას ასე მაგა- 
ლითად, 

#8 = თ, 48! = დ #' 8, = 48, 

თუ #=7წ8, მაშინ (3.1)-დან მივიღებთ 

Iს = წე4' 4 = დI4,4, = 4!#, (3.2)
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ფორმულებს, რომლებიც 4 ვექტორის სიგრძის კვადრატს სხვადა–- 
სხვა ფორმით გამოსახავენ მისი კოვარიანტული და კონტრავარიან– 
ტული კომპონენტების საშუალებით. 

მაშასადამე, დ, #4 4! დადებითად განსაზღვრული კვადრატული 
ფორმაა, ამის გამო სრულდება უტოლობები. 

  

811 612 წ)ვ 

6)1->9, ი იე >9, § = | 81 წი წივ| >0. (3.2ა) 
91 ფია 

831 6ვ: წევ 

ამგვარად, « დეტერმინანტი, რომელიც დადებითად განსაზღვრუ–- 
ლი კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტს წარმოადგენს, დადე–- 
ბითია. 

%. კუთხე ორ მიმართულებას შორის. ვთქვათ თ კუთხეა # და 

სხ ვექტორებს შორის (ნახ. 4). მაშინ (1.2) და (3.2) ტოლობათა თა–- 
ნახმად (3.1)-დან მივიღებთ 

( 
C05 (ლ) = 48 _ (3.3) 

V 47 4,8" 8, 

ფორმულას, რომელიც ორ ვექტორს შორის მოთავსებული კუთხის. 

კოსინუსს მათი კოვარიანტული და კონტრავარიანტული კომპონენ– 
ტების საშუალებით გამოსახავს. თუ # და 1 ორტებია, მაშინ (3.3). 

ფორმულა მიიღებს სახეს 

008 თ = /, 8”. (3.4, 

თუ # და 8 ორთოგონალურია, მაშინ 005«ა =.0 და (3.3) ტო- 
ლობიდან მივიღებთ ორი ვექტორის ორთოგონალობის პირობას 

#8 = #1, 8' == 0. (3.5 

8. დისკრიმინანტული მატრიცები. საბაზისო მატრიცების გა- 

მოსახვა დისკრიმინანტული მატრიცებით განვიხილოთ საბაზისო 

ვექტორების შერეული ნამრავლები 

C,,=669,, C/" = CC C., C,/“=ფ8C6/0), ... (3.6) 

თუ ვისარგებლებთ ლევი-ჩივიტას C//"" სიმბოლოებით, რომლებიც I თა-
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ვის §+2-ში შემოვიყვანეთ, C,,, და C/ მატრიცები შეიძლება წარმო- 

ვადგინოთ შემდეგი სახით: 

C, = Cკაე 6, C”“ = C131 CM, (3.7). 

(2.2), (2.3) და (1.6)-ის ძალით გვაქვს 

C193 -- ც1 6263 .- – ((8 ჰX 8ვ) X 62) ცშ -- 

( (ე 6?) 6ე –– (8ვ 62) 6.) 6? = _1. 0693 = _1. · 
ცხ შ ლ 

|
.
 

ამგვარად, (3.7) ტოლობები შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

C/.=9 C„, C"" = +. Cწ, ყ=Cვვ- (3.8). 

მაგრამ (2.7)-ის ძალით 

9 == Cჯივ = 6, 6,6ე = წ-, 8/1 §I2 წვ = CM 6(;1 6I5 8Iვ· 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ შ-ზე, მაშინ (3.8)- 
ის მეორე ფორმულის ძალით მივიღებთ 

511 81: 6813 

ხ?= C”" თ, ფა წვ = |წი წ წავ =წ- (3.9) 

წეI1 წვა წვვ 

ამრიგად, 6, ბაზისის დისკრიმინანტი საბაზისო პარალელეპი-. 

პედის მოცულობის კვადრატის ტოლია და, მაშასადამე, დადებითი 
რიცხვია. 

(3.9)-დან გვაქვს 

ს=C.3=+VV§. (3.10). 

აქ პლიუსი ან მინუსი ნიშანი უნდა ავიღოთ 0, ბაზისის შესაბამი- 

სად მარჯვენა ან მარცხენა ორიენტაციის შემთხვევაში. ამისდა მი- 
ხედვით (4.მ) ფორმულები ღებულობს სახეს: 

– 1 
C,,=+V §# 6,სა C/"= ჯ#> C MM, (3.11).
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ამგვარად, C,, C”" მატრიცები გამოისახება 6, ბაზისის დის- 
კრიმინანტის საშუალებით. ამიტომ მათ დისკრიმინანტულ მატრიცებს 

ვუწოდებთ. 
როგორც (3.6) ფორმულებიდან ჩანს, შერეული ტიპის დისკრი–- 

მინანტული მატრიცების გამოსახულებები (4.6)-დან ინდექსების 

ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციებით მიიღება საბაზისო #6, და 

6” მატრიცების საშუალებით. მათ გამოსახულებებში წთ დისკრი- 

მინანტის გარდა შევა კიდევ ამ დეტერმინანტის ელემენტებიც. 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ (2.4) და (2.5) ტოლობებს, შეიძლება 
დავწეროთ ფორმულები 

ი,X 8 = C,, C, CX 6/ = C9/-0,; (3.12) 

1 : 
9, = -- CV ი X > CI = -– CC, X 6,. (3.13) 

ეს ფორმულები სამართლიანი რჩება ყრუ და განუსაზღვრელი 

ინდექსების სათანადო ვერტიკალებზე ნებისმიერი გადანაცვლე–- 

ბისას. 

თუ (3.13)-ის უკანასკნელ ტოლობებს გავამრავლებთ სკალარუ- 

ლად 6, -ზე, მაშინ (2.3) და (3.6)-ის თანახმად მივიღებთ 

1 _. 
– CI"C„უ = წი. (3.14) 

თუ აქ ( ინდექსს ქვემოთ ჩამოვიტანთ და /? ინდექსს ზემოთ ავი- 
ტანთ, გვექნება 

წო= ბთ (#--0ხთი 615 
ფორმულები, რომლებიც საბაზისო მატრიცებს დისკრიემინანტული 

მატრიცებით გამოსახავენ. 

4, პარალელოგრამის ფართობი. კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლო- 

ბა. თუ # და 13 ვექტორებს წარმოვადგენთ (2.4) ფორმულებით, 

4Xს86 ვექტორული ნამრავლის ორადწრფივობის გამო, (3.12) ფორ- 

მულების თანახმად, დავწერთ 

#X8= 4,8,C' X 6! = 4,8,C”" ფშ. (3.16)
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თუ აქ ყრუ ინდექსებს სათანადო კვერტიკალებზე გადავაადგილებთ, 

მივიღებთ ყველა სხვა ფორმულას, რომლებიც # X 8 ვექტორულ 

ნამრავლს თანამამრავლთა კოვარიანტული და კონტრავარიანტული 

კომპონენტების საშუალებით გამოსახავენ, მაგალითად, 

  

# X8= 4'8/C,,8". (3.17) 

(3.11)-ის თანახმად (3.16) ფორმულა მიიღებს სახეს 

4, 8, 6, 

MX 8 =-=1+C6M4,88=-851 4, 8, C, ც.18) 
V « V « 

4ე ჩე ხე 

თუ # და 8 ვექტორებზე აგებულ პარალელოგრამის ფართობს 

>-თი აღვნიშნავთ, (3.16) %ა (3.17) ფორმულების თანაზმად გვექ–- 

ნება 

: := (M% X 8)? = C,,C 4 84. 8,. (3.19 

მეორე მხრივ, (1.4), (3.1) და (3.2) ტოლობებიდან გვაქვს 

ა. =1I#ტ/#)86- (48)წ = 44, 8'8,- (4/8ე'>0.  ფ.2თ 
აქ ტოლობის ნიშანი გვექნება მხოლოდ იმ შემთხვევაში როცა 4 

და 8 ვექტორები პარალელურია. (3.20)-დან ვღებულოით 

(4, 8)?"= (C4'#4ა (8'8ა (3.21) 

უტოლობას, რომელიც კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობის სახელწო- 

დებითაა ცნობილი. ეს უტოლობა სამართლიანია შესაკრებთა ნების– 

მიერი რიცხვისათვის. 

ვთქვათ (, /, # სამი სხვადასხვა რიცხვია, რომლებიც ღებულო- 

ბენ 1, 2, 3 მნიშვნელობებს, მაშინ (3.12) ფორმულების თანახმად 

0,, 6, და C, ” საბაზისო ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამე– 

ბის ფართობები გამოისახება 

ა =)CX6,)=V98ს, %“=|)C XCI| / «+ (3.22) 

ფორმულების საშუალებით. 

  

წ. პარალელეპიპედის მოცულობა. თუ (3.6) ტოლობის ორივე 

მხარეს სკალარულად გავამრავლეთ C ვექტორზე, მივიღებთ
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4, 8, C, 
(%X8)C = #8C = C"#, 8,C, = 23> 4. 8. CI (3.23) 

4ე 8; C. 
ფორმულას, რომელიც #, 8, C ვექტორებზე აგებული პჰარალელეპი- 

პედის მოცულობას გამოსახავს ამ ვექტორების კოვარიანტული კომ- 

პონენტების საშუალებით ნებისმიერად არჩეული ბაზისის მიმართ. 

§ 4. ბაზისებისა და მათთან დაკავშირებული 

მატრიცების გარდაქმნა 

ვექტორების პარამეტრიზაცია და მათზე სხვადასხვა ოპერაციები 

ხორციელდება ისეთი მატრიცების საშუალებით, რომლებიც ბაზი- 

სის არჩევაზე. არიან დამოკიდებული. ამის გამო ერთი ბახისის მეო– 

რეთი შეცვლა იწვევს ამ მატრიცების გარდაქმნას გარკვეული ფორ– 
მულებით, რომელთა გამოყვანას ახლა შევუდგებით. 

1. ბაზისებისა და საბაზისო მატრიცების გარდაქმნა. ვთქვათ, 

M წერტილში გვაქვს ორი 6, და 6/ ბაზისი. ვთქვათ, C! და C" შესა- 

ბამისი ბიორთონორმალურე ბაზისებია. (2.4) ფორმულების თანახმად 
შეგვიძლია დავწეროთ ბაზისთა გარდაქმნის ფორმულები 

ბ = 646, დ! = (0 C/, (4.1ა) 

06, = 606», დ! => 6V C"” (4.1ბ) 

სახით, სადაც #6 და 6” ბაზისთა გარდაქმნის ძატრიცებია, რომლე- 
ბიც განისაზღვრებიან 

6(, = 6, C/, 6, = 0,6“ (4.2) 

ფორმულებით. თუ (4.1 ბ) გამოსახულებებს შევიტანთ (4.1 ა)-ში, 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

ი,“ =C6ხ), 61 69, = 0”. (4.3) 

აქედან გვაქვს 
ძი( (0/,):ძიL (0L,) = 1. (4.4) 

ამრიგად. 6” და 6: ”ურთიერთშებრუნებბული მატრიცებია. ზემოთ 
მიღებულ აღნიშვნებთან დაკავშირებით აუცილებელია შევნიშნოთ, რომ, 

რადგან 6/ ღა 0, სახოგადოდ, სხვადასხვა მატრიცებია, გატრკვევლო- 
ბის თავიდან ასაცილებლად აუცილებელია შტრიხებით აღვნიშნოთ გან-
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საზღვრული ინდექსებიც, მაგალითად 6L, 6, და ა. შ. საზოგადოდ, 

61,561. 

რადგან 

ს -- ინის "' __ · = 0,0,, =C'C", = 6C1C,; წყს = 6,6, 8 | წ წ ( “ (4.5) 

§დI'ს' = C,, C,., დლ" = დ! ტწ წ = (ა C,,, 

ამიტომ ბაზისის მატრიცებისათვის გვაქვს გარდაქმნის 

წი = 6, 6 თ, დ'" = 6 2: თბ, ჟ# =0/ 0, წს = 6; 0 (4.6) 

ფორმულები, შებრუნებულ გარდაქმნებს,” რომლებიც ადვილად 

მიიღებიან, აქ არ ამოვწერთ. 
9. ვექტორის კოვარიანტული და კონტრავარიანტული კომპო- 

ნენტების გარდაქმნა. სკალარული ნამრავლის ინვარიანტობა. ვთქვათ, 

4 M წერტილში მოდებული ვექტორია. მაშინ, (2.59) ფორმულე- 

ბის თანახმად, მისი კომპონენტები განსახილველი ბაზისის მიმართ 

შემდეგნაირად გამოისახება: 

4, = M20,, ტ, = #,, , /4' = #Mრ',. 4" = #ი'. (4.7) 

თუ აქ შევიტანთ (4.1 ა) და (4.1 ბ) გამოსახულებებს, მივიღებთ ვექ- 
ტორის კომპონენტების გარდაქმნის ფორმულებს 

ებსასა. (4.8) 

შებრუნებული გარდაქმნები ანალოგიით შეიძლება დაიწეროს. 

თუ შევადარებთ (4.8) და (4.1) ფორმულებს, დავინახავთ, რომ 

კოვარიანტული (კონტრავარიანტული) ბაზისის ვექტორები და ვექ- 

ტორის კოვარიანტული (კონტრავარიანტული) კომპონენტები ერთი 
ბაზისის მეორით შეცვლისას ერთნაირი ფორმულებით გარდაიქმნე- 

ბიან. ამ შემთხვევაში ვამბობთ, რომ ეს სიდიდეები კოგრედიენტუ- 

ლად გარდაიქმნებიან. ვექტორის კოვარიანტული და კონტრავარიან- 
ტული კომპონენტების გარდაქმნები არ არის კოგრედიენტული, მაგრამ 

ისინი მჭიდროდ არიან დაკავშირებული ერთი მნიშენელოვანი თვისე- 

ბით, რომლის გამოც ბაზისების შეცვლისას ინვარიანტულია 

#8 = 4,8'= 4. 8" (4.9) 
ფორმულა, რომელიც # და 8 ვექტორების სკალარულ ნამრავლს 

გამოსახა ვს. ამ გამოსახულების ინვარიანტულობა ზემოთ უკვე აღვნიშ-
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ნეთ, მაგრამ მაშინ ვიყენებდით სკალარული ნამრავლის გეომეტრიულ 
განმარტებას, საიდანაც აშკარაა ბაზისის შერჩევისაგან მისი დამოუკი- 
დებლობა. ახლა კი უშუალოდ დავამტკიცებთ (4.9) გამოსახულების 

ინვარიანტულობას გარდაქმნის (4.91 ფორმულების დახმარებით. 

მართლაც, (4.8) და (4.3)-ის ძალით გვაქვს 

4,8' = CV 4,0 8" = CV ფ. 4, 8" = თ 4, 8" = 4. 8", 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. ვექტორის კოვარიანტული და კონტ– 
რავარიანტული კომპონენტების ამ თვისების გამო მათი გარდა- 
ქმნის ფორმულებს კონტრაგრედიენტულს ვუწოდებთ. 

კონტრაგრედიენტული ფორმულებით გარდაიქმნება ვექტორის 

#, კოვარიანტული კომპონენტები და შეუღლებული ბაზისის C' 
ვექტორების კოვარიანტული კომპონენტები. ამის გამო 4,C ჯამი 

აგრეთვე ინვარიანტულია და გამოსახავს # ვექტორს, რომელიც 

არაა დამოკიდებული ბაზისის შერჩევაზე. ზემოაღნიშნული ფაქტე- 
ბიდან ცხადი. ხდება § 2-ში შემოღებული ტერმინოლოგიის აზრი. 

პირველ რიგში, ცხადია, რომ აუცილებლად უნდა განვასხვაოთ 

ვექტორის ქვედა ინდექსებიანი კომპონენტები ზედა ისდექსებიანე 

კომპონენტებისაგან რადგან ზოგად შემთხვევაში ისინი ერთმა- 
ნეთს არ ემთხვევიან. მეორე მხრივ, ქვედა ინდექსებიახი კომპო- 
ხენტები, როგორც ადრე ვნახეთ, ბაზისის ვექტორების კოგრედე- 

ენტულად გარდაიქმნება. ამის გამო, ბუნებრივია, მათ ეუწოდოთ 
კოვარიანტული, რადგან ისინი ბაზისის მსგავსად გარდაიქმნებიან. 
მაგრამ მაშინ ვექტორის ზედა ინდექსებიან კომპონენტებს რომ- 
ლებიც ქვედა ინდექსებიანი კომპონენტების მიმართ კონტრაგრე- 
დიენტულად გარდაიქმნებიან, ბუნებრივია ვუწოდოთ კონტრავა- 
რიანტული. ამის შესაბამისად ბაზისს და შეუღლებულ (ბიორთო- 

ნორმალურ) ბაზისს კოვარიანტული და კონტრავარიანტული ბაზისები 
ვუწოდოთ. 

3. ბაზისის დისკრიმინანტის და დისკრიმინანტული მატრიცე- 

ბის გარდაქმნა, ტენზორის ცნება. თუ ახლა მივმართავთ (4.6 ა)-ს 
პირველ ფორმულას და გამოვიყენებთ დეტერმინანტების გადა- 

მრავლების წესს, მივიღებთ ბაზისის დისკრიმინანტის გარდაქმნის 

ფორმულას 

ძCI (C,.) = ძ«I(ყ,,) (ძC( (0,.) )”, (4.10) 

რომელსაც მოკლედ შემდეგი სახით ჩავწერთ 

C' = დ (ძ6I (0) )? . (4.11)
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აქედან გვაქვს 

ძიL (0) = + |/ 4- , (4.12 

სადაც პლიუსი ნიშანი ბახისების შეცვლისას მათი ორიენტაციის 
შენარჩუნებას შეესაბამებ, ხოლო მინუსი –– ორიენტაციის შე- 
ცვლას. 

ახლა ადვილი გამოსაყვანინა დისკრიმინანნტული მატრიცის 
გარდაქმნის ფორმულები. განვიხილოთ მათგან მხოლოდ სამი: 

C,.=08,0,6,, C/"=C0IC, C/I, =6,6'6,. (4.13) 

(4.1 ბბ· ფორმულების საშუალებით ვღებულობთ 

C,. = 6 6! 6 CC" 

C”" =0!, ი", 01, CI" (4.14) 

თ. = 49 2. % თ. 
ანალოგიით შეიძლება დაიწეროს შებრუნებული გარდაქმნები. 

თუ ახლა ყურადღებით დავაკვირდებით (4.6 ა, ბ), (4.8) და (4.14) 

ფორმულებს, აღმოვაჩენთ ერთ მნიშვნელოვან კანონზომიერებას. მიუ- 

ხედავად მათი განსხვავებისა, ამ ფორმულებს საერთო აქვს ის, რომ 

ყოველი ქვედა და ყოველი ზედა ინდექსის მიმართ მატრიცები 8, 
და C” საბაზისო ვექტორების კოგრედიენტულად გარდაიქმნება. ქეედა- 

და ზედაინდექსებიან მატრიცებს, რომლებიც ბაზისის არჩევაზე არიან 
დამოკიდებული და ბაზისის შეცვლისას აქვთ აღნიშნული თვისება, 

ტენზორები ეწოდებათ. აქ არ მოვიყვანთ ტენზორის ზოგად განმარტე- 

ბას. ამას ქვემოთ გავაკეთებთ.



თავი მესამე 

ზოგადი ტენხორული ალგებრის საფუძვლები 

წინა თავში განხილული იყო ფიქსირებულ წერტილზე მოდე- 
ბულ ვექტორთა ოჯახების პარამეტრიზაციის საკითხები. ამ თავში 
გადავდივართ ეეკლიდეს სამგანხომილებიანი სივრცის რაიმე არე- 
ში მოცემულ ვექტორულ ველთა თვისებების გლობალურ შესწავ- 

ლაზე. ვექტორული ველების თვისებათა შესასწავლად დღაგვჭირდე– 
ბა მოძრავი ტრიედრების განხილვა. ისინი არის ყოველ წერტილ- 

ში ლოკალურ ბაზისად გამოიყენებიან ვექტორული ველის პარა- 
მეტრიზაციისათვის,ს ასეთი ტრიედრები სხვადასხა წერტილში 
შემთხვევით არ შეიძლება ავირჩიოთ. მოცემული წერტილიდან მე- 
ზობელ წერტილზე გადასვლისას მოძრავ ტრიედრს უნდა გააჩნდეს 

რეგულარობის გარკვეული თვისებები (უწყვეტობა, დიფერენცი- 
რებადობა და სხვა) მოძრავი ტრიედრები შეიძლება ავაგოთ, მა- 

გალითად, CI), C,, ტე ტრიედრის ერთი წერტილიდან მეოოეში პარა- 

“ლელური გადატანით. მაგრამ ამ გზით ავაგებთ მოძრავ ტრიედრთა 
კერძო კლასს, რომელიც მართკუთხა (საზოგადოდ, ირიბკუთხა) 
კოორდინატთა სისტემებს შეესაბამება. მხოლოდ ამ კლასის ტრი- 

ედრების განხილვით მეტისმეტად შევზღუდავდით ზოგადობას და 
ისეთ ტენხზხორულ აღრიცხვას ავაგებდით, რომელიც “შინაარსით 

ღარიბი და არასრული იქნებოდა. ამ თავში განვიხილავთ ამგვარი 

რტრიედრების აგების ზოგად ხერხს. 

მეორე მხრივ, ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის ვექტო–- 
რული ველების თვისებებისა და სხვა გეომეტრიული საკითხების 
შესასწავლად მიზანშეწონილია ტენხორული აღრიცხვის აპარატის 

გამოყენება. ამის გამო ჩვენს აგებებს დავიწყებთ ტენხორული ალ- 

გებრის საფუძვლების გადმოცემით (უფრო ზოგადი) #-განზომი- 

ლებიანი რიცხვითი «7, სივრცის ბაზაზე.
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§ 1. საკოორდინატო სისტემები «7 სივრცეში 

1. არითმეტიკული სივრცე V7"”. ვთქვათ ” რაიჰე ნატურალური 
რიცხვია და «27 –- /-განზომილებიანი არითმეტიკული (რიცხვითი) სივგრ- 

ცე, ე. ი. დალაგებული XI, ...,Xჯ" რიცხვების ყველა სისტემის (წე- 
რტილთა) სიმრავლე; XI, ..., ჯ" რიცხვებს (XI, .,. , X") C 42" წერტილის 
კოორდინატებს ვუწოდებთ. ხშირად წერტილს XI, ..., X" კოორდინატე- 

ბით X (XI, ..., X-)-ით, ან, მოკლედ, X-ით აღვნიშნავთ. 

ვთქვათ X (Xა, ...; X-) რაიმე ფიქსირებული წერტილია ძL” სივრ- 
ციდან, ხოლო 6-- დადებითი მუდმივი, მაშინ ისეთ X(XI,...,X”) 
წერტილთა. 5 (Xე, 0) სიმრავლეს რომელთა კოორდინატები აკმაყო- 

ფილებს 
ი 

9) IM- #M<2 
1=I 

უტოლობას, 6-რადიუსიანი ღია სფერო ეწოდება ცენტრით Xე წერ- 
ტილში ან X. წერტილის §-მიდამო. #§-მიდამოების საშუალებით 

შეიძლება შემოვიღოთ ძ«7?” სივრცის სიმრავლის ზღვარითი, შიგა, გარე, 
სასაზღვრო და იზოლერებულ წერტილთა ცნებები, განვმარტოთ აგრე- 

თვე წერტილთა მიმდევრობის ზღვარი, ღია და ჩაკეტილი სიმრავლეები, 

X1, ..., X· მრავალი ცვლადის ფუნქციათა უწყვეტობა და თანაბარი 
უწყვეტობა, ფუნქციონალურ მიმდევრობათა და მწკრივთა უბრალო 
(წერტილობრივი) და თანაბარი კრებადობები. აქ არ მოვიყვანთ ამ 

ცნებათა ზუსტ განმარტებებს და სათანადო თეორემათა დამტკიცებებს. 
ისინი შეიძლება ნახოთ მათემატიკური ანალიზის ნებისმიერ სერიოზულ 

სახელმძღვანელოში. ჩვენ მოვიყვანთ მხოლოდ ღია და ჩაკეტილი სიმ- 

რავლეებისა და «?" სივრცის არის განმარტებას. 

X(XI,...,X-) წერტილების 9 სიმრავლეს #7" სივრცის 7#-განზო- 
მილებიანი ღია სიმრავლე ეწოდება, თუ მისი ყოველი წერტილი შიგაა, 

ე. ი. ნებისმიერი XC§) წერტილისთვის არსებობს 5 (X, 6) 8-მიდამო, 

რომელიც მთლიანად 5 სიმრავლეს ეკუთვნის. ყოველ V ღია სიმრავლეს, 
რომელიც X წერტილს შეიცავს, ამ წერტილის მიდამო ეწოდება. 9 
სიმრავლეს ეწოდება ჩაკეტილი, თუ იგი შეიცავს ყველა თავის ზლვარით 

წერტილს. ღია სიმრავლეს ბმული ეწოდება, თუ იგი არ წარმოიდგი- 

ნება ორი არაცარიელი არაგადამკვეთი ღია სიმრავლის გაერთიანებად. 
ღია ბმულ ი სიმრავლეს 429“ სივრცის არე ეწოდება. არის მაგალი-
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თია 5 (X, 6) ღია სფერო. § არეს ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ 

მოიძებნება ისეთი 5 (ჯა, ზე) სფერო, რომელიც C არეს მოიცავს. თუ 

ნებისმიერი /-განზომილებიანი 5 (X, 6) სფეროსთვის შესრულებულია 

5 (X, 90 C 9 პირობა, მაშინ 6, ცხადია, ძ?”-ს ემთხვეეა. შემდგომში 
M-განხომილებიანი #7" სივრცის არეების განხილვისას მხედველობაში 

გვექნება შემოსახღვრული არეები, თუ საწინააღმდეგო აშკარად არ იქნა 
მითითებული. 

2. არის პარამეტრიზაცია. კოორდინატთა გარდაქმნის იაკო- 

ბიანი. ვთქვათ 

X =%,(X,..., X), CI, M) (1.1) 

ან მოკლედ 
X =დCდ(X 

ტოლობა ანხორციელებს ურთიერთცალსახა დ : 9 -> 6” ასახვას, სადაც 
0 და CC” 27" სივრცის ”-განხომილებიანი არეებია. ვიტყვით, რომ 

»ჯ = დ (X) ასახვა უწყვეტია X.CC0 წერტილში, თუ Xა წერტილის 
Xჯ' = დ (Xა) სახის ნებისმიერი Vაე მიდამო შეიცავს ისეთ V” მიდამოს, 
რომლის დ“ 1 (V,) წინა სახე X. წერტილის მიდამოა. თუ X” = დ (X) 

ასახვა უწყვეტია ყოველ X CC წერტილში, მაშინ ვიტყვით, რომ ეს 

ასახვა უწყვეტია §)-ში. 

ურთიერთცალსახა და ურთიერთუწყვეტ“ დ : 9 –+ ნ”? ასახვას ტოპო- 
ლოგიური ასახვა ეწოდება. ასეთ ასახვებს C არის გომეომორფიზმებს 

ვუწოდებთ. ვთქვათ L (0) წარმოადგენს C არის დ გომეომორფიზმების 

ოჯახს. ცხადია, L (2)-ს ეკუთვნის X” = X., წ= V7 CI1-ი) იგივური 

ასახვა. ყოველი X” = დ (X) C I (0) გომეომორფიზმი ანხორციელებს 9) 

არის ცალსახა პარამეტრიზაციას ამიტომ #X” =- დ(X) წერტილის 

X', ...,| X'"” კოორდინატები ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 9 

არის წერტილის კოორდინატები. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ყოველი 
X = დ(X) C I (0) გომეომორფიზმი განსაზღვრავს რაიმე კოორდინატთა 

სისტემას 9-ში, რომელსაც სიმოკლისათვის (X”') სიმბოლოთი აღნიშნა- 

ვენ. ამრიგად, თუ (X”) და (I) ორი კოორდინატთა სისტემაა «ა-ში, 

მაშინ არსებობს ისეთი დ CI (0) გომეომორფიზმი, რომ X” = Cდ (X). 

(1.1) სახის დამოკიდებულებას ჩვენ შემდგომში განვიხილავთ როგორც 

C არის წერტილთა კოორდინატების გარდაქმნას. 
ტენზორული ანალიზის ასაგებად აუცილებელია რაიმე #23>1 Cი- 

გამდე დიფერენცირებადი გომეომორფიზმები” განხილვა. ამის გამო 

შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ თ, რაიმე C„(0) კლასს ეკუთვნის,
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რასაც მოკლედ დ CC, სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. თუ დ CC, ნებისმიერი 
” >>9 რიცხვისთვის, მაშინ გვექნება Cთ კლასის გომეომორფიზმი. 95 
არის C, კლასის გომეომორფიზმების ოჯახი აღვნიშნოთ I,(0) სიმ- 

ბოლოთე. 
ანალიზის კურსში დამტკიცებულია გომეომორფიზმების აოსე–- 

ბობის ლოკალური თეორემა. მოვიყვანოთ მისი ფორმულირება (იხ. 

მაგალითად, (9)). 
თეორემა. ვთქვათ შესრულებულია პირობები: 1) დ,(XI,... 

...X”) CC„,(-)), სადაც # >>! რაიმე ნატურალური რიცხვია ან 

# = <, 2) რაიმე ფიქსირებულ X (XL ...,X-) C= წერტილში ნული- 
საგან განსხვავებულია (1.1) გარდაქმნის ფუნქციონალური დეტერმი- 

ნანტი (იაკობიანი), ე. ი. 

7 #7", 

„ააგაეააუაუოი_-__ (1.2) 
ნXVXI,..., XX) 

მაშინ (1.1) დამოკიდებულებები ანხორციელებს Vი «--> Vე გომეო– 
მორფიზმს, სადაც Vა და Vე სათანადოდ Xე და X:ე = დღ (Xი) წერტი- 

ლების რაიმე მიდამოებია. 
მრავალგანზომილებიანი არეებისათვისს ლოკალური გომეო- 

მორფიზმების არსებობის ეს თეორემა სავსებით საკმარისია ტენ- 

ზორული ანალიზის ასაგებად ნებისმიერი (სასრული) განზომილე– 

ბის მრავალსახეობებზე. 

I(CX', X = 

შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ (1.2) პირობები შესრულე- 

ბულია ყველგან §C, არეში. ეს უზრუნველყოფს დ, ფუნქციების 
დამოუკიდებლობას, რაც, ცხადია, აუცილებელი პირობაა იმისა, 
რომ (1.1) დამოკიდებულებები §)' არის გლობალურ გომეომორ- 

ფიზმს ანხორციელებდეს. 

არისათვის (ან, საზოგადოდ, სივრცისათვის) ამა თუ იმ კოორდი- 
ნატთა სისტემის შერჩევას ამ არის (სივრცის) პარამეტრიზაცია ეწო- 

დება. წერტილის კოორდინატებს ხანდახან მის პარამეტრებსაც ვუ- 

წოდებთ. 
შემდგომში იმ სიდიდეების როგორც განუსაზღვრელ, ისე განსა– 

ზღვრულ ინდექსებს, რომლებიც კოორდინატთა (X') სისტემას ეთა–- 
ნადებიან, შტრიხებით მოვნიშნავთ. მაგალითად, X”, #/,/ და ა. შ. 
ამის შესაბამისად (X) კოორდინატთა სისტემასთან დაკავშირებული 
სიდიდეების ინდექსებს ყოველთვის უშტრიხო ასოებით აღვნიშნავთ.
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ეს შეთანხმება გაგვიადვილებს ტენზორული ანალიზის აპარატის 

აგების ფორმალიშზაციას. 

შევთანხმდეთ, რომ განუსაზღვრელი და ყრუ ინდექსები, შტრი- 
ხით თუ უშტრიხოთ, ღებულობენ 1, 2,.., წ” მნიშვნელობებს. 

შემოვიღოთ „აღნიშვნები 

  

, ძ#V 0» : 
ჯსC = , Lს=-- -.., (:,ჩCI1,#7). 1.2 

-. კ: ” აX 6II, 5) 02) 
მაშინ, ცხადია, გვექნება 

ი» ი" 
= I IX = ზ|, = 1 MI, =ბ%% (1.2ბ)     

ძ»X»" 

ტოლობები. თუ გამოვიყენეთ დეტერმინანტების გამრავლების 

ფორმულებს, მივიღებთ 

ძი| (0) ძიL(MM”) = ძიL(8») = 1. (1.3) 
ამრიგად, კოორდინატთა გარდაქმნის ფუნქციონალური დეტერმი- 
ნანტები (იაკობიანები) აკმაყოფილებენ შემდეგ 

X(X',...,Xჯ”) 
ჰ (X,, X) = “ით ო =2ძბ((ILX) 5-0, (1.3ბ) 

_17/./ 0(XI,..., X") 
ჰ-1(X, X) თ ეშე). 7. 03) 550 1.3 

(0 » ნ(X',...,X") =ძ0(0წ) 5. (1-2) 
პირობებს. 

ვ, საკოორდინატო წირები. ვთქვათ, მაგალითად #=3. XI, X?, 

X3 კოორდინატებიდან რომელიმე ორის დაფიქსირებით, როცა მე–- 
სამე უწყვეტად იცვლება, შესაბამისი X წერტილი აღწერს წირს, 
რომელსაც საკოორდინატო წირი ეწოდება. თუ ეს წირიX კოორ- 
დინატის უწყვეტი ცვლით მიიღება, მაშინ მას (X”) საკოორდინატო 

წირს ვუწოდებთ. საკოორდინატო (XI), (X?2), (X2) წირების ერთობ- 
ლიობა სივრცეში წარმოქმნის (X) საკოორდინატო სისტემის წირ- 

თა ბადეს. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ განსახილველი არის ყოველ წერ- 

ტილში სამი საკოორდინატო წირი გადის და ამ წირთა მხებები მათი 

გადაკვეთის წერტილში არაკომპლანარულია. შეიძლება დამტკიცდეს, 
რომ (1.2) პირობების შემთხვევაში ეს მოთხოვნა ყოველთვის სრულდება.



§ 2) აჟ" სიპრცის არის ასახვათა რბოლები და მოდულები §9 

§ ზ%. თ" სევრცის არის ასახვათა რგოლები და მოდულები. 

ძ?" სივრცის ტენზორები 

1. არის ასახვათა რგოლები და მოდულები. ვთქვათ §,) წარმოად- 

გენს 297" სივრცის არეს. აღვნიშნოთ წV (§2) და თ7 (0) სიმბოლოებით 
"შესაბამისად / ; (+–> წ და დ:9 -> «? ასახეათა სიმრავლეები. კოორდი- 

ნატთა ყოველი (X) სისტემის მიმართ / და ჟ# ასახვები გამოისახება C 
არის წერტილთა კოორდინატების სათანადოდ კომპლექსური და ნამდვი- 

ლი /(X) და #(X) ფუნქციებით, რომლებსაც ვუწოდოთ / და ( ასახ- 
ვათა კომპონენტები ან წარმომადგენლები (X»X) კოორდინატთა სისტემის 

მიმართ. ასახვათა კომპონენტების სიმრავლე % (§2) და =71 (02)-დან კო- 
ორდინატთა (X) სისტემის მიმართ აღვნიშნოთ შესაბამისად ზ%. (-)) და 

თ? (2) სიმბოლოებით. ვიგულისხმებთ, რომ კოორდინატთა ყ ოველი (X) 
სისტემისთვის დ (პა) და ძმ, (9) სიმრავლეები რგოლებს წარმოადგენენ. 

ამას ადგილი აქვს, მაგ-ლითად, როცა #„ (90) და ძ?,((ა) ლებეგის ახ- 
რით ზომად ფუნქციათა სიმრავლეებია §, არეში. განვმარტოთ ახლა 
წ(ი) და « (C-ში შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები. თუ 

ჩ, § C% (6) (შესაბამისად /, C C 2 (0)), მაშინ / + დ და /-წ აღნიშ- 
ნავს ელემენტებს ? (§2ბ)-დან (შესაბამისად 7 (§ბპ)-დან), რომელთა კომპო- 

ნენტები კოორდინატთა (2»X) სისტემაში სათანადოდ /წ(X) + ყ(»–) და 
#(X):თ(X)-ია. მაშინ ცხადია, რომ წ (0) და „? (C) რგოლებია, ამას- 
თან «? (§ა) წარმოადგენს V% (§C2)-ს ქვერგოლს, მსჯელობებს ჩავატარებთ 

წ (§ა) რგოლისთვის. ისინი როგორც წესი, სამართლიანი დარჩებიან 

თ (§)) ქვერგოლისთვისაც. აუცილებელ შემთხვევაში გავაკეთებთ სათა- 
ნადო შენიშვნებს. 

შემდგომში განვიხილავთ რაიმე C„,(§), # >>1 კლასის კოორდი- 

ნატთა სისტემების 5, ოჯახს, სიგლუვის # ხარისხს არ განვსაზღვრავთ, 
მაგრამ ჩავთვლით, რომ იგ” ფიქსირებულია. ვიგულისხმებთ აგრეთვე, 

რომ შესრულებულია შემდეგი მოთხოვნები: 

4,. თუ /(2X)Cზ.(:ა), მაშინ კოორდინატთა ნებისმიერი (X') 
სისტემისთვის 5,-დან /” (X).= ჩ (X(X')) C 9., (9)- 

4ა. კოორდინატთა ნებისმიერი (X) და (X)' სისტემისთვის 
5,-დან 

9+ Cწ. 0 დ. -7% C9, (0), I, ჩ6LI. 
ვთქვათ, 9 რაიმე წრფივი სივრცეა 9 (0) რგოლზე (სათანადოდ, 

29 (0) რგოლზე), ე. ი. წ»– წარმოადგენს % (§პა) მოდულს (სათანადოდ,
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« (§3-მოდულს). აღენიშნოთ 9) (§))-თი / :0-> >. ასახვათა სიმრავლე. 
ცხადია, 9((ა) აგრეთვე წ (§)-მოდულია (სათანადოდ, 47? (5))-მო- 

დული). 
კოორდინატთა ყოველ (X) სისტემაში ნებისმიერი #I C 9? ((ჰ) ელე- 

მენტი გამოისახება §– არის წერტილის კოორდინატების #7! («V) ფუნქციით, 
რომელსაც /# კომპონენტს ვუწოდებთ კოორდინატთა (X) სისტემაში. 

MI (X) ფუნქციების სიმრავლე აღვნიშნოთ 9. (§ა)) სიმბოლოთი. ცხადია, 

1. (0) მოდულს წარმოადგენს წ, (0) რგოლზე. 
ბ. კოორდინატთა დიფერენციალების გარდაქმნის ფორმულები. 

1-ლი რანგის კონტრავარიანტული ტენზორი. ვთქვათ, X და ჯ“ წარ- 

მოადგენს §2 არის – წერტილის კოორდინატებს (X) და (X) კოორდი- 

ნატთა სისტემებში. მაშინ ” წერტილის უსასრულოდ მახლობელი რაიმე 
” წერტილის კოორდინატები (X) და (X) კოორდინატთა სისტემებში 

შესაბამისად X –++ ძX და X” -L ძXI იქნება. 
რადგან „” წარმოადგენ” » კოორდინატების ფუნქციებს, ამიტომ 

(მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე შესაკრების სიზუსტით) გვექნება 
» 

+ ძX2, ე.ი. ძX=VX ძ2. ღრ.) 
ძX)" 

შეგახსენებთ, რომ ინდექსები ღებულობს 1, 2, · ·,/1 მნიშვნელობებს. 
კოორდინატთა ძ; დიფერენციალების გარდაქმნის (2.1) ფორმუ- 

ლას ხშირად კონტრავარიანტული გარდაქმნის კანონს უწოდებენ. ახ- 

ლა ამის საფუძველზე შემოვიღოთ 1-ლი რანგის კონტრავარიანტული 

ტენზორის ცნება. 
ვთქვათ მოცემულია რაიმე წესი, რომელიც კოორდინატთა ყო–- 

ველ (X) სისტემაში განსაზღვრავს · ელემენტისაგან შედგენილი 

(0,1) ტიპის ისეთ /#' (X) C 9, (ბა) მატრიცას, რომელიც დამოკიდებუ- 

ლია არის პარამეტრიზაციაზე და, საზოგადოდ, წერტილის შესაბამის 

კოორდინატებზე თუ ერთი კოორდინატთა სისტემიდან მეორეზე 

გადასვლისას 4' მატრიცის ელემენტები კოორდინატთა ძX დი- 

ფერენციალების კოგრედიენტულად, ე. ი. კონტრავარიან- 

ტული კანონით, გარდაიქმნება: 

პჯ“ 

ძ»' 

მაშინ 4! მატრიცას ეწოდება 1-ლი რანგის კონტრავარიანტეუ- 
ლი ტენზორი %1(0) მოდულიდან, ხოლო ამ მატრიცის ელემენ- 

ძX" =   

4" =/#' ე. ი. #“” = #'IX, (2.2)  
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ტებს – ტენზორის კონტრავარიანტული კომპონენტები. 

ქვემოთ ჩვენ 1-ლი რანგის კონტრავარიანტული ტენზორის მრავალი მა- 

გალითი შეგვხვდება. 
8. სკალარის კერძო წარმოებულების გარდაქმნის ფორმულები. 

1-ლი რანგის კოვარიანტული ტენზორი. დ:0-+>9 ასახვას, რო- 

მელიც დამოკიდებულია 9? არის წერტილზე, მაგრამ არაა დამოკი- 

დებული კოორდინატთა სისტემის შერჩევაზე, ვუწოდოთ სკალარი 

9 მოდულიდან. სკალარებს შ (9)-დან უბრალოდ სკალარებს. ვუ- 
წოდებთ. ამრიგად, სიდიდეს, რომელიც ოაიმე არის წერტილის 

ფუნქციაა, ე. ი. ამ არის ყოველ წერტილში ღებულობს სავსებით 

გარკვეულ რიცხვით მნიშვნელობას კოორდინატთა სისტემის შერ- 

ჩევისაგან დამოუკიდებლად, სკალარი ეწოდება. 

სკალარის მაგალითებია წნევა სითხეში, სხეულის ტემპერატუ- 
რა სტაციონარული სითბური რეჟიმის დროს, ზედაპირის მთავარი 

სიმრუდეები და ა. შ. 

თუ სივრცეს კოორდინატთა ორი სხვადასხვა (X) და (X”ი) სის- 

ტემა მიეწერება, მაშინ ყოველი /# სკალარი ამ სისტემების მიმართ 

გამოისახება კოორდინატების სათანადოდ /#=Iდ(X) და #=0Cდ”(X”) 

ფუნქციების საშუალებით. მაგრამ, რადგან განმარტებით / არაა 

დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის არჩევაზე, გვექნება 

/სI = დ (X) = დ” (X) = დ (X (X))- (2.3) 

რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად 

ძჩ ძ/ ძX 
ეაებედ–” 2.4 

მძ MI ძ»ჯ ძM" (2-4) 

ეს ფორმულა განსაზღვრავს სკალარის კერძო წარმოებულების 

გარდაქმნის წესს კოორდინატთა ერთი სისტემიდან მეორეზე გადა– 

სვლის შემთხვევაში. 

თუ შემოვიღებთ 

0 ძ,, ჩ = _9#_ 

ძ· 

აღნიშვნებს, (2.4) ფორმულა მოკლედ ასე ჩაიწერება 

მ, I1=   

ძXM ” 

ი, // = მ, ჩ” LI,. (2.4ა)
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(2.1) ფორმულები ფუნდამენტურ როლს თამამობს მთელს 
ტენხორულ ანალიზში. ამის გამო საჭიროა მათი დამახსოვრება. 

(2.4) ფორმულას გარდაქმნის კოვარიანტულ წესს ვუწოდებთ. 

ადვილი საჩვენებელი,ა რომ (2.1) და (2.2) ფორმულები 
სტრუქტურულად ერთმანეთისაგან განსხვავდება, მაგრამ ჩვენ მალე 
დავრწმუნდებით, რომ მათ შორის მჭიდრო კავშირი არსებობს. 

გარდაქმნის (2.4 ფორმულების გამოყენებთ შემოვიღოთ ახლა 

1-ლი რანგის კოვარიანტული ტენზორის ცნება. ვთქვათ გვაქვს რაიმე 

წესი, რომელიც კოორდინატთა ყოველ სისტემას უთანადებს # ელე- 

მენტისაგან შემდგარ ,8,(X) (0,1)-მატრიცას 9 (ჩა) მოდულიდან. ეს 
ელემენტები დამოკიდებულია პარამეტრიზაციის შერჩევაზე და, საზო- 

გადოდ, წერტილის არჩევაზე განსახილველი არიდან. თუ ერთი # 

კოორდინატებიდან მეორე „ კოორდინატებზე გადასვლისას 8, 

სიდიდეები I სკალარის ძ,ს კერძო წარმოებულების კოგრე- 

დიენტულად გარდაიქმნება, ე.ი. ექვემდებარება გარდაქმნის შემ- 

დეგ წეხს . 
8.=ც ბი =8.V (2.5 ( ჯ L“” 

0» 
მაშინ 8, მატრიცას ეწოდება 1-ლი რანგის კოვარიანტული 

ტენზორი XC) მოდულიდან, ხოლო ამ მატრიცის ელემენტებს-– 

ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტები. 

1-ლი რანკის კოვარიანტული ტენზორის მაგალითს წარმოადგენს ჩ 
სკალარის ძმ,” კერძო წარმოებულები. ამ ტენხზორს # სკალარის გრადი- 
ენტი ეწოდება და წIმძ # ან V # სიმბოლოებით აღინიშნება. 

(2.1) და (2.4) გარდაქმნებს შორის ჩვენ მიერ ზემოხსენებული 

კავშირი შემდეგ მნიშვნელოვან ფაქტში ვლინდება: ვთქვათ „4, და #8" 1- 
ლი რანგის ნებისმიერი კოვარიანტული და კონტრავარიანტული ტენზო- 

რებია წ (Cღ) მოდულიდან. განვიხილოთ /,,8' ჯამი და დავამტკიცოთ, 
რომ იგი ინვარიანტულია, სახელდობრ, X# კოორდინატებიდან ახალ 
ჯ” კოორდინატებზე გაღასვლისას ადგილი აქვს ტოლობას 

4, ჯ' = #, 8". 

მართლაც, (2-2), (2.5) და (1.2 ბ) ფორმულების თანახმად დავწერთ 

!I_ პ# ძპ» 7) წი , , 
4,8 – #4“ 3ჯ- კუ 8 = 4, ბC 8" = 4. 8! , 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა.
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4, 8' სახის გამოსახულების ინვარიანტულობა ავლენს იმ კავშირს 
(2.1) და (2.40) ფორმულებს შორის, რომელზედაც ზემოთ ითქვა. 
სწორედ ამ კავშირის გამო მათ კონტრაგრედიენტულ გარდაქმნებს ვუე- 

წოდებთ. 
კერძოთ, (2.11) და (2.4) ფორმულების კონტრაგრედიენტულობის 

თანახმად, როგორც ეს მოსალოდნელი იყო, ინვარიანტულია ძჩ = 
= მ,ჩძ» ფორმა, რომელიც ჩ სკალარის დიფერენციალს გამოსახავს. 

საზოგადოდ, უნდა ითქვას, რომ ტენხორულ ახალიზში გამოსახულებე- 
ბის (ფორმების, ინტეგრალის და ა. შ.6) ინვარიანტობა დიდ როლს 
თამაშობს, ამის გამო დროულია აქ უფრო გამოკვეთილად ითქვას, თუ 

რას ვგულისხმობთ ამ "ტერმინის ქვეშ, რომელსაც ქვემოთ ხშირად 
გამოვიყენებთ. თუ გამოსახულება (ფორმა, ინტეგრალი და სხვა) შე– 

დგენილია კოორდინატთა სისტემის შერჩევაზე დამოკიდებულ სიდი- 

დეებისაგან და არ იცვლის თავის მნიშვნელობას და სტრუქტურას 
ერთი საკოორდინატო სისტემის მეორით შეცვლისას, მაშინ მას 

ინვარიანტი (ინვარიანტული ფორმა, ინვარიანტული ინტეგრალი 

და ა. შ.) ეწოდება. მაგალითად, ძჩM = მ,M ძX' წარმოადგენს ინვარიან- 

ტულ დიფერენციალურ ფორმას. საზოგადოდ, თუ #4, 1-ლი რანგის 
კოვარიანტული ტენზორია, მაშინ ინვარიანტულია 4,ძX დიფერენცია- 

ლური ფორმა. 
4. მაღალი რანგის ტენზორები, ამ პუნქტში ჩვენ მოვიყვანთ მაღა- 

ლი რანგის ტენზორის განმარტებას. დავიწყოთ მაგალითით. 

განვიხილოთ შემდეგი სახის (9, 0)-მატრიცა 

VI. I – 4, -. 4, 8.1... 877 , (2.6) 

სადაც „-, და „8! 1-ლი რანგის, შესაბამისად, კოვარიანტული და კონ- 
ტრავარიანტული ტენზორებია კომპონენტებით წ (60)-დან. მაშინ ერთი 

ჯ' კოორდინატების სხვა X»" კოორდინატებით შეცვლისას, (2.2) და 

(2.5ე:ის თანახმად, ხI.: 0 მატრიცის ელემენტები "შემდეგი ფორ- 

მულებით გარდაიქმნება: 

'წ I 92 ჰი ეა ი ე I” V, 7= VI ელი ჩხ. 7X,. ნ). (2.7) 

გავიხსენოთ, რომ გაუგებრობის თავიდან ასაცილებლად 'მტრიხებით 
უნდა მოვნიშნოთ განსაზღვრული ინდექსებიც. მაგალითად, უნდა დავწე- 
როთ #I,, #X, რადგან, საზოგადოდ, II” 56 #.
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განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი. ადვილად დავრწმუნდე- 
ბით, რომ სრულდება ტოლობები 

ბჯ, = ნ) LV ხI (2.8) 
ამ ფორმულის საშუალებით მარტივად დავამტკიცებთ, რომ 

წ გი ”ა LI I 
ბგ. · „2 = მათს ბ (X-2 .. ნ , ნ, ... ს (2.9) 

ახლა დავუბრუნდეთ (2.60) ფორმულას და მის საფუძველზე 

ზოგადად განვმარტოთ /1:-განხომილებიანი «7? სივრცის ნებისმიერი 

ტენზორი. 

ვთქვათ გვაქვს რაიმე წესი, რომლის მიხედვით კოორდინატთა 

ყოველ (X) სისტემას ეთანადება VI. :M (ა (0, ი0)-ტიპის მატრიცა 

ელემენტებით 9. (ახ) მოდულიდან. თუ ამ მატრიცის ელემენტები 

ერთი კოორდინატებიდან რაიმე სხვა კოორდინატებზე გადასვლისას 

(2.60 სახის მატრიცის ელემენტების კოგრედიენტულად გარდა- 

იქმნება, ე. ი. ექვემდებარება (2.7) სახის გარდაქმნებს, მაშინ 

VI :V (0, 0)-მატრიცას ეწოდება (#0, ი) ტიპის ტენზორი ელემენტე- 
პით თი) მოდულიან ან, მოკლედ, (#0, 0)-ტენზორი MI (0C)-დან. მატ- 

რიცის ყი.“ # IX) ელემენტებს ეწოდება ტენზორის კომპონენტები 

კოორდინატთა (X) სისტემაში. (0, 0)-ტენზორის კომპონენტების რი- 

ცხვი ნებისმიერ კოორდინატთა სისტემაში ტოლია /10+9-ის. # = 0 + 0 

რიცხვს ტენზორის რანგი ეწოდება. თუ ძ =0 ან # =0, მაშინ გვექ- 
ნება სათანადოდ / ან # რანგის კოვარიანტული ან კონტრავარიანტული 

ტენზორი. თუ ი > 1, 0 >>1, მ:შინ გვაქვს შერეული ტიპის ტენხორი. 

ნულოვანი რანგის ტენზორები (0 = ი = 0) წარმოადგენს სკალარებს 

91 (0) მოდულიდან. 90ბ8 (თ) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ (#, 0)-ტენზორე- 

ბის სიმრავლე 91 ((პ)-დან. როცა #0 = 0 =0, მაშინ გვექნება 9)1 (§–)-დან 

სკალარების სიმრავლე, რომელსაც შე (§)-თი აღვნიშნავთ. 

(2.9) ფორმულებიდან ჩანს, რომ კრონეკერის დელტების ბ. ... ბ, 

ნამრავლი შეადგენს 20 რანგის შერეული ტიპის ტენზორს ნებისმიერი 

ძ79 (§)-–დან,;, ეს ტენხორი შემდგომში მნიშვნელოვან როლს შეასრუ- 
ლებს. აქვე აღვჩიმნოთ, რომ 6,, და ბ'' სიმბოლოები ტენზორებს არ 

წარმოადგენს. 
5. ტენზორების ძირითადი თვისებები. ტენზორის იზომერები. 

მოვიყვანოთ ტენზორების ოამდენიმე ძირითადი თვისება, რობლე–
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ბიც უმუალოდ გამომდინარეობენ ზემოთ მოცემული განმარტე- 
ბიდან: 

1) ცხადია, /:0:- 0 წარმოადგენს ნებისმიერი რანგის ტენ- 
ზორს. მისი კომპონენტები ნულის ტოლია კოორდინატთა ნების- 
მიერი სისტემის მიმართ და, ამრიგად, (2.7) დამოკიდებულებები 
სრულდება ნებისმიერი 0, 0 რიცხვებისთვის. ამ ტენხორს ვუწო– 

დოთ ნულოვანი ან ნულ-ტენზორი. მაშასადამე. ნებისმიერი ხ)Lწ(9კ) 
სიმრავლე შეიცავს ნულოვან ტენზორს, რომელსაც 0-ით აღვნიშნავთ. 

2) (2-7) დამოკიდებულებებიდან მაშინვე გამომდინარეობს, რომ, თუ 
ტენზორის კომპონენტები ნულია რაიმე ფიქსირებულ კოორდინატთა 
სისტემაში, მაშინ ისინი ნულის ტოლი იქნებიან სხვა ნებისმიერ კო- 

ორდინატთა სისტემაშიც და, მაშასადამე, ტენზორი ნულის ტოლია. 
თუ კოორდინატთა ერთ ფიქსირებულ სისტემაში ნებისმიერად ავიღებთ 

(ი, 0)-მატრიცას 9 ((4)-დან, ხოლო კოორდინატთა სხვა სისტემაში მის 
კომპონენტებს განვსაზღვრავთ (2.7) ფორმულეაით, მაშინ მივიღებთ 
(0, ძ0)-ტენხორს 14)12 ((2)-დახ. აქედან გამომდინარეობს, რომ ტენზორი 

ცალსახად განისაზღვრება თუ მოცემული გვაქვს მისი კომპონენტები 

ერთ ფიქსირებულ კოორდინატთა სისტემაში. 

ვ) თუ VI. II/ და VII: ტენზორებია %I, (9)-დან, მაშინ 

VI. I + VI. .:(9 = VI... (2.10) 
ჯამი წარმოადგენს ტენზორს VMI1# (C))-დან. 

4) თუ დ სკალარია % (§;-დან” ზოლო LI: ../9 -- ტენზორი 
912 (§)-დან, მაშინ დL/1.:// ნამრავლი წარმოადგენს ტენზორს 

918 (0)-დან. 
ახლა, ცხადია, რომ V6 (0) წარმოადგენს მოდულს წV (9)-დან 

აღებული სკალარების წე (§ჩ)-ველზე. 

5) თუ VI... და Vხ..., (0,0) და (, 5) ტიპის ტენზო- 
რებია შესაბამად 99 (C) და 91; (0)-დან, მაშინ მათი პირდაპირი ნამ- 

რავლი 

VI ა 47 სეა = VI. 9 გეა (2.11) 

შეადგენს (9-+-”7, ძ+ 5) ტიპის ტენზორს წ (§)-დან. 

5. ი. ეეკუბ
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მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ (2.11) ფორმულაში, სა–. 

ზოგადოდ, თანამამრავლთა გადასმა არ შეიძლება. 

6) ადვილად დავრწმუნდებით, რომ, თუ ნამრავლში. მოვახდენთ 
ინდექსების MI-ჯერად შეკვეცას, მაშინ მივიღებთ (2+”--M, თძ+ 
ი–5–-”) ტიპის ტენხორს. თუ ამასთან ერთი თანამამრავლის #7? 

ინდექსი იკვეცება მეორე თანამამრავლის #1 ინდექსთან, ვიტყვით, 
რომ ხდება ორი ტენზორის /I-ჯერადი ჩახვევა. 

ამ ოპერაციას ჩვენ ტენზორების #I-ნამრავლსაც ვუწოდებთ. 

7) თუ 4.: 9 ტენზორში ნებისმიერად გადავსვამთ განუსაზღვ- 

რელ წ, ..-,/, და / -.., /გ ინდექსებს, კვლავ (ი, 9)-ტენზორს. მივი- 
ღებთ. ეს უშუალოდ გამომდინარეობს (2.7) ფორმულებიდან. ასე მაგა- 

ლითად, თუ #4, მე-2 რასგის კოვარიანტული ტენზორია, მაშინ 4,, 
აგრეთვე მე-2 რანგის კოვარიანტული ტენზორი იქნება. მაგრამ, საზო: 

გადოდ, „,; ღა #,, ტენზორები სხვადასხვაა. ისინი ერთმანეთს ემთხვე- 

ვიან, როცა #4,; = 4,7, ე. ი. როცა ტენზორი სიმეტრიულია. 

ტენზორებს, რომლებიც მოცემული ტენზორიდან განუსაზ- 
ღვრელი ინდექსების გადასმით მიიღებიან, ამ ტენხორის იზომერები 
ჰქვიათ. თუ # ტენზორია, მაშინ 0(#) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ მი- 

სი იზომერების სიმრავლე. ტ ტენზორის იზომერების #(#) სიმ- 

რავლე მუდამ შეიცავს # ტენზორს. ცხადია, ყოველი (#2, 0)-ტენ- 

ზორიდან შეიძლება მივიღოთ /#!ი! იზომერი, მაგრამ, საზოგადოდ, 

ყველა მათგანი შეიძლება არ იყოს ერთმანეთისაგან განსხვავებუ- 

ლი. თუ ტენზორის იზომერების (M) სიმრავლე ერთადერთი #/# 

ელემენტისაგან შედგება, მაშინ # ტენზორს სიმეტრიული ეწოდება. 

6. ტენზორების შმიგა ”-ნამრავლი. ვთქვათ 4,, –_ და 

ცს'''# IL" ""M შესაბამისად 0 –+- ” და ” + 0 რანგის სმერინტელ 
და კონტრავარიანტული ტენზორებია. მათი პირდაპირი გამრავლების 
შედეგად მივიღებთ 0 +9 + 2”, რანგის ტენზორს. თუ მასში მოვახ- 

დენთ #), ... , ჩ, ინდექსების „-ჯერად შეკვეცას 1), ...,I, ინდექსებთან, 
მივიღებთ 0 + # რანგის ტენხორს, რომელსაც შემდეგნაირად აღვ- 

ნიშნავთ: 

ხეთის ჩა _ , ქ 
4... ხნ... 5 = #69 8. დ.1> 

IM. '/ ჯ 
ამ გამოსახულებას #= 4, , ,., და 8= 8" ტენ- 

ი ·
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ჯზორების შიგა #-ნამრავლი ვუწოდოთ. თუ 0 =0 ან ძ:=0, მაშინ 

, 
რბ სიმბოლოს გამოვტოვებთ და უბრალოდ დავწერთ #8-ს: 

#8 => (ტამე!!““/“ = ც"“''ჩ ჩ''"/ი, როცა 0 =0; (2.12ა» 
ჩ,...ჩ, 

#..-ჩ? 

#8 = #8), ..., =4,... ჩ...-ჩ, 8”, როცა 9. =0. (2.12ბ) 

ამ გამოსახულებებს უბრალოდ # და 8 ტენზორების შიგა ნამრავლებს 

ვუწოდებთ. 
თუ 0=0=0, მაშინ შიგა ნამრავლი ინვარიანტულე ფორმუ- 

ლით გამოისახება (იხ. პუნქტი 3) 

ნ...ჩ 
„.... (2.12გ) 

შევნიშნოთ, რომ თუ # და 8 ტენზორებია წ (§4)-დან: და #86 
შიგა ნამრავლი ნულის ტოლია ნებისმიერი 18-თვის, მაშინ #=0. 

§ ვ. ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის კოორდინატთა 

სისტემის კოვარიანტული და კონტრავარიანტული 

მოძრავი ბაზისები 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ევკლიდეს სამგანხომილებიან 
სივრცეს. ინდექსები (ყრუ და განუსაზღვრელი) მიიღებს 1, 2, 3 

მნიშვნელობებს. 

1, კოვარიანტული მოძრავი ბაზისი ვთქვათ IX წარმოადგენს 

ს წერტილის რადიუს-ვექტორს, ე. ი. #=0#, სადაც 0 სივრცის 

ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია. თუ სივრცეში განვიხილავთ. 

კოორდინატთა ნებისმიერ (X) სისტემას ღა I ვექტორს #” წერტი– 

ლის #I კოორდინატებით გავაწარმოებთ, მივიღებთ სამ ვექტორს 

ძ . ს,= პნ, ძბ=-9?., (ჯCII,3). 3.1 I / ( ული CL 1 ( ) 

ცხადია, რომ სნ, ვექტორი ეხება (+) საკოორდინატო წირს » 

წერტილში (ნახ. 7). ამიტომ LL, L., წე ყოველ წერტილში ქმნის 

არაკომპლანარულ ვექტორთა სამეულს, რომელსაც კოორდინატთა (X) 

სისტემი” «ოძრავ ბაზისს ვუწოდებთ.
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თუ ახლა რაიმე სხვა კოორდინატთა (Xი) სისტემას განვიხი- 
ლავთ და (1.2 ა) აღნიშვნებს გამოვიყენებთ, მივიღებთ 

ი 
ს,=VIX, ს,=- 3.2 , #76 ( # = – | (3.2) 

ტოლობებს. თუ ამ ფორმულებს შევადარებთ (2.4)-ს, შევნიშნავთ, რომ 

ერთი კოორდინატების მეორეთი შეცვლისას ს, ვექტორ-ფუნქციები დ 
(+2) სკალარის კერძო ძ,დ წარმოებულების 

7 კოგრედიენტულად, ე. ი. კოვარიანტული 
წესით გარდალქმნება. ამიტომ ,, ჩ., IL 

ტრიედრს შესაბამისი კოორდინატთა სის- 

ტემის კოვარიანტულ მოძრავ ბა- 
ზისს ვუწოდებთ. 

§) არის ყოველ წერტილში, ცხადია, 

შესრთოლებულია შემდეგი პირობა 

(»ჯ7) ი=, ს.ე 550. (3.3) 

ნახ 7 ცხადია, | 9 | საბაზისო LL), L,, LL. ვექ- 

ტორებზე აგებული პარალელეპიპედის მო- 

ცულობის ტოლია. თუ წ, I-ი, წე ტრიედრს მარჯვენა ა§ მარცხენა 

ორიენტაცია აქვს, მაშინ "შესაბამისად. თC>>0 ან ი <0 (ა-ში). 

ს, ჩე, წვ სტრიედრის ორიენტაცია, რომელიც მთელს არეში ერთი 
და იგივეა, შესაბამის კოორდინატთა (X) სისტემის ორიენტაციას გან- 
საზღვრავს. რადგან 0 არ იცვლის ნიშანს §+-ში, ამიტომ, თუ კოორდი- 
ხატთა სისტემას მარჯვენა ან მარცხენა ორიენტაცია აქვს რაიმე ფიქსი- 
რებულ X) C§ა წერტილში, ეს ორიენტაცია არ შეიცვლება მთელს §პ 

არეში. 
9. კონტრავარიანტული მოძრავი ბაზისი განვიხილოთ ახლა 

მექტორ-ფენქციები 

  
ლ =  6.X ნე, M= -- რაXწა), ჩშ -- CC X ია, (6.4 
რომლებიც, ცხადია, აკმაყოფილებენ 

ი, = ს, (3.5) 
პირობებს, ე. ი. ს, და ჩ/) ვექტორ-ფუნქციები ბიორთონორმალურია 9 
არის ყოველ წერტილში. (3.5) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ
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#2 წ? ვექტორ-ფუნქციები არაკომპლანარულია არის ყოველ 

წერტილში. ამის გამო ეს ტრიედრიც შეიძლება მივიჩნიოთ შესაბამის 
კოორდინატთა სისტემის მოძრავ ბაზისად. 

(3.50 ტოლობების ძალით L,, I, Iვ და LI, IL2, II ტრიედ- 
რები წარმოადგენენ შესაბამისი კოორდინატთა სისტემის ბიორთო– 

ნორმალურ მოძრავ ბაზისებს. 

თუ (3.5) ტოლობებს გავამრავლებთ ძX-ზე და შემდეგ შევკრებთ, 
გმექნება 

სძოი=ძX, ძს? = სძX'. (3.6) 

რადგან X კოორდინატების სხვ ”” კოორდინატებით შეცვლისას 

ძXI = LI, ძო” = LI, LL" ძლ, ამიტომ (3.6) ტოლობები შემდეგი სახით 

შეიძლ ება გადავწეროთ 

(C7 –– ნ!“ MI.) ძ? = 0. 

მაგრამ M-ის ძIL დიფერენციალს აქვს ნებისმიერი ორიენტაცია, 

ამასთან ძIL560. ამის გამო წინა ტოლობებიდან გამომდინარეობს, 

რომ , 

ჩ! = ი" ჩხ, (3.7 
ე. ი. ერთი კოორდინატების მეორით შეცვლისას ჩ!' ვექტორ-ფუნქციები 
კოორდინატების ძი X” დიფერენციალთა კოგრედიენტულად ანუ კონტრა- 

ვარიანტული კანონით შეიცვლება. ამის გამო წა, წ9, LL? ტრიედრს 
შესაბამისი კოორდინატთა სისტემის კონტრავარიანტულ მოძრავ ბა- 

ზისს ვუწოდებთ. 
ვ. ვექტორ-ფუნქციების სივრცე. V(C0) სიმბოლოთი აღესიშ– 

ნოთ ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის §) არის წერტილთა 
კოორდინატების ვექტორ-ფუნქციათა სიმრავლე. V(0)-ს ელემენ– 
ტები, საზოგადოდ, კოორდინატთა სისტემის არჩევაზეა დამოკიდე- 
ბული. V(§))-დან იმ ელემენტებს რომლებიც დამოუკიდებელნი 

არიან კოორდინატთა სისტემის შერჩევისაგან, ვუწოდოთ ვექტო- 

რები ·ან ვექტორული ველები (§+ზე. ვექტორულ ველთა სიმრავლე 
აღვნიშნოთ Vე (ნ) სიმბოლოთი. ზოგადობისთვის განვიხილავთ კომპ- 

ლექსური V = ს + IV სახის -ექ+ორ-ფუნქვიებს, სადაც ს და V 

ნამდვილი ვექტორ-ფუნქციებია V (0)-დან. თუ IV და 0; წარმოადგენს 
ყ და V ვექტორების დეკარტის კოორდინატებს, მაშინ ს + (V ვექტო- 

რის დეკარტის კოორდინატები იქნება V, + 70; კომპლექსური ფუნქცი-
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ები. ორი კომპლექსური V =ს +IV და V” = MM + IV, ვექტორ- 

ფუნქციის ჯამი განისაზღვრება V + V” = ს + ს! + (CV + VI) ფორმუ- 
ლით. მაშასადამე, თუ VV, V” CV (0), მაშინ V + V?CV(09). თუ 

დ = დ, + (დაე კომპლექსური სკალარია წე (C))-დან, სადაც თკ და დე 
ნამდვიღ სკალარებს წარმოადგენს ძე (0)-დან” ხოლო V = VI + 
X+VIVCV CV, მაშინ ნამრავლი დ VV/ = (დ, II –– დე V) -L ( (დგეს + დ) V) C 
CV (0). ამრიგად, V( ნუ) წარმოადგენს წ (()ჰ მოდულს. V (§ჩ)-ში 

ნული V = 0 ნულ-ვექტორია, V (§)-დან ნამდვილ ვექტორ-ფუნქციათა 
V (0) სიმრავლე, ცხადია, «? ((უ მოდულია ღა იგი ქვემოდულია 
V (())-დან. 

ახლა, ცხადია, რომ ს C V) (3), ხოლო 1-ლი რანგის კოვარიან- 

ტული და კონტრავარიანტული ჩ, და ჩ' ტენზორები V (()-ს ეკუთვ- 
ნის. ე. ი. 

სჩ,CV,(C), ს' C1/! (დ). 

4. ვექტორული ველების წარმოდგენა მოძრავი ბაზისებით. 1-ლი 

რანგის ეკვივალენტური ტენზორები. ნებისმიერი ს, ვექტორ-ფუნქცი- 

ისათკის V («)-დან არის ყოველ წერტილში შეიძლება დავწეროთ ორი 
დაშლა: 

V#= ნ, და V =თ,ნ/, (3.8) 

სადაც (1.4) ტოლობების თანახმად 

=V, თ =V ჩ,. (3.9) 

ამ ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ V ვექტორ-ფუნ- 

ქციაა Vე (§–3-დან, მაშინ 2), და I 1-ლი რანგის შესაბამისად კოვა- 

რიანტული და კონტრავარიანტული ტენზორებია წ (92)-დან, ე. ი. 

ს, C 97, (9), CV C 71 (0), რომლებიც V/ ვექტორის შესაბამისად კოვა– 
რიანტულ და კონტრავარიანტულ კოორდინატებს წარმოადგენენ 

მოძრავი ბაზისების მიმართ. 

თუ (3.9) და (3.90 ფორმულებში V-ს ნაცვლად ავიღებთ წ, და 

M ვექტორ-ფუნქციებს, გვექნება 

ს, = წ, M'= 70, ჩი! = Iჩ,= ფხ, (3.10) 

სადაც 

წყ = წ, = ზს, დ” = 6 = III, დ = I = I =2გ/. (3.10)
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დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში ს, და ”” ორთოგონალური 
ორტებია. ამიტომ 

წ), = ზი, წ! = 87. (3.11) 

კოორდინატთა სისტემას ორთოგონალური ვუწოდოთ, თე 
ყოველ წერტილში მისი ბაზისის L,, II, Iვ ვექტორები ურთიერთ- 
პერპერდიკულარულია, ე. ი. 

ი, წ, = «,, =0, როცა (5-7, (3.12) 

ტოლობები კოორდინატთა სისტემის ორთოგონალობის აუცილე- 
ბელ და საკმარის პირობებს წარმოადგენს. კოორდინატთა ორთო- 
გონალური სისტემისთვის გეაქვს ფორმულები 

1 წ11 = , 82 = , #99 = 

611 წი: წე: 
დ! –= ჩევ. = დ19 = ცვ? = წხ. = ეშ = 0. 

      

. (3.2) და (3.7) ფორმულების საშუალებით ადღვილად ვრწმუნდე- 
ბით, რომ ჯ,7,, 6! და (| სიდიდეები მე-2 რანგის სიმეტრიულ ტენზო- 

რებს წადმოადგენს «? (§))-დან;„ ამასთან ჯ.,, C ძ?ე (9), ნ C 2/2(5)), 

#§I C 21! (6). თე, 0, და დ, ტენზორებს §) არის პარამეტრიზაციის 

საბაზისო ტენზორები ვუწოდოთ. 
ახლა (3.10) ფორმულების დახმარებით (3.9) ტოლობებიდან 

მივიღებთ 

თ, = წს, ს = I თ. (3.13) 

ამრიგად, კოორდინატთა სისტემის კოვარიანტულ და კონტრავა– 
რიანტულ ბაზისებსა და Vე(§)-დან ვექტორის კოვარიანტულ და 

კონტრავარიანტულ კომპონენტებს შორის კავშირი მყარდება ინდექ- 
სების ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციებით, რომლებიც საბაზისო §,; და 

წ. ტენზორებით ხორციელდება. 

ამგვარად, ნებისმიერი V ვექტორი Vე (§ჩ4)-დან (3.8) ფორმულების 

მიხედვით §) არის ყოველ წერტილში საბაზისო წ, და ჩ!, ვექტორების 
წრფივი კომბინაციით გამოისახება, ამასთან ვექტორის კომპონენტები 

დაკავშირებულია (3.13) ფორმულებით. აღვილი დასამტკიცებელია შე- 
ბრუნებული. დებულებაც: 1-ლი რანგის ყოველ კოვარიანტულ თ, ტენ- 
ზორს წე (§ჰ)-დან და 1-ლი რანგის ყოველ კონტრავარიანტულ ს"! ტენ- 
ზორს წ1 (()-დან (3.მე) ფორმულების მიხედვით შეესაბამებათ V და 
VI” ვექტორები V„ (§ჩ)-დან, ამასთან V = V” „მაშინ და მხოლოდ მაშინ,
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როცა. V, და ს ტენხორები ერთმანეთთას დაკავშირებულია (3.13) 
ორმულებით. შევნიშნოთ, რომ ერთ-ერთი ამ დამოკიდებთ აგან მი “მუ იის ძირ რავი ერთ-ე დამოკიდებულებათაგ 

შემოვიღოთ ახლა განმარტება. პირველი რანგის LV, და ს" ტენ- 

ზორებს ეკვივალენტური ვუწოდოთ, თუ ისინი (3.13) ტოლობე- 
ბით არია5§ დაკავშირებულნი. ცხადია, თუ (3.13) დამოკიდებულებებს 

ადგილი აქვს ერთ ნებისმიერად დაფიქსირებულ კოორდინატთა სის- 

ტემაში, მაშინ ისინი სამართლიანი იქნებიან სხვა ნებისმიერ კოორ- 
დინატთა სისტემაშიც. როგორც ზემოთ ვნახეთ, 1-ლი რ.ნგის ეკვივა- 

ლენტურ ტენზორებს (3.8) ფორმულების თანახმად შეესაბამებათ ერთი 

და იგივე V ვექტორი V-ე (§2)-დან. ამის გამო 1-ლი რანგის ეკვივალენ- 

ტური ტენზორები ბუნებრივია გავაიგივოთ შესაბამის ვექტორთან 

V-აე (§ჰ-დან. ამრიგად, არ შეიქლება მათი განხილვა სხვადასხვა ტენზო- 
რებად, მითუმეტეს, რომ დეკარტის სისტემაში ისინი ერთმანეთს ემთხვე- 

ვიან, რადგან ყ,,= ნკ, § = 6. 
VL(0) მოდულიდან 1-ლი რანგის ორი ეკვივალენტური ტენზო- 

რის კლასს ვუწოდოთ 1-ლი რანგის ტენზორი 9)! (C))-დან და ასეთი 

კლასების სიმრავლე აღვნიშნოთ 9)), (9)-თი. ადვილად დავრწმუნ- 

დებით, რომ 9), ((პბ) წარმოადგენს წრფივ (ვექტორულ) სივრცეს 

შე (9) რგოლზე, ე. ი. 91, (§–) წარმოადგენს წა (§9))-მოდულს. 
ადვილი დასამტკი,ებელია, რომ (3.8) ფორმულები ახორციელებს 

V-ე (9) –- : , (9) იზომო“ფიზმს. 
შეეთანსიდეთ, რომ ერთი და იგიკე ფუქისეული ასოებით აღნიშ- 

ნული ტენზორები (მაგალითად, /, და /1!, ი, და 0" და ა. მ.) ყოველ- 

თვის განიხილება ეკვივალლენტურ ტენზორებად. მათი კოვარიანტული 

კომპონენტებიდან კონტრავარიანტულხე და პირიქითი გადასვლა ხორცი“ 

ელდება (3.13) ფთორმულებით. ფორმალურად ეს გადასვლები დაიყკანება 
ინდექსების ვერტიკალურ გადაადგილებაზე ქვემოთ ან ზემოთ. არსები- 
თად ისინი წარმოადგენენ ინდექსების ატანას ან ჩამოტანას, რომლებიც 

მეტრული V,, და დ”! ტენხორებით ხორციელდებიან. 
მიღებული შეთანხმების შემდეგ, ცხადია,ს რომ ინვარიანტული 

4' 8, და #4, 8' ჯამები ერთმანეთის ტოლია, რადგან /4, და ,4!, 8, და 
8'/ შესაბამისად 1-ლი რანგის ეკვივალენტური ტენზორებია. 

ქვემოთ განვაზოგადებთ ტენზორთა ეკვივალენტობის ცნებას 

ნებისმიერი რანგის ტენზორებისთვის და, გარდა ამისა, განვაზოგა– 
დებთ (3.8) ფორმულებს.



§ 4) სამბანზომილებიანი ევკლიდური სიგრცეს,.,. 73 

ნ. ვექტორის ფიზიკური კომპონენტები. ვექტორული ანალი– 

ზის ელემენტარულ კურსებში ვექტორის კომპონენტები ამავე ვექ– 
ტორის ორთოგონალური გეგმილებია დეკარტის კოორდინატთა 
სისტემის ღერძებზე. მათ ვექტორის ფიზიკური კომპონენტები 
ეწოდებათ. # ვექტორის ფიზიკურ კომპონენტებს კოორდინატთა 

(XX) ღერძზე შემდგომში 4,,) სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. განმარტების 
თანახმად იგი # ვექტორის საბაზისო L, ვექტორზე გეგმილის ტოლია.. 
ამრიგად 

2 ტ სჩ, 4, წ 4" 
=/#/ '.=- -“- == -–-- ==" 3.14 

რი II I V წ V., V წ, იერ. 
(აქ ( ინდექსით შეჯამება არ ხდება). ეს ფორმულები ამყარებს კავ– 
შირს ვექტორის ფიზიკურ, კოვარიანტულ და კონტრავარიანტულ 
კომპონენტებს შორის. 

თუ კოორდინატთა (X) სისტემა დეკარტისაა, მაშილ დ,, = მ,, და· 

4ც) = 4, = /#'. (3.15) 
ამრიგად, დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში ვექტორის ფიზი– 

კური, კოვარიანტული და კონტრავარიანტული კოორდინატები ერთ– 

მანეთს ემთხვევა. ამით აიხსნება ის ფაქტი, რომ ელემენტარულ 

ვექტორულ ანალიზში, სადაც ძირითადად დეკარტის მართკუთხოვანი 

კოორდინატთა სისტემით სარგებლობენ, ვექტორის კოვარიანტული. 

და კონტრავარიანტული კოორდინატები არ განიხილება. 

(3.14) ფორმულების დახმარებით შეიძლება გამოვიყვანოთ 

ვექტორის ფიზიკური კომპონენტების” გარდაქმნის ფორმულები 

ერთი კოორდინატთა სისტემის მეორით შეცვლისას. მაგრამ, ად- 
ვილად დავრწმუნდებით, რომ ეს ფორმულები მეტად დიდი მოცუ- 
ლობისაა და გამოსაყენებლად მოუხერხებელია ვექტორის კო- 
ვარიანტული და კონტრავარიანტული კომპონენტები ძირითადად 

ამ უხერხულობათა თავიდან ასაცილებლად განიხილება. ისინი ექ- 
ვემდებარებიან გარდაქმნის შედარებით მარტიე კანონებს, ვიდრე, 

ფიზიკური კომპონენტები. 

§ 4. სამგანზომილებიანი ევკლიდური სივრცის 

მეტრული კვადრატული ფორმა 

1. მეტრული კვადრატული ფორმა. ძ5-ით აღვნიშნოთ ორ უსას– 

რულოდ მახლობელ ჩი00) და CV + ძა) წერტილებს შორის მან– 
ძილი, გვექნე 

ძა? = ძიძს = (ძს)?ბ, (4.1),
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„სადაც ძნ = ნწ”. რადგან “ 

ძი =ჩნ,ძ», ნ,=9,დ, (4.2 
ამიტომ გვექნება 

ძა? = ნს, ძX” ძX»" = წ,.ძX ძX, (4.3) 
სადაც 

წე, = §.; = სნ, ს. (4.4) 

“ინდექსები, ცხადია, 1, 2, 3 მნიშვნელობებს ღებულობენ. 

(4.3) კვადრატული ფორმა გამოსახავს მანძილს ორ უსასრულოდ 
"მახლობელ წერტილებს შორის. ამიტომ (4.3)-ის მარჯვენა მხარეს ჩვენ 

მეტრულ კვადრატულ ფორმას ვუწოდებთ. იგი ფუნდამენტურ როლს 
-თაძაშობს ტენზორულ ანალიზში. (4.4)-დან (3.2)-ის თანახმად გამომდი- 
“ნარეობს, რომ წ, მე-2 რანგის სიმეტრიული ტენზორია. მას მეტრული 
კოვარიანტული ტენზორი ეწოდება. 

თუ ახლა განვიხილავთ სხვა რაიმე კოორდინატთა (ჯ”) სისტე- 

“მას, ცხადია, გვექნება 

ძა! = წ,,.0X ძა”, #9, = ს, ს. (4.5) 

(4.3) და (4.5) ტოლობათა მარცხენა მხარეები ერთნაირია. ამი- 

-ტომ ნებისმიერი ორი კოორდინატთა (X) და (X”ი) სისტემისათვის 

გვაქვს 
თ.თVX ძX' = წ,.ძX ძ»' (4.6) 

ტოლობა, რომელიც გვიჩვენებს მეტრული კვადრატული ფორმის 
ინვარიანტობას კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნის მიმართ. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში ძX” = IM ძV ტოლობას, (2.6)- 
დან მივიღებთ 

წ = წ 0 LI (4.7) 
ფორმულას, რომელიც ადასტურებს, რომ მეტრული კვადრატული 

ფორმის კოეფიციენტები შეადგენს მე-2 რანგის კოვარიანტულ 

ტენზორს. ამ დამტკიცებას ის უპირატესობა აქვს, რომ იგი მიიღე– 

ბა (4.3) კვადრატული ფორმის ინვარიანტობიდან და შეიძლება 
განხოგადოვდეს რიმანის მრავალსახეობებზე. 

ვინაიდან ძ§5? = თ,, ძX ძXM ფორმა ინვარიანტულია კოორდინატთა 
სისტემის გარდაქმნის მიმართ, ამის გამო ნებისმიერ კოორდინატთა სის- 
ტემის მიმართ სრულდება პირობები (იხ. თავი 1, § 5, პუნქტი 3):
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611 6)92 წა 
' 

#11 ->0, (თ 60 > წ) წი: –– წ > 0, #=|წ. წა: წივ|>0. (4.8) 
651 652 

წე1 6კა წევ 
(3.10) ფორმულების თანახმად 

ს! ს = დ წყ = წ) = მჯ. (4.9) 

აქედან გვაქვს 
ძირს (თ,) ძი (C”) = 1. (4.10) 

ამრიგად, (4.8)-ის უკანასკნელი უტოლობის ძალით 

თ =ძბL(წე)>>0, ძიL(C) = «-1>90. (4.11) 
2. დისკრიმინანტის გარდაქმნის ფორმულა. თუ გაპოვიყენებთ 

დეტერმინანტთა გამრავლების წესს (1 თავი, § 3, პუნქტი 2), 
(4.7)-დას მივიღებთ 

6 = წ (ძიL(0/))? (4.12) 

ფორმულას, სადაც # და #” 
მეტრული კვადრატული ფორ- 
მის დისკრიშინანტებია #X და 

X” კოორდინატების მიმართ: 

8=ძბ (თე), დ”= ძ6L(დ,.,,). 
(4.13) 

  

(4.12)-დან გვექნება 

«ხუ -+V/ «> (4.14) ნახ. 6 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ძიL(M1) არეში ნიშანს არ იცვლის- 
(4.14) ფორმულაში პლუსი ან მინუსი ნიშანი რადიკალის წინ შეესა– 
ბამება იმ შემთხვევას, როცა კოორდინატთა ორივე სისტემას შესა- 

ბამისად ერთნაირი ან სხვადასხვა ორიენტაცია აქვს. 

8. კოორდინატთა სისტემის მაგალითები. მოვიყვანოთ ახლა სივრ- 
ცის კოორდინატთა სისტემის სამი სხვადასხვა მაგალითი. 

1) თუ (+) დეკარტის სისტემაა, მაშინ მისი L,, ბაზისი შედგება 
ურთიერთორთოგონალური ორტებისაგან. მაშასადამე, 

8/'ს = ჯ, ჩ. = ბი, (4.15) 

ძ 5? = (ძX1')9მ -L (ძ #?)3 -L (ძ X3”)1?. (4.16)
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(4.7) ტოლობას ამ შემთვევაში აქვს სახე 

ა ძX”" მ# 
წი == სა 5» > (4.17) 

რ“ 

2) ვთქვათ (X) სფერული კოორდინატთა სისტემაა (ნახ. 8), 

მაშინ, თუ შემოვიღებთ ჩვეულებრივ აღნიშვნებს X1=/, X2=9, 

X1=დ, გვექნება 
ჯ'" = 7005დ 5109, X#” 

(4.17)-ის თანახმად 

= 750 + 5Iიდ, X” = 70053. (4.18) 

წ11=1, ლწეა= I, ყევ == /715)ი1), თ.=0, 1955”. (4.19) 

მაშასადამე, 

ძ5? = ძ/? + „ბ%ე3)ე? 3 ძ დ? -L 2 ძა?. (4.20) 

3) ვთქვათ (X) ცილინდრული კოორდინატთა სისტემაა (ნახ. 9). 

მაშინ 

X'”=7#7005დთ, X"“=”5I1დ, X?7=2, 

ყ)I=1, წთაა=!, წვვ=1, §#„,=0, 15%, (4.21) 

ძაზლ=ძ.ბ?-+I1? ძდ?-L ძ2?. (4.22) 

4. დისკრიმინანტული ტენზორები. ამ პუნქტში კვლავ ევკლი- 

დეს სამგანზომილებიან სივრ“- 

(ჯX”) 1.9” ცეს, განვიხილავთ. ამრიგად, 

IXX,X-X”) ინდექსები | მიიღებს 1, 2, 3 
მნიშვნელობებს. 

განვიხილოთ საბაზისო 

ვექტორების შერეული ნამრავ- 
ლები 

C,.=L, ი, ს. 

C/)ხ=V! LI LL”, 

C,#=სს II დ" და ა. შ. (4.23) 

(I1,3.23) ფორმულების თანახმად გვაქვს 

  

ნახ, 9
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+1 | 511 8)ვ წავ _ 

C.:ე=IM, ი, ჩე=9=-==- | დ,, წ, წე |= +V § (4.24) V § 
წვI წე» წეე   

  

ტოლობები, რომლებიც ნიშნის სიზუსტით საბაზისო 1", I, სე 
ვექტორებზე აგებული პარალელეპიპედის მოცულობას გამოსახა- 

ვენ. პლუსი ან მინუსი ნიშანი 7 წ რადიკალის წინ უხდა ავიღოთ 
შესაბამისად მარჯვენა ან მარცხენა ორიენტაციის კოორდინატთა 

სისტემისათვის. ლევი-ჩივიტას C,, სიმბოლოს გამოყენებით შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ 
C=+V 6 CV. (4.25) 

(11, 3.23) ფორმულების საშუალებით გამოვიყეანთ შემდეგ ტო- 
ლობას 

1. 
CI99-სი1 26: - +. - - (4.26) 

V ი 
სადაც პლუსი ან მინუსი ნიშანი უნდა ავიღოთ შესაბამისად მარჯ- 

ვენა ან მარცხენა კოორდინატთა სისტემის შემთხვევაში. ახლა ად- 
ვილად დავრწმუნდებით, რომ 

0პ= + 1 CV (4.27) 
V 4ყ 

(4.23) ფორმულიდა§ უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ C,,,, C4/" C/" 

და ა. შ, მესამე რანგის ტენზორებია. მათ სივრცის დისკრიმინანტული 

ტენზორები ვუჟჯოდოთ. 

ახლა, ცხადია, გეაქვს ტოლობები 

ს,=--0/ ს/X ჩ', თ= CMნ,Xწ,. (4.28) 

შევნიშნოთ, რომ ეს ფორმულები ძალაში რჩება ყრუ ინდექსების 

მათივე ვერტიკალებზე ნებისმიერი გადაადგილების შემთხვევაშიც. 
წ. სივრცის მოცულობისა და ზედაპირის ფართის ელემენტები 

ინვარიანტული ფორმით. (4.24)-ის თანახმად /1?)ძXI, I ქX2, IბვძX3 

ვექტორებზე აგებული ელემენტარული პარალელეპიპედის მოცუ- 
ლობა გამოისახება შემდეგი ფორმულით 

ძი=L, ს, სე იVI ძ;?ძუბ=1I/ § ძX1 ძX- ძX). (4.29)
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ცხადია, ვგულისხმობთ, რომ სL,, ·წ,, ე ტრიედრს აქვს მარჯვენა ორი– 

ენტაცია. 
ამრიგად, გამოვიყვანეთ სივრცის მოცულობის ელემენტის 

ფორმულა ნებისმიერად აღებულ კოორდინატთა სისტემაში. (4.29) 
გამოსახულების გეომეტრიული შინაარსის გათვალისწინებით სა- 
სურველი იქნება მისი ჩაწერა კოორდინატთა გარდაქმნის მიმართ 
ინვარიანტული ფორმით. 

ამ მიზნით შემოვიღოთ კოორდინატთა ძX' დიფერენციალების გა-. 
რე გამრავლების ცნება %ემდეჯი წესის მიხედკით? 

ძXV/სძX”/ჩსძX9= CM %') ა;ყჯ? ქა, (4-3C) 

მაშინ ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

C,,, ძX' /V ძXI /# ძX" (4.31» 

გამოსახულება ინვარიანტულია კოორდინატთა გარდაქმნეს მიმართ. 

ეს ერთბაშად გამომდინარეობს იქიდან, რომ C,,, და/ძX' /VძX' /M ძX” 
გამოსახულებები კოორდინატთა შეცვლისას კონტრაგრედიენტუ- 
ლად გარდაიქმნება. 

(4.25) და (4.30)-ის ძალით გვაქვს 

C,, ძX /# ძXI/MძX"=I დ ძ»! ძა»? ძX) C ,,,=6I/ ყ ძ»! ძჯბძ»). 

აქედან (4.29)-ის თანახმად ვღებულობთ 

ძი=-- C,, ძMMძXI/ს ძვ ტ.37 

ფორმულას, რომელიც ევკლიდეს სივრცის მოცულობის ელემენტს 
ინვარიანტული ფორმით გამოსახავს. შემდგომში განვაზოგადებთ 

“ამ ფორმულას რიმანის ნებისმიერი განზომილებიანი სივრცის შემ2- 

თხვევაში. 

Iს და Iვ, ვ და I, II და LI საბაბზბისო ვექტორებზე აგე– 

ბული პარალელოგრამების ფართობები აღვნიშნოთ შესაბამისად. 
2), >, >2ვ სიმბოლოებით. ცხადია, 

9 დიფერენციალთა გარე გამრავლებაზე დამყარებული აღრიცხვა, რომელმაც სის– 
ტემატური განვითარება და გეომეჭტრიული გამოყენება მიიღო ე, კარტანის მრთმებში 
I181, თანამედროვე მათემატიკის ერთ-ერთ მნიშვნელთვან შტოს წარმთადგენს.
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2.=|წაXწე, 2:=|)წეXსწ), 2:=1IM%X |. (4.33). 

რადგან 

?.Xჩწე= I, ჩეX-ს=/ § IV, ი,XIV.=/ დ), (4.34) 

ამიტომ გვაქვს 

2,=V §§'., X.)=V #წ, 2.=V წე (4.35) 
განვიხილოთ ახლა 

#ს4=სნ,ძ», #ხ8=ნ,ძ#, #66=ხე ძა 

ვექტორებზე აგებული ტრიედრი. გარკვეულობისათვის ჯერ და- 
ვუშვათ, რომ კოორდინატთა სისტემას მარჯვენა ორიენტაცია აქვს 

და ყველა ძX>>0. შემდგომში განეთავისუფლდებით ამ შეზღუდ- 

ვისაგან, ვთქვათ – ძ> აღნიშნავს ტრიედრის ფუძის ფართობს, 

ე. ი. ” წვეროს მოპირდაპირე 48C წახნაგის ფართობს. ვთქვათ, 

I ამ წახნაგის გარე ნორმალის ორ- 
ტია (ნახ. 10). მაშინ (3.4)-ის თა- (X%აბ 1 
ნახმად დავწერთ 

Iძ5ი=C4X C8=(8, ძXL-- , (X?): 

–ე ძX)) X (:7 ძX'-–-–წე ძX-) = 

=V C (61 ძ2ძე+ ნ? ძ»ბ ძX. + 

–+ 2 ძX1 ძX2). (4.36) 

განვსახღვროთ ძXI, ძX2, ძ»ა%1 დიფერენციალების წყკილ-წყვილი- 
გარე ნამრავლები შემდეგი ფორმულების საშუალებით 

ძ0XL/MთძX=-–ძX?/MძX1=ძX) ძ»X”, 

ძX" /MთXმ= –-–ძXმ /M ძXბ=ძX? ძX9, (4.37): 
ძX1/M ძX9= –-ძXმ /M ძXL= ძXI ძჯ3. 

მაშინ (4.25)-ის თანახმად (4.36) შეგვიძლია დავწეროთ შემდეგი. 
სახითაც 

  

    
   L (>). 

ნახ, 19 

IძM=-- C,, ნ! ძა! /სძჯბ. (4.38),
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თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს' სკალარულად გავამრავლებთ 

1-ზე, მივიღებთ 

ძა= CI ძV ძა, (4.ვ3თ 

სადაც #=1;! წარმოადგენენ ძ»-ს ნორმალის 1 ორტის კონტრა- 
ვარიანტულ კომპონენტებს. ეს ტოლობა გამოსახავს კოორდინატთა 

გარდაქმნის მიმართ ინვარიანტული ფორმით» ზედაპირის ისეთი 

ელემენტის ფართობს, რომლის ორიენტაცია ნორმალის 1 ორტი- 

თაა მოცემული. 

ვთქვათ, ძ=>,), ძ>0, ძ>2ვ იმ პარალელოგრამების ფართობებია, 

რომლებიც შესაბამისად #8 და სC, #6C და “ნ/, ნ#4# და #68 ვექ- 
ტორებზეა აგებული. (4.35)-ის თანახმად დავწერთ 

ძ2, = IV +" ძიძა,  ძ5.ა=I/ ფყე?? ძX) თX1, 

=I/ წეპ33 ძX! ძX?. (4.40) 

«თუ ახლა (4.38) – ორივე მხარეს სკალარულად გავამრავ- 

ლებთ ს;-ზე, (4.40)-ის თანახმად გვექნება ფორმულები: 

ძო,=M თ, ძა, ძა,=M 6C5Iძ:, ძ2>ე=I/ 233 1. ძ>), 

სადაც I, წარმოადგენს ძ2-ს მიმმართველი 1 ორტის კოვარიანტულ 
კომპონენტებს. 

ეს ფორმულები გამოსახავს ” წერტილზე გამავალი საკოორდი- 

ნატო ზედაპირების ელემენტთა ფართობებს ამავე წერტილზე გამა- 

„ვალი ნებისმიერად ორიენტირებული ელემენტის ფართობის საშუა- 

ლებით. 

§ ნ, განაყოფის წესი (თეორემა ტენზორების 

გაყოფის შესახებ) 

დავუბრუნდეთ ახლა ზოგადი თ?" სივრცის შემთხვევას. ამრი- 
გად, ინდექსები მიიღებს 1, 2,...,// მნიშვნელობებს. 

ზემოთ ვნახეთ, რომ ტენზორების ნამრავლი ისევ ტენზორია. 

ახლა დავსვათ შებრუნებული ამოცანა, რომელიც გაყოფის ამოცა- 

ნის ანალოგიურია: თუ ცნობილია, .რრომ რაიმე მატრიცის ტენზორზე 
ნამრავლი ყოველთვის ტენზორია, ისმის კითხვა–-იქნება თუ არა ეს



§ 5) ბანაქოფის წესი (თეორემა ტენზორების ბაქოვის შესახებ) 8! 

მატრიცა ტენზორი? არსებობს ნიშანი რომელიც საშუალებას იძლევა 
ამ კითხვას დადებითი პასუხე გაეცეს. ეს ნიშანი, რომელიც განაყო- 

ფის წესის სახელწოდებას ატარებს, დიდ როლს თამაშობს ტენზო- 
რულ ანალიზსა და მის გამოყენებაში. ჩვენ დავამტკიცებთ ამ წესს ჯერ 

1-ლი და მე-2 რანგის ტენზორებისათვის. 

ვთქვათ, კოორდინატთა ყოველ სისტემაში მოცემულია რაიმე #8, 
(1.0)-მატრიცა %I (0) მოდულიდან. თუ /#',8, შიგა ნამრავლი ინვა- 
რიანტულია 1-ლი რანგის ნებისმიერი კონტრავარიანტული „4! ტენზო- 

რისათვის ძ?1 (§ჩ)-დან, მაშინ 8, 1-ლი რანგის კოვარიანტული ტენზო- 

რი იქნება %I, (6ბა)-დან. 
მართლაც, პირობის თანახმად, თორი ნებისმიერად აღებული 

კოორდინატთა (X»X) და (X?ი) სისტემისათვის გვაქვს 

4” ზ8ზ„.=/4' 8,=/4" L", 8,. (5.1) 

მაშასადამე, (8,-–– 8, I) 4”=0. რადგან პირობის მიხედვით ეს ტო- 
ლობა სრულდება ნებისმიერი კონტრავარიანტული #4! ტენზორისათვის 

თ?! (()-დან, ცხადია, წინა ტოლობიდან მივიღებთ 

8. = 8, LI, 

რაც ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. 

თუ წინასწარ ცნობილია, რომ (5.1) ტოლობაში „8, წარმოადგენს 

1-ლი რანგის ნებისმიერი ტენზორის კომპონენტებს %1(C64)-დან, მაშინ 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 4! 1-ლი რანგის კონტრავარიანტუ- 

ლი ტენზორი იქნება XI (§)-დან. 
ჩამოვაყალიბოთ ახლა განაყოფის წესი მე-2 რანგის ტენზორი- 

სათვის. 

თუ კოორდინატთა ყოველ სისტემაში მოცემულია ძ,, მატრიცა 

91 (§))-დან რომელიც აკმაკოფილებს პირობას, რომ თ,, 74” 8” შიგა 
ნამრავლი ინვარიანტია 1-ლი რანგის ნებისმიერი „4! და ,”" ტენზორე- 

ბისათვის ძ«?1 (§ჩჰ)-დან, მაშინ ძ,, მატრიცა მე-2 რანგის კოვარიანტული 
ტენზორი იქნება. 

მართლაც, პირობის თანახმად, 

თ, #4” 8" =0,, 4' 8"=0,, LI, LX, 4" წ". 
მაშასადამე, 

(ძ,–0,, IX, LL) #' 8" =0. 

6. ი. ვეკუა



გ2 ზობადი ტენზორული ალბებრის საფუძვლები (თავი LII 

–ადგან აქ 4" და 8” 1-ლი რანგის ნებისმიერი ტენზორებია ძ?1 (§))- 

დან, ამიტომ წინა ტოლობიდან გვაქვს 
ჯ 

06, =6,) L", MX, 

რაც ჩვენს დებულებას ამტკიცებს. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ თუ ი" 4, 8, სახის შიგა ნამ- 
რავლი ინვარიანტია 1-ლი რანგის ნებისმიერი #4, და ,18, ტენზორები- 

სათვის «?, (62)-დან, მაშინ ი” მატრიცა მე-2 რანგის კონტრავარიან- 

ტული ტენზორი იქნება. ზუსტად ასევე, თუ ი 4,8" ინვარიანტია 
1-ლი რანგის ნებისმიერი კოვარიანტული #4, და კონტრავარიანტული 

8" ტენზორებისთვის, მაშინ იჯ მატრიცა მე-2 რანგის შერეული ტიპის 
ტენზორი იქნება, 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ სიმეტრიული ი,,=0,, მატრიცისათვის ზე- 
მოთ მოყვანილი ნიშანი სამართლიანია უფრო შერბილებული ფორმით. 

თუ ძ,, 4! 4" ინვარიანტულია 1-ლი რანგის ნებისმიერი კონტრავარიან- 

ტული 4' ტენზორისთვის, მაშინ ი,, მატრიცა მე-2 რანგის სიმეტრიუ- 

ლი კოვარიანტულ. ტენზორი იქნება. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ „1'=8'--C,, სადაც 8' და C' 

წარმოადგენს 1-ლი რანგის ნებისმიერ კონტრავარიანტულ ტენზორებს, 

გვექნება 
თ, 4' 4"=0,, (8'+-C5 (8"4+C" =თ0,, 8' 8"-Lი,, C! C"-+ 

+ძ,, 8' C”"+0,, 8" C". 

რადგან, პირობის თანახმად ძ,, „1! 4", ი,, 8'8" და ი,, C' C"' ინვა- 

რიანტებს წარმოადგენს, ხოლო თძ,,-ს სიმეტრიულობის თვისების გამო 
ძ,, 8' C"=0ძ,კ, 8" CI, ამიტომ წინა ტოლობიდან გვექნება, რომ თ,, 8'C” 
ინვარიანტია. მაგრამ აქ 8” და C” 1-ლი რანგის ნებისმიერი კონტრავა- 

რიანტული ტენზორებია., მაშასადამე, ზემოთ დამტკიცებულის ძალით, 

თ, მატრიცა მე-2 რანგის კოვარიანტულ ტენზორს წარმოადგენს. 
ახლა უკვე შეგვიძლია განაყოფის წესი ჩამოვაქჟალიბოთ ზოგადი 

სახით. 
ვთქვათ, კოორდინატთა ყოველ სისტემაში მოცემულია შემდეგი 

სახის მატრიცა 

I... წ. I ( ც!1 ·.. წ; '/+1 ·-. წი 
1 თ... ჩი ჩ5+1 ..#ე 

რომლის კომპონენტები რაიმე %VI(0) მოდულს ეკუთვნის. ვთქვათ 

(5.2



§ 0 დისპრიმინანტული, შმებრუნებული და ფარდობითია ტენჭორები მვ 

(I) (00) 
1-ლი რანგის ნებისმიერი კოვარიანტული 4, ... 4. და კონტრა- 

(1) (§) 
ვარიანტული ჩნ"... ც": ტენზორებისათვის, შესაბამისად კ (4) 

და ძ?! (§–)-დან. სადაც ”ლ07?, 5-9, 

ხი” .- 
: . . .-. (ლი ი (ი (§) 
–>–>–_.–. . . ” #. ი ს=ძ ( + ·.ჩ 4, 8“..8 

... Mვ M§+1 --· ჩი გ” 

სახის მატრიცა წარმოადგენს (0–/, 0–) ტიპის ტენზორს. მაშინ 

(5.2) მატრიცა (#, 0) ტიპის ტენზორია 9 (9)-დან. 
დამტკიცება აქ წინას ანალოგიურად შეიძლება ჩავატაროთ. 

§ 0. დისკრიმინანტული, შებრუნებული და 

ფარდობითი ტენზორები 

1. დისკრიმინანტული ტენზორები, ეთქვათ, ძი, მე-2 რანგის კო- 

ვარიანტული ტენზორია. X” კოორდინატების სხვა X” კოორდინატებით 

შეცვლისას გვექნება 
0;გ=0/,ს, LV" L+L". (6.1) 

ინდექსები 1, 2,...,/ მნიშვნელობებს ღებულობს. 
დეტერმინანტთა გამრავლების წესს თუ გამოვიყენებთ, მივი- 

ღებთ 

ძCL (თ,,)=(ძCL (LX ”)? ძCI (თ,.,.). (6.2) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ ძი :(0ი,) ნულის ტოლია (შესა 
ბამისად, ნულისაგან განსხვავდება) ერთ ფიქსირებულ კოორდინატთა 
სისტემაში, მაშინ იგი ნულის ტოლია (შესაბამისად, ნულისაგან განსხ- 

ვავდება) სხვა ნებისმიერი სისტემის მიმართაც. ამრიგად, მე-2 რანგის 
ტენზორის ეს თვისება წარმოადგენს ინვარიანტულ (კოორდინატთა სის- 

ტემის არჩევისაგან დამოუკიდებელ) თვისებას. თ=ძ06L(ძ,ც)-ს ვუწოდოთ 

ტენზორის დისკრიმინანტი. ვიტყვით, რომ მე-2 რანგის ძ,, ტენზორი 

განსაკუთრებულია (შესაბამისად, არაგანსაკუთრებული) წერტილში ან 
არეში, თუ ძიL(ძ,) =0 (შესაბამისად, ძი6L(ძ,,) == ე) წერტილში ან 

არეშა. 

დავამტკიცოთ, რომ მატრიცა 

C, ..'=V 9 C, ..;, 02=ძ6L(0,)%0, ,,ჩC(I1,ი), (6.3) '



84 ზობადი ტენზორული ალგებრის საფუძვლები (თავი III 

სადაც Cა.." ლევი-ჩივიტას სიმბოლოა, წარმოადგენს »-ური 

რანგის კოვარიანტულ ტენზორს. X კოორდინატების ახალი Xჯ” კოორ- 
დინატებით შეცვლისას (6.2) და (6.3)-ის თანახმად გვექნება (ვგულისხ- 
მობთ, რომ ორივე სისტემას ერთი და იგივე ორიენტაცია აქვს) 

C,....ც=V9 მ ნ,.(0%-MV ძი (0) C,.. 
(I, 3.44 ა) ფორმულების „გამოყენებით ეს ტოლობა შეგვიძლია შემ- 
დეგნაირად გადავწეროთ 

.......- C; ”»=M/20 ნ გ.ე ხეიახტ ნც, ხეაა.ნბ (6.4) ს.წ ', 

რაც ჩვენს დებულებას ამტკიცებს. 
ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 

ცს ..Mი 7-6 ს... წ , ძ=ძიL(9,) «-0, (6.5) 

მატრიცა M-ური რანგის კონტრავარიანტულ ტენზორს წარმოადგენს. 

რადგან C,, ,, ;, და C"''” ტენზორები მე-2 რანგის ტენზორის დისკ- 
რიმინანტით გამოისახება, ამიტომ მათ დისკრიმინანტული ტენზორები 

ეწოდებათ. ეს ტენზორები ჩვენ მიერ ზემოთ განხილული (§ 4, პუნქტი 4) 
ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის დისკრიმინაზტული C„, და CM" 
ტენზორების განზოგადებებია მრავალგანზომილებიანი სივრცის ”შემთხ- 
ვევისათვის. მათ რიჩისა და ლევი-ჩივიტას ფუნდამენტური ტენზორე- 

ბი ეწოდებათ. 
9, შებრუნებული ტენზორები. დავუშვათ კვლავ, რომ მე-2 რანგის 

ძე, ტენზორი არაგანსაკუთრებულია, 6=ძCI (ძ,,)5-0. განვიხილოთ შებ- 
რუნებული თ” მატრიცა, რომელიც, როგორც ზემოთ ვნახეთ (თავი 1, 
§ 3, პუნქტი 4), აკმაყოფილებს ტოლობებს 

ი,0"=0,,01'=5/. (6.6) 

რადგან X კოორდინატების ახალი X" კოორდინატებით შეცვლისას 

0,,=C0,,/, LV ხI, ბ =ბX Iს. წაერ 

ამიტომ (6.6) განტოლება ღებულობს შემდეგ სახეს: 

ი, 0) 0( იM=ბ/ ხ5, ს”.
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თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს XX” XI -ზე გავამრავლებთ და მხედ- 

ველობაში მივიღებთ (1. 2 ბ) ტოლობებს, მივიღებთ 

ი, ი" =მ# (6.7) 

განტოლებებს, სადაც 

ცე" = II ს" ი"!, (6.8) 

მაგრამ (6.2)-ის თანახმად ძი! (ი „,,) # 0 და, მაშასადამე, განტოლება- 

თა (6.7) სისტემას ერთადერთი ამონახსნი აქვს. იგი გამოისახება (6.8) 

ფორმულით, ეს კი ნიშნავს, რომ ი"! მე-2 რანგის კონტრავარიანტული 

ტენზორია, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

ამრიგად, მე-2 რანგის ყოველი არაგანსაკუთრებული ძ,, კო“ 

ვარიანტული ტენზორისთვის არსებობს მე-2 რანგის 'მებრუნებუ- 

ლი კონტრავარიანტული ი! ტენზორი იცხადია,ას სამართლიანია 
შებრუნებული ,დებულებაც. ურთიერთშებრუნებული არაგანსა- 
კუთრებული ტენზორების დეტერმინანტები დაკავშირებულია ტო- 
ლობით 

ძიL (ძ,,) ძ8L (099) =1. (6.9) 

ე. ფარდობითი ტენზორები, ტენხორულ ანალიზში გვხვდება 
სიდიდეები, რომლებიც კოორდინატთა გარდაქმნისას მრავლდე–- 
ზიან გარდაქმნის ფუნქციონალური დეტერმინანტის (იაკობიანის) 

რაიმე ხარისხზე. ასეთ სიდიდეს, როგორც (6.2) ფორმულა გვიჩვე– 
ნებს, წარმოადგენს, მაგალითად, მე-2 რანგის ნებისმიერი არაგან- 

საკუთრებული ტენზორის დისკრიმინანტი. 

ვამბობთ, რომ 4 ო 4ი, 9)-მატრიცა შეადგენს (2+ძ) რან- 
1" /ი ' 

გის და § რიგის ფარდობით ტენზორს, თუ #V' კოორდინატებიდან 

ჯ“ კოორდინატებზე გადასვლისას იგი გარდაიქმნება შემდეგი ფორ–- 

მულით 

/ტ'--/ყ =(ძ6( (ხM))'4ი “' 0ნ,., ბი 0... MI. (6.10) 
I ჩ--/ი წ 1... ზე 1 ? შ
ე
 

ა-
ი,

 

კოვარიანტული და კონტრავარიანტული ფარდობითი ტენზორები! 
მაგალითებს წარმოადგენს ლევი-ჩივიტას სიმბოლოები. (6.2), (6.4! 

და (6.5) ფორმულების თანახმად ისინი შემდეგნაირად გარდა–- 
იქმნებიან
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C, .„ =|ძლ(X)I6, ...I, ხ....0/ , 
ს "'იჩ 

' (6.10 ა) 

C მ... =Iძი( 75). C ;1... ნ... ხ:. 
1 5 

ამრიგად, C ს... და C წთ წარმოადგეს შესაბამისად 

§=-1 და §=1 რიგის ფარდობით ტენზორებს. ამ ტენზორებს ლევი- 
ჩივიტას სიმკვრივეები ეწოდება. 

§ ?. რიმანის სივრცის ტენზორები 

ტენხორული ალგებრის აგებისას აქამდე არ გამოგვიყენებია 

თ" სივრცის წერტილებს შორის ჩეენთვის ჩვეული მანძილის ცნე– 

ბა. თ9" სივრცის წერტილთა §-მიდამოს განმარტებაში ვიყენებდით 

ევკლიდური მანძილის ცნებას წერტილებს შორის. ახლა განვიხი- 

ლავთ «1 სივრცეთა (მრავალსახეობათა) კლას, რომლებზედაც 
განმარტებული იქნება სივრცის წერტილებს შორის მანძილის გა–- 

მომსახველი ინვარიანტული მეტრიკა. ეს, რა თქმა უნდა, საშუა- 

ლებას მოგვცემს ავაგოთ უფრო შინაარსიანი და "ფაქტებით მდი- 
დარი ტენზორული ანალიზი. 

შემდგომში ვიგულისხმებთ რომ ინდექსები (ყრუ და განუ- 

საზღვრელი) ღებულობს 1, 2,..., LX მნიშვნელობას. 

1. ინვარიანტული მეტრიკა ძ?-ში. რიმანის მრავალსახეობები. 

ქვემოთ ვიხილავთ მრავალსახეობებს ისეთი მეტრიკით, რომელიც 

ორ მახლობელ X და X+ძX წერტილებს შორის მანძილის კვადრატს 

გამოსახავს კოორდინატთა სისტემის «გარდაქმნის მიმართ ინვარიან- 

ტული, დადებითად განსაზღვრული შემდეგი კვადრატული ფორ- 
მით: 

ძიბ=ცყ,, (X) ძX ძ»", (7.1) 

სადაც დ, ნამდვილი სიმეტრიული კვადრატული (MX ”)-მატრიცაა, 
§80ტ=წ.· (7.2 

ამ მატრიცის ელემენტები, საზოგადოდ, წერტილის კოორდინატე- 
ბის ფუნქციებია განაყოფის წესის თანახმად, სიმეტრიულობის 
(7.2) პირობიდან და (7.1) ფორმის ინვარიანტობიდან გამომდინა-
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რეობს, რომ #, წარმოადგენს მე-2 რანგის სიმეტრიულ კოვარიან- 
ტულ ტენზორს. ამას გარდა, (7.1) კვადრატული ფორმის დადები– 
თად განსახღვრულობა ნიშნავს რომ მრავალსახეობის ყოველ 
წერტილში სრულდება (თავი 1, § 5, პ. 3) 

§11 წ)ი 

9წ.1>90, | თა წი >4, – >0 (7.3) 
წი1 629 

  

8»! ნიი 

უტოლობები, რომლებიც (7.1) ფორმის დადებითად განსაზღვრუ- 

ლობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს შეადგენენ ადვილაღ 

დავრწმუნდებით, რომ თუ ეს პირობები შესრულებულია რაიმე 
ფიქსირებულ კოორდინატთა სისტემაში, მაშინ მათ ადგილი აქვთ 

სივრცის ნებისმიერი სხვა პარამეტრიზაციის მიმართაც. ეს უშუეა- 

ლოდ გამომდინარეობს (7.1) კვადრატული ფორმის იხვარიანტო- 

ბიდან. 

მრავალსახეობას, რომელზედაც მეტრიკა განმარტებულია დადე- 
ბითად განსაზღვრული (7.1) კვადრატული ფორმის სახით, რიმანი" 

მრავალსახეობა ან რიმანის M-განზომილებიანი სივრცე ეწოდება. ,» 

ტენზორს რიმანის სივრცის მეტრული ტენზორი ეწო- 

დება. ევკლიდეს /-განზომილებიანი სივრცე რიმანის მრავალსახეობის 

კერძო შემთხვევას წარმოადგენს. მასში არსებობს ისეთი კოორდინატთა 

სისტემა, რომელშიც მეტრული ტენზორის კომპონენტები მუდმივ მნიშვ- 

ნელობებს ღებულობს. მაშინ; როგორც ეს ზემოთ დავამტკიცეთ (თა- 
ვი 1, § 5), (7.1) კვადრატული ფორმა შეიძლება დავიყვანოთ შემდეგ 

სახეზე 

ძ5?=(ძXI)"-+(ძX-)"+ · · - + (ძX")?. (7-4) 

კოორდინატთა შესაბამ სისტემას დეკარტული ვუწოდოთ. ამრიგად, 
ევკლიდეს სივრცეში გლობალურად არსებობს დეკარტის კოორ- 
დინატთა სისტემა. 

რიმანის მრავალსახეობაზე, საზოგადოდ, არ არსებობს კოორ- 

დინატთა გლობალურად დეკარტული სისტემა. მაგრამ მრავალსა– 
ხეობის ფიქსირებული Xჯი- წერტილისთვის ყოველთვის შეიძლება 

აიგოს კოორდინატთა სისტემა, რომლისთვისაც ამ წერტილში მეტ– 

რული კვადრატული წ, ძX ძ»" ფორმა კანონიკურ (7.4) სახეს ღებუ- 
ლობს. შემდგომში ასეთ სისტემას Xა წერტილში ლოკალურად დეკარ– 

ტულს ვუწოდებთ.
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მიუხედავად იმისა, რომ რიმანის მრავალსახეობებზე არ გვაქვს 

გლობალური დეკარტული კოორდინატთა სისტემა, მათზე, (7.!) 
მეტრული კვადრატული ფორმის გამოყენებით, ხერხდება ევკლი- 

დეს გეომეტრიის მრავალი ფაქტის განზოგადება. რიგ შემთხვევა- 
ში ამ განხოგადებებს წმინდა ფორმალური ხასიათი აქვს და ადვი- 
ლად ხორციელდება ტენზორული ანალიზის მეთოდებით. ზოგი- 
ერთ განზოგადებას კი მივყავართ ისეთ ახალ ფაქტებამდე, რომლე– 
ბიც ამჟღავნებენ ევკლიდესა და რიმანის სივრცეებს შორის განსხვა– 

ვებას. ეს განსხვავება ხასიათდება მე-4 რანგის გარკვეული ტენზო- 

რით, რომელიც მეტრული V,, ტენზორით გამოისახება და, რომელსაც 

რიმანის ან სიმრუდის ტენზორი ეწოდება. ევკლიდეს სივრცის შემთხვე- 

ვაში ეს ტენზორი ნულის ტოლია იგივურად (იხ. ქვემოთ, თავი IV, 

§ 3, პუნქტი 8). 

ქვემოთ განსაკუთრებით განიხილება ტენხორული ანალიზი 
რიმანის · ორგანხომილებიანი მრავალსახეობისათვის ასეთი მრა- 

ვგ:ლსაბეობა მიიღება ყოველ შემთხვევაში ლოკალურად, ისეთ 

'ხედაპირებზე, რომლებიც ევკლიდეს სამგანხომილებიან სივრცე- 
შია ჩადგზული. ამ შემთხვევის განხილვა საყურადღებოა. ერთი 

მხრივ იმის გამო, რომ რიმანის მრავალსახეობას ენიჭება მეტისმე– 
ტაღ თვალსაჩინო და რეალური შინაარსი ხოლო მეორე მხრივ, 

ორგანზომილებიანი მრავალსახეობისთვის შექმნილი ტენზორული 

ანალიზის ის აპარატი, რომელიც აიგება თვალსაჩინო გეომეტრიუ- 

ლი წარმოდგენების საფუძეელზე, ადვილად გადაიტანება მრავალ- 

განზომილებიანი შემთხვევისათვის. 

ახლა კვლავ დავუბრუნდეთ ზოგად -- რიმანის „-განხზომილე– 

ბიანი მრავალსახეობის შემთხვევას და ტენხორული ალგებრა შე- 

ვავსოთ იმ ფაქტებით, რომლებიც ემყარებიან სივრცის მეტრიკის 
განხილვას. 

შემდგომში დაგვჭირდება კონტრავარიანტული მეტრული § 

ტენზორის განხილვა, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ დამოკიდე- 

ბულებას: 

I 

ლ, §'წ=წ/,ნ0"=%; (7.5) 

მაშასადამე, ს” წარმოადგენს ლდ, ტენზორის შებრუნებულს. რადგან 
ძCI (თ, 550, ამიტომ დ“ ყოველთვის არსებობს და იგი წარმოადგენს 

მე-2 რანგის კონტრავარიატულ ტენზორს (იხ. § 6, პუნქტი 2). ამას



§ 7) რიმანის სიგრცის ტენზორები 89. 

გარდა, #,, ტენზორის სიმეტრიულობიდან გამომდინარეობს ყ#/ ტენზორის. 

სიმეტრიულობა, ე. ი. 
დთI1= 6M, (7.6), 

ამ ორი ურთიერთშებრუნებული #,, და წ” ტენზორის გა- 
მოყენებით ქვემოთ განგაზოგადებთ ინდექსების ატანისა და ჩამო- 

ტანის ოპერაციებს რიმანის ნებისმიერი მრავალსახეობის შემთხვე– 
ვაში. ამას გარდა, შემოვიყვანთ ტენზორების ეკვივალენტობის ცნე- 
ბას და ზოგადად განვმარტავთ ნებისმიერი რანგის ტენზორს რი- 

მანის მრავალსახეობაზე. 
(6.3) და (6.5)-ის თანახმად რიმანის #-განხომილებიან მრავალ- 

სახეობაზე შეიძლება განვმარტოთ დისკრიმინანტული ტენზორები 

C, ..(,=V § Cი.../ წ=ძ6L(თ,))>>0, (7.7: 

  

 – – (7.8), 

რომლებსაც, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, რიჩი და ლევი-ჩივიტას. 
ფუნდამენტური ტენზორები ეწოდებათ. 

განვახოგადოთ აგრეთვე § 4-ის მე-5 პუნქტში შემოყვანილი: 

კოორდინატთა ძ»X! დიფერენციალების გარე გამრავლების ცნება 
რიმანის ნებისმიერი მრავალსახეობის შემთხვევაში 

ძა" / ძთქი= C წ...” ძე. -.ძჯ" (7.9: 

ფორმულის საშუალებით. მაშინ ინვარიანტული 

ძი=! 0,  , ძა. ./ძ»" (7.10). 
ჩ! 

ფორმულით განვმარტავკთ მოცულობის ელემენტს რიმანის #1-განზო– 

მილებიან მრავალსახქეობაზე. (7.6) და (7.8)-ის თანახმად ეს ფორმუ-. 

ლა ღებულობს სახეს 

ძია =- თ ძX!..-ძX". (7.11) 

(–ჰ სიმრავლის ზომა განემარტოთ ინვარიან ტული ფორ-. 

მულით 

68 §:= ( ძლ= | V დ ძ»!.--ძ»”. (7.12), 
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“90 ზობადი ტენზორული ალბებრის საფუძვლები (თავი III 

“თუ II65§-:=0, მაშინ (ა ნული ზომის სიმრავლეა. 

?. ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციები. როგორც 

(3.13) ფორმულებიდან ჩანს, ევკლიდეს სივრცეში კოვარიანტული 

„კომპონენტებიდან კონტრავარიანტულ კომპონენტებზე გადასვლა 

და პირიქით ფორმალურად ხორციელდება ინდექსების გადაადგი- 
ლების მეშვეობით სათანადო ვერტიკალებზე ქვემოდან ზემოთ და 
ზემოდან ქვემოთ. ამ ოპერაციებს ინდექსთა ატანა და ჩამოტანა 

ეწოდება ისინი ხორციელდებიან მეტრული §,, და #0“! ტენზო- 

რების საშუალებით (3.13) ტოლობებში მოცემული წესების მიხედ–- 

ვით. ჩვენ ახლა ამ ოპერაციებს განვაზოგადებთ რიმანის ნებისმი–- 

ერი განზომილების მრავალსახეობის შემთხვევაში. აღსანიშნავია, 

რომ ტენხორული ანალიზის ამ მნიშვნელოვანი ოპერაციების მი–- 
'თითებული ფორმალიზაცია § 3-ის მე-4 პუნქტში მიღწეულია აღ- 
ნიშვნათა მოხერხებული არჩევით. სახელდობრ, ჩვენ შევთანხმდით 

შევინარჩუნოთ ფუძისეული #4 ასო, რომელიც მიგვითითებს გან- 

სახილველ რეალურ ობიექტზე ––- აღებულ შემთხვევაში ვექტორ- 
ზე, ხოლო მისი კომპონენტების სხვადასხვა ტიპებს ვანსხვავებთ 
ინდექსების მდებარეობით -– კოვარიანნტული კომპონენტების ალ- 
სანიშნავად ფუძისეულ ასოს მიეწერება ქვედა ინდექსები, ხო- 

ლო კონტრავარიანტულის აღსანიშნავად –– ზედა ინდექსები. ამ 
შეთანხმებას ჩვენ შევინარჩუნებთ რიმანის მრავალსახეობის შემ- 
თხვევაშიც. ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციების შე- 
სასრულებლად, ცხადია, მათ შესაძლებლობა უნდა ჰქონდეთ ფუძი- 
სეული ასოს გასწვრივ ვერტიკალზე ქვემოდან ზემოთ ან პირიქით 
გადაადგილდნენ. 1-ლი რანგის ტენზორის შემთხვევაში ეს პირობა 
ავტომატურად სრულდება, რადგან მხოლოდ ერთი ქეედა ან ზედა 
ინდექსი გვაქვს. მაგრამ რამდენიმე ინდექსის შემთხვევაში ეს შე- 

საძლოა ასე არ იყოს; თუ ქვედა და ზედა ინდექსები ერთ ვერტი- 
კალზეა მოთავსებული. ამიტომ ერთზე მაღალი რანგის ტენზორების 

განხილვის დროს უნდა გამოვიყენოთ ინდექსების განლაგების ისე– 
თი წესი, რომელიც მათი ქვემოდან ზემოთ ან პირიქით ვერტიკა- 

ლური გადაადგილების საშუალებას მოგვცემს. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, ყოველი ინდექსისათვის უნდა დავაფიქსიროთ შესაბამისი 

ვერტიკალი. თუ ზემოგანილული #,, #,, წყ, §“ ტენზორების 

აღნიშვნებს გავიხსენებთ, შევნიშნავთ, რომ ეს პირობები დაცულია; 

ყოველი ქვედა (კოვარიანტული) და ყოველი ზედა (კონტრავარიან-



§ 8 რიმანის სივრცის ტენზორები 9! 

ტული) ინდექსის ვერტიკალზე თავისუფალი ადგილია დატოვებუ- 
ლი. მოხერხებულია თავისუფალი ადგილები შეივსოს წერტილე- 
ბით, როცა ქვემოთ და ზემოთ თითო ინდექსი მაინც გვაქვს. სხვა 
შემთხვევაში, როცა ყველა ინდექსი ქვედაა ან ზედაა, წერტილებია 

შეიძლება არ დავსვათ. ინდექსების განლაგების ეს წესი, რომელ– 

საც ქვემოთაც შევინარჩუნებთ ნებისმიერი რანგის ტენზორების- 
თვის, შესაძლებლობას გვაძლევს ინდექსები ვერტიკალის გასწვრივ 
ზემოდან ქვემოთ ან ქვემოდან ზემოთ თავისუფლად გადავაადგი- 
ლოთ სხვა ინდექსების შევიწროების გარეშე. ეს შეთანხმებები არ–- 
სებითია ინდექსთა ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციების ფორმა- 
ლიზაციისათვის. ამასთან შევნიშნოთ, რომ ინდექსთა განლაგების 

ამ წესის აუცილებელი გამოყენება ყოველთვის სავალდებულო არ 
არის. ხშირ შემთხვევებში, როცა ლაპარაკია შერეული ტიპის რაი- 

მე ტენზორზე, შესაძლოა ვისარგებლოთ 4 თლო სახის აღნიშვნით. 

კონტექსტიდან ყოველთვის ცხადი იქნება, როდის არ მივყავარო 

წესიდან ასეთ გადახვევებს გაუგებრობამდე. 

ახლა მოვიყვანთ ზუსტ განმარტებას ინდექსთა ატანის და ჩა- 
მოტანის ოპერაციებისა, რომლებიც ფუნდამენტურ როლს თამაშო– 

ბენ ტენზორულ ანალიზში. ისინი ტენზორის ცნების განზოგადების 

საშუალებას იძლევიან. 
თავდაპირველად განვმარტოთ ინდექსთა ატანისა და ჩამოტა- 

ნის ოპერაციები 1-ლი რანგის ტენზორებისათვის, შემდეგ კი გახ- 
ვაზოგადოთ ისინი ნებისმიერი რანგის ტენზორებისათვის. 

ვთქვათ #7 1-ლი რანგის კოვარიანტული ტენზორია. თუ /,/ ტენ- 
ზორს გავამრავლებთ კონტრავარიანტულ მეტრულ #“ ტენზორზე და 
ინდექსთა ნებისმიერ წყვილს შევკვეცთ, მივიღებთ 1-ლი რანგის კონტ- 

რავარიანტულ ტენზორს (იხ. § 2, პუნქტი) 

4'=V%' #4. (7.13) 

ამრიგად, ეს ოპერაცია 1-ლი რანგის კოვარიანტულ #4, ტენზორს 

გარდაქმნის იმავე რანგის კონტრავარიანტულ #' ტენზორად. თუ ამ 
ოპერაციას ფორმალურად განვიხილავთ, დავინახავთ, რომ მისი გამო- 

ყენების შედეგად ხდება ინდექსის ატანა –– ქვედა, კოვარიანტული, ინ- 
დექსი ადის ზემოთ და, ამრიგად, იქცევა კონტრავარიანტულ ინდექსად. 

აღსანიშნავია, რომ ამ დროს ტენზორის რანგი არ იცვლება.
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ვთქვათ ახლა გვაქვს 1-ლი რანგის კონტრავარიანტული 4! ტენ- 
ზორი. მისი C-ზე გამრავლებით და ინდექსების შეკვეცით მივიღებთ 

1-ლი რანგის კოვარიანტულ ტენზორს 

4,=;,, /!. - (7.14) 

ფორმალურად ჩვენ განვახორციელეთ ზედა ინდექსის” ჩამოტანა 

ქვემოთ, ე. ი. კონტრავარიანტული ინდექსიდან გადავედით კოვა- 
რიანტულზე. როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაშიაც ტენზორის რან- 
გი არ იცვლება. ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ კონტრავარიანტული 

#' ტენზორი მიიღება კოვარიანტული 4, ტენზორისაგან ინდექსის ატა- 
ნის ოპერაციის შედეგად, მაშინ, პირიქით, ,4, მიიღება /4'-გან ინდექსის 

ჩამოტანის ოპერაციით. დასამტკიცებლად უნდა ვისარგებლოთ (7.5) 

ფორმულით. 

ინდექსთა ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციები ადვილად შეიძ- 
ლება განვაზოგადოთ ნებისმიერი რანგის ტენზორებზე. საკმარი- 
სია ამ მიზნით განვიხილოთ მე-2 რანგის ტენზორი მაგალითად, 

თუ გვაქვს მე-2 რანგის კოვარიანტული ი,, ტენზორი, მაშინ ინ–- 

დექსთა ატანის ოპერაციის საშუალებით შეგვიძლია ჰშე-2 რანგის 

შემდეგი ტენზორების აგება: 

ის =ყ/0,, 0+=ყ"M იკ, 0"=ყ7 C"0ძ,,. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ ამ ოთხი თ”,, ძ;!, 0", ი, ტენზორიდან ერთ- 

ერთს თუ გამოსავალად ავიღებთ, დანარჩენი ინდექსების ატანისა და ჩა- 
მოტანის ოპერაციით შეიძლება მივიღოთ, მაგალითად, 

ძ(=ყ' 8, 0)! და ა. შ. 
კერძოთ, თუ ამ ოპერაციებს მეტრულ ჯ#,, და (“ ტენზორებზე 

გამოვიყ ენებთ, მივიღებთ შერეული ტიპის მეტრულ ტენზორს, რომე- 

ლიც 6-ს ემთხვევა: 
=#9' ფა=6ჯ. (7.15) 

უნდა ითქვას, რომ აქ არაა აუცილებელი #M-ს განსხვავება ,'-გან, 
რადგან ისინი ერთმაიეთის ტოლია /„,, ტენზორის სიმეტრიულობის გა- 

მო, იგივე სიტუაცია გვაქვს ნებისმიერი სიმეტრიული ძ,,=ძ,, რი, 

ზორის შემთხვევაშიც. მაშინ ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 0+= 

და, მაშასადამე, შეგვიძლია უბრალოდ მ! დავწეროთ. ზოგად შემთხვევაში 
არასიმეტრიული ტენზორისათვის ი', და 0;', საზოგადოდ, სხვადასხვაა.
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ზ. ტენზორთა ეკვივალენტური კლასები. ტენზორის ზოგადი 

ცნება ახლა შევნიშნოთ, რომ დეკარტის კოორდინატთა სისტემა– 
“ში (7.14) ტოლობები ღებულობს 

4,=/#! (7.16) 
სახეს. ეს გარემება მიგვითითებს, რომ ევკლიდეს სივოცეში კო- 

ვარიანტული და კონტრავარიანტული 4, და 4, ტენზორები, რომ- 

ლებიც (7.14) ტოლობებით არიან დაკავშირებული, არ შეიძლება 
განვიხილოთ როგორც კოორდინატთა სისტემის არჩევისაგან და- 
მოუკიდებელი, განსხვავებული ობიექტები. მართლაც, ასეთ ”შემ–- 
თხვევაში მივიღებდით წინააღმდეგობას, რადგან დეკარტის კოორ- 

დინატთა სისტემაში ვერ აღმოვაჩენდით მათ შორის განსხვავებას. 
სავსებით ანალოგიური სიტუაცია გვაქვს მაღალი რანგის ტენზო- 
რებისათვის, რომლებიც ერთმანეთში გადადიან ინდექსთა ატანისა 

და ჩამოტანის ოპერაციების (ერთჯერადი ან მრავალჯერადი) გამო- 
ყენების შედეგად. ეს გარემოება მიგვითითებს შემდეგი განმარ- 

ტების მიზანშეწონილობაზე. 

ვამბობთ, რომ M-ური რანგის ორი ტენზორი ეკვივალენტურია, 

თუ ერთი მიიღება მეორისაგან ინდექსთა ატანისა და ჩამოტანის 

ოპერაციების (ერთჯირადი ან მრავალჯერადი) გამოყენების შედეგად 
მეტრული Vწ,, და დ' M ტენზორების მეშვეობით. 

„ური რანგის ეკვივალენტური ტენზორე- 

ბის კლასს ი-ური რანგის ტენზორი ეწოდება. 

ამ განმარტების თანახმად, ერთი და იგივე რანგის ტენზორე- 
ბი, რომელთა აღნიშვნებში ერთი და იგივე ფუძისეული ასო მონა–- 

წილეობს, შემდგომში განიხილება როგორც ეკვივალენტური ტენ- 

ზორები, ე. ი. როგორც შესაბამისი რანგის ერთი და იგივე ტენზო– 

რის სხვადასხვა ტიპის კომპონენტები. 
ეკვივალენტური ტენზორების მიმართ მიღებული ეს შეთან- 

ხმება საშუალებას იძლევა ტენზორების შიგა ნამრავლთა გამოსა–- 

ხულებებში ყრუ ინდექსები თავისუფლად გადაადგილდეს შესა- 
ბამის ვერტიკალებზე. მაგალითად ჯ 8,= 4,8”. 0,=0!L. 

თუ # და 8 წარმოადგენს ი რანგის ტენზორებს ელემენტე- 

ბით შესაბამისად % (§)) და 2) (9) მოდულებიდან, მაშინ, როგორც ეს 
ადვილად გამომდინარეობს (2.12) ფორმულიდან, მათი შიგა ნამ– 
რავლი კომუტაციურია: 

#ტ8=88გ. (7.17)
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მართლაც, რადგან ყრუ ინდექსები შეიძლება გადაადგილდეს შესა- 

ბამის ვერტიკალებზე, გვექნება 

–––კჰჟ“–––––_–___ო. 
ს... ი 

ვამბობთ, რომ # ტენზორი ელემენტებით წ (§)-დან იზოტრო- 
პულია X წერტილში, თუ ამ წერტილში 

/7ს/M= #?=0. (7.18) 

ტენზორი იზოტროპულია არეში, თუ იგი ამ არის ყოველ წერ- 

ტილში იზოტროპულია. 

დავამტკიცოთ, რომ ნამდვილი იზოტროპული ტენზორი ნულის 

ტოლია. მართლაც, თუ რაიმე ჯ წერტილში სრულდება (7.18) პი- 

რობა, მაშინ ამ წერტილის მიმართ ლოკალურად დეკარტის კოო“- 
დინატთა სისტემაში (7.16) ·ფორმულის თანახმად გვექნება 

#M (ი=4ა ...:, (9 ქტბოსითო=204, ჯ, (X))”. 
რადგან პირობის თანახმად # ნამდვილი დტენზორია, ამიტომ 

4#4(X)=0, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

ამრიგად, არანულოვან იხოტროპულ ტენზორებს კომპლექ- 
სურმნიშვნელობებიანი კომპონენტები უნდა ჰქონდეს. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ ზემოთ აღნიშნულ შეთანხმე– 

ბებს, როცა ტენზორებზე ვლაპარაკობთ, საკმარისი იქნება მივუთი- 
თოთ მისი ერთი რომელიმე ტიპის კომპონენტებზე. ასე მაგალი–- 

თად, 0,, ტენზორის ქვეშ ვგულისხმობთ მისი ეკვივალენტური მე-2 
რანგის ტენზორების კლასს. მაგრამ ზოგჯერ ტენზორის დასახელე– 

"ბისას მიზანშეწონილია არ მივუთითოთ მისი კომპონენტების ერთ 

რომელიმე სპეციალურ სახეზე ასეთ შემთხვევებში ტენზორს 

აღვნიშნავთ შესაბამისი ფუძისეული ასოს მსხვილი შრიფტით და 

დავასახელებთ მის რანგს. მაგალითად, მე-2 რანგის 8 ტენზორი –– 

ნაცვლად 0,, ტენზორისა. 

§ ვ. ტენზორთა ლოკალურად პილბერტული მოდულები 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით ტენზორული ალგებრის რამდე-: 
ნიმე ზოგად საკითხს თანამედროვე ალგებრისა და ფუნქციონალუ- 
რი ანალიზის ელემენტარული ცნებების გამოყენებით. აქ მოყვა-
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ნილი აგებები შეეხება რიმანის ნებისმიერი #-განზომილებიანი 

სივრცის ტენზორებს, M >> 2. 

1. 7,(2) მოდული. 7, (0) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ  (0)-დან 
ჩ-რანგის ტენზორების სიმრავლე რომლებიც მოცემულია რიმანის 

/M-განზომილებიანი სივრცის რაიმე §ა+ არეში. ჩვენ, საზოგადოდ, განვი- 
ხილავთ კომპლექსურ ტენზორებს, რომლებიც შეიძლება წარმოვადგი- 

ნოთ V=V-LIV სახით. სადაც ს და V ნამდვილი ტენზორებია. შე (4 

სიმრავლე წარმოადგენს წრფივ სივრცეს სკალარების “დე (5) რგოლზე, 

ე. ი- %, (0) წარმოადგენს შა (0) მოდულს. 

ვთქვათ 9, (2) –– #-რანგის ტენხორების სიმრავლე” ელემენტე- 

ბით 1 (0) მოდულიდან სკალარების 7, (9) რგოლზე. ცხადია, 91 „და 

წარმოადგენ“ მოდულს LC> (ლ) რგოლზე. შემდგომში სიმოკლისათვის 

მათ 9%,. (ე) და 9), (ხი) მოდულებს ვუწოდებთ, ვიგულისხმებთ რა,, 

რომ ისინი V,(0) მოდულებია. # რიცხვს წ. (C) და 9), (0) მოდუ-. 

ლების რიგს ვუწოდებთ. 

თუ V=ს-+ILIV Cშ, (6), მაშინ შეუღლებული ტენზორი 

V=ს–IV C წ. (0). 
გარკვეულობისათვის ვიგულისხმებთ, რომ წ. (პა) მოდულის ელე- 

მენტები უწყვეტი ტენზორებია 9 არეში. ჩვენ, როგორც ადრე, ვიგუ- 
ლისხმებთ, რომ ერთი კოორდინატებიდან მეორეზე გადასვლა ხორციელ-- 

დება რაიმე C,, # > 1, კლასის გარდაქმნების საშუალებით. ამიტომ, 

თუ ტენხორი ეკუთვნის C,, კლასსა, 0 <= # <7, ერთ, წებისმიერად 

აღებულ კოორდინატთა სისტემაში, მაში52 იგი იმავე კლასს ეკუთვნის. 

ნებისმიერ სხვა კოორდინატთა სისტემაშიც. 

მაშასადამე, ის რომ ტენზორი. C,, კლასისაა, # =-/, წარმოად-- 

გენს მის ინვარიანტულ თვისებას. თუ L= CC, მაშინ შეიძლება განვი-- 

ხილოთ Cა. კლასის ტენზორები. 

9. ტენზორების ლოკალური სკალარული ნამრავლი. ტენზორის 

ლოკალური ნორმა. ორ ტენზორს შორის კუთხე. შემოვიღოთ ახლა. 

წ. ()-ში ტენხორთა ლოკალური სკალარული ნამრავლი. თუ V=VI+-IV,. 

V”= ს - IV” C9, (9), მაშინ 

(CV, V). => VV = სს +VV I -LI (V0V ––სV) (8.1+
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გამოსახულებას V და V” ტენხორების ლოკალური სკალარული 

ნამრავლი ეწოდება §) არის X წერტილში. აქ წ, VV”, VII, IV” 
აღნიშნავს შესაბამისი ნამდვილი ტენზორების შიგა ნამრავლებს. 

მაგალითად, 

სს/=V(, .., ს ცხო #. (8.2) 

სადაც ინდექსები 1, 2,... , მნიშვნელობებს ღებულობს. 

ქვემოთ ჩვენ განვეხილავთ აგრეთვე #-ლოკალურ სკალარულ ნამ- 

რავლებს. ვთქვათ, V C წ.+,, (0) და V” CV, (0). მაშინ V და V” 

ტენზორების /1-ლოკალური სკალარული ნამრავლი ეწოდება (09, ძ) 

ტიპის 

ით ფლ, ლან .. ჩი MI. 82 
(VV)2=V69V = თ, საა, ი (8.2) 

ტენზორს. როცა 0=4ძ=0, დავწერთ 

(V, V )= V V = თ უი თბ რი. (8.2 ბა ს ...ჩ, 
რაც ტოლფასია (8.1) ტოლობის. 

უნდა აღინიშნოს, რომ (8.2 ა) ფორმულები და, მაშასადამე, (8.2 ბ) 

ინარჩუნებს აზრს, როცა V C 9 ,,, (0) და VI” C 7, (9). 
V C 9, (2) და VV” C წ. (9) ტენზორების ლოკალური სკალარული 

CV., V), ნამრავლი წარმოადგენს სკალარს -– (VV, V),. C 9 (2). ად- 
ვილი შესამოწმებელია, რომ არის ყოველ ჯ წერტილში მას აქვს შემ- 

დეგი თვისებები: 

1 (CV, M)ე.=CV, M). VM, M' Cშ; (9). 

2) C CV, V ),=(CV, VI" )„=(V, CV).; MVV CM, (9), 

VVI C 7, (0), VC=0005L. 

ვ) (V-+V, "V).=(M, M”_).+ (V, VI), IV, V C9%%, (0), 

VV Cშ, (0). 
(CV, V+V/7 =CV, VI), + (V, V1),:  VV C წ, (9), 

MM, V” C 7, (9) 
უ. ი. (V, V-), ორადწრფივი ფორმაა.
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4 თუ MVC7,(9), მაშინ (#, #V)„=სს-+VV 2>>0, ამასთან ტო- 
ლობას ადგილი აქვს მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა V (X)=0, «XC 9. 

არაუარყოფით ფუნქციას 

IVII=I/ CV, V).= (სძ + VV)' მ >0, VV6C9„ი) (8.3) 
V ტენზორის ლოკალური ნორმა ვუწოდოთ. დავამტკიცოთ უტოლობა 

I(CV, VI). ლ! VI. IV I, MVV, V C 7, (9). (8.4) 

ვთქვათ X=ი 6, სადაც ი ნამდვილი მუდმივია, დ =მLC (V, VI). მაშინ 
(V, V).=I(V, V ).I რ, (V”, MV).=(V, V )=I(V, V)>-I6 ი, 

I V-L+2M" I = 6V-+XV”) CV + 2 VI) = V I1+2 ი |(V, V”)- |-+6?) V” I1->0. 
ეს უტოლობა სრულდება ნებისმიერი ნამდვილი ლ-თვის. აქედან 
ერთბაშად გამომდინარეობს (8.4) უტოლობა. 

ახლა დავამტკიცოთ სამკუთხედის უტოლობა 

IMM+V I.<1IMს+IMM” ს VM, V 6შ,(). (8.5) 
მართლაც, (8.4)-ის ძალით გვაქვს უტოლობა 

IV-V” I+= (V, VI)> + (VI, V” )„+(V”, V).+(V”, V)- ლ 

ლIVIL+2IVIL-IM I.-LIMV”I= (I VI +I VI I, 

რომელიც, ცხადია, ტოლფასია (8.5) უტოლობის. 

ამრიგად, დ. (9) მოდულს §ჰ) არის ყოველ წერტილში გააჩნია პჰილ- 

ბერტის სივრცის თვისებები. ამიტომ მას ლოკალურ პჰილბერტულ სივრ- 

ცეს ვუწოდებთ. _ 
ვიტყვით, რომ VI, V” C #7, (90) ტენზორები ორთოგონალურია Xჯ 

წერტილში, თუ 

რ, V”).=>=V VI” =0. (8.6) 
ორთოგონალური ტენზორებისთვის ადგილი აქვს პითაგორას თეო- 

რემას 

სIV+MVI= VII+IV ს; XC VV, " Cშ, (9). (8.7) 

თუ ტენზორი V C წ, (9), მაშინ ყველა მისი იზომერი აგრეთვე წ, (0)-ს 
ეკუთვნის. თუ V ტენზორის იზომერებს (V)-თი აღვნიშნავთ, სკალა- 
რული ნამრავლის განმარტებიდან ვღებულობთ, რომ 

7. ი. ვეკუა
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(ლ, V)=(0 (V), ნ CV ))„; XC9, VV, V 6შ,(0). (8.8) 
აქ იგულისხმება ორივე V და V” ტენზორის ერთი და იმავე ტიპის 

იზომერები. (8.8)-დან გამომდინარეობს, რომ V ტენზორის ნების- 

მიერი –(V) იზომერისათვის გვაქვს 

IVI),=)090(V)ს, XC6), VV C #,. (8.9» 

განვსახღვროთ ახლა ნამდვილ V და V ტენზორებს შორის 
კუთხის კოსინუსი შემდეგი ფორმულით: 

ი§0=- CV VI» XCას VIV, V” Cშ, (თ). (8.10» -7X., 
IMI.IV 

(8.4) უტოლობის თანახმად ცხადია, რომ 

IC050| <1. (8.11» 

(8.89) და (8.9) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ ნამდვილი 
ტენზორების ერთი და იმავე ტიპის იზომეტრული გაოდაქმნისას· 

მათ შორის კუთხე არ იცვლება. სხვანაირად, ყოველი ნამდვილი 

ტენზორული ველის ერთი და იმავე ტიპის გარდაქმნები კონფორ- 

მულია არის ყოველ წერტილში. 
8. ტენზორების წრფივად დამოუკიდებელი სისტემები. 9, (C) 

მოდული სასრულგანზომილებიანია. მისი განზომილება (0-ს ტოლია. 

მართლაც, 9), (0)-ს ეკუთვნის ი რანგის ყოველი ტენზორი, რომელ- 
საც I? კომპონენტი აქვს 9) (§)-დანნ რომლებიც ნებისმიერად შეიძ- 
ლება დავასახელოთ კოორდინატთა ერთ რომელიმე სისტემაში. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ ძIო 91,=//ჩ. 
ვიტყვით, რომ მუდმივების C,, 0ე,..., თ მიმდევრობა არატრივია–- 

ლურია, თუ მათგან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. თუ მუდმი- 

ვების არატრივიალური 6C,..., 6, მიმდევრობისათვის #,,..., #, ტენზო- 

რები 9, (§) მოდულიდან აკმაყოფილებენ 

0, M#1(X)+-...+ CM (X) 920, XCC4, (8.12) 

პირობას, მაშინ ვიტყვით, რომ ტენზორების /#|,,..., #, სისტემა წრფი– 

დამოუკიდებელია ჯ წერტილში. წინააღმდეგ შემთხვევაში იგთ 
წრფივად დამოკიდებულია ამ წერტილში.
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თუ 9. (წ) მოდულიდან ტენზორების /#Vს,...., #, სისტემა წრფი- 

ვად დამოუკიდებელია § არის ყოველ წერტილში, მაშინ ვიტყვით, 

რომ იგი წრფივად დამოუკიდებელია §აჰ-ში. 

თუ #,,..., M, Cშ, (0), მაშინ ტენხზორთა #,,..., #, სისტემის 
წრფივად დამოუკიდებლობისათვის აუცილებელია, რომ # <7”, 

განვიხილოთ მატრიცა 

#,ც=/4,ც(X)=(#,, #ტ,):, ,, ICI1, ჩI. (8.13) 

რადგან (ჩ,, #).=(#,, #,)., ამიტომ გვაქვს: 4ყ=4/ ე. ი. #4/ 
ერმიტული მატრიცაა. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ტენზორების 

M.,..., ##, სისტემა, ჩ <7, V.(9) მოდულიდან წრფივად დამოუკი- 

დებელია X წერტილში მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 

ძი (4,,(XM9) 2320, XC5). (8.14) 

თუ ეს პირობა C არეში ყველგან სრულდება, მაშინ ტენზორების 

#,,..., #, სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია 5-ში. 
თუ #, ტენზორებიდან ერთი მათგანი ნულად იქცევა X წერტილში, 

მაშინ ტენზორი /#,კ,..., #, სისტება, # <7, წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია ამ წერტილში. მართლაც, მამინ (8.14) პირობა არ სრულდება, 
რადგან ძი (4,ე)-ის ერთ-ერთი სტრიქონი ნულად იქცევა. 

4. ტენზორების ორთონორმალური და ბიორთონორმალური სის- 

ტემები. ვიტყვით, რომ ტენზორების #,,..., ს, სისტემა ორთონორმა- 

ლურია ჯ წერტილში, თუ 

(გ, #).=ბკ, ჩ I1CI1, #). (8.15) 
ტენხზორთა #,,... #, სისტემა ო”რთონორმალურია არეში, თუ იგი 
ორთონორმალუ რია არის ყოველ წერტილში. 

ტენზორთა ორთონორმალური სისტემა, ცხადია, წრფივად დამო- 

უკიდებელია (წერტილში, არეში), რადგან ძCL (44,,) =ძ6L (6,,) = 1. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ თუ MC.) სივრცის ტეიზორების #),,..., #, 

სისტემა ორთონორმალურია, მაშინ აუცილებელია, რომ # <=. 71”. 

ტენზორების ნებისმიერი წრფივად დამოუკიდებელი #,..., #4, 

(# = MM) სისტემა 8, (C)-დან შუიძლება ორთონორმირებული გავხა- 

დოთ შმიდტის ორთოგონალიზაციის მეთოდის გამოყენებით. თუ და- 

ვუშვებთ, რომ
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, 

8; 
18)1. 

8, (3297 (8.16) 

სადაც 
(--I 

8:=ჩ,, 8:=#ტ,-- 1?) (ს, ზე 8„, :C(L2, ჩI, (8.17) 
1=1 

ჩვენ გვექნება 7„(ნ 0) მოდულის ტენზორებს ორთონორმალური 
8,,..., 8, სისტემა, (8, 8,)=ბკ. 

ცხადია, რომ §) არის ყოველ ფიქსირებულ X წერტილში 

8,=C, #ე+---+0,M, 6C,9%0, C,=0005L. (8.18) 

ტენზორთა ორ #),..., M, და /),..., " სისტემას შა(9) მო- 

დულიდან ბიორთონორმალური ეწოდება, თუ სრულდება 

(გ, M)„=9%, ;, 1CI1, #I (8.19) 

პირობები. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ტენზორთა ბიორთო- 

ნორმალური სისტემები წრფივად დამოუკიდებელია (თითოეული 

ცალ–ცალკე). მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ 

C1 M.-+ ტ·.. +ი, #,=0, 

მაშინ ამ ტოლობის ორივე ნაწილის #“ზე სკალარული გამრავლებით, 

(8.19)ე-ის თანახმად, გვექნება 0,=0, / CI1, –?), რაც ამტკიცებს ჩვენს 

დებულებას, 
ახლა ჩვენ დავამტკიცოთ, რომ ტენზორთა ყოველი წრფივად და- 

მოუკიდებელი სისტემისათვის არსებობს ბიორთონორმალური სისტემა. 

ვთქვათ, #,,..., #, წარმოადგენს 7, («4 მოდულის ტენზორების 

წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას §+-არეში. ვთქვათ, „4,, (X) ==(/ს,, /",)„. 
მაშინ ძრCL(,,, (X)) 3= 0 §'--ში და, მაშასადამე, არსებობს ერთადერთი 

4” მატრიცა, რომელიც აკმაყოფილებს 
#ი4 I=%, ი 1CIL), 1) (8.20) 

ტოლობებს. დავამტკიცოთ, რომ 4” ერმიტული მატრიცაა: „4! =,4)!, 

თუ (8.20)-ში გადავალთ შეუღლებულ ტოლობაზე და გავითვალისწი- 
ნებთ, რომ #,„=#4#,ფი გვექნება 

#„,4”=ბ! (, ICI1, ჩ). (8.21):
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თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს /#-ზე გავამრავლებთ და ჯ-ს მიმართ 
მოვაზდენთ შეჯამებას, (8.20)-ის ძალით, მივიღებთ 

/#,=/#„, 4! #51= 8. 4”! = /V/, 
რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. ახლა ცხადია, რომ (8.20) ტოლობები, 
რომლებიც (8.21)-ის ტოლფასია, შეიძლება შემდეგი სახით ჩავ- 

წეროთ 

ტ#,, 4,”=ბ%, L, 16Cყ1, #I. (8.22) 
აქედან გვაქვს 

ძი! (4,,) ძ6( (489) =1. (8.23) 

ამ ტოლობაში, ცხადია, # რიგის დეტერმინანტები მონაწილეობს. ამრი- 

გად, #,, და 4” ურთიერთშებრუნებული ერმიტული მატრიცებია. 

განვიხილოთ ახლა ტენზორების 

#MV=/4'”' #.,, !CI1, #I, (8.24) 
სისტემა, ანუ, თუ ამ ტოლობას შევაბრუნებთ, 

ჩ,=4,,„#”, 1CL1, MI. (8·25) 
თუ ახლა (8.24) ფორმულით ვისარგებლებთ, დავწერთ 

(VI, #,ა)=/4'” (ჩუ, #)=/'" 4ი,: 

მაშასადამე, (8.22)-ის თანახმად გვაქვს 

(M,, M)=06, L,1CL1, #), (8.26) 

ე. ი. ტენზორების #,,..., /#ს, და #1,..., #“ სისტემები ბიორთონორ- 

ამრიგად ტენზორთა ყოველი წრფივად დამოუკიდებელი 

#., ..., #, სისტემისათვის %, (ი მოდულიდან, #7”, არსებობს 

ბიორთონორმალური V!,..., M სისტემა. 

ნ. ბაზისებ.· ტენზორის დაშლა ბაზისის მიმართ. რადგან 

ძIთ შ7,= #9, ამიტომ ცხადია, რომ §ჩჯ-არეში ყოველი წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი ტენზორების „4,,...,4,„ სისტემა წ, (0) მოდულიდან შეიძლება ავი- 

ღოთ ამ სივრცის ბაზისად. მაშინ არსებობს ტენზორების ბიორთონორ- 

მალური /!),..., #"” სისტემა, რომელიც აგრეთვე წარმოადგენს 7 (უ 
მოდულის ბაზისს. როგორც ამას ქვემოთ დავინა ავთ, განსაკუთრებით 

მოსახერზებელია ამ ორი ბაზისის ერთდროული განხილვა. ამის გამო
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შევთანხმდეთ, რომ თუ #ს..... #,„ წარმოადგენს 9, (0) მოდულის 

ბაზისს, მაშინ V#!,..., V” ყოველთვის აღნიშნავს ბიორთონორმალურ 

ბაზისს. შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ თუ #„..., ჩაი ორთონორმალური 

ბაზისია შ, (9)-თვის, მაშინ #=-/M,, 1CI1, II. 

ახლა გამოვიყვანოთ სივრცის ბაზისის მიმართ ტენზორის დაშლის 

ფორმულები. ვთქვათ, /#ს,, ..., #რ,ი და #!1,..., #"” შ, ((3 მოდულის 
ბიორთონორმალური ბაზისებია. 

თუ VC ს (0), მაშინ გვაქვს დაშლა 

V (X)=V (X #M,(X, XC5, (8.27) 

სადაც "' წარმოადგენს 9, (0) მოდულის ელემენტებს, რომლებსაც 
”V ტენზორის #,,..., #რ,ი ბაზისის მიმართ დაშლის კოეფიციენტები 
ეწოდებათ, ყრუ ჯ ინდექსი ღებულობს 1, 2,,..,,? მნიშვნელობებს. 

თუ (8.27) ტოლობის ორივე ნაწილს სკალარულად გავამრავლებთ 
 ტენზორებზე, მაშინ (8.26) ფორმულის თანახმად მივიღებთ 

თ! (X=(V, #/),, 7C(1, MI. (8.28) 

მაშასადამე, (8.2) ფორმულას აქვს სახე 

V (X)=(V/, /M). M,(X),, XC5) (!CL1, II. (8.29) 

ანალოგიურად ვღებულობთ 

V/ (X)=V, (X) M (ი, XCV6), (CL1, »M9), (8.30) 

დაშლას, სადაც 

თ, (X =(V,, M),, (LCI1, MI. (8.31) 

მაშასადამე, 

V(CX)=(V, #). /M(X), XC). (8.32) 

თუ (8.28) და (8.31)-ში შევიტანთ შესაბამისად (8.30) და (8.27) 
გამოსახულებებს, მივიღებთ ფორმულებს 

VI, (X)=V, (X) MI (X), 1CL1, #45), (8.33) 
V, (9) =VI (X) 4, (X, I1CI1, #9), (8.34) 

რომლებიც ერთმანეთთან აკავშირებენ I C9ბ,(0) ტენზორის ბიორთო- 
ნორმალური ბაზისების მიმართ დაშლის კოეფიციენტებს. CV-ს V ტენ-
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ზორის კოვარიანტული, ხოლო VI-ს -– კონტრავარიანტული კომპონენ– 
ტები ვუწოდოთ „1,,..., #„ი ბაზისის მიმართ. 

თუ თ, ს ორი ნებისმიერი ტენზორია შესაბამისად 9, (0) და 
7, (0) მოდულებიდან, მაშინ ლოკალური სკალარული წამრავლი გამო- 

ისახება ფორმულით 

(V, V ),=V), (X) VI (X9, (8.35) 

(დაამტკიცეთ!). _ 
თუ #,,...,#რ,ი,” ორთონორმალური ბაზისია %. (() მოდულიდან. 

მაშინ გვექნება ფორმულები 
7 

MVVC0= 3) ი, ჩა„M(ი, VV C 1, (9), (8.36) 
ლ 

(CV, V).= ჯ თ,(X9) თ,(9ი, VV C9%I,(9), V"C7,(0). (8.37) 
24 

§ 9. მულტიპლიკაციური ტენ%ორები, 

შა ((ა) მოდულის ბაზისების აგება 

1. მულტიპლიკაციური ტენზორები და მათი ძირითადი თვისებები. 

ისეთი თ,,..., 2, ტენხორების პირდაპირი ნამრავლი, რომელთა კომ- 

პონენტები C (9)-ს ეკუთვნის, აღვნიშნოთ შემდეგნაირად: 

2=8მ, C9მა...09 მჯ. (9.1) 

ასეთი სახის ტენხორებს მულტიპლიკაციურს ეუწოდებთ, მე, ...,2 

ტენზორები მულტიპლიკაციური 2 ტენხორის თანამამრავლებს წარმო- 

ადგენს. მულტიპლიკაციური ტენზორის კომპონენტები (მაგალითად, 
კოვარიანტული) მისი თანამამრავლთა კომჰონენტების ნამრავლის ტო– 

ლია მათი თანამიმდევრობის რიგის დაცვით. მაგალითად, თუ მე,.+.2% 

ტენხორებია #, (§ჩ–)-დან, მაშინ გვექნება 

= .2 ვეს“. (9.2) 

შევნიშნოთ, რომ ტენზორთა პირდაპირ ნამრავლს აქვს ასოციაციუ“ 
რობის თვისება. მაგალითად, თუ 1<.! <#, მაშინ გვაქვს
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83=(8, ...C9მ,-:) C9 (მ,... 62-3,). (9.3) 

თუ მ,,...,მჯ ტენზორებია შესაბამისად წ,, (9),..., 9,, (9) მო- 
დულებიდაზ, მაშინ (9.1) სახის მულტიპლიკაციურ ტენზორს, რომე- 

ლიც, ცხადია, ზი, +... +», (2) მოდულს ეკუთვნის, ფშ,,...,,, (9) კლა- 
სის ტენხორს ვუწოდებთ. 

მულტიპლიკაციური V ტენზორის თანამამრავლების გადასმით 

მივიღებთ მის რაიმე MC) იზომერს. საზოგადოდ, #(V)56%. 

ადვილი შესამჩნევია აგრეთვე, რომ %,, მ, (ა) კლასის მულ- 

ტიპლიკაციური ტენზორები #-წრფივ ფორმებს წარმოადგენს. თუ 

დ და # ნებისმიერი სკალარებია, ხოლო 3; და მჯ;– 0, რანგის ტენ- 
ზორები, მაშინ გვაქვს 

შე... C92,-, დრ (თ, ვ/,+ ს მე) C0მ2, +)... C0ძთ,.= 

=ფC (მ,...C9 მ,-) 69 მჯC9 მ,+1...C9 მ,) + 

+ 9 (მჯ ...6923,.1C0მ709მ,+) ... C9 მ) (9.4) 

მოვიყვანოთ ახლა მულტიპლიკაციური ტენზორების ზოგი- 
ერთი სხვა თვისება, რომელთა დამტკიცებაც განსაკუთრებულ სირ– 

თულეს არ წარმოადგენს. 

მულტიპლიკაციური ტენზორები არ ქმნის წრფივ მრავალსახე–- 

ობას, მაგრამ. აქვს რიგი მნიშვნელოვანი თვისებებისა რომელთა 

გამო ისინი მეტად სასარგებლო არიან %. (60) სივრცის ბაზისების ასა– 
გებად. თუ 2C წ, ,თო.მ ი, (6) და დ სკალარია V:ე (§)-და, მაშინ, 

ცხადია, დმ C 4, ,..., „, (9), ამასთან დ 2 ნამრავლი ნიშნავს ტენზო- 
რის ერთი (ნებისმიერი) თანამამრავლის გამრავლებას დ სკალარზე. 

მულტიპლიკაციური ტენზორის მ; და მ, თანამამრავლებს მსგავსს. 

ვუწოდებთ, თუ მ,=დმ,, სადაც დ სკალარია. 

მსგავსი თანამამრავლების გადასმით მულტიპლიკაციური ტენ- 
ზორი, ცხადია, არ იცვლება. 

თუ 2=2მ,...692, და ხ=ხ,...60 ხს, წარმოადგენს 7, ,.. ”,(ა 
კლასის ტენზორებს, მაშინ მათი შიგა და ლოკალური: სკალარული 
ნამრავლები შესაბამისად
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8 ხ=(მ, წ.) ... (მჯხ,), (9.5) 

(2, ნ)„=(მ;, ჩხ))„... (2,, ჩ,)., XC9, (9.6) 

ფორმულებით გამოისახება. 

ამრიგად, წას... „ი, (პა) კლასის მულტიპლიკაციური 2 და ხ 

ტენზორების შიგა (სათანადოდ. ლოკალური სკალარული) ნამრავლი 
შესაბამისი თანამამრავლების შიგა (სათანადოდ, ლოკალური სკალარული) 

ნამრავლების ტოლია. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ყ%. „ (0) კლასის თორი აელეეის 

მულტიპლიკაციური ტენზორი ორთოგონალურია მაშინ და მხოლოდ მა– 

შინ, როცა შესაბამისი თანამამრავლებიდან ერთი წყვილი მაინცაა 

ორთოგონალური. ამას გარდა, მულტიპლიკაციური ტენზორი იზოტ– 

როპულია, თუ იზოტროპულია მისი ერთ-ერთი თანამამრავლი. 

თუ VC %I,(6), V C 9, (9), ხოლო # და #” ნებისმიერი ტენ- 
ზორებიას კომპონენტებით “შესაბამისად წ (§) და %ML(9)-დან, მაშინ 

მულტიპლიკაციური 7,169 V) და LM 60 4. ტენზორების შიგა /-ნამრავ- 

ლები და 0-ლოკალური სკალარული ნამრავლები შესაბამისად 

(#8 ირ C645=0V)#C#, დ.7» 
(ი 62 V,, V 60 #”)(0)=CV, V )# 6ბ ჩ” (9.7ბ) 

ფორმულებით გამოისახება. კერძოდ, 

V (V” 69 /M/)= CV VI) #, C.8ა). 
(M 62 VI) VV” = (VV V') #, (9.8ბა 

(V, V” 69 #”)(9 =(V, VI) #”, (9.8გ) 

(4 69 V, V )(00=(V, VI) #. (9.8დ) 

2. მოდულის ბაზისების აგება. ახლა მულტიპლიკაციური ტენზორე-- 

ბის თვისებების გამოყენებით ავაგებთ ნებისმიერი 0 რანგის ტენზორთა 

წე (ა) მოდულების ბაზისებს უფრო დაბალი განზომილების სივრცეე- 
ბის ბაზისების საშუალებით. 

დავამტკიცებთ, რომ თუ #,,...,ტ,იი და 8, ...,5., წარმოად– 

გენს 7,(9) და %, (2) მოდულების ბაზისებს, მაშინ მულტიპლიკაცი– 

ური 

C„=#,02 8,, 1CI1,.ო”), # CL1, უ?), (9.9)
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ტენზორები #9 (თ) მოდულის ბაზისს შეადგენს. აქ ი? წარმოად- 

გენს ?, # წყვილების მიმდევრობის ნომერს, როცა ჯ და # შესაბამისად 
1)... 1, ..., 7 მნიშვნელობებს ღებულობს. მაშასადამე, #2 ღებუ- 

ლობს 1,..., ი”ჩ+9 მნიშვნელობებს. თუ ტენზორების 

C"=MVC0 8", !C|1, იმ), #CI1, იმ), ი#1C(L1I, ,„0+ა) (9.10) 
სისტემას განვეხილა>ვთ, სადაც M” და 8" შესაბამისად /#, და 8,-ს ბიორ- 

თონორმალური ბაზისებია #. (§ა) და %, (პა) მოდულებიდან„ (9.6) 
ფორმულების თანახმად გვექნება : 

(C,, Cე)=(ჩ, #9) (8,, 80=0; 6(=27, (9.11) 

სადაც ი? და I შესაბამისად !, ჩ და §, ” რიცხვითი მიმდევრობების ნომ- 
რებია. ამიტომ C, და C" ტენზორების ' სისტემები ბიორთონორმალურია. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ისინი შ7.ჯ, (0) მოდულის ბაზისებს წარ- 

მოადგნენ, რაც უნდა დაგვიმტკიცებინა, 
ამ დებულებას გააჩნია შემდეგი ცხადი განზოგადება: 

თუ #, „,,.., ჩ, ჩა შესაბამისად %ი, (), ..., %,. (0) მო– 

დულების ბაზისებია,ა სადაც L,...,Iს ინდექსები სათანადოდ 

CLII, I11),...,”, C I1, 712) მნიშვნელობებს ღებულოზენ, მაშინ მულ- 

ტიპლიკაციური ტენზორების 

#:=#, ...C ჩ, , ჯM'==#/ ,.. 6) # (9.12) 

სისტემებიდი სადაც (=M CI, ..., §,.) 9. +-.. +”, (იე) მოდულის 

ბიორთონორმალური ზაზისები იქნება. 

ეთქვათ, მ), ..., მ, და მ), ..., გ?- .7, (2) მოდულის ბიორთო- 

ნორმალული ბაზისებია, მაშინ /-ვექტორების 

#,=მ, ...609მ, , M=2ი ,...692% (9.13) 
სისტემები დ, (() მოდულის ბიორთონორმალურ ბაზისებს წარმოად- 
გენე?. ინდექსები ღებულობს /L, „+. ·წ, მნიშვნელობებს, ხოლო L აღნიშ. 
ნავს რიცხვითი („.,., I» მიმდევრობების სიმრავლის ელემენტის ნო- 

ა» ამ ელემენტების რიცხვ ტოლეა (#ჩ-სი, ამრიგად ( ღებულობს 

1, „.., 7”? მნიშვნელობებს, 

თუ მჯ....სმი» წარმოადგენს შ, (ჩჰ)ჰ სივრცის ორთოგონალურ ბა– 

ზისს, მაშინ, ცხადია, ჩ-ვექტორების (9.13) სისტემა წ. »(=) სივრცის, 

ორთოგონალური ბაზისი იქნება.:



§ 9) მულტიალიკაციური ტენზორები IV 

ამ პუნქტის დასასრულს შევნიშნოთ, რომ რიცხვითი (,,..., 1, 
მიმდევრობების სიმრაკლის ელემენტთა გადანომვრა შეიძლება განვახორ- 
ციელოთ შემდეგი ფორმულის მიხედვით: თუ (=M#%CI,, ... , ",), მაშინ 

ჩი. 

1=' + ი(ს–-1)Cნ... LI, ს -1+ 3, უხ (0, –- 1). (9.14) 
#=I 

8. ტენზორთა ბაზისები ევკლიდეს სამგანზომილებიან სივრცეში. 

“ემოთ ჩეენ განვიხილეთ ევკლიღეს სამგანზომილებიანი სივრცის კოორ- 
დინატთა სისტემის ს, და ჩ” საბაზისო ვექტორები, რომლებიც ვექ- 
ტორ-ფუნქციებს წარმოადგენენ. მათი საშუალებით ახლა შეიძლება აი- 
გოს ბაზისები ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის ნებისმიერი რან- 

გის ტენზორების წარმოსადგენად. 
განვიხილოთ მულტიპლიკაციური ტენზორები 

0... ოჩ დი, ...029, (9.15) 

კოვარიანტული კომპონენტებით 

99% 8, ც'..ო. წ, ი. (9.16) 

მაშასადამე, 9, „..ჯ, წარმოადგენს 20 რანგას ტენზორს შა. (5)-დან. 

ვთქვათ, ს." ი წარმოადგენს ს) XI (§–)-დან ჟე რანგის L) ტენ- 

სორის კონტრავარიანტულ კომპონენტებს. მაშინ დავამტკიცებთ, 

რომ ს ტენზორი 

ს-VL"" "იტ... (9.17) ს. 

სახით წარმოდგება. მართლაც, (9.17) ფაქტიურად იგივეობას წარმო- 

ადგენს, რადგან ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში მონაწილეობს ტენზო- 
რი, რომლის კოვარიანტული კომპონენტებია 

წ... ი _ ” . 

წ წ, 7. 8, ი. ხ,, "ი 

რაც ჩვენს დებულებას ამტკიცებს. 

(90.17) ფორმულა სამართლიანია ყრუ ინდექსების ნებისმიერი 
ვერტიკალური გადაადგილების შემთხვევაში. ასე მაგალითად, (9.17) 
ფორმულა შეიძლება
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ი (9.18) 
ს... 

სახით ჩავწეროთ, სადაც 

ც1. ი ნიი -- დი (9.19 

თუ განვიხილავთ L ტენხორის რაიმე (ს) იხომერს, მის 

წარმოსადგენად შეიძლება ვისარგებლოთ 

ნ0ე)=Vა)'% #C, .. ი) (9.20) 

ფორმულით. მართლაც, თუ # (0)=V' “ი წარმოადგენს ყი. 

ტენზორის იზომერს, მაშინ ყოველი |, ინდექსი რაიმე ჯუ ინდექსის 
ტოლია. (9.17) ფორმულის დახმარებით დავწერთ 

ხ(ე=V''' (9.20») 
MI ·Iი 

მაგრამ, ცხადია, რომ 6. · წარმოადგენს 9... - ტენხორის„ იზო- 

მერს. ამასთან C =მრტ .). ამის გამო (9.20ა) ფორმულა 
ულ” ნვ... ჩი 

(9.20) სახით შეგვიძლია ჩავწეროთ, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

(9.17) და (9.19) ფორმულები, ცხადია, ვექტორული ველების 

(11, 24) ფორმულებს აზოგადებს ევკლიდეს სამგანზომილებიანი 

სივრცის ნებისმიერი ტენზორისათვის 9, (0) მოდულიდან. 

4. (9.17?) ფორმულის განზოგადება რიმანის სივრცის შემთხვევა- 

ში. ახლა განვიხილავთ ისეთ ტენზორებს, რომლებიც შეიძლება გამოვი– 

ყენოთ M?, (2) მოდულის ბაზისებად რიმანის ნებისმიერი /-განზომილე- 
ბიანი სივრცის შემთხვევაში. 

ვთქვათ მ,, ,.., მ, და მ1, ... , 1“ ბიორთონორმალური ბაზისებია 

(> (ნა მოდულიდან. აღვნეშნოთ 

0,=მ, 67. 1C L1, 7II. (9.21ა) 

ამ ტენხორის კოვარიანტული კომპონენტებია 

6,=0,,|0, #C(1, ”|). (9.22) 

თ V პბემხორი: 0, 0) მოდულიდან, მაშინ გვაქვს 

თ! 6,=მჯ61' Vს/= (V/, 8") მა, (9.23)
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სადაც თ,--V”V ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტებია. მაგრამ აშ 

ტოლობის მარჯვენა მხარე, ცხადია, ინვარიანტულია და %1, (9) მოდუ- 
ლის ტენზორს გამოსახავს. თუ ახლა (8.29) ფორმულას მივმართავთ, 
დავინახავთ, რომ (9.23)-ის მარჯვენა მხარე V ტენზორის ტოლია. მაშა– 

სადამე, გვაქვს 
V =VVI0, (9.24ა) 

ფორმულა, რომელიც ნებისმიერ ტენზორს 90, (2) მოდულიდან გა“ 
მოსახავს 0,. 16 I1, 7) ტენხორების საშუალებით. ამ ფორმულაში შე- 
იძლება გადავაადგილოთ ყრუ ინდექსები ზემოდან ქვემოთ და ქვემოდან 

ზემოთ შესაბამის ვერტიკალებზე. მაშინ მივიღებთ ეკვივალენტურ 

V=V,C (9.24ბ) 

ფორმულას, სადაც VI, წარმოადგენს V ტენზორის კოვარიანტულ კომ- 
პონენტებს, ეხტე 

ლ'=2, 8” ”, (9.24ბ) 

ბ, და C/ ტენზორები წარმოადგენს ევკლედეს სივრცის საბაზისო ს, და 

ნ“ ვექტორების ანალოგს. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ 6, ტენზორები ემთხვევა რიმანის სივრ– 

ცის მეტრულ ტენზორებს. 

(9.24 ა) და (9.23) ტოლობების თანახმად გვაქვს 

V=მ, 0” VI. (9.25) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

თ=თ)! შ",თ, (CL1, ”). (9.26) 

რადგან ეს ფორმულა სამართლიანია ნებისმიერი V ტენზორის- 
თვის, ამიტომ, ცხადია, გვაქვს 

#თ,=0თ/ 6",. (9.27) 
, 

ეს ფორმულა (9.21ა) ტოლობებიდანაცც უშუალოდ გამომდინა- 

რეობს. 

ამრიგად, 0, ტენზორის შერეული კომპონენტები სივრცის მეტრუ- 
ლი ტენზორის შერეული კომპონენტების ტოლია. მაშასადამე, ეკვივა- 
ლენტური 0, და C/ ტენხორები რიმანის განსახილველი მრავალსახეობის
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მეტრულ ტენზორს წარმოადგენს. ამიტომ 0, და 6! ტენზორების შიგ> 
ნამრავლისთვის გვაქვს ფორმულა 

C,CI=§9I 9=წ1. (9.28ა) 
ინდექსების ატანითა და ჩამოტანით (9.27) და (9.28 ა)-დან მივი–-. 

ღებთ კიდევ ორ ეკვივალენტურ ფორმულას 

C, 6ხ,=97,,=Cთას, ჯ მ”. (9.28ბ). 

გ! 6/= დ =თ, 0"'!. (9.28გ): 

(9.28, ფორმულები ნათლად გვიჩვენებს, რომ 0, და დ! ტენზო- 

ბი რიმანის მრავალსახეობის შემთხვევისათვის განაზოგადებს ევკ– 

ლიდეს სივრცის საბაზისო წ, და წს ვექტორებს 

(9.28) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ რიმანის სივრცის- 

მეტრული ტენზორი გამოისახება 

C=ი,6ე 3"=გ"ტუგ" (9.29. 

ფორმულით. უნდა აღვნიშნოთ, რომ 77, (60) მოდულის ნებისმიერი: 
2), ..., მგ ბახისისათვის ეს ფორმულა რიმანის მრავალსახეობის ერთი 

და იმავე მეტრულ ტენზორს გვაძლევს. 
ახლა (9.24) ფორმულები განვახოკადოთ რიმანის ნებისმიერ გან– 

ზომილებიანი სივრცის ყოველი # რიგის 91, (0) მოდულების შემთხვე– 

აი ს ხილოთ მულტიპლიკაციური ტენზორი 

-, ..,,=8, ...606, =0,, ...604,) იწV...0 ს. (9.30ა)- 

ამ ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტებია 

/M.9ი 5, ონ, ,ი' 

ახლა ადვილი შესამჩნევია, რომ ნებისმიერი V ტენზორისადვის- 

I, (9)-დან გვაქვს 

8 

V= VI M ბ . (9.31ა), წ 
წარმოდგენა. თუ აქ ყრუ ინდექსებს შესაბამის ვერტიკალებზე გა– 
დავაადგილებთ, მივიღებთ ეკვივალენტურ ფორმულებს. მაგა–- 
ლითად,



§ 10) ლუწი რიბის ტენსორული მოდულები II). 

ჩა. 
V=V, ..,,%' “ ჩ, (9.21ბ) 

თუ ჩეს)» ტენზორის რაიმე იზომერია, მაშინ გვაქვს 

ჩიცი=თ!“ ჩდ, . ს) (9.31გ) 

ფორმულა. (9.13) აღნიშვნების გამოყენებით (9.30 ა) შეგვიძლია 
ჩავწეროთ 

#, 
6, ..I,= 6, -..096; =/ა4 ? ...; (9.30ბ) L "ჩი 7) 

სახითაც. აქედან ჩანს, რომ <6 ..ჩ ტენზორის კოვარიანტული კომ- 

პონენტები გამოისახება ფორმულით 

წი ... ი.ი ნ სწ თლოფონწი “რ 

#” 

ჩ, 

= +, . 
#=1 

აქ ინდექსების ზემოთ ატანით ეკვივალენტურ ფორმულებს მივი- 

ღებთ. 

ამ პუნქტის დასასრულს ამოვწეროთ შემდეგი სასარგებლო 

(9.30ვ) 

ფორმულები, რომლებიც 6... და ას ტენზორების შიგა ნამ-- 

რავლებს გამოსახავენ 

– C/ ... (6 5L ი... 'ი' (ე 32 

§ 10. ლუწი რიგის ტენზორული მოდულები 

1. ტენზორთა გამრავლება ლუწი რიგის მოდულებიდან. შ., (§2– 

რგოლი ერთეულით. ლუწი რიგის 2- (§( მოდულებისათვის შეიძლება 

განიმარტოს მეორე ბინარული ოპერაცია – გამრავლება, რომელიც 

მათ გარდაქმნის რგოლებად ერთეულით. 

თუ ს და VI C 9,.(C), მაშინ თ(6 ს? გამრავლება განვმარ– 
ი 

ტოთ როგორც სI60 V შიგა 0-ნამრავლი. მაშასადამე, 

, – · =წVწ); : 7ნ, ...# (VCV),, _... M – M” (10.1)



2 ზოგადი ტენზორული ალბებრის მოდულეგი (თავი III 

ამრიგად, თუ V, V” C შ,,(2), მაშინ XC” C 7,,(ი). აღვილადღ 
დავრწმუნდებით, რომ თუ V, V”, V C წ. (9), მაშინ სრულდება ტო- 
ლობები , 

V (0 (V CV )=(VCVედ V, (10.2) 

(V + V 1 CV=VCMV-+V CV, (10.3ა) 

VC (ს -L Vე)=V CMV +VCV. (10.3ბ) 

ეს ფორმულები გვიჩვენებს, რომ შაი (ა წარმოადგენს რგოლს. ქვე- 

მოთ დავამტკიცებთ, რომ შე. (0) რგოლს გააჩნია ერთეული. ვთქვათ 

ჩ...., რ#ი- წი (6) მოდულის რაიმე ბაზისია, 

დავამტკიცოთ, რომ 2/ რანგის 

(ი) _ 
ხ=ჩM, იი", ჩCI1,/?), (10.4) 

ტენზორი წარმოადგენს შ,„ (0) რგოლის ერთეულს. 
ამ ტენზორის (ი, 0) ტიპის კომპონენტებს, ცხადია, აქვთ სახე -– 

I. ... უ _ M=/,, 7... ,,4” წო. (10.5) 

ვთქვათ, V ტენზორია 7, (0) მოდულიდან. (8.29) ფორმულის 
თანახმად იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

V=(V, M5 #,=#/, უქ" ს ... ჩი CV =. ჩი. (10.6) 

სახით. აქედან გამომდინარეობს, რომ ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები აკმაყოფილებენ ტოლობებს 

ჩ, LL... 

დ, რისა რ ჩხ. (10.7) 
-რადგან ამ ტოლობას ადგილი აქვს ნებისმიერი V ტენზორისათვის, 

ამიტომ მისგან (10.5)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

ნს ;4 
I1+... 'ი 

I –კჩ, (ი... წი. 
წ=4.), 4 7 = წ/...6/ჩ (10.8ა 

(10.8 ა) ტოლობებში ინდექსების ატანით და ჩამოტანით მივიღებთ 

კიდევ ორ ეკვივალენტურ ფორმულას 
ჩ, ს... 

LI... ის -· =4,, /... /.4 1 7=წI,ს .. წი! (10.8ბ)
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8" .5-%-/, I ქრ სი ს თი, (10.8გ) 

(ი) – 
დავამტკიცოთ ახლა, რომ 8 წარმოადგენს წ, (ა) რგოლის ერთეულს. 

ამისათვის უნდა დავადგინოთ, რომ, თუ V C წია, (5ჩ–), მაშინ სრულდება 

“რ) (#) 
VC)ნ=6C250V=V (10.9) 

ტოლობები. 

მართლაც, (10.1) და (10.8 ა)-ს თანახმად გვაქეს 

(თ) ჩ # 
ავღ-__-- .– 

წ); .· · · 
=რCრ/..მი1 -··Iი' 

(ა –” 
(CM), ... I, ../, ი წი #7 M%, ჩის...” “რი 

=%I ჩიჩ .-· ი: 

ეს ტოლობები, ცხადია, ამტკიცებს (10.90 ფორმულას. 

ამრიგად, 6, (9) მოდულის ნებისმიერი #,,..., #,„ ბაზისისათვის 

(10.4) ფორმულა გაზოსახავს 7. (9) რგოლის ერთეულს. ახლა დავამტ- 
(ი) 

კიცებთ, რომ 8 ტენზორი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

6-9, სართ. (10.1თ 

სახით, სადაც ბი... და 6ს ·--წი მულტიპლიკაკიური ტენზორებია, 

რომლებიც (9.30ბ) ფორმულებით გამოისახებიან შ. (თ) მოდულის ნე- 

ბისმიერი /,,..., 4” ბაზისის საშუალებით. 
%, „ლი! ჯამი, ცხადია, ინვარიანტულია კოორდინატთა 

გარდაქმნის მიმართ და, მაშასადამე, იგი გამოსახავს 202 რანგის ტენ- 

(0) 
ზორს, ახლა დასამტკიცებელი დაგვრჩა, რომ ეს ტენზორი 6-ს ტოლია. 

როგორც ეს მე-9 პარაგრაფის მე-4 პუნქტში იყო დამტკიცებული, 

მულტიპლიკაციური 6,7, ...„, და ი5 ·'ჩ” ტენზორების კოვარიანტული 
და კონტრავარიანტული კომპონენტები შესაბამისად 

8. ი. ვეკუა
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L; : 
8,6 ·-. ნ, და § )!! გი) 

წამრავლების ტოლია. მაშასადამე, ინვარიანტული ბ, ... ,,C ცჩ თ.გ 

ჯამის კომპონენტები შემდეგნაირად გამოისახება 
LI 

ოლე“ ჩ-M/= დ „.. 6 

ეს კი (10.8 ა)-ს საფუძველზე ამტკიცებს (10.10) ტოლობის სამარ– 

თლიანობას. 

2. %,, (ე ალგებრა. ახლა ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ V.,, (>» 
რგოლი ბანახის ალგებრას წარმოადგენს. უნდა დამტკიცდეს, რომ' 

ორი ნებისმიერი V, და "” ტენზორისთვის V,, (ნ) მოდულიდან. 
სრულდება უტოლობა 

IC <IV.IM ს.  X6C9. (10.11) 
ჩვენ დავამტკიცებთ უფრო ზოგად თეორემას, რომლიდანაც (10.11) 

უტოლობა მიიღება როგორც კერძო შემთხეევა. 

ვთქვათ # და 8 "შესაბამისად %,.+, (აპ და 7.., (უა სივრცის. 
ტენზორებია. განვიხილოთ მათი #-ნამრავლი 

ს, ... ჩ, ,„ 

(# C2. 8, =/ს, სას... 6 ჩა. /კ (10.12) 

დავამტკიცოთ, რომ სრულდება უტოლობა 

'ზი ვ---Iი 

, 

IMტC8),ლ)#I.I 81, XC5). (10.13). 

ამ უტოლობის მარჯვენა და მარცხენა მხარეებში მონაწილეობს ინ–- 

ქარიანტული გამოსახულებები. ამიტომ საკმარისია დამტკიცდეს, 
რომ უტოლობას ადგილი აქვს მრავალსახეობის ყოველ წერტილ- 

ში ლოკალურად დეკარტულ კოორდინატთა სისტემის მიმართ. 

ვთქვათ Xჯ მრავალსახეობის ფიქსირებული წერტილია. განვი- 

ხილოთ ლოკალურად დეკარტული კოორდინატთა სისტემა რომ- 

ლის მიმართაც შესრულებულია პირობები 

(C,)).=85,,, (10. 13ა»
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მაშინ (თ I),=ბ“ და, მაშასადამე, ნებისმიერი ტენზორის ყველა: ტიპის 

კომპონენტები # წერტილში ერთი და იგივეა. ამიტომ (10.12) ფორ- 
მულა X წერტილში მიიღებს 

ჩი” 

,” იე 

(ს 0 8)ცე= > 4,, 8. 

სახეს, სადაც წ = M4 (6ი,..., სე), /)= M9მ (,,,...,I) ამრიგად, 
(CI1, IM”), 7C(I1, „I. ამის შთ ბეაშვს 

(#6081= აფ) «ა 2) 2. დ 4, 8, L (10.14) 
1(= I რ“ ი 

კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობის გამოყენებით (იხ. II თავი, § 3, 

მე-4 პუნქტი) დავწერთ 

2 C 9 რ ? 

< 214) 21 
#=!1 #=1 

„” 

I ბე 4.8» 
#=1 

ამ უტოლობის თანახმად (10.14)-დან ვღებულობთ 

ი „კ „ 

ასსა. +“) #-1 1=1 #=1 
მაგრამ ლოკალურად დეკარტული კოორდინატთა სისტემის მიმართ 

ნებისმიერი # C 9 „კ, (0) ტენზორისთვის გვაქვს 
„V?ი ” 

| რაა წერ... გოროზი = ჯ 2) (ტი ' 
' (==) #=1 

ამის გამო (10.15) უტოლობა შეიძლება შემდეგნაირად ჩავწეროთ 

(46:28): <I 4II 811. 

    

     

აქედან მაშინვე გამომდინარეობს (10.13) უტოლობა. ამრიგად, ად- 
გილი აქვს (10.11) უტოლობასაც მაშასადამე, დადგინდა რომ 

7,» (§) ალგებრას წარმოადგენს.
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8. მულტიპლიკაციური M.. ჯგუფი. გთქვათ VC%., (ჩა. აღვ- 

ნიშნოთ 

ს--ე). · თV,=VCთ, I 

სადავ L= M%L), ა.ა. 1), ” = M%V#,, ა...” ჩე). ცხადია, L,M C II, „I. 

დავამტკიცოთ, რომ „? რიგის 

ძCL (VI-) =ძ (VI) (10.17) 

დეტერმინანტი სკალარს წარმოადგენს. 
მართლაც, ერთი კოორდინატების მეორით შეცვლისას, გვაქვს 

L ჩ. ...# ... ჩი ოჩ (აჩ აჩ (რეგ «ხი 0ყ...0(. (10.18 თ'=V 7=VთV 
ააა ჩ...წი 

ეს ფორმულა შეიძლება ჩავწეროთ 

თI= თი? 2; IX (10.18ა) 

სახით, სადაც 

| =ხი ...0%, 8=“-#.. „ნ. (10.18ბ) 

მაშასადამე, (, ” და #, /”” ღებულობს 1,..., „” მნიშვნელობებს, 

თუ ახლა დეტერმინანტების გამრავლების წესს გამოვიყენებთ, 

დავწერთ 

ძიL (თ = ძი (თ ) ძ6L (6) ძ6L (8). (10.19 

მაგრამ, ცხადია, 

ს. შს -ხ: ი. ... 0, ხე < 88... შენ ბ.. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ძიL (81) ძიL (0; )=ძიL (8/ 8.)=ძიL(60=1. 

ამიტომ (10.19) ფორმულა ღებულობს 

ძ CV) =ძიL (95 =ძიL(თ-) (10.19ა) 

სახეს, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა.
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ამრიგად, ძ(V) წარმოადგენს ა (ა) ალგებრის V ტენზო“ 
რის ინვარიანტულ მახასიათებელს. 

ახლა დავამტკიცოთ ფორმულა 

ძ(VCM )=ძ(VM) ძ(V!), V, V C7., (>. (10.2თ 

მართლაც, 

»რCM =თ, კე ოჩთ ჩხ, 0 => VI თ. 

აქედან დეტერმინანტთა გამრავლების წესის გამოყენებით მაშინვე 

გღებულობთ (10.20) ფორმულას. 

ვთქვათ ძ (V) 5- 0. დავამტკიცოთ, რომ არსებობს შებრუნებული 

V- I C9., (0) ტენზორი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

(7) 

V CV I=V 1 CIV= ნ. (10.21) 

განვიხილოთ განტოლებათა 

თ, ... ცა --.ჩი თ. 8 , ·.·Iი= ლს. .. (10.22ა) 

სისტემა, რომელიც შეიძლება ჩავწეროთ 

10 = 9 (10.22ბ) 

სახით, სადაც (=IMმ (7, ...,!,), 1 C M%I/,, .... 1,), ხოლო ჩ ყრუ ინ- 

დექსი ღებულობს 1, .,., I? მნიშვნელობებს. რადგან ძ6L (VI>) = ძ(VV)5-0, 

ამიტომ განტოლებათა (10.22ბ) სისტემას გააჩნია ერთადერთი CM ამო- 

ნახსნი დავამტკიცოთ, რომ CI წარმოადგენს 20 რანგის ტენზორს. 

ამაში დავრწმუნდებით, თუ შევნიშნავთ, რომ ერთი კოორდინატების 
მეორით შეცვლისას განტოლებათა (10.22ბ) სისტემა გადადის შემდეგი 

სახის ახალ 

თი დ9 = თ, (10.23) 

სისტემაში, სადაც 

თ =Vთ XC »". (10.24) 

მაგრამ (10.19)-ის თანახმად ძი( დ) =ძ(V)5=50 სდა განტოლებათა
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(10.23) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. რა თქმა უნდა, ესაა 
(10.24) გამოსახულება. მაგრამ (10.24) შეიძლება (10.18)-ის სახით 
ჩავწეროთ- ეს გვიჩვეხებს რომ განტოლებათა (10.22ა) სისტემის 

ი... . შა “ი ამონახსნი წარმოადგენს (#0, 0)-ტიპის ტენზორს. 

(10.22 ა, გამოსახულება ახლა შეიძლება შემდეგი სახით ჩავ- 

წეროთ 

(ჩ) 
VV 69 Vმ= LC. 

თუ ამ ტოლობას მარჯვნიდან გავამრავლებთ ( შ,ე (9) ალგებრის აზრით) 
V-ზე, (10.2) და (10.9)-ის თანახმად დავწერთ : 

(ი) (0) 
(V 69V9) §2VV = V69(VV/მ§9V/) = C C9)V/ =V C2 6. 

აქედან გვაქვს 
(0) 

V.59CV9§9V/–– 6) =0. 

რადგან ძ4(V)5-0, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიდან 

ჩ) 
V/მC2)VV = C 

ამრიგად, Vსმ ტენზორი აკმაყოფილებს (10.21) პირობებს. მაშასადა– 
მე, თუ ძV=+-0, მაშინ «V ტენზორს გააჩნია შებრუნებული V-I=V9ს, 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

VC წ.. (ი) ტენზორს არაგანსაკუთრებული ვუწოდოთ X წერ–- 
ტილში, თუ ძ(V)55 0 ამ წერტილში. თუ ეს პირობა მთელს §3ა არეში 

სრულდება, მაშინ ტენზორს §) არეში არაგანსაკუთრებული ეწოდება. 

თუ ძ (V)5-0, მაშინ (10.21)-დჯან გამომდინარეობს, რომ 

ძ(V) ძ(V-1) =1. (10.25) 

ვთქვათ /M,, არაგანსაკუთრებული ტენზორების სიმრავლეა წ.» (§ჩ–3)-დან, 

მათთვის სრულდება პირობა 

ძ (V) 550. (10.26) 

თუ VI და M' 6 /M,,, მაშინ V >V C Mა,, რადგან (10.20) ფორ- 
მულის თანახმად 

ძ(V68V") =ძ (VI) ძ (V) % 0-



§ 10) ლუწი რიბის ტენზორულე მოდულები 119 

ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ /, მულტიპლიკაციურ ჯგუფს 
ი 

წარმოადგენს. მისი ერთეული, ცხადია, წ ტენზორია. 

/M-, ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი შეიძლება გამოვიყენოთ რიმანის 
/-განზომილებიანი სივრცის 9, (2) მოდულის ტენზორების წარმოსად- 

გენად. 

ვთქვათ X C /M,,. მაშინ ნებისმიერი V ტენზორისათვის 9, (C0)-დან 

შეგვიძლია დავწეროთ 
–ჩ 

V =VC=X==VX (10.27ა) 

ფორმულა, სადაც 

–_ ? 
V=VX"1=>=VC0X 1 (10-.27ბ) 

ან 

– ჩ -, 
V = XV ==XC9VI, (10,27გ) 

სადაც 

– ი 
V = X”1CეV = XIV. (10.27დ) 

საზოგადოდ, XV ან VX სახის ნამრავლები, სადაც X Cშ%/, (5), 
ხოლო V C 9, (0), ახორციელებს 1, (92) –> 91, (62) ასახვებს. მაშასა- 
დამე, ისინი 9, (მ) მოდულის ენდომორფიზმებს, წარმოადგენეს. თუ 

X C /M-,, მაშინ ეს ასახვები ავტომორფიზმებია. 

4. 50 რანგის ტენზორის საკუთრივი მნიშვნელობა. ახლა დავ– 

სვათ შემდეგი ამოცანა: 

ვთქვათ # რაიმე ტენზორია წა, (უა ალგებრიდან6. გვიპოვოთ 

წ. (-) მოდულიდან ყველა V ტენზორი, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

/#VV = XV (10.28) 

სახის განტოლებას, სადაც 7». სკალარია. 

(10.28) ამოცანას ყოველთვის აქვს ტრივიალური V=0 ამო- 
ნახსნი. შემდგომში (10.28) ამოცანის ამონახსნის ქვეშ მხედველო- 
ბაში გვექნება მხოლოდ არატრივიალური V5-0 ამონახსნები. ჩეე- 

ნი მიზანია შევისწავლოთ (10.28) ამოცანის არატრივიალურ ამო- 

ნახსნთა არსებობის პირობები და ვუჩვენოთ მათი აგების ხერხები. 

ვთქვთ რაიმე » _სკალარისთვის (10.22?) ამოცანას აქვს 

”V Cშ7, (0) ამონახსნი. მაშინ X-ს ეწოდება # ტენზორის საკუთრივი
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მნიშვნელობა, ხოლო V-ს ––) საკუთრივი მნიშვნელობის შესაბამისი 
საკუთრივი ტენზორი. 

თუ V (10.28) განტოლების ამონახსნია რაიმე 7, სკალარის- 
თვის, მაშინ დV, სადაც დ ნებისმიერი სკალარია, აგრეთვე მისი 
ამონახსნი იქნება. ყოველთვის შეიძლება დ სკალარის ისე შერჩე- 
ვა, რომ სრულდებოდეს 

IდV % 1, V. C9 

პირობა. ამისათვის საკმარისია დავუშვათ, რომ 

დ=(IMVI,)“!. (10.29 
ამრიგად, (10.28) განტოლების ამონახსნის ნორმირება 

IVI.=1, X»XCC (10.29ა) 

პირობით ყოველთვისაა შესაძლებელი. შემდგომში მხედველობაში 

გვექნება (10.28) ამოცანის, სახელდობრ, ნორმირებული ამონახს–- 

ნები. 

თუ 2. საკუთრივი მნიშვნელობისთვის (10.28) ამოცანას წრფივად 

დამოუკიდებელი VI,,...,V/, ამონახსნები აქვს, მაშინ ძათი დ,V,-L...-+დ,V, 

წოფივი კომბინაცია, სადაც დ),,... , დ, ნებისმიერი სკალარებია, აგრეთვე 

ამონახსნს წარმოადგენს. შესაძლებელია ამ ამონახსსთა ორთონორმირე- 

ბა და, მაშასადამე, ჩავთვალოთ, რომ სრულდება 

CV, Mა=ბ 00.30) 
პირობები. 

ვთქვათ V (10.28) ამოცანის ამონახსნია რაიმე # საკუთრივი 
მნიშვნელობისთვის. თუ (10.28) განტოლების ორივე მხარეს გავამ- 

რავგლებთ? შეუღლებულ V ტენზორზე და მხედველობაში მივიღებთ 
(10.29 ა) პირობას, გვექნება 

2= VIMV => #0) 1 «% 48... ჩ, -.. ჩი ცი ჩი (10.31) 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე, ცხადია, ინვარიანტია კოორდინატთა გარ- 

დაქმნის მიმართ. მაშასადამე, #CV,, (2) ტენზორის ყოველი საკუთრი– 
ვი მნიშვნელობა, თუ ასეთი არსებობს, სკალარს წარმოადგენს. 

? გახსენებთ, რომ გამრავლების ქვეშ ვგულისხმობთ შიგა ი-ნამრავლს.
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(ი) () 
თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ V=LსC)V == სV, (10.28) 

განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ 

(ი) 
(ს –– X6)#V=0 (10.32) 

სახით. ეს ტოლობა 

(ი) 
(რც... ებო ჩ 2 ჩი, IM ეთ ..,=0  (10.32ა). 

ან 
ი? 

ლ). - . 
ჯ, (4”–– 2.90 თ,=0, 1C (1, MI (10.32ბ) 

#== 

სახით შეიძლება ჩავწეროთ. აქედან გამომდინარეობს, რომ უკა- 

ნასკნელ განტოლებას არატრივიალური ამონახსნი ექნება მხოლოდ 

იმ შემთხვევაში, როცა სრულდება 

(დ) 
ძ(ე(ს–X6ნCნ)=0 (10.33)- 

პირობა. როგორც ზემოთ დავამტკიცეთ, ეს ტოლობა კოორდინატ- 
თა გარდაქმნის მიმართ ინვარიანტულია. ცხადია, 

(ი) 
ძ(MსM-–7.6) ==ძნ( (4#–28%9 

წარმოადგენს #8 რიგის დეტერმინანტს. ამიტომ, თუ (10.33) ტოლობას · 

გაშლილი სახით ჩავწერთ, მივიღებთ #0 ხარისხის ალგებრულ 

„ნ--I ჩი, XL ... + ძეი=0 (10.34) 

განტოლებას, სადაც თ, ,..,, 0 „ სკალარებია, ამასთან 

თ ა=ძ6L(4)=ძ(%), !, ჩCL1, ი”). (10.35) 

თუ ძ(4#)5-60, მაშინ (10.34) განტოლებას ნულის ტოლი ფესვები 

არ გააჩნია, სხვაგვარად რომ ვთქვათ, თუ # C M.,, მაშინ მისი ყვე– 

ლა საკუთრივი მნიშვნელობა ნულისგან განსხვავებულია. თუკი: 
ძ(4)=0, მაშინ (10.34) განტოლებას ნულის ტოლი ერთი ფესვი 

მაინც აქვს. მაგრამ, უნდა აღვნიშნოთ, რადგან # ტენზორი იგივუ– 
რი ნული არ არის, ამიტომ (10.34) განტოლებას მუდამ აქვს არა–.
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ნულოვანი ფესვები, ე. ი. # ტენზორს ყოველთვის გააჩნია. არა- 

ნულოვანი საკუთრივი მნიშვნელობები. 

ვთქვათ ძ (M) 550 და 7) ,..., ჯ»,„/ (10.34) განტოლების ფესვებია. 

„ცხადია, ყველა 2, 550. მათ შორის ზოგიერთი (ან ყველა) შეიძლება 

-იყოს ჯერადი. მაგრამ, ჩვეულებრივ, ალგებრული განტოლების ყოველი 
ფესვი იმდენჯერ მეორდება, რასაც მისი ჯერადობა უდრის. საზოგადოდ, 

(10.34) განტოლების ფესვები კომპლექსურ მნიშვნელობებს ღებულობს- 
თუ 71 (10.34) განტოლების # ჯერადობის ფესვია, # <-/I, მაშინ ერთ- 
გვაროვან განტოლებათა (10.32ბ) სისტემას # წოფიეად დამოუკიდებე- 

-ლი VI, ..., V, ამონახსნი გააჩნია, შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ისინი 

წ. (§) სივრცის ტენზორებს წარმოადგენენ. ეს ადვილად გამომდინა- 
რეობს (10.32) განტოლების ინვარიანტულობიდან კოორდინატთა გარ- 

„დაქმნის მიმართ. რადგან » ინვარიანტია და (10.34) განტოლების /#/ 
ჯერადი ფესვი, ამიტომ განტოლებათა (10.32) სისტემას ნებისმიერ 
კოორდინატთა სისტემის მიმართ ზუსტად # წრფივად დამოუკიდებელე 
„ამონახსნი აქვს. თუ 9, წ წე, თთა, ს ..ჩ განტოლებათა (10. 32ა) 

"სისტემის ამონახსნებია X კოორდინატების მიმართ, მაშინ რაიმე სხვა 

ჯ” კოორდინატებში გარდაქმნილი სისტემის ამონახსნები იქნება 

თ, ი...Iე=9, 6... ხი... 0 M, 1CI1, ჩI (10.36) 

'ტენზორები. რადგან VI; ს...” პირობის თანახმად წრფივად დამოუკი- 

დებელია, ამიტომ (10.36:-დ-ნნ ადვილად გამომდინარეობს, რომ 

ხი, ა, (რია, მ, ი. /ე აგრეთვე წრფივად დამოუკიდებელი იქნე- 
ბა. მაშასადამე, ეს ტენხზორები (10.32) სისტემის # წრფივად დამოუ- 
კიდებელ ამონახსნებს წარმოადგენს კოორდინატთა ახალ სისტემაში. 

ამრიგად, დადგინდა, რომ ერთგვაროვან (10.32) განტოლებას #? ჯე- 

რადობის ყოველე 2 საკუთრივი მნიშვეელობისთვის აქვს # წრფივად 

დამოუკიდებელი VI, ... , V, ამონახსნი და ყველა ისინი 26. სივრცის 

ტენზორებს წარმოადგენს. ამონახსნთა ეს სისტემა როგორც ზემოთ 

ითქვა, ორთონოომირებულად შეექლება ჩავთვალოთ. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ თუ 7, და 7/ (10.28) ამოცანის ორი 

განსხვავებული საკუთრივი მნიშვნელობაა, მაშინ მათი შესაბამისი 

«რორი ნებისმიერი V და V. ტენზორი წრფივად დამოუკიდებელია.
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წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩვენ გვექნებოდა V=დV/, სადაც დ სკა–- 
ლარია. მაშინ მივიღებდით 

XV/ = /4V/ = დ/სV/' = დ). V/ = 7 VI. 

რადგან V5-0, აქედან გვექნება #»=71, ეს კი ეწინააღმდეგება დაშ– 

ვებას. ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

ამრიგად (10.34) განტოლების 2,,..., X„ი ფესვება (და მხოლოდ 
ისინი) წარმოადგენს # ტენზორის საკუთრივ მნიშვნელობებს. მათ შე- 
ესაბამებათ #” საკუთრივი ტენზორები -– V/,, ..., V,9, რომლებიც წრფი- 

ვად დამოუკიდებელნი და ნორმირებულხნი არიან. ტენზორთა ეს სისტე- 

მა, საზოგადოდ, ორთოგონალური არაა, მაგრამ მისი ყოველი ქვესის- 

ტემა, რომელიც შედგება რომელემე ჯერადი საკუთრივი მნიშვნელობის 
შესაბამისი საკუთრივი ტენზორებისაგან ორთონორმალურია. _ 

ნ. 50 რანგის ტენზორის დაყვანა მთავარ ღერძებზე. „ს C #95 ,(5) 

ტენზორის საკუთრავი ტენზორების V,, ..., V,ი სისტემა, ცხადია, 

%, (() მოდულის ბაზისს შეადგენს. ამიტომ 

V,C0-V,, !, 76C(1, 7?) (10.37) 

სახის მულტიპლიკაციური ტენზორები შეადგენს შა, (ნ) ალგებრის 

ბაზისს. ამის გამო ყოველი / ტენზორი წ, ((4-დან შეიძლება წარმო- 

ვადგინოთ 
#M=/!,V,60V-, !, #CLI, MI (10.38) 

სახით. თუ #-ს ამ გამოსახულებას 

#V, =#/ V, 1CI1, MI, 

განტოლებაში შევიტანთ, გეექნება 

4. (V, 6ზ VI") V,=XV,, 1CL1, (MM). (10.39) 

მაგრამ (9.8) და (8.26) ფორმულების თანახმად 

(V, 60 VI) V,=V, (V,, V) = VI, 2/. 

შევიტანოთ ეს გამოსახულებები (10.39)-ში, მივიღებთ 

4'V,=2,V,, 1CI1, ო”). 

აქედან, V, ტენზორების წრფივად დამოუკიდებლობიდან, გვექნება 

40ლ=XCნ, IL, 1CL1, #9).
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მაშასადამე, (10.38) ფორმულები მიიღებს სახეს 

.” 

#- VI ი, 60%". (10.40) 
=4 

” ტენზორის კომპონენტები, ცხადია, გამოისახება 

ი? 

ს , 

რს ..იი/ -./= 1, M% ნ, (ქი 7... / (10.41) 

#=I 

ფორმულით. 

ეს მნიშვნელოვანი ფორმულა ცხადად გამოავლენს შ.. (ა ალ- 
გებრის ყოველი # ტენზორის სტრუქტურას, გამოსახავს რა მას ინვა- 
რიანტული მახასიათებლებით –– 7, საკუთრივი რიცხვებითა და მათი შე- 
საბამისი საკუთრივი ტენზორებით. ამ ტოლობას 20 რანგის ტენზო- 
რის მთავარ ღერძებზე დაყვანის ფორმულა ვუწოდოთ. მას მრავალი 

გამოყენება აქვს ალგებრის, გეომეტრიის და მექანიკის სხვადასხვა სა- 

კითხებში. 

ახლა დავუშვათ, რომ 7 Cშ,, (- ) ტენზორის რამდენიმე საკუთ- 
რივი რიცხვი ნულის ტოლია. ტენზორის ყველა საკუთრივი მნიშვნე- 

ლობა არ შეიძლება ნული იყოს, რადგან მაშინ გვექნებოდა ტრივიალუ- 
რი #=0 შემთხვევა. 

(10.35)-დან ჩანს, რომ 

2, ... ·გენ =ძ (#). (10.42) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ზოგიერთი საკუთრივი მნიშვნელობა 
ნულის ტოლია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ძთ(#)=9. ვთქვათ, 

#» ძ(4) დისკრიმინანტის რანგია.ა მაშასადამე, ” წარმოადგენს # 
ტენზორის სკალარულ მახასიათებელს. მაშინ განტოლებათა ერთ- 
გვაროვან · 

4პაV.=0, LC (1, #7), (10.43+ 

სისტემას გააჩნია „ წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნი, რომლებიც 
ტენზორების ორთონორმალურ VI, ..., V, სისტემას წარმოადგენენ. 

შ, (§–) მოდულიდან. მაშასადამე, X=0 საკუთრივი მნიშვნელობის ჯე- 
რადობა ძ (M), დისკრიმინანტის # რანგის ტოლია. შეგვიძლია ჩავთვა- 
ლოთ, რომ
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ბე=..=7#ი ,L) =0, (10.44 ა) 

X 560, როცა M#CLI1, ონ --/). (10.44ბ) 

ამ შემთხვევაში (10.40) ფორმულა ღებულობს სახეს 

„მ 

#= 2 1, V, 60 7". (10.45) 

საკუთრივი V, ტენზორები, ჩ C (1, ”წ-/„I, რომლებიც არანულოვან სა- 

კუთრივ მნიშვნელობებს შეესაბამებიან, ცხადია, წი (2) სივრცის ბა- 

ზისს არ შეადგენენ. მათ უნდა დაემატოს ” რაოდენობა V,,..., V, 
„ტენზორი, რომლებიც ერთგვაროვან #V/ =0 განტოლებას აკმაყოფილებენ, 

რომ მივიღოთ მ, (9) მოდულის სრული ბაზისი. მაშასადამე, ამ შემთ- 

ხვევაშიც # C79,, (0) ტენზორის საკუთრივი ტენზორების სრული ერ- 

თობლიობა 7, (§) სივრცის ბაზისს შეადგენს. 

ამრიგად, ყოველი # ტენზორი 97,, (-,)) ალგებრიდან შეიქლება მი- 

ვიჩნიოთ როგორც წ,(0) მოდულისა და შ,, (9) ალგებრის ბაზისად იმ 
აზრით, რომ მისი საკუთრივე ტენზორები წარმოქმნის შ (მე) მოდუ- 
ლის ბაზისს, ხოლო მათი წყვილ-წყვილად აღებული პირდაპირი ნამ- 

რავლები შ,, (0) ალგებრის ბაზისს შეადგენენ. ახლა ცხადია, რომ, 
თუ განვიხილავთ მულტიპლიკაციური ტენზორების 

V, 60V, ·--6C0V,ს. წს... CI1, 9) (10.46) 

სახის სრულ ერთობლიობას, მივეღებთ წ» (პს) მოდულის ბაზისს. 

აქამდე განვიხილავდათ ზოგადი 7... (ჰჰ სივრეის ნებისმიერი 

# 'ტენხორის შემთხვევას. მაშენ X, საკუთრივი მ5იშვნელობები და 
V/, საკუთრივი ტენზორები ღებულობდნენ, საზოგადოდ, კომპლექსურ 
მნიშვნელობებს. ამას გარდა, საკუთრივ ტენზორები, საზოგადოდ, 

ორთოგონალური არ იყო. განვიხელოთ ახლა ერთი მნიშვიელოვანი 
კერძო შემთხვევა, როცა # ტენზორი აკმაყოფილებს 

>–.“–---_–.–.–- (10.47)
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პირობას. მაშინ ორი ნებისმიერი V/, V” C 7, (0) ტენზორისთვის გვექ- 
ნება 

აევლევებ რი იხ. _. 

=Vთ? M4, ჩი წ შუს “?=VჩV 

ამრიგად, გვაქვს 

V' M V = V გ V' (10.48). 

ტოლობა, რომელიც (10.47) პირობის შედეგს წარმოადგენს და ინ- 
ვარიანტულია კოორდინატთა გარღაქმნის მიმართ. აქედან გამომდინა- 

რეობს, რომ (10.47) პირობა გამოსახავს #,, (0) ალგებრის ტენზორის 

ინვარიანტობის თვისებას. წ, (0) ალგებრის ტენზორებს, რომელთაც. 
ეს თვისება გააჩნიათ, ერმიტულს ვუწოდებთ. ნამდვილი ტენზორის 
შემთხვევაში ერმიტულობა ნიშნავს შემდეგი სახის სიმეტრიულობას 

=4, (10.49). ს აწე  ·-ჩი გ აჩენს "წ 

ვთქვთ # შ,,(0) ალგებრის ტენზორია. ვთქვათ აგრეთვე, 
რომ »ჯ მისი საკუთრივი მნიშვნელობაა და VI --. შესაბამისი საკუთრივი 

ტენზორი. მაშინ, ცხადია, გვაქეს 

#V = 1V, #M=X#V (10.50). 

თუ პირველ განტოლებას გავამრავლებთ V-ზე, მეორეს –– V-ზე, 

ხოლო შემდეგ მათ ერთმანეთს გამოვაკლებთ, მაშინ (10.29 ა) და 

(10.48) ფორმულების თაჯახმად გვექნება 

(X–#)VV = (X–- 2) = V MV –- V MV =0, 

ე. ი. 7 =X. 

ამრიგად, ერმიტული ტენზორის საკუთრივი მნიშენელობები ნამდ- 

გილია. 

ვთქვათ და X წარმოადგენს ერმიტული #Cშ.,(9) ტენზო- 
რის ორ განსხვავებულ საკუთრივ მნიშვნელობას, ხოლო V/ და VV// –– შე- 

საბამის საკუთრივ ტენზორებს. მაშინ გვექნება 

/#VV = #V, #V = XV
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განტოლებები. თუ პირველ მათგანს V ზე გავამრავლებთ, მეორეს – 
V-ზე, ხოლო შემდეგ ერთს გამოვაკლებთ მეორეს, მაშინ (10.48)-ის: 

თანახმად მივიღებთ 

0. –– 1) VV I = VI # V – V # VI = 0. 

რადგან პირობის მიხედვით X 5-= Xჯ, ამიტომ აქედაჩ გამომდინარეობს, 

რომ VV =0, ე. ი. V და V ორთოგონალურია. 

ამგვარად, თუ /# შ%;:,(0) ალგებრის ერმიტული ტენზორია,. 
მაშინ მისი ჯე, ..., ?ეი საკუთრივი მნიშვნელობები ნამდვილია, ხოლო. 

საკუთრივი ტენზორები ორთონორმირებულ სისტემას შეადგენს. მაშინ: 
V, = VI და (10.40) ფორმულა ღებულობს 

ც? 

#= ?, XV, 62 V, (10.51). 
#=I 

სახეს. M# ტენზორის კომპონენტებისათვის გვაქვს 

„ი 
5 – 

.ჟ ა MV, . “6 10.51 
4ი..იჩ ·.Iი უაულღ___– ( ა) 

#=1 

ფორმულა. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ # ნამდვილი ერმი– 
ტული ტენზორია, მაშინ მისი საკუთრივი ტენზორები აგრეთვე ნამ– 

დვილი იქნება. მაშასადამე, ნამდვილი ერმიტული ტენზორისათვის 
(10.51) ფორმულა ღებულობს 

ი” 

„ = % MI V. CC V (10.52): 

=“ 
სახეს, ხოლო მისი კომპონენტებისათვის გვაქვს 

ი? 

= VI ),ს,. .თ,..... 10.53 
რიან. / ____ ( ) 

#--1 
ფორმულა.
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§ 11. ერმიტული კვადრატული ფორმის დაყვანა კანონიკურ სახეზე 

მოვიყვანოთ ზემოთ მიღებული შედეგების ·ერთი გამოყენება. 

განვიხილოთ 

ჩ ჩ 

4(X,...,X) = 1?) 2?)თ»2” (11.1) 
(ლ! ჟ=1 

კვადრატული ფორმის კანონიკურ სახეზე დაყვანის საკითხი. აქ თ, ერ- 

მიტული მატრიცაა 
0,, = 0/- (11.2) 

ეს საკითხი ჩვენ I თავის § 5-ში შევისწავლეთ დადებითად გან- 
საზღვრული ფორმებისთვის. ახლა შეგვიძლია განვიხილოთ ზოგა–- 
დი შემთხვევა. 

(10.51 ა) ფორმულის თანახმად ძ,, ტენხორს წარმოვადგენთ 

ი 

იე= ჰერი. სICIი), (11.3) 
#=) 

სახით, სადაც X», იკ მატრიცის საკუთრივი მნიშვნელობებია, ხოლო 
I, , X-ს შესაბამისი VI, საკუთრივი ტენზორების კომპონენტები. X, 
საკუთრივი მნიშვნელობები სკალარებია და ნამდვილ მნიშვნელობებს 
ღებულობს, ხოლო VI, შეადგენს ორთონორმალურ სისტემას 

(V, V,) = თ. 0” = ბლ, #, ი C(L1, 7). (11.4) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ძიL CV,,/) ძი (თ"")= 1, #,1(CI1, VI. (11.5) 

მაშასადამე, ძCL (C,,ე 5- 0. განვიხილოთ ცვლადთა წრფივი 
ხ.ლ–V,.,,X, ჩCI1,7/|) (11.6) 

გარდაქმნა. იგი არაგადაგვარებულია, რადგან გარდაქმნის იაკობიანი 

ძი (თ,,)550. თუ (11.3 გამოსახულებეს (11.1)-ში შევიტანთ, 
(11.6)-ის თანახმად მივიღებთ 

ჩ ი 

4 (X., ..., X") = 3ესთ, “0, I- ?. ..ი, ნ, · 

#=1 #=1
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ამრიგად, XI, ....,»" „ცვლადების არაგადაგვარებული წრფივი 

გარდაქმნის საშუალებით ნებისმიერი ერმიტული (11.1) კვადრატული 

ფორმა დაიყვანება კანონიკურ სახეზე 

„ 

4#4(X,...,X9) = ?, M 66. (11.7) 
# -I 

დავუშვათ, რომ /# (XI, ..., X') კვადრატული ფორმის დისკრიმი- 

ნანტი ნულისაგან განსხვავებულია, ძი6L(ი,)5-0, (,/CI1, ი). მაშინ 
(10.42)-ის თანახმად ყველა საკუთრივი მნიშვნელობა X,5- 0. ვთქვათ ი 

დადებითი, ხოლო # = I –- ე უარყოფითი საკუთრივი მნიშვნელობების 
რაოდენობათა გამომსახველი «იცხვებეა. შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ 

X >>0, როცა # CL1, 7) და »X.<0, როცა # C (0 + 1, II. 
შემოვიღოთ ახალი ცვლადები 

თ», = / XXს, როკა #CL1,/), 
(11.8) 

თ» = / – M6, როცა #CIი +1, 7). 
(11.77 ტოლობა «იიღებს სახეს 

ი ” 

#(C), ..., X") = 0. ?, | I · (11.9 

#=1 #M=ჩ+I 

რადგან იკ ტენზორის 7, საკუთრივი მნიშვნელობები სკალარებია, 
ამიტომ /#/ რიცხვი, ცხადია, არაა დამოკიდებული კოორდინატების არჩე- 

ვაზე. ამის გამო იგი წარმოადგენს / (X1), ..., X') კვადრატული ფორმის 
ინვარიანტულ მახასიათებელს. თუ ჩ =V71, მაშინ გვექნება 

ი 

4 (X), ..., X”) = 2 IVLI", (11.10) 

ე. ი. ასეთ (და მხოლოდ ასეთ) შემთხვევაში 4(X1,..., XV) დადებითად 

განსაზღვრული კვადრატული ფორმაა. ამისათვის აუცილებელ და საკმა-' 
რის პირობას წარმოადგენს. შემდეგი უტოლობების შესრულება (იხ. L 

თავი, § 5, პუნქტი 3) 

რთ11 01 11 "13 >0,..., 
; 01 > 0, 

      
>90. (11.11) 

L 01 იჯ:   
9. ი, ვეკუა
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ამ შემთხვევაში 
4(ს...,X05=1 (11.12– 

განტოლება გამოსახავს /-განხომილებიან– სივრცეში მე-2 რიგის ზედა- 
პირს, რომელიც ერთეულოვანი სფეროს ჰომეომორფულია. 

თუ 0 =0, მაშინ გვაქვს 
ჩ 

– 4 (Xს...,X)= – 1? II (11.13) 

ასეთ (და მხოლოდ ასეთ) შემთხვევაში „4 (XI, ..., »X-) წარმოადგენს უარ- 

ყოფითად განსაზღვრულ კვადრატულ ფორმას. ამრიგად,––4 (XI), ..., XV) 
წარმოადგენს დადებითად განსახღვრულ კვადრატულ ფორმას. 

„ თუ 0<ი<7»ი, მაშინ / (XI, ..., V") განუსაზღვრელი ნიინის 

კვადრატული ფორმაა. 
განვიხილოთ ახლა “ შემთხვევა როცა 4 (+), ..., »X") კვადრატული 

ფორმის დისკრიმინანტი ნულის ტოლია, ძი( (0,," = 0. 
, ეთქვათ # წარმოადგენს თ,, მატრიცის რანგს, როგორც ზემოთ 

უკვე აღვნიშნეთ, ” ი,, მატრიცის სკალარული მახასიათებელია. მაშინ 
2» = 0 წარმოადგენს ძი, მატრიცის ” ჯერადობის საკუთრივ მნიშვნელო- 
ბას. ამის გამო შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ 

?, 60, როცა #CI1, I), 

X» = 0, როცა #C6I. 7, |). 

ვთქვათ ი და ძ = ჩ– ”–- 8 გამოსახავს 0, მატრიცის დადებითი და 

უარყოფითი საკუთრივი მნიშვნელობების რიცხვებს. მაშინ ,4 (X1, ... , X”) 

კვადრატული ფორმა დაიყვანება 

(11.14) 

ჩ––- 

4Cთს.. 2) = + I," 7, I," (11.15) 
#=1 M=6+! 

სახეზე. როგორც! ადრე, ი რიცხვი წარმოადგენს #4 (XI, ;.., XV) კვად-. 
რატული ფორმის ინვარიანტულ მახასიათებელს. თუ /#'= ჩ –– #, მაშინ: 

გვაქვს 
/1ოა თა == 

40)... #შ= ზე I (11.16, 
#=1
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ფორმულა. ამიტომ / (XI, ..., LI) დაღებითად (მაგრამ არაუარყოფი- 

თად) განსაზღვრულ კვადრატულ ფორმას წარმოადგენს. ამ შემთხვევაში 

სრულდება 
4(0V)...,#X) =0 (11.17) 

განტოლება, როცა XI. ..., X" ცვლადები აკმაყოფილებს განტოლებათა 
თ,,,,X = VI, XI +...+ თ, ,, XLI =0, #CI1, -–-„) (11.18) 

სისტემას, #/ ––” ცვლადიან განტოლებათა ამ სისტემის საშუალებით 

XI, ..., XI» ცელადი წრფივად გამოისახება დანარჩენი Xჯ””+1, ,., ჯ? 

ცვლადის მიხედვით. ეს ნიშნავს, რომ (11.17) განტოლება გამოსახავს 

#-განზომილებიან ჰიპერსიბრტყეს M-განზომილებიან სივრცეში. 

თუ #0 =0, მაშინ გვაქვს 

#-, 

4 (I ,..,4)=- %). (11.19) 

#=1 

ამ შეათავევაშიც (11.17) განტოლება, ცხადია, გამოსახავს #-განზომი- 
ლებიან ჰიპერსიბრტყეს /-განზომილებიან სივრცეში, 

ღოცა 1<7ი0 <7 --I, მაშინ 24 (XI, ..., X”) კვადრატული ფორმა 
განუსახღვრელი ნიშნისაა. ამ შემთხვევაში (11.17) გამოსახავს #7” 
განზომილებიან მე-2 რიგის ზედაპირს /1-განზომილებიან სივრცეში. 

§ 19. პილბერტის #I (#9 სივრცე. ბანახის C (C) სივრცე 

1. პილბერტის #I (0) სივრცე. განვიხილოთ %» ((23) სივრცის 
ისეთი ტენზორების /7» 'დ) სიმრავლე, რომელთა ს IVL ლოკალური 
ნორმები, რომლებიც სკალარებს წარმოადგენენ, ინტეგრებადია თავისი 
კვადრატებით, ე. ი. არსებობს 

| IVI1ძება–იი, როცა »VCM,(9), (12.1) 

ინტეგრალები, სადაც ძC, რიმანის M-განზომილებიანი მრავალსახეობის 

მოცულობის ელემენტია, რომელიც (7. 1მ)-ის თანახმად ინვარიანტული 

–_-_____ 
ჩ! 'ათ.. Iი , ,
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ფორმულით გამოისახება, თუ VI, V C #7, (§2), მაშინ 

I(V, V).I - IVIIIV I X(C54, (12.2) 

უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ //„(() სიმრავლის ტე5ნზორთა 
ლოკალური სკალარული ნამრავლები აგრეთვე ინტეგრებადია თავისი 

კვადრატებით. ამის გამო. /7, (§9)-ში 

(V, V) = ( (V, V). ძი, VI, V C/7, (ლ (12.3) 

9 

ფორმულით შეგვიძლია განვმარტოთ სკალარული ნამრავლე, რომელსაც 

ლოკალური სკალარული ნამრავლისაგან გაზსხვავებით გლობალური გუ- 
წოდოთ. თუ ტენხზორების ლოკალური სკალარული ნამრავლის თვისე- 

ბებს გამოვიყენებთ (§ 8, პუნქტი 2), ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

(12.3) გამოსახულებებს გააჩნია ს.·ალარული ნამრავლის ყველა თვისება 
კომპლექსურ რიცხვთა წ ველზე. აქ არ ჩამოვთვლით ამ თვისებებს. 

შემოვიყვანოთ ახლა ტენზორის გლობალური ნორმის ცაება შემ- 
დეგი ფორმულით 

, => 

1VI= M/(V,V) = ( | IXC «CI ბ (12.4) 
8) 

ცხადია, IVI >0, ამასთან ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, 
როცა IVI. = 0 თითქმის ყველგან M-ში. ცხადია, ჩვენ უნდა გავაიგი- 
ვოთ V და VI 6 MM, (0) ტენხორები, როცა IV -–- VII. = 0 თითქმის 
ყველგან §2-ში. 

ახლა, (12.2) უტოლობისა და ბუნიაკოვსკი –– შვარცის 

| |Iდ| ძძ < ( I I/M4თ) ” ( | IL ძი)” (12.5) 

უტოლობის გამოყენებით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

| (V, V | <-IMII VI. (12.60 

თუ გამოვიყენებთ , 

I+V ს<IVL+IML, '#C9,, (12.7)
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უტოლობას, ადვილად დავამტკიცებთ /7, (§#) სიმრავლის ელემენტე- 
ბისთვის 

(I + ს (<IVI+IV I (12.8) 
სამკუთხედის უტოლობას. 

ამრიგად, II„ (2) წარმოადგენს ჰილბერტის სივრცეს. ეს სივრცე 

სასრულგანზომილებიანია და მისი განზომილება, ცხადია, IMM-ს ტო- 
ლია. ამის გამო მასში არსებობს »? წრფივად დამოუკიდებელი ტენ- 

ზორისაგან შედგენილი გაზისი. 

MI, (69უ სივრცის ტენზორების VI, ..., V; სისტემას გლობალურად 
წრფივად დამოუკიდებელი ეწოდება, თუ მუდმივების ნებისმიერი არა- 

ტრივიალური Cე, ..., C- მიმდევრობისთვის სრულდება 

0. V. + +.-·.-+C0 CV, 550 (თითქმის ყველგან 9-ში) (12.9) 

უტოლობა, წინააღმდეგ შემთხვევაში სისტემას ეწოდება წრფივად და- 

მოკიდებული. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ //, (2) სივრცის 
VI, ..., V, ტენზორების წრფივად დამოუკიდებლობისთვის აუცილებელი 

და საკმარისია, რომ სრულდებოდეს 

ძC( (V,, V,) 550, # 1CI1, I (12.10) 
პირობა. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ თუ VI), ..., V, ტენზორების ლოკალუ- 

რად წრფივად დამოუკიდებელი სისტემაა წ. (ა) მოდულიდან §ა არეში, 

მაშინ იგი აგრეთვე გლობალურად წრფივად დამოუკიდებელიც იქნება. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ 

CV, 4+-.--+ 0. VI, = 0 ((პ-ში), 

სადაც C,, ... ,C, მუდმივებია, მაშინ ამ ტოლობის გამრავლებით (გლო- 

ბალური გამრავლების აზრით) ლოკალურად ბიორთონორმალური 

VI), ...; V, სისტემის ტენზორებზე, მიგიღიბთ, რომ ყველა C; = 0, ეს 

კი ჩვენს დებულებას ამტკიცებს. 
უნდა აღვნიშნოთ, რომ შებრუნებული დებულება, საზოგადოდ, 

არასწორია. თუ VI, ..., V, C Mა(ი) გლობალურად წ.5ფივად დამო– 

უკიდებელი ტენზორებია, მაშინ ისინი, საზოგადოდ, არ არიან ლოკა- 

ლურად წრფივად დამოუკიდებელნი 9 არეში. 
ორი V, M CM.) ტენზორი ორთოგონალურია, თუ მათი 

გლობალური სკალარული ნამრავლი ნულის ტოლია 

(CV, V") = 0. (12.11)



1ვ4 ზობადი ტენზორული ალგებრის... თავი LII 

(12.3) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ”V და V” ტენ- 
ზორები ლოკალურად ორთოგონალურია არეში, მაშინ ისინი აგრეთვე 
გლობალურად ორთოგონალურიც იქნებიან. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ, თუ VI), ...,V, და VI, ... , V” ტენზორების ლოკალურად ბიორ- 

თოგონალური სისტემებია წ, (0) მოდულიდან §) არეში, მაშინ ისინი 
აგრეთვე გლობალურად ბიორთოგონალურიც არიან. 

თუ VI...) V, და VI, ...,V'. ტენზორების ლოკალურად ბიორ- 

თონორმალური სისტემებია #,(0) მოდულიდან 62 არეში, მაშინ, 

_- M"M»M _ V = „“V _ 

/ 19) ” VI9I ·” 
ტენზორები შეადგენს ტენზორთა, გლობალურად ბიორთონორმალურ 
სისტემა” # ჩ (ა) სივრცეში, სადაც |§ა| აღნიშნავს () არის მოცუ- 

ლობას: 

VV, = 1CI1,#/I, (12.12) 

ოC§6 = |0| = | ძი<თ. (12.13) 
ი 

ეს წინადადება ძალაში რჩება ტენზორების ლოკალურად ორთონორმა- 

ლური სისტემის შემთხვევაშიც 7. თ მოდულიდან. 

თუ V),...,V,ე და VI, ,.. ,V” ლოკალურად ბიორთონორმა- 

“ ლური ბაზისებია შ. (§)-დან, მაშინ. (12.12) ფორმულების თანახმად 

მათგან "შეიძლება #M.( (ნ) სივრცის ბიორთონორმალური ბაზისის 

მიღება. 

ამრიგად #7 (2) სივრცის ბაზისები შეიძლება აიგოს, კერძოდ, 
მულტიპლიკაციური ტენზორების საშუალებით. 

9. ბანახის C, (პუ სივრცე. განვიხლოთ ისეთი ტენზორების 

C, (ი) სიმრავლე 8, (C)-დან, რომელთა ლოკალური ნორმები უწყვე- 

ტია 2 არეში. VCC,(2პ) ტენზორის ნორმა ვუწოდოთ არაუარ- 
ყოფით 

VIC = 590 IV (12.14 IV IC ჯებ! ჩ ) 

რიცხვს, თუ იგი სასრულია. ცხადია, IVIC >>0, ამასთან ტოლობის 
ნიშანი მიიღწევა მაშინ და მხოლოდ მაში5, როცა V=0 ყველგან 5-ში. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (12.1) გამოსახულებას გააჩნია მეტ-



§ 12) პილბერტის /I IC) სივრცე. განახის.., (35 

რული სივრცის ყველა თვისება, ეს მარტივად გამომდინარეობს IVI. 
ლოკალური ხორმის თვისებებიდან. ჩამოვთვალოთ ეს თვისებები. 

1) თუ თCწ და VCC,(C, მამინ სთVI == |თIIVIC- 

2) თუ V, VC C, (9), მაშინ IV + V I <IVIC + IM” IC. 

ამრიგად, 6, (9) წარმოადგენს ბანახის წრფივ სივრცეს კომლექ- 
სურ რიცხვთა დ ველზე. 

ვთქვათ 9 კომპაქტური სიმრავლეა #?"-ში. მაშინ, ცხადია, 

I VI = 5სიIVI, = ომXIVI =IVI--, (12.15) 
ჯნCა ჯC9ა ჯ 

სადაც X წარმოადგენს 6 არის რაიმე წერტილს.



მეოთხე თავი 

ტენზსორული ანალიზის საფუძვლები 

აქამდე ვიხილავდით ტენზორული ალგებრის საკითხებს. ამ 

თავში შევუდგებით ტენზორული ანალიზის საფუძვლების გადმო- 

ცემას, ტენზორებზე. დიფერენციალური ოპერაციების შესწავლა, 
რომელიც ტენზორული ანალიზის ძირითად ამოცანას წარმოადგენს, 
მოითხოვ ფუნქციის წარმოებულისა და დიფერენციალისათვის 

მიღებული ცნებების არსებით განზოგადებას. აქ, რა თქმა უნდა, 

იგულისხმება ამ ოპერაციათა ისეთი განზოგადებები„ რომელთა 

გამოყენება ტენზორებზე მათ ტენზორულ ბუნებას ინახავს. ასეთი დი- 

ფერენციალური აღრიცხვის ასაგებად დაგვჭირდება სპეციალური სი- 
დიდეები, რომლებიც მეტრული ტენზორით გამოისახებიან და რო- 

მელთაც ქრისტოფელის სიმბოლოები ეწოდებათ რამდენადმე უც- 

ნაურია, თუმცა ისინი ტენზორებს არ წარმოადგენენ, მაგრამ მათი 

საშეალებით ისეთი დიფერენციალური ოპერატორები შედგება, 

რომელთა გამოყენება ტენზორებზე ისევ ტენზორებს გვაძლევს. 

ეს მნიშვნელოვანი სიმბოლოები რომ ბუნებრივად შემოვიყვა- 
ხოთ, კვლავ მივმართავთ ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის 

ვექტრრულ ველებს. ეს საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ ამ სიმ- 
ბოლოების ზოგადი გამოსახულებები და შევისწავლოთ მათი ძი- 

რითადი თვისებები, რომლებიც შემდეგში ადვილად განზოგადდღე-: 
ბიან რიმანის ნებისმიერი #-განზომილებიანი მრავალსახეობის შემ- 

თხვევისათვის. 

§ 1. ქრისტოფელის 1-ლი და მე-2 გვარის სიმბოლოები. 

სადერივაციო ფორმულები 

1. ქრისტოფელის სიმბოლოები ევკლიდეს სამგანზომილებიან 

სივრცეში, სადერივაციო ფორმულები. კოორდინატთა სისტემის
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საბახისო II ვექტორების გაწარმოები»თ »ჯ" კოორდინატის მიმართ 

მივიღებთ 

ძ" დ ძ 
მ,იწ,ლ–--–-= =L.,, 0.=–-, 1.1)- ასლი “ "=> (1.1 

ვექტორ-ფუნქციებს, თუ მათ დავშლით მდღგენელებად IM, და L" ბაზი-. 
სების მემართ, მივიღებთ 

ი,=%.,=0ას 5 ?.=წს=0ე!ს, (1.2) 

სახს ტოლობებს. ამ ტოლობათა ს, და. დ! ვექტორებზე სკალარული · 

გამრავლების შედეგად გვექნება 
0,,=ს,ს, 0,/=ი,, |:4 (1.3) 

ფორმულები. ეს გამოსახულებები ქრისტოფელის შესაბამისად 1-ლი და 

მე-2 გვარის სიმბოლოებს წარმოადგენს, ხოლო (1.2) ტოლობებს კო-· 
ვარიანტული საბაზისო ვექტორების სადერივაციო ფორმულები ეწო- 

დება, ამ პარაგრაფში ყველგან, თუ საწინააღმდეგო არ იკჟნა აღნიშნუ- 

ლი, ინდექსები 1, 2, 3 მნიშვნელობებს ღებულობს. 

ი,=ს" თ, M=ს9", ს.=%ს, (1.4 

ტოლობების თანახმად (1.3)-დან გვაქვს 

0,,)=0, 6I/ 0,/=0ჯ, | 67; (1.5 ა) 

C,,ჯ=0ყ, / 0,/=0ჯ/- (1.5ბა 

თუ გავაწარმოვებთ , სჩ, = #6, ტოლობის ორივე მხარეს Xჯ! კოორდინა-: 

ტით და გავითვალისწინებთ (1.3) ტოლობებს, მივიღებთ 

ძ 
ი, +, –,=0,+0,,=<0%. (1.6 ა) 

ამ ტოლობაში (, |, # ინდექსების წრიული გადასმით მეიღება კი- 
დევ ორი ტოლობა: 

ძ 
0 I+0/ = ლი (1.6 ბ) · 

0 
0, ·+ CI ,=<5#. (1.6 გ). 

თუ ამ ”ტოლობათა ჯას გამოვაკლებთ (1.6 ა) ტოლობას, მაშინ- 
(1.5 ა)-ის თანახმად გვექნება



ჯ38 ტენზორული ანალიზის საფუძვლები (თავი IV 

ს,= 1 | 96L+ 96 _ მწი). (1.7 ა) 
2 სმ» #ძX 0XI 

თუ ახლა (1.7 ა) ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ ჯ/I-ზე და | 

ინდექსით შევაჯამებთ, მივიღებთ 

/)/ 1 /ძჯ” ბი, მძ”, 
6..!=6 II-–- _ | _5/L ) “ხIM_ “ი” ) იც, 1.7 ბ 

„ს =სი)წ –- (5) + მ”  ძXI წ ' ) 

ამრიგად, ქრისტოფელის' 0,,,, და 0, სიმბოლოები გამოისახება 
მეტრული ტენზორის კომპონენტებითა და მათი პირველი რიგის კერ- 

შო წარმოებულებით. 

. (1.3)-ის მე-2 შშულ შეიძლება ასეც ჩავწეროთ 

0,/= 9. დ, წა-- ი,” 2-ს =–-ი,ძ, ს. (1.8 ა 

აქ ს წედველობაშია მიღებული 

II, III =0! (1.82) 

ტოლობა, (1.8 ა)-ს თანახმად დავწერთ 

ი =–-0,/ ს (1.8 2) 
"ძჯ". 

ტოლობას, რომელსაც განსახილავ კოორდინატთა სისტემის კონტრა- 
ვარიანტული ბაზისის ვექტორთა სადერივაციო ფორმულა ეწოდება. 

?. სადერივაციო ფორმულები მულტიპლიკაციური საბაზისო 

ტენზორებისათვის. ახლა ადვილად მივიღებთ სადერივაციო ფორ- 

მულებს მულტიპლიკაციური ტენზორებისათვის 

„.,=ნ,'.-C0ნ,, 61 ჩი იმ...” (1.9 

ამ უკანასკნელთა #" კოორდინატებით გაწარმოების შედეგად შეგვიძლია 

დავწეროთ 
ძ,C, _ ,„=9% ი, დი, .· ·CM, + ა.4+ჩ, ე -რი, , რა, დ, 

(1.10) 

აქ მულტიპლიკაციურ "„ტტენხზხორებზე გამოვიყენეთ ფუნქციათა ჩვე- 

ჯულებრივი ნამრავლის გაწარმოების წესი, რაც მკაცრად შეიძლება 

დ,
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დავასაბუთოთ, მაგრამ ამაზე არ შევჩერდებით. სადერივაციო (1.2) 
ფორმულების თანახმად (1.10) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ა სხე ”'სეგებებებებე 

(1.8 გ) ფორმულების გამოყენებით ანალოგიურად მივიღებთ სადე–- 
რივაციო ფორმულებს 

ძ, დ “წ=-0,ცბ ეა "0,7 დ ---"ი-17ი, (1.11ბა 

8. ქრისტოფელის სიმბოლოების ძირითადი თვისებები ამ 

პუნქტში შევისწავლით ქრისტოფელის სიმბოლოების ზოგიერთ ძი- 
რითად თვისებას. 

1) ქრისტოფელის სიმბოლოები ნულის ტოლი ხდება მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა მეტრული ტენზორის ყველა კომპონენტი 
მუდმივ მნიშვნელობას ღებულობს მთელს არეში. ამ დებულების 
სამართლიანობა გამომდინარეობს (1.7 ა) და (1.7ბ) ფორმულები- 

დან. კერძოდ, ქრისტოფელის სიმბოლოები ნულის ტოლია დეკარ- 

ტის კოორდინატთა სისტემაში. 
2) ვთქვათ I, I), #ვ მარჯვენა ორიენტაციის ტრიედრია. თუ 

ჩ, ი, ჩე=V წ. (1.12) 
ტოლობას გავაწარმოებთ ჯ" კოორდინატით, მივიღებთ 

  ს, ს, ნე+ჩ, ნ, ნ+V, წ, ნ,= 9-რ.. (13) 
თუ ას, ჩე, სეს სიდიდეებს გამოვსახავთ (1.2) ფორმულებით და 

მხედველობაში მივიღებთ V, ი, „„=0 ტოლობებს, როცა (, /, ჩ ინ- 
დექსებიდან ორი მათგანი ერთმანეთის ტოლია, (1.12) და (1.13)-ის 
ძალით მივიღებთ 

ბV «. #/ი” 6..1+6C6.,? ვ ! 32. = წ (0, +C-, + 60: )=V წ CV, 

  

0)=-1- 9მV § _9მიM>C V 8. (1.14) 
V–ი I" ძ»" 

ახლა ადვილი შესამოწმებელია, რომ ეს ფორმულები სამართლია- 

ნია კოორდინატთა სისტემის ნებისმიერი ორიენტაციის შემთხვევაში. 

6 სიდიდეებს ვუწოდოთ ქრისტოფელის შეკვეცილი სიმბოლოები.
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შემდგომში სისტემატურად ვისარგებლებთ ზემოთ მიღებული აღ- 

ნიშვნებით 
იჯ” იჩ იჯ" 

  ს; =--. ჯ,ლ= (1.15 “ მი, '” აპ. ) 
და, აგრეთვე, 

ს” LI,=–ზ8!=ყ), ს II =ბ/=%91:; (1.16) 

8ჯ= წ, IX. LI, 80 =8/ LX LI,. (1.17) 

ფორმულებით. 

3) თუ განვიხილავთ ორ ნებისმიერ კოორდინატთა (X) და (X”) 
სისტემას და გამოვიყენებთ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესს, 

დავწერთ 

ი მ , 
ნ=- “ (81) = --- (სჩ, I/M/)= ” 9 X ( I) ძ ჩ ( ( (8) 

ძ ძმ" 
ლ (ი) I IM+ ნ, -–-'-... > ((%ს.) LX # + ს 722 

მაშასადამე, (1.1)-ის თანახმად, ჩ,,= 55“ აღნიშვნის საფუძველზე, 
X · "' 

გვექნება 
ჩ,=ი,, ხ/ იL+ი, “% „გ“ “ თშIM ჯ ჯL /” “მ ძჯბ ის 

(1.18) 

თუ გავამრავლებთ ამ ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულად 

ს,=L, ხ/, I =- IX” LV, (1.19) 

ვექტორებზე, (1.3) და I” M,,=6/ ტოლობების ძალით მივიღებთ 

ქრისტოფელის 1-ლი და მე-2 გვარის სიმბოლოების გარდაქმნის შემ- 

დეგ ფორმულებს: 
_ , ს „ ძი? ჯ” , 

0, )=0„,/ #L L; ჯL) –+წ):,, ვ” LI , (1.20ა) 

- I ” წ) " , ძ? XI" I 
C„ =C0ო, XX; 'მ! ს , + “მXI XI. »”. (1 „20 ბ 

თუ გავაკრუებთ I ინდექსს /-თან და მივიღებთ მხედველობაში 
(1.16) ტოლობებს, (1.14)-ის თანახმად მივიღებთ
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მიMVM# ი ძბIM/C ს, ძ X კპ“ 0.21 
ძო თ ბპ» "" ცკXIძ»" პჯ “)) 

ფორმულას. (1.20) ტოლობები გვიჩვენებს, რომ ქრისტოფელის სიმ– 

ბოლოები ტენზორებს არ წარმოადგენს წინააღმდეგ შემთხვევა- 

ში კოორდინატების მეორე რიგის წარმოებულების შემცველი შე- 
საკრებები (1.20)-ის მარჯვენა ნაწილში არ შევიდოდა. ადვილი და- 

სამტკიცებელია, რომ ეს შესაკრებები ნულის ტოლი ხდება მაშინ 
და მხოლოდ მაშინ, როცა სრულდება ტოლობები 

01 ჯ" 

ძ»! ძ»" 

მაგრამ მათ ადგილი აქვთ კოორდინატთა მხოლოდ აფინელი გარ- 
დაქმნის შემთხვევაში 

»ჯ”=0! X--ხ", LCL1, 3), (1.22 ბ) 

სადაც იჯ, ხ“ მუდმივებია. 
ამრიგად, ქრისტოფელის სიმბოლოები ტენზორულ ბუნებას 

ავლენს კოორდინატების მხოლოდ აფინურ გარდაქმნათა ჯგუფის 

მიმართ. 

4) თუ (1.20 ბ” ტოლობის ორივე “მხარეს გავამრავლებთ LV” -ზე 
და შევაჯამებთ / ინდექსით, (1.16) ტოლობის თანახმად მივიღებთ 

XXV _ 6-6 0,606. ხხ (1.23 ) ძX' მა ს ! “” ჯ L 

ფორმულას. როცა კოორდინატთა (X) სისტემა დეკარტისაა, მაშინ 

C,.,,,=0 და (1.23 ა) ფორმულა მიიღებს სახეს 

02ჯI X# I ს, ე.ი. რკ/ლ-----. (1.23 ბ) 
ძ»! იჯ" ქ “ მX ძა" 

4, ქრისტოფელის 1-ლი და მე-9 გვარის სიმბოლოები რიმანის 
#-განზომილებიან სივრცეში, ახლა წინა ფორმულებს განვაზოგა- 

დებთ რიმანის #-განხომილებიანი მრავალსახეობის შემთხვევისა- 
თვის (იხ., აგრეთვე, (15). აქამდე ქრისტოფელის სიმბოლოების შე– 
მოყვანისა და მათი ძირითადი თვისებების დამტკიცებისას ვსარ- 
გებლობდით სივრცის ევკლიდურობით. ქრისტოფელის სიმბოლოები 
ბუნებრივად მიიღებოდა კოორდინატთა სისტემის კოვაოიანტული 

=0, (, ჩ, I CI1,3), (1.22 ზ) 
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და კონტრავარიანტული ბაზისის ვექტორების გაწარმოებით. ეს. 
გზა, ცხადია, არ გამოდგება რიმანის ზოგადი მრავალსახეობის შემ- 

თხვევაში. ამის გამო მოვიქცევით შემდეგნაირად. რიმანის #-გან- 

ხომილებიანი მრავალსახეობისთვის ქრისტოფელის 1-ლი და მე-2 

გვარის სიმბოლოებს განვმარტავთ (1.7 ა) და (1.7 ბ) ფორმულების. 

გამოყენებით მეტრული ტენზორის V,, და: წ კომპონენტების სა– 

'შუალებით. ინდექსები ახლა მიიღებენ 1, 2,..,/ მნიშვნელობებს. 
მაშინ, ცხადია, შესრულდება სიმეტრიულობის (1.5 ბ) პირობები და, 

ამას გარდა, მეტრული ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტების. 
წარმოებულები შემდეგნაირად გამოისახებიან: 

%, ა... (1.24). 

ამ ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ მეტრული ტენზორის 

კომპონენტები მუღმივ მნიშვნელობებს ღებულობს მხოლოდ მა- 
შინ, როცა ქრისტოფელის 1-ლი გვარის ყველა სიმბოლო ნულის. 
ტოლია და პირიქით. 

რადგან 

0,ა,=CV წს 0V,=0V' წ. 
ამიტომ (1.24) ფორმულა შეგვიძლია შემდეგნაირად გადავწეროთ 

           

XLII L-100099%/XI წყ-0ჰ) 89 ,=0. (1.24 ა) 

ძ»" 

თუ გავაწარმოებთ V#,, გ /=მ6| ტოლობას; გვექნება 

ძწი ი ძი” =0 
კა 6 მწი ვას 

აქედან ორივე მბარის დზე გამრავლებით მივიღებთ 

ძი” 7 ბი - 

ძ»" 

თუ შევიტანთ აქ (1.24) ს მოსახულებებს და ვისარგებლებთ 

დ !0,,=0„, §” '0.,,,=0 
ფორმულებით, მივიღებთ 

% “+ 10 / ყი +0,! ყI0=0. (1.24 ბ)
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0ყ= 07, სიმეტრიულობის გამო გვექნება აგრეთვე 
ბპ / 

წას +0, წ –-0,იხ=0 (თ=წ0. (1.24 ვ) 

რამდენადმე უფრო რთულად მტკიცდება (1.14) ფორმულა. 
(IL, 3.4 ა) ფორმულის გამოყენებით კვადრატული ფორმის დისკრი- 
მინანტისთვის გვექნება 

0. ...წ 
8 CM, ...ს,= C 7 "თს, "წხ, (1.25) 

ტოლობები. თუ ამ ტოლობათა ორივე მხარეს გავაწარმოებთ Xჯ" კო- 
ორდინატით, შემდეგ კი #,-ს წარმოებულებს შევცვლით (1.24) გამო- 
სახულებებით, მივიღებთ 

ძ /( ... 1, 

2 CM... ე“ ((4/ ხ.6 -0#M, ი) 6, ს“ “ნი M+ 

ე უაუოოდდ––“ძჰშმ–“– 
.. - წჩიჩ 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ თ"! -ზე და 

მხედველობაში მივიღებთ 

ჩ 1 = 
CM, ...ჩ ე ' ყი" =ძიL(C"ს => წ" წც=6( 

ფორმულებს, გვექნება 
1 ძდ სწ! 1 იჩ 
#7 2 ოთ" 0, , +წ5 გე“ –_. 

+ ყი” CI. =20V/. 

აქედან ერთბაშად ვღებულობთ 

0/=59M1. 6 ნ” ჩხC(I0 ი) (1.26). 

ფორმულას. 

ახლა საჭიროა კიდევ გარდაქმნათა (1.20) ფორმულების განზოგა- 
დება. #ჯ კოორდინატების შეცვლისს X" კოორდინატებით ჯ,,=: 
=ჯწ,, LX ხL და (1.24)-ის თანახმად დავწერთ
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ძ ძ 
C, ,+ C,,,,= 5/ = 

ძეთ. წ. LX 0)) X 

, –/, პხ" _, „ პს" 
=(0,., ,/+0./,() LL LI LL +ყ../, ვი +წი, L; -+ 

ახლა თუ ამ ტოლობებში (, /, # და ჯ, |, ჩ”” ინდექსებს წრიულად 

გადავანაცვლებთ, შემდეგ კი მიღებული ტოლობებიდან–ნ ავიღებთ 
ორი მათგანის ჯამს და მას გამოვაკლებთ მესამეს, მაშინ მივიღებთ 

ფორმულას, რომელიც ზუსტად დაემთხვევა (1.20 ა)-ს, ამ უკა- 

ნასკნელისაგან ერთბაშად მიიღება ფორმულა, რომელიც (1.20 ბ)-ს 
ანზოგადებს, მისგან კი ვღებულობთ (1.23ა) ფორმულას რიმანის 

ნებისმიერი მრავალსახეობისთვის. 

ამრიგად, თუ რიმანის მრავალსახეობისათვის ქრისტოფელის სიმ– 

ბოლოებს (1.7 ა) და (1.7 ბ) ფორმულების საშუალებით განვმარტავთ, 
მაშინ მათი ძირითადი თვისებები და, აგრეთვე, გარდაქმნათა (1.20 ა) 

(1.20 ბ), (1.21) და (1.23 ა) ფორმულები განზოგადდება რიმანის ნების- 
მიერი განზომილებიანი მრავალსახეობებისათვის. ამას გარდა, რიმა- 

ნის მრაგალსახეობის მეტრული ტენზორის კომპონენტთა კერძო წარ- 
მოებულებისათვის ადგილი აქვს (1.24 ა, ბ, გ) ფორმულებს. 

§ ?. ტენზორების გაწარმოება 

1. 1-ლი რანგის ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტების 

კოვარიანტული წარმოებულები. როგორც ზემოთ ვნახეთ, ალგებ- 

რული ოპერაციები ტენზორებზე კვლავ ტენზორებს გვაძლევს. გა- 
წარმოების ოპერაციის მიმართ სურათი რამდენადმე განსხვავებუ–- 
ლია. დ სკალარის კერძო წარმოებულები შეადგენს 0,დ კომპონენ-“ 
ტებიან კოვარიანტულ ვექტორს. ამ ვექტორს სკალარის გრადიენ- 
ტი ეწოდება და წწმძდ ან #დ-ით აღინიშნება. მაგრამ არანულოვა- 
ნი რანგის ტენზორის კომპონენტების კერძო წარმოებულები არ 

ქმნის ტენხორს. მაგალითად, თუ /#, წარმოადგენს 1-ლი რანგის კო- 

კგარიანტულ ტენზორს 8, (9)-დან, მაშინ კოორდინატთა Xჯ' სისტემიდან 
სხვა X” სისტემაზე გადასვლისას გვაქვს /4,=/1,, MX”. მაშასადამე, უკა- 
§ასკნელი ტოლობის გაწარმოებით დავწერთ 

მ4, _ ძ , 7 ჯახ/ე ბ" ი“ /. ა.ლ <4=კა 0, ხე -9%0L 0, I+4, ფი 0.0 
„ბჯ -0X 0X"
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აქედან ჩანს, რომ 1-ლი რანგის ტენზორის კომპონენტების 

კერძო წარმოებულები ტენზორს არ შეადგენს. ისინი ტენზორს 
შეადგენენ კოორდინატების მხოლოდ აფინური გარდაქმნათა ჯგუ–- 
ფის მიმართ, რადგან მაშინ და მხოლოდ მაშინ 

ეზ XI 

ძX ძა" მ. 

ამით აიხსნება, რომ ელემენტარულ ტენზორულ ანალიზში, სა- 

დაც ჩვეულებრივ იყენებენ მხოლოდ სწორხაზოვან კოორდინატთა 

სისტემას ვექტორის კომპონენტების კერძო წარმოებულები ტენ- 

ზორს წარმოადგენს. ' 

ზოგად ტენზორულ ანალიზში ჩვეულებრივი კერძო წარმოებულე- 

ბის ნაცვლად გვიხდება ეგრეთ წოდებული კოვარიანტული და კონტრა- 
ვარიანტული წარმოებულების განხილვა. ამ ოპერაციებს ის უპირატე- 

სობა აქვს, რომ ტენზორებზე მათი მოქმედების შედეგად კვლავ ტენ- 
ზორებს ვღებულობთ. 

თუ (2.1)-ში XI-ის მეორე რიგის წარმოებულებს მათი (1.23 ა) გამო- 
სახულებებით შევცლათ და მხედველობაში მივიღებთ /,, LI =4, ფორ- 
მულას, მაშინ (2.1) ტოლობები შემდეგი სახით შეიპლება გადავწეროთ 

ბ/, 
ა 

მ/4 ; მტ , V ას ++ 0 4,= (5 – 0," 4 | ი ხL. დ.» 

ამგვარად, 1-ლი რანგის ნებისმიერი კოვარიანტული 7, ტენზორისათვის 

მ/! 4,= -! – 0ე/4 (2.3ა VხI= + I 4” ) 

გამოსახულებანი შეადგენენ მე-2 რანგის კოვარიანტულ ტენზორს, ამ 
ტენზორის V, 4, კომპონენტებს, რომლებიც (2.3 ა) ტოლობებითაა 

განსაზღვრული, 1-ლი რანგის კოვარიანტული ტენზორის #4, კომპო- 

ნენტების კოვარიანტული წარმოებულები ეწოდებათ. 

1-ლი რანგის ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტების კო– 
ვარიანტული წარმოებულის ზემოთ შემოყვანილი განმარტება ზო- 
გადია და სამართლიანია რიმანის ნებისმიერი მრავალსახეობის შემ- 
თხვევაში. ჩვენ ვისარგებლეთ 1-ლი რანგის ტენზორის კოვარიან- 
ტული კომპონენტების გარდაქმნის ფორმულით და აგრეთვე 
(1.23 ა) ტოლობებით, რომელთაც ადგილი აქვთ რიმანის ნებისმიერი 

10. ი. ვეკუა
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სასრულგანზომილებიანი სივრცისთვის. M-განზომილებიანი სივრცის. 

შემთხვევაში (2.3 ა) ფორმულაში ინდექსები 1, 2,..., ს მნიშვნელო– 
ბებს ღებულობენ. 

3. 1-ლი რანგის ტენზორის კონტრავარიანტული კომპონენტე- 

ბის კოვარიანტული წარმოებულები. ახლა შემოვიღოთ კოვარიან- 

ტული წარმოებულის ცნება 1-ლი რანგის ტენხორის კონტრავა- 
რიანტული /#' კომპონენტებისათვის 1 (§ჰ)-დან. რადგან ,4,=ჯ,, #4, 
ამიტომ (2.5)-ის თანახმად გვაქვს 

V.4,=ძ, (845) – 0./ 4,=§|ძ, 4/+ #4! ძა წ––0,/ 44. 

თუ აქ შევიტანთ ძ,წ,,-ის გამოსახულებას (1.24)-დან, გვექნება 

V. 4,=წყმა 4,+თ/ ,#!. 

ან, როგორც ეს (1.5 ა)-ს პირველი ფორმულის თანახმად შეიძლება 

დავწეროთ, 
V. #,=წყ (მ, 4/+0,/ 49 =წ/%4/, (2.4) 

სადაც მივიღეთ 

V, 4/=-– რ +0.//4 (2.3 ბ) 

აღნიშვნები. თუ (2.4) გოლობს = მხარეს გავამრავლებთ დზე: 
და მხედველობაში მივიღებთ, რომ დ”! თ,,=C/', გვექნება 

VI #4,=V,.(C“ 4)= 9" V, 4,. (2.5) 

რადგან დ! და V, 4,-მე-2 რააგის კონტრავარიანტული და კოვარიან- 

ტული ტენზორებია, ამიტომ მათი (2.5) შიგა ნამრავლი, ცხადია, მე-2" 
რანგის შერეული ტენზორი იქნება. 

ამრიგად, (2.3 ბ) გამოსახულებები შეადგენს მე-2 რანგის შერეულ 
ტენზორს. მის წ, #4” კომპონენტებს, რომლებიც განსაზღვრულია (2.3 ბ) 
ფორმულით, 1-ლი რანგის ტენზორის კონტრავარიანტული 4' კომ- 

პონენტების კოვარიანტული წარმოებულები ეწოდებათ. 

თუ კოორდინატთა სისტემა დეკარტისაა, მაშინ C,/=0, 4,=/#4! 
და (2.3 ა, ბ) ფორმულები ღებულობს 

წთ 45% 0.6. 
სახეს. ამრიგად, 1-ლი რანგის ტენზორის კომპონენტების კოვარიან– 
ტული წარმოებულები დეკარტის კოორდინატთა სისტემის შემთხ–
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ვევაში ტოლია მათივე კერძო წარმოებულებისა ჩვეულებრივი აზ- 
რით. მაგრამ ნებისმიერ (მრუდწირულ) კოორდინატთა სისტემის 
შემთხვევაში როგორც (2.3ა) და (2,3 ბ) ფორმულებიდან ჩანს, 

1-ლი რანგის ტენზორის კოვარიანტული /#, კომპონენტის (კონ- 

ტრავარიანტული #' კომპონენტის) კოვარიანტული წარმოებულის 

გამოსახულებაში, გარდა ამ კომპონენტის კერძო წარმოებულებისა, 

შესაკრებად შედის აგრეთვე ტენზორის ყველა კომპონენტის წრფი- 

ვი კომბინაცია. 
ბზ. ნებისმიერი რანგის ტენზორის კოვარიანტული წარმოებუ- 

ლები, ტენზორის პირდაპირი კოვარიანტული წარმოებული. ახლა 

გამოვიყვანთ ნებისმიერი რანგის ტენზორის კომპონენტების კოვა- 
რიანტული წარმოებულების გამომსახველ ფორმულებს. 

განვიხილოთ ჯერ მე-2 რანგის კოვარიანტული იძ,, C 7, (9) ტენ- 
ზორი. ვთქვათ, 4', 8, C' 1-ლი რანგის ნებისმიერი კონტრავარიან- 

ტული ტეხზორებია წ! (6)-დან;, რადგან დთ=0ძ,, 4,8" ინვარიანტია, 

  

ამიტომ C/ 2 ინვარიანტი იქნება. ცხადია, გვაქვს 

' 
C/ 99 =CI 99. #/8-+C/ 0, <5- ბრ ვ. თე, 8. 

ძXI ძXI 9XI ძX 

მაგრამ (2.5)-ის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

მ/' წ, ; ჩხ 08! _ ს ს ნ! 2.7 

“მ# =V,4 0, 4", ჯ MVტ 0,8. (2.7) 

ამის გამო წევრების ცხადი გადასმის შედეგად გვექნება 

0: 

C7/ 3 =C/ წი – 6, მ,-0,' უ 4'8"+ 

+ C/ძ,, 8" თ, 4+CI 0, 4' დ, 8". 

ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილი და მარჯვენას მე-2 და მე-3 შესაკრე– 

ბები ინვარიანტებია. ამის გამო ინვარიანტია მარჯვენა მხარის პირ- 

ველი შესაკრებიც. აქედან, განაყოფის წესის თანახმად, გამომდინა– 

რეობს, რომ 

ძი 
V, რ.=- წ _– 0ო,,' ძ,--0ე/' (40IM (2.8 ა)
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სახის გამოსახულება შეადგენს მე-3 რანგის' კოვარიანტულ ტენზორს. 
ამ გამოსახულებებს მე-2 რანგის ტენზორის კოვარიანტული კომპო– 
ნენტების კოვარიანტული წარმოებულები ეწოდება. უნდა გვახსოვ- 

დეს, რომ (2.8 ა) ფორმულაში ყველა ინდექსი 1,,..., 7 მნიშვნელობებს 
ღებულობს. 

თუ ახლა (1.24 ა) ფორმულებს მივმართავთ, გვექნება 

V, –,=0, (2.9) 

ე. ი. რიმანის სივრცის მეტრული ტენზორის კოვარიანტული კომ- 
პონენტების კოვარიანტული წარმოებულები იგივურად ნულის ტო- 
ლია. 

გამოვიყვნნოთ ახლა მე-2 რანგის შერეული ტიპის ტენზორის 

ძ;ჩ6წ კომპონენტებისათვის კოვარიანტული წარმოებულის ფორმულა. 
რადგან 0,= 7,0; , ამიტომ, (1.5 ა.) და (1.24 ფორმულების 

გამოყენებით, დავწერთ 

ძ,0,,= წაი 0| 0; +მ, წაი 0” =წსიმ/ 0; +(0/ + 0, M) 0? = 

=წა»(9,თ, +0, 0,)+C, რ. 

თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (2.8 ა, ფორმულის მარჯვენა მხა- 
რეში, მივიღებთ 

VI) 0-+= წ-ი V, 0;? (2.9 ა) 

ტოლობებს, სადაც 
ძი: 

V,0.= 5» –-0,' ი,+0," ძ,!. (2.8 

წინა ტოლობებიდან გვაქვს 

V,0,ს)=§"M V,0ძ,,. (2.9 ბ) 

მაშასადამე, V, 0; მატრიცა C" და V,თ,, ტენხორების შიგა ნამრავ- 

ლის შედეგად მიიღება. ამიტომ იგი წარმოადგენს მე-3 რანგის (2.1) 
ტიპის ტენზორს. 

ამ ტენზორის წ, 0; კომპონენტებს, რომლებიც (2.8 ბ) ტოლობე- 

ბით გამოისახებიან, მე-2 რანგის შერეული ტიპის ტენზორის თ, კომპო- 
ნენტების კოვარიანტული წარმოებულები ეწოდებათ. 

მე-2 რანგის შერეულე ტიპის იI!; ტენზორისათვის გვაქეს აგრეთვე 

რა» თ',=ძ, /,--0,/” თ» +0, თ” (2.9 3
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ფორმულები. თუ ახლა (1.24 გ). ფორმულას მივმართავთ, გვექნება 

V, წ1I=0, (2.9 დ) 

ე- ი. რიმანის სივრცის მეტრული ტენზორის შერეული ტიჰის კომ- 

პონენტების კოვარიანტული წარმოებულები იგივურად წულის ტო- 

ლია. 
თუ ახლა ვისარგებლებთ ით,ხ=წ,,0"" ფორმულით, შეგვიძლია 

დავწეროთ შემდეგი ტოლობები: 

ძ,0;=წ,, (009, ი'M+L0,/ 0") L0,/! 01", 

რომლებიც ადვილად მიიღებიან (1.24) და (1.5 ა) ფორმულების სა– 

შუალებით. თუ ამ გამოსახულებებს (2.8 ა) ტოლობათა მარჯვენა 

ნაწილში შევიტანთ, მივიღებთ 

V; 0,M=ყ,, V/ ცს, 

  

სადაც 

ი _ 90" ჯე V,0'“= - +0,/ 0! +C," 0M. (2.9 გ) 

წინა ტოლობებიდან გვაქვს 

V,0'=გ8' V,0;'. (2.9 ე) 
აქედან გამომდინარეობს, რომ წ, თ" მატრიცა წარმოადგენს მე-3 რან- 

გის (1,2) ტიპის ტენზორს. ამ ტენზორის კომპონენტებს, რომლებიც 

(2.8 გ) ფორმულებით განისაზღვრებიან, მე-2 რანგის ტენზორის კონტ- 
რავარიანტული ი'" კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები 

ეწოდებათ. 
თუ ახლა (1,24 ბ) ფორმულას მივმართავთ დავრწმუნდებით, 

რომ 

V.წ,,=9, (2.9 ვ) 
ე. ი. რიმანის სივრცის მეტრული ტენზორის კონტრავარიანტული 
კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები იგივურად ნულის 

ტოლია. 

(28) ფორმულების სტრუქტურის მიხედვით ახლა ადვილი და- 

სადგენია ნებისმიერი (ი, 0) ტიპის ტენზორის კომპონენტების კო–- 
ვარიანტული წარმოებულების შედგენის ზოგადი კანონი მაგრამ 
ამ განხოგადებისთვის მიზანშეწონილია ჯერ ვისარგებლოთ ევკლი–
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დური სივრცის / რანგის ტენზორის შემდეგნაირი წარმოდგენით 
(იხ. III თავი, § 9, პუნქტი 3) 

–))»აიაია»აI)V-ი” ღ.10). ი =04 ი ტ. : 
2? C, ...! I წი 

“იი 

სადაც 

6; ... =ი, ·/-.C0I., ც ''= ხი... ხი. (2.10 ა) 

თუ ამ ტოლობათაგან პირველს გაკაწარმოებთ X" კოორდინატით 

ღა ვისარგებლებთ სადერივაციო (1.10) ფორმულით, მივიღებთ 

ძ,8=(09, 601 '''') 6, + 01 მ, 6, ...I,= 

=ფ,01 ი ცა "ბ, (0.10 ბ) 
სადაც 

––_–_–_რ.რ –“–“––“:-.“-_-” 

+ 0,/9 ეც! 0-7, ღ.11 ა) 

(2.10 ბ) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ გ ტენხორის ძ, 3 კერქო წარმოე- 

ბულები ერთი რანგით მაღალ ტენზორს წარმოადგენს. აშ წარმოებულებს 

V, 2 სიმბოლოთი აღვნიშნავთ და 8 ტენზორის პირდაპირ კონტრავა- 
რიანტულ წარმოებულებს ვუწოდებთ. 

ახლა (2.10)-ის მეორე ტოლობიდან (1.11ბ) დერივაციული 

ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ აგრეთვე, რომ 

== >> 
VI3=ძ»2=ძაი, .,,ხ' ”Lძ, .,,9ხნ' 7?= ი 

=V0, 61", (2.10 გ 
სადაც 

I 926 V.0, ... ე =მაძ, ლი რს ბეა მი სასი, / 
(ლ.11 ბ) 

(2.11 ა) და (2.11 ბუ ფორმულები გამოსახავს # რანგის ტენ- 
ზორის შესაბამისად კონტრავარიანტული და კოვარიანტული კომ- 
პონენტების კოვარიანტულ წარმოებულებს. ისინი სავსებით ეთან–- 

ხმებიან (2.3ა, ბ) და (2.8ა,გ) ფორმულებს, რჩებიან რა სამარ– 
თლიანი ნებისმიერი M-განზომილებიანი რიმანის სივრცის #0 რანგის



<4 2) ტენზორების გაწარმოება 15! 

„თტენზორებისთვის. რა თქმა უნდა, მაშინ ინდექსები 1,..., ს მნიშ- 

ვნელობებს ღებულობს. 
ანალოგიურად მიიღება ტენხორის შერეული კომპონენტების 

კოვარიანტული წარმოებულების ფორმულა. ვთქვათ, გ წარმოად- 
გენს 20+ძ რანგის ტენზორს. მაშინ იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

(0, ი) ტიპის კომპონენტების საშუალებით შემდეგი სახით: 

I ს/ც ნ ...წ 
2=0/ ... M ა! რი 6, .../' 

თუ ამ ტოლობას ჯ" კოორდინატით გავაწარმოებთ, მივიღებთ 

ძ.2=0ძ, ის ი. #% ა? ჩრ", IL 

+ თ) ... ·M ი (ძ,C! იჩ რ ი, + 

+ 0) თ “იჩრდი.%,..). 
ახლა სადერივაციო (1.11 ა, ბ) ფორმულების. გამოყენებით ადვი– 

ლად გამოვიყვანთ 

ძ, 2= V» გ/! ““Mრუ C/... ! (2. 10 დ) 

ფორმულას, სადაც 

“I __ 
V ის (9-4, თ ... “ 0, ი/! ს. "წ 

საია ა · II I წ ·M 
0, ის წა! |+0,, თ ს ---წი + 

+...+0, 9 0! (2.11 8 
უს ფორმულა გამოსახავს შერეული (ი, 0) ტიპის ტენზორის კომ- 
პონენტების კოვარიანტულ წარმოებულებს. იგი ეთანატმება (2.8 ბ)-ს- 

წარმოადგენს რა მის ბუნებრივ განზოგადებას, და სამართლიანია 
რიმანის ნებისმიერი სასრულგანზომილებიანი სივრცისათვის. აქ 
არ შევჩერდებით ამ განზოგადებათა დასაბუთებაზე: ისინი (2.3) და 
(2.8) ფორმულების ისეთი ბუნებრივი განზოგადებებია, რომ მათი 
დასაბუთება არც თუ აუცილებელია. 

როგორც (2.11 გგ ფორმულიდან ჩანს, (0, 0) ტიპის ტენზორის 

კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები (0+1, ი) ტიპის 

ტენზორს წარმოადგენს. ამრიგად, კოვარიანტული გაწარმოება ტენ-
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ზორის რანგს ერთი ერთეულით ადიდებს კოვარიანტული ინდექსების 

რიცხვის გადიდების; არჯზე. 

4. ტენზორის დიფერენციალი. ტენზორთა ჯამისა ·და ნამრავ- 

ლის გაწარმოების წესი. (2.10 ბ, გ დღე ტოლობები გამოსახავს 
წერტილის კოორდინატებით ტენზორის პირდაპირი გაწარმოების 

ფორმულებს. კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნის მამართ ინვა–- 

რიანტული 

ძგ=ძ, გ ძX =V, ძე, ...., ფს ი ქე (2.12) 

ტოლობის საშუალებით შესაძლებელია განვმარტოთ ი ტენზორის 
დიფერენციალი. ამ ტოლობაში, როგორც “ზემოთ იყო აღნიშნუ- 

ლი, თავისუფალი #),...,/ე ინდექსები თავისი ვერტიკალის გასწვრივ 
თავისუფლად შეიძლება ვამოძრაოთ. უნდა შევნიშნოთ, რომ (2.10) 

და (2.12) ფორმულების მკაცრი დასაბუთება ზემოთ ჰოცემულია 
მხოლოდ ევკლიდური სივრცისათვის, მაგრამ ახლა შესაძლებელია 
მათი განხოგადება რიმანის ნებისმიერი სასრულგანზომილებიანი 

მრავალსახეობის შემთხვევაშიაც. თუ 6 1. წარმოადგენს ზე– 

მოთ, II1 თავის მე-9 პარაგრაფის მე-4 პუნქტში შემოღებულ საბაზი– 

სო ტენზორებს, ინვარიანტული (2.12) ფორმულა შეგვიძლია მივი– 

ღოთ ტენზორის დიფერენციალის განმარტებად რიმანის ნებისმიერი 

სასრულგანზომილებიანი მრავალსახეობისათვის. მაშინ (2.10) ფორ–- 
მულები გამოსახავს ტენზორის პირდაპირ წარმოებულს წერტილის 

კოორდინატების მიმართ. ამ ფორმულათა საფუძველხე რიმანის 

ნებისმიერი მრავალსახეობის ტენზორებისთვის შესაძლებელია გან– 
ეაზოგადოთ ჯამისა და ნამრავლის გაწარმოების წესები. 

თუ 2 და ხ წარმოადგე:ს #0 რანგის ტენზორებს, მ, ხCდ (თ, 
მაშინ 

ძ,(8+ხ)=ძ,8+ძ,ხ, 1CL1, იI, (2.13 ა) 
ძ(82+ხ)=:ძ2-ძს. (2.13 ბ) 

თუ მ, ხ ტენზორები შესაბამისად ი+/ და #-Lი რანგისაა, 3 C შ.ს,(ი, 

ხ CV, (§), მაშინ 

,” #, 

ძ, (660ხ) =ძ,860ხ+262ძ,ხ, (C(1, MI. 0.14 ა 

ძ თრხ) = ძეტახ +გრძხ. (2.14ბ)
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(2.13) ფორმულათა სამართლიანობა ცხადია. საკმარისია და- 
ვამტკიცოთ (2.14ა) ფორმულები. დამტკიცება მოვიყვანოთ იმ 

შემთხვევაში, როცა მ, ხ CV, (C). განზოგადება არავითარ სირთულეს 
არ წარმოადგენს. გვაქვს 

ძ, (6 ხ)=ძ/(ი, .../, ხი" 'ი=ძ,თ, .. 7 ხ.'/+ 

+0, |, მ, 1, დლ.15 ა). 

მაგრამ (2.11 ა, ბ)-ს თანახმად 

I 

ე. ..-.–''ჟ.. 
(ს (2 ---ჩი ( წ I 8 ... 'ი (ვ ... ჩ 1 (IX ი ი- 

–_____ 

(2.15 გ) 
თუ ამ გამოსახულებებს (2.15 ა)-ში შევიტანთ, (1.5 ა) ფორმულე– 
ბის გამოყენებით მარტივი და ცხადი გამოთვლების შედეგად მივი- 

ღებთ 

;ე ·..წ 1, ... 
ძ, (მ, ხ)=V, (0; ...ჯ,) ს" ”+ მ/, ...ჯ,VI ხ.“”. (2.15დღ) 

მეორე მხრივ, თუ გამოვიყენებთ (2.10 ბ, გ) და (III, %.31 ა, ბ) 

ფორმულებს, ვაჩვენებთ, რომ 

ძ, გხ-L8 ძ, ხ=, 0; აწ ტრ "ი ხI! --“Iი ი, ქ... IL % 

________-_-_-__ 
+ძ0ძი ...,, 5 ?V,ხს ლ, ../ი “ლ 

(ვ... I... 
=წძ, ...,, 0! ჩ/ჩ+0, .,,V,ხ1 ი. (2.15 ე) 

რადგან (2.15 დ,ე) ფორმულების მარჯვენა მხარეები ტოლია, ამი– 

ტომ ტოლი იქნება მარცხენა მხარეებიც. მაშასადამე, (2.14 ა) ფოCრ– 

მულები დამტკიცებულია იმ შემთხვევაში, როცა 8, ხ C9. (). 

(2.13) და (2.14) ფორმულები საშუალებას გვაძლევს გაწარ–- 
მოების ოპერაციები უშუალოდ გამოვიყენოთ ისეთი გამოსახულე– 
ბებისათვის, რომლებიც ტენზორთა ჯამებსა და ნამრავლებს შეი– 
ცავენ, ისე, რომ არ გადავიდეთ მათ კომპონენტებზე. რიგ შემთხ–
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ვევში ეს მნიშვნელოვნად ამოკლებს სხვადასხვაგარ გამო–- 
თვლებს. 

ამ პუნქტის დასასრულს აღვნიშნოთ, რომ ტენზორთა ჯამის, სხვა– 
ობის და ნამრავლის კოვარიანტული გაწარმოების წესები ზუსტად 

ისეთივეა, როგორც ფუნქციებისათვის მსგავს გამოსახულებათა გა- 

წარმოების წესები. 

ჩავწეროთ ეს წესები შემოკლებული ფორმით: 

V;(თ+ ხ)=V/0თ +V,ხ, I CI1, I), (2.16) 

სადაც თ და ხ აღნიშნავს 0 რანგის 8 და ხ ტენზორების ერთი და 

«მავე ტიპის კომპონენტებს; მაგალითად, ძ=0, ..( ხ=ხ, . . 

ტ, დხ) = (4,0) ხ+ი ტ, ხ: დ2.17) 

აქ თ და ხ სათანადოდ აღნიშნავს რაიმე 8 და ხ ტენზორების ნე- 
ბისმიერ კომპონენტებს. 

ნ. დისკრიმინანტული ტენზორის კომპონენტების კოვარიან- 

ტული წარმოებულები. ზემოთ დამტკიცებული იყო, რომ რიმანის 

სივრცის მეტრული ტენზორის კომპონენტების კოვარიანტული 
წარმოებულები ნულის ტოლია, ე. ი. 

ტა,ყ.=0, ბ,ყრ=0, #8 = 0. (2.18) 
(3.18) და (2.11) ფორმულების გამოყენებით ადვილად დავამ- 

ტკიცებთ, რომ ეკვივალენტური ტენზორების კოვარიანტული გა- 
წარმოების შედეგად კვლავ ეკვივალენტურ ტენზორებს მივიღებთ. 

1-ლი და მე-2 რანგის ტენზორებისთვის ეს გამომდინარეობს (2.4) 
და (2.9) ფორმულებიდან. აქედან, კერძოდ, გვაქვს: თუ ტენზორის 

კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები ნულის ტოლია, 
მაშინ ყველა მისი ეკვივალენტური ტენზორის კომპონენტების კო- 
ვარიანტული წარმოებულებიც აგრეთვე ნულის ტოლი იქნება. 

დავამტკიცოთ აგრეთვე, რომ დისკრიმინანტული ტენზორის 
კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები ნულის ტოლია. 
კოვარიანტული დისკრიმინანტული ტენზორი მოცემულია ტოლო- 
ბებით 

C, ..,=V წ 6Cა .../, Iს..» /. CL), #1), (2.19)
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სადაც # რიმანის , მრავალსახეობის განზომილებაა, I –- მეტრუ– 
ლი კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტი. დავამტკიცოთ, რომ 

V/ C, „..(:=0, I, ს... (ს C I1, ”II. (2.20) 

42.11 ბბ ფორმულების თანახმად გვაქვს 

9მV 
V,C,, ..I,= 6ი ... 8 _ 

  

–V « (6,, 0, +--.+6C, 0 ბ. (2.21. 
1 თო ჩ-11. /ი 

თუ C,;, .../, “0, მაშინ ცხადია, რომ წისა ტოლობა მიიღებს 

V/ CV ... =C; L. -» (“% 9 –) § (C,. I ნ...+ ნეი) 

სახეს. აქ ინდექსის ქვემოთ ხაზი აღნიშნავს შეჯამების აკრძალვას. 

ამის გამო (1.26) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

(Vნ->იე« 
გაჩვიხილოთ შემთხვევა, როცა C,; ...;,=0. თუ აქ ერთნაირია სამი ან 

მეტი ინდექსი, მაშინ (2.21) ტოლობის მარჯვენა მხარე, „ცხადია, ნუ- 

ლად იქცევა. თუ კი წ,,,..., ჯგ ინდექსებს შორის მხოლოდ ორია ერთ- 

ნაირი, მაშინ (2.21)-ის მარჯვენა მხარეში მხოლოდ ორი შესაკრები 

იქნება ნულისაგან განსხვავებული. მაგალითად, თუ #1=1:=!, მაშინ 

გვექნება 

V,C,(0.. ს -– IM წ (6!,', ..ი 9/,+ ნა (0: 

მაგრამ CV, .../ 6 ../' ამის გამო წინა ტოლობის მარჯვენა 

მხარე ნულის ტოლია. ამგვარად, დავადგინეთ, რომ (2.2ე) ტოლობას 
ადგილი აქვს ჩ,... 1, ინდექსების ყველა მნიშვიელობისათვის, რაც 

უნდა დაგვემტკიცებინა. 
გარდა ამისა, ცხადია, რომ დისკრიმინანტული ტენხორის ყვე– 

ლა ეკვივალენტური კომპონენტის კოვარიანტული წარმოებულებიც 
აგრეთვე ნულის ტოლია. 

(2.18) და (2.17)-ის თანახმად ვღებულობთ, რომ ის მამრავლე– 

ბი, რომლებიც წარმოადგენენ მეტრული და დისკრიმინანტული 

    

VIC- ..I,,= 6ჩ ... I
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ტენზორების კომპონენტებს, შეიძლება შევიტანოთ ან გამოვიტა-- 
ნოთ კოვარიანტული გაწარმოების ნიშნის გარეთ, ე. ი. კოვარიან–- 
ტული გაწარმოებისას ისინი ზუსტად იგივე წესს ექვემდებარებია5, 
როგორსაც მუდმივი მამრავლები ფუნქციათა ჩვეულებრივი აზრით: 
გაწარმოების შემთხვევაში. 

ნ. ტენზორის კომპონენტების კონტრავარიანტული წარმოებუ-. 

ლები. ტენზორის აბსოლუტური წარმოებული. 

ტენზორის ეკვივალენტურ ტენზორებს შორის გვაქვს (ძი, 09+1) ტი– 
პის შემდეგი სახის ტენზორიც 

(ე ...I ტ!ი1  /= წ ყ,ძ: (ი. CC) 
ეს ფორმულები განსაზღვრავს ის M. ი ტენზორის კომპონენტების ე. წ. 

კონტრავარიანტულ წარმოებულებს. | 
ამრიგად, /I-ური რანგის # ტენზორის კომპონენტების კოვარიან.. 

ტული და კონტრავარიანტული წარმოებულები შეადგენს #/+1 რანგის 
ეკვივალენტური ტენზორების კლასს. ამ უკანასკნელ ტენზორს # ტენ-. 
ხორის აბსოლუტურ წარმოებულს ვუწოდებთ და აღვნიშნავთ VVM ან. 

წმძ # სიმბოლოთი, # ტენზორის აბსოლუტური წარმოებულის წარ- 
მოსადგენად შეგვიძლია ვისარგებლოთ შემდეგი ფორმულით (იხ. III თა> 

ვი, § 9, პუნქტი 4) 

7#=წოძ#=ძი,-ტC0C=,4, 6 ი, (2.23) 

7. საბაზისო ვექტორების კოვარიანტული წარმოებულები. კოვა-. 

რიანტული გაწარმოების ოპერაციები შესაძლებელია გამოვიყენოთ აგ- 

რეთვე საბაზისო დ!“ და 6, ...' ტენზორებისათვისაც. ქვემოთ გა– 

ვარკვევთ, რომ მათი გაწარმოების შედეგად მიიღება ნულის ტოლი. 

ტენზორი. განვიხილოთ ჯერ ევკლიდური სივრცის შემთხვევა. თუ მი- 

ვმართავთ (1.2) და (1.8 გ) ფორმულებს, მათი ჩაწერა შესაძლებელია 

შედეგი სახით: 

წ,ი,ლ=–ძ,წ,–0,/ ?,=0, ტ, ს" =ძ,სი"'+0,"0/=0. (2.24ა). 

ამგვარად, საბაზისო IM, და ს! ვექტორების კოვარიანტული წარმოე– 

ბულები ნულის ტოლია.
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ახლა ეს შალის ადვილად განზოგადდება ევკლიდეს სივრცის 
საბაზისო რ, .../, და დ! · ი ტენზორებზე. მართლაც (2.23)-ის თა- 

ნახმად გვაქვს. · 

VI, ..(,=(V IV) CL, ·.· CV9?,, +-..+ს, ·--C 

დან; „CV =0, (2.24 ბ) 

ფწ,ფ1 ''ი= (წ,ი) რდ ს5...C66%7+...+ნ“...C 

დან"-:60თ/07/=0. (2.24 2) 

გვაქვს აგრეთვე 

თ რ... დდ“ რ- 

= (CV,6), ...(,) 09 გჩ ი ბ. „რთი ““I/=0. (2.24 დ) 

ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (2.24 გ, დღ) ტოლობები სა- 

მართლიანია «იმანის ნებისმიერი სასრულგანზომილებიანი მრავალსა- 

ზეობისათვის. ეს ცხადია, რადგან 6, ჩი ტენზორის კოვარიანტული 

66“ "წ, I კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები ნულის 

ტოლია. 
გ. განმეორებითი კოვარიანტული წარმოებულები. რიმან--– 

ქრისტოფელის ტენზორი. II-ური რანგის ტენზორის კომპონენტების 

კოვარიანტულ წარმოებულებზე თუ კვლავ გამოვიყენებთ კოვარიაი- 
ტულ გაწარმოებათა ოპერაციებს, მივიღებთ (#+2) რანგის ტენ- 
ზორს, რომლის კომპონენტებს აქვს სახე 

ე ' VMV, 0,1. 0+9ძ=/!. (2.25) 

თუ ახლა განვიხილავთ ამ ტენზორის იზომერს, რომელიც; მისგან 

მიიღება / და # ინდექსების გადანაცვლებით, ყველა სხვა ინდექ- 
სის ადგილების შეუცვლელად, მაშინ, ცხადია, მივიღებთ აგრეთვე 

(2+2) რანგის ტენზორს, მაგრამ, საზოგადოდ, იგი არ დაემთხვევა 
(2.25)-ს. ეს გარემოება რიმანის მრავალსახეობის დამახასიათებელ 
თვისებას წარმოადგენს. ევკლიდეს სივრცის შემთხვევაში ეს ორი 
ტენზორი ყოველთვის ერთნაირი იქნება. მართლაც დეკარტის 

2
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კოორდინატთა სისტემაში C, ,'=0 და გვაქვს (სიმარტივისათვის (,,..., ჩი. 

და /, ...Iი ინდექსებს არ ამოვწერთ) 
ქ?ც.-· ძზი..- 

მმ ძეა წრის 2:20. 
მაგრამ V» V,0::: და ტ,V,0:: წარმოადგენს (თ + 2) რანგის ტენზო- 
რებს. რადგან მათი კომპონენტები ერთმანეთს ემთხვევა დეკარტის 
კოორდინატთა სისტემაში, ამიტომ ისინი ტოლი იქნებიან კოორდინატ– 

თა ნებისმიერ სხვა სისტემაშიც, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

თუ რიმანის მრავალსახეობის ზოგად შემთხვევას დავუბრუნდებით, 
ვიპოვთ შფ,.V,0:. – V„,V, 0: სხვაობის ცხად გამოსახულებას, 
რომელიც, აშკარაა, (ი? + 2) რანგის ტენზორს წარმოადგენს. ვნახავთ, 

რომ ეს ტენზორი გამოისახება მე-3 რანგის რაღაც ტენზორის საშუა- 
ლებით, რომელსაც სიმრუდის ტენზორი ან რიმან–-–ქრისტოფელის. 
ტენზორი ეწოდება. ეს ტენზორი, რომელიც მეტრული ტენზორის კომ- 

პონენტებით განოისახება წარმოადგენს რიმანის მრავალსახეობის ძი- 

რითად. მახასიათებელს. ევკლიდეს სივრცისათვის როგორც ქვემოთ 

დავრწმუნდებით, სიმრუდის ტენზორი ნულად იქცევა. 
გამოთვლათა გამარტივების მიზნით განვიხილოთ ჯერ 1-ლი რანგის 

ტენზორები:. 1-ლი რანგის კოვარიანტული 0, ტენზორისათვის გვაქეს 

VI V,0:::= 

V, თ=99 – 0, ძ,. (2.27) 

აქედან 
ძი! ; 2.28 ე, -ტ,თ+0 ძ,. C · ) 

თუ განვიხილავთ განმეორებით კოვარიანტულ V/, V, 0, წარმოებუ- 

ლებს, (2.8 ა)-ს თანახმად დავწე–თ 

იწი 
VI VI თ=9- 6” V» 0,= 0,” V, რ». 

თუ აქ (2.27) გამოსახულებებს შევიტანთ, მივიღებთ 

პბი, _ ძრ,/! , 
VV 6 ი ტიის 4 

ძი, 

ძX" 

    

– 0,” წაი, C,/” VI 0»
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აქ ლ -ს ნაცვლად ”შესაბამისი გამოსახულებების შეტანით (2.28)-დან. 

გვექნება 

  

2 ძ 
'.-0,MV, ძა 0,” V-0,-– 0,= 

VV/4, ძX! ძ»" 

ძძ,' 
–C0C,,”V,0მი– (<> +0,)/ 0, | ძ,- 

ამ ტოლობაში თუ # და / ინდექსებს ადგილებს შევუცვლით, შემდეგ. 

კი ერთ ტოლობას მეორეს გამოვაკლებთ და 06," სიმბოლოების ქვედა: 
ინდექსების მიმართ სიმეტრიულობას გავითვალისწინებთ, ვპოულობთ 

V/VIV/ –Vი V, ი,=MI/ 0, (2.29): 

სადაც 

ძე0,' ირ, 

“ > კე +9V თა 0,” 0”. (2.30) 

(4.50 ტოლობის მარცხენა და, მაშასადამე, მარჯვენა მხარეები მე-3 
რანგის ტენზორებს წარმოადგენს ნებისმიერი 1-ლი რანგის კოვარიან-: 

ტული ძი, ტენზორისათვის. აქედან, გახაყოფის წესის თანახმად, გამომ- 
დინარეობს, რომ /?.,, (3.1) ტიპის მე-4 რანგის ტენზორია. ამ ტენ- 
ზორს სიმრუდის ტენზორი ან რიმან – ქრისტოფელის ტენზორი ეწო-. 
დება. 

ევკლიდური სივრცისათვის სიმრუდის /#,, ტენზორი იგივურად 
ნულია. ეს ერთბაშად გამომდინარეობს (2.30) ფორმულიდან, თუ გა- 

ვითვალისწინებთ, რომ დეკარტის კოორდინატებში 0,,'=0 და, მაშასა- 

დამე, /#?/,,,=0 ამ კოორდინატებში. მაგრამ აქედან გამომდინარეობს, 
რომ I, ტენზორი ნულის ტოლია ნებისმიერ სხვა კოორდინატთა: 
სისტემაშიც. 

განვიხილოთ ახლა 1-ლი რანგის კონტრავარიანტული ტენზო– 
რი. მისთვის გვაქვს 

”ი 

თ- % ე 0,0 (2.31) V/ _ ბ# |ხ “ი · 

აქედან 
ძ (4 

კ =V- – 0,/ იი. (2.32).
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ახლა განვიხილოთ განმეორებითი კოვარიანტული V, Vწ,ი! წარმოებუ- 
ლი, (2.8 ბ)-ს მიხედვით გვექნება 

  

იწ, – 
VMV/ 0'= ა – 0,” V» ი'-+0, V, 0”= 

ეშ ი' ძ0,,' ძც? 

იი 1 თა“ მ ედ I 01 თი რი 
ნ 

თუ აქ არი გამოსახული (2.32)-დან შევიტანთ, მივიღებთ 

_თთ ც6/ VI 0ნ–--C,, V» ქ + 
|| 0“ძ 

V#V/2 = ძX “ძX" მ. წ. 

ა0. +0V 'ფ,თ+ (“თ 9 _ ც,! 0.) “ . 

თუ შევუცვლით # და / ინდექსებს ადგილებს, შემდეგ კი ერთ-ერთ 
ტოლობას გამოვაკლებთ მეორეს, მივიღებთ 

V. V,თ'–-VIV, თ = #0. (2.33) 
ახლა ·ეს ფორმულები შეიძლება განვაზოგადოთ ნებისმიერი 

რანგის ტენზორებისთვის. დამტკიცების დეტალებზე ჩვენ არ შევ- 
ჩერდებით. ამოვიწერთ ზოგად ფორმულას, რომელსაც (ი, ძ) ტი- 

პის ტენზორისთვის აქვს სახე 

(1 თრი 'ს – VI ი, '' 09= 

=/MI, ი,” = 64. ·-+ M”, 0. . 260 – 

! ·I –-M)M ი,” /' ურ ... _ 4 9 მ. ი დ.34 

სიმრუდის ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტები გამოისა- 
ხება ფორმულით 

ბყა=წ6 I; .II#" (2.35) 

თუ ახლა (1.5 ა) და (1.24) ფორმულებს გამოვიყენებთ, დავწერთ 

ძლ" _ ძწ,ი 0,” ძღ, 5? წ”, _ 6,9 .511= 
იაკM. ' ძი, ” ე» 

8" – 0/ თი –_ 0, C.ჯსI. (2.360)
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შევიტანოთ (2.35)-ში M. გამოსახულებები (2.30)-დან და შემდეგ გა- 

მოვიყენოთ (1.5 ა) და (4.12) ფორმულები, გვექნება 
0იC ძია, 

ჩიგ= ა 5: ,-+0,” 0, ,--0ყ” 0: (2.37) 

სიმრუდის ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტები აკმაყო- 

ფილებს შემდეგ დამოკიდებულებებს 

M,კა=,=-Mყ: 2 --ზი (2.38) 

ჩე. +ჩიც+Iზ/კ=0. (2.39) 

უკანასკნელ დამოკიდებულებებს რიჩის იგივეობები ეწოდება ტენ- 

ზორული აღრიცხვის ერთ-ერთი ფუძემდებლის IIICCI-CსIხმ5L-0-ს სახე- 
ლის მიხედვითზ. 

(2.3811 ტოლობების საშუალებით შეიძლება დამტკიცდეს, რომ 
2 („ბ _ 

სიმრუდის ტენზორს აქვს Iს) არსებითი კომპონენტი. დანარ- 

ჩენი (ნულისაგან განსხვავებული) კომპონენტები მათი საშუალებით გა- 
მოისახებიანი ორგანზომილებიანი მრავალსახეობის შემთხვევაში, რო- 
მელსაც უფრო დაწვრილებით ქვემოთ განვიხილავთ (V თავი), სიმ- 

რუდის ტენხორს მხოლოდ ერთი არსებითი კომპონენტი აქვს. დანარ- 
ჩენი 16 კომპონენტი მისი საშუალებით გამოისახება (ზოგიერთი მათ- 
განი ნულის ტოლია). 

ადგილი აქვს აგრეთვე ტოლობას (10) 

Vი აIIIMLV; ისი + წ ზ/=0, (2.40) 

რომელსაც ბიანკის იგივეობა ეწოდება. (2.38), (2.39) და (2.40) ტო- 
ლობებს რიმანის ორგანზომილებიანი მრავალსახეობისათვის ქვემოთ და- 
ვამტკიცებთ (V თავი, § 10, პუნქტი 2). 

სიმრუდის #!,,, ტენზორის 1 და ჩ ინდექსებს თუ შევკვეცთ, მივი- 
ღებთ მე-2 რანგის სიმეტრიულ 

I,=Iბ)=%ს (2.41) 

% დასავლეთის მათემატიკურ ლიტერატურაში ,ტენზორულ აღრიცხვას დღემდე 
უწოდებენ IXIICCI-CმICსIV§5 (იხ. მაგალითად, (101). 

11, ი. ვეკუა
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ტენზორს, რომელსაც რიჩის ტენზორი ეწოდება. შეიძლება დამტკიც- 

დეს, რომ რიჩის ტენზორი გამოისახება 

შით იძ ბიMC II ,= 0IIV 6_ 0კნ –– 0, ბიV « 
'" მჯ. ძX9 

+0,”,' 0,” (2.42) 

მ თ. სკალარს, რომ მიიღება რიჩის შერ იპის ული კალ ელიც მიიღე ერეული ტ ! 
ტენზორის ინდექსების შეკვიცით, 

–= I-V MX, (2.43) 
რიმანის სივრცის სიმრუდე ეწოდება ორგანზომილებიანი სივრცის 

შემთხვევაში, რომელიც სამგანზომილებიან სივრცეში ზედაპირის სახი- 
თაა წარმოდგენილი, იგი ზედაპირის გაუსის (მთავარ) სიმრუდეს ემთხ- 

ვევა (იხ. V თავი, § 10, პუნქტი 2). 

ფარდობითობის თეორიაში გამოიყენება მე-2 რანგის 

1 
0,=#%,,–– რი ზს, (2.44) 

ტენზორი, რომელიც აინშტაინმა შემოიყვანა და მის სახელს ატა- 
რებს (იხ. (10). 

აინშტაინი ტენზორის დამახასიათებელი თვისება ისაა, რომ 
მისი დივერგენცია ნულის ტოლია 

V,0,=0, )CL1, 711. .-(2.45) 

ქვემოთ ჩვენ დავინახავთ (V თავი), რომ აინშტაინის ტენზორი ორ- 
განზომილებიანი მრავალსახეობის შემთხვევაში იგივურად ნულის 
ტოლია. 

§ პ. ვექტორის დივერგენცია. გაუს–-ოსტროგრადსკისა და 

გრინის ფორმულები. ლაპლასის ოპერატორი მრუდწირულ 

კოორდინატებში 

ანალიზის მრავალი მნიშვნელოვანი ფორმულა, რომელსაც 
ფართო გამოყენება აქვს გეომეტრიასა და ფიზიკაში, კოვარიანტუ– 
ლი და კონტრავარიანტული გაწარმოების ოპერაციათა საშუალე- 
ბით კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნის მიმართ ინვარიანტული 
ფორმით შეიძლება ჩაიწეროს.
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1. ვექტორის დივერგენცია. ვთქვათ, /#' წარმოადგენს / C Vე (§)) 
ვექტორის კოვარიანტულ კომპონენტებს. მაშინ, თუ V, 4, ტენზორში 

ინდექსებს შევკვეცთ, მივიღებთ V,4' ინვარიანტს, რომელსაც #6. ვექ- 
ტორის დივერგენცია ეწოდება და აღინიშნება ძIV # სიმბოლოთი. 

(2.3 ბ) და (1.14)-ის თანახმად გვაქვს 

X –__–- (<= –“ _ (ე) “  – 6_ 4 
V, 4 32719 4 = 9 + / # მX 

  

1 / თ / 
მV#=V 4 =:7 + –"V §4, (3.1) 

ევკლიდეს სამგანზომილებიან სივრცეში დეკარტის X, ყ, 2 კოორ- 
დინატების მიმართ გვექნება ელემენტარული ვექტორული ანალი– 
ზის ჩვეულებრივი ფორმულა 

ძე ”#=94 = 941 , 94; , 94. (6.3 
ძმ ძX ძყ ძ2 

2, გაუს-ოსტროგრადსკისა და გრინის ფორმულები. ვთქვათ, 

(ჰ ევკლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის არეა, ხოლო 5 –- მისი 
საზღვარი, რომელიც შედგება სასრული რაოდენობა შეკრული 
მარტივი უბან-უბან გლუვი ზედაპირისაგან. 

ვთქვათ, #I(V, ყ, 2), /85CX, ყ, 2), 43(X,ყ,2) წარმოადგენს §ა 
არის წერტილის დეკარტის კოორდინატების ფუნქციებს, რომლე–- 
ბიც უწყვეტია ჩაკეტილ §+5 არეში, ხოლო §) არის “მეგნით გააჩ- 

ნიათ უწყვეტი კერძო წარმოებულები X, ყ, 2 კოორდინატებით. ანა– 
ლიზის კურსში მტკიცდება 

(( (რია ბ) ««რ- 
2 

=II (4, 005 (ი, X)+ 4. C05(თ, ყ)+ კვ 005 (ი, 2))ძ5 (3.3) 

5 

ფორმულა, რომელიც გაუს –ოს ტროგრადსკის ფორმულის სახელწოდე- 

ბითაა ცნობილი. აქ ი წარმოადგენს 5 ზედაპირის გარე ნორმალს. 
(3.2) ფორმულის გამოყენებით ეს ტოლობა შემდეგი სახით შეიძლება 
ჩავწეროთ: 
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III ძIV #ძ0 = I 4თ)ძ5, ც.4) 
92 ჯა 

სადაც 4() წარმოადგენს # ვექტორის გეგმილს § ზედაპირის ერთეუ- 
ლოვან გარე თ ნორმალზე, ე. ი. /#,,„)=/#0 =)4' /,. აქ 7, M ნორმა- 
ლის ორტის კოვარიანტული კომპონენტებია რადგან (3.4) ტოლო- 
ბის მარჯვენა მხარე არაა დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის შერ- 

ჩევაზე, ხოლო ძIV ს სკალარია, ამიტომ ეს ტოლობა სამართლიანი 
იქნება კოორდინატთა ნებისმიერი სისტემისათვის. (3.1)-ის თანახმად 
(3.4) ფორმულა შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

  

I 7 => 1V#4) 4 “ი 9- ფრრი-ე 4ი,ძვ. (.5 

ვთქვათ #= წIმძ'ს, სადაც ს სკალარია. მაშინ 

4,=3=. /#'= ყე => V, V=Vწ/' (3.0 

და (3.1) ფორმულა მიიღებს სახეს 

ძ0IV ყწმძ # =V, VI V= უ= 2V §VV. (3,7) 

დეკარტის X, Vყ, 2 კოორდინატებში ამ ფორმულის მარჯვენა 
მხარე ლაპლასის ოპერატორს წარმოადგენს 

2, 

ძLV თ-2ძ = უხკელები =#V. (3.8) 
ძყს 0ძ2? 

ამგვარად, ლაპლასის ოპერატორი სკალარისაგან სკალარია, რო- 
მელიც ნებისმიერ მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემაში გამოისახე- 

ბა (3.7) ფორმულით. მას ჩვენ ასეთი სახითაც ჩავწერთ 

“ი მ4 

–_ · ძV § "მჯ ი 

სი==ძIVCCგ0 ს = –––- –-–აეუე|ეჟ'უეღაებგბა' (3.9) 

MV « ძX 

სადაც ტ სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ლაპლასის ოპერატორს ნების- 

მიერად აღებულ კოორდინატთა სისტემაში ვინარჩუნებთ რა #
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სიმბოლოს (3.მ) გამოსახულების აღსანიშნავად, ე. ი. ლაპლასის 

ოპერატორის აღსანიშნავად დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში. 

თუ #=წყ”მძV, მაშინ (3.5)-დან მივიღებთ 

III ტაძი- |. « ძე (3.10) 

| ჯ ა 

ტოლობას, რომელსაც ჩვეულებრივ გრინის ფორმულა ეწოდება. აქ. ამ. 

ფორმით ჩაწერილი, იგი სამართლიანია ნებისმიერ მრუდწირულ კოორ- 

დინატთა სისტემაში. 

8. ლაპლასის ოპერატორი მრუდწირულ კოორდინატებში. ორ- 

თოგონალურ კოორდინატთა სისტემაში (–ჯ=0, როცა (5-#) (3.2) 

ფორმულა მიიღებს სახეს 

–_ 1 ბ / (/ C7I | წა წვ #ტ# == ა უეუუღ–===– |-––- 62. .-”"–"' + 

““V წაწაწა C | ყს ძ»X', 

ძ ძმ“ ძ ძმ“ 
_- 632811 _ | 811 693 +). 3.11 

+ ძX” I/ წე 0X” +» ს წე 0» ( ) 

შევნიშნოთ, რომ ზემომოყვანილი ფორმულები სამართლიანია 

რიმანის ნებისმიერი სასრულგანზომილებიანი სივრცის შემთხვე- 

ვაში. 
სფერულ კოორდინატთა სისტემაში (III, 4.19) ტოლობის თა- 

ნახმად გვაქვს 

26-53 2“ «+ 1 შ.. 

  

ჯ ძ, ძი) „#251ი28 ძვ? 

1 ძ ( : ძ“ V 
„ღა“ –- /5§0ი 0 –– |, 3.12 

1 „1 51ი ს ძმ 2) 012 

ცილინდრულ კოორდინატთა სისტემისთვის (III, 4.21)-ის ძალით 

გვაქვს 
ჯ 1.0 / <) 1 ძმის. ძ?მ?ძ 

' Iს=5-–-–- –-–- /(/–– _ --+--–-. 

” ( ძ, /(ი პპ ძუ? 
„3.13) 

4. გაუს--ოსტროგრადსკისა და გრინის ფორმულები ტენზორე- 

ბისათვის. სასარგებლოა (3.5) და (3.100) ფორმულების განზოგადე–



166 ტენზორული ანალიზის საფუძვლები (თავი IV 

ბა იმ შემთხვევისათვის, როცა ინტეგრალქვეშა გამოსახულებები 
ვექტორებს წარმოადგენს. 

უპირველეს ყოვლისა ადვილად განზოგადდება (3.10) ფორმუ- 

ლა. ვთქვათ გვაქვს ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი ვექტორული C 
ველი. თუ ნებისმიერ კოორდინატთა სისტემაში ს ვექტორის ლაპ– 
ლასის ოპერატორს განვმარტავთ 

_ ძყ ძ I” 

=> V CV >> , 

ფორმულით, სადაც V,0V=ძ0,ს 1-ლი რანგის კონტრავარიანტული ტენ- 

ზორია V, (9)-დან, ადვილად შეიძლება დავამტკიცოთ 

| 2 ძი ძი= “I > 9ს კვ (3.15) 
დღ 

ფორმულა. მართლაც, დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში „კა- 
ნასკნელი ტოლობის სამართლიანობას ადვილად დავამტკიცებთ, 
თუ სხ ვექტორის ყოველ კომპონენტზე სათითაოდ გამოვიყენებთ 
(3.10) ფორმულას. შემდეგ, (3.14) გამოსახულებებისა და (3.15)-ის 
მარჯვენა მზარის ინვარიანტობის გათვალისწინებით, ცხადია, ამ 
ფორმულას ადგილი ექნება ნებისმიერ კოორდინატთა სისტემაში. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (3.15) ფორმულა სამართლიანია 
ნებისმიერი რანგის ყოველი ს, ტენზორისთვის ევკლიდეს სივრ–- 
ცეში. 

მოვიყვანოთ (3.5) ფორმულის კიდევ ერთი განზოგადება, რო- 

მელიც გამოიყენება უწყვეტ ტანთა წონასწორობის განტოლებების 
მიღებისას. 

ვთქვათ, M მე-2 რანგის კონტრავარიანტული ტენზორია 7? (9)- 

დან. მაშინ 
ნ'= ნდ, = ჩ) ნ" (3.16) 

სიდიდეები 1-ლი რანგის კონტრავარინტულ ტენზორს წარმო- 
ადგენს VI(())-დან თუ განვიხილავთ კოვარიანტულ წარმოებუ- 

ლებს 
V.=ძ,ნ!+C0,' LI (3.17)
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ხოლო შემდეგ ინდექსებს შევკვეცთ, მივიღებთ 

თ,ნ'=V,-' ს, (3.18) 

ინვარიანტს, რომელიც 1-ლი რანგის ტენზორს გამოსახავს. (3.1)-ის 

ანალოგიურად გვექნება 

1 ძ/ი” 
წ ძა! 

ფორმულა. შეიძლება უშუალოდ დავამტკიცოთ ამ გამოსახულების 

ინვარიანტულობა. 

V, 9,= (3.19% 

ჯ' კოორდინატების ახალ ჯ' კოორდინატებით შეცელისას გვექნება 

ს -=-ს"” MX, (3.20) 

ძII/ 6 ძIს/C 0 # _ 
“ე. თე 01 იე 

/ > ძ =991 2 დ ი” +IX >> ს (3.21) 

(3.20) და (3.21) ფორმულების თანახმად დავწერთ 

1 ძV/იდ == ბიV#/«< ნ! 

  

V ბი იძ» ძ# 

პ /> ==: დ" ნ) ი+ 294 0+ > _ იხ, ' ნ” 0,= 

ინ" / დ” მი... ძ „V »! 

=> +- ინ + > 9. +L > ი”) 0), (1.29) 
მაგრამ 

–__. – –>– 
ძი? __ ძ 8.=- _9_ ია. 
პა ძ/9 0X 

ამის გამო 

ძმ : 
ხ", _– IM" #M" == ს, -- IX= 3” #+L--- XI ; ” IL"
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და (5.22) ტოლობა ღებულობს სახეს 

) ძ/ ეის 1 პV დ” 

V იი“ V” ძ»” 
რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. მოყვანილი დამტკიცება სამართლია- 
ნ-ა რიმანის ნებისმიერი მრავალსახეობის შემთხვევაში. 

ახლა ადვილად დავამტკიცებთ 

1 ძ/დს , „ს–- --->-  ძ(ა.= ნ' ;,ძ5 3.24 

LI /ნ იძ» I ” ი 

ფორმულას. მართლაც, დეკარტის კოორდინატთა სისტემისთვის იგი 
გამომდინარეობს გაუს-–-ოტროგრადსკს ფორმულიდან. მაგრამ 

(3.24) ტოლობის ორივე მხარის ინვარიანტობის გამო ცხადია, რომ 

იგი სამართლიანი იქნება .ნებისმიერ მრუდწირულ კოოოდინატთა 

სისტემაშიც. 

ამ პუნქტის დასასრულს შევნიშნოთ, რომ ზემოთ მოყვანილი 
'ინევარიანტული გამოსახულებები და ინტეგრალური ფოომულები 

განზოგადდება რიმანის ნებისმიერი სასრულგანზომილებიანი მრა- 

ვალსახეობისთვის კერძოდ, როგორც ქვემოთ ვნახაეთ, ისინი 
სამართლიანია ზედაპირებისთვისაც აუცილებელია გვახსოვდეს, 

რომ ლაპლასის ოპერატორი (3.8) სახით შეიძლება ჩავწეროთ ისე- 

თი მრავალსაჯეობებისთვის რომლებზედაც არსებობს დეკარტის 

კოორდინატთა სისტემები. 

ღა ბოლოს შევნიშნოთ, რომ დივერგენციის” ცნება შეიძლება 

განვაზოგადოთ ნებისმიერი რანგის ტენზორებზე. ადვილად დავ- 

რწმუნდებით, რომ ვექტორისთვის გვაქვს ფორმულა 

  , (3.23) 

ძI(V#=MI0,#. (3.25) 
მართლაც, 

L მ,#=#" დ, 4! 8) =V, 4! C" ი,=V, 4! ბ/=V, 4'=01V #. 
ახლა (3.25) ფორმულის საშუალებით ჩვენ განვმარტავთ ნებისმი- 
ერი რანგის # ტენხორის დივერგენციას. თუ # წარმოადგენს ი 
რანგის ტენზორს, მაშინ 

პ,რ=5,41'“% ლ ნე , (3.26)
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ამ შემთხვევაში (3.25) ფორმულა შემდეგი სახით შეიძლება ჩავ- 
წეროთ 

ძIV გ=ფ,4) "709 6 ე = წმი ეე (3.27. 

ამგვარად, ძIV/ს არის ი--1 რანგის ტენზორი წ, /4 1!“ 4 კონტ-. 
რავარიანტული კომპონენტებით.



თავი მეხუთე 

“«ედაპირის ტენზორები. ზედღაპირთა თეორიის 

ელემენტები 

ამ თავში და მომდევნო თავებში დაწვრილებით გავაშუქებთ 

ტენზორული ანალიზის საფუძვლებს რიმანის ისეთი ორგანზომი- 
ლებიანი მრავალსახეობების შემთხვევაში, რომელთა რეალიზაცია 
შესაძლებელია ევკლიდეს სამგანხომილებიანი სივრცის ზედაპირე- 
ბის სახით. ჩვენს აგებებში ფართოდ გამოვიყენებთ გეომეტრიულ 

თვალსაჩინოებას და ტენზორული აღრიცხვის გამოყენებით პარა- 

ლელურად გადმოვცემთ ზედაპირთა თეორიის ელემენტებს (იხ. აგ– 
რეთვე §5), (6), (81 (131). გავეცნობით ზოგიერთ ცნებასა და გან- 
მარტებას, რომლებიც ზედაპირის შიგა გეომეტრიას ახასიათებენ. 

შემდგომში ბევრი დამტკიცება გამოტოვებულია იმის გამო, 

რომ ისინი ხორციელდებიან წინა პარაგრაფებიდან ჩვენთვის კარ– 

გად ცნობილი მსჯელობების გამეორებით. 

§ 1. ზედაპირის პარამეტრული განტოლება. 

კოორდინატთა სისტემის კოვარიანტული და 

კონტრავარიანტული ბაზისები 

1. ზედაპირის პარამეტრული განტოლება. საკოორდინატო წი- 

რები. როგორც ცნობილია, ზედაპირის განტოლება შეიძლება ჩაი- 
წეროს პარამეტრული ფორმით 

X=#C+4 6), !6I1, 3), (1.9 
სადაც XI, X2, X9 ზედაპირის წერტილის კოორდინატებია სივრცეში 
აღებული რაიმე კოორდინატთა სისტემის მიმართ, ხოლო LI, L2 –- 
დამოუკიდებელი ცვლადებია, რომელთაც გაუსის პარამეტ- 
რები ან ზედაპირის შიგა კოორდინატები ეწო- 
დებათ.
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როგორც ზემოთ უკვე აღინიშნა, ჩვენი აგებები ლოკალურ ხა- 
სიათს ატარებს. ე. ი. ზედაპირის თვისებებს იყენებს განსახილავი 
წერტილის ნებისმიერად მცირე მიდამოში ამის გამო ზედაპირის 
განტოლების ჩაწერა (1.1) სახით საკმარისია განვახორციელოთ მზო- 

ლოდ ლოკალურად. 
თუ (1.1)-ში §? ცვლადს დავაფიქსირებთ და §'-ს უწყვეტად 

ვცვლით, ზედაპირზე მივიღებთ წირს, რომელსაც საკოორდინატო 

(61) წირს ვუწოდებთ. ანალოგიურად, L-ის დაფიქსირებეთ და §2-ის 

ცვლით, მივიღებთ საკოორდინატო 
(2) წირს. ვიგულისხმებთ, რომ ზე- 

დაპირის ყოველ წერტილში გადის 
თითო საკოორდინატო წირი და «) 
კუთხე ამ წირებს შორის მათი 
გადაკვეთის წერტილში აკმაყოფი- 

ლებს 0–ძთი <ჯX უტოლობას. 

საკოორდინატო (6) და (§7) XL 

წირთა ბადეს ზოგჯერ შემოკლებით 
(5) ან 5: სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. 0 

9. კოვარიანტული მოძრავი ბა- ნახ. 11 

%ზისი ვთქვათ L წარმოადგენს # 

ზედაპირის წერტილის რადიუს-ვექტორს, +=0%, სადაც 0 სიერ- 
ცის რაიმე ფიქსირებული წერტილია, ჩოლო # –-– ზედაპირის ცვლა- 
დი წერტილი. ცხადია, L წარმოადგენს ” წერტილის LI, §2 კოორ- 

დინატების ფუნქციას, 

L=XL(ღ =ILCC I, §2. (1.2) 

თუ ამ ტოლობას LI, 2 კოორდინატებით გავაწარმოებთ, მივიღებთ 

ორ ვექტორ-ფუნქციას 

) C=1,2, (1.3) 

  

რომლებიც, ცხადია, სათანადო საკოორდინატო წირებს ეხებიან 
#X წერტილში (ნახ. 10). მაშასადამე, ისინი მოთავსებულია შესაბა- 

მის მხებ სიბრტყეში და არაკოლინეარული არიან. ეს ვექტორ-ფუნქ- 
ციები შეადგენს კოორდინატთა (§) სისტემის მოძრავ ბაზისს.



2 ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემეატები (თავი V 

ზედაპირის §- კოორდინატებიდან სხვა რაიმე 69” კოორდინატებზე: 
გადასვლა შემდეგი სახის არაგანსაკუთრებული 

ნწ = ტჩ” (6), წ§') (1.4) 

გარდაქმნებით ხორციელდება, სადაც ს" თავისი არგუმენტების ცალ- 
სახა უწყვეტი ფუნქციებია. შემდგომში ჩვენ ყოველთვის ვიგულისხმებთ, 

რომ ამ ფუნქციებს გააჩნია საჭირო რიცხვი უწყვეტი კერძო წარმო- 
ებულებისა, ე. ი. განვიხილავთ რაიმე C,, # >>1 კლასის გარდაქმნებს. 
ამასთან არ გამოვრიცხავთ C.. კლასის გარდაქმნებს. ამას გარდა 
ვუშვებთ, რომ გარდაქმნის ფუნქციონალური დეტერმინანტი (იაკობიანი). 
არსად არ ხდება ნულის ტოლი, 

ძნ” 656” 

სი ხლხლე _| ძC ი 
§/, “6“ძ”ძწ6წძ”–_-_-_ · 1.5 

ა - ---- 
ძ.C6! ძ §? 

ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ ზედაპირი საკმარისად გლუვია. გარკვეუ- 
ლობისთვი” დავუშვათ, რომ განსახილავი ზედაპირი ეკუთვნის C„, 
# 2>>1 კლასს. ასეთ ზედაპირებს რეგულარული ვუწოდოთ. მაშინ L 
რადიუს-ვექტორი და მისი წარმოებულები გაუსის კოორდინატების 

მიმართ #7 რიგამდე ჩათვლით უწყვეტი «ქნება. 

შემდგომში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ თ, ჩ, თ”, ჩ”, თ, %, 
და ა. შ. სახის ბერძნული ინდექსები ღებულობს 1,2 მნიშვნელობებს. 

ამას გარდა, ჩვენ სისტემატურად ვისარგებლებთ უკვე ჩვეული 

LX, = „96“. ) 08 = მნ“ (1.6 
ანი 0§9 

  

აღნიშვნებითა და შემდეგი აშკარა ტოლობებით: 

უ9, ეზ = 8ზ, 1) #68, = ბ, (1.7) 

88 = გჩ; 1)9 Lჩ,. (1.8), 

ხშირად ვისარგებლებთ აგრეთვე, 

ძ პ , ძ,=- 1.9) 
08 +“ გნ ტი» .ძი==  



§.1) ზედაპირის პარამეტრული ბანტოლება 173 

აღნიშვნებით. თუ (1.4) ტოლობას გავადიფერენციალებთ, მივი– 
ღებთ ფორმულებს 

ძნ" = IX ძნ, (1.10) 

რომლის მიხედვითაც გარდაიქმნება კოორდინატთა დიფერენ- 
ციალები გაუსის კოორდინატთა ერთი სისტემიდან მეორეზე გადა- 

სვლისას. მაშასადამე. ძ§9% გარდაიქმნება კონტრავარიანტული კანო- 
ნით. დ სკალარის კერძო წარმოებულები კოვარიანტულე კანონით გარ- 

დაიქმნება 

ძე, დ = IX, ძიდ. (1.11) 
(1.3) ფორმულებიდან მივიღებთ, რომ გაუსის ერთი პარამეტ- 

რებიდან მეორეზე გადასვლისას აგრეთვე კოვარიანტული კანონით 

გარდაიქმნება ზედაპირის კოორდინატთა სისტემის ბაზისის შემად- 

გენელი წე ვექტორ-ფუნქციები, 
ე, ==0ე,LI = 802, Iა, IL” 5>0ეს. (1.12) 

ამის გამო ვიტყვით, რომ X, და IL ვექტორ-ფუნქციები ზედა- 

პირის შესაბამისი კოორდინატთა სისტემის კოვარიანტულ ბაზისს 
შეადგენს. 

3, კონტრავარიანტული მოძრავი ბაზის”, ავაგოთ ბიორთონორ- 
მალური შეუღლებული XI), IX? ბაზისი, რომელიც) აკმაყოფილებს 

'(Iნ == 21, ინ=0 (1.13) 

პირობებს, სადაც სა წარმოადგენს 

”» ზედაპირს ნორმალის ორტს 
საბაზისო წკ და LV ვექტორ-ფუნქვი- 

ების მოდების წერტილში. თუ ამ 

ტოლობათაგა პირველის ორივე 

მხარეს ძ§59ზე გავამრავლებთ და 

გავითვალისწინებთ, რომ ძL=წეცძ:9, 

მივიღებთ ნახ. 12 
ძი = ძნ (1.14) ' 

ტოლობას. გაუსის ახალი §% პარამეტრებისათვი ანალოგიურად მივი- 
ღებთ +" ძ, = ძნ” ან (1.10) და (1.14) ფორმულების თანახმად 

+" ქ, = IX ძნ" = IX L ძL. აქედან „გვაქვს 

(9 --- 11219) ძ«- = 0.



I ზედაპირის ტენზორები, ჯედაპირთა თეორიის ელემელბტები , თავი V 

რადგან "ძი წარმოადგენს #7 ზედაპირის ნებისმიერი მიმართულების. 
მხებ ვექტორს, ხოლო L" -- IX + ვექტორ-ფუნქციებია, რომლებიც 
#-ის მხებ სიბრტყეში მდებარეობენ, ე. ი. ” ზედაპირს ეკუთვნიან, ამი- 

ტომ უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ჯ9, = ენ ი. (1.15) 

ამრიგად, გაუსის კოორდინატების შეცვლისას კოორდინატთა სის- 

ტემის ბიორთონორმალური ბაზისის (% ვექტორ-ფუნქციები ძ6% დიფე- 
რენციალები კოგრედიენტულად, ე. ი. კონტრავარიანტული კანონით 

გარდაიქმნება, ამის გამო IL, L”-ს კოორდინატთა სისტემის კონტრავა- 

რიანტულ მოძრავ ბაზისსაც ვუწოდებთ. 
ახლა, ცხადია, გვაქვს ტოლობები 

„ცი = 0იზ Lჩ, 0იგ = 0გი = IVL8, (1.16) 

L+ = ეჩ, ი09ჩ = ეთ = | ჯ, (1.17) 

(1.12) და (1.150ე ფორმულების გამოყენებით ადვილად დავრწმუნდე- 
ბით, რომ ძეგ და 05 მე-2 რანგის სიმეტრიული შესაბამისად კოვა- 
რიანტული და კონტრავარიანტული ტენზორებია. (1.16) და (1.17) 

გამოსახულებების შეტანით (1.13)-ში მივიღებთ 

ძეა 0M = 6ჩ. (1.18) 

(1.18) განტოლებებიდან ვღებულობთ 

რთი 
  ეეე -____ღ ,. (1.19 

ი. ძ 

სადაც 
თ = ძ6L (ძეგ) = 0)1 ივა –– 01: > 0. (1.20) 

მართლაც, 

0) = (ს)1> 0, ძა: = C)->0, 

ძ = (CC)? (L,)? ––– (-, წე)? = | L1 I? | IგI251ა? სი >>0. (1.21) 

§ 2. ზედაპირის პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმა. 

ზედაპირის დისკრიმინანტული ტენზორები 

1. პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმა. ზედაპირის კოვა- 
რიანტული და კონტრავარიანტული ტენზორები # ზედაპირზე



§ 2). ჭეღდაპირის პირვყლი ძირითადი კვადრატული ფორმა 175» 

რკალის სიგრძის ელემენტი ვუწოდოთ მის ორ უსასრულოდ მახ- 

ლობელ #C!, L2) და #” (§1+ძსნ!, §§+ძ-) წერტილებს "შორის 

მანძილს. თუ ამ მანძილს ძ§-ით აღვნიშნავთ, ხოლო ჩჩ' ვექტორს –-– 

ძ;-ით, მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეთა სიზუსტით გვექნება 

(ნახ. 13) 

ძვ? = ძ”ძI = I.Iგძ §=ძCჩ, (2.1) 
მშ: ი. 

ძა? = თაც ძ 69 ძემ, 
იიგ = იგ = 1ც სჩ. 

(2.1) ფორმულიდან გამომდინარე- 

ობს, რომ (2.2) ფორმა ინვარიან- 

ტულია და დადებითად განსახღვ- 
რული. ამიტომ იგი შეიძლება გა- 

მოვიყენოთ ზედაპირზე რკალის სი- 

გრპს გასაზომად მას ზედა- 0 
პირის პირველი ძირითა- ნახ. 13 

დი კვადრატული ფორმა 

ანუ მეტრული ფორმა ეწოდება. "შემოკლებით მას I ფორ- 
მასაც უწოდებენ. ქვემოთ ჩვენ განვიხილავთ აგრეთვე ზედაპირის მეორე 
ძირითად კვადრატულ ფორმასაც, რომელსაც II ფორმა ეწოდება. 

მე-22 რანგის სიმეტრიულ კოვარიანტულ და კონტრავარიანტულ:· 
ძიგ და 0 ტენზორებს ზედაპირის კოვარიანტულ და კონტრავარი– 
ანტულ მეტრულ ტენზორებს ვუწოდებთ. დადებით თ სიდიდეს (2.2) 
კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტიე ეწოდება. 

ზედაპირის მეტრული ფორმის ით = ძსხL (ძეგ) დისკრიმინანტი გაუ- 

სის ერთი კოორდინატებიდან მეორეზე გადასვლისას 

, ა (6), §') : , , ა 0ი'= |-- >''· "' ი-=/?(,-)0 2.3). C დ > | ფლ 0.3) 
ფორმულით გარდაიქმნება. აქედან გვაქვს 

ა VC-VC გდ >: =I1C01V 0.4. 
კოორდინატთა (§) სისტემას ორთოგონალური ეწოდება, თუ 

ბაზისის ვექტორ-ფუნქციები ურთიერთმართობულია ზედაპირის. 

დ.2 

 



ნ ზედაპირის ტენზორები..ზედღაპირთა თეორიის ელემენაჯები (თავი V 

ყოველ წერტილში. ცხადია, ზედაპირის კოორდინატთა სისტემის 
ორთოგონალობის აუცილებელი და საკმარისი პირობაა 

თი = 0 (2.5 

ტოლობის შესრულება ორთოგონალურ კოორდინატთა სისტემი- 
სათვის (1.19) ფორმულები ღებულობს სახეს 

–__ 1 

01 0ჯ 
ც!! = 

    , ც!ბ == იზ! = 0. (2.6) 

2. ზედაპირის ფართის ელემენტი. ზედაპირის დისკრიმინანტუ- 

ლი ტენზორები. Lძ§) და ოძნ? ვექტორებზე აგებული პარალელო- 
გრამის ფართობს ეწოდება ზედაპირის ფართის ელემენტი (C§) 

კოორდინატთა სისტემაში. თუ ვიგულისხმებთ, რომ ძ§!>29, ძ§2>90, 

გვექნება ძ2 = >ძ§Iძ§2, სადაც > აღნიშნავს ბაზისის ”»,) და XL ვექ- 
ტორებჭე აგებული პარალელოგრამის ფართობს. გვაქვს 

2=|რXრM=1რ/|რჩ5იბთ = |რმ|ი ბრ რაბ = 
= (74%. თვი _–_ (თ, ,)? = 4ძ0 =>0 · (2.7) 

ამგვარად, ზედაპირის ფართის ელემენტი გამოისახება შემდე– 

„გი ფორმულით 

ძ23=V 0 ძი) ძნ!. (2.8) 

თუ ვისარგებლებთ კოორდინატების ძნ” დიფერენციალთა გა- 
რე გამრავლების კანონით, რომელიც ჩვენს შემთხვევაში გამოისა- 

ხება 

ძნ / ძნჩ = 69ჩ ძლ! ქ§? (2.9 

ფორმულით, სადაც 

611 => 69 =0, 611 == - 621 = 1, (2.10) 

(29) ფორმულა შეგვიძლია ჩავწეროთ ინვარიანტული ფორმით 

ძ> = -- Cეგ ძ59 /V ძნჩ, (2.11) 

სადაც 

რიგ = Vით 6ი5ჩ.) (2.12)
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ე. ი. 

თ, =Cე=0, Cა=–0,=V0 (2.13) 

დავამტკიცოთ, რომ ძეგ მე-2 რანგის კოვარიანტული ტენზო– 

რია. დავუშვათ, რომ ი ნორმალის მიმართულება და კოორდინატ- 

თა (§) სისტემა არჩეულია ისე, რომ V, L, I ტრიედრი მარჯვენა 

ორიენტაციისაა. მაშინ (2.7) ტოლობების თანახმად გვექნება 

1 X.Iა = M იი, ე. ი. 

ი = მრა. (2.14) VV/ 

ახლა, (2.13) ტოლობების და- 

ხმარებით, ადვილი საჩვენებე- 

ლია, რომ 

Cსგ = III I6. (2.15) 

აქედან გამომდინარეობს, ნახ, 14 

რომ ძეგ მე-2 რიგის ირიბსი- 
მეტრიული ტენზორია. მას ეწოდება ზედაპირის დისკრიმინანტული 

კოვარიანტული ტენზორი. 

განვიხილოთ მატრიცები 

09ზ = იე:ბზ, 68 == ზ, 208 = MI? Iგ. (2.16) 

(1.12) და (1.15) ფორმულების გამოყენებით ადვილად დავამტკიცებთ, 
რომ (95ჩ ძე-2 რანგის კონტრავარიანტული ტენზორია, ხოლო (#8 და 

08 –- მე-2 –ანგის შერეული ტიპის ტენზორები. 
ცხადია, 

098 = ც9#ეVC., 208 =ი0VC,, Cჩ:= ირე. (2.17) 

პირველი ფორმულიდან გვაქვს 

01 = 072 =0, C1%= 01 = 1. (2.18) 
ძ 

  

ლ25ჩ, C-ზ, წ. ტენზორებსაც აგრეთვე ზედაპირის დისკრიმინანტული 
ტენზორები ეწოდება. “ 

12. ი. ვეკუა



7 ჟ“ედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემენჯები (თავი V 

(2.15), (2:16) და (2.17) ფორმულების საშუალებათ ადვილად 

მივიღებთ 

ი X 8 = CთგIჩ = 6ჩ I, IL XI98 = 00ჩIვ =6% (2.19) 

მნიშვნელოვან ტოლობებს. 
ბ. კუთხე ორ მხებ მიმართულებას შორის. მეტრული ტენზო- 

როის სამუალებით შეიძლება გამოვსახოთ ზედაპირის ორ მხებ მი- 
მართულებას შორის კუთხე. 

ვთქვათ, 1 და 8§ ორი ისეთი ორთოგონალური მხები მიმართუ- 
ლების ორტებია, რომლებიც ზედაპირის რაიმე ” წერტილში იკვე- 

თებიან. ისინი გამოისახებიან : 

1=Iზნ. =1)I9, § = §ჩIგ =§კI9 (2.20) 

ფორმულებით, სადაც 

__-----.--.... (2.21) 

გვაქვს შემდეგი ცხადი დამოკიდებულებები: 

ე. –-ზებსბებებიბ (2.22) 

ამას გარდა, თუ მხედველობაში მივიღებთ 

MXI=95, IX§5=ი, 5§X>Xი=! (2.23) 

ტოლობებს, (2.15) და (2.16)-ის თანახმად დავწერთ 

§=0ი X1=9იXIმ8 = 
= I9ზ 0ეგIჩ = (ე C5ჩჯგ, 

LI=5)Xი = 3) X90= 
= –-5%0ეგ”წ = –- 5. 609. 

აქედან ვღებულობთ 
5 = CაგIს, §ჩ = 09 I, (2.24) 

(გ = Cგ-§90, ს ==C0 ბ (2.25) 

ფორმულებს. 

ვთქეათ, §) ნებისმიერად არჩეულ ორ მხებ I და § ორტებს შო- 
რის კუთხეა (ნახ. 15). მაშინ (2.20)--(2.22) ფორმულების გამოყე– 

ნებით მივიღებთ 

ნახ. 15 

C05 6 = 15 = ძეგ (9 §ჩ (2.26)
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ფორმულას, რომელიც, (2.22) ტოლობებისა და მეტრული ტენზო- 
რის თგისებების გამოყენებით, შეიძლება კიდევ სამი ეკვივალენტუ- 
რი ფორმით ჩავწეროთ 

005 §პ =: 09ჩ /, §გ = ()59 = /9 ყე. (2.26ა) 

თუ CC. კოორდინატების ნაზრდებს I და §-ის გასწვრივ შესაბამისად 

6:9% და ძნ9-თი აღვნიშნავთ და გავითყალისწინებთ, რომ 

  

§9 = ძი , ჯ|ზ = „2 , (2.27) 
ძე 2! 

ძა? = ძაგძნ9ძ-ზ, I? = ძაცგ 659 06, (2.28) 

მაშინ (2.26) ფორმულა მიიღებს სახეს 

0იზ ძ5:9 გი 
C05 ა = –---–====–=–=, (2.29) 

V თას ძნბძნზ V თავ 6“ 6." 
კერძოდ, თუ თ საკოორდინატო წირებს შორის კუთხეა, მაშინ 

01 

V თ,10: 

აქედან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ი,:--ის ნულთან ტოლობა 

წარმოადგენს ზედაპირზე კოორდინატთა სისტემის ორთოგონალო- 
ბის აუცილებელ და საკმარის პირობას. 

დისკრიმინანტული «ძევ, 0, 20, იჩ ტენზორების საშუალებით 
ახლა შეგეიძლია გამოვსახოთ ორ მხებ მიმართულებას შორის კუთხის 

სინუსი. (2.20) და (2.15)-ის თანახმად დავწერთ 

  005 თ = (2.30)   

5Iი §) => 150 = | 3ჩჯეLგი = 0ეგ ზა (2.31) 

ფორმულას, რომელიც შეგვიძლია აგრეთვე სამი ინვარიანტული 
ფორმით ჩავწეროთ 

§1ი §) = 09ჩ/ე §გ = 65 Lე 58. = 0 L9 5გ. (2.32) 

§ მ. ზედაპირის ტენზორები 

1. 1-ლი რანგის ტენზორები. შემდგომში განვიხილავთ /#:# -–>- წ 
და #-> 7 ასახვათა შესაბამის ზ (”) და «9 (ჩ”) რგოლებს, აგრეთვე 

(0 კოორდინატთა სისტემაში მათი / (5) კომპონენტების 9; (ჩ) და



სვე ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემესტები (თავი V 

ძ?:(”) რგოლებს. ჩვენ განვიხილავთ აგრეთვე სხვადასხვა 9II(/-) და 9); (#-) 
მოდულებს შესაბამისად % (/”) და ზჯ (”) რგოლებზე. % (#)-მოდულის 

მაგალითია V = MI + IV სახის ვექტორ-ფუნქციების სიმრავლე, სადაც 

ყ ღა V ზედაპირის §“ გაუსის კოორდინატების ნამდვილი ვექტორ- 

ფუნქციებია აღვნიშნოთ ეს 

V7 (”) მოდული V (/0-ით. ვი- 
ტყვით რომ VV = L-IV 

ყექტორ-ფუნქკია V ( #-)-დან 

ეკუთვნის »#” ზედაპირს, თუ 

ნამდვილი ს და V ვექტორ- 

ფუნქციები ყოველი საკოორ- 

ნახ. 16 დინატო (==) სისტემისათვის 

მოთავსებულია #” ზედაპირის 
შესაბამის მხებ სიბრტყეში. ეს ნიშნავს, რომ / ზედაპირის ყოველ 

წერტილში შესრულებულია 
იVლ=0, ე.ი. VI0=0, V1=0 (3.1) 

პირობა, სადაც ი-შესაბამი წერტილში /# ზედაპირის ნორმალის ორ- 

ტია. # ზედაპირის ვექტორ-ფუნქციების სიმრავლე აღვნიშნოთ V (#-)-ით, 

ცხადია, V (50 CV C-. კერძოდ, იმ ვექტორულ ველთა სიმრავლეს, 

რომლებიც ზედაპირს ეკუთვნიან, V9მ (ჩ)-ით აღვნიშნავთ. ცხადია, რომ 

V (–) და V:(”) ”შესაბამისად წ (/#) და V.(ჩ”ჩ) მოდულებია, ხოლო 

V9მ (”) წარმოადგენს მოდულს სკალარების წხ რგოლზე. 

თუ ზედაპირის # ვეჭტორს V /”)-დან დავშლით მდგენელებად 
(8) კოორდინატთა სისტემის კოგარიანტული X), ჯა ბაზისის მიმართ. 

გვექნება (ნახ. 16) 

ჩ#= ტბ, 490= ტლ, (3.2 

  
69 კოორდინატების სხვა C9” კოორდინატებით შეცვლისას ანალოგიუ- 

რად მივიღებთ · 

#= #4%I,, 49%“ = #L?. (3.2ა) 

ახლა (1.15) ფორმულის გამოყენებით დავწერთ 

4" = 4ჩ L§" (3.3) 

თუ ამ ფორმულებს შევადარებთ (1.10)-ს, დავინახავთ, რომ „1% სიდი- 

დეები კოორდინატების დიფერეჩციალთა კოგრედიენტულად გარდაიქმ-
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ნება, ე. ი. კონტრავარიანტული კანონით. ამრიგად, 49% მატრიცა 1-ლი 
რანგის ტენზორს წარმოადგენს 7? (ჩ)-დან. ე. ი. ,4% C #91 (/). ამიტომ 

#4%-ას # ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტები ეწოდება. 

თუ # ვექტორს დავშლით მდგენელებად (8) კოორდინატთა სის- 
ტემის კონტრავარიანტული #9% ბაზისის იიმართ, მივიღებთ 

#= 4, /#ე = #წე. (3.4) 

ანალოგიური ტოლობების ჩაწერით (ი) სისტემის მიმართ, 

# = 4ე,I", #4. = #Iე,, (3.4ა) 

ხოლო შემდეგ (1.12) ფორმულების გამოყენებით გვექნება 

4ა, = გ ხზ.. (3.5) 

თუ შევადარებთ ამ ფორმულებს (1.11)-ს, შევამჩნევთ, რომ „ა 
სიდიდეები დ სკალარის კერძო წარმოებულების კოგრედიენტულად, 

ე. ი. კოვარიანტული კანონით გარდაიქმნება. 

ამრიგად, #კ მატრიცა წარმოადგენს 1-ლი რანგის კოვარიანტულ 

ტენზორს ძ? (#”)-დან, ე. ი. „4 6 49) (”). ამის გამო #4კ-ს # კექტო- 
რის კოვარიანტული კომპონენტები ეწოდება. 

თუ #ა და 49 რაიმე # ეექტორის კოვარიანტული და კონტრავა- 

რიანტული კომპონენტებია V9 (”)-დან, მაშინ მათთვის სამართლიანია 

#4ა= ძიგ 4, 49 = ი5ჩ 4გ (3.6) 

დამოკიდებულებანი, რომლებიც გვიჩვენებენ, რომ ზედაპირის ვექ- 

ტორის კოვარიანტული კომპონენტებიდან მის კონტრავარიანტულ 
კომპონენტებზე გადასვლა და პირიქით ხორციელდება შესაბამი- 

სად ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციების საძუალებიო, 

რაც ზედაპირის მეტრული ძიჩ და იძაგ ტენზორებით ზორციელდება· 
ამ ოპერაციებს მივყავართ მნიშვნელოვან ფორმალიზაციამდე: ვექ- 
ტორის კოვარიანტული კომპონენტებიდან მის კონტრავარიანტულ 
კომპონენტებზე გადასვლა და პირიქით ხორციელდება ვერტიკალის 

გასწვრივ ინდექსების გადაადგილებით შესაბამისად ქვემოდან ზე- 
მოთ და ზემოდან ქვემოთ. 

ახლა ჩვენ შეგვიძლია შემოვიღოთ 1-ლი რანგის კოვარიანტუ– 
ლი და კონტრავარიანტული ტენზორების ზოგადი ცნება.



)გ2 რზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემეღტებე (თავი V 

ვთქვათ %L(ჩ”) რაიმე წ(,) მოდულია. ვთქვათ, I ზედაპირის 
კოორდინატთა ყოველ (§) სისტემაში მოცეხულია 49 მატრიცა 9; (#-)- 

დან, რომელიც გაუსის ერთი კოორდინატების მეორით შეცვლისას 
(1,2) ფორმულებით გარდაიქმნება. ასეთ „11% მატრიცას 1-ლი რანგის 
კონტრავარიანტული ტენზორი ეწოდება %1 (–”) მოდულიდან. 

“ (3.20) ფორმულებით ყოველ კონტრავარიანტულ #4?“ ტენზორს 

წ (ჩ)-დან შეგვიძლია შევუსაბამოთ 49%, ვექტორული ველი, რომელიც 
ზედაპირს ეკუთვნის და არაა დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის 

არჩევაზე. 
გარდაქმნის (3.5ე ფორმულების საშუალებით შეგვიძლია შემოვი- 

ღოთ VI (”) მოდულის 1-ლი რანგის კოვარიანტული ტენზორის ცნება. 

1-ლი რანგის კოვარიანტულ ტენზორს წ (#)-დან (3.4ე ფორმუ- 

ლებით შეესაბამება ზედაპირის ვექტორული „ველი. 
შემოვიღოთ ახლა შემდეგი განმარტება: VI (7) მოდულის 1-ლი 

რანგის კოვარიანტულ და კონტრავარიანტულ 4» და 4ჩ ტენზორებს 
ეკვივალენტური ვუწოდოთ, თუ ისინი ერთმანეთთან დაკავშირებულია 

(3.6) დამოკიდებულებებით. 1-ლი რანგის ეკვივალენტური ტენზორების 

კლასს XI (7) მოდულიდან 1-ლი რანგის ტენზორს ვუწოდებთ MI (L)- 

დან, მათ სიმრავლეს %M, (”)-ით აღვნიშნავთ. ამრიგად, 1-ლი რანგის 
ყოველი ტენზორი წ (#)-დან შეიძლება განვმარტოთ როგორც ვექტო- 
რული ველი V9მ (#”)-დან და პირიქით, ყოველი ასეთი ვექტორი ცალსა- 
ხად გამოისახება 1-ლი რანგის შესაბამისი ტენზორის საშუალებით. 
ამრიგად, ზედაპირის ვექტორი შეიძლება გავაიგივოთ 1-ლი რანგის 

შესაბამის ტენზორთან, 
ბ. ნებისმიერი რანგის ტენზორები 1-ლი რანგის ტენზორის 

ცნების განხოგადებით ახლა განვმარტოთ ზედაპირის ნებისმიერი 
რანგის ტენზორი. 

ვთქვათ, # ზედაპირის ყოველ (ლ. კოორდინატთა სისტემაში მოცე- 

მულია (ი, 0) ტიპის რაიმე ძგ! ჩი (60) მატრიცა 9IX(”)-დან, 0+ძთ=7#M. 

თუ გაუსის ერთი კოორდინატების მეორით შე; ცვლისას მატრიცის 

ელემენტები გარდაიქმნება 

ილ ·· 9 = 021" 
ჩ;. ჩე 1. იზე 

ფორმულებით, მაშინ ძგ! MM მატრნცას M-ური რანგის (0,0) ტიპის 

ტენზორს ან მოკლედ 2 თ-ტენზორს ვუწოდებთ %I (#M-)-დან. 

ნგ ·· · ნ? ი. ... ხX (3.7)
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თგ! აგ? 2 (5) მატრიცის ელემენტებს ტენზორის კომპთნენტები ეწოდება 

კვარსინატთა განსახილავი (6) სის”ემის მიმართ. 

ზემომოყვანილი განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ ერთი 
და იმავე ტიპის ტენზორების ჯამი და სხვაობა, აგრეთვე პირდაბი- 
რი გამრავლებისა და ინდექსთა შეკვეცის ოპერაციები, რომლებიც 
ტენზორებზე წარმოებს, ისევ ტენზორებს გვაძლევენ. 

თუ 9M (ჩ)-ით აღვნიშნავთ (0, ძე ტიპის ტენზორებს 9)? (#)-დან, 
მაშინ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 9196(”) წარმოადგენს მოდულს 

სკალარები” წ (ჩ) რგოლზე. 
თუ %(ჩნ)-დან აღებული ორი ტენზორიდა5 ერთი მიიღება მეორი. 

საგან ინდექსთა ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციების შედეგად, რომ- 

ლებიც ძეგ და 0-ზჩ ტენზორების საშუალებით სრულდება, მაშინ ამ 

ტენზორებს ეკვივალენტური ეწოდებათ. ”I-ური რანგის ეკვივალენტურე 
ტენზორების კლასს %? (”)-დან M-ური რანგის ტენზორს ვუწოდებთ 

9 C-)-და5. ასეთი კლასი შეიცავს 2" ეკვივალენტურ ტენზორს. 

თუ თ), (”)-ით აღვნიშნავთ 9I (ჩ)-დან ჩ#-ური რანგის ტენზორე- 

ბის სიმოავლეს, მაშინ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 91, (”) წარმო- 

ადგენს მოდულს სკალარების 7 (ი) რგოლზე, 

ძაგ, იზ" და 08 = 6ზ ტენზორებიი, ცხადია, ეკვივალენტ ურია. 
ისინი განსაზღვრავენ ზედაპირის მეგრულ ტენზორს, რომელიც სიმეტ- 

რიულია. ამ ტენზორს ხშირად 2-თი აღვნიშნავთ. 

ზედაპირის მე-22 რანგის ტენზორის მნიშვნელოვანი მაგალითია 
დისკრიმინანტული ტენზორი, რომელიც 0C-გ ტენზორის ეკვივალენტური 
ტენზორების კლასს წარმოადგენს, დისკრიმინანტტული ტენზორი ირიბ- 
სიმეტრიულია, რადგან 0აგ = – იკე. ადვილად შემოწმდება 

ც0ჩ = ე9#2ჩV 0, , = C9; C8V = 0691 C8; , (3.8) 

ძიგ = 0ც1, 6გ; 0“ V = Cა' Cჯ; = 6ა), 6გ” 

ფორმულები, რომლებიც მეტრული ტენზორის კომპონენტებს დის– 
კრიმინანტული ტენზორის კომპონენტებით გამოსახავენ. 

ტენზორებისთვის მესამე თავის § 2-ში ზოგად შემთხვევაში 

დამტკიცებული თვისებები, ცხადია, სამართლიანია 9 (”)-დან აღე- 

ბული ტენზორებისთვისაც. ჩვენ შევინარჩუნებთ აგრეთვე ზედაპი- 
რის ტენზორების აღნიშვნებისათვის იმ შეთანხმებებს, რომლებიც 
მესამე თავის § 2-ში მივიღეთ.



ევე ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემეიტები (თავგი V 

§ 4. გაუსისა და ვეინგარტენის სადერივაციო 

ფორმულები. ქრისტოფელის სიმბოლოები ზედაპირზე 

(== კოორდინატთა სისტემის საბაზისო „ცკ ვექტორების 6ჩ კოორდი- 

ნატებით გაწარმოების შედეგად მივიღებთ 

L6ჩ = “2: = “59 ქ 29. (4. 1) 

ვექტორებს, რომლებიც, საზოგადოდ, ზედაპირს არ ეკუთვნიან. მ»- 

შასადამე ისინი წარმოდგებიან შემდეგი სახით: 

"სგ = 1 08I, + წიგი. (4.2) 

ამ ფორმულებს გაუსის სადერივაციო ფორმულები ეწოდება კოორ- 

დინატთა სისტემის კოვარიანტული ბაზიხსისთვის. 

თუ (42) ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულად გავამრავლებთ 

M-ზე და გავითვალისწინებთ, რომ L,,ი = 0, გვექნება 

ძი 

ძე 

ამ ფორმულებიდან ადვილად გამომდინარეობს, რომ 69 კოორდინატე- 

ბის 6”?C კოორდინატებით შეცკლისას ხაგ მატრიცა გარდაიქმნება 

– ხეც = ხა:ი. LX" IX. 

ფორმულების მიხედვით. მაშასადამე, ნეგ ზედაპირის სიმეტრიული კო- 

ვარიანტული ტენზორია. 
თუ (4.2)-ის ორივე მხარეს სკალარულად გავამრავლებთ L”-ზე და 

გავითვალისწინებთ ი» I> = 0 ტოლობას, მაშინ მივიღებთ 

ხიზ = ხვი = I წიგ = –“ წენს, „ე == (4.3)   

  

I გ" = LX» წიჩ · (4.4) 

თაც = LსIგ ტოლობის გაწარმოებით გვექნება 

იძ 
9 = 169 + LI, ს (4.5) 

ძ: 

სადაც : 
L იჩ, + = წიჩ!L).- (4.6) 

(4.4) და (4.6) ფორმულებიდან მივიღებთ 

Lი8, 1 = I8ი,X = | იგ რჯ, 1 გი” = L გ" ==1 ედ, ) CV» (4.7



§ 4) ბაუსისა და ვეინბარტენის სადერივაცეით... 185. 

დამოკიდებულებებს. ახლა (4.5)-დან ადვილად გაძოვიყვანთ 

_ 1 / მძი, , ძია ძიაჩგ" , 
L იჩ, ს – + (5> ' “981... ლ ) (4.8)   

2 

ტოლობას. . 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ L9Iგ = მგ, (4.4) ტოლობები შეიძ- 

ლება შემდეგი სახით ჩავწეროთ: 

5 (3 ძI” ძL L იგ» = – (I” წე) –– LL _–__ (4.9)- 
ეღჩ 4 4 ძღჩ 9 აჩ 
  

  

ხეგ ტენხორის სიმეტრიულობის გამო მისი შერეული ნ% და· 

ნგ კომპონენტები ერთნაირია, და, მაშასადამე, შეგვიძლია უბრალოდ .· 

ვწეროთ ხგ. გვაქვს 

    

ხგ = 09” ხ;გ = –- ეი (7 Mკ) =-დრ იგ. (4.10) 

ეს ტოლობა ასეც შეგვიძლია ჩავწეროთ 

ძ 04 019 
„იბ ი = ი. (4.11). 

ჩ ძ 6ჩ თი ძ 28 ძ ღჩ 

აქ გავითვალისწინეთ, რომ თოI9 =0. (4.9) და (4.11)-ის თანახმად: 

გვაქვს 
ძ;.? 

ძ 29 
= –-Iკგჩ 1 ნგ ი. (4.12) 

  

ეს ტოლობები გაუსის სადერივაციო ფორმულებს გამოსახავს კოორდი- 

ნატთა სისტემის კონტრავარიანტული ბაზისისათვის. 

LI, და "იგ> სიდიდეებს შესაბამისად ზედაპირის 1-ლი და მე-2 
გვარის ქრისტოფელის სიმბოლოები ეწოდება. (4.7) და (4.8) ფორ- 

მულების საშუალებით ისიხი მხოლოდ ზედაპირის მეტრული კვადრატუ- 

ლი ფორმის კოეფიციენტებით გამოისახებიან. 

თუ გავითვალისწინებთ გი = 0 და სიგ =0 ტოლობებს, (4.10)-. 

ის თანახმად მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულებს 

IMგ = – ხზ % = –- წი L9, IIგ = 58” , (4.13): 

რომელთაც ვეინგარტენის სადერივაციო ფორმულები ეწოდებათ.



)ჰნნ ზედაპირის ტენზორები. ჭედაპირთა თეორიის ელემენტები (თავჭი V 

თუ სიტყვა-სიტყვით გავიმეორებთ IV თავის § 1-ში მოყვანილ 
მსჯელობებს, დავამტკიცებთ ქრისტოფელის სიმბოლოების შემდეგ 
ძირითად თვისებებს: 

I. ქრისტოფელის I აგ, ა, 1 ცე” სიმბოლოები ნულის ტოლია მაშინ 
და მხოლოდ მაშინ, როცა მეტრული ძაგ ტენზორის ყველა კომპონენ- 
ტი მუდმივ მნიშვნელობას ღებულობს. 

ქვემოთ დავინახავთ, რომ ამ შემთხვევას ადგილი აქვს ისეთი 
ზედაპირებისათვის, რომლებიც სიბრტყეზე განიფინებიან. 

II. 

ძ)ი1/ 9. 1 პ/ი 
..ხი  “ /ი- ძ5 ' 

III. კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნისს ქრისტოფელის 
მე-2 გვარის სიმბოლოები შემდეგი ფორმულებით გარდაიქმნება: 

=> IX.. (4.15) 
6 

IVგმ= (4.14) 

I = Iს,“ 02” 0 LL, + 

ეს ფორმულები გვიჩვენებს, რომ IL, და Iს” ტენზორებს არ წარ- 
მოადგენს. 

(4.15) ფორმულიდან ვღებულობთ 

0? =V” , , , , 

ლთ სეგ? 0) –- აგ 06 0ჩ (4.16) 

§ ნ. ზედაპირის გეოდეზიური წირები. კოორდინატთა 

პოლარული (ნახევრადგეოდეზიური) სისტემა 

1. გეოდეზიური წირების განტოლებები. ზედაპირზე ავიღოთ 

რაიმე L წირი. თუ L რადიუს-ვექტორს გავაწარმოებთ ამ წირის 
რკალით, მივიღებთ L-ის მხებ ერთეულოვან § ვექტორს, 

ძ. ძნ“ 
§=--=51ი, §%მ == · 5.1 

ძე. ძნ 5.) 

  

ამ ტოლობას თუ კიდევ გავაწარმოებთ § რკალის მიმართ, მივიღებთ 

ძ ძა 69 
=%<-- + ი აე. (5.2) 

ძნ ძ 
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გაუსის სადერივაციო (4.2) ფორმულების ძალით შეგვიძლია დავწე- 
როთ 

ძი L ძდ 

ეს ვექტორი L წირის ნორმალის გასწვრივაა მიმართული მისი ჩაზნე- 

ქილობის მხარეს. მას L წირის მთავარი ნორმალი ეწოდება. თუ მის 
ორტს იI-ით აღვნიშნავთ, გვექნება 

ძბ ძე 
_ე= -  - = (I, # >0. 5.4 

ძლ ძე – აა 

9 C. 

2I = (+. + წცებაბან) L,, + ნკგ §5 §ჩ ი. (5.3) 

არაუარყოფით # სიდიდეს L წირის სიმრუდე ეწოდება, ხოლო მისი 

შებრუნებული ჩ=-- სიდიდე # წირის სიმრუდის რადიუსის სახელწო- 

დებას ატარებს. 

განვიხილოთ ახლა ზედაპირზე წირები, რომელთათვისაც ზედა- 

პირის ნორმალი და მთავარი ნორმალი წირის ყოველ წერტილში 

კოლინეარულია. როგორც (5.3) და (5.4) ტოლობებიდან გამომდი- 

ნარეობს, ეს პირობა შესრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

შესრულდება 

ძნ. CL იგ ძითქძლნს-0 (>-=1,2) (5.5) 

ტოლობები. 

ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა ამ სისტემის ინტეგ- 
რალურ წირებს ზედაპირის გეოდეზიური წირები ეწოდება. 

მე-2 რიგის განტოლებათა (5.5) სისტემა საშუალებას იძლევა 

ვიპოვოთ ზედაპირის სავსებით გარკვეული გეოდეზიური წირი, თუ 
ზედაპირზე წინაწარ დავაფიქსირებთ საძიებელი წირის რაიმე 
წერტილს და ამ წერტილში წირის მხების მიმართულებას, ამოვ– 

ხსნით რა (5.5) სისტემისთვის კოშის შესაბამის ამოცანას. მაშასა- 
დამე, ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან 
ცნობილი თეორემის ძალით, ზედაპირის ყოველ წერტელზე მოცე- 

მული მიმართულებით ერთადერთი გეოდეზიური წირი გაივლის. 

9. ვარიაციული ამოცანა, რომელსაც მივყავართ გეოდეზიური 

წირების განტოლებებზე. გეოდეზიური წირის განტოლება შეიძლე– 

ბა მივიღოთ აგრეთვე შემღეგი ვარიაციული ამოცანის განხილვით.



სვვ ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემეგნჯები (თავი V 

ვთქვათ, ჩი და #, ზედაპირის ორი საკმარისად მახლობელი 
წერტილია. შევაერთოდ ისინი რაიმე # წირით, რომელიც ზედა- 
პირზე მდებარეობს; წირის განტოლება ჩავწეროთ პარამეტრული 
ფორმით 

  

ხ%ლ=ნზმ) (თ=1,2; /.ლ1=5-1)). (5.6) 

მაშინ წირის სიგრძე გამოისახება ინტეგრალით 

” - 

/ ძვ = / V იენ ნზე, (თ = <-) (5.7) 
L % 

დავსვათ ახლა ამოცანა: იმ გლუვ წირებს შორის, რომლებიც ზედა– 
პირზე მდებარეობენ და #%ი და 7, წერტილებს აერთებენ, ვიპოვოთ 

ისეთი, რომელიც (5.7) ინტეგრალს უმცირეს მნიშვნელობას ანიჭებს. 

თუ ამ პარამეტრული ვარიაციული ამოცანისათვის ეილერ-–- 

ლაგრანჟის განტოლებას შევადგენთ, გვექნება (იხ., მაგალითად, 

(9), IV ტ., II თავი, პუნქტი 72) 

ძI _ ძ ძ” 

ძთ-ღ-  ძ ძC 
  =0 (=1,2), (5.8) 

სადაც 
ჩ = I თკ ნან (5.9 

(5.8) განტოლებები შეიძლება გადავწეროთ ასე 

0 #2 1 L- ძნ? ძ/? ძ პIL? 

მ 2 « ბპ II პი" 
    =0. (5.10)   

თუ ახლა ჯ პარამეტრად საძიებელი წირის რკალის § სიგრძეს ავი- 
ღებთ, მაშინ ამ წირის გასწვრივ გვექნება ტოლობა 

I = ძეგნ"ინ = ით. > = ეზ ინი ე) (51)
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და (5.10) განტოლებები მიიღებს სახეს 

  

_ 0 0I“ _0, (5.13) 
აწ ძე ძხ' 

ან 

მ0იზ --ზ8__5 4 -ჩ 9098 2 <0. თ-ჩ 20 .0C1=0, ჯ _– +“. ნ –-ძ,ია6 = გოლი 2): ნ – 09-65 
'ვძ96V. ძ5 ძC (5.14 

სადაც ახლა 
· ძინი .. _ 0% =>. 

ძი , – · 5.15 

წ-- ა 019) 

თუ (5.14) განტოლების ორივე მხარეს გავამრავლებთ – + ფ2V-ზე, 

მივიღებთ 

თათ (ი ს ბგ) - 0. (5.16 
ეს განტოლებები (5.5)-ს ემთხვევა. ამრიგად, ზედაპირის გეოდეზი- 

ური წირები ვარიაციული (5.7) ამოცანის სტაციონარულ წირებს 

წარმოადგენს. შეიძლება დაეამტკიცოთ, რომ თუ #0 და X#; საკმა- 
რისად მახლობელი წერტილებია, მაშინ მათზე გაივლის ერთადერთი 
გეოდეზიური წირი, რომელიც (5.7) ინტეგრალს მინიმუმს ანიჭებს. 
ეს ნიშნავს, რომ გეოდეზიური წირის რკალი ზედაპირის მახლობელ 

/X და >, წერტილებს მორის უმოკლესი მანძილია (იზ., მაგალითად, 

13), I ნაწ., X თავი, § 47, პუნეტი 6). 

შენიშვნა. გეოდეზიური წირების განტოლებები შეიძლება 

განვიხილოთ აგრეთვე რიმანის ნებისმიერ მრავალსახეობაზე, რად–- 

გან მათ შესადგენად გამოიყენება მხოლოდ ქრისტოფელის სიმბო- 

ლოები, რომლებიც მეტრული კვადრატული ფორმის კოეფიციენ- 
ტებით გამოისახებიან. ამას გარდა, ამოცანის ზემოთ ნაჩვენები ვა- 

რიაციული მიდგომა, რომელიც ჩვენ ზედაპირის გეოდეზიური 

წირის განტოლების ახალი გამოყვანის საშუალებას გვაძლევს, უშუ- 

ალოდ გადაიტანება რიმანის ნებისმიერ მრავალსახეობებზე. 

8. გეოდეზიური წირების ინვარიანტობა ზედაპირის ღუნვის მი- 

მართ. ზედაპირის უწყვეტ დეფორმაციებს, რომლებიც მის მეტრიკას 

არ ცვლიან, ღუნვები ეწოდება. რადგან ზედაპირის გეოდეზიური 

წირები მხოლოდ ზედაპირის მეტროიკაზეა დამოკიდებული, ამიტომ,



ამე ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემენტები (თავი Xჯ 

ცხადია, რომ ზედაპირის ღუნვისს გეოდეზიური წირები გარდა- 
ქმნილი ზედაპირის გეოდეზიურ წირებში გადადის. ეს გამომდინა– 
რეობს აგრეთვე იქიდანაც, როვ ზედაპირის ღუნვების შემთხვევაში 
წერტილებს შორის მანძილი არ იცვლება. მაშასადამე, უმოკლესი 
წირები ისევ უმოკლეს წირებში გადადის. 

მაგალითად, სიბრტყისათვის დეკარტი, სისტემაში გეოდეზი- 
ური წირების (5.16) განტოლებები ღებულობს სახეს 

9=0 (2 = 1,2), (5.17) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

წ» = 6#§ + ხ1. (5-18) 
ეს გვიჩვენებს იმ აშკარა ფაქტს, რომ სიბრტყეზე გეოდეზიურ წი- 

რებს წრფეები წარმოადგენეს. მაშასადამე, ზედაპირებზე, რომლებიც. 
სიბრტყის ღუნვით მიიღებიან, გეოდეზიური წირები წარმოადგენენ 

წრფეების სახეებს. 

4. პოლარული (ნახევრადგეოდეზიური) კოორდინატთა სისტე- 

მა. ზედაპირთა თეორიის რიგი საკითხების შესწავლისას მიზან- 

შეწონილია საკოორდინატო წირებად გეოდეზიური წირები გამოვი- 
ყენოთ. 

ზედაპირზე რაიმე ფიქსირებული #ე წერტილის მიდამოში სა–- 
კოორდინატო (,) წირებად მივიღოთ #: წერტილიდან გამოსული 

გეოდეზიური წირები, ხოლო მათი ორთოგონალური წირები კი -–– 

(§2) საკოორდინატო წირებად. ამას. გარდა, §! პარამეტრად ავიღოთ 
გეოდეზიური 0 მანძილი, ე. ი. შესაბამისი გეოდეზიური წირის 

ჯ#9იL რკალის სიგრძე.ე ლ0=0005( წირს გეოდეზიური წრეწირი 

ეწოდება ცენტრით ჩე წერტილში. 
აგების თანახმად კოორდინატთა ეს სისტემა ორთოგონალურია 

და, მაშასადამე, მეტრულ ფორმას აქვს სახე 

ძ 5? = თე) (ძ 61? - თ.ა (ძ §22. (5.19) 

რადგან L2=ლ0უე5( გეოდეზიური წირია, ხოლო L! მისი რკალის 
სიგრძე, ამიტომ გეოდეზიური წირის (5.16) განტოლებები მიიღებს 
სახეს 

    

ძ (XL 8 0, ძ 011 =0, §.20 ნ 2C (5.20)



§ 6) მეორე ძირითადი კვადრატული ფორ?1ა. 19! 

ე. ი. თ, მუდმივი სიდიდეა. რადგან §I გეოდეზიური წირის რკალის 
სიგრძეა, ამიტომ (5.19)-დან მივიღებთ, რომ ძ,)=1, თუ ახლა 

CL =X ხწხ1=ყ, 0ძე: =(? (5.21). 

აღნიშვნებს შემოვიღებთ, გვექნება 

ძ5? = ძ XX + ჩ?ძ ყ?. (5.22). 

ცხადია, ჩ დამოკიდებულია Xჯ და ყ-ზე. ზედაპირზე აქ” შემოყვანილ 

კოორდინატთა სისტემას პოლარული ან ნახევრადგეოდეზიური „ეწოდება. 

§ ი. მეორე ძირითადი კვადრატული ფორმა. 

ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე 

(5.3) ტოლობის ორივე მხარეს თუ სკალარულად ოი-ზე გავამ- 

რავლებთ, (5.4)-ის თანახმად მივიღებთ 

ჩიიი = ჩ-C05 0 = ხაგ §9 5 = #,, (6.1). 

სადაც 0 წარმოადგენს L რკალის II მთავარ ნოომალსა და XV ზედა- 
პირის ნორმალს შორის კუთხეს, C0050= ი. 

როგორც (6.1)-დან ჩანს, #, სიდიდე არაა დამოკიდებული ზედა- ! 
პირზე კოორდინატთა სისტემის შერჩევაზე; ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ 

ზედაპირის ნორმალთა მიმართულებების ველი წინასწარაა დაფიქსირე- 

ბულე. მაშასადამე #, დამოკიდებულია მხოლოდ წირის მიმართულებაზე 

ზედაპირის განსახილავ წერტილში. ე. ი. ყველა წარისათვის, რომლე- 

ბიც ზედაპირზე მდებარეობენ და რომლებსაკ აღებულ წერტილში 
საერთო მხები გააჩნიათ, #, სიდიდე ერთი და იმავე მნიშვნელობას 

ინარჩუნებს. ამ სიდიდეს ეწოდება ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე § 
მიმართულებით. როგორც (6.1)-დან ჩანს ზედაპირის ნორმალური სიმ– 

რუდე L წირის მხების გასწვრივ მის რაიმე წერტილში ამ წირის 

მთავარი ნორმალის იმავე წერტილში ზედაპირის ნორმალზე გეგმი–- 

ლის ტოლია (მენიეს თეორემა). 

კერძოდ, ნორმალური კვეთისთვის, რომელსაც #L წირთან სა- 

ერთო მხები აქვს, კუთხე 0=0 ან ჯ-ს და (6.1) ფორმულა ღებუ– 
ლობს სახეს 

”, = ხაგ §95გ +?, (6.2), 

ე. ი. ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე 8 მიმართულებით ნიშნის, 
სიზუსტით ტოლია შესაბამისი ნორმალური კვეთის სიმრუდის.



კშმ2ე ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემენტები (თავი V. 

როგორც (6.1)-დან ჩანს, ნორმალური #, სიმრუდის ნიშანი და- 
მოკიდებულია ზედაპირის ი ნორმალის მიმართულების არჩევაზე, 
რადგან მთავარი ნორმალი ყოველთვის მიმართულია L წირის ჩაზ- 

ნექილობისკენ. ამრიგად, ზედაპირის ი ნორმალის მიმართულების. 
შეცვლა საწინააღმდეგო მიმართულებით ნორმალურ სიმრუდეს 

ნიშანს უცვლის. ეს გამომდინარეობს აგრეთვე ხაგ = ი”წეგ ფორმუ- 
ლიდან. 

ნორმალურ სიმრუდეს აქვს დადებითი მნიშვნელობა, თუ ზე- 
დაპირის ნორმალი მიმართულია შესაბამისი ნორმალური კვეთის 

ჩაზნექილობის მხარეს და უარყოფითი მნიშვნელობა –- წინააღ- 

მდეგ შემთხვევაში: თუ ზედაპირი განსახილაგი წერტილის მიდამო- 

ში ამოზნექილია, მაშინ ნორმალური სიმრუდე ნებისმიერი მიმარ- 

თულებით ერთი და იგივე ნიშნის იქნება. იგი ღებულობს დადებით 

მნიშვნელობას, თუ ნორმალი მიმართულია ზედაპირის ჩაზნექი- 

ლობის მხარეს, წინააღმდეგ შემთხვევაში –– უარყოფით მნიშვნე- 
ლობას. 

ხეგძხ-ძ-ჩ ინვარიანტულ ფორმას ზედაპირის მეორე ძირCი- 

თადი კვადრატული ფორმა ეწოდება ან მოკლედ II ფორმა. 

(5.1)-ის თანახმად 

II = ხაგძნ9ძ6ჩ = #, ძე?. (6.3) 

ხ.გძ5-ძCზ კვადრატული ფორმა, საზოგადოდ, არ გამოისახება 
მეტრული კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებით. იგი დამოკიდე- 

ბულია ზედაპირის არა მხოლოდ მეტრიკაზე, არამედ რიმანის მრა- 

ვალსახეობის ევკლიდურ სივრცეში ლოკალურად ჩადგმის ხერხზედაც 

და გამოსახავს ზედაპირის ისეთ თვისებებს, რომლებიც არ შეიძლება 

დახასიათდნენ მხოლოდ ზედაპირის მეტრიკით. ამის გამო ხეგ ტენ- 

ზორი უშუალოდ არ ზოგადდება რიმანის მრავალგანზომილებიან 

მრავალსახეობემზე. ასეთი განზოგადება შესაძლებელია მხოლოდ მრა- 

ვალსახეობის ევკლიდურ სივრცეში ლოკალურად ჩადგმის გათვალის- 

წინებით. 

§ 7. როდრიგის ვექტორი, გეოდეზიური გრეხა და 

გეოდეზიური სიმრუდე 

1. ზედაპირის მესამე კვადრატული ფორმა როდრიგის ვექ- 

ტორი. ჩეგ ტენხორი შეიძლება დავაკავშიროთ ზედაპირის ე. წ. 

სფერული გამოსახულების მეტრიკასთან. ასეთი დასახელება. აქვს
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ერთეულოვანი სფერული ზედაპირის იმ ნაწილს, რომლის რადიუს- 
ვექტორი ტოლია ზედღაპირის ი ნორმალის ორტისა სათანადო 
წერტილში (ნახ. 17, 18). ვეინგარტენის (4.13) ფორმულის თანახ–- 
მად, სფერული გამოსახულების მეტრიკა შეიძლება ჩავწეროთ შემ– 

დეგი სახით: 

ძი? = ძიძი = 6აგძნხშძი, რიკ = კიგ = ხე; ხგ. (7.1) 

ეს ფორმა რომელიც ზედაპირის მესამე ძირითადი 
კვადრატული ფორმის სახელწოდებას ატარებს, აგრეთ- 

ვე არსებით როლს თამაშობს ზედაპირთა თეოდიაში. 

  

ნახ. 17 ნახ. 18 

სიბრტყის სფერული გამოსახულება, ცხადია, წერტილია. წრი-. 

ული ცილინდრის სფერული გამოსახულება ერთეულოვანი სფეროს 
დიდ წრეწირს წარმოადგენს, მაგრამ, თუ რაიმე წერტილის მიდა- 

მოში ზედაპირი ყველა მხები მიმართულებით გამრუდებულია (მაგა– 

ლითად, სფერული ზედაპირის მსგავსად), მაშინ სფერული გამო- 
სახულება აგრეთვე იქნება სფერული ზედაპირის რაიმე წერტილის 

მიდამო (ნახ. 17, 18). ამის გამო ბუნებრივია ველოდოთ, რომ სფე- 
რული გამოსახულების თვისებათა შესწავლა საშუალებას მოგვცემს 
აღმოვაჩინოთ ზედაპირის ის თვისებები, რომლებიც მის გამრუდე- 

ბის ხარისხს, ე. ი. სიბრტყისაგან გადახრას ახასიათებენ. 

ამ მიზნით მნიშენელოვანია ეგრეთ წოდებული როდრიგის ვექტო- 

რის განხილვა. ასე ჰქვია +“ ვექტორს, რომელსაც ჩვენ მივიღებთ, 

13. ი. ეეკუა



)მქ ზედაპირის ტენზორები, ჭედაპირთა თეორიის ელემეგტები (თავი V 

თუ ზედაპირის ნორმალის ი ორტს ზედაპირის რაიმე ერთეულოვანი § 

მხები ვექტორის მიმართულებით გავაწარმოებთ. 2 ვექტორი, რო- 
5 

მელიც ზედაპირის ნორმალის ორტის ცვლილების სიჩქარეს ახასიათებს 
§ მიმართულებით, ცხადია, მოგვცემს გარკვეულ წარმოდგენას ამ მი- 

მართულებით ზედაპირის გამრუდების ხარისხის შესახებ. ეს ვექტორი, 

ცხადია, ი-ის მართობულია და, მაშასადამე, ზედაპირს მიეკუთვნება. 

ამიტომ იგი შეიძლება შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ: 

ძი 
–- =4 8), 7. 
ძეა §+ (7.2 

სადაც 1 ერთეულოვანი ვექტორია, რომელიც § და 0 ვექტორების 

მართობულია, ამასთან ვგულისხმობთ, რომ 

IX§=ი. ქ.3) 

(7.2) ტოლობის ორივე მხარეს თუ რიგრიგობით სკალარულად გა- 
ვამრავლებთ § და I-ზე, შემდეგ კი გამოვიყენებთ ვეინგარტენის 

(4.13) ფორმულებს, მივიღებთ 

  

ით 

4=54 =5 3= აეე  '” 
§ 

8=I.45. 1 CC ხეც §ჩ ხე, Iთვჩ = < 
ომით ს 9 შია ლ შეფ გიბილ=+, 

სადაც IთX= II I ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტებია. 

ამრიგად, როდრიგის ვექტორი წარმოიდგინება 

ძი 
–- =-ჩ/5++%,! 7.4 2 + (7.4 

ფორმულით, სადაც 

#, = ხა§ 5' 5ჩ, «+, = –“ ნეგ!?/ჩ, (7.5) 

#, ნორმალური სიმრუდეა ხოლო «, -- ზედაპირის გეოდეზიური 
გრეხა § მიმართულებით. 

9. გეოდეზიური გრეხა. IL, გეოდეზიური გრეხა ზედაპირის მოცე- 

მულ წერტილში § მიმართულებით დამოკიდებულია მხოლოდ შესაბა.
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მის ნორმალურ კვეთაზე, ამასთან მისი ნიშანი 1, §, ი ტრიედრის 
ორიენტაციით განისაზღვრება. ეს ერთბაშად გამომდინარეობს _ 

<, = – (იგ) (1L5) (§+9) (7.6) 

ფორმულიდან, რომელიც (7.5)-ის სათანადო ფორმულის სხვაგვა– 

რად ჩაწერას წარმოადგენს. გარდა ამისა, (7.6) ფორმულიდან ჩანს, 

რომ ზედაპირის გეოდეზიური გრეხები„ რომლებიც 

ორ ურთიერთმართობულ ნორმალურ კვეთას შეესა- CXა 8 

ბამებიან, მხოლოდ ნიშნით განსხვავდებიან, ე. ი. ” 

<,= --</. წთ შ–ა 

საჭიროა აიხსნას «+, გეოდეხიური გრეხის სა- ' ხ 
ხელწოდების წარმოშობა, განვიხილოთ სივრცეში რაი- 

მე გლუვი L წირი. ვთქვათ, §, თ, ხ სათანადოდ CL. 19 
წირის მხების, მთავარი ნორმალის და ბინორმალის 

ორტებია მის რაიმე წერტილში (ნახ. 19), სხ = § XI. ადგილი აქვს 
სერე –– ფრენეს ფორმულებს 

_33____ -_ ღ_– 
ძვ ძ 

= –XVI, (7.8) 

სადაც # წირის სიმრუდეა, ხოლო X –– წირის გრეხა. ამ ფორმუ-. 

ლებიდან პირველი ჩვენ ზემოთ უკვე გვქონდა (ფორმულა (5.4)). 
მეორე ერთბაშად გამომდინარეობს პირველიდან, თუ ვავითვალის- 

წინებთ, რომ 5ძი)= –-ი)მვ. მესამე ფორმულა შემდეგნაირად 
მტკიცდება: 

ძხ 
კ -+ 6Xთ =7?/ი X ი1+ 5 X (– ჩ§ + X6ხ)=X5 X ნ=-–- ჯო. 

(7.9 

განვიხილოთ ახლა L წირად გეოდეზიური წირი, რომელიც 

განსახილავ ფიქსირებულ ” წერტილში გადის § მიმართულებით. 

გეოდეზიური წირის გასწვრივ მისი თ მთავარი ნორმალი და ზე–- 

დაპირის ი ნორმალი კოლინეარულია. დავუშვათ, რომ იX=Iი. მა–- 

შინ, ცხადია, ხ=1 და (6.1) ფორმულის თანახმად, ჩ,=#, ამიტომ



ჰშმნ ზედაპირის ტენზორები ზედღაპირთა თეორიის ელემევტები წ(თავჭი V 

როდოიგის ვექტორს, სერე-–ფრენეს ფორმულის თანახმად, ექჟნება 
სახე 

ძი ძო => ჩM§ + Xხ, ე 0.1თ 

სადაც X განსახილავი გეოდეზიური წირის გრეხაა. თუ შევადარებთ 

(7.10)-ს (7.4)-თან, მივიღებთ, რომ“, = X. იგივე შედეგს მივიღებთ 

იმ შემთხვევაში, როცა –X= –- ი, რადგან მაშინ #M= –-IL 

მაშასადამე, რაიმე ” წერტილ- 

ში ზედაპირის გეოდეზიური გრეხა 

§ მიმართულებით ემთხვევა ზედა– 

პირის გეოდეზიური წირის გრეხას, 

როყა ეს წირი იმავე წერტილში 
გადის და ეხება § მიმართულებას. 

3. გეოდეზიური სიმრუდე. გან- 
ვიხილოთ ისევ რაიმე გლუვი L წი- 

რი, რომელიც ზედაპირს ეკუთვნის. 

ვთქვათ § და! წარმოადგენს #L 

ნახ. 20 წირის მხებისა და ტანგენციალურა 
ნორმალის ორტებს მის რაიმე #? 

წერტილში (ნახ. 20). თუ § და I ვექტორებს გავაწარმოებთ L წირის 

რკალის მ-მართ, მივიღებთ ადვილად დასამტკიცებელ შემდეგ ფორ- 
მულებს: 

–- =-M,I+-#,%9, 4 §--+,.წ, (7.11) 
ძა ძა 

  

სადაც 2, ზედაპირის ნორმალური სიმრუდეა § მიმართულებით, ხოლო 

ჩ.--წირის ეგრეთ წოდებული გეოდეზიური სიმრუდე, რომელიც (7.11)- 

ის ძალით გამოისახება ფორმულით 

ძვ ძI ძა” 
–ჩ.=-- =-§5§  =სი? == ” + LL გ-5945ჩ, (7.12) 

ძ§ _–” _– 
ძაბ 

ამასთან §% == როგოოც (7.11) და (7.4)-დან ჩანს, 

  

– ჩ#. = ჩნი| = # 5100, (7.13) 

სადაც მ L წირის ი». მთავარ ნორმალსა და ზედაპირის ი» ნორ- 
მალს შორის კუთხეა. გეოდეზიური წირისათვის მთავარი ნორმა-
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ლი და ზედაპირის ნორმალი კოლინეარულია, ე. ი. 5(00=0 და, მა– 

შასადამე, გეოდეზიური წირის გეოდეზიური სიმრუდე ჩულის ტო- 
ლია. საზოგადოდ, გეოდეზიური სიმრუდე დამოკიდებულია რო- 
გორც წირზე, ასევე იმ ზედაპირზე, რომელზედაც წირი მდება- 

რეობს. ეს კარგად მოჩანს #2 -L #1 = M? ფორმულიდან; # დამოკიდებუ- 
ლია მხოლოდ წირზე, ხოლო /#, -– ზედაპირზე. 

§ 8. ზედაპირის მთავარი მიმართულებები. 

მთავარი სიმრუდეები. გაუსის (მთავარი) და 

საშუალო სიმრუდეები 

1. ზედაპირის მთავარი მიმართულებები. ზედაპირის საშუალო 

და გაუსის სიმრუდეები, ეილერის სხვაობა. ვეინგარტენის (4.13) 
ფორმულებით თუ ვისარგებლებთ, როდრიგის ვექტორი ასეც შეგ- 

გიძლია ჩავწეროთ 

4 _ _ ხეგ 5–+ჩ = ხ8 §. Iჩ, (8.1) 
ძა 

სადაც §ე წარმოადგენს § ვექტორის კოვარიანტულ კომპონენტებს. 

მაგრამ ზემოთ უკვე ვნახთ, რომ როდრიგის ვექტორი ტოლია 

–ჩ,§ + 1,1 გამოსახულების. აქედან ჩანს, რომ როდრიგის ვექტორი 

§ მიმართულების კოლინეარულია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ზე- 

დაპირის შესაბამისი +, გეოდეზიური გრება ნულის ტოლია. მიმართუ- 

ლებებს, რომელთათვისაც ეს პირობა შესრულებულია, ზედაპირის 

მთავარი მიმართულებები ეწოდება. ამრიგად, ყოველი მთავარი მიმარ- 

თულების გასწვრივ უნდა შესრულდეს პირობა 

ძი 
“+ –ჩ,5, ე. ი. ჯ, = 0. (8.2 

(8.1)-ის თანახმად ეს პირობა შეიძლება გადავწეროთ 

ხ( 9ე I = #ჩ,5ც Lჩ = #, 5, 08 L8 

სახით. აქედან გვაქვს 
(68 –– ჩ,01) §, = 0. (8.3) 

ამრიგად, ჩვენ აქ გვაქვს მე-2 ოანგის 608 ტენზორისთვის ამოცანა 
საკუთრივ მნიშვნელობებზე, რომელიც ზოგადი სახით ზემოთ (LII
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L 

თავი, პუნქტი 4) შევისწავლეთ. (8.3) ტოლობებს შეიძლება ჰქონ- 

დეს არანულოვანი ამონახსნი მხოლოდ 

ხხ”, | 

ხე ხხ --ჩ,I 
პირობის შესრულების შემთხვევაში. მაშასადამე #კ ზორმალური 

=0 (8.4) 

სიმრუდე ზედაპირის მთავარი მიმართულებით აკმაყოფილებს კვად- 
რატულ განტოლებას 

ჩე-- 29ჩ.+/%=0, (8.5) 
სადაც 

2) =ხ  = ხ1ხ: –– ხ1ხ?. (8.6) 
ცხადია, // ინვარიანტია.ა დავამტკიცოთ, რომ # აგრეთვე ინვა- 
რიანტს წარმოადგენს. ეს გამომდინარეობს (8.6)-ის მეორე ტოლო- 

ბიდან, თუ მას ჩავწერთ 

# = ხ1ხ? –- ხ1 ხე = - თეგ CM ხ§ ხზ (8.7) 
ან 

1 ხ.) ხი: ოი: ხი #X = => 09ჩ C»V ნ,; ხგ;, = (8.7ა) 
თ11 თვე –- 01 

სახით, სადაც ი,გ და 2-ჩ ზედაპირის კოვარიანტული და კონტრავა- 

რიანტული დასკრიმინანტული ტენზორებია, 

MI სიდიდეს ზედაპირის საშუალო სიმრუდეს უწოდებენ, 
ხოლო M-ს –– ზედაპირის მთავარ ან გაუსის სიმრუდეს. 

(8.5ე)-დან ნორმალური სიმრუდისათვის მთავარი მიმართულე- 
ბით გვაქვს 

ჩ.ლ II-I წ-–- LI = M + / #8, (8.8) 

სადაც =I//2---M. ცხადია,  სკალარია, რომელსაც ზედაპირის 

ეილერის სხვაობა ეწოდება. დავამტკიცოთ, რომ # >>0. რადგან # 
სკალარს წარმოადგენს, ამიტომ ჩვენი დებულება საკმარისია და– 
ვამტკიცოთ რაიმე სპეციალურად არჩეულ კოორდინატთა სისტე- 
მაში. ვთქვათ, > ზედაპირის ნებისმიერად დაფიქსირებული წერტი- 

ლია. ავიღოთ /#”, წერტილში ზედაპირის ლოკალურად დეკარტული 

კოორდინატთა სისტემა, მაშინ # წერტილში ძეაგ = ბეგ, 09 = 89 და 
(8,6)-ის თანახმად გვაქვს
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1 2“)? 

§- 941 ხე ცხ=- რ ხებ+ რი" >0. (.9 
ეს უტოლობა სრულდება ზედაპირის ფიქსირებულ #7 წერტილში. 
მაგრამ ასეთად მის როლში შეიძლება ავიღოთ ზედაპირის ნების–- 
მიერი წერტილი. მაშასადამე, (8.9) უტოლობას ადგილი აჟ:გს ზედა- 

პირზე ყველგან და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
ზედაპირის წერტილს, სადაც # = 0, ომბილური ანუ მომრგვა- 

ლების წერტილი ეწოდება. ქვემოთ ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ზედაპი- 

რი, რომლის ყველა წერტილი ომბილურია, სფერულ ზედაპირს (კერ- 

ძოდ, სიბრტყეს) წარმოადგენს. 
2) ზედაპირის მთავარი სიმრუდეები. სიმრუდის წაოები. რო- 

გორც (8.8)-დან ჩანს, ყოველ არაომბილურ წერტილში არსებობს 

ორი (და მხოლოდ ორი) 5” და 5” მთავარი მიმართულება, ამასთან 

ზედაპირის შესაბამისი #, და #: ნორმალური სიმრუდეები გამოისა- 

ხება ფორმულებით 

ჩM=M9M+M/ნ, #M=M-M/#6 (8.10) 

დავამტკიცოთ, რომ მთავრი მიმართულებები ურთიერთმართო- 

ბულია. 
(8.3)-ის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

ხ6იჩ ვე გ = –- ჩ,5., ხ9ჩ ვე ნვ = –- ჩევ”. (8.11) 

თუ ამ ტოლობებიდან პირველს სკალარულად გავამრავლებთ §“-ზე, 

ხოლო მეორეს –- ჯ”-ზე, შემდეგ კი ერთ-ერთს გამოვაკლებთ მეო–- 

რეს და მხედველობაში მივიღებთ ხზ” ტენზორის სემეტრიულობას, 

მივიღებთ 

(”აე –– ჩ,) 5” =0. , 

რადგან #, 5=#.ა (5 >>0), ამიტომ §'5” =0, რაც უნდა დაგვემტკი- 
ცებინა. 

მთავარი მიმართულებები ყოველ წერტილში ჩვენ ისე უნდა 

ავარჩიოთ, რომ §/, 5”, ი ტრიედრი მარჯვენა ორიენტაციის იყოს, 

§,' X 5” = წ. (8.12) 
(8.10)-დან მივიღებთ 

29 =ჩM. +ჩM, 2/ხნ=', ხხ, L=ხ-ს. (8.13)
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ანგვარად, (8.12) პირობის შესრულების შემთხვევაში ადგილი 
აქვს #, >>/ე უტოლობას. #, და ”ჯა სიდიდეებს ზედაპირის მთავარი 

სიმრუდეები ეწოდება. მათ შებრუნებულ 
1 1 

რლ=–ლს #5 +“. (8.14) 

სიდიდეებს ზედაჰირის სიმრუდის მთავარი რადიუსები ეწო- 

დებათ. 
უნდა აღინიშნოს, რომ ზედაპირის #, და M”: მთაკარი სიმრუ- 

დეების და ასევე # სამუალო სიმრუდის ნიშნები დამოკიდებულია 
ზედაპირის ნორმალის მიმართულების არჩევაზე. ეს ჩანს 

–3>””””. (8.15) 
თვ ძა” 

  

  

ფორმულებიდან. ნორმალის მიმართულების საწინააღმდეგოთი შე- 
ცვლისას #,; და #:-ის, ასევე 7 სიდიდეების ნიშნები იცვლება. მაგ– 
რამ იმისათვის, რომ შევინარჩუნოთ §7, §/,ი ტრიედრის ორიენ- 

ტაცია, აუცილებელია შევცვალოთ §/” და 5”, ასევე /) და #2 აღ- 

ნიშვნები. ამიტომ #,; და #ე:, ასევე # სიდიღეები წარმოადგენს ზე- 
დაპირის ფარდობით სკალარებს რომლებიც დამოკიდებულია ი 
ნორმალთა ველის მიმართულების არჩევაზე. რაც შეენება და 
# ს-:ღდიდეებს, ისინი არ არიან დამოკიდებული ზედაპირის ნორ-. 

მალთა ველის მიმართულების არჩევაზე. მაშასადამე, # და #L ზე- 
დაპირის აბსოლუტურ სკალარებს წარმოადგენს. 

ზედაპირზე წირს, რომლის მიმართულება ყოველ წერტილში 

ემთხვევა ერთ-ერთ მთავარ მიმართულებას აღებულ წერტილში, ზე" 

დაჰირის სიმრუდის წირი ეწოდება. ყოველ არაომბილურ წე- 

რტილში გადის ორი სიმრუდის წირი, ამასთან ისინი მართი კუთ- 

ხით იკვეთებიან. ეს პირობა შეიძლება შევინარჩუნოთ ომბილურ 

წერტილშიაც, თუ “მთავრ მიმართულებებად ავიღებთ ორ ურ- 
თიერთმართობულ მიმართულებას ისე, რომ შევინარჩუნოთ სიმ- 

რუდღის წირის სიგლუვე ომბილურ წერტილებში. 

8. ეილერის ფორმულები. განვიხილოთ ზედაპირის რაიმე #? 
წერტილში §” მთავარი მიმართულება და რაიმე § მხები მიმართუ- 
ლება. ვთქვათ დ კუთხეა 8 და 5” მიმრთულებებს შორის. თუ 
გამოვიყენებთ მიმართულებით გაწარმოების ფორმულას, დავწერთ
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ძი ძი ძი 
–- = ილ0თC=§(5,5§) +---- 5IM(5,5”). 8.16 25 2 (§, 5) + ქი (5, 5”) (8.16) 

აქედან (8.2)-ის ძალით გვაქვს 

4. = –-/ე 5 C05 დ –– ჩა 5” 51ი დ. (8.17) 

თუ გავამრავლებთ ამ ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულად §-ზე 

და გავითვალისწინებთ, რომ #, = – ჯა , მივიღებთ 

#, = #, C05“ დ -L ჩ; 5102 = (8.18) 

ტოლობას, რომელიც ეილერის ფორმულის სახელწოდებითაა ცნობილი. 

იგი შეიძლება ასეც ჩავწეროთ 

M, = II + I # 005 27- (8.19) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ საშუალო სიმრუდე ზედაპირის 
ნორმალური სიმრუდის ტოლია მთავარ მიმართულებათა "შორის 

კუთხის ბისექტრისის გასწვრივ (თ= _” 3ჯ –-, |. როგორ 7.4)– 4 4 | გორც (7-4) 

დან ჩანს, გეოდეზიური გრეხა გამოისახება 

+«,=I--- 8.20) წი (8.2) 

ფორმულით, მაგრამ, თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ 157=5I1ი დ, 
15” = –-0ლ05 დ, (8.17)-ის თანახმად მიგიღებთ 

<= =- (ს – ჩეზსი2დ= –/ ნ ყიი (8.21) 

ფორმულას, რომელიც ნებისმიერი მიმართულებისათვი“ ზედაპირის 
გეოდეზიურ გრეხას გამოსახავს ეილერის სხვაობის საშუალებით. ამ 

ტოლობიდან ჩანს, რომ, როცა დ = - და + , 1, გეოდეზიური 

გრეხა სათანადოდ მაქსიმალურ და მინიმალურ +, = +VLს მნიშვნე– 
ლობებს აღწევს. (8.21)-დან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ «, = 0 

ზედაპირის, ომბილურ წერტილში. მაშასადამე, ომბილურ წერტილში 

ნებისმიერი მხები მიმართულება მთავარ მიმართულებას წარმოადგენს.



2ი2 ზედაპირის ტენზორები, ზედაპირთა თეორიის ელემესაები (თავი V 

§ მ. ზედაპირის ტენზორთა გაწარმოება 

1. ზედაპირის ტენზორის კომპონენტების კოვარიანტული და 

კონტრავარიანტული წარმოებულები. ზედაპირის ტენზორის აბსო- 

ლუტური წარმოებული. ზედაპირის შემთხვევაში კოვარიანტული 

წარმოებულები, რომლებსაც ჩვენ 7, სიმბოლოებით აღვნიშნავთ, ჩვენ 
მიერ § 4-ში განხილული ქრისტოფელის მე-2 გვარის I გგ» სიმბოლოე- 

ბის საშუალებით აიგება. ბერძნული ინდექსები, რომლებიც 1, 2 მნიშე- 

ნელობებს ღებულობენ, მიგვითითებენ, რომ კოვარიანტული წარმოებუ- 

ლების V„ ოპერატორები ზედაპირისათვის განიხილებიან. 

დ სკალარის კოვარიანტული წარმოებულები ემთხვევა ჩვეუ6- 
ლებრივ წარმოებულებს 

  

ძდ წიდ=-- (თ= = 1, 2). (9.1) 

მაშასადამე, სკალარის კოვარიანტული წარმოებულები შეადგენს 
კოვარიანტულ ვექტორს, რომელსაც სკალარის გრადიენტს უწოდებენ 

და თ-მძდ სიმბოლოთი აღნიშნაკენ. 

1-ლი რანგის კოვარიანტული და კონტრავარიანტული „4ც ღა 4% 
· ტენხორების კოვარიანტული წარმოებულები შესაბამისად 

  

V8 4ა = 55- – I გე” #;, (9.2ა) 

წგ 4% = 24. + Lგე9 1 (9.2ბ) 

ფორმულებით გამოისახება. ზედაპირის მე-2 რანგის ტენზორთა 
„კოვარიანტული წარმოებულები გამოისახება ფორმულებით: 

  

მ/ი 
VV 7958 = ა –- I აი” ს.გ“ 1 ეგ” I. , (9.3ა) 

დ I = ძ/აჩ +L L 9 /#ჩ +I ჩ 92, (§.3ბ) 
V – "ე. “VI. V?. , 

წს = “5 + წებზ – წებ/% (9.3გ) 
ძნ



-§ 9) ზედაპირის ტენზორთა ბაწარმოება 903 

ამ ფორმულების საშუალებით, თუ გავითვალისწინებთ (4.5) 

და (1.18მ) ტოლობებს, ადვილად დავადგენთ, რომ ზედაპირის მეტ- 
რული ტენზორის კოვარიანტული წარმოებულები ნულის ტოლია: 

უუ: ...–__ ... (9.4) 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ დისკრიმინანტული ტენზორის 
კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები აგრეთვე ნულის 
ტოლია 

წ,ნი-=0, V,05=0, ფწ,C? =0, VაCჯ%=0. (9.5) 

ამიტომ მეტრული და დისკრიმინანტული ტენზორების კომპონენ- 

ტები კოვარიანტული გაწარმოების ოპერაციათა მიმართ ისევე იქ- 

ცევა, როგორც მუდმივი მამრაევლები მუდმივისა და ფუნქციის 

ნამრავლის ჩვეულებრივი გაწარმოების დოოს. მაგალითად, 

წ. (0გ #42) = 0აგწ,4, წ, (29 ,4?) -= 0 ტბ. (9.6) 

(9.2)-–(<9.3) ფორმულებიდან ადვილად მიიღება ზედაპირის 

ნებისმიერი რანგის ტენზორის კოვარიანტული გაწარმოების შემ- 

დეგი ზოგადი წესი: 

ძე ..შე ი 
ძიგ! ··· ზი + %, იგ. --. შე) 7 95+1 რგი დ %_ _ 9 ...6 

VI. 0. ... ჩი = «ით ააა გიაა,ი ი 1 ა 
§:=1 

ი 
_ ვ-------·ი_. თ წ 

2) 08, „8, 7 ჩა ---ჩი 128, (9.7) 
§=1 

VI. 08.9 მატრიცა (I + 1) რანგის (0 + 1, ი) ტიპის ტენზორს 
წარმოადგენს. (2.7) ეკვივალენტურია შემდეგი ტენზორის: 

V ძვ! “80 = ი-9 წ, ძვ! გი დ.ზ) 

მის კომპონენტებს იგ! 09 ტენზორის კომპონენტების კონტრავარი– 

ანტული წარმოებულები ეწოდება. 
ზედაპირის #-ური რანგის M ტენზორის ყველა კომპონენტის 

კოვარიანტული და კონტრავარიანტული წარმოებული ' ქმნის 
(ს + 1) რანგის ეკვივალენტურ ტენზორთა კლასს. ამ ტენზორს ვუ–-



2 ზედაპირის ტენზორები, ზეღაპირთა თეორიის ელემენაჭები (თავი V 

წოდოთ # ტენზორის აბსოლუტური წარმოებული და აღვ- 
ნიშნოთ V/ ან ყ”მძ 4 სიმბოლოთი. 

(9.7) და (9.89) ფორმულების საშუალებით ადვილად მტკიცდე- 

ბა, რომ ტენზორთა ჯამის, სხვაობის და ნამრავლის კოვარიანტული 

და კონტრავარიანტული წარმოებულები ექვემდებარება ფუნქცია–- 
თა შესაბამისად ჯამის, სხვაობისა და ნამრავლის გაწარმოების 

ჩვეულებრივ წესებს. , 
9. ზედაპირის ვექტორის დივერგენცია. გაუს-–-ოსტროგრადსკის 

ფორმულის ანალოგი (სტოქსის ფორმულა). თ, და ჩ ინდექსების 

შეკვეცით (9.2 ბბ ფორმულებიდან მივიღებთ 

მ 49 1 4 იე ებ 
VC# =- 5 + IL გც'/4ჩ= 7 > 2#X941 

ინვარიანტს, რომელსაც # ვექტორის დივერგენცია ჰქვია და აღი- 

ნიშნება ძIV # სიმბოლოთი. 
დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი 

(. ძIV#ძ5 = / 4#() ძ§ რ.10 
-- · 

(9.9 

ფორმულის სამართლიანობა, სადღაც 85 ზედაპირია, ხოლო L--მისი 

საზღვარი; 4 (ე წარმოადგენს # ვექტორის გეგმილს # წირის 1 ტან- 

გენციალურ ნორმალზე, „4() = ,4%/კ (ნახ. 21). 

(CL) CX?)| 

| (=) /. 
, 1 

/, აასგბლრ 
ნახ. 21 ნახ. 22 

     
დავუშვათ, რომ L სასრული რაოდენობა უბან-უბან გლუვი 

ჟორდანის წირების ერთობლიობაა. # ვექტორის მიმართ ვგულის- 
ხმობთ, რომ იგი § ზედაპირს ეკუთვნის, უწყვეტია 5+L-ში და



§9) ზედაპირის ტენზორთა ბაწარმოება 205 

აქვს უწყვეტი წარმოებულები 5-ში. L წირზე შემოვლეს მიმართუ- 
ლებას ვარჩევთ ისე, რომ ადგილი ჰქონდეს 1=9X»ი ტოლობას, სა- 
დაც § წარმოადგენს # წირის მხების ორტს. 

დავუშვათ თავდაპირველად, რომ § ზედაპირი საზღვართან ერ- 

თად ტოპოლოგიურად (ე. ი. ურთიერთცალსახად და უწყვეტად) 

აისახება LI, 2 სიბრტყის ჩაკეტილ 7' არეზე, ამასთან 5 ზედაპირის 
L საზღვარი ტოპოლოგიურად აისახება 1 არის L საზღვარზე (ნახ. 

21, 22)- 
ჩვენ, ამას გარდა, ეგულისხმობთ, რომ მეტრული კვადრატული 

ფორმის კოეფიციენტებს გააჩნია პირველი რიგის უწყვეტი წარ- · 

მოებულები და IL შედგება სასრული რაოდენობა უბან-უბან გლუ- 

ვი ჟორდანის წირებისაგან. 

თუ ფართის ელემენტს ძ5 = I/ "0 ძC1ძCწ ფორმულით გამოვსა- 

ხავთ, (9.9)-ის თანახმად დავწერთ 

ძ /შ ძ7/ 5/ 1) ,. 
| «იტ - = I ( 5V264. + 4044 I. ძნ (9.11)- 

თუ ახლა ორჯერად ინტეგრალს ინტეგრალური აღრიცხვის ცნობი- 
ლი ფორმულის თანახმად კონტურულ ინტეგრალად გარდავქმნით, 

(2.25)-ის ძალით გვექნება 

I ძა #45 = | MI 0(41ძC-- 4?ძC) = 

ჯ L 

== ( V 0 (41 821-– ,4მშ§51)) ძ§ = | 224 = 

L L 

= | 4" ძა = ( #(კ ძ5, 

L 

რაც ამტკიცებს (9.10) ტოლობას. ეს ფოომულა წარმოადგენს სამ- 

ჯერადი ინტეგრალისთვის გაუს--ოსტროგრადსკის ფორმულის ანა– 

ლოგს. 

ძნელი არაა ახლა (9.10) ფორმულის განზოგადება იმ შემთხ- 

ვევაში, რომ 5 ზედაპირი შეიძლება დაიყოს სასრულ «რაოდენობა 

ისეთ 5) ..., 5 ქვეარეებად, რომლებიც ტოპოლოგიურაღ აისახე–



2ნ ზედაპირის ტენზორები, ზედაპირთა თეორიის ელემენტები (თავი V' 

ბიან ბრტყელ არეებზე. ამ დებულების დამტკიცების დასრულებას 

მკითხველს მივანდობთ. 

თუ (9.10) ფორმულას ჩავწერთ შემდეგი სახით: 

მ/-C4 კ§- LI 9.12). |7>“ ა - §– | +.ძა, დ.12) 

იგი ადვილად განზოგადდება იმ შემთხვევისთვის, როცა #%? 1-ლი. 
რანგის კონტრავარიანტული ტენზორია V(I”)-დან. ამისათვის საკ- 
მარისია ვისარგებლოთ ინტეგრალქვეშა გამოსახულების 

1 იI/ 0 /" _ 1 ძ17ი' 4“ 

#7>C მინ VI შნ? 
ინვარიანტულობით, რაც ჩვენ მიერ ზემოთ იყო დამტკიცებული 
(იხ ფოომულა (IV, 3.23)). 

3. ლაპლასის ოპერატორი ზედაპირზე გრინის ფორმულები. 

ვთქვათ, დ ზედაპირის სკალარია. განვიხილოთ V9 ყე დ ინვარიანტი, 

რომელიც (9.9)-ის ძალით ტოლია 

97% წე დ = წი V_ დ = ძIV ყწმძდ. (9.13) 

ამ ინვარიანტს ეწოდება ლაპლასის ოპერატორი ზედაპირზე. აღვ- 

ნიშნოთ იგი #დ სიმბოლოთი, ამით შევინარჩუნებთ #დ სიმბოლოს 

ლაპლასის ჩვეულებრივი 

ძ?დ #სტდ= 
?= ძX?. 22.7. > 

ოპერატორისათვის. (9.9) ფორმულის თანახმად 
9 <5 ხღეი 

ძდ 1, 
_ ს ა/ო 1 9-2 + ცი 
Vი პით VCი- წვე 1. 

ეს ფორმულა სამართლიანია ზედაპირზე აღებული ნებისმიერი 
კოორდინატთა სისტემისთვის. 

ვთქვათ გვაქვს კოორდინატთა ორთოგონალური სისტემა, მა– 
შინ 

  

  

გდ 

· 1 
ძ = ც12 0 11 22 

19 = ს, რ(ძ3. == -L C““ == “9
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და (9.14) ფორმულა მიიღებს „ახეს 

– 1 მ / ია ძდ "მც ძდ 221 VV > 22) ++ IV 2 20)) V 9,9» ძნ! | ძე, მ?! შაი 
CV. 15) 

  

        

თუ (9.10) ფორმულაში # ვექტორად ყIმძ «-ის ავიღებთ და გავი- 
თვალისწინებთ, რომ 

მდ #ლე=Iყნმძდ=-, () წIმძდ 2! 

მაშინ მივიღებთ გრინის ფორმულას ზედაპირისათვის 

ბ·ადძ5 = (| –– ძი. 9.16 (შირ - | 7 დატ 
§ L 

§ 10. კავშირი ზედაპირის პირველ და მეორე ძირითად 

კვადრატულ ფორმებს შორის. განმეორებითი კოვარიანტული 

წარმოებულები 

ხედაპირის ტენზორების კოვარიანტული გაწარმოების ოპერა- 

ციებს, ევკლიდური სივრცის შემთხვევისაგან განსხვავებით, არ გააჩ- 
ნიათ კომუტაციურობის თვისება, ე. ი. თუ ზედაპირის ტენზორე- 

ბისათვის VI Vგ და Vგ Vი (თ=- ჩ) ოპერაციებს გამოვიყენებთ, საზო- 
გადოდ, სხვადასხვა შედეგს მივიღებთ. ეს ჩვენ მიერ ზემოთ იქნა დამ– 

ტკიცებული (IV თავი, § 2, პუნქტი 8). მაგრამ აქ, თუ ვისარგებლებთ 
იმ ფაქტით, რომ რიმანის მრავალსახეობა ევკლიდეს სამგანზომილებიან 

სივრცეში ჩადგმული ზედაპირის სახითაა მოცემული, გამოვიყვანთ 
შესაბამის ფორმულებს და რიმანის ტენზორის გამოსახულებას ზედა- 
პირის ქრისტოფელის L გგ" სიმბოლოების საშუალებით. 

წინასწარ ჩვენ გამოვიყვანთ ფორმულებს, რომლებიც ერთმა- 
ნეთთან აკავშირებენ ზედაპირის პირველი და მეორე ძირითადი კვად- 
რატული ფორმების კოეფიციენტებს. ზედაპირთა თეორიის ამ ფუნ–- 
დამენტური ფორმულების გამოყვანისას ზედაპირისთვის” ბუნებ- 

რივი გზით შემოდის რიმან–--ქრისტოფელის ტენზორი, რომლის გა– 
რეგნული აგებულება (IV, 2.30) ფორმულას ემთხვევა.



ა0ზ ზედაპირის ტენზორები ზედაპირთა თეორდჯის ელემეფტები (თავი V 

1. გაუსისა და პეტერსონ--კოდაცის განტოლებება. რიმან-- 
ქრისტოფელის ტენზორი. გაუსის სადერივაციო ფორმულების ორი- 

ვე მხარეს თუ გავაწარმოებთ V-ს მიმართ 

წიგ = I იგ“ +ხეგი (10.1) 

და შემდეგ ამავე ფორმულებსა და, აგრეთვე, ვეინგარტენის /, = 

= ჯი, ფორმულას გამოვიყენებთ, მივიღებთ 

ეჭ მ IL გგ? – => – 
MM ვნ 267. ი + ხაგი, =   ს -1 ხე? სი + 

წა პხ = (+ – ხავ ხა | == (5> 558 იწ ნბა) ი. (10.2) 

ამ ფორმულაში ჩ და / ინდექსების გადასმით გვექნება 

'ძს ა, ა " ძხ 
ი = | 3 2 +» 'ყო ხი, ხზ) I + ( 358 8. 

თუ (10.3):ს გამოვაკლებთ (10.2)-ს და გავითვალისწინებთ, რომ 

?ეგჯ = წეკგა მივიღებთ 

  · + აბა |ი · (10.3) 

  

ძIა”= ძა 
( კ“ თ +I იგ” სა” I L, ვ” +ხაგ„ხგ –-ხიგ ა) “+ 

      

ხი ჩა +(5>– 15-+წყბა – თბ ნა). = 0. 00.4 
I, წე, 8 ვექტორების არაკომპლანარობის გამო გვექნება შემდეგი ტო- 
ლობები: 

  

    

ძL. ძL 

კლ – თ +I აგ” ს სბ გ” = ხაგ ნა –– ხა, ხე; (10.5) 

მ ხიგ ძხი ა ხაბხა = ეს წაბხა (10.8 
ხ 

(10.5) და (10.6) განტოლებები, რომლებიც ერთმანეთთან აკავ- 
შირებენ ზედაპირის პირველი და მეორე ძირითადი კვადრატული 

ფორმების კოეფიციენტებს, ფუნდამენტურ როლს თამაშობენ ზედა-
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პირთა თეორიაში. მათ შესაბამისად გაუსისა და პეტერსონ-– 
კოდაცის განტოლებები ეწოდებათ. 

როგორც ჩანს, (10.5) ტოლობების მარჯვენა მხარეები ზედა- 
პირის მე-4 რანგის (3.1) ტიპის ტენზორებია. ამიტომ ამ ტოლობა– 
რთა მარცხენა მხარეებიც ტენზორს წარმოადგენს. აღვჩიშნოთ იგი 

I „0გყ”ით, 

ჩIიგჯ =   მიგ” _ მIი “V L ჯ · უი რ 8-1 სებ იე წაბ წ. (10. 

იგი წარმოადგენს სიმრუდის ანუ რიმან--ქრისტოფელის ტენზორს 

ზედაპირისათვის. 

თუ (10.7) ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ 0ძ,ა-ზე და 

ინდექსებს შევკვეცთ, (4.7) ფორმულების თანახმად გაუსის გან–- 

ტოლებათა სისტემა შეგვიძლია დავიყვანოთ შემდეგ სახეზე: 

ძL მIა. 
აიჩ/ = ჩხ ექ + L იც” (ტს ი L; »ზ,ს = 

ძCV იC 

= ხეგხ,სა –– ხა, ხგ,. (10.8) 

დავამტკიცოთ, რომ 

ხაზ ხს _ ხა, ხგ, = MX Cცს CჩV (10.9) 

სადაც X ზედაპირის მთავარი სიმრუდეა, ხოლო C0იგ -- დისკრიმი- 

ნანტული ტენზორი, რომელიც (2.12) ტოლობებითაა მოცემული. 

მართლაც, (4.3)-ის თანახმად 

ხი ცხა, –– ხა» მგ, = | (06 ”გ) I» –– (ში Lე) #გ) იც = 

= (იც X (-, X LI) |) იკ = C,გ (9ც X ი) I, = 

= Cგ ხა ხ: („, X-9) ს, = 

= 0სგხ:ხ1C,, = MX C,გ 0,ი = MX 6ცც Cვჯ, (10.10) 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. ამ ტოლობათა უკანასკნელე ნაწილის 

მისაღებად ჩვენ ვისარგებლეთ 

ხჯ ხუ თ., = (ნს ხე –– ნც ხL) / თი=Mბიი (10.11) 

ფორმულებით, რომლებიც ადვილად მოწმდება (8.7) ფორმულების 
დახმარებით. 

14. ი. ვეკუა



20 ზედაპირის ტენზორები, ზედაპირთა თეორიას ელემეთბები წყთავი V 

ამრიგად გაუსის განტოლებები შეიძლება ჩავწეროთ 

ი LI.» _ -9IV IიV# კ 08”) XV, იV I 8, == M რის Cჩა 

ძნ' იდ (10.12) 
  ჰაი 0 = 

სახით. ახლა ადვილი შესამჩნევია, რომ განტოლებათა (10.12) სის- 
ტემა ეკვივალენტურია ერთი განტოლების 

ძ! ე, _ ძი 

ძნ! “ძლ. 
სადაც ი ზედაპირის პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმის 

დისკრიმინანტია. 

თუ (10.6) განტოლების ორივე მხარეს I „გ? ხე, ჯამს გამოვაკლებთ, 
(9.3ა) ფორმულების თანახმად მივიღებთ პეტერსონ -–- კოდაცის განტო- 

ლებებს ტენზორული ფორმით: 

V»0ხიგ-–– წგ ხა» = 0. (10.14) 

ხეგ ტენზორის სიმეტრიულობის გამო ეს სისტემა ეკვივალენტუ- 

რია განტოლებათა სისტემისა 

V. ხი წეხია=0, Vან,) წ, ხი =0. (10.15) 

გაუსის (10.13) განტოლება და პეტერსონ-–კოდაცის განტოლებათა 
(10.15) სისტემა, როგორც ზემოთ უკვე აღენიშნეთ, ზედაპირთა თეო- 

რიის საფუძველს შეადგენს, შეიძლება დამტკიცდეს შებრუნებული დე- 
ბულებაც: თუ დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ძთაგ ძნ" ძნჩ 

და ხიგ ძნ" ძაჩ ფორმების კოეფიციენტები (10.12) და (10.14) დამო- 

კიდებულებებით არის შებმული, მაშინ არსებობს მოძრაობის სიზუს- 

ტით განსაზღვრული ზედაპირი, რომლის მეტრიკა კვადრატული 

ძეგ ძ69 ძა" ფორმით გამოისახება და რომლისათვისაც ხკცგ ძწნ9 ძ-ჩ მე- 

ორე ძირითად კვადრატულ ფორმას წარმოადგენს. აქ იგულისხმება, 

რომ ძეგ და ნეგ ტენზორები სიმეტრიულია. ჩვეულებრივ, ეს თეორემა 
მტკიცდება ამოცანის ლოკალურად დასმის შემთხვევისათვის (იხ., მაგა- 

ლითად, L31). 
2. განმეორებითი კოვარიანტული წარმოებულები. რიჩის ტენ- 

%ორი. (9.3) და (10.7) ფორმულებს თუ გამოვიყენებთ, გამოთვლე– 
ბის შედეგად მივიღებთ შემდეგ დამოკიდებულებებს: 

VV Vგ 4” –– Vგ წ, #4” == IX ,42, (10.16) 

+ ს.ა –I,2I კ, = #XC0, (10.13)   წაი =
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რომლებიც ზოგადი შემთხვევისთვის უკვე მიღებული გვქონდა (იხ. (IV, 
2.33) ფორმულა). აქ 4? ზედაპირის კონტრავარიანტული ვექტორია, 

ხოლო გ; -- რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორი, რომელიც ჩვენ ზემოთ 
უკვე შეგვხვდა. 

(10.9) და (10.5)-ის თანახმად 

იგ: = ხას ხუხია, ხგ = X- 68 · (10.17) 

ამ დამოკიდებულებებიდან ჩანს, რომ რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორი 

ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა გაუსის სიმრუდე 

%=0. მაშასადამე გაუსის ნულოვანი სიმრუდის მქონე ნებისმიერ 

ზედაპირზე (და მხოლოდ მასზე) რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორი იგი- 

ვურად ნულია. 
ამრიგად, გაუსის ნულოვანი სიმრუდის (X=0) ზედაპირების- 

თვის (და მხოლოდ მათთვის) კოვარიანტული გაწარმოების ოპერა- 
ციებს ახასიათებს კომუტაციურობის თვისება. 

თუ (10.17)-ში + ინდექსს ქვემოთ ჩამოვიტანთ, ისევ (10.12) 

გამოსახულებას მივიღებთ რიმან--ქრისტოფელის კოვარიანტული 

ტენზორისთვის 

აიჩა – LL Cლა Cჩ» · (10.18) 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობები: 

ეეე““ #ბაიXგ (10.19ა) 

MბიაVჩ = Mაიგი შაი == ლ (10. 19ბ) 

ამრიგად, /#?,იგ, ტენზორის ყველა კომპონენტი ნულის ტოლია, 

გარდა შემდეგი ოთხისა: /#?ა,ა, /?ეუკი, /?აკა:ე, /მიეუ, ამასთან (10.18)- 
ის თანახმად 

Iშეე|ვ == ჰშევეჯ = –- ზეეევ = –- ჩI3:1= ხ;; ნაი –– (ხ):)? = Mძ. (10.20) 

(10.18) ფორმულებიდან, (9.5)-ის თანახმად, მივიღებთ 

წ, #2Vიგ; = 60» Cჩ; მ; M. (10.21) 

აქედან კი ადვილად მივიღებთ ბიანკის იგივეობებს 

VI ალო + Vი M?აიV), + V» Mაი1) = 0. (10.22) 

(10.18)-ის თანახმად (10.16) ფორმულები ღებულობს სახეს 

VI Vგ 4 – წგ V, 4; = #20, 4“ = LX თი ნე; #9. (10.23)
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ნებისმიერი ინ! “9 ტენზორისთვის ადგილი აქვს ფორმულებს 

VV» Vს 9 ინ!” =. , –VწV”V, იჩ! '% = X იგ, 2). 5, (10.24) 

სადაც 
იი”. IM =4 ი MM CI "+. +0M „წის! =V ჩე _ 

4 » ი აე _ი ნელეთეა გა 8, რ... (10.24 ა) 

კერძოდ, როცა დ სკალარია, გვექნება 

VV V8 დ –– Vგ VV დ = 0. (10.25) 

(2.24ა) ფორმულები სხვანაირად შეიძლება ჩაიწეროს, თუ ზედა- 
პირზე შემოვიყვანთ სპეციალურ ოპერაციას, რომელიც მხებ სიბრტყეში 

მოთავსებულ ვექტორს – კუთხით შემოაბრუნებს. ვთქვათ, /9 ზედა- 

პირის ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტებია. განვიხილოთ /4" 

ვექტორი კოვარიანტული 
#გ. = 0ეგ 4“ · (10.26) 

კომპონენტებით. აქ 8" უნდა განვიხხილლოთ როგორც ჩ ინდექსი, ხოლო 
ვარსკვლავი აღნიშნავს, რომ ეს ინდექსი მიღებულია ინდექსის დაწევის 
ოპერაციის გამოყენებით დისკრიმინანტული იგ ტენზორის საშუალე- 

ბით (10.26) ფორმულის თანახმად. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

#ბგ"= #4." და #M= 41 ვექტორები ურთიერთმართობულია და, 
ამას გარდა, ტოლი სიგრძეები აქვთ. მართლაც 

ჩა M = გ. /4ჩ = იაც #49 4ზ = M 6 (414 -- 42141) =0, (10.27) 

IM"სნ = #გა 4" = Cიჩ ქე“ CM #, = Cიზ CM 4 #ა, = 

= 61 ,/4%8 4,= 454, = (2. (10.28) 

ამრიგად, (10.26) გარდაქმნა ანხორციელებს ვექტორის –- კუთხით 

მობრუნებას მხებ სიბრტყეში. ამიტომ (10.26) ფორმულით განსაზღვ- 

რულ ოპერაციას ორთოგონალური ბრუნვა ვუწოდოთ. 

ცხადია, ეს ბრუნვა ისე ხორციელდება, რომ #, #% და XM შე– 
ადგენს მარჯვენა ორიენტაციის ტრიედრს:



§ 10) კავმირი ზედაპირის ფორმებს შორის 213 

M X M" = ,4ე გ." X IL = 09 #ე ტგ.ი = 

= ე09ჩC,გ ე 4Vი =094ა 4Xი = 494ეი, 

# X #? =1ჩსი, (10.29) 

ორთოგონალური მობრუნების ოპერაცია შეიძლება გამოვიყენოთ 
ნებისმიერი ტენზორისთვის, თუ მის ინდექსებს ავიტანთ ან ჩამოვიტანთ 
თ გ ღა 2? ტენზორების საშუალებით, ამასთან, შესაბამის ინდექსებს ” 

მაჩვენებლით აღვნიშნავთ. მაგალითად, 

თე-გ = 0„ც0ბ, 09%. = 0V 0. 

თუ ამ წესს გამოვიყენებთ, (10.23) ფორმულა შეგვიძლია ასე ჩავ– 
წეროთ 

VV Vგ 4» –– Vგ წ, 4ა = # 0გ, #4. (10.30) 

ზოგადი (10.24) ფორმულა ახლა მიიღებს სახეს 

წა წი! ფგწაძი 0 - 

– თა (თ. M + ე-ე 

იყე თ. იჩ; | 00.31) 

თუ (10.17)-ში V და ჯ» ინდექსებს შევკვეცთ, მივიღებთ რიჩის 

კოვარიანტულ ტენზორს 

Xგ == XX, => მიგ მა –– ხე: ნვ = # ძაგ · (10.32) 

განვიხილოთ რიჩის შერეული ტენზორი 

I28 = I2X.ჩ; = X იზ. (10.33) 

ინდექსების შეკვეცით მივიღებთ 

9? = 05 = 2: =2#%. (10.34) 

ამრიგად, ზედაპირის გაორკეცებული გაუსის სიმრუდე წარმოად- 
გენს შეკვეცილ რიჩის ტენზორს ან, რაც იგივეა, ორჯერ შეკვეცილ 

რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორს. (10.34 ფორმულით განსაზღვრუ-
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ლი მთავარი სიმრუდე შეიძლება განვაზოგადოთ რიმანის ნებისმიერი 

მრავალსახეობისთვის. 

აინშტაინი C6-გ ტენხორი, რომელიც ზემოთ (IV თავი, § 2, 
პუნქტი 8) განვიხილეთ ორგანზომილებიანი მრავალსახეობისთვის, იგი- 
ვურად ნულად იქცევა. მართლაც, (10,32) და (10.34)-ის თანახმად, 

გვაქვს 

0 = შიგ---- ჩი = Mიგ-ჩიგ=0. (10.35)



თავი მეეკვსე 

კოორდინატთა სპეციალური სისტემები და მათი 
ზოგიერთი გამოყენება ჭეღდაპირთა თეორიაში 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ კოორდინატთა ზოგიერთ სპეციალურ 

სისტემას რომელთაც მნიშვნელოვანი გამოყენება აქვთ დიფერენცია- 

ლური გეომეტრიისა და მექანიკის საკითხებში. 

§ 1. კოორდინატთა სისტემები სიმრუდის წირებში 

1. ზედაპირის პირველი და მეორე ძირითადი ფორმების გამოსა- 

ხულებები, თუ ზედაპირზე კოორდინატთა სისტემად სიმრუდის წირთა 

ბადეს განვიხილავთ, გვექნება 

01:=0, ხ:.=0. (1.1) 

პირველი ტოლობა შედეგია მთავარ მიმართულებათა ორთოგონა- 

ლობის, რაც ჩვენ ზემოთ უჰვე დავამტკიცეთ (V თავი, § 8, პუნქ- 

ტი 2), ხოლო მეორეს, ამ ფაქტის გამოყენებით, მარტივად დავამტკი- 

ცებთ: 
ხ,გ= ––ი,კ I)=M, 1 =#ვე 01კ1=0. (1.2) 

აქ ვისარგებლეთ იმ გარემოებით, რომ მთავარი მიმართულებისათვის 

ძი 1 
-=ჩ 5 == წ, ე.ი. 90)= 011 ჩე 5 =–-ჩ, ს. 

ძა V2. 

თუ შემოვიღებთ 

  

0.1 =/?, ძევ== 812 (თ,,=0ავ1=C) (1.3) 

აღნიშვნებს რომლებითაც ჩვეულებრივ სარგებლობენ დიფერენციალურ 
გეომეტრიაში, როცა კოორდინატთა სისტემად სიმრუდის წირებია აღე- 

ბული, გვექნება
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ც= /4? 8), ___–_–” 
4?” 8” 

ხა=#/, 4, ხე.=#ჩ, 8, ხ,,=ხე;ე1=0, (1.5) 

სადაც #, და #, ზედაპირის მთავარი სიმრუდეებია. 
თუ განსახილავ შემთხვევაში გაუსის 6! და 62 კოორდინატებს შე- 

საბამისანდ § და წ»-თი აღვნიშნავთ, ზედაპირის პირველი და მეორე 

კვადრატული ფორმებისათვის მივიღებთ გამოსახულებებს 

1=ძ5§2= /42ქ52-| 85 ძა?, (1.0) 

II=#, ძიე=ჩ, 4" ძ=? -L#, 8? ძუ?. (1.7) 

ფ012=ძ21=0, (1.4) 

2. ქრისტოფელის სიმბოლოები. გაუსისა და პეტერსონ--კოდაცის 

განტოლებები. ლაპლასის ოპერატორი. (V, 4.7), (V, 4.8), (1.1) და 

(1.3) ფორმულებიდან ქრისტოფელის 1-ლი და მე-2 გვარის სიმბოლოე- 
ბისათვის მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებებს: 

  

  

  

ძ4 ძ4ტ ძ8 
 ც,,==ტ4--, კვ. = IL), = 4---, ს,ც,კ=–8--, 

ძნ ძუ ძე 

ძ ძ ძ8 
Lე=--4 44, I ვ,ე= აკ, = 8 8 __>.... (1.8 ა) 

მუ ძ>: ძი 

1 მტ 1. ი4 8 პ28 

 . 

#4 ძ/4 1 ძ8 1 ძ8 
სკბ1ლ–-- -, „''”“ --–-” –. ვ  _ (1.8ბ " 8? პუ 12 21 8 თ 92 8 ძი ) 

თუ ახლა (V, 9.3), (V, 10.13), (V, 10.15), (1.8) და (1.5) ფორ- 

მულებით ვისარგებლებთ, გაუსის განტოლება და პეტერსონ ––კოდაცის 

განტოლებათა სისტემა სათანადოდ მიიღებს სახეს 

  

1 მ /1 08 ძ 1 მტ #6-- 2 (2 (1 8) 2 C 3.) 1. 0-9 48 I> 4 >) ძუ L8 ძი 
პს, ძ 94 _ „ მ4. %,8 =/, 98. (1.10) 

VI იო ძC' ძნ 

თუ "V და ყ-თ: აღვნიშნავთ ზედაპირის # ევექტორის ფიზიკურ 
კომპონენტებს კოორდინატთა სისტემის მიმართ სიმრუდის წირებში, 

გვექნება
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ჩ––ი+-- I (_ი=I, '5=L). (1.11), 

აქედან ჩანს, რომ 

#.=M“=->, ტ'=#ბ=-- (1.13. 

და (V, 9.9)-ის თანახმად გვაქვს 

ძI(V#= 1. (5 +. 
48 Vშძ% ძუ 

(9.15) და (1.3)-ის თანახმად ლაპლასის ოპერატორისათვის მივი- 

ღებთ ფორმულას 

2დ= _1_ I+(5. თ)4“ წ ძთ IL. (1.14). 
ძინს4 ძა! ძუ M8 ძო, 

8. სფერული ზედაპირის ერთი დამახასიათებელი თვისების შესა- 

ხებ. პეტერსონ––კოდაცის (1.10) განტოლებების დახმარებით ადვილად: 

დავამტკიცებთ სფერული ზედაპირის დამახასიათებელ შემდეგ თვისებას: 

ზედაპირი, რომლის ყოველი წერტილი ომბილურია, სფერულ 

ზედაპირს წარმოადგენს. 

რადგან #,)=#:კ=7, ამიტომ (1.10)-ის ძალით 

% _% _ი, ე.ი. #=00ი5L. (1.15) 
ძილ ძუ 

(V, 4.3)-ის თანახმად (1.51 ტოლობები ახლა ასე შეგვიძლია ჩავწე- 
როთ 

(1.13)- 

(ი1+ XL) =0, (იუ+#/L,) Lვ=0, 

(ი;-I-ჩ?ე) L1=0, (ივ-LჩI;) 13=0. 

ცხადია, გვაქვს აგრეთვე ტოლობები 
(ი1-++#L,) ==0, (ი,-LMჩI) 2=0. 

ამგვარად, სც+ჩL ვექტორები სამი არაკომპლანარული ს, L,, ი ვექ– 
ტორის მართობულია. აქედან გამომდინარეობს, რომ ი»,;-+#ჩL,=0, 

ჩაე-+XMV=0, ე. ი. 

ო-Lჩ=ჩიო, (1.16)



218 კოორდინატთა სპეციალური სისტემები (თაგი VI 

სადაც IL მუდმივე ვექტორია რადგან იMი=1, ამიტომ (1.16)-დან 

გვაქვს 
1 

თ–/)ბ=+,, (1.17) 

ეს კი, ცხადია, სფერულე ზედაპირის განტოლებაა, რაც ამტკიცებს 
ჩვენს დებულებას. 

ამრიგად, ეილერის სხვაობა იგივურად ნულად იქცევა მხოლოდ 

სფერული ზედაპირისათვი; ცხადია, აგრეთვე, სიბრტყისათვისაც 

(ჩ)=/.„ა=0). 

4. ნულოვანი მთავარი სიმრუდის ზედაპირები. ტორსები. დავუშ- 

ვათ, რომ ზედაპირის მთავარი სიმრუდე იგივურად ნულის ტოლია, 

ე. ი. #=#,-#,=0. დავუშვათ აგრეთვე, რომ #,=0, #56 0. მაშინ 

(1.10) განტოლებიდან გვაქვს 

4=ჯ%(), #.8=%C), (1.18) 
სადაც დ და ს შესაბამისად მხოლოდ წ და უ „ცვლადების ფუნქციებია. 
"მაგრამ მაშინ, თუ შემოვიღებთ ახალ 

#=Iდჯ06 ძნ, ყ=I ს თ) ძუ (1.19) 

კოორდინატებს, პირველი და მეორე ძირითადი კვადრატული ფორნები 

მიიღებს სახეს , 

ძლ-ძი+ ' ძის ჩ,ძთ=-1. ძე, (1.2თ 
ჩ ჩა: 

ე. + საკოორდინატო X=C00ი5ს და ყ=0005( წირები ამავ დროს 

სიმრუდის წირებსაც წარმოადგენს: 4=1, ,3=1/%. 
თუ ახლა (1.8 ბ) ფორმულებს მივმართავთ, დავინახავთ, რომ Xჯ 

“და ყ კოორდინატებისათვის 

ILI,,,=I),,! =I ,,2=0. (1.21) 

ამის გამო, გაუსის სადერივაციო ფორმულებისა და ნ,1=#.=0 ტო- 

«ლობის გამოყენებით მივიღებთ 

თ. 
22“ ჯ ს, +ხ,ცი=0, ე. ი. წ=X I (0)+ წა (9), (1.22) 

'სადაც I და ჯე ვექტორები მხოლოდ V კოორდინატზეა დამოკიდებე- 
“ლი. #2=()?1=1 და 1, „წვ=0 პირობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

I 1 6)|=ღ=1 და I (/)I.(4)=0. (1.23)



§ 1) პოორღდინატთა სისტეგები სიმრუდის წირეგში 219 

აქ და ქვემოთ შტრიხი აღნიშნავს წარმოებულს ყ-ის მიმართ. 

ამგვარად, ნულოვანი გაუსის სიმრუდის მქონე ზედაპირები მიე- 
კუთვნება ხაზოვან ზედაპირთა კლასს. მაგრამ არა ყოველ ხაზოვან ზე- 
“დაპირს აქვს ნულის ტოლი გაუსის სიმრუდე (მაგალითი (ცკალკალთა 
ჰიპერბოლოიდია). 

როგორც (1.20)-ის მეორე ფორმულიდან ჩანს, ჯ და V კოორდი- 
ნატებში ზედაპირის მეორე ძირითადი კვადრატული ფორმის წ,,; და ხ,კ 

კოეფიციენტები ნულად იქცევა: 
ხ.,,=9,=0, ხ,კ=სოა=0. (1.24) 

ამ ტოლობათაგან პირველი (1.22)-ის შედეგია. ხოლო მეორე ცხადი 
პირობა შეიძლება ასე ჩავწეროთ 

(I1IX(CXI”+I)) 17=0 ან 1Cე 1I”=0. (1.25) 

ზაზოვან ზედაპირებს, რომელთათვისაც სრულდება IL 1/=0 ტოლობა, 
ტორსები ეწოდება. 

ამრიგად, ნულოვანი გაუსის სიმრუდის ზედაპირები ტორსებს წარ- 

მოადგენს. ტორსებს მიეკუთვნება ცილინდრული (7“=000ი5ჰ) და კო- 

ნუსური (-„.=ლ0005() ზედაპირები. თუ მათ ჯერჯერობით მხედველობაში 
არ მივიღებთ, მაშინ II1”=0 და IXა=0 პირობებიდან გამომდინარეობს, 

რომ 1” და I ვექტორები კოლინეარულია, ე. ი. 
17=0 (I) Lე, (1.26) 

სადაც თ (ყ) წარმოადგენს ყ-ის ფუნქციას. 
(1.22), (1.23) და (1.26უ ტოლობების თანახმად ზედაპირის რკა- 

ლის ელემენტის კვადრატისათვის გვაქვს გამოსახულება 

ძაბ=ძ”ძი=ძX?-I (0X-+ 1)“ ხ? ძყ?, (1.27) 

სადაც 62= 12. თუ შევადარებთ (1.27)-ს (L.20)-ის პირველ ფორმუ- 

ლას, გვექნება 
_1 == (0ჯ-1) ხ?. (1.28) 
ჩ 

თუ ახლა შემოვიღებთ ახალ ცვლადებს 

#==X0050 – I ხაეIიძძყ, ახ=X5I0 C+ I ხC50ძყ (1.29) 

ფორმულებით, სადაც 

0= | იხძყ= | 0” ე „8 ძე, (1.30)
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ადვილად მივიღებთ, რომ 

ძვ? =- ძცბ-Lძებ. (1.31) 
ამრიგად, ნულოვანი გაუსის სიმრუდის ზედაპირზე არსებობს კო- 

ორდინატთა დეკარტული V, ს სისტემა. მაშასადამე, ასეთი ზედაპირები 
განიფინება სიბრტყეზე. 

ახლა ადვილი საჩვენებელია, რომ არ არსებობს არანულოვანი გაუ- 

სის სიმრუდის ზედაპირი, რომელიც სიბრტყეზე განიფინება. მართლაც, 
ასეთი ზედაპირი რომ არსებობდეს, მაშინ მასზე იარსებებდა დეკარტის 
კოორდინატთა სისტემა, რომლის მიმართაც პირველ კვადრატულ ფორ- 
მას ექნებოდა (1.31) სახე, მაგრამ მაშინ ამ სისტემის მიმართ ქრისტო- 

ფელის 1-ლი და მე-2 გვარის სიმბოლოები ნულის ტოლი იქნებოდა, 
ეს კი (V, 10.13) ფორმულების თანახმად მოგვცემდა ##C=0, «აც ჩვენს 

დაშვებას ეწინააღმდეგება. 
ამრიგად, ტორსები (და მხოლოდ ისინი) შეადგენს ისეთ ზედა- 

პირთა კლასს, რომელთა გაუსის სიმრუდე იგივურად ნულია. ზედაპირ- 

თა ეს კლასი მოიცავს სიბრტყეებს, ცილინდრულ (1 =0ლ0იას და კო- 

ნუსურ (ა-=00ი5!)) ზედაპირებს, აგრეთვე ისეთ ზედაპირებს, რომლე- 

ბიც სივრცითი წირის მხებებით წარმოიქმნებიან. ასეთი წირები წარ- 

მოადგენს (1.22) განტოლებებით მოცემული V=C00ი5( წრფეთა ოჯახის 

მომვლებებს. თუ X ცვლადს გამოვრიცხავთ 
L--X I (/)– (4) =0, X IL (CV)+ო C)=0 (L/75-0) 

განტოლებებიდან, მივიღებთ მომვლების შემდეგი სახის. განტოლებას: 

ი0)=– ლელოთი +თ+ოიCთ) (1.37 
ან, (1.26)-ის თანახმად, · 

1 
”ი=-–-– I (9)+ ლ (4) (1.33) 

განტოლებას. 

§ 95. კოორდინატთა სისტემა ასიმპტოტურ წირებში 

განვიხილოთ ახლა უარყოფითი  #=7ჩ, ჩ, <0 სიმრუდის ზედაპი- 

რი. რადგან / #8 =IM M':--X > #9, ამიტომ ეილერის 

ჩ,= ჩკ 005? დ-+Mჩ, 51ი2დ=#M/+I #6 C052დ% (2.1)



§ 2) ,პორორდინატთა სისტემა ასიმპტოტურ წიჯებში 22! 

ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ ზედაპირის ყოველ წერტილში 
გადის ორი მიმართულება, რომელთა გასწვრივ ზედაპირის “შესაბამისი 

ნორმალური სიმრუდე ჩულის ტოლია. ამ ორ მხებ მიმართულებას 

ასიმპტოტური მიმართულებები ან ზედაპირის ასიმპტოტები ეწოდება. 
მათ შორის კუთხე განისაზღვრება 

(ძთ= ' ბ (2.2)   

ტოლობიდან. აქედან ჩანს, რომ LC CV =%- 0 და, მაშასადამე, ასიმპტოტუ- 
რი მიმართულებები არსად არაა კოლინეარული, ამასთან ისინი ორთო- 

გონალურია იმ წერტილებში, სადაც // საშუალო სიმრუდე ნულის 

ტოლია. 
ზედაპირის წირს, რომლის მხები მის ყოველ წერტილში ამ წერ- 

ტილზე გამავალი ერთ-ერთი ასიმპტოტური მიმართულებაა, ზედაჰირის 
ასიმპტოტური წირი ეწოდება. უარყოფითი სიმრუდის ზედაპირის ყო- 

შელ წერტილზე გადის ორი ასიმპტოტური წირი, ამასთან კუთხე მათ 
შორის განისაზღვრება (2.2) ფორმულით და აკმაყოფილებს 0< თ < X 
პირობას. ამიტომ უარყოფითი სიმრუდის ზედაპირებზე საკოორდინატო 

წირებად შეიძლება ავიღოთ ასიმპტოტური წირები. დავამტკიცოთ, რომ 
კოორდინატთა ამ სისტემისათვის ზედაპირის მეორე ძირითადი კვად- 

რატული ფორმის კოეფიციენტები აკმაყოფილებს 

ხ,,=0, ხ,,=0, ხ,.:550 (2.3) 

პირობებს. განმარტების თანახმად, ასიმპტოტური მიმართულებისათვის 

სათანადო ნორმალური სიმრუდე ნულად იქ-ევა, ე. ი. 

ჩ,ლ=ხეგ§5ზ5%=0 (5=§5'L). (2.4) 

მაგრამ, თუ ასიმპტოტური წირი ემთხვევა საკოორდინატო §%=ლ00ი5 

წირს, მაშინ §1 4-2 0, §1=0 და, მაშასადამ, როგორც (2.4)-დან 

ჩანს, 0,,=0. თუ მეორე საკოორდინატო. §61=0005L წირი ემთხვევა 

მეორე ასიმპტოტურ წირს, მაშინ §=0, §1 == 0 და, მაშასადამე, 

ხ.,=0. ამრიგად, კოორდინატთა სისტემისათვის ასიმპტოტურ წირებ– 

ში ზედაპირის ნორმალური სიმრუდე ნებისმიერი მხები მიმართულე- 
ბით გამოისახება 

#, = ხკკ §1 5“ (2.5)
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ფორმულით. აქედან ჩანს, რომ ხ,:,5- 0, რადგან #, ნულის ტოლია. 

მხოლოდ ორი მხები (ასიმპტოტური) მიმართულებისათვის. (აქ გამო-. 
რიცხულია სებრტყის შემთხვევა, რომლისთვისაც, ცხადია, 6,)=0). 

(2.5) ფორმულის თანახმად ზედაპირის მეორე ძირითადი კვადრა-. 

ტული ფორმა ღებულობს სახეს 
II=ჩ,აძ§5?=ხ,,ძნძი. (2.6) 

ძნელი დასამტკიცებელი არაა შებრუნებული დებულებაც, თუ მეო- 
რე ძირითად კვადრატულ ფორმას აქვს (2.6) სახე, მაშინ საკოორ– 

დინატო C=:005! და უ=0005L წირები ზედაპირის ასიმპტოტურ წი-. 

რებს წარმოადგენს. 
(2-1)-ის ძალით (V, 10:9)-დან გვაქვს 

რადიკალის წინ ნიშნის შერჩევა დამოკიდებულია 1L,, I. და IM ტრიედ- 

რის ორიენტაციაზე. ეს ჩანს 

ხეგ)=იოა 

ფორმულიდან, ახლა აღვილი გამოსარკვევია, თუ როგორ უნდა ავარ-. 

ჩიოთ რადიკალის წინ ნიშანი (2.7) ფორმულაში. 
უარყოფითი სიმრუდიანი (<0) ზედაპირის წერტილის ნების- 

მიერ მიღამოს უნაგირისებური ფორმა აქვს და ასიმპტოტური მიმარ-. 
თულებებით იგი იყოფა 4 ნაწილად, ამასთან ორი მათგანი ჩაზნექილია 

და ორი კი-- ამოზნექილი. ვთქვათ. ზედაპირის ჩაზნექილი ნაწილი მო- 

თავსებულია საკოორდინატო წირების დადებით მიმართულებათა შო- 
რის. თუ ზედაპირის # ნორმალი მიმართულია ამ ნაწილის ჩაზნექილო- 
ბის მხარეს, მაშინ ხე; >> 0. წინააღმდეგ შემთხვევაში ნ, < 0. ეს დასკვ- 

ნა ადვილად გამომდინარეობს (2.5) ფორმულისა და მენიეს თეორე- 

მის საფუძველზე. 

§ 3. კოორდინატთა იზომეტრული სისტემა ზედაპირზე. (ბელტრამის. 

განტოლებათა სისტემა და მისი პომეომორფიზმები 

1, ბელტრამის განტოლებათა სისტემა. ბელტრამის განტოლებების. 

ჰომეომორფიზმები. ყოველ რეგულარულ ზედაპირზე არსებობს კოორ- 
დინატთა ე. წ. იხომეტრული სისტემა, რომლის მიმართაც პირველ ძი–- 
რითად კვადრატულ ფორმას აქვს სახე 

ძენ=/Mს#(ძ2-L-ძე), /(>>0. (3.1)
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ზემოთ ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ კოორდინატთა ასეთი სისტემა არსე- 
ბობს ტორსებზე, ე. ი. სიბრტყეზე განფენად ზედაპირებზე (MX =0). 

მაშინ შეიძლება დავუშვათ, რომ /#=1. ასეთი ზედაპირების მაგალი– 
თებია ცილინდრული და კონუსური ზედაპირები. 

ნებისმიერ ზედაპირზე კოორდინატთა იზომეტრული სისტემების 
არსებობა ნათელი არაა და სპეციალურ დამტკიცებას მოითხოეს. ქვე- 
მოთ ჩვენ მივუთითებთ ამ თეორემის დამტკიცების ერთ მეთოდს, რომ- 
ლის მკაცრი დასაბუთება შეიძლება მოინახოს ავტორის წიგხში (L1|, 

თავი 2). 
პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმა ასე შეიძლება ჩაიწეროს: 

ძ5?1= იგ ძნზ ძნჩ= 

1 _ სა. 
=-- Iთ.1 ძL+(ძი,,+IMV 0ძ ) ძი) |0,,ძX+(თ,ე–-წ/ თ)ძ/. (3.2) 

11 

ჩვენ აქ მივიღეთ C'=X, C?1=ყ/ აღნიშვნები. დავუშვათ, რომ არსებობს 

ისეთი ს= დ+(ს ფუნქცია, რომ #I0C,, ძX+(0,ვ+! IV 9) ძ/) ნამრავ- 
ლი წარმოადგენს რაიმე კომპლექსური LI=V (>, Vყ)-LI0(X, ყ) ფუნქ- 

ციის სრულ დიფერენციალს, ე. ი. 

# (0), ძX+(0,,;+IMV ძ) ძყ) =ძთ. (3.3) 
ეს ტოლფასია 

ძი) ძე) „ა“ 
–--5==1 0143, „ეა. = (0 + „ჩM/ ძ ) მ» #8 011 ძი ს L0C12 

ტოლობების. აქედან გამომდინარეობს, რომ დ ფუნქცია აკმაყოფილებს 

(0.+(/ 2) ე, 9-0 (3.4) 
ძჯ მყ 

განტოლებას, რომელიც შეეძლება ასეთი ფორმითაც გადავწეროთ 

00 ი ი 299 -ი0, (3.5). 
ძ2 ძ2 

სადაც _ 
(220 შლი M/ 2 + 0» (3.6) 

ძ (CV, 90=- 7 5 – IM”. 

2 ._ 1. =-/>), 9-1 (++): (8.7). 
პი 2 VX ძყ ძე 2 ძყ
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ადვილი დასანახია, რომ ფუნქციის ვ§ამდვილი და წარმოსახვი- 
თი V და ს ნაწილები აკმაყოფილებს პირველი რიგის კერძო წარმოე- 

ბულებიან (ნამდვილ) გშტოლით წ მეუ წი 

(3.8) 

მას ეწოდება ბელტრამის ს კნფოლებათა სისტემა. (3.5) ტოლობა წარ- 

მოადგენს ბელტრამის განტოლებათა სისტემის კომპლექსური ფორმით 

ჩანაწერს. 
თუ თ.=ძეა.5-0, ძკ=0, მაშინ გვექნება კოში –– რიმანის გა5- 

ტოლებათა სისტემა 

ძს ძი ძი ძე «9 ი 3.9 
ძი იძყ 2 +; + (1.9) 

რომელიც კომპლექსური ფორმით ასე ჩაიწერება: 

მთ 0, თ=V+V(ი. (3.10) 
მ2 

შევნიშნოთ, რომ, თუ სრულდება 0ი):=ძე,ა5- 0, 0))=0 პირობები, 

მაშინ (3.2) კვადრატულ ფორმას აქვს (3.1) სახე. 
როგორც ცნობილია, კოში– რიმანის განტოლებათა სისტემის 

ზოგადი ამონახსნი გამოისახება 

ს==თ (20), 2=X-LIV, (3.11) 

ფორმულით, სადღაც დ წარმოადგენს 2 ცვლადის ნებისმიერ ახალი- 

ზურ ფუნქციას. ეს თვისება შეიქლება განხოგადდეს (3.8) განტოლე- 

ბათა სისტემის ამონახსნებისთვის შემდეგი ფორმით. 

ვთქვათ, C(X, #)=6(X, #)+Iუ (X, ყ) (3.5) განტოლების რაიმე 
კერძო ამონახსნია 2=X+-IVყ სიბრტყის 7») არეში. მაშინ 

VI (X, ყ)=C (ს (X, ყ)) (3.12) 

სახის ყოველი ფუნქცია, სადაც Cდ (უე) ნებისმიერი ანალიზური ფუნქ- 
ციაა L (I) არეში, აგრეთვე ბელტრამის (3.5) განტოლების ამონახსნი 

იქნება #) არეში. ვთქვათ, (3.5) განტოლების კომპლექსური L (X, Vყ)
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ამონახსნი ფიქსირებული (Xა, ყი) წერტილის მიდამოს ტოპოლოგიუ- 
რად (ურთიერთცალსახად და უწყვეტად) ასახავს (ნა, უი) წერტილის 
მიდამოზე. ბელტრამის განტოლების ყოველ ასეთ ამონახსნს მისი ლო– 
კალური ჰომეომორფიზმი ვუწოდოთ (X,, ყი) წერტილის მიმართ. 

მამინ (3.5) განტოლების ყველა ისეთი ამონახსნი, რომელიც რეგულა- 

რულია (Xა, ყა) წერტილის რაიმე მიდამოში, გამოისახება § (X, ყ) ლო- 
კალური ჰომეომორფიზმით (3.12) ფორმულის საშუალებით, სადაც 

დ (ა) C-ს ნებისმიერი რეგულარული ანალიზური ფუნქციაა ხე=წ6:+ IV 

წერტილის მიდამოში. 

ბელტრამის (3.5) განტოლების VI (X, ყ) ამონახსნს ეწოდება ჰო- 

მეომორფიზმი L) არეში, თუ იგი L არეს ტოპოლოგიურად ასახავს 

ს (2) არეზე. 

ამრიგად, ბელტრამის (3.5) განტ,ოლების ზოგადი ამონახსნის აგე- 
ბა მიიყვანება” მისი რომელიმე ჰომეომორფიზმის აგებაზე, რომელიც 

ტოპოლოგიურ ასახვას ახორციელებს. ბელტრამის განტოლების ჰომეო- 

მორფიზმის აგება, საზოგადოდ, საკმარისად რთული ამოცანაა და 
მოითხოვს თანამედროვე ანალიზის რთული აპარატის, კერძოდ, სინგუ- 
ლარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიის გამოყენებას. ამ პრობ- 

ლემამ მრავალი მათემატიკოსის ყურადღება მიიქცია (კორჩი, ლიხტენ- 
შტეინი, ლავრენტიევი, ალფორსი და სხვა), უმთავრესად კვაზიკონფორ- 

მულ ასახვებთან დაკავშირებით, რაც გაზების დინამიკის პრობლემებ- 
თან მჭიდროდაა დაკავშირებული (იხ. (25)). ქვემოთ, დამტკიცების დე- 
ტალების გარეშე, მოვიყვანთ ბელტრამის განტოლების პომეომორფიზმე- 
ბის აგების ერთი ხერხის ზოგად აღწერას. მის მკაცრ დასაბუთებას 

შეგვიძლია გავეცნოთ ავტორის წიგნში (1), თავი 2. 

8. ბელტრამის განტოლებათა სისტება ანალიზური კოეფიციენტე- 

ბით. ზოგადად დასმული ამოცანის შესწავლამდე წინასწარ განვიხი- 

ლოთ ერთი კერძო შემთხეევა. ვთქვათ, 0 (X, ყ) ნამდვილი X, „ ცვლა- 

დების ანალიზური ფუნქციაა 2-=Xეა-LIVა წერტილის მიდამოში. ძ (X, VI) 
ფუნქცია 2ე წერტილის მიდამოში წარმოვადგინოთ ტეილორის გწკრი- 
ვით 

ძ (X, ყე)= 2, თაო (70) (2–- 2)" (2-–2ე)””, (3.13 ა) 

L, II=0 

სადაც
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კ"+ჩV ) გ 

აეაესეუღეღგ–_. (3.13 ბ) 
/ ' ძ2'ძ2" /»- ჯე 

ყ-=VM0 

წს» (2) -= ( 

თუ (3.13 ა) ტოლობის მარჯვენა მხარეში 2 და 2-ს შევცვლით დამოუ- 

კიდებელი კომპლექსური 2 და CL ცელადებით, მაშინ მივიღებთ ორი 
კომპლექსური აღოგუმენტის ანალიზურ 0 (2, L) ფუნქციას, რომელიც 

ძ(X, ყ) ფუნქციის საძიებელ ანალიზურ გაგრძელებას წარმოადგენს 

ოთხგანზომილებიან რაიმე |2-?ა|?+ |C--ი|<6 არეში, რომელსაც 
5, (2)-ით აღვნიშნავთ. განვხილოთ ახლა ჩვეულებრივი დიფერენცია- 

ლური განტოლება 

ეღევეღდ (2, Cხ)) L, 2C5„.(72). (3.13 გ) 

ვოქვათ, დ (2, L) ან განტოლების რაიმე ზოგად ინტეგრალს წარმოად- 

გენს 5, (2)-ში. თუ დ (5) CL ცვლადის ანალიზური ფუნქციაა დ (2, 2) 
ფუნქციის მნიშვნელობათა არეში, მაშინ 

თ (CX, ყ)=CდLCC, 21 (3.13 დ) 
ფორმულა გამოსახავს ბელტრამის (3.5) განტოლების ზოგად ამონახსნს 

2 წერტილის მიდამოში. ახლა ყოველთვის შეიჰლება ანალიზური დ 
ფუნქცია ისე შევარჩიოთ, რომ (3.13 დ) ფორმულა წარმოადგენდეს 

(3.5) განტოლების რაიმე ლოკალურ ჰომეომორფიზმს 2ე წერტილის 
მიმართ. 

ბელტრამის განტოლების ჰომეომორფიზმების აგების ზემონაჩვენე- 

ბიე ხერხით ამოცანა დაიყვანება ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტო- 

ლებაზე. მაგრამ ეს ხერხი შეეხება, ჯერ ერთი, კერძო შემთხვევას, რო- 
ცა განტოლების კოეფიციენტი არგუმენტების ანალიზური ფუნქციაა 

და, მეორეც, საზოგადოდ, მხოლოდ ლოკალური ჰომეომორფიზმების 
აგების საშუალებას იძლევა. ქვემოთ ვუჩვენებთ გლობალურად დასმუ- 

ლი ამოცანის ამოხსნის ზოგად ხერხს. 

8. ბელტრამის განტოლების ძირითაღი პომეომორფიზმის აგება. 

დავუშვათ, რომ გაუსის 61=Xჯ, §2=ყ პარამეტრების საშუალებით ზე- 

დაპირი ურთიერთცალსახად და უწყვეტად აისახება 2= X--IVVყ სიბრტყის 
შემოსაზღვრულ 06 არეში. შემდგომისათვის საკმარისიას დავუშვათ, 

რომ პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმის ძაგ კოეფიციენტები
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უწყვეტია და აქვთ უწყვეტი წარმოებულები დახურულ C არეში. ამას 
გარდა, შესრულებულია 

ი, >0, ი,,> 0, 0=ძ0,, 0ეე--ძე >> ძე > 0 (0-ში) (3.14) 

პირობები, სადაც ძე მუდმივია. მაშინ ადვილი დასანახია, რომ (3.6). 

ფორმულით მოცემული 0 (X, ყ) ფუნქცია აკმაკოფილებს უტოლობას 
|I0 (X, V)| Cძა< 1, ძა< 00ი5L (C-ში). (3.15) 

ვიგულისხმოთ, რომ C-ს გარეთ 0#(X, ყ) ფუნქცია ნულის ტოლია. 
ეს ნიმნავს, რომ 0-ს გარეთ ბელტრამის სისტემა კოში-–რიმანის სის- 

ტემად გადაიქცევა და (3.15) უტოლობა შესრულდება 2=X+IV კომპ- 

ლექსური ცელადის მთელს # სიბრტყეზე. 
ავაგოთ (3.5) განტოლების შემდეგი სახის 

LLCX, ყ)=2-+-7 (2) (3.16) 
ამოსახსნი, სადაც 

7ე=- + (. “ა ძი ძნ, (=6+M. (3.17) 

აქ 0 (/,, /.) საპიებელი ფუნქციაა, რომელიც იგულისხმება, რომ ჯამე- 

ბადია #6-ზე. 7 (00) ოპერატორი ხასიათდება შემდეგი: თვისებით (იხ. 

I1), თავი 1): 

(0), 210. _ > I >> I) ქ, ძ,= ი. (3.18) 
ძ2 ((-–-უ)? 
  

  

აქ ძ-.ჯX (0) და მ,7 (ი) კერძო წარმოებულები გაიგება, სახოგადოდ, 

განზოგადებული აზრით და. ტოლობას ადგილი აქეს მხოლოდ თითქ- 

მის ყველგან, ამასთან ინტეგრალი უნდა გვესმოდეს კოშის მთავარი 
მნიშვნელობის აზრით. თუ ი ფუნქცია აკმაყჟოფილებს ჰელდერის პირო– 

ბებს, მაშინ ძ-- 7 (0) და 0.7 (ე) კერძო წარმოებულები არსებობს კლა- 
სიკური აზრით და (3.18) ტოლობებს ადგილი აქვს არეში ყველგან. 

თუ (3.17) გამოსახულებას შევიტაპთ (3.5) განტოლებაში, (3.18) 

ფორმულის თანახმად მივიღებთ სინგულარულ ინტეგრალურ განტო– 
ლებას 

ი (X, ყ)+ ? “ლ ი V II შუის M) კიძითითC 9), (3.19 
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"რომელსაც მოკლედ ასე ჩავწერთ 

0––იIIი=9, (3.20) 
სადაც 

(1217, ძI, ძL.. 3.20 
“2 ) C სოუსის. 00» 

(5.20) განტოლება მოსახერხებელია ჯერ განვიხილოთ ჰილბერტის 
L.C5) სივრცეში. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ IIი ოპერატორს 

გააჩნია თვისება –– (II0, LII0)=| 0I,, თუ დლC L.(წ). მაშასადამე, II 
ოპერატორის ნორმა #--ში ტოლია 1-ისა. ეს გარემოება საშუალებას 
გვაძლევს შეკუმშული ასახვების პრინციპის გამოყენებით დავამტკიცოთ, 

რომ (3.20) განტოლებას ყოველთვის აქვს ერთადერთი ამონახსნი L, 
სიერცეში, ამასთან ამონახსნი შეიძლება აიგოს მიმდევრობითი მიახ- 

ლოების მეთოდით (იხ. (1), თავი 2). 

ვთქვათ 

მი=0(X, ყ) ი»=0(X, V) ს-. I) რ- შერის “ა რის (3.21) 

(1=1, 2,...). 

ეს ფუნქციები აკმაყოფილებს ჰელდერის პირობას, თუ 07 (X, ყ) ჰელ- 
დერის აზრით უწყვეტია მთელს 6 სიბრტყეზე. 

"შეიძლება დამტკიცდეს, რომ 

სი (X, 90=2--- II ფო”) ძიძა (#1=1, 2,...) (3.22)   

1-2 

მემდევრობა თანაბრად იკრიბება ყოველი შემოსაზღვრული არის ზიგ- 

ნით ს(X, ყ) ფუნქციისაკენ რომელიც უწყვეტია მთელს 2=>.X+-I/ 
სიბრტყეზე, აკმაჟოფილებს ბელტრამის (3.5) განტოლებას და ახორ- 

ციელებს 6 სიბრტყის ტოპოლოგიურ (ურთიერთცალსახა და უწყვეტ) 
ასახვას თავის თავზე, ამასთან უსასრულოდ დაშორებული წერტილი 
უძრავი რჩება. მაშასადამე, ზღვრული L (X, ყ) ფუნქცია ბელტრამის 

განტოლების ერთ-ერთი ჰომეომორფიზმია, რომელსაც ძირითად ჰომეო- 

მორფიზმს ვუწოდებთ (11. 

ადგილი აქვს აგრეთვე შემდეგ დებულებას: რაიმე დადებით MM 
ნომრიდან დაწყებული ყველა L (X, V), M 2>>ია, ფუნქციაც ახორციე-
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ლებს მთელი სიბრტყის ტოპოლოგიურ ასახვას თავის თავზე, ამასთან 

უსასრულოდ დაშორებულ წერტილს უძრავად ტოვებს. 
ამრიგად, ზემოთ მოცემული ხერხი ბელტრამის განტოლების ძი- 

რითადი ჰომეომორფიზმების მიახლოებათა აგების საშუალებას იძლევა 

ნებისმიერი წინასწარ მოცემული სიზუსტით. 
სასარგებლოა აღვნიშნოთ, რომ თუ C არე წრეა, ხოლო V (CX, ყ) 

ფუნქცია X და ყ ცვლადების პოლინომია, მაშინ ყველა მიახლოება აგ- 

რეთვე პოლინოთი იქნება, ამასთან ისინი შეიძლება აიგოს ცხადი სახით 

თუ ი წარმოადგენს X და #V ცვლადების /I-ური რიგის პოლინომს, 

მაშინ შეგვიძლია იგი ჩავწეროთ 

ჩ (3 

–= '! (უშ-! (3.23) = ძა) 2 2 · · -8 2 + 
=0 1=0 

სახით. თუ 0 ერთეულოვანი წრეა, |2|< 1, მაშინ შეიძლება დ:მტკიც- 
დეს, რომ 

იძ – » = % CV) " __ 2, 7ჰ-I+) __ 
თ– 2, = 6-I+1 7 

- _ წM უმ -ნა), (3.24) 2 13 +791“ 

ამრიგად, 7”(0) და, მაშასადამე, მისი 2-ით წარმოებული პოლინომებს 
წარმოადგენს. ამის გამო, თუ 0 (X, ყ) პოლინომია, ხოლო 0–ერთეუ- 

ლოვანი წრე, მაშინ (3.21) და (3.22) ფორმულებით აგებული ყველა 

ი, და ხა ფუნქცია იქნება პოლინომი, რომლებიც შეიძლება მიმდევრო- 

ბით ამოვწეროთ და გამოვსახოთ მოცემული ძ (X, M) პოლინომის კოე- 
ფიციენტების საშუალებით. თუ #-ს საკმარისად დიდს ავიღებთ, მაშინ 

მივიღებთ საძიებელი ძირითადი ჰომეომორფიზმის მიახლოებებს პოლი- 

ნომების სახით. 

თუ 0 IX, M) ფუნქცია პოლინომი არაა, მაშინ მისი პოლინომებით 

მიახლოება საშუალებას მოგვცემს ამავე გზით ავაგოთ ძირითადი ჰო- 

მეომორფიზმის მიახლოებები ზოგად შემთხკევაშიავ. 

"ნებისმიერი არის შემთხვევა აგრეთვე შეიძლება დავიყვანოთ წინა 

შემთხვევაზე. თუ ამ არეს წინასწარ კონფორმულად ავსახავთ წრეზე.
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4. კოორდინატთა იზომეტრული სისტემა ჩაკეტილ სფერულ ზე- 

დაპირზე. ზემოთ ჩვენ დავუშვით, რომ ზედაპირი ტოპოლოგიურად 
აისახება სიბრტყის რაიმე შემოსაზღვრულ არეზე. ეს შეზღუდვა შეიძ- 
ლება მოვხსნათ და მიღებული შედეგი განვახოგადოთ იმ შმემთხვევი- 
სათვის, როცა ზედაპირი ტოპოლოგიურად აისახება მთელს სიბრტყეზე. 

მნიშვნელოვანია აღვნიშნოთ, რომ ამ ამოცანაზე მიიყვანება მეტრული 
კვადრატული ფორმის (3.1) სახეზე დაყვანის გლობალური ამოცანა 

ჩაკეტილი ამოზნექილი (რეგულარული) ზედაპირებისათვის, რომელთაც 

ოვალოიდები ეწოდებათ. ოვალოიდთა კლასს მიეკუთვნება, მაგალითად, 
ელიფსოიდი, კერძოდ, ჩაკეტილი სფერული ზედაპირი. 

თუ # რადიუსიანი სფერული ზედაპირის განტოლებას შემდეგი 

სახით ჩავწერთ: 

X=IMილ0ი5დ5იმ, ”/=/25!1Cთდ5100, 2= 20050, (3.25) 

სადაც X, V, 2 სფერული ზედაპირი წერტილის დეკარტის კოორდი- 

ნატებია, 0, დ –– გეოგრაფიული კოორდინატები, მაშინ პირველი ძი- 
რითადი კვადრატული ფორმისათვის მივიღებთ 

ძ§5"= I?" (ძ0?-I-51? 0 ძდ?) (3.26) 

გამოსაწულებას, ახალი 

ს=1C – 0 ლC05დ, 9=I. 051ი დ (3.27) 

ცვლადების შემოღებით გვექნება 

ძ§ბ= M (ძცბ-Lძიშ, (3.28) 

სადაც 

4წ) (3.2თ 
(1+//-0“” 

ამრიგად, ჩაკეტილ სფერულ ზედაპირზე არსებობს კოორდინატთა 
იზომეტრული სისტემა, რომელიც ახდენს ამ ზედაპირის ტოპოლოგიურ 
ასახვას მთელს სიბრტყეზე. ეს ასახვა წარმოადგენს სფერული ზედაპი- 
რის სტერეოგრაფიულ პროექციას ჩრდილო პოლუსიდან (0=7») ეკვა- 

ტორიალურ სიბრტყეზე. თ0=V+I/9ს სიბრტყის უსასრულოდ დაშორე- 

ბულ წერტილს შეესაბამება ჩრდილო პოლუსი 0=«, რომლის მახლობ- 
ლადაც, როგორც (3.29)-დავ გამომდინარეობს, გვაქეს შეფასება 

#=0 (I) ბ), IVII=MV ით. + 91. (3.30)
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მეტრული კვადრატული ფორმის გლობალურად ღაყვანა (3.26) სახეზე 

შესაძლებელია მხოლოდ ოვალოიდისათვის, ამასთან მნიშვნელოვანია, 
რომ /სთვის შენარჩუნებულია (3.30) შეფასება უსასრულოდ დაშო- 
რებული წერტილის მახლობლად (იხ. (11, თავი 2, § 6). 

როგორც უკვე ზემოთ აღვნიშნეთ, ზედაპირის ერთი იზომეტრუ- 
ლი კოორდინატებიდან მეორეზე გადასვლა ხორციელდება 1-ლი და 

მე-2 გვარის კონფორმულ ასახვათა საშუალებით. ოვალოიდებისათვის 

ეს ხორციელდება კომპლექსური სიბრტყის თავის თავზე კონფორმული 

ასახვებით, რომლებიც წილადწრფივი 

2 =0თ (1=272+ჩ ანუ 2'= (2) (3.3ე ა) 
+2+0 

ფუნქციებით ხორციელდება, სადაც თ, ჩ, +, 2 მუდღმივებია, რომლე- 
ბიც 

თ2-–ჩ 5 0 (3.39 ბ) 

პირობას აკმაყოფილებენ. 

5. კოორდინატთა ისომეტრული სისტემის ინვარიანტობა კონ- 

ფორმულ გარლდაქნნათა მიმართ. თუ LI (2)=V(X, M)-+-L0 (X, V) ბელტ- 

რამის (3.5) განტოლების რაიმე პომეომორფიხმია, მაშინ (ვლაღთა 

გარდაქმნის შედეგად კვადრატული ძ,გ ძXზ ძა? ფორმა მიიღებს (3.1) 

სახეს. (V, 2.4) ფორმულის თანახმად (3.1) კვადრაქ ული ფორმის /V 

კოეფიციენტი შემდეგნაირად გამოისახება: 

M ძი. | ძყ ძც ძVი ძი; 
ტლ=– -–>-- _–-––_ 0. 3.31 

1#I' /=) მჯ ძყ მყ ძLI“ (2.2) 

"რადგან 8თ=V+I!ც სააკოფილიბ (3.5) განტოლებას, , გვექნება 

ძო)? | ძი ცტ„ I 95 22 _ 2>0- X 9)Iს>0. (332) 27 პ> <> (0 (X, Vყ)I5 ბ 
        

იზომეტრულ კოორდინატებს ზედაპირზე აქვს შემდეგი მნიშვნე- 

ლოვანი თვისებები: 

1-ლი და მე-2 გვარის კონფორმული გარდაქმნების შემთხვევაში 

იზომეტრულ კოორდინატთა სისტემის ოჯახი ინვარიანტულია, ე- ი. 

საკოორდინატო წირების იზომეტრული ბადე ისევ იზომეტრულ წირ- 

თა ბადეში გადადის.
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მართლაც, თუ 

ს) (21=IM+!ხ=დ(ს) ან (:(2:=V+!0=ფდ(ს2) (3.33) 

სადაც დ წარმოადგენს CV” = V'+IV არგუმენტის ანალიზულ ფუნქციას, 

გვექნება 
ძ§1=/V| დ! (თ)I" | ძი |-=/V (ძი ”+ძხ“), (3.34) 

სადაც 
/V =/ს |” (თ) I?. (3.35) 

ეს გარემოება საშუალებას გვაქლევს იზომეტრული კოორდინატე- 
ბის ცვლილების არედ ავირჩიოთ სპეციალური კანონიკური არეები 
შესაბამისი ბმულებით. მაგალითად, თუ განვიხილავთ მარტივადბმულ 
ზედაპირს, რომელიც ტოპოლოგიურად აისახება ბრტყელ არეზე, ამას- 

თან უკანასკნელის საზღვარი ორ წერტილს მაინც შეიცავს, მაშინ კა- 
ნონიკურ არედ გაუსის იზომეტრული კოორდინატებისათვის "შეიძლება 
ავიღოთ ერთეულოვანი წრე (7). ოვალოიდებისათვის კომპლექსური 

L=M/+IVს ცვლადის ცვლილების არე მთელ სიბრტყეს ფარავს. 
6. ქრისტოფელის სიმბოლოები კოორდინატთა იზომეტრულ სის- 

ტემაში. გაუსისა და ვეინგარტენის სადერივაცკიო ფორმულებისა და 

გაუსისა და პეტერსონ–-კოდაცის განტოლებების კომპლექსური ჩაწე- 

რა კოორდინატთა იზომეტრული სისრემის შემთხვევაში მეტრული 

ტენზორის კომპონენტები გამოისახება ფორმულებით 

0)კ = ძე: =/%, ძ.:=0ე1=0. თ ==/ს"?; (3.36) 

ე1= 09% = 4, ცებ ებ =0. (3.37) 

ამ ფორმულების თანახმად ტენზორის კოვარიანტული (ქვედა) ინდექ- 
სებედან კონტრავარიანტულ (ზედა) ინდექსებზე გადასვლა და პირიქით 

სოულდება შესაბამისად /ს) და /Mსზე უბრალო გამრავლებით. მაგალი- 
თად, თუ მაგ ზედაპირის მე-2 რანგას ტენზორია, მაშინ მისი სხვა 

კომპონენტები გამოისახება“ შემდეგი 

1 1 
6L = 05 =- 698) 2.ჩ= “ს (იჩ (3.38) 

ფორმულებით. “უნდა” აღინიშნოს, რომ იზომეტრულ კოორდინატებში 
მე-2 რანგის შერეული ტენზორის კომპონენტები შესაბამის ფიზიკურ 

კომპონენტებს ემთხვევა:
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C(თზ)=6ც, = 62% · (3.39): 

(3.36) და (3.37) ფორმულების თანახმად ქრისტოფელის სიმბო-. 
ლოებისათვის მივიღებთ გამოსახულებებს: 

I! ძM; 1 ძ”M 
Lკ,1=–- წა,,= 62 ძჯ” I ს,=Lჯა=-- 'შ/ 

(3.40 :) 

1 ძჩ 1 ძM 
I ვვ,გ= –– L,,:გ=– “. მწ. – =1 ა =-- “2 

/V 
L,,! =– LL ლ– 1. -9ჩ. Lე = Lე” = 1 2ჩ. 

2/V ძყ 2/V ძყ 

(3.40 ბ) 

1 იჯ 1 ძM 
..__ ____<_ §3 2# ძი 12 2 28 ძX 

(V, 9.15) ფორძულის საფუძველზე ადვილი შესამჩნევია, რომ ლაპლა- 
სის ოპერატორი ზედაპირზე კოორდინატთა იზომეტრულ სისტემაში. 

გამოისახება 

  

  

აი „ააა არჩ ჩაუ 
# დ=90IV წ”მძდღ = + (> წე | 

1 4 ძო 
=-.#/ე2=-- –= 

”M ? „" ძ?:ძ2 
(3.41), 

ძ 1 . ი 1 · 
(> = მ, = ო (მ-––Iძ,), 2? = მ-=-- (9. + (ბ) 

ფორმულით. 

(3.40) ფორმულების საშუალებით გაუსის სადერივაციო (V, 4.2): 
და (V, 4.12) ფორმულებით შეგვიძლია ახლა კომპლექსური ფორმით: 

ჩავწეროთ: 

– 2 ძმ 
#სL-2/)0=0 ნ – =–-/70ი=0, 3.42 ა” 

9. “ს პე; ' ) 
  

ძ 1 ძ 1 ბბ (1 %VI_ 1 6ი=ი, ვ.42ბ 
ძ; (> 2) ვ 9 (3.42ბ)
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სადაც | | 

#=-- ხი, 0=-- (ხ|––-–ხ1––2 10). 

თუ შევთანხმდებით 

–_ მ 
§=/), 2=M?, მა– 

აღნიშვნებში, მაშინ (3.42 ა, ბ) შეგვიძლია 

ში მგ L= 1L9გ L; + ზიგ ი 

სახით ჩავწეროთ, სადაც 

(3.42 ვ) დამოკიდებულებები შეგვიძლია ჩავწეროთ 
ე – 

LL = 1? = LI) =0, LI” ==I ,ჯ =0,1V0/V 

სახით. 

(თავი VI 

(3.42 გა 

(3.42 დ) 

(3.42 ე) 

(3.42 ვ) 

(3.42 %) 

(3.42 თ) 

IL გბს ქრისტოფელის მე-2 გვარის კომპლექსური სიმბოლოები ვუ- 

წოდოთ ზედაპირის იზომეტრული პარამეტრიზაციის მიმართ. ქრისტო- 

ფელის 1-ლი გვარის შესაბამისი სიმბოლოები 
ლ 

L იჩ, = ნი. მიჩ ძი ჩ 

ფორმულით გამოისახება, ე. ი. 

LI9,,=1L 102=1§2,1=0, 1111 =L აა,=ძ, /". 

(3.42 ა, ბ)-დან გამომდინარეობს, რომ 

V- _... 

0 # ძიძ2 # ბპ? ძ2' 

2 ძჯძი 

0=- # ძ2 ძ2 

თუ ახლა მხედველობაში მივიღებთ (3.43) და 

ძი კ «ძე 0თV9C 1 
ძ2 02 ' მ? ძ2 / მბ ბ? 2 

(3.42 ი) 

(3.42 კ) 

(3.43)
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"”ტტოლობებს, ვეინგარტენის სადერივაციო (V, 4.13) ფორმულები შეგ- 

ვიძლია კომპლექსური ფორმით ასე ჩავწეროთ: 

ძ „ცი ცე% (3.44) 
ძ2 0მ2 ძ2 

გაუსის განტოლება შემდეგი სახით ჩაიწერება: 

2Iე/ ძ?1უ/ 
= 1 Vთიჩ,იიბ__ 1.» (3.45 

2/ | ძX? იყ? 2/" 

ხოლო პეტერსონ –კოდაცის განტოლებათა სისტემას აქვს 

00. __ 9ხაჯ –ჩM ძM =0, 
მძX მყ ი» - 

(3.46) 

2%ს თის ციე 
ძყ ძX ძყ 

სახე. განტოლებათა ეს სისტემა შეგვიძლია კომპლექსური ფორმით ასე 

ჩავწეროთ 

  91 1 90 0 (3.47) 
| ძვ #M# მბ? 

გვაქვს 

I0 "=- რ1-Lხუბ--(| ხ1--ხ:ხს =ჩ.--#=წ.. (3.48) 

მაშასადამე, (C2=0 ზედაპირის მხოლოდ ომბილურ წერტილებში. ამ- 

რიგად, 0 იგივურად ნულს უტოლდება მხოლოდ სფერული ზედაპირი- 
სა და სიბრტყისათვის. (0 სიდიდეს ზედაპირის ეილერის კომპლექსუ- 

რი სხვაობა ვუწოდოთ. 

(3.48)-ის თანახმად 

0=– (I-- ხ--+2(ს5 = / წ 2. (3.49 

(,, 7.5), (V, 7.12) და (3.42) ტოლობების საფუძველზე მივიღებთ 

M,ე–-!-,=II+ 0-+-=M+ I/ 8 20:59-M), (3.50) 

1 M , ძჯ ჯ _1ძ0ი#4, 1,9 ე. # ძIი _ 9 ==. 211: (3.51) 
#§ 2 ძშ, 2 ძა ძ?2 2 ძე ძი
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ფორმულებს, სადაც 8 წარმოადგენს L წირის მხების დახრის კუთხეს 
საკოორდინატო V=000§5( წირის მიმართ; /"1/% ძ2=-0'9 ძვ. ადვილი და- 
სანახია, რომ 29--–ს =-2 დ, სადაც დ წარმოადგენს L-ის მხების დახ- 
რის კუთხეს შეხების წერტილში გამავაელ–ლ მთავარ მიმართულებასთან. 

ვთქვათ § მიმართულება ემთხვევა მთავარ ა! მიმართულებას. რად- 
გან L„ =0, ამიტომ (3.50)-დან მივიღებთ, რომ #=2 39... ამრიგად, 

0=MV § 28, ე. ი. 2(90=Cთ=29, (3.52) 

სადაც # მთავარი §” მიმართულების დახრის კუთხეა საკოორდინატო 

ყ=0005| წირის მიმართ. 

7. ო. ბონეს ფორმულა. ვთქვათ, 5 წარმოადგენს # ზედაპირის 

არეს, რომელიც შემოსაზღვრულია მარტივი შეკრული უბან-უბან გლუ- 

ვი L წირით. თუ (3.51) ტოლობის ორივე მხარეს # კონტურის გასწვ- 

რივ ვაინტეგრებთ და გრინის (V, 9.16) ფორმულას გამოვიყენებთ, 
გაუსის (3.45) განტოლების თანახმად მივიღებთ ო. ბონეს ფორმულას 

II #M45+ | ჩ, ძნ=IV) IV >) · (3.53) 
ჯ ძ2)L 

ა 

ადვილად გამოითვლება, რომ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე %,.-–-C1-– 

–-2) »-ის ტოლია, სადაც >, არის L კონტურის შიგა კუთხეების ჯამი, 
ხოლო M-–მისი კუთხური წერტილების რიცხვი. 2 ,--(II--2) # სიდი- 

დეს L წირით შემოსაზღვრული ზედაპირის კუთხური სიჭარბე ეწო–- 
დება. 

თუ L წირი შედგება ზედაპირის გეოდეზიური წირის მონაკვეთე- 

ბისაგან, ე. ი. 5 გეოდეზიური მრავალკუთხედია, მაშინ #.=0 #L-ზე 

და (3.53) ფორმულა მიიღებს სახეს 

|| Xძ5=9% –(MI-2) #. (3.54) 

§ 

თუ X=0, მაშინ 2,=(M--2) =, ე. ი. ნულოვანი სიმრუდის მქონე 

ზედაპირის გეოდეზიური მრავალკუთხედის შიგა კუთხეების ჯამი ტო- 
ლია (1-2) #-ის სადაც /. მრავალკუთხედის კუთხყების რიცხვია 
(> 2). კერძოდ, როცა #1=3, მივიღებთ პლანიმეტრიიდან ცნობილ 

თეორემას სამკუთხედის შიგა კუთხეების ჯამის შესახებ. ამრიგად, ნუ-
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ლოვანი გაუსის სიმრუდის ზედაპირისათვის პლანიმეტრიის ეს თეორე- 
მა ძალაში რჩება. 

თუ 5 არე შემოსაზღვრულია მარტივი ჩაკეტილი გლუვი ML ზედა- 
პირის გეოდეზიური წირით, მაშინ X,=0, /:=0 და (3.54) ფორმულა 

მიიღებს სახეს 

| XძI=27». (3.54 ა) 

ა 

ამ ფორმულიდან გამომდინარეობს რიგე მნიშვნელოვანი შედეგებისა. 
ვთქვათ, # ზედაპირის გაუსის სიმრუდე ნულის ტოლია, MX =0. 

მაშინ (3.54 ა) ფორმულა, ცხადია, სამართლიანი არაა. ეს ნიშნავს, 

რომ ნულოვანი გაუსის სიმრუდის ზედაპირზე არ არსებობს ისეთი 

მარტივი გლუვი შეკრული გეოდეზიური წირი, რომელიც ამ ზედაპი- 

რის მარტივადბმული (შემოსაზღვრული) არის საზღვარია (ამ დებულე- 

ბის დამტკიცება კიდევ შეიძლება იმ ფაქტის გამოყენებით, რომ ნულო- 

ვანი გაუსის სიმრუდის ზედაპირები სებრტყეზე განიფინება). გლუვ 
ამოზნექილ ზედაპირზე (% >>0) არ არსებობს ორი შეკრული გლუვი 

არაგადამკვეთი გეოდეზიური წირი (დამტკიცებას მკითხველს ვანღობთ). 
8. გეოდესიური წირების განტოლებები კოორდინატთა იზომეტ- 

რულ სისტემაში. შევნიშნოთ, რომ გეოდეზიური წირების (V, 5.5) 

განტოლებები (3.40)-ის თანახმად ღებულობს სახეს 

2”-Lძ, Iი #2” =0, (3.55) 

სადაც 2” და 27 აღნიშნაეს 2=X--IVყ-ის 1-ლი და მე-2 რიგის წარმოე- 
ბულებს წირის პარამეტრის მიმა“თ. კერჰოდ, ამ პარამეტრად შეიძ- 

ლება ავიღოთ 2 სიბრტყეზე იმ წირის რკალის სიგრძე, რომელიც გეო- 

დეზიური წირის სახეს წარმოადგენს. მაშინ, (3.55) განტოლება შეგვიძ- 
ლია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

-9. (>) –- ძ, IC /M=0, 7-9. (3.56) 
ძთ LV 2” ძთ 

რადგან 2 27=1, ამიტომ გვაქეს 

ძზ 2 => 
წე=უ _– ძ, II /#ს=0. (3.5 ) 

ასეთი სახით შეიძლება ჩაიწეროს გეოდეზიური წირების განტოლება 

'იზომეტრულ კოორდინატებში.
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9. სიბრტქეზე იზომეტრული ასახვის კონფორმულობა. აღვნიშ- 

ნოთ ახლა კოორდინატთა იზომეტრული სისტემის ერთი დამახასიათე- 
ბელი თვისება. სახელდობრ, ზედაპირის 2=X#+I/Vყ სიბრტყეზე იზომეტ- 
რული Xჯ და ყ კოორდინაჯტებით ასახვესას კუთხეები შეინახება. 

მართლაც, ზედაპირის ორ მხებ I და § მიმართულებათა შორის 
კუთხე გახისაზღვრება (V. 2.29) ტოლობით, რომელსაც კოორდინატთა 
იზომეტრულ სისტემაში აქეს სახე: 

ძა): CX-+ძყ ნVყ 

M# ძX L9ძ/' I 6X>-+L 8ყ?. 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე, „ცხადია, 2=X--IV სიბრტყეზე 

(ძX, ძყ) და (9X, მყ) მიმართულებათა შორის მოთავსებული კუთხის 
კოსინუსის ტოლია. მაგრამ ეს მიმართულებები I და § მიმართულებათა 

სახეებია ზედაპირის იზომეტრული ასახვისას სიბრტყეზე. 
ამრიგად, ზედაპირის იზომეტრული ასახვა სიბრტყეზე კონფორ- 

მულია. 

ამის გამო იზომეტრულ კოორდინატებს მნიშვნელოვანი გამოყენე” 
ბა აქვს გეოგრათიული რუკების აგების საკითხებში. რუკაზე ადგილ- 
მდებარეობის რელიეფის გადატანისას კუთხეები არ იცვლება, ხოლო 

მანძილები ძ§ =I/ #/ძთ კანონით იცვლება, სადაც ძ0C= I/ ძX?+ ძყ? 
ევკლიდური მანძილია რუკაზე. 

C05 0=> (3.58) 

§ 4. მუდმივი საშუალო სიმრუდის ზედაპირის ერთი 

თვისების “შესახებ. მინიმალური ზედაპირები 

1. მუდმივი საშუალო სიმრუდის %ედაპირები. განვიხილოთ მუდ- 

მივი სამუალო სიმრუდის ზედაპირები, /#7=00ი§!. მაშინ (3.47)-დან 
გამომდინარეობს, რომ 

M#0=/(7, (4.1) 

სადაც / (2) წარმოადგენ 2=X+IყV ცვლადის ანალიზურ ფუნქციას. 
(3.49)-ის თანახმად 

MM 8 =II(3I. (4.2) 
სფეროს შემთხვევაში =0 ყველგან. მაშასადამე, სფეროსათვის. 

/ (9 ფუნქცია იგივურად ნულად იქცევა. სფერული ზედაპირისაგან განს- 
ხვავებული, მუდმივი საშუალო სიმრუდის ზედაპირისათვის და, მა-
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შასადამე, / (7) იგივურად ნულად არ იქცევა. ასეთი ზედაპირის ომ- 

ბილური წერტილები ანალიზური / (2) ფუნქციის ნულებს წარმოადღ- 
გენს. ანალიზური ფუნქციის ნულების იზოლირებულობის ცნობილი 

თეორემის თანახმად გვაქვს, რომ მუდმივი საშუალო სიმრუდის ზედა- 

პირებზე, თუ ისინი სფერული ზედაპირებისა და სიბრტყისაგან განსხ- 

გავდებიან, ომბილური წერტილები იზოლირებულია, 
ამრიგად, სფერული ზედაპირისაგან განსხვავებული მუდმივი სა- 

შუალო სიმრუდის ზედაპირი ყოველთვის შეიცავს მარტივადბმულ 55 

ნაწილს, რომელსაც არ გააჩნია ომბილური წერტილები. მაშასადამე, 

კ (2 25 0 ყველგან მარტივადბმულ C არეში, რომელიც 5: ზედაპირის” 

სახეს წარმოადგენს 2=Xჯ-+Iყ სიბრტყეზე. (3.50) და (4.1)-ის თანახ- 

მად გვაქვს 
II==M, ძ52=/7ძ5“-L IბC |/ (2) ძ?“|. (4.3) 

რადგან / (2) 920 C-ში, ამიტომ შეგვიძლია შემოვიყვანოთ ახალი იზო- 

მეტრული კოორდინატები 

ხ=6+”= | I// 7 0 ძ2 (4.4) 

ფორმულის მიხედვით. მაშინ (3.49) და (4.2)-ის თანახმად გვექნება 

ძ:ძL=I|/ (2)| ძე ძ:=|0|/ძ2 ძ2 =V § ძ.' (4.5) 

და, მაშასადამე, სფერული ზედაპირისაგან განსხვავებული მუდმივი სა- 
შღუალო სიმრუდის ზედაპირის პირველი ძარითადი კვადრატული ფორ-. 

მა შეიჭქლება შემდეგი ფორმულით გამოვსახოთ: 

  

1 
L=ძ§ვ%1=---- (ძაზ+ძუშ. 4.6 § I» +ძ”უ? (4.6) 

ახლა (4.3)-ის ძალით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ მეორე ძი- 

რითად კვადრატულ ფორმას აქვს სახე 

1 

V 6 
ამრიგად, ომბილური წერტილების არაშემცველი მუდმივი სა– 

შუალო სიმრუდის ზედაპირზე სიმრუდის წირთა ბადე შეადგენს ერთ– 

ერთ იზომეტრულ წირთა ბადეს. (ეს წინადადება, რა თქმა უნდა, 
სამართლიანია აგრეთვე სფერული ზედაპირისა და სიბრტყის შემთხვე- 

ვაშიც, მაგრამ (4.6) და (4.7) ფორმულები აზრს კარგავს, რადგან 

  II=, ძ§9= (#, ძნ? ჩ, ძეშ. (4.7)
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6=0). კოორდინატთა ამ სისტემაში მუდმივი საშუალო სიმრუდის 
ზედაპირისათვის (სფერული ზედაპირის გამორიცხვით) გაუსის (3.45) 

ფორმულა ღებულობს 

M-/I 6-6 გI#/ 6. (4.8) 

ან, რაც იგივეა, 

#)II/ ნ =2 (78=-%V%) (C%.) 
V# 86 | 

სახენ” 
ვთქვათ, #/ 9= 0. #/-ის ნიშანი დამოკიდებულია ნორმალის მიმარ- 

თულების აოჩევაზე. ვთქვათ #/ >>0. თუ შემოვიღებთ 

/ ს =/6ს (4.10) 
აღნიშვნას, გვექნება 

M.=M/(14+6-9), #.=/ (1--ი-), (4.11) 

მაშასადამე, (4.6) და (4.7) ფორმულები ღებულობს სახეს 

თ" 

1= ბ=> ძC ძეს) II=(ი%-L1) ძნ-L(0%--1) ძუ. (4.12) 

შევიტანთ რა (4.10)-ს (4.9)-ში, # ფუნქციისათვის მივიღებთ 

#ტI+2 #1 (“6––-6“4ი) =0 (4.13) 

განტოლებას. ადვილი შესამოწმებელია, რომ პეტერსონ––კოდაცის გან- 
ტოლღბები აქ ავტომატურად სრულდება, ხოლო (4.13) ტოლობა წარ- 
მოადგენს გაუსის განტოლებას. 

თუ I/ <0, მაშინ მივიღებთ 

# ნ =- წ (4.10 ა) 

და გვექნება 
ჩე=II (1––ი“ ი), ”ე=/7 (1+6 ი). (4.11ა) 

ამიტომ (4.6) და (4.7) ფორმულები მიიღებს სახეს 

1-ძ0=-- 9. (9:+ძუბ, II= (1-6 ძინ+(1+ი% ძუ. (4.12 

თუ (4.10 ა) გამოსახულებებს (4.9)-ში შევიტანთ, ყ-თვის მივი- 

ღებთ
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/#V--2 /7 (2--–– 2” ძ)=0 (4.13 »ა 

განტოლებას. 
9. მინიმალური ზედაპირები. განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როცა 

#=0. ასეთ ზედაპირებს მინიმალური ეწოდება. მაშინ #1= –-ჩე= 

=ჩ >0. I/ 5 =#L და (4.9) განტოლება, (4.6) და (4.7) ფორმუ- 
ლები ღებულობს სახეს 

2 2 
ძ იჩ ძიჩ _„, (4.14) 

–––_ 

1=ძი=- (ძხხ+Lძუშ, IL=M,ძ§ზ=ძე'- ძე. (4.15) 

(4.14) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი შეგვიძლია გამოვსახოთ შემ- 

დეგი ფორმულით (იხ. (2)): 

#=4| C' (ო)? (1+ | დ დ)ბ”?, (4.16) 

სადაც დ (უე წარმოადგენ” Lხ=6+Iუ ცვლადის ნებისმიერ ანალიზურ 
ფუნქციას. მინიმალური ზედაპირის წერტილის დეკარტის კოორდინა- 
ტები შემდეგნაირად გამოისახება (ეს გამომდინარეობს (3.42 ა) გან- 

ტოლებიდან): _ 
X,=I, (C)+I,C) ((=1, 2, 3), (4.17) 

სადაც /, წარმოადგენს ს ცვლადის ანალიზურ ფუნქციებს. თუ გამო- 
ვითვლით (4.17) ზედაპირის 1-ლ. და მე-2 ძირითად კვადრატულ 
ფორმათა კოეფიციენტებს და მათ გავუტოლებთ (4.16)-ის სათანადო 
კოეფიციენტებს, (4.16)-ის თანახმად მივიღებთ 

,. _ 19000 „,»  1+61Cღ ·.-_ დ. 
ჩ ი=–>იდ /)6)=--- 59 /5 (CC) 297C. 

' (4.18) 

ეს ფორმულები პირველად, როგორც ჩანს, მიღებული იყო კ. ვეიერშტ- 

რასის მიერ (141). 
ამ ფორმულების საშუალებით ყოველ ანალიზურ რთ ფუენქციას 

შეესაბამება მინიმალური ზედაპირი, რომელიც პარალელური გადატა- 

ნის სიზუსტით განისაზღვრება. პირიქით, ყოველი მინიმალური ზედა- 
პირი განსაზლვრავს ანალიზურ დ ფუნქციას, ამასთან ამ ზედაპირის 

ბრუნვებს შეესაბამება შემდეგი სახის გარდაქმნები (იხ. (|2|): 
16. C. ვეკუა
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დ, ?ი– %. 4.1» 
1+80 C) 

სადაც 0 –– კომპლექსური, ხოლო »ჯ ნამდვილი მუდმივია. ასეთი სახის 
ჩასმების შემთხვევაში (4.16) ტოლობის მარჯვენა მხარე არ იცვლება. 

რაც უშუალოდ მოწმდება. 
(4.16) ფორმულის ეს თვისება დ (ე) ფუნქციის ნორმირების სა- 

შუალებას იძლევა შემდეგი სახის პირობებით: 

დ (ი) -=0, დ (თ >0, (4.2C) 

სადაც ბი წარმოადგენს C სიბრტყის ფიქსირებულ წერტილს, რომელიც 
მინიმალური ზედაპ რის რეგულარულ წერტილს შეესაბამება. 

ვთქვათ, (5) ყველა მინიმალური ზეღაპირის სიმოავლეა, ამასთან 
ორ 5, და 5ე ზედაპირს არ განვასხვავებთ, როცა ერთი მათგანი მოძ- 

რაობის საშუალებით მეორეზე მიიყვანება. ვთქვათ, (დ) ყველა ანალი- 

ზურ ფუნქციათა სიმრავლეა ნორმირების (4.20) პირობებით. მაშინ 

(51) და (დ) სიმრავლეებს შორის იარსებებს ურთიერთცალსახა თანადობა. 
თუ შემოვიღებთ ახალ 

1 1 

ცვლადებს, მაშინ (4.15) ფორმულები მიიღებს სახეს 

  

  (+) (4.2ს 

I1=-- (ძ0-+ძებ, ILI=ჩ,ძებ=2 ძ»ძყ. (4.22 

ეს ნიშნავს, რომ ორთოგონალური საკოორდინატო ჯ=C00ი5L, V= 0005 
წირები მინიმალურ ზედაპირზე ასიმპტოტურ წირებს წარმოადგენს. 

(4.17) და (4.18) ტოლობებიდან ადვილად გამოვიყვანთ შემდეგ 
ფორმულებს: 

1–-/1ე “ I კ-ე , რღდ=- რ 
1+/ვ ) 1+”ე 

სადაც #1), წე, შე მინიმალური ზედაპირის ნორმალის მიმმართველი 
კოსინუსებია. მაშასადამე გლუვი მინიმალური ზედაპირისათვის ანა- 

ლიზური დ () ფუნქცია ცალსახა და უწყვეტია ყველგან გარდა წერ- 
ტილებისა, სადაც /ვ=–--1. ზედაპირის ამ წერტილებში C (დ) –> თ 

და, მაშასადამე, ხ (ცვლადის (კვლილების არის შესაბამისი წერტილები 
ანალიზური დ (დ) ფუნქციის პოლუსებს წარმოადგენს. ეს შეიძლება 

  , (4.23)
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შემდეგნაირადაც დავამტკიცოთ. თუ განკიხილავთ შებრუნებულ თდ,=C-1 
ფუნქციას, მაშინ (4.16) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

_ 4C;4%, 

(1+ Cრ,Cდ,)? 

მაგრამ იმ წერტილებში, სადაც დ უსასრულო ხდება, დ,=0. მაშა- 

სადამე, #-ს უწყვეტობის გამო ანალიზურ დ, ფუნქციას ამ წერტი- 
ლებში შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ სასრული რიგის ნული. 

განვიხილოთ ახლა მინიმალური ზედაპირის ის ნაწილი, რომელიც 

ცალსახად გეგმილდება 0X,X, სიბრტყეზე, ნორმალი მივმართოთ 0Xევ 
ღეოძის დადებითი მიმართულების მხარეს. მაშინ, ცხადია, 0< /I < 1. 

ამიტომ ასეთი ზედაპირისათვის (4.23)-ის პირველი ფორმულის თა- 
ნახმად გვაქვს 

| დ (C)|< 1. (4.24) 

ვთქვათ, მინიმალური ზედაპირი ცალსახად გეგმილდება მთელს 

0XX, სიბრტყეზე შეიძლება დამტკიცდეს, რომ მაშინ ანალიზური 

დდ) ფუნქციის ს არგუმენტის ცვლილების არე მთელი ს=ნ6-+1/» 
სიბრტყეა (იხ. (12), I16), (24)). ამ შემთხვევაშში ლიუვილის თეორე- 

მის თანახმად (4.24) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ დ (0=00ი5L, 

მაშასადამე, (4:16) ფორმულის თანახმად მთავარი სიმრუდე #=90. 
ამგვარად, განსახილავ შემთხვევაში მინიმალური ზედაპირი სიბრტყეს 
წარმოადგენს. 

მინიმალურ ზედაპირებსა და ანალიზურ ფუნქციათა შორის ზე- 
მოთ დადგენილი კავშირი ერთი კომპლექსური ცვლადის ანალიზურ 

ფუნქციათა თეორიის გამოყენებს ფართო შესაძლებლობას იძლევა 

მინიმალურ ზედაპირთა თეორიის დასამუშავებლად. უნდა აღვნიშნოთ, 
რომ ამ კლასიკური პრობლემატიკის მიმართ ინტერესი დღემდე არ შე- 

ნელებულა. დაინტერესებულ მკითხველს მივუთითებთ მნიშენელოვან მი- 

მოხილვით ხასიათის მონოგრაფიას |24), იხ., აგრეთვე, I7), რომელ- 
შიაც ბევრა საინტერესო და ჯერ ამოუხსნელი ამოცანის ფორმულირე– 

ბაა მოცემული. იქვეა მდიდარი ბიბლიოგრაფია. 

§ 5. მუდმივი გაუსის სიმრუდის ზედაპირები 

1. დეკარტის კოორდინატთა სისტემის არსებობა ნულოვან გაუსის 

სიმრუდის ზედაპირზე. (4.4) განტოლებებამდე მივყავართ აგრეთვე 

გაუსის მუღმივი სიმრუდის, X-=00ი5L, მქონე ზედაპირებს. აქ შეიძ-



244 კოორდინატთა სპეციალური სისტემები (თავი VI 

ლება განვიხილოთ სამი განსხვავებული შემთხვევა: 1) /# >>0, 2) #-=0 

პირველ შემთხვევაში, თუ შემოვიღებთ 6=V #VX, უ=V Lყ 

ცვლადებს, გაუსის (3.45) განტოლება მიიღებს სახეს 

ძ?1ი / ძ? I1/M 
  =–--2/", მ მ? (5.1) 

მაშასადამე, (4.16) ფორმულის თანახმად 

(1+ | დ დ)|ბ”” 

სადაც თ (ე) წარმოადგენს ==6+ჯუ= IV X (X+V/) არგუმენტის ნე- 
ბისმიერ ანალიზურ ფუნქციას. 

როცა <0, შემოგვაქვს ნ6=1/ -–– L X, უ =1/ – XL ყ ცვლადე- 
ბი. მაშინ გაუსის (3.45) განტოლება ღებულობს სახეს 

ძ? II /V ძ? I /M 

ძნ? ძუ? 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნი გა- 

მოისახება ფორმულით (იხ. |2)) 

„_ 4|0 დ. 
(1-– | დ ())ტ? 

სადაც დ წარმოადგენს C=6-L-I/უ=V/ –– IC (X+IV) ცვლადის ნებისმიერ 

ანალიზურ ფუნქციას, ამასთან; „ცხადია, რომ ან |Cთ()|< 1, ან 
| დლოI>1. 

# =0 შემთხვევაში გაუსის განტოლება ღებულობს შემდეგ სახეს: 

ძმ1ი/M# ,„ ძ?Iი/" 
ძჯ? + ძყ? 

მაშასადამე, 102 /# ჰარმონიული ფუნქციაა და შეგვიძლია მისი წარმოდ- 
გენა შემდეგი სახით: 

=2/4V, (5.3)   

(5.4) 

=0. (5.5) 

  

  

I11#ყ=თდ(უ+CდC), (5.6) 

სადაც თ (2) წარმოადგენს 2=X-+-Iყ არგუმენტის ნებისმიერ ანალიზურ 

ფუნქციას.
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გვაქვს _ 
/#=06%2) ტხ(2) . (5.7) 

ამის გამო C--="' 

ძ§2?=/" (ძX?-++ძყ?) = 6M2?) ც-I-)ძ2ძ 2 (5.8) 
ანუ _ 

ძ5?= ძი ძი)=ძV?--ძი?, (5.9) 
სადაც 

ძი=ტ69%0) ძვ, ე. ი. V= ( გ?) ძვ, (5.10) 

ამრიგად, ჩვენ ახალი გზით ხელახლა მივიღეთ შედეგი, რომელიც 
ზემოთ უკვე გვქონდა (§ 1, პუნქტი 4). სახელდობრ, ნულოვანი გაუ- 
სის სიმრუდის მქონე ყოველ ზედაპირზე არსებობს კოორდინატთა დე- 
კარტის სისტემა. 

2. მუდმივი დაღებითი (უარყოფითი) გაუსის სიმრუდის ზედაპი- 

რის ლოკალური განფენადობა სფეროზე (ფსევღოსფეროზე). დავუბ- 

რუნდეთ ახლა # =00ი51 >>0 და # =C005| <-0 შერთხვევების განხილ- 
ვას. თუ (5.2) და (5.4) ფორმულებში ახალ კომპლექსურ ცვლადს შე- 

მოვიღებთ ძ2=ძC (დ) ფორმულის მიხედვით, მაშინ დადებითი (#C >> 0) 

და უარყოფითი (<0) სიმრუდის მქონე ზედაპირების მეტრული 

კვადრატული ფორმები შესაბამისად ღებულობს 

ძი= > (1-C22)”? ძ2ძ2, (5.11) 

ძ2%- (1–-22)“? ძუძ2 (5.12) 

სახეს. პირველი მათგანი /2პ= 1/I/ X რადიუსის მქონე სფერული ზე- 
დაპირის (იხ. (3.28) ფორმულა), ხოლო მეორე –– ფსევდოსფერული ზე- 

დაპირის იზომეტრულ მეტრიკას გამოსახავს. 

ფსევდოსფერო ეწოდება ზედაპირს, რომელიც მიიღება ტრაქ- 

ტრისის ბრუნვის შედეგად თავისი ასიმპტოტის გაღშემო. თუ ტრაქ- 

ტრისის განტოლებას ჩავწერთ 

X=   
  

1 1 1 
519 7, 2==5:== (Iი I –- 1+ლ05!) (5.13) 

V–# =L "55 ' 

(0ლ1<7X», M <0) 

სახით, მაშინ ფსევდოსფეროს განტოლებას ექნება
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1 . 1 
X=–––==-- 51ი1005დC, #=––==== 501510 დ, 

/-- X ჯ? V-X ? 
(5.14) 

1 1 
2=-–=–=– (სის I -- 1+005), 0=დ=2Xჯ 

სახე. ახლა მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ 

1 1 
ძ5%= ძს"-+-ძს), #ს= , ს=ლღ. (5.15 

–XV? (9-+ძთ 90. ' ) 

თუ შემოვიღებთ ახალ ცვლადებს 

ფ= 1-2 , ს=V-LIV (5.16) 
1+2 

ფორმულის მიხედვით, მაშინ (5.15)-დან მივიღებთ (5.12) ფორმულას. 

II=1/I/ –– XC სიდიდეს ფსევდოსფეროს რადიუსი ეწოდება. 

(5.11) (შესაბამისად (5.12)) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ გაუსის 

მუდმივი დადებითი (უარყოფითი) სიმრუდის ყოველი ზედაპირი ლო- 

კალურად განიფინება სფეროზე (შესაბამისად ფსევდოსფეროწზე) რა- 

დიუსით M-=I/I/ IC (შესაბამისად X=1 – ჯი. ზედაპირის ღუნვი- 

სას /X გაუსის სიმრუდე არ იცვლება, რადგან იგი მხოლოდ მეტრული 

კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებით გამოისახება. 

ამგვარად, ერთი ზედაპირი ღუნვების საშუალებით შეიძლება მი- 

ვიღოთ მეორისაგან მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ მათ გაუსის ერთ- 
ნაირი სიმრუდეები გააჩნიათ. ამ პირობის აუცილებლობა აშკარაა. 

საკმარისობის დამტკიცებას კი ზოგად შემთხვევაში მივყავართ კერძო 

წარმოებულიან დიფერენციალურ განტოლებათა არაწრფივ ამოცანამდე. 

კერძოდ, ჩვენ უკვე დავამტკიცეთ, რომ მხოლოდ ნულოვანი გაუსის 
სიმრუდის ზედაპირები გადაიღუნება (განიფინება) სიბრტყეზე. 

§ 6. კავშირი მუდმივი საშუალო და მუდმივი მთავარი სიმრუდის 

%ედაპირებს შორის. /#/V-L2 /7 (0---6“ 4) >>0 განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი 

ვთქვათ, # რაიმე ორმხრივი ზედაპირია. განვიხილოთ ეკვიდის- 

ტანციური ზედაპირების შემდეგი სახის # ოჯახი: 

L=L+-Iი  I2X=ლ00ჰ9. (6.1)
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სადაც L წარმოადგენს ” ზედაპირის წერტილის რადიუს-ვექტორს, 
I-/” ზედაპირის ნორმალის ორტს. ვთქვათ, #-ზე საკოორდინატო წი- 
რები ემთხვევა სიმრუდის წირებს. მაშინ გვაქვს 

I =(1-–-ჩ, +, I.=(1--ჩ, #2) L,, (6.2) 

მ,,=(1–-#/, 0)2/2, რ,ე,=(1--ჩ, 9)1?8,, 6,.=6.,=0 (6.3) 

მ=60,, წ, =(1-–-, 1)? (1-– ე (კუ? ,4? 81. (6.4) 

ჯL ზედაპირის ნორმალის ორტი გამოისახება ფორმულით 

– IX XI 
ლ. 
  

მაშასადამე, L და # ზედაპირების სათანადო წერტილებში ი =ი. ამის 

გამო #. ზედაპირის მეორე ძირითადი კვადრატული ფორმის კოეფივციენ- 

ტებისათვის გვაქვს გამოსახულებები 

ხ,=M, (1--ჩ, (უ #7, ჩა:=M, (1-ს) 8, ხ,,=ხ.,=0, (6.5) 

    

_ ს _ ; 
1ლ=- ა. ს ელ. 6.6 

'" 1“ წ” წ 1 ჩხ. (0.9 

”Mწ- #8 CC #M. 
1--2 MIII-+ დ" 1--29-+ MX) 

§. 8 (6.7) L=- -_რ9=ეე 

(1--2//Iმ+ M #85)? 
ამ ფორმულებს ადგილი აქვს I-ის იმ მნიშვნელობებისათვის, რომლე- 

ბიც აკმაყოფილებენ უჭოლობებს 

1--M,12>>0, 1-ჩ.I>90. (6.8) 

(6.5) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ # ზედაპირის სიმრუ- 

დის წირები გადადის ეკვიდისტანციური ” ზედაპირის სიმრუდის წი- 
რებში. 

(6.7) ფორმულიდან გამომჯინარეობს შემდეგი აშკარა შედეგები: 

1) თუ IM ზედაპირს აქვს მუდმივი //=1/2 M საშუალო სიმრუდე, 

მაშინ ეკვიდისტანციურ » ზედაპირს გააჩნია დადებითი მუდმივი 

#=1 /Iდ გაუსის სიმრუდე.
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2 თუ # ზედაპირს გაუსის სიმრუდე დადებითი მუდმივია, 
#=1/Iბ, მაშინ ეკვიდისტანციურ ზედაპირს აქვს მუდმივი საშუალო 

სიმრუდე #/ =--1/2 #. 

3) უკანასკნელ შემთხვევაში ეკვიდისტანციური ზედაპირის ეილე- 
რის სხვაობას აქვს საზე 

-- ,=. II +1 ! ///+1I 
§8= წ” 2 “ძშოძოდ„ს-–ეეეაეასს– 6.9 

II მI-) 42 #297-–--1 (9:9 

უნდა აღინიშნოს, რომ #71-–1 და #7+ 1 გამოსახულებები ერთი ,და 

იმავე ნიშნისაა, რადაან განსახილავ შემთხვევაში 

წ=,/MI? /M=//?--1//2? = 1//9 (9/2+1) (7-1) > 90. 

ვიგულისხმოთ, რომ I >>0. ვთქვათ, # სფერული ზედაპირისაგან გან- 
სხვავებული მუდმივი დადებითი სიმრუდიანი ზედაპირია. როგორც ეს 

(6.7)·-ის უკანასკნელი ფორმულიდან ჩანს, # ზედაპირის ომბილურ 

წერტილებს შეესაბამება ეკვიდისტანციური L ზედაპირს ომბილური 

წერტილები. მაშასადამე), » ზედაპირის არაომბილურ წერტილებში 
სრულდება უტოლობა 

ჩწა1 1! II7I+1 6=#/! - 2111” 
წს) 492 IMI”–1M 

>90. (6.10)   

თუ ამ გამოსაLულებას (4.9) განტოლებაში შევატანთ, ადვილად დავრ- 

წმუნდებით, რომ 

  „=> 10 .79--1 (6.11) 
2 MX/7+1 

ფუნქცია წარმოადგენს 

1 პე კ? 
ტ#I+-–- (“--2 ი) =0, =- + –, 6.12 + ? (02“–-–ი ') 25! ცებ (6.12 

განტოლების ამონახსნს, სადაც § ღა უ კოორდინატებია / ზედაპირის 

სიმრუდის წერებში. 

ამრიგად, თუ MI მუდმივი დადებითი /C = 1//2? მთავარი სიმრუდის 

მქონე ” ზედაპირის საშუალო სიმრუდეა, მაშინ # ზედაპირის არაომ- 

ბილურ წერტილებში (6.10) ტოლობა და (6.11) ფუნქცია გვაძლევს 
(6.12) განტოლების ამონახსნს.
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ახლა შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ თუ V (6.12) განტოლების ამო- 
ნახსნია, მაშინ 

მს 
ყ=>- 1 “11 -. ახი (6.13) 

წ (““ #/ 

ფუნქცია წარმოადგენს იმ ზედაპირის სამუალო სიმრუდეს, რომლის 
გაუსის სიმრუდე #X=1/I? დადებითი მუდმივია. ამ ზედაპირის ეილე-. 
რის სხვაობა და მთავარი სიმრუდეები გამოისახება ფორმულებით 

XX 5ხ« 

ზედაპირის პირველი და მეორე ძირითადი ფორმები შემდეგნაირად გა- 

მოისახება: 

/>2=- 1., ხ=+- – 3 რ-- (8 – # (6.14) 

I= ახ ი (ძ24+ ძუშ, (6.15) 

II=2 წ – იძუბ+-ლი? – ირC |. (6.16) 

ამრიგად, (6.11) ფორმულა გამოსახავს (6.12) განტოლების ზო- 

გად ამონახსნს L ზედაპირის საშუალო სიმრუდის საშუალებით, როცა 

ამ ზედაჰირს დადებითი მუდმივი MX = 1/I% მთავარი სიმრუდე გააჩ- 

ნია, თუ იგი განსხვავდება სფეროსაგან. | 

§ 7. ამოზნექილი ზედაპირების შეუღლებულად-იზომეტრული 

პარამეტრიზაცია 

დადებითი გაუსის სიმრუდიან (IX >>0) ზედაპირზე არსებობს 

კოორდინატთა სისტემა, რომლის მიმართაც მეორე ძირითად კვადრა- 
ტულ ფორმას აქვს სახე (იხ. |1), თავი 2, § 6) 

II=7/,05“=/", (ძ=ზ+ ძუ), /"Vს, 9=0. (7.1) 

კოორდინატთა ასეთ სისტემებს შეუღლებულად-იზომეტრული 

ეწოდება რადაან კოორდინატთა ამ სისტემაში ხ,, = ხ,ე = #.,, 

ხ,.,=ხე,=0, ამიტომ (V, 8.7 ა) ფორმულის მიხედვით გვაქვს 

/"M. _ 
#=-, ე. ი. #.=+VI #2, (7.2) 

სადაც ძ პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტია. 

რადიკალის წინ უნდა ავიღოთ პლიუსი ნიშანი, თუ ზედაპირის ნორ-
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მალი ჩაზნექილობის მხარესაა მიმართული, წინააღმდეგ შემთხვევაში 
ავიღებთ მინუს ნიშანს. ეს წესი #,=M#0050 მენიეს თეორემის უშუ- 
ალო შედეგია. მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ #, ნორმალურ 

სიმრუდეს და #ს, კოეფიციენტს (7.1) ფორმულაში ერთი და იგივე 

ნიშანი აქვს. 
გარკვეულობისათვის ვიგულისხმებთ, რომ ამოზნექილი ზედაპირის 

შემთხვევაში ნორმალი მისი ჩაზნექილობის მხარესაა მიმართული, მაშინ 

(7.2) ტოლობაში რადიკალის წინ უნდა ავიღოთ პლიუსი ნიშანი, ე. ი. 

M.=I/X90. (7.3) 

შეუღლებულად-იზომეტრული პარამეტრიზაციის არსებობის დამ- 
ტკიცება დაიყვანება ისეთ მათემატიკურ ამოცანამდე, რომლის მსგავსი 

ჩვენ ზემოთ (§ 3) შეგვხვდა კოორდინატთა იზომეტრული სისტემის 
არსებობის დამტკიცებისას (იხ. I11, თავი 2, § 6). 

შევნიშნოთ, რომ 1-ლი და მე-2 გვარის კონფორმული გარდაქმ- 

ნისას ზედაპირზე წირთა შეუღლებულად-იზომეტრულიე ბადე ასეთივე 

წირთა ბადეში გადადის, ამასთან, ცხადია, გვაქვს 

/M, ძ?ჯძ 7 = /V. ძ?' ძ?”. (7.4) 

რადგან # სკალარია, (7.3)-ის თანახმად წინა ტოლობიდან მივიღებთ 

/7 იძ ძ:ძ2=I/ ი” ძ:'ძ?, (7.5) 

ე. ი. ი ძძ2 კონფორმულად ინვარიანტული კვადრატული ფორ- 

მაა. მაგრამ იგი, საზოგადოდ, არ ემთხვევა ზედაპირის მეტრულ კვად- 

რატულ ფორმას შეუღლებულად-იზომეტრულ კოორდინატებში.



თავი მეშვილე 

კოვარიანბების თეორია 

ზედაპირის ტენზორული ველების შესწავლისას სასარგებლოა შე- 

მოვიღოთ გაუსის კომპლექსურ კოორდინატთა (პარამეტრთა) სისტემე- 
ბი. ისინი საშუალებას გვაჭლევე? განვახორციელოთ ზედაპირის შიგა 

პარამეტრების სისტემათა სიმრავლის დაშლა გაუსის კომპლექსურ 

კოორდინატთა ეკვივალენტური სისტემების არაგადამ,კვეთ კლასებად. 

ასეთი კლასები, რომლებიც კოორდინატთა სისტემების საკმარისად 
ფართო ოჯახებს წარმოადგენენ, კომპლექსუ“ი კოორდინატების კონ- 
ფორმულ გარდაქმნათა მიმართ გარკვეული ინვარიანტული თვისებებით 

აღჭურვილ, სხვადასხვა ობიექუების განხილვის საშუალებას გვაძლე- 

ვენ. ქვემოთ ჩვენ შევისწავლით ზოგიერთ კლასს ისეთი ობიექტებისას, 

რომელთაც კოვარიანტებს ვუწოდებთ. შესწავლილი იქნება ნათი ალ- 

გებრული და დიფერენციალური თვისებები და აღმოჩენილი იქნება 

კავშირი კოვარიანტების თეორიასა და ზედაპირზე ტენზორულ ანა- 

ლიზს შორის. დავადგენთ, რომ ტენხზორულე ანალიზი ზედაპირზე კონ- 

ფორმულად ეკვივალენტურ კოორდენატთა სისტემების კლასში სიო5ამ- 

დვილეში დაიყვანება კოვარიანტების თეორიამდე. ტენზორის კომპლექ- 

სურ კოორდინატებს გააჩნია გარკვეული ინდივიდუალური ინვარიან- 

ტული თვისებები გაუსის კომპლექსური კოორდინატების კონფორმულ 

გარდაქმნათა მიმართ, რაც საშუალებას იჰლევა ისინი განვიხილოთ, 

როგორც იმავე ტენზორის სხვა კომპონენტებისაგან დამოუკადებელი 

ობიექტები. ტენზორის კომპონენტებს გაუსის ნამდვილი პარამეტრების 
სისტემათა მიმართ, როგორც ცნობილია, არ ახასიათებს ინვარიანტო- 

ბის ამგვარი ინდივიდუალური თვისებები, გარდა სკალარების შემთხ- 

კვევისა, რომლებიც ნულოვანი რანგის ტენზორებს წარმოადგენენ. 

კოვარიანტების ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი უპირატესობა ისაა, 

რომ მათ მიმართ გამოიყენება ოთხივე ალგებრული მოქმედება კოვა- 

რიანტობის თვისების შენარჩუნებით. ამას გარდა შესაძლებელია შემო-
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ვიაყვანოთ კოვარიანტების გადიფერენციალების სპეციალური ოპერაციე- 
ბი და მათი საშუალებით ავაგოთ კოვარიანტული ანალიზი, რომელიც. 

ძალიან მოგვაგონებს კომპლექსურ ანალიზს სიბრტყეზე. 

§ 1. გაუსის კომპლექსური კოორდინატები ზედაპირზე. ბელტრამის 

განტოლება კოორდინატთა სისტემების მახასიათებელი 

ფუნქციისთვის 

1. გაუსის კომპლექსური კოორდინატები ზედაპირზე. გაუსის 

ნამდვილ პარამეტრთა (კოორდინატთა) ყოველ XI, X2 სისტემას # ზედა- 
პირზე ცალსახად შეიძლება შევუსაბამოთ გაუსის ურთიერთშეუღლებული 

2პ=XL-+IX, 2პ=XI--IX2 (1.1) 

კომპლექსური კოორდინატები (პარამეტრები). რადგან 25=21, ამიტომ 

2, და 2“ის ნაცვლად ხშირად დავწერთ შესაბამისად 2 და 2-ს. სიმარ- 
ტივესათვის ჩვენ განვიხილავთ შემთხვევას, როცა #-ზე არსებობს გლო- 

ბალური პარამეტრიზაცია. 

გაუსის ნამდვილი XI MX“ პარამეტრების ყოველი სისტემა ახორ- 

ციელებს # ზედაპირის ტოპოლოგიურ (ურთიერთცალსახა და უწყვეტ) 

ასახვას კომპლექსური 2=XI-L(X2 ცვლადის სიბრტყის რაიმე #, არე- 

ზე. საზოგადოდ, #, არე შეიძლება არ იყოს ცალფურცლა. იგი შეიძ- 

ლება ეკუთვნოდეს კომპლექსური 2=7X#'-+I/X? ცელადის სიბრტყეზე გან- 

ფენილ რიმანის რაიმე ზედაპირს. მაგრამ გარკვეულობისათვის შემდ- 

გომში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ #ჯ-ი კომპლექსური 2= XI -+-IX2 

ცვლადის სიბრტყის ცალფურცლა არეა. კერძოდ, შესაძლებელია #3 

ემთხვეოდეს 6 სიბრტყეს. ასეთი შემთხვევა წარმოგვიდგება ოვალოი- 

დებისათვის. მაგალითად, სრული სფერული ზედაპირი სტერეოგრაფიუ- 

ლი დაგეგმილებით ტოპოლოგიურად აისახება მთელ სიბრტყეზე. ნების- 

მიერი ოვალოიდი ტოპოლოგიურად აისახება სრულ სფერულ ზედაპირ- 

ზე-– მისი სფერული გამოსახულებით, მაშასადამე, ორი ტოპოლოგიური 

ასახვის კომპოზიციით ნებისმიერი ოვალოიდი შეიძლება ტოპოლოგიუ- 

რად ავსახოთ მთელ სიბრტყეზე. 

ამრიგად, თუ ზედაპირი ოვალოიდს ეკუთვნის, მაშინ მასზე ყო- 

ველთვის არსებობს გლობალური პარამექ,რიზაცია, რომელიც მას ტო- 
პოლოგიურად ასახავს 2==X1-IL-IX2 სიბრქყის რაიმე #; არეზე. კერძოდ,
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ეს პარამეტრიზაცეა იზომეტრული კოორდინატებით შეიძლება განხორ- 

ციელდეს. 
შემდგომში გაუსის კომპლექჯურ 2 კოორდინატებს (პარამეტრებს) 

შემოკლებით 2-ით აღენიშნავთ, გავითვალისწინებთ რა, რომ 2=21= 27, 
ამის გარდა, ზედაპირის კოორდინატთა შესაბამის სისტემას 5„-ით აღვ- 

ნიშნავთ. 

ერთი კომპლექსური 2" კოორდინატების სხვა 2%ით შეცვლა 
სრულდება შემდეგი სახის არაგანსაკკუთრებული გარდაქმნით: 

2%=29 (2), 2?) ანუ 2%=29(2!, 22), (1.24) 

რომელთაც მოკლედ ასე ჩავწერთ 

2=2(2) ანუ 7=2(2). (1.2ბ) 

ცხადია, ეს გარდაქმნები #, არეს ტოპოლოგიურად ასახავს #-ჯ არეზე, 

რასაც სიმბოლურად ასე ჩავწერთ: #,<==> ს... კოორდინატთა 5; სის- 

ტემების ოჯახი # ზედაპირზე აღვნიშნოთ § “ით. 

შემდგომში ჩყენ მოგვიხდება კოორდინატთა სისტემების ოჯახის რამ- 
დენადმე შევიწროება, თუ მათ გარდაქმნებს, რომლებიც 2 (2) ფუნქ- 
ციებით ხორციელდება, სხვადასხვა ხარისხის სიგლუვის ფუნქციათა 

კლასებს მივაკუთვნებთ. ვთქვათ, მაგალითად, 2 (2) CC,„ (#,), სადაც ჩ! 
რაიმე არაუარყოფითი მთელი რიცხვია. # ზედაპირის კოორდინატთა 

სისტემების შესაბამის კლასს 5„-ით აღვნიშნავთ. კოორდინატების გარ- 

დაქმნათა ოჯახის სიგლუვის ხარისხის დამახასიათებელ #1 რიცხვს ჩვენ 

წინასწარ არ განვსაზღვრავთ. საჭიროების შემთხვევაში მას დავასახე- 

ლებთ განსახილავი ამოცანის მოთხოვნათა შესაბამისად. 

თუ (1.2 ბ) სახის გარდაქმნა 1-ლი და მე-2 გვარის კონფორმული 

ასახვაა, მაშინ კოორდინატთა 21 და 29 (ანუ 2 და 2) სისტემებს კონ- 

ფორმულად ეკვივალენტურს ეუწოდებთ, რასაც სიმბოლურად ასე ჩავ- 
წერთ: 29 „. 2 ან 2 – მ. 

ამრიგად, თუ 72 – 2, მაშინ 2(2) წარმოადგენს 2-ის ანალიზურ ან 
ანტიანალიზურ ფუნქციას #, არეში. შემდგომში გარკვეულობისთვის 

ჩვენ შევიზღუდებით მხოლოდ 1-ლი გვარის კონფორზული გარდაქმნე- 
ბის განხილვით, ე. ი. როცა 2 – 2 აღნიშნავს, რომ 2 (2) წარმოადგენს 
:2-ის ანალიზურ ფუნქციას #, არეში. ეს დაშვება არ ზღუდავს ჩვენს 

„აგებათა ზოგადობას, რადგან მე-2 გვარის კონფორმული გარდაქმნები
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1'ლლი გვარის გარდაქმნებისაგან კოორდინატთა სისტემის მხოლოდ 
ორიენტაციის შეცვლით მიიღება. 

თუ 2 - 2, მაშინ დავწერთ 5, – 5. ამ შემთხვევაშში კოორდა–- 

ნატთა 5; და 5; სისტემებს კონფორმულაღ ეკვივალენტურს ვუწო- 
დებთ. ამ ”შეთანხმებს გავავრცელებთ აგრეთგე შესაბამის ნამდვილ 

კოორდინატებზეც, ე. ი. თუ 2=X1-+(X? – 2=XIL I, მაშინ დავ- 

წერთ XX? ჯი და 5, რ“ 5>. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რობ 2-2 ან 5,–-5კ მიმართება 

ეკვივალენ ჯობის მიმართებაა 5» ოჯახში. მაშასადამე, 5. ოჯახი იშლე- 

ბა კონფორმულად ეკვივალენტურ კოორდინაქთა სისტემების არაგა- 

დამკვეთ კლასებად. ამ კლასების სიმრავლე 5, „ით აღვნიშნოთ. ცხადია, 

8, ” წარმოადგეს 5„ სიმრავლის ფაქტორ-სიმრავლეს. ყოველი 

5; ელემენტი 5,-დან კონფორმულად ეკვივალენტური კოორდინატთა 
სისტემების ოჯახია, ე. ი. 5,, 5კ C 5,,თუ 5, – 5კ . ყოველი 5 ,კლა- 

სი ცალსახად განისაზღვრება მისი ერთი (ნებისმიერი) წარმომადგენ- 

ლის დასახელებით. მაშასადამე, 5, = 51, როცა 2 – 2 და 52=-51. 

თუ 2(2) არაა 2-ის ანალიზური ფუნქცია. 
თუ 2 – 2, მაშინ 2 და 2 კოორდინატები დაკავშირებულია 

2=V0)(2), 2C LL», (1.3) 

სახის დამოკიდებულებით, სადაც თ (2) წარმოადგენს 2-ის ცალფურც- 

ლა ანალიზურ ფუნქციას #, არეში. მაშასადამე, თ” (2) 9-0, როცა 

2 C >. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ თ (2) განსაზტვრულია #”»„ კომპაქტ- 

ზე და ახორციელებს ტოპოლოგიურ M#,.4==>- ვ ასახვას. ამრიოჯად, 

თ (2) ახორციელებს #;-ის კონფორმულ ასახვას #.-ში და 0” ,-+4-=> 

=>”, ტოპოლოგიურ ასახვას. აღვნიშნოთ /#ე (”,)-ით #, არეში ცალ- 

ფურცლა ანალიზური ფუნქციების სიმრავლე. ცხადია, რომ ყოველ 

ანალიზურ თ (2) ფუნქციას „4: (”,)-დან შეესაბამება კოორდინატთა 5V– 

სისტემა 5, კლასიდან და, პირიქით, ყოველი ორი კოორდინატთა სის- 

ტემა 5, კლასიდან დაკავშირებულია (1.3) სახის დამოკიდებულებეთ. 

აქ საჭიროა გავიხსენოთ, რომ თუ 2=თ0 (27) ცალფურცლა ანალიზური 

ფუნქციაა #>-ში და 72=0V(C) ცალფურცლა ანალიზური ფუნქციაა
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#; -ში, მაშინ 2=CLVი (1) ცალფურცლა ანალიზურ ფუნქციას წარ- 

მოადგენს #,-ში. 

ვთქვათ, #4 (”-) კომპლექსური 2=XI+IX? ცვლადის ანალიზურ 

ფუნქ კიათა სიმრავლეა #L, არეში. თუ /#(2) C #4 (”,) და 2-2, მაშინ 

#(2=/I)(2()) წარმოადგენს 2-ის ანალიზურ ფუნქციას #ჯ-ში და, 
მაშასადამე, ეკუთვნის „ (#ჯ)-ს. ამრიგად, კომპლექსური ცვლადის ანა- 

ლიზურ ფუნქციათა კლასი ინვარიანტულია არგუმენტის კონფორმული 

გარდაქმნების მიმართ. ამიტომ, შემდგომმი ზოგჯერ # ზედაპირის კონ- 

ფორმულად ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების კლასს ,4-ოჯახს 
ვუწოდებთ. კოორდინატთა სისტემებს ყოველი #-ოჯახი, ცხადია, 

5,„-ის ელემენტს წარმოადგენს და შებრუნებით. 

ვთქვათ, #,„ ემთხვევ, 2 კომპლექსური ცვლადის სიბრტყეს. ეს 

შემთხვევა ხორციელდება, თუ # ოვალოიდია (იხ. VI თავი, § 3, პუნქ- 

ტი 4). მაშინ #ა0(”,) კლასი წარმოადგენს 

თ(21= (1.4) 

წილად-წრფივი ფუნქციების ოჯახს, სადღაც თ, წ, I, ნ კომპლექსური 
მუდმივებია, რომლებიც 

თ2–-;8ზ59-0 (1.5) 

პირობას აკმაყოფილებენ. მაშასადამე, 

  (ა” (21 = 95--V 30, თუ 25- CთC0, როცა 19-0. (1.6) 
(–X2 +) 

ზოგადობის შეუზღუდავად დავუშვათ, რომ თ6--ჩჯ= 1. მაშინ გვექნე- 
ბა ნორმირებული წილად-წოფივი გარდაქმნები. 

შევთანხმდეთ ახლა ზოგიერთ აღნიშვნებზხე რომლებსაც სპეცია- 

ლური მითითების გარეშე გამოვიყენებთ. 
ზედაპირის კომპლექსურ (შესაბამისად ნამდვილ) პარამეტრიზა- 

ციასთაჩ დაკავშირებულ ინდექსებს ბერძნული ალფაბეტის პატარა უშტ- 

რიხო (შესაბამისად, დაშტრიხული) ასოებით აღვნიშნავთ. მაგალითად, 

თ, ზ, თ,, ზე და ა. შ. (შესაბამისად თ”, ჩ”, თ, ზე და ა. შ.). აუცილე- 
ბელ შემთხვევაში შტრიხებით აღვნიშნავთ აკრეთვე იმ სიდიდეების იწ- 
დექსებსაც, რომლებიც ზედაპირის ნამდვილ პარამეტრიზაციას შეესა--
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ბამებიან. მაგალითად, ნაცვლად XI, X-სა დავწერთ X', X", ამასთან 
აღებულ შემთხვევაში I და 27 წარმოადგენს სიმბოლოებს, რომლებიც 
მიგვითითებენ, რომ Xჯ! და X"” გაუსის ნამდვილი პარამეტრებია, ამას- 

თან რიცხობრივად 1.=1, 2'=2. შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელი შე- 
თანხმება განუსაზღვრელ ინდექსებზე არ ვრცელდება, ე. ი. C” 9=თ, 
ზ? 95 8 და ა. შ., თუ, საწინააღმდეგო საგანგებოდ არ იქნება ნათქვამი. 

შევთანხმდეთ, რომ ბერძნული ინდექსები (შტრიხით ან უშტრი- 

ხოთ) ღებულობს 1, 2 მნიშვნელობებს, ცხადია, თუ საწინააღმდეგო 

არ იქნა ნათქვამი. როცა კი ჩვენ იძულებული ვიქნებით ვისარგებლოთ 

ლათინური ინდექსებით, ჩავთვლით, რომ ისინი ღებულობენ 1, 2, 3 
მნიშვნელობებს, თუ ასეთ შემთხვევაში არ იქნება მიღებული სპეცია- 
ლური წინადადება, რომელიც გააუქმებს ამ შეთანხმებას. 

ქვემოთ სისტემატურად ვისარგებლებთ შეჯამების აინშტაინის 
სით. 

წ 9. კომპლექსური გაწარმოების ოპერაცია. ზემოაღნიშნული შე- 

თანხმების გამოყენებით (1.1) თანაფარდობანი და მათი 

  

V- თ+8, X=:21 დ (1.7 2 2: 

შებრუნებულები შეგვიძლია ჩავწეროთ ზოგადი ფორმით 

გ2-= 09, I", 9 = 1)9' 29, (1.8) 
სადაც 

#89, ძ29 .=8%,--/ (–1)92),, (1.9) 
+ ქ · 

ით) 1-0 
ხ=% -=' რ (--)%მ). (1.10)     

ძ2ი 2 

შევნიშნოთ, რომ LX, და M6-თვის განსაზღვრული ინდექსები (შტრი- 
ხით და უშტრიხოთ) სიმბოლოებს წარმოადგენს. მაშასადამე, 17, 2” არ 

შეიძლება შევცვალოთ შესაბამისად 1, 2-ით და პირიქით. რადგან 

_ მჯ" _ ძ»” ძემ გი -. 92” _ ძ2? ძX" 

M ა” პა პი. ჩშ 28 მჯ? 228 
  (1.11) 

ამიტომ გვაქვს ტოლობები 
ი. ზ=ბ, #09, 0?=8. (1.12)
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ადვილად დამტკიცდება 

ძა((09)=- 2, ძი((ხ =- (1.13) 

ფორმულები, თუ ვისარგებლებთ 

  

    

ძ ი 
მე=----, = 1.14 
იიი? 9» 014 

აღნიშვნებით, ცხადია, გვექნება 

ძი:=ძი, ძ»“ == IX%” ძა, ძე. =ძე მ == LX, ძა. (1.15) 

ძ2“ იჯ" 

ეს ფორმულები კომპლექსური კაწარმოების ძც ოპერატორს გამოსახავს 

ნამდვილი Xჯ- კოორდინატებით გაწარმოების ძე, ოპერატორებით და 
პირიქით. 

თუ აღვნიშნავთ X! და X?-ს შესაბამისად X და ყ-ით, ამ ოპერა- 

ტორებს ასეც ჩავწერთ 
1 , ძ,=0ძ,=-. (0X-- მე, ძა=ძ =- (9,+ძ. (1.16) 

აქედან გვაქვს ფორმულები 

ძ,,==ძ.=მძ,+ძ-, ძ;:, ==0მ,=! (ძ;––ძ-), (1.17) 

რომლებიც ზოგადი ფორმით ასე ჩაიწერება 

ძე,=(9-1 (09. (--1)9” 6C) ძე. (1.18) 

ძე ოპერატორების განმეორებითი გამოყენებისას სრულდება კო- 
მუტაციურობისა და ასოციურობის თვისებები: 

ძა ძგ=ძგძი, ძე (ძგძ.,)= (ძი ძგ) ძ,=ძე ქგძყ. (1-19) 

8. გაუსის კომპლექსური პარამეტრების დიფერენციალთა გარ- 

დაქმნის წესი, ზედაპირზე გაუსის ნამდვილი და კომპლექსური Xჯ%” და 

24 კოორდინატების შეცვლისას რაიმე სხვა X" და 29ით მათი დიფე- 
რენციალები გარდაიქმნება 

ა _ პმXV ძ29 
ქ=“-- იძ" ძებ= ქი 1.20 

მ ძჯ" ძ·ჩ (1.20) 
ფორმულებით.
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ვთქვათ 29% – 29, ე. .ი. 5, და 5; კოორდინატთა სისტემები რაი- 

მე ,3 ოჯახს ეკუთვნის. მაშინ გვექნება 

ძ33 ძე". როცა ჩ=თ, 
28 _ წნ+-M (1.21) 

2 0, როცა ჩ>=-თ, 

ან რაც იგივეა 

92 ძ? „ფ, %-პა 2-0. (1.22) 
(2 ძ2 2 

შევნიშნოთ, რომ (1.21) ფორმულაში ინდექსის გახაზვა ქვემოდან მო- 

ასწავებს ამ ინდექსის მიმართ შეჯამების აკრძალვას. აძ შეთანხმებით 
ჩვენ ქვემოთაც ვისარგებლეთ სპეციალური მითითების გარეშე. 

თუ 2 – 29, მაშინ (1.22) ფორმულის თანახმად (1.20) ტოლო- 

ბები მიიღებს 

ძვ ი კ. ძ.23 

სახეს. ეს ტოლობები გამოსახავს ზედაპირის გაუსის კომპლექსური 

კოორდინატების დიფერენციალთა გარდაქმნის წესებს გაუსის კონფორ- 

მულად ეკვივალენტურ პარამეტრების კლასში. 

ზედაპირის გაუსის ნამდვილი კოორდინატების შემთხვევაში 

ცხ __ > ათ 
ძ- ძი = 9 ყყM. (1.24) 
ძჯ?ბ“ ძX9. 

სახის გარდაქმნები სამართლიანია კოორდინატთა გარდაქმნების მხო- 
ლოდ საკმაოდ კერძო სახის კლასისათვის, სახელდობრ, მაშინ, როცა 

ძან =   

“XV = XV (XV), 2 => XV (2). (1.25) 

ასეთი სახის გარდაქმნებს ფაქტიურად ტრივიალური შეიძლება ვუწო- 

დოთ, რადგან ამ შემთხვევამი სისტემის საკოორდენატო წირები არ 
იცვლება, იცვლება მხოლოდ გაუსის ნამდვილი პარამეტრების გაზომვის 

მასშტაბები. 
4. ზედაპირის სკალარის კერძო წარმოებულების გარდაქმნის წე- 

სი. V (”) კლასის დ სკალარის. განმარტების თანახმად, გაუსის კომპ- 
ლექსური 24 კოორდინატების რაიმე სხვა 2“-ით. შეცვლისას შესაბამისი 

დ (2) და დ (2) კომპონენტები დაკავშირებულია ტოლობებით
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დ()=დ((2ე) ანუ რდთ(0=C(2(2). (1.26) 

ვთქვათ, დ დიფერენცირებადი სკალაCია. ეს ნიშნავს, რომ მისი კომ- 

პონენტები ნებისმიერი 5, კოორდინატთა სისტემის მიმართ დიფე– 

რენცირებადი ფუნქციებია. ცხადია, ამისათვის საკმარისია მოვითხო- 
ვოთ დ (2)-ის რომელიმე ერთი კომპონენტის დიფერენცირებადობა; მა– 
შინ (1.26) ფორმულის თანახმად დ სკალარის ყველა სხვა კომპონენტი 
დიფერენცირებადი იქნება. რთული ფენქციის გაწარმოების ფორმულის 

გამოყენებით (1.26) ტოლობიდან მივიღებთ 

  მიდ=ძგდ < შა<- ძა= 2) (1.27) 

ტოლობას, რომელიც გამოსახავს დ სკალარის კომპლექსური ძა-დ წარ- 

მოებულის გარდაქმნის წესს გაუსის ერთი კომპლექსური 2% კოორდი- 

ნატის მეორე 29-თი შეცვლისას. 

თუ 2% - 29%, მაშინ (1.21) ფორმულის თანახმად (1.27) ტოლო- 

ბიდან მივიღებთ 

  

– ძ2 
ძე ჯ=ძა- დ -C (1.28) 

აქედან გამომდინარეობს 

ძე დძ2-=ძ ა დძ2. (1.29) 

ამრიგად, თუ დ-–- # ზედაპირის დიფერენცირებადი სკალარია, 

მაშინ ერთგვაროვანი ძე, დძ2% სახის დიფერენციალური ერთწევრები 

ინვარიანტულია ჯ ზედაპირის კომპლექსური 72% კოორდინატების კონ- 
ფორმულ გარდაქმნათა მიმართ. ძე დძ2>:" გამოსახულებებს კიდევ კონ– 

ფორმულად ინვარიანტული მონოფორმები ვუწოდოთ. ქვემოთ ჩვენ 

განვიხილავთ უფრო ზოგადი სახის, საზოგადოდ, არაწრფივ, მონოფორ- 

მებს და მათი საშუალებით ”შემოვიყვანთ ზედაპირის კოვარიანტის 

ცნებას. 

5. ბელტრამის განტოლება. კოორდინატთა სისტემების მახასია– 

თებელი ფუნქცია. ვთქვათ, დ CV (წ) სკალარის დ (ლ) კომპონენტი 
კოორდინატთა 5ჯ ს სასტუმაში. 5 7-დან წარმოადგენს 6-+ ანალიზურ ფუნქ- 

ციას #; არეში, ე. ი. დ (0) C4 (ჩე. თუაჯ- 5;, მაშინ «დ 0)=თდ(დC)) 

კომპონენტი L-ს ანალიზური ფუნქციაა #> არეში, ე, ი. დ დ0C #(ჯ)-
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4-თი აღვნიშნოთ 5:-ს კონფორმულად ეკვივალენტური კოორდინატთა 

სისტემების ოჯახი, ე. ი. #=5,, მაშინ, ცხადია, რომ 

ძ-ღდ=0, V5%C4. (1.30) 

დ სკალარებს წ (#)-დან, რომლებიც ამ პირობას აკმაყოფილებენ, 
ვუწოდოთ ანალიზური სკალარები 5„-დან აღებული კონფორმულად 
ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების 4 ოჯახის მიმართ. დ სკა- 

ლარების სიმრავლე შ (=-დან, რომლებიც ანალიზურია /#-ოჯახის მი- 

მართ, აღვნიშნოთ 7 (”, /)-თი. 

ცხადია, შ (ჩ, #) კომუტაციური რგოლია ერთეულით. ყოველი 
შ(L, 4) რგოლის ნულს და ერთეულს წარმოადგენ შესაბამისად 
L->0 და L-+>1 ასახვები. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ წ(წ, #4) წარმოადგენს მთელობის 
არეს. ამისათვის უნდა ვაჩვენოთ, რომ წ7(L, 4) არ შეიცავს ნულის 

გამყოფებს, ე. ი. თუ დ, ს C97(L, 4) და დტ =0, მაშინ ან დ=0, ან 
დს =0, ან დ=C0=0. 

მართლაც, თუ დ“ =0, მაშინ, ცხადია, 

დ (2) #V (2)5-0, V5, C 4. 

მაგრამ დ (2) და (დ (2) –– 2-ის ცალსახა ფუნქციებია #, არეში და, მაშა- 

სადამე, უკანასკველი ტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ იმ შემთხვევა- 
ში, როცა ან დ(2)=>0, ან V(21==0, ან თდ(2)1=%(2)=0, რაც ჩვენ 

დებულებას ამტკიცებს. 
ვთქვათ, 5, კოორდინატთა სისტემაა 5 (”)-დან; რომელიც არ 

ეკუთვნის #-ოჯახს. თუ 5; C 4, მაშინ დ C 8 (-M, #4) სკალარის დ (2) 

და დ (ე კომპონენტებისათვის გვაქვს 

დ(2)=დ(§(2), V5,65, (1.31) 

ტოლობა. ამ ტოლობის ორივე მხარის გაწარმოებით, თუ მხედველო- 

ბაში მივიღებთ (1.30)-ს, გვექნება 

ძ, დ= დ” (6) ძ, C, პ-; დ= დ' (5) ძ< LC. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ დ=დ (2) აკმაყოფილებს 

ძ- დ-ი (6, 21ძ,დ=0 (1.32)
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განტოლებას, სადაც 

იდ 0=->5, (01.33) > 
ი (6, 2) ფუნქციას, რომელიც მხოლოდ 5, და 5-- კოორდინატთა სის- 
ტემებზეა დამოკიდებული, კოორდინატთა ამ სისტემების მახასიათებე– 

ლი ფუნქცია ან უბრალოდ მახასიათებელი ეწოდება. თუ 72 – დ, მა- 
შინ ძ-- C=0 და, მაშასადამე, 0 (C, 2)==0. 

ამრიგად, 5;-დან კონფორმულად ეკვივალენტურ კოორდინატთა 
სისტემის მახასიათებელი ფუნქცია ნულის ტოლია. მაშინ (და მხოლოდ 

მაშინ) (1.32) განტოლება გადადის კოში--რიმანის (1.30) განტოლება- 
ში. (1.32) განტოლებას ბელტრამის განტოლება ეწოდება (იხ. თავი 

IV, § 3). 
თუ 2–<2 დაი –L, მაშინ (1.33)-დან ადვილად გამომდინარეობს 

> ძ2 _ძ2 9 (6, 213=0C, 7) -7>. ძ, (1.34) 

ფორმულა. კერძოდ, 

7L(C, 2=0C, 7). (1.35) 

აქედან ჩანს, რომ ერთი მხრევ 0 (XL, 2) დამოკიდებულია არა 5ჯ კოორ- 

დინატთა სისტემაზე, არამედ 4=5; კლასზე, ხოლო მეორე მხრივ, 

__-_ (1.36) 

ე. ი. | ი (C, 2)) დამოკიდებულია მხოლოდ 5„-დან აღებულ კონფორზუ- 
ლად ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების 5. და 5, კლასებ– 

ზე. სხვანაირად რომ ვთქვათ, 0 C, 2) კონფორმულად ინვარიანტულია 
პირველი C არგუმენტის მიმართ, ხოლო | 0 (L, 2)| კონფორმულად ინ- 
ვარიანტულია ორივე-––2 და L არგუმენტის მიმართ. 

ამრიგად, % (#, 7/1)-დან ანალიზური დ სკალარის დ (2) კომპონენ- 
ტი ნებისმიერ კოორდინატთა 5, სისტემაშე აკმაყოფილებს ბელტრა- 
მის (1.32) განტოლებას. ამ განტოლების 0 (., 2) კოეფიციენტი დამო- 
კიდებულია მხოლოდ განსახილავ კოორდინატთა 5, სისტემაზე და 

კოორდინატთა სისტემების 4 ოჯახხე და სავსებით დამოუკიდებელია» 

ანალიზური დ C9 (LL, /4) სკალარის არჩევისაგან.
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ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ დე (7) ბელტრამის (1.32) 
განტოლების ამონახსნია /#, არეში, მაშინ მისი ამონახსნი იქნება აგ- 

რეთვე 

დ (2)=C (დი(2) C.37) 

სახის ფუნქციაც, სადაც C C) წარმოადგენს L-ს ნებისმიერ ანალიზურ 
ფუნქციას და (#.,) არეში. 

ქვემოთ ჩვენ კიდევ დავუბრუნდებით ბელტრამის (1.32) განტო- 
ლებას და შევისწავლით მის ზოგიერთ სხვა თვისებას, აგრეთვე კოორ- 

დინატთა 5, და 5; სისტემების მახასიათებელი ძ (დ, 2) ფუნქციის თვი- 

სებებსაც. 
6. ზედაპირის გაუსის კომპლექსური კოორდინატების გარდაქმნა- 

თა ფუნქციონალური დეტერმინანტები (იაკობიანები). შემდგომში ჩვენ 

ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ განიხილება 5„-დან აღებული კოორ- 

დინართა სისტემების რაღაც 5,, ოჯახი, სადაც #1 ფიქსირებული რიცხ- 
ვია, MI 2>>1. მაშასადამე, 5, ოჯახიდან კოორდინატთა ნებისმიერი 

ორი 5, და 5- სისტემისათვის 2 (2) და 2(2) ფუნქციები ეკუთვნის 

სათანადოდ C„ (L,) და C„ (I-ს. 

ცხადია, გვაქვს ტოლობები 

-ი _ 02% _ ძ2წ ქ-ს გC = 92 ძ2 1.38 
ჩ “კზ ე: ქვჩ (1.88) 
  

თუ ვისარგებლებთ 

თ.=-- (3–C––1)9, ე. ი. 1%=2, 2%=1 (1.3თ 

აღნიშვნებით, (1.38) განტოლებათა სისტემიდან გამოვიყვანთ 

+ =(-ეშჰ0, 9 უშ “ =C-– 1)9+–/(ე, უ 05. ,; (140 

2CL,, 2C#->, 

ფორმულებს, საღაც V (2, 2) კოორდინატთა 
2=2() 0.41) 

გარდაქმნის ფუნქციონალური დეტერმინანტია (იაკობიანია). ადვილად 
ვღებულობთ 
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#0, 20=ძი (>) = 1 აჯგეას > 
ძვჩ ძ2 ძ2 ? 

ფორმულას, იგივური 2=2 გარდაქმნისათვის, ცხადია, გვაქვს 

ჰ (2, 21=1. (1.43) 

(1.40) ფორმულა ჩავწეროთ კიდევ 

ძ2 2 ი2 ი2 გ ი?” 
3.“ #(2, 7») “5 -–=-+ (2, 2) -კC' ხა, 5>, (1.44) 

სახით. 
თუ დეტერმინანტების გამრავლების ფორმულას გამოვიყენებთ, 

(1.42)-დან მივიღებთ 

#0, 2=#(, 27#1C. 9, V5, 5:, 52. (1.45) 

რადგან V (2, 21=1, ამიტომ (1.45) ფორმულიდან გვექნება 

V (2. 21 #(2, 21=1, V5., 5>. (1.46) 

ე. ი 
1 

#(2, 2ბ3=--–--.-24+>-0, 5,, 5-. 1.47 (2, 2) 7-1 M” 2 (1.47) 

(1.46) და (1.47) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ ან 

1) #ჰ#C, 3 >0, (1.48 ა) 
ან 

2 #(2,0<0 2C#,. (1.48 ბ) 

პირველ შემთხვევაში კოორდინატების 2 –> 2 გარდაქმნისას კოორ- 

დინატთა სისტემის ორიენტაცია ინახება, მეორე შემთხვევაში, პირიქით, 

კოორდინატთა სისტემის ორიენტაცია იცვლება. შემდგომში ჩვენ შემო- 

ვისაზღვრებით კოორდინატთა სისტემების გარდაქმნათა ისეთი ოჯახის 

განხილვით, რომლებიც ორიენტაციას ინახავენ. ეს გარდაქმნები შეად- 

გენს მულტიპლიკაციურ ჯგუფს, რომლის ნეიტრალურ ელემენტს (ერ- 
თეულს) იგივური გარდაქმნა წარმოადგენს. მაშასადამე, განვიხილავთ 

კოორდინატთა ისეთ გარდაქმნებს, რომელთათვისაც შესრულებულია 

IC, 2>0, V5, 5>- (1.4თ 
პირობა.
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თუ 2 – 7, მაშინ (1.38) ფორმულის თანახმად (1.42) ტოლობე- 

ბიდან მივიღებთ 

2 
>0, V5, 5-. (1.5თ 

2 

51 ქვ: 
” (2, 2) „92 ძ2 = 

ძ2?! ძ2?? 

ვთქვათ 2–-2 და –C. მაშინ (1.45) ფორმულის საშუალე- 

ბით გვექნება 

#C, 2=V/დC, 2) 

ძ2 

ძ2 

    

ძა 
ძ?2 |. 

8-3, 
Iძ, | ” 

  

V5. – 52, 5, – 5>. (1.51) 

  

აქედან ვღებულობთ 

# დ, 21ძCI'ძ?| 1=M C,0 7) ძL I? I ძ?|“?, (1.51 ა) 

5,“ 5;, 9%:-5, 

ტოლობას, რომელიც აღნიშნავს 

#”C, 2) |ძLI1 | ძ?).? (1.52) 

დიფერენციალური ფორმის ინვარიანტობას კომპლექსური 2 და L 
კოორდინატების კონფორმულ გარდაქმნათა მიმართ. 

ამრიგად, (1.52) დიფერენციალური ფორმა, რომელიც განსაზღვ- 
რულია კოორდინატთა ნებისმიერი 5, და 5; სისტემებისათვის, წარ- 

მოადგენს ორივე 2 და ს არგუმენტის კონფორმულ ინვარიანტს. 
7. კოორდინატთა სისტემების მახასიათებელი ფუნქციის თვისებე- 

ბი. (1.49) დაშვების თანახმად (1.42) ფორმულებიდან გამომდინა- 
რეობს 

ძა მ 
> 2 26, LCCM, V5,, 5ყ. (1.53) 

უტოლობა. აქედან გვაქეს 

  

    

“1 ს” 

2: >მ, ე. ი. 95 0, 2CL.,, 5ხCჩ., V5,, <5L. (1.54) 
ი2 ძ>   

(1.44) ფორმულის თანახმად მახასიათებელი 

- ძე |Iძ” 
კ 2)=-–=/-, 5,, 5;, 1.55 იC, 2 3= | 5 V L (1.55) 

ფუნქცია შეგვიძლია კიდევ ჩავწეროთ



§ 1! გაუსის კომპლექსური კოორლინატები ჭედააირჯე 265. 

= 0 | 92 
ძ (CC. 2)= ძC ძL" V5,, 5;, (1.56» 

სახით. 

(1.55) ფორმულიდან გამომდინარეობს, 'რომ ს=ხ (2) ფუნქცია აკ- 
მაყოფილებს ბელტრამის განტოლებას 

0მ- ს--ი (ნ, 2) 0,-=0. (1.57): 

(1.56)-დან გვაქვს რომ შებრუნებული 2=2(წ) ფუნქცია წარ- 
მოადგენს 

ძა ძს 
განტოლების ამონახსნს. (1.53) განტოლების თანახმად, ცხადია, სრულ-- 

დება · 
I0C, 2)| < 1, 2CV,, 5CMV ხ5,, 5, (1.59 

პირობა, (1.34)-დან გვაქვს 

თC, 9 (9, (ძე-'=0C,. შ)ძX(ძუ“!, V5, – 51, 5: – 5ჯ, (1.60) 
ტოლობა, რომელიც ძ (CC, 2) ძ? (ძუ“! დიფერენციალურე ფორმის ინ- 

ვარიანტულობას აღნიშნავს ორიკე არგუმენტის მიმართ. (1.60) ტოლო-- 

ბიდან და (1.59) უტოლობიდან გვაქვს 

IიC. 2|=I0(C, ბI<1, V5,-–5კ, 5-5 (1.61) 
რადგან 2 და ს კოორდინატები დაკავშირებულია ხ=ს(2) (ანუ 

2=2? (ე) სახის ფუნქციონალური დამოკიდებულებით, ამიტომ მახასია- 
თებელი 0 (ს, 2) ფუნქცია შეიძლება განვიხილოთ როგორც ერთ-ერთი 

2 ან C არგუმენტის ფუნქცია. როგორც ჩვენ უკვე ზემოთ მშმევთანხმ-- 
დით, განსახილავი კოორდინატთა სისტემები ეკუთვნის რაიმე 5», 

M12>1 ოჯახს. მაშასადამე, თუ 5, სისტემა დაფიქსირებულია, მაშინ კორორ– 
დინატთა სხვა ნებისმიერ §ჯ სისტემაში ს (2) CC, (-”.) და, მაშასადა- 

შე, 0 (C, 2) მახასიათებელი წარმოადგენს 2-ის #0(შ) ფუნქციას ”, არე- 

ში, რომელიც C„-, (ე) კლასს ეკუთვნის. (1.60) და (1.61)-ის თა- 
ნახმად სრულდება 

იფძ-.შ2=29C0ძ2- 9, ხV5, 5-5, (1.62) 

|09(0 | =I9(2|<1, V5, 5, 5-.. (1.63)
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პირობები. რადგან #7 (2) უწყვეტია #,-ში და |ძ(0|)<1, როცა 26ჩ» 
ამიტომ ყოველ ჩაკეტილ #: ქვესიმრავლეზე #,-დან |0 (2)| აღწევს თა- 

ვის მაქსიმუმს რაიმე 2ე წერტილში /1;-დან, ე. ი. 

ობა 'ძ(2)| =|9 (7)|)=0ძი 7ი C #1- (1.64) 

მაშასადამე, (1.59) უტოლობის თანახმად 

L0 CC, 2)I=|0 (II Cი4ი<1, 2Cჩ,, V5,, 5. (1.65) 
ცხადია, ძე დამოკიდებულია, საზოგადოდ, კოორდინატთა 5, და 5ჯ სის- 

ტემების არჩევაზე: ძი=40 (5,, 5), მაგრამ 
ძი (5,, 5) < 1, წ5,, 5;, (1.66) 

უტოლობა ყოველთვის სრულჯება. 
კოორდინატთა 5: და 5, სისტემების მახასიათებელი 0 (C, 2) 

ფუნქციის თვისება რომელიც გამოსახულია (1.63) და (1.65) უტო- 

ლობებით, არსებითად გამოიყენება კოორდინატთა სპეციალური სის- 

ტემების აგებისას #-ზე. სახელდობრ, ამ თვისების ძალით არსებობს 

ბელტრამის (1.57) განტოლების ჰომეომორფიხმები, რომლებიც საშუა- 

ლებას გვაძლევენ მოცემული მახასიათებლით ავაგოთ # ზედაპირის 
კოორდინატთა შესაბამისი სისტემა. 

§ 2. ზედაპირის კოვარიანტები და მათი თვისებები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ შემოვიყვანთ ზედაპირის კოვარიანტის ცნებას 
და ვუჩვენებთ მის კავშირს ზედაპირის ტენზორებთან. 

1. ზედაპირის კოვარიანტები. თუ იჩ' ' % (X) რაიმე 9Iბ (-) მოდუ- 
1.“ 

ლიდან აღებული (#7, 0)ტენზორის კომპონენტებია გაუსის ნამდვილ X%” 
კოორდინატებში, მაშინ ამ ტენზორის კომპონენტები გაუსის კომპლექსუ- 

რი 27 = XI -LIXჯ>, 22= ჯ1 --/X? პარამეტრების მიმართ გამოისახება 

ინ“ ““ჩ _ “ჩე ერ. ერესი ეჩ (2.1) თ. · თუ თ ..·შე 6, 2 ჩ, ს, 

ფორმულების საშუალებით. კომპლექსური 2% კოორდინატების ახალი 29 
კოორდინატებით შეცვლისას გვექნება გარდაქმნის ფორმულები 

ჩ,:'ზ,ე _ ეხ... 20 მ IX. კვჩ პუმა · ... 
  

»ჯ V#1”' "'/» კვ?! ' >» ძ;“ პჯ"? (2.2)
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ვთქვათ, 4 კონფორმულად ეკვიკალენტური კოორდინატთა სის- 
ტემების რაიმე ოჯახია #-ზე, რომელსაც სიმოკლისათვის #4 ოჯახს ვუ- 

წოდებთ. 
თუ 5,, 52 6C/#, მაშინ (1.21) ფორმულის თანახმად (2.2) და- 

მოკიდებულებები მიიღებს სახეს 

2ჩ..-ჩი _ „ზი. .ჩეძ2! ძლ“? ძლ ძი (2.3) 
თათარი 2 აბშრყვრ კერი კვ ქ:ზი 

აქედან გამომდინარეობს 

  

2-4 · % ძვი!...ძვიი (ქ2%...ძვჩი-L = 

= ეზ)“ · "ზა ძ2ნ1... ძანი(ძეს!. .. ძ>ჩი)-!, 95, – §-. (2.4) 
თ)“ ..თ»ა 

ამრიგად, თუ ძს'''ჩ, (7 (ი, 0ძ)-ტენხზორის კომჰონენტებია 
18.“Cთი 

VI (”)-დან კოშოდისტია §, სისტემაში, მაშინ დიფერენციალური 

დ) "IX "თ ძ»21. - - ძი (ძ>8... ძვმთ)-! (2.5) 
I 

ფორმა კონფორმულად. ინვარიანტულია. 
ვთქვათ #7, და 7: (შესაბამისად VI და MI) ერთიანების და ორია- 

ნების რიცხეებია თ.,..., თ»: (შესაბამისად ჩ,ე,..., ზე) ინდექსებს შორის. 

ცხადია, 

MI. = ათ + -.. + 600, თ. = გჩ) +... + 6M (2.6) 

რადგან ძ21=ძ2, ძ2=ძ2, ამიტომ, თუ შემოვიტანთ 

ის აფ=!რ. რწ (0=/(2), (2.7 
აღნიშვნებს, (2.4) ტოლობა მიიღებს 

;(2)ძ2' ძ2"= | (2 ძ2'ძ 2", V5ე-5> (2.8) 

სახეს, სადაც 
#L=/1-– MI1=5%1 + ·-- + 810-- ბს ...- ბ, 

: (02.9 
#=M-M=6614+-..4+820- 6M--. .. გ,
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აქ უნდა აღინიშნოს, რომ მთელი იე და გ რიცხვები არაა დამოკი- 
დებული კოორდინატთა სისტემის არჩევაზე რაიმე ,-ოჯახიდან. 

ამრიგად, თუ / (2) ტოლია 91 (#/)-დან აღებული რაიმე (9, 0)-ტენ- 
ზორის რომელიმე ის _M, (უე) კომპონენტისა კოორდინატთა 5, სის- 

ტემაში,- ხოლო /? და # მთელი რიცხვებია, რომლებიც (2.9) ფორმუ- 

ლებით განისაზღვრებიან და, მაშასადამე დამოუკიდებელნი არიან 

კოორდინატთა სისტემის არჩევისაგან, მაშინ / (2) #--ძ2? დიფერენ- 

ციალური ფორმა კონფორმულად ინვარიანტულია. (2.7) ფორმულით 

განსაზღვრული 2 ცვლადის /(უ ფუნქციის ეს თვისება კოვარიანტის 

ცნების ზოგადი განსაზღვრის საშუალებას იძლევა. შევთანხმდეთ, შემდ- 

გომში /(7” ძ:' ძაან სახის დიფერენციალურ ფორმას შემოკლებით 

(ი, /)-მონოფორმა ვუწოდოთ. 

დავაფიქსიროთ ” ზედაპირს კონფორმულად ინვარიანტული 
კოორდინატთა სისტემების რაიმე 4 ოჯახი (მოკლედ 4-ოჯახი) და /I, 

# მთელი რიცხვები. IC”, 74)-თი აღვნიშნოთ % (”,) სიმრავლეთა 
გაერთიანება 5, C ,4-თვის. ვთქვათ არსებობს რაიმე წესი, რომელიც 
კოორდინატთა ყოველი 5, სისტემისათვის ,4-დან რაიმე ისეთი / (2) 
ფუნქციის განსაზღვრის საშუალებას იძლევა 9 (”,)-დან, რომლისთვი- 

საც #(2)ძ2”ძნა მონოფორმა კონფორმულად ინვარიანტულია, ე. ი. 
სრულდება პირობა 

/(00)ძ2 ძა" =/7()ძ2-ძ2". V5,, 5- 64. (2.10) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ეს ტოლობა ეკვივალენტობის მიმარ- 
თებას წარმოადგენს. მაშასადამე “2 (#, 4) იყოფა ეკვივალენტობის 

არაგადამკვეთ კლასებად. ვთქვათ, %.,, (/”, ,1) ამ კლასების სიმრავ- 

ლეა. ყოველ ელემენტს %.,,(L, 4)-დან ვუწოდებთ # კლასის 
(თ, M)-ტიპის კოვარიანტს %1(”)-დან ანუ, მოკლედ, (VI, I) კოვა- 

რიანტს LC, /#)-დან. /#(2) ფუნქციას კოვარიანტის კომპონენტს 
ვუწოდებთ კოორდინატთა §, C 4 სისტემაში. თუ / კოვარიანტია, მა- 

შინ /(2) აღნიშნავს მის კომპონენტს კოორდინატთა 5, სისტემაში. 

ცხადია, / კოვარიანტი 9, (M, 7)-დან ცალსახადაა განსაზღვრული, 

თუ მოცემულია მისი #(20) კომპონენტი ერთი ნებისმიერად დაფიქსი- 

რებული კოორდინატთა §, სისტემის მიმართ 4-დან. მაშინ მისი / (2) 

კომპონენტი სხვა ნებისმიერი კოორდინატთა 5-C4 სისტემისათვის. 

ცალსახად გამოისახება (2.10) ტოლობის საშუალებით, ე. ი.
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+, ძ2 სყ ”/ძ2ა”" #7(0)=)C (+) (+) 0.11) 

ამის გამო, როცა ლაპარაკია წ(2) კოვარიანტზე %I(/, ,4)-დან, 

იგულისხმება ,4 კლასის / კოვარიანტი %1 (/#-)-დან, რომლის კომპონენ- 

ტი 5, C 4-ის მიმართ / (2)-ის ტოლია. 

თუ 5,64, მაშინ /:,M,-–-0 ასახვა ეკუთვნის ნებისმიერ 

მისი (”, #)-ს. მართლაც, მისი /(2) კომპონენტი კოორდინატთა ნე- 
ბისმიერ 5, C,4 სისტემაში იგივურად ნული ხდება და, მაშასადამე, 

(2.10) პირობა ყოველთვის სრულდება. მას ნულოვან კოვარიანტსაც 

ვუწოდებთ. 
(2.11) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ / კოვარიანტი 

მაი (”, 4)-დან ნულოვანი იქნება, თუ მისი / (2) კომპონენტი კოორ- 

დინატთა ერთ 5, C 4 სისტემაში იგივურად ნულის ტოლია. 
თუ / ნულოვანი კოვარიანტია, მაშინ დავწერთ /=0. როდესაც 

/C9%,. ა (ჩ, #), მაშინ შევთანხმდეთ აგრეთვე დავწეროთ / 5-0 (შე- 
საბამისად, / 95 0), თუ /(2 კომპონენტი კოორდინატთა ნებისმიერ 

5,C #4 სისტემაში არსად (შესაბამისად, იგივურად) არ ხდება ნული 
#ჯ -ში. 

ი და " რიეცხეებს (72, 7/1)-კრორდინატის ინდექსებს, ხოლო 
|ი1| + | III ჯამს კოვარიანტის რანგს ვუწოდებთ. ნულოვანი რანგის 
კოვარიანტს სკალარს ვუწოდებთ VI (#, #)-დან. სკალარების სიმრავ- 
ლეს VL(L, #4)-დან” % ბ (I, #)-თი აღვნიშნავთ. თუ დ სკალარია 

ე (”, „-)-დან, მაშინ მისი კომპონენტები აკმაქჟოფილებს 

დ(2)=დ(2)=დ 2(2), V5,, 5-6C4, (2.12) 
პირობას. კერჰოდ, ზე(ჯ, #4), ცხადია, კომუტაციურ რგოლს წარ- 

მოადგენს ერთეულით. 
როგორც (1.51 ა) ფორმულიდან ჩანს, კოვარიანტის მაგალითს 

წარმოადგენს V (დ, 2) იაკობიანი. თუ კოორდინატთა 5, სისტემას ნე- 

ბისმიერად დავაფიქსირებთ, მაშინ (1.51 ა)-ს თანახმად გვაქვს 

„C, თ ძღაძნ=/დ უძთძი V5,- 5>. 

მაშასადამე ფიქსირებული კოორდინატთა 5, სისტემისათვის V (C, 2) 
წარმოადგენს კოვარიანტს «?,,, (–)-დან 5; კოორდინატთა სისტემაში. 
ზუსტად ასევე მივიღებთ, თუ დავაფიქსირებთ 5: კოორდინატთა
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სისტემა, მაშინ # C, ე წარმოადგენს კოვარიანტს ძ?7.,, _კ (#”)-დან. 
კოორდინატთა <, სისტემაში. 

კოვარიანტის სხვა მაგალითს წარმოადგენს კოორდინატთა 5ჯ და. 

5, სისტემების 0 (წ, 2) მახასიათებელი ფუნქცია. (1.60) ფორმულიდან 

გამომდინარეობს, რომ კოორდინატ,თა ფიქსირებული 5, სისტემისათვის 
0 დ, 2) მახასიათებელი C-ს მიმართ სკალარს წარმოადგენს ზვ (#-')-დან, 

ხოლო კოორდინატთა ფიქსირებული 5; სისტემისათვის იგი კოვარიანტს. 
წარმოადგენს წ._), _, (ჩ)-დან კოორდინატთა 5, სისტემაში. 

8. ზედაპირის კოვარიანტების თვისებები. ქვემოთ ჩვენ ჩამოყთვლით: 

კოვარიანტების ზოგიერთ ძირითად თვისებას, რომლებიც უშუალოდ. 

გამომდინარეობენ ზემოთ მოცემული განმარტებიდან. 
1) თუ ს თ6%.,,(ს, 4), მაშინ /+ დ ჯამი აღნიშნავს კოვა- 

რიანტს, რომლის კომპონენტები კოორდინატთა ნებისმიერ 5, სისტე- 

მის მიმართ 7/4-დან ტოლია / (2) + (2)-ის. ცხადია, ”-+ წ 6 მა, (#/, „4). 

2) თუ დCწ”-(, 4) და /6%.,,(,,, #4), მაშინ დ/ ნამრავლის 

ქვეშ ვიგულისხმებთ კოვარიანტს, რომლის კომპონენტები კოორდინატთა 
ნებისმიერი 5, სისტემის მიმართ /-დან ტოლია დ (2) / (2)-ის. (კხადია, 

დ/ C მი, (ჩ). 
1) და 2) თვისებების თანახმად ადვილად ვრწმუნდებით, რომ 

თ.ა (კ, 4) წარმოადგენს წრფივ სივრცეს სკალარების 7ე)(#, 1) 
რგოლზე, ე. ი. 9I,,,, (”, #4) წარმოადგენს წა-(/, #4) მოდულს. 

ვე თუ /C 8, (I, /) და წC%V,,,,(#, #4), მაშინ /> ნამრავლი, 
რომლის კომპონენტი კოორდინატთა ნებისმიერი 5, სისტემის მიმართ 
#-დან / (2) წ (ე-ის ტოლია, წარმოადგენს (0+#ი), (0-/MI)--კოვა- 
რიანტს XI VI, 4)-დახ, ე. ი. I9 C ჩაი, თძ+წ+»ი V, 4). 

4) თუ /C წ, (/, /#), მაშინ /-ის ქვეშ ვიგულისხმებთ კოვა- 
რიანტს, რომლის კომპონენტი კოორდინატთა ნებისმიერი 5, სისტემის 

მიმართ 4-დან / (2)-ის ტოლია. ცხადია, ”Cფწ,,ა (I, ,4). 

5) თუ #6 წუ („”, 4) და ჩ”5-0, მაშინ /"1-ის ქვეშ ჩვენ ვიგუ- 
ლისხმებთ კოვარიანტს, რომლის კომპონენტი კოორდინატთა ნებისმიე- 
რი 5, სისტემის მიმართ 4-დან 1/ჯ (2)-ის ტოლია. ადვილად დავრწ- 

მუნდებით, რომ /“1Cშ._,., _„.(”, 7). 

(ი, #)-კოვარიანტებს ნებისმიერი მოდულიდან კოგრედიენტულს 
ვუწოდებთ, ხოლო (VI, I) და (–-ი1, –-I)-კოვარიანტებს––კონტრაგრე- 

დიენტულს. თუ / კოვარიანტია და არსებობს /“1, მაშინ / და /-1 

კონტრაგრედიენტული კოვარიანტებია.
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ამრიგად, ჩვენ ვხედავთ, რომ ნებისმიერი # კლასის კოვარიან- 
ტებზე % (ჩ”)-დან შეიძლება გამოვიყენოთ ოთხი ალგებრული ოპერაცია: 

შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გაყოფა. კოვარიანტების ეს მნიშვ- 
ნელოვანი თვისება კოვარიანტების თეორიას აახლოებს სიბრტყეზე 

კომპლექსურ ანალიზთან. 

6) თუ 4 და 8 ჩ” "ზედაპირის კონფორბმულად ეკვივალენტუ- 

რი კოორდინატთა სისტემების ორი განსხვავებბული კლასია, მაშინ 

თ. (–ჩ, 4) და შა, (–, 8) სიმრავლეები განსხვავებულია. შეიპლე- 
ბა აიგოს შესაბამისი მაგალითი. 

ვთქვათ, თ დიფერენცირებადი სკალარია # (/”)-დან5ი  კოორდი- 
ნატთა ყოველი 5, სისტემისათვის განვმარტოთ 

1+ 2? (2.13 = „13 (I(200=1+ შ,დ ) 

ფუნქცია. ვთქვათ, ძ-- დ=0 5, C #-თვის. მაშინ ძ--თდ=0 ნებისმიერი 

5 .- C 4-თვის და, მაშასადამე, 

I(20=1, V5,64. (2.13 ა 

რადგან დ (2) წარმოადგენს #,-ში 2-ის ანალიხურ ფუნქციას ნებისმიე- 

რი 5, C 4-თვის, ამიტომ კოორდინატთა ყოველი 5; სისტემისათვის 8 

ოჯახიდან გვაქვს: ძმ; დ -= ჯ' (2) ძ 2, ძ-–დ=დ” (61) ძ– 7. მაშასადამე, 

  

    

”C)=1+ 
ძ–დ მ 2 LV _ L“ = „C8, 2.13 ბ 22 C 1 + 2%2 1-L0 (2, ს), 5:68 ( ) 

სადაც 902, უე კოორდინატთა 5; და 5; სისტემების მახასიათებელი 

ფუნქციაა. რადგან 0 (7, უ ძიძ-! კონფორმული ინვარიანტია, ამი- 

ტომ /7(0-––1C წ ,, (წ, 8). მაშასადამე, ”/ წარმოადგენ” „7 კლასის 

სკალარს, მაგრამ იგი 9 კლასის სკალარი არ არის. საზოგადოდ, ად-. 

ვილად დავრწმუნდებით, რომ / არ წარმოადგენს 8 კლასის კოვა- 

რიანტს. 
7) არსებობს (MI, /M)-კოვარიანტები 9 (#, ,4)-დან” რომლებიც 

ი.ი (+, 4)-ს ეკუთვნიან IM ზედაპირის კონფორმულად ეკვივალენტუ- 

რი კოორდინატთა სისტემების ნებისმიერი 4-ოჯახისათვის. ამგვარი კო- 

ცარიანტებს სიმრავლე %,.,.(”)ით აღვნიშნოთ. კოვარიანტებს 

ა (”)-დან უნივერსალური კოვარიანტები ვუწოდოთ 9M(ჩ) მოდუ+ 
ლიდან. უნივერსალური კოვარიანტების მაგალითებს + (#”)-დან წარ-.
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მოადგენს %I (ჩ)-დან აღებული ტენზორის კომპლექსური კომპონენტე- 

ბი. ეს უშუალოდ გამომდინარეობს (2.7) და (2.მ) დამოკიდებულებე- 
ბიდან 

ვთქვათ, L არის # ზედაპირის წერტილის რადიუს-ვექტორი. მა- 
შინ კომპლექსური I-=ძეL ვექტორ-ფუნქციები, რომლებიც კოორდი- 

ნატთა 5, სისტემის ბაზისს შეადგენენ, წარმოადგენენ უნივერსალურ 

კოვარიანტებს Vგი გ9 (”)-დინნ. წ“ ვექტორ-ფუნქციები რომლებიც 

კოორდინატთა სისტემის ბიორთონორმალურ ბაზისს შეადგენენ და, მა- 
შასადამე, აკმაყოფილებენ 

. ჩ=26 (2.14) 

პირობებს, წარმოადგენენ უნივერსალურ კოვარიანტებს V _ გC 29 (ფა- 

დან. ეს ადვილად გამომდინარეობს 

ძი =ძ2 (2.14 ა) 

ფორმულიდან, რომელიც (2.14) ტოლობიდან უშუალოდ მიიღება. უნი- 
ვერსალური კოვარიანტების მაგალითებს წ (”)-დან წარმოადგენს კომპ- 

ლექსური მეტრული ტენზორები 
ძგა=0თე-ც=, წ), 0%9ჩ=70-=;ჯ::ჩ იეხ=01=I+.:ჩხ=ბ2), (2.15) 

ასევე კომპლექსური დისკრიმინანტული ტენზორები 

იეგ=სწა ნგ, C69%=ი+59IL, ი8=ი, მ, ი5ბ6=ით.ს. (2.16) 

რადგან 

ნა=ში”=-- (++(C-0%», ლ=I (C-ს), (2.17) 

ამიტომ გვაქვს 

ძიგ= – Iთ,,,–-–(––1)9+ჩ ი,,,,-LI/ ((–-1)--+C--1)ჩ) თ,,,,, (2.18 ა) 

ეჩ. ე!!! ( 1ათ+ჩ ები 7 ((--1)9-L (–-1)ჩ) ი", (2.18 ბა 

_ 1(-– ეზ ი)ზ 
C 

4 4 

– 1 1 
ს) C060-- ((_ 1)ჩ--(--1)9) –--- V2 :;C–) (–1)5 7= 

(2.19) 

ტოლობები, სადაც თ ზედაპირს მეტრული კვადრატული ფორმის 
დისკრიმინანტია. გვაქვს
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თ =0ძე.. რა,,–-ძLა, = 4 (თ–-ძ,, თვა) = 4 (დ ელი ი, 6) > 0 

(თ,,=–მა, 0,:=6ე) >0). (2.20) 

ახლა ცხადია, რომ 

ძიგ: 6იგ C წგი | 28 , გე 'L 8 (7), 

  

(2.21) 
ჟი, CჩCV_ გი – გზ, - 29 გზ (ჩ), 

ძCძ7ა,ა (ჩ), ე. ი. V (2) Cთ),, (წ). (2.23 

ამის გარდა, (2.19) ტოლობიდან გვაქვს 

01,=C::=0, ნე=-“--- V 9, (2.23 ა) 

1 11-00, 12. ე21= ==, 2.23 ბ 011=C C C 21/ > C ) 

უნივერსალური ტენზორების მაგალითებს წარმოადგეს მულტიპლიკა- 

ციური ტენზორები 

თ...-Cთ თ თ =# ... აღ, 7= L<1. . .რბუ “ი 
-თ '“, CI. · რა: 7, 

? (2.24) 
ბ... ი. ·ჩ> %,.. „დი “ჩი, 

აღსანიშნავი, რომ უნივერსალური კოვარიანტი %უ,ე (/)-და 
ცალსახად არ განისაზღვრება მისი კომპონენტების დასახელებით რაიმე 

ერთ ფიქსირებულ კოორდინატთა 5, სისტემაში. ამის საილუსტრაციოდ 

მოვიყვანოთ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ 
/თ-ძ.დ ღა 6(21=0. დ)”, (2.25) 

სადაც დ დიფერენცირებადი სკალარია შეა (”)-დან. ცხადია, / ღა წ 
ეკუთვნის შესაბამისად ზი, (”) და შა, (”)-ს. თუ დ 2-ის ანალიზუ- 
რი ფუნქციაა 5, C 4-თვის, მაშინ /=წ7=0 კოორდინატთა სისტემების 
მიმართ /#-დან, მაგრამ კოორდინატთა სხვა სისტემებში / და თ ერთ- 

მანეთს არ ემთხვევა. 

ვთქვათ, ი რაიმე ნატურალური რიცხვია და 4,,..-, 4, I ზე- 
დაპირხე კონფორმულად ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების 
18. ი. ვეკუა



274 კოვარიანტების თეორია (თავი VII 

განსხვავებული კლასები. ,4--ით აღვნიშნოთ 4, L) · + · LI 4» გაერთიანება. 

ახლა ადვილად ავაგებთ წ (#”)-დან ისეთი კოვარიანტების მაგალითებს, რო– 
მელთა კომპონენტები ერთმანეთს ემთხვევიან კოორდინატთა სისტემე- 
ბის მიმართ ,49-დან, მაგრამ განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან კოორდი– 
ნატთა სისტემების მიმართ ნებისმიერი 8 ოჯახიდან, „8 == /4,, # 6 I1, ი|. 
ასეთი კოვარიანტების მაგალითებია 

ი (C2 · "2. Lს)=(9 (2), ლ). · "0 (2, დე)", # C L1, ჩ? (2.26» 

სადაც 4 (2,, ს) კოორდინატთა 5,, და 5; სისტემების მახასიათებელი 

ფუნქციაა, ამასთან 5, კოორდინატთა რაიმე ფიქსირებული სისტემაა 

4,-დან. ცხადია, 0კ=0, თუ 5LC #7, ხოლო ძ, C წ.ს,ს (ჩ, 8), ძ,%-90, 
5; C 8-თვის, თუ 8 % 4,, !C(1, ჩ). 

მოყვანილი მაგალითებიდან ცხადია, რომ უნივერსალური კოვა- 

რიანტის განსასაზღვრავად 91», (ჩ)-დან აუცილებელია დავასახელოთ 
იგი ზედაპირის კონფორმულად ეკვივალენტური კოორდინატთა სისტე- 

მების ნებისმიერი ოჯახის მიმართ, ე. ი. დავასახლოთ მისი კომპონენ- 
ტი კოორდინატთა ერთი ფიქსირებული სისტემის მიმართ ყოველი 

/#4-ოჯახიდან. 
8) განვიხილოთ, კერძოდ, ნულოვანი რანგის უნივერსალური კო- 

ვარიანტები 9 (/7)-დან. ცხადია, ნულოვანი რანგის ყოველი ტენზორი 

91 (”)-დან, ე. ი. სკალარი 91, (–)-დან წარმოადგენს აგრეთვე ნულო- 
ვანი რანგის „უნივერსალურ კოვარიანტს V%I (/)-დან, ე. ი. შზე (”) ლ 

C შეი (/). ჩვენ ახლა დავრწმუნდებით, რომ ნულოვანი რანგის კო- 
ვარიანტების %ზე,ი (”) სიმრავლე სინამდვილეში 2ე (–) სიმრავლეზე 
უფრო ფართოა. 

ვთქვათ, ის % რაიმე ტენხორის კომპონენტებია 9I,,, (#--)-დან. 

თუ ინდექსების ჩ,..., ჩე მიმდევრობა წარმოადგენს ინდექსების 
თ... %ე მიმდევრობის რაიმე გადანაცვლებას, მაშინ (2.9) ფორმულე- 

ბის თანახმად გვექნება 

ი=ბლ +...+ 8წი--(8%+.-· +ბIM) =0, 
(2.27) 

M=61+ ... +ბწი -(6+ ... +2ჩი) =0. 

მაშასადამე, 

Iთ=ის' “წ 0
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ფუნქცია წარმოადგენს ნულოვანი რანგის კოვარიანტს 9%%ა,ი (”)-დან, 

მაგრამ, ცხადია, (2) არ არის სკალარი (ნულოვანი რანგის ტენზორი) 

91 (”)-დან, თუ იმ >1. 

9) ისევე, როგორც ზემოთ, 4-თი აღკნიშნავთ # ზედაპირის კონ- 
ფორმულად ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების ოჯახს. შევთანხ- 

მდეთ, სიმბოლურად ჩავწეროთ / 6 9ბა,,, თუ / ეკუთვნის ან რაიმე 

შაი I”, 4)-ს, ან 9, (ჩ)-ს. როცა ერთდროულად განვიხილავთ ორ 
წეს» და მა, სივრცეს, ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ან 

წოსა=ზ%ესი (”) და მზა ა= შია (CM), ან ზაი=ზაი CV, #) და 

თბო გე=მშუ,ა (LL, 4). 

ვთქვათ 9. ,„„C წ, და 9,,, 920. მაჰინ არსებობს შებრუნებუ- 
ლი 9, კოვარიანტი, რომელიც შV „, ე-ს ეკუთვნის. თუ / C მჩ, 
ძაშინ ცხადია, რომ §ა-1. ”=/ე C ე,ა. აქედან გამომდინარეობს 

I=/ა 9. VI C 9, (9.28) 

ფორმულა, რომელსაც 9 ,,„-დან აღებული / კოვარიანტის ფაქტორი- 
ზაციას ვუწოდებთ. §).,,, კოვარიანტს ზწუ,ა-დან, რომელიც აკმაყო– 
ფილებს §პ5,,„9-0 პირობას, %,,,„ კლასის დივიზორს ვუწოდებთ, 

ხოლო (ე სკალარს 9%,ა-დან-–-/ C V%,,„ კოვარიანტის პროექციას §ბ2 5, 
დივიზორის მიმართ. 

ჩვეულებრიე, თ, დივიზორად მიზანშეწონილია წ, (–) კლასის 

უნივერსალური კოვარიანტის აღება. მას წ, კლასის ნორმალურ დი- 

ვიზორს ვუწოდებთ. ასეთ შემთხვევამი (2.22) ტოლობას 9.,,-დან 
აღეძული კოვარიანტების ფაქტორიზაციის ნორმალურ ფორმას ვუწო- 
დებთ, ხოლო /ე-ს--/ C 9... კოვარიანტის ნორმალურ პროექციას. 

თუ დავაფიქსირებთ §ბა„,,„ დივიზორს, მაშინ (2.28) ფორმულა 

ახორციელებს 9, ა –> ე იხომორფიზმს. უპირველეს ყოვლისა ეს 
ასახვა ამყარებს ურთიერთცალსახა თანადობას 9, და ბე, სიმრავ- 

ლეებს შორის, ამასთან ნეიტრალურ ელემენტს შბ?,,ც-დან შეესაბამება 

ნეიტრალური ელემენტი 9I,,ე-დან. მეორე მხრივ, თუ /, § C 9», და 
ი დი სათანადო პროექციებია "ზე,-ხე, მაშინ, ცხადია, კოვარია5ნ- 
ტების ჯამის პროექცია ტოლია მათი პროექციათა ჯამის. 

ჩვენ შეგვიძლია დავასახელოთ % (ჩ–)-დან აღებული ნორმალური 
დივიზორების აგების მრავალი ხერხი. აქ მხოლოდ ერთი ასეთი დივი- 
ზორის მაგალითს მოვიყვანთ. 

ვთქვათ, 6, წარმოადგენს # ზედაპირის” კოორდინატთა რაიმე
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ფიქსირებულ სისტემას. მაშინ ზედაპირის კოორდინატთა ნებისმიერი 
სისტემისათვის სრულდება 

იფუ=92 +0, თ (2) =92 0, 2C7#,., (2.29) 
92 ძ2 

პირობები (იხ. § 1, პუნქტი 7). ამას გარდა, ცხადია, რომ თ (2) და 

თ (7) წარმოადგენს უნივერსალურ კოვარიანტებს შესაბამისად V,,ი (#) 

და წა,1(”) კლასებიდან. მაშინ 

, LI) # _აგე,ე 

თუ (2) = (->) (3) = თ" (2)-თ” (2), 2CM,, (2.29ა) 
ძ2 ძ2 

წარმოადგენს უნივერსალურ კოვარიანტს შზ,,უ (”)-დან., მაშასადამე, 
წ, კლასის ნორმალურ დივიზორად შეგვიძლია ავიღოთ თუ, (/II,/)- 

კოვარიანტი. მაშინ 9.,ა-დან / კოვარიანტის ფაქტორიზაციის ფორ- 

მულა მიიღებს 

,/=ჩ თითა წი C ძი, (2.30) 

სახეს. 

10) თუ /Cწ,,, მაშინ გვაქვს 

1= (>-V=<) ” IC შ ა-ა. (2.31) 

# კოვარიანტს 1 კოვარიანტის კონტრავარიანტი ვუწოდოთ. ცხა- 

დია, / / სკალარს წარმოადგენს ძ7ე,ე-დან: 

ადვილი დასადგენია, რომ 7= /, ე. ი. / წარმოადგენს კონტრა- 

ვარიანტს /-ის მიმართ. 
თუ ჩ წ Cშ,,,, მაშინ / § C წაი (წ). / 6-ს ვუწოდოთ წზუ,-ის 

·# და # კოვარიანტების ლოკალური სკალარული ნამრავლი. ვისარგებ- 

ლებთ აღნიშვნით 
«თ +.) _ თ რ-I6=(:-V <5 | ” 6, .M6-..  C.33
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ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (/, #),-ს გააჩნია სკალარული ნამ- 
რავლის ყველა თვისება. კერძოდ, (/, /)/„ >>0, ამასთან ტოლობას ად- 

გილი აქვს მხოლოდ იმ წერტილებში, სადაც /=0. 
შეა,ა-დან არაუარყოფით 

Cღდდღდ.. 
IIIM=V CV, ჩM = (_V 6) III >9 (2.34) 

სკალარს / კოვარიანტის ლოკალურ ნორმას ვუწოდებთ. ადვილად 

დამტკიცდება შემდეგი ფორმულები: 
თუ /, წ C%წე,,, მაშინ 

ა) I/+წIს=)II+IწI, MCXL (2.35) 

(სამკუთხედის უტოლობა). 

ბ) |I(ი თIM<I/IMIწI/, MC”. (2.36) 
ამრიგად, წ„,, კლასის კოვარიანტები ლოკალურად ჰპილბერტის 

სივრცეს ქმნის სკალართა წე,ა ველზე. 

ლოკალურად ჰილბერტული წა, (ჩ, 4) სივრცე ჰილბერტულ 
სივრცედ გადაიქცევა კომპლექსურ რიცხვთა წ რგოლზე, თუ მასში 
ორი კოგრედიენტული ვექტორის გლობალურ სკალარულ ნამრავლს 

იძ, დ = (რ თMძ, ჩწ6C6შ,.(#,/), (2.37) 
? 

ფორმულით განვსაზღვრავთ. ცხადია, იგულისხმება, რომ ეს ინტეგრა- 
ლი კრებადია. ამისათვის საკმარისია, რომ I1/Iყ და 16, ლოკალური 

ნორმები წარმოადგენდეს კვადრატში ინტეგრებად ფუნქციებს. 
კოვარიანტის გლობალური ნორმა განსაზღვრულია 

I/II= VV ჩა. IC წოით (#ჩ. #4) (2.38) 

ფორმულით. ადვილად მტკიცდება 
)!+§9), =I/1+I!5M. /, წCწა.ი(, 4). (2.39) 

IC, §),)|ლI/M-I9Mს. / §Cზწ»..„(/, #), (2.40) 
ოტოლობები (2.35) ფორმულისა და კოში--ბუნიაკოვსკის კუტოლობე- 

ბის დახმარებით. 

ამრიგად, თუ სკალარული ნამრავლი (2.37) ფორმულების საშუა- 
ლებით არის განსაზღვრული, კოვარიანტები წუ, (/”, #)-დან შეადგენს 

ჰილბერტულ სივრცეს, რომელსაც MI, (ჩ–, 4)-თი აღვნიშნავთ.
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11) ვთქვათ / 6 „ა, (ჩ, 4) კოვარიანტის |/I„ ლოკალური“ ნორ: 
მა უწყვეტია #-ზე. დავუშვათ, რომ # კომპაქტური ზედაპირია. მაშინ 
# კოვარიანტის C ნორმას განვსაზლვრავთ 

L/I-.,=MმX1/ II, (”6ზწო,»(, 4) (2.41) 
MC# 

ფორმულის საშუალებით. (2.35) უტოლობების დახმარებით ადვილი 
დასამტკიცებელია, რომ სრულდება სამკუთხედის უტოლობა 

I/+6“M.. =I/L.„+)წ9Lს. /” §Cშ,.. (ე, ე. (2.43 
ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ | /L,, ნორმას გააჩნია მეტრუ- 
ლი-სივრცის ნორმის ყველა თვისება. ამის გამო წ. ,უ (#, #4) კლასის 

კოვარიანტები შეადგენს ბანახის სივრვეს, რომელსაც ზ,,, (#)-ით 

აღენიშნავთ. როცა #=/=0, კომპაქტურ ზედაპირზე გვექნება უწყვე- 
ტი სკალარების სივრცე ზი. (”, #4)-დან რომელსაც შე (ჯL, ,4)-თი 
აღვნიშნავთ. 

თუ ჩ კომპაქტური ზედაპირია, მაშინ ყოველი / 6 წ», (/, /) 
კოვარიანტისათვის არსებობს ისეთი #,C #” წერტილი, რომ 

I/LL=>|/(MიI. 
12) ზემოთ ჩვენ ვნახეთ, რომ ტენზორის კომპლექსური კომპო- 

ნენტები უნივერსალურ კოვარიანტებს წარმოადგენს, ახლა კი პირი- 
ქით, ჩვენ ვაჩვენებთ, თუ როგორ შეიძლება კოვარიანტების დახმარე- 
ბით ტენზორის აგება. ვთქვათ განიხილება #” ზედაპირის კონფორმე- 
ლად ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების რაიმე 4-ოჯახი. / რან- 

გის ყოველი წ ტენხორი რაიმე 91 (”) მოდულიდან შეიძლება წარმო- 
ვიდგინოთ „/4-დან აღებული კოორდინატთა 5, სისტემის მიმართ” 

I-ს, 99% (0.43) 
სახით, სადაც /ც,...თ, ტენხორის კომპლექსური კოვარიანტული კომ- 

პონენტებია, ხოლო 62% მულტიპლიკაციური ტენზორი 
გ”! თი  „%...60L ”, '(2.44) 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს 58, ..·ჩ ტენზორზე გავამრავლებთ 

და გავითვალისწინებთ 
დ“ % 6გ გ,=(2% ი)...” გ) =ბგ..-ბგ? (2.44ა)
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ფორმულებს, გვექნება 

"თ. თ-ჩთ,...თ,- (2.44 ბ) 

ამ ფორმულის მარჯვენა მხარეში მონაწილეობს წ და --,..-თ, ტენ- 
'ზორების შიგა ნამრავლი. 

(2.43) ტოლობის მარჯვენა მხარე შეიცავს 2” კონფორმულაჯ ინ- 
„ვარიანტულ 

–. (2.45) 
“შესაკრებს. ვთქვათ 

ი =27+-..+ ბი, რ= =ხ21+“.:--+ბეი. (2.46) 

მაშინ, ცხადია, რომ /ც,...ც, წარმოადგენ, (თ,  /)-კოვარიანტს 
XLC”, 4)-დან, ე. ი. 

/თ.·-თ, C მოი (L, 4). (2.47) 

I ღა ჩ-ის დაფიქსირებით (ცხადია, #I-+/=/) აღვილად დავრწმუნ- 

“დებით, რომ /#/ რანგის ყოველ ტენზორს შეესაბამება ლოი: 

ვარიანტი 9, (ჩ”, 4)-დანნ მაგალითად, 1-ლი რანგს ტენზორს 
9? (C”, 4)-დან შეესაბამება ორი-–-/, და /კ კოვარიანტი, თითო-თითო 

900. და V?ე,ჯ-დან. მე-2 რანგის წ ტენზორს %I (”, ,1)-დან შეესაბამე- 

ბა თითო კოვარიანტი /), C 91, და ა: C 91, და აგრეთვე ორი /კე, 
/ვ1 კოვარიანტი 91, ,,-დან, 

ახლა დავსვთ შებრუნებული ამოცან. ვთქვათ გვაქვს 
IC ტა... (ჩ, 4) (1>>20, #1 >>0) კოვარიანტი. ავაგოთ შესაბამისი 
ჩ=ი1+I! რანგის ტენზორები. დავუშვათ, რომ #1! და # (2.46) ფორ- 
მულებითაა გამოსახული. #7! და # რიცხვების თ,,...,. თ, ინდექსების 

'საშუალებით ასეთი წარმოდგენა არსებობს ლთ00) ცალი. მაშასა- 
M 

  

  

დამე, 

გ: |I69%. „ (2.48) 
გამოსახულებები კონფორმულად ინვარიანტულია, თუ თ,,..., თ,ინდექ- 

სების მნიშვნელობები (2.46) დამოკიდებულებეს აკმაყოფილებს. 
2.48) გამოსახულების კონფორმულად ინვარიანტულობა ცხადია, რად-
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გან /# და ც“'''%ი კონტრაგრედიენტული კოვარიანტებია. ეს გამოსა- 
ხულებები შეადგენს 0=#/1+/ რანგის წრფივად დამოუკიდებელ ტენ- 
ზორებს. ეს ტენზორები ჩვენ ჯერჯერობით განვმარტეთ კოორდინატთა 
სისტემებისათვის ,1-ოჯახიდან. მაგრამ ისინი (ე. ი. მათი კომპონენტე- 

ბი) ცალსახად განისაზღვრებიან, თუ მოვითხოვთ (2.48) გამოსახულე- 

ბას ინვარიანტულობას კოორდინატთა ნებისმიერი გარდაქმნების მიმართ. 

ბთ, ---თი (2.4 

ფორმულის საშუალებით / 6 9. „, (I, #4) (2 >>0, # 2>>0) კოვა- 

რიან ტისთვის ანალოგიურად ვაგებთ #=7#/1!+I/ რანგის (+! სხვა–   

I. /1! 
დასხვა რენზორს 9)! (–”)-დან. თუ / CV, (I, 4) (1 >>0, 7 2>>9) 
ახ #”C91 ე, „(I, 4) C2 >0, 1 2>>0), მაშინ შესაბამისს ტენზორებს 

ვაგებთ 

ყ---დ---- (2.50) 
ფორმულებით. დავაფიქსიროთ ახლა 0=/!+/ რიცხვი დღა ვცვალოთ 

„I და II, #7 >0, />>0. ავირჩიოთ სავსებით ნებისმიერად აანას 

///1წ”/! 

კოვარიანტრი ყოველგვარი 9, (ჩ, 4) კლასიდან. ეს კოვარიანტები. 
აღვნიშნოთ "თ. --თ, თი, სადაც თ),... თ, აკმაყოფილებს (2.46) და- 

მოკიდებულებებს. თუ განვიხილავთ ი! და M-ის, MI.-+I/=/, ყოველ- 

ნაირ მნიშვნელობას, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ასეთი კოვარიან- 

ტების რიცხვი 2”-ს ტოლია. მაშინ 

(=/თ.... %ი გ! % (2.51) 

ფორმულით ჩვენ ავაგებთ 0 რანგის ტენზორს 9 (#-)-დან. 

ვთქვათ რაიმე „4-ოჯახისათვის მოცემულია 2? კოვარიანტის ერ- 

თობლიობა 9) (#. ,4)-დან, ამასთან ფიქსირებული #7. და # რიცხვები- 

სათვის, #1+#7=7/, მათ შორის ჩვენ გვაქვს “ლი 2111 სხვადასხვა კო– 
I?! 

ვარიანტი VI, (I, #4)-დან. 2? კოვარიანტის ასეთ კრებულს ვუწო- 

დოთ კოვარიანტების 0-ასოციაცია %I (”, „4)-დან. 

(2.51) ფორმულის თანახმად კოვგარიანტების ყოველ /#-ასოცია- 
ციას %?(”, ,4)-დან შეესაბამება 0 რანგის ტენზორი V%IM(#”, ,4)-დან,



§2) ზედაპირის კოვარიანტები ლდა მათი თგისუბები 28) 

რომლის კომპონენტები კოორდინატთა ნებისმიერი 5, C/# სისტემის 
მიმართ მოცემული #-ასოციაციის კოვარიანტების ტოლია. 

ამრიგად, 9 (”)-დან აღებული ჯ რანგის ტენზორების სიმრავ- 
ლესა და %I (7, /4))-დან აღებული კოვარიანტების /#-ასოციაციებს შორის, 
სადაც # ზედაპირის კონფორმულად ინვარიანტულ "კოორდინატთა 
სისტემების რაიმე ოჯახია, შესაძლოა დამყარდეს პურთიერთცალსახა 

თანადობა (2.51) ფორმულის საშუალებით. 
13) დავუშვათ 4 ზედაპირის იზომეტრულ კოორდინატთა ოჯახია. 

მაშინ (იხ. VI თავი, § 3) 

თ.,=0,,,,==/Iს>>0, ძ,,,=ძ,,,,=0. (2.52) 

მაშასადამე, (2.18 ა, ბ) ფორმულების თანახმად 

1 
0თ)1=ძე:=0, 05 =0:,=- – ჩ, (2.53): 

2 ეI-ელ=0 ცI00=0-M1=.“., (9. 54), 
” 

ი=M,C M ძ =/#=>90. (2.55). 
ამის გამო გვაქვს 

=2 /#-1.,=2/V-1L,, Iს=2/M-1-,=2/M-1,, (2.56 აა). 

ი=-- 20= 1 #0, ”=-- #M#0=2#-C (2.56 ბ) 

დამოკიდებულებები, რომლებიც ზოგადი სახით შემდეგნაირად შეიძ-. 

ლება ჩავწეროთ: 

L9 -- 2/Lხ”1 ”ე.=2 /“1ჯე, ხ=-- /ყმშ= MI, (2.56). 

+ 1 –(–1) თმ=-- (3--(–1)9). 

ახლა, ცხადია, რომ გვაქვს 

ცი “წი 20/ს-0?-6 , „.=2/ #-ი6 , (2.57 ა). 
თ, · რი თ. · თ. 

6 = 2-0/იცი “ი -2-იტიც! წი. (2.57ბ), 
თ. ..რუ
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„ფორმულები. აგრეთვე 
ვე წე=(წე)?=0, L9I9= (+9)1=0, (2.58) 

ე- ი. ზედაპირის ყოველი იზომეტრული კოორდინატთა სისტემის სა- 
პაზისო ვექტორ-ფუნქციები იზოტროპულ ვექტორებს წარმოადგენს. 

მულტიპლიკაციური ტენზორების გამრავლების წესის გამოყენებით, 
ჯ2.57) ფორმულების თანახმად, ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

თე: '-რი 8. -.ჩ, ყ, 'გა'''(, ც)= ი ი 

=2-ჩ /M? 88... · . 8ჩი, (2.59 ა) 
თ, თი” 

> ..რ, “ზა · "ჩ,_ ცრ ჩას. . (ი ჩი= 

=:20 #-ჩ გთ1 ,.. გ-ი, (2.59 ბ) 
ჩ; ი 

. ჩ...-ვ თ, ჩ, >. 8 აა. ი=( IL ")... რს. რუ= 2 )..- ბე”. (2.59 გ) 

თუ ვისარგებლებთ (2.57 ა) ფორმულით, (2.51) ტენზორი, როცა 
#/6C6ზწუ,.(”, 4), M+ი”=7/, შეგვიძლია 

Iზ 
თო. .თი –=X > 2.60 7“... (2.60) 

“სახითაც ჩავწეროთ, სადაც # წარმოადგენს (Cწზა,,ს კოვარიანტის 

შესაბამის კონტრავარიანტს. 

§ 8. კოვარიანტების გაწარმოება 

ვიტყვით, რომ / კოვარიანტი ზ.,,-დან ეკუთვნის C,, ჩ >>0, 
კლასს, თუ კოორდინატთა ყოველი 5, სისტემისათვის განსახილავი 

ოჯახიდან მისი კომპონენტი / (2) CC, (-,). სიმბოლურად ამას ჩავწერთ 

ასე / C წ. 
(2.11) ფორმულიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ / კოვა- 

რიანტი V(M),-ს ეკუთვნის, თუ მისი კომპონენტი / (2) CC, (L,) კოორ- 
დინატთა ერთი ნებისმიერი ფიქსირებული 5, სისტემისათვის კონფორ- 

მულადღ ეკვივალენტურ კოორდინატთა სისტემების ყოველი კლასიდან. თუ 
ჯ1Cწო,, ”უ>1, მაშინ ძ,/-ით აღვნიშნავთ ისეთ # (L.,) -> წ (#.)
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ასახვას რომელიც. კოორდინატთა 5, სისტემაში ძმ, ”/(2) კერძო წარ- 

მოებულით გამოისახება. შეგახსენებთ, რომ / C წლ), ჩანაწერი ნიშნავს, 
რომ / კოვარიანტი ან რაიმე წ), (წ, #) კლასს ეკუთვნის, ან უნი- 

ვერსალურ კოვარიანტს წარმოადგენს %I12 (/')-დან. 
1. კოვარიანტემის კოვარიანტული წარმოებულები. ვთქვათ, 

#CზC), – >>1. მაშინ (2.11) ფორმულის თანახმად კონფორმულად 

უკვივალენტურ კოორდინატთა 5; და 5 სისტემებისათვის გვაქვს 

7C6=)C0 (421". 6.1) 
ძ?2 

რადგან 2 (2) 2-ის ანალიზური ფუნქციაა, ამიტომ (3.1)-ის ორივე მხა- 
რის გაწარმოებით 2-ის მიმართ, გვექნება 

ბპ70=4/0 24 (4) „ი§. რა 
ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ, თუ / C წ”), მაშინ ძ,I კერძო წარმოე- 
ბული კოვარიანტს წარმოადგენს 80 )-დან. ეს კოვარიანტი აღვნიშ- 

ნოთ წ)! სიმბოლოთი და მას /ჯ კოვარიანტის კოვარიანტული წარ- 

მოებული ვუწოდოთ 2=2! კოორდინატის მიმართ. ანალოგიურად, თუ 

/ C წ0#, მაშინ ძ;-/ წარმოადგენს კოვარიანტს წI::#-დან, რომელსაც 
Vე2/-ით აღვნიშნავთ და /-ის კოვარიანტულ წარმოებულს ვუწოდებთ 

2=72”-ის მიმართ. ამრიგად, ზემოთ განხილულ შემთხვევებში კოვარიან- 
ტის კოვარიანტული წარმოებულები ემთხვევა კერძო წარმოებულებს, 

რომლებიც აგრეთვე კოვარიანტებს წარმოადგენენ. ქვემოთ ჩვენ დავრწ- 
მუნდებით, რომ კერძო წარმოებულების ეს თვისება ზოგად შემთხვევა- 

ში სამართლიანი არ არის. 
მართლაც, თუ / C წ(),, ” >> 1, მაშინ, როცა 71>>0, ი» >0: (შე- 

საბამისად MI >კ>0, #>>-0) ძ,/ მშესაბამისად მ-- ჩი კერძო წარმოებუ- 

ლი კოვარიანტს არ წარმოადგენს. ეს ადვილად გამომდინარეობს (2.11) 

ფორმულებიდან. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავაწარმოებთ 2 და 

2-ის მიმართ, მივიღებთ: 

აღრ რარ “(82 
– ძ2V-/ ძ2V5+ ძეს ი/ ძები 9 

პ =0-– _ –= _ == ==. I=ბ, '(>) ს + წ3 (> ძ2 
  

"I
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ამ ტოლობებიდან, შესაბამისად 7 >> 0 და L>9 შემთხვევებში, 

უშუალოდ გამომდინარეობს ჩვენი დებულების "სამართლიანობა, ე. ი: 

ძ,/ და ძ- / კოვარიანტებს არ წარმოადგენს. 

ზემოთ ჩვენ უკვე ვნახეთ, რომ მეტრული კვადრატული ფორმის 

ძ დისკრიმინანტი უნივერსალურ კოვარიანტს წარმოადგენს ძჩე,»(ჩ)-დან. 

მაშასადამე, I თ. C 97), (–), ამასთან I// ი >>0 კოორდინატთა ნების- 
მიერი სისტემისათვის. 

ვთქვათ, ” C 90. რადგან (I თ )“” C ძ?_,, თ (ჩ), ამიტომ 

გვაქვს (/ 2)-/Cფწღ, „ 
მაშასადამე, (3.1 ა) ფორმულის თანახმად ძ, L/ თ)” /)C წ(0-)),, 

რადგან (I/' 2)” C 7, (#–), ამიტომ 

0/ ი)” ძ.LV 2)” /) C8%.». (3.2) 
ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ თუ / C წ), მაშინ 

0/ 2)"ბ-IIV 6)“"/1C9M ი». (3.2 ბ) 
აღვნიშნოთ ი1=#1,, /L=/1. მაშინ (3.2 ა, ბ)-ს თანახმად გვაქვს: თუ 

ჯC წთ), > 1. მამინ 

= –ითი “ა –/» (–––1) Vა/ =(/ თ)" ძი ICV თ) 9/)6%ო პით გი. (3-3) 

ცხადია, = 
Vი I= 09 I-ი / ძა Iი 2 (3.3 აა 

Vი6/-ს ვუწოდოთ %0),-დან / კოვარიანტის კოვარიანტული წარ– 
მოებული 2% კოორდინატის მიმართ. 

ხშირად VI / და V,/-ს აღვნიშნა;თ შესაბამისად V,/ და V > /-ით. 

მაშასადამე, თუ / 6 წ,,ე (”), მაშინ 

წ,I=0მ,1–ი/0,I0 I” 9“, (3.3 ბ) 

წ-I=0მ იძი ი (3.3 გ) 

ამრიგად, კოვარიანტებზე კოვარიანტული გაწარმოების ოპერაციე- 
ბი ახორციელებს 

· ფი) (–––1) 
VC,.ზოა> ზოე, M-L29 (3.4) 

ასახვებს.
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(3.3 ა) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ / კოვარიანტის კოვარიანტუ- 

ლი წარმოებული მხოლოდ /-ით გამოისახება, კოვარიანტის ეს თვისე- 
ბა არსებითად განსხვავდება ტენზორის კომპონენტების თვისებებისაგან 

ნამდვილი კოორდინატების მიმართ. ნულზე მაღალი რანგის ტენზორის 

კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები მისი ყველა კომპონენ- 
ტით გამოისახება, 

კოვარიანტების აღნიშნული თვისება ავლენს კიდევ ერთ მნიშვნე- 
ლოვან მახასიათებელს, რომელიც გვიჩვენებს, რომ კოვარიანტებს (მა- 

შასადამე,ე ტენზორის კომპლექსურ კომპონენტებს) გააჩნია ინდივი- 
დუალობა, რაც გვაძლევს საშუალებას განვიხილოთ ისინი ერთმანე- 

თისაგან დამოუკიდებლად როგორც ალგებრული ოპერაციების, ასევე 

კოვარიანტული გაწარმოების ოპერაციების გამოყენებისას. 

9. კოვარიანტების კოვარიანტულ წარმოებულთა თვისებები. ახლა 

აღვნიშნოთ კოვარიანტის კოვარიანტული წარმოებულების რამდენიმე 

ადვილად დასამტკიცებელი თვისება. 

1) თუ / C წაი მაშინ 

Vი | =ძი /- (3.5) 

2) თუ ! და § Cწ0),. M>1, მაშინ 

V-V+C =Vი/+Vი სწ. (3.6) 

3) თუ / და § C, კლასის ნებისმიერი კოვარიანტებია წ (/)-დან, 
მაშინ 

Vი V§5) =IVი #+წ წა /· (3.7) 

4) თუ MI ნებისმიერი მთელი რიცხვია, მაშინ 

VC(I/ თ )”=0. (3.8) 

მაშასადამე, ნებისძიერი / კოვარიანტისათვის 

წი((V 9)”ჩ =(V 2)”Vა/. (3.9 
5) თუ # გაუსის ნულოვანი სიმრუდის ზედაპირია, რომელსაც 

ტორსს უწოდებენ, მაშინ მასზე არსებობს კოორდინატთა დეკარტის 
სისტემა, რომლის მიმართაც 06=1. მაშასადამე, ტორსებზე დეკარტის 
კოორდინატების მიმართ ნებისმიერი / კოვარიანტისათვის 

VიI=ძა|/. (3.10)
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აქ უნდა აღინიშუოს, რომ (3.10) ფორმულას ადგილი აქვს მხოლოდ 
ტორსებისათვის, რადგან მხოლოდ მათზე არსებობს დეკარტის კოორ- 

დინა+თა სისტემა (იხ. VI თავი, § 5). 
6) თუ #/Cზწუ,,, მაშინ / Cწ,,„. ამიტომ 

V.I=(V/ თ)” ძ- (0/ C)--M=%/, (3.11 >» 

V.I=(I/ თ )"ძ,I/ ი )-"/1= დ,/. (3.11 ბ), 
მაშასადამე 

1 V.ა/=წი/,, 06%= 2 (3-(-1)9. (3.11) 

8. კოვარიანტის კონტრავარიანტული წარმოებულები. ლაპლასის 

ოპერატორი კოვარიანტებისათვის. განვმარტოთ კოვარიანტის კონტ– 
რავარიანტული წარმოებულები 

– 1 
უბI=2(V თ)-"წი.ს  თ"=-- (3--C-1)“), (3.12) 

ფორმულებით. ამრიგად, 

VI=V'1=2(V 0) V-ს V?I=ფV:/=2(V თ )-!,/. 
(3.12 ა). 

თუ | C წი, # >>1, მაშინ გვექნება 

V%9IC წ. ა == (3.12 ბ) 

თუ 1C8V),, # >2, მაშინ (3.3) და (3.12 ბ) ფორმულების საშუალე- 

ბით ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

V VI / Cწრი? (თC=1, 2). (3.13) 

შემოვიყვნოთ ლაპლასის ოპერატორი კოვარიანტებისათვის შემდეგი- 

ფორმულის საშუალებით: 

V”I=VVII=2(V/ 2)+C,,V>-I+V>V. მ) (3.14) 
(3.13)-ის თანახმად გვაქვს 

V /=V"VიI Cწნი VII C წი· (3.14ა) 
ამრიგად, ლაპლასის ოპერატორი V?/ ახორციელებს შ.-ს 
ასახვას.
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ვთქვათ / C წ“, ჩ >>1. მაშინ (3.3)-ის თანახმად 

Vი / =ძე | Cფ(ჩ--1), (3.15 მ „2 

ახლა, (3.15) და (3.12 ა)-ს ძალით, გვაქვს 

თ) 71)= 2(/ ძი )-19;9,/=2(V თ)-1 -CC96-, (3.16 ა») 

ძი? 

V"VI=2( 2)+V,V,I=20/ 2)! – _CCწტა. (3.16 ბ) 

ამის გამო ფ(5-დან, ” >>2, / სკალარის სალიას ოპერატორი გა-. 

მოისახება 

– სე 002 1 
2:--ფC =4 ძ -1 ე '„'ეაე!'„ეღაეუე'„'„ა'„'„'„ა„– ტ 3.17 V.I=VVVიI (V 6)1-–> 7 => ჩ (3.17) 

ფორმულით, სადაც #ტ ლაპლასის ოპერატორია დეკარტის კოორდი-- 

ნატთა სისტემაში, 

= 2 1 84 "_ 

ბპ». ძყ? ძ2ძ 2 

თუ /Cნ(0),, # > 2, მაშინ (3.3 ბ, გ) და (3.12 ა) ფორმულების სა-. 
შუალებით გამოვიყვანთ 

ბ,V;/ =V,V,-|= --/--ი0, Iი V 2) ბ,I – 
ძ20 2 

(3.17 »   

  

–ი (0,1 ძ) ძ- /+ თი|ძ, IიV თ |1––იძ,ძ-1ი V 0) /, 

2 

V» V) ==V > VL= ა! _ »0,II/“თ) ძ. I –- 
02ძ7 

–M0-IიV თ)ძ-)+თი|ძ,IიM/ 0 |-– თძ,ძ-/ 9)/ 

ტოლობებს. თუ პირველ მათგანს გამოვაკლებთ მეორეს, მივიღებთ 

VI V2/-––Vე VI1/ ==V,V- / –V-–-V > I = 

=(ო--/)/ძ,ძ- IM თ. (3.18), 

ამრიგად, საზოგადოდ, 

V. VI / + V, V./:-
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ტოლობა 
VI VC/=V2V,I (3.19) 

სრულდება მხოლოდ ორ შემთხვევაში: 1) გაუსის ნულოვანი სიმრუ- 
დის ზედაპირებზე, ე. ი. ტორსებზე ნებისმიერი კოვარიანტისათვის 
დეკარტის კოორდინატთა სისტემის მიმართ და 2) ნებისმიერ ზედაპირ- 
ზე მხოლოდ 
ი /690,, ხ>2 

სახის კოვარიანტებისაოვის. ახლა ადვილი საჩვენებელია, რომ ნების- 
მიერი / C წI), #22 კოვარიანტის ლაპლასის ოპერატორი გამოი- 
სახება 

წ?'/=V%წVა/=C0/ თ )”1(4/ –– 40(0,1 V 2) ძ-|– 

–4Mი(9-1ი M თ)ძ.+(4VჩM| 0,1იV/ ძი |1– 

–-2 თ1-+#) ძ,ძ– Iი I 91) (3.20) 

ფორმულით. 
ტორსებზე დეკარტის კოორდინატთა სისტემის მიმართ (3.20) 

ფორმულა ღებულობს 
V I=V” Vი/=#/. (3.21) 

სახეს. 

16 შა, (”) სახის კოვარიასტებისათვის (3.20) ფორმულა შეგ- 
ვიძლია ჩავწეროთ 

ს წ?/= V-VI = (/ 2)” #ტI0/ ძ)“” /I (3.22) 

თუ 4 წარმოადგენს ზედაპირის იზომეტრულ კოორდინატთა სის- 
ტემების ოჯახს, მაშინ ყოველი 5, C 4-თვის გაუსის განტოლებას აქვს 

2 ქე)” 
_– – =–-იი /(ხ= V 9, 3.23 

"» ძ2ძ2 (1:23 

სახე (იხ. VI თავი, § 3, პუნქტი 7), სადაც MX ზედაპირის გაუსის სიმ- 
რუდეა. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში (3.18) და (3.20) ფორმულები 

  

V.V>- I-V -V, / =-- (რ––ი)) MX, (3.24) 

V2I=/ჭგ (#M--410, 10 #ჩძ- /--4 ოძ- 1ი /#0,/+ 

+(4 თი|მ, 1ი /MIბ+–CI+ი)/Mი /) (3.25) 
სახეს ღებულობს.



§3) კათოვარიანტების ბაწარმოება 299 

4, კავშირი კოვარიანტების კოვარიანტულ წარმოებულებსა და 

ტენზორის კომპლექსური კომპონენტების კოვარიანტულ წარმოებულებს 

შორის, ახლა საინტერესოა გამოვარკვიოთ რა კავშირში იმყოფება 

კოვარიანტის კოვარიანტული წარმოებელები და ტენხორის კომპლექ- 

სური კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები გაუსის კომპლექ- 

სური კოორდინატების მიმართ. 

ზოგად შემთხკევაში, როცა #4 ზედაპირის კონფორმულად ეკვივა- 

ლენტური კოორდინატთა სისტემების ნებისმიერი ოჯახია, კოვარიანტის 

კოვარიანტული წარმოებული არ ემთხვევა ტენზორის "შესაბამისი კომ- 

პონენდ,ის კოვარიანტულ წარმოებულს, მაგრამ ჩვენ ქვემოთ დავრწმუნ- 

დებით. რომ იზომეჭტრულ კოორდინაჭთა სისტემების მიმართ კოვა- 

რიანტის კოვარიანტული წარმოებულები ემთხვევა ზედაპირის შესაბა- 

მისი ტენზორის კომპონენტების კოვარია:ტულ წარმოებულებს. 
მეგოვიღოთ გრისტოფელის 1-ლი და მე-2 გვარის კომპლექსური 

სიმბოლოები 
I სგ, „=1ჯ09-ე1გ, Lი/'=VVძშეც. (3.26) 

ცხადია, 

1 იჩ, ჯრ 1 იგ ,, I იგ" = 0V. LV, 3, (3.26 ა) 

ახლა ქრისტოფელის კომპლექსური აგი სიმბოლოები გამოვსახოთ 
ნამდვილი I, გ, სიმბოლოებით. გვაქვს 

L „გ? = I> #21, #28” ძე, (I, LV) =I%. გ,” IX” ს ML + 

თ” წ, 3.27 ოუ უვიი რ-ი 
განვმარტოთ წ (#”)-დან აღებული 1-ლი რანგის /გ კოვარიანტული ტენ- 

ზორის კომპლექსური კოვარიანტული #ა/გ წარმოებული ნამდვილი 

კოვარიანტული წი, /გ, წარმოებულებით 
, , მჯ“ ძ22 

Vი /გ6=Vი: /გ, 1X9 Mზ (თ = :)   , 8-1 =%_ (3.28 
ძუს ' | 0X“ 

ფორმულის მიხედვით. რადგან წე, /გ,=9ძ0ე,/გ, –- LC, გ. /,, ამიტომ 

გვაქვს 
ჰ, , , , წ. 0? »ჯ" - 

Vი /გ= (ძე, /გ.––L ი, გ,? /,,) 0808 = 02“ ძი,(ჩ,08 საჯ (გ, –– 

გ? »" 
_ IL, გ.” ჯ" LL ჩა-ბის- ->27- I. + IV გ," 08 #6“ 0 ჩ
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ტოლობა, რომელსაც (3.27)-ის თანახმად ჩავწეროთ 

Vი I6=9ი /გ–-I ცი” /ე, (3.2 

სახით. ეს ფორმულა გამოსახაეს წ (”)-დან აღებალი 1-ლი რანგის 
ტენზორის კომპლექსური კოვარიანტული კომპონენტების კოვარიანტულ 

წარმოებულებს გაუსის კომპლექსური 2% პარამეტრების მიმართ. ქვე- 

მოთ ამ ფორმულას ჩვენ განვაზოგადებთ ნებისმიერი რანგის ტენზო- 
რებისათვის, ჯერ დავწეროთ 

Vი |წ=ძი ჯჩ-++ IL ა; /2 (3.3თ 

ფორმულა, რომელიც წ (ჩ)-დან აღებული 1-ლი რანგის რენზორის 

კომპლექსური კონტრავარიანტული კომპონენტების კოვარიანტულ წარ- 

მოებულებს გამოსახავს გაუსის კომპლექსური პარამეტრების მიმართ. 
ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ % (ჩ)-დან აღებული ნების- 

მიერი (#2, 0)-ტენზხორის კომპლექსური კომპონენტების კოვარიანტული 

წარმოებულების ზოგად ფორმულას გაუსის კომპლექსური 2? პარამეტ- 

რების მიმართ აქვს სახე 

Vი ა თ =ძე ჩე" ოCV» 'ჩ ჩკ. · ყოლა. -_- 

..Cრი» თე თე. · 

·ჩ ჩ, (#8. · -ჩ სყ ს - 
ჩ ყული თეა. თ" “+ 97. სალი ' 

(3.31) 

ცხადია, Vი II წარმოადგენ” (0+1, ი) ტენზორს წ (#)-დან. 
ი 

ვთქვათ, 4 არის L ზედაპირის კოორდინატთა იზომეტრული სისტე- 
მების ოჯახი. თუ კოორდინატთა სისტემა 5, 6 74, მაშინ (VI, 3.42 ვ) 
ფორმულის თანახმად ქრისტოფელის მე-2 გვარის კომპლექსური სიმ- 
ბოლოები გამოისახება 

IL 0ც"=8კ 68 ძე I9/V (3.32) 

ფორმულებით. თუ ამ გამოსახულებებს (3.31) ტოლობის მარჯვენა მხა- 
რეში შევიტანთ, გვექნება 

Vი Iს 'V ლძე ა თ– 6> ა. ·M. 1." .+-ბ6> შაი –_ 

–ას რეზ. კ– ბნ /C"" %ა რძ იტ. (3.33)
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უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარეში ფრჩხილებს შიგნით მხოლოდ 
ის წევრებია ნულისაგან განსხვავებული, რომელთა თ;,,..., თა, ჩ,,..., ჩე 

ინდექსები თ-ს ტოლია. ამიტომ (3.33) ტოლობა შეიძლება 

წი /5). 9, =ძ, Iს" I-I%+ ··..4+ ბთ. (გ IL... 
თი « 

+ 2ჩი)| I). % ძე 10 # 

ან 

= /ს'- =ძ M ს ს–იი / “%, ძე 1ი # (3.34) 

სახით ჩავწეროთ, სადაც 

იც=09-L-...4+ ბში ტ%-+ ...+L გ), (3.35) 

(3.34) ფორმულა ჩავწეროთ 

წე /ა წ = #9 ძი | (V ”« (ს) (3.36 

სახითაც. ეს ფორმულები გამოსახავს ტენზორის კომპლექსური კომპო- 

ნენტების კოვარიანტულ წარმოებულებს ზედაპირის ნებისმიერ იზო. 

მეტრულ კოორდინატთა სისტემის მიმართ. 

მაგრამ / . V, წარმოადგენს კოვარიანტს წ», „, (–)-და- თუ 

მას /-ით აღვნიშნავთ, (3.36) ფორმულა ჩაიწერება 

V/=M 9ძ- (M 9 /. (3.37) 

სახით. ეს ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ტენზორის კომპლექსური კომ- 

პონენტების კოვარიანტული წარმოებულები იზომეტრული კოორდი- 
ნატების მიმართ ემთხვევა ზედაპირის შესაბამისი კოვარიანტის კო– 

ვარიანტულ წარმოებულებს. 

ამრიგად, ტენზორის კომპლექსურ კომპონენტებს ზედაპირის იზო“ 
ხეტრულ კოორდინატთა სისტემაში, განსხვავებით ნამდვილი კომპონენ- 

ტებისაგან, გააჩნია მეტად მნიშვნელოვანი თვისებები: უპირველეს ყოვ“ 

ლისა, ტენზორის ასეთი კომპონენტი შეიძლება განხილელ იქნეს რო– 
გორც დამოუკიდებელი ობიექტი კოვარიანტული გაწარმოების მიმართ; 

მასზე კოვარიანტული წარმოებულის (3.36)-ით გამოსახული ოპერაციის 
გამოყენებით ვღებულობთ ერთი რანგით მაღალი, ტენხორის კომპლექ- 

სურ კომპონენტს. ამას გარდა, ტენზორის კომპლექსური კომპონენტე-
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ბის კოვარიანტული წარმოებულები კომპლექსური იზომეტრული კოორ- 

დინატების მიმართ ეძთხვევა შესაბამისი კოვარიანტის კოვარიანტულ 
წარმოებულებს. ! 

უნდა აღინიშნოს. რომ ეს თვისებები სამართლიანი არ არის. ზე- 
დაპირის სხვა კოორდინატთა სისტემების მიმართ, ამიტომ იზომეტრულ 

კოორდინატთა სისტემებს აქვს რიგი უპირატესობებისა სხვა კოორდი- 

ნატთა სისტემებთან შედარებით. 

§ #4. კოში–– რიმანის განტოლებები კოვარიანტებისათვის. 

ანალიზური და განზოგადებული ანალიზური კოვარიანტები. 

კოვარიანტების ფაქტორიზაცია 

1. კოში –– რიმანს განტოლების ანალოგი კოვარიანტებისათვის. 

ანალიზური კოვარიანტები. / C MI, # >>1, კოვარიანტებისათვის კო- 
ში რიმანის განტოლების ანალოგს წარმოადგენს 

V;- I = (V თ)"ძ- I0/ 2 )“"/)=0 (4.1) 
განტოლება. თუ /” სკალარია ?0M-დან, # >>1, მაშინ კოში--რიმანის 
განტოლებას კომპლექსური ფორმით» ექნება 

ძ.I=0 (4.9 

სახე. მაშასადამე. / ანალიზური ფუნქციაა 2-ისა. 2ის შეცვლისას ახა- 
ლი კონფორმულად ეკვივალენტური 2 კოორდინატით, (4.2) განტოლე- 
ბა გადავა 

პ-ჯ=0, #(2)=/(2(2), (4.2ა) 

განტოლებაში. აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქცია, რომელიეც კო- 

ში–-რიმანის განტოლებას აკმაყოფილებს ერთი რომელიმე ფიქსირებუ- 
ლი კოორდინატთა 5§, სისტემის მიმართ, იმავე განტოლებას დააკმაყო- 

ფილებს ნებისმიერი სხვა კონფორმულად ეკვივალენტური კოორდინატ- 

თა 5-> სისტემის მიმართაც. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, სკალარი წზე,ა-დან, რომელიც ანალი- 

ზურ ფუნქციას წარმოადგენს რაიმე კომპლექსური 2 პარამეტრის მი- 

მართ, ანალიზური იქნება სხვა ნებისმიერი კონფორმულად ეკვივა- 
ლენტური 2 პარამეტრის მიმართაც. ასეთ ფუნქციებს ზედაპირზე 
კონფორმულად ეკვივალენტური სისტემების #4 კლასის შესაბამის 
ანალიზურ ფუნქციებს ვუწოდებთ.
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/# კლასის ანალიზურ ფუნქციათა სიმრავლე /# რედაპირზე აღვ- 
ნიშნოთ /ე(/”, 4)-თი. 

(4.1) განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ 

0/ თ)-"/=6Cრ(2, (4.3) 
სადაც თ) წარმოადგენს 2-ის ანალიზურ ფუნქციას #”,-ში კონფორნულად 
ეკვივალლენტურ კოორდინატთა სისტემების განსახილავი ოჯახიდან აღე- 

ბული 5, სისტემის მიმართ. მაშასადამე, კოვარიანტს წუ,» (”, ,4)-დან; 

რომელიც აკმაყოფილებს კოში–-რიმანის (4.1) განტოლებას ზედაპირ- 
ზე, აქვს 

I=(V ი)"დC(, თC4(ჩა, (4.3) 
სახე რადგან / C წე, და (/ ით )?C%,,,, ამიტომ უკანასკნელი ტო- 

ლობიდან გამომდინარეობს, რომ დCშ% ა, ა (/”, #4). ამის გამო 2-ის 

შეცვლისს კონფორმულად ეკვევალენტური ახალი 2 პარამეტრით, 

გვექნება 
6Cთ0=4თ | 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს 2-ით გავაწარმოებთ და გავითვალისწი- 
ნებთ 0- თდ=0 ტოლობას, მივიღებთ ძ=Cთ=0. 

ამრიგად, დ კოვარიანტი ნებისმიერი კოორდინატთა 5, სისტე- 
მისთვის ,4 ოჯახიდან წარმოადგენს შესაბამისი კომპლექსური პარამეტ- 
რის ანალიზურ ფუნქციას. ასეთ კოვარიანტებს ანალიზურს ვუწოდებთ. 

წა: (I, 4) კლასის ანალიზურ კოვარიანტთა სიმრავლეს აღვნიშნავთ 
4» ს, 4)-თი ან უბრალოდ 4 -ით. 

ნებისმიერი #„ (”, 4) კლასის ანალიზური კოვარიანტის მაგალი- 
თები ადვილად აიგება. ვთქვათ C (2) 2ის ანალიზური ფუნქციაა #, 
არეში კოორდინატთა 5, C 4 სისჭემის მიმართ, მაშინ 

ძთ 
-  =Cთ” ვ: (64) 

>) ოთ (4-4) 

ძ? 

წარმოებული წ),ე კლასის კოვარიანტს წარმოადგენს. მართლაც, 2-ის 

2" 2-ით შეცვლისას გვექნება 

ქრთ ძდ კ» 
ძთ ძ:" ძ;.
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რაც ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. ახლა, ცხადია, რომ (თ (2))”' წარ- 
მოადგენს 4» (”, 4) კლასის ანალიზურ კოვარიანტს. 

8. ანალიზური კოვარიანტების ფაქტორიზაცია. განზოგადებული 

ანალიზური და ანტიანალიზური კოვარიანტები. 1-ლი და მე-5 გვარის 

კოვარიანტული დივიზორები. ვთქვათ. თე (2) რაიმე ცალფურცლა ანა- 

ლიზხური ფუნქციაა ”#, არეში. ეს ნიშნავს, რომ თე (ჟუ) ახდენს #, არის 
კონფორმულ ასახვას კომპლექსური სიბრტყის არეზე. მაშასადამე, 

__ 90% «აე (9) 920 (თ – 92 და თიC 4, (V, #4). (4.5) 

თუ MC/4»(”'. #4), მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

VI(2) = (ია (2))”” ყე (ჟ). (4.6) 

რადგან (თე (2))”' C 4„ (#, #), ამიტომ წინათ ტოლობიდან გამომდინა- 
რეობს, რომ VM”ე ანალიზური ფუნქციაა ,4 (_, 4)-დან. (4.6) ფორმუ- 

ლას ვუწოდოთ V ანალიზური კოვარიანტის ფაქტორიზაცია თე” ანა- 
ლიზხური დივიზორის საშუალებით. 

დავუბრუნდეთ ახლა (4.3) ფორმულას. რადგან CC 4, „(ჩ, 4), 
ამიტომ ფაქტორიზაციის (4.6) ფორმულის თანახმად დავწერთ 

დ (2) =(V, (2))”'“” თა (ჟუ, (4.7) 

საღაც რე (7 ანალიზური ფუნქციაა ,4, (#, 4)-დან. თუ (4.7) გამოსა- 
ხულებას (4.3 ა)-ში შევიტანთ, გვექნება 

”წ(ნუ=თ,,, (უ თი (3, (4.8) 

სადაც 
ჩო, (0=(7 ძ )” (თ; (2))””". (4.9) 

თუ განვიხილავთ 

ჯოუ=- #90 +ი0 (4.10) 
თე (2) თე (2) 

სკალარს ძ?ა,ი(”, -44)-დან, (4.9) ფორმულა შეგვიძლია 

დ, (9 =X" (9) (C:(2) (; (2))'(CX(2))”. (4.11) 
სახით ჩავწეროთ. რადგან X 5=0 და თ”(2) 9=0, მაშინ, ცხადია, 

დ ,.(09-0, 2C77. (4.12)
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თუ (4.8) გამოსახულებას (4.1) განტოლებაში შევიტანთ და მხედვე- 

ლობაში მივიღებთ ძ– დე=0 ტოლობას, დავრწმუნდებით, რომ თე 

აკმაყოფილებს 

V>– დ.,,=(V თ)" მ-(V ეე“ შ დუა) =0. (4.13) 

განტოლებას, 

V.წ=(V/ი0)”მ,0/0ი) ”ფ=0, §C%ია, (4.14) 

განტოლების განხილვით ანალოგიურად მივიღებთ 

წ =თCდეა., (2) %M (2) (4.15) 

ფორმულას, სადაც M”ე ნებისმიერი ანალიზური ფუნქციაა ,„4ე (#, 4)-დან. 

(4.8) და (4.15) ფორმულები გამოსახავს შესაბამისად წ-/=0 და 

V, 7=0 განტოლებეტის ყველა ამონახსნს წ„,, კლასის კოვარიანტები- 
სათვის. (4.8) და (4.15) სახის კოვარიანტებს შესაბამისად განზოგა- 
დებული ანალიზური (როცა # 9=0) და ანტიანალიზური (როცა #7134-0) 

ზა. (”) კლასის კოვარიანტები ვუწოდოთ. განზოგადებული ანალი- 

ზური და ანტიანალიზური კოვარიანტების სიმრავლე ზწუ,„(/”, /)-დან 

აღვნიშნოთ შესაბამისად 4,7, (”, 4) და #»..(ჩ, 4)-თი. როვა 

#=0 ან #=0 'მესაბამისად გვექნება ანალიზური ან ანტიანალიზური 

კოვარიანტები, ამასთან შევთანხმდეთ #„,ა და #ა,,-ის ნაცვლად ვწე- 

როთ შესაბამისად ,4,, და #,. 

დაც კოვარიანტს, რომელიც შ%»,„(#, 4) კლასს ეკუთვნის და 
(4.11) ფორმულით გამოისახება, გააჩნია ის მნიშვნელოვანი თვისება, 
რომ იგი უწყვეტია და არსად ნულის ტოლი არ ხდება ზედაპირზე. 

მას წ,,,„(”, 4) კლასის 1-ლი გვარის კოვარიანტული დივიზორი ვუ- 

წოდოთ. თ,,„ კოვარიანტი აგრეთვე წ», (ჩ, /) კლასს ეკუთვნის. 
მას წ ,„(M, 4) კლასის მე-2 გვარის კოვარიანტული დივიზორი 
ვუწოდოთ ამ დივიზორებს აქვს მნიშვნელოვანი თვისება, თუ / 
წუ, კლასის კოვარიანტია, მაშინ იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

ან I= დეა, ი; ი C წი» (L, 4) (4.16 ა) 

ჯ=%,, წი. წი C შ7ნ·ი (L, 4) (4.16 ბ) 

სახით. რადგან V- თ. =0 და წ,Cთდ,, =0, ამიტომ გვექნება 

V-/=C0», მ- ჩი: (4.17 ა) 

V,I=C,, ძ, წი: (4.17 ბ)
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(4.16 ა) და (4.16ბ) ტოლობებს C,.,, კლასის კოვარიანტების შესა- 
ბამისად 1-ლი და მე-2 გვარის ფაქტორიზაციები ვუწოდოთ. ფაქტო- 
რიზაციის (4.16 ა, ბ ფორმულები მნიშვნელოვან როლს თამაშობს 

განზოგადებული ანალიზური კ” ვარიანტების თეორიაში. მათი საშუა- 
ლებით ანალიზურ ღუნქციათა ·ჭმმრავლი ანალიზური და ტოპ: ლოგიუ- 

რი თვისება ზოგადდება განზოგადებული ანალიზური კოვარიანტები- 

სათვის. მაგალითად, სიტყვა-სიტყვით ზოგადდება ერთადერთობის თეო- 
რემებე, ნულებისა და პოლუსების თვისებები, არგუმენტის პრინციპი, 

ვეიერშტრასის თეორემები არსებითად განსაკუთრებული წერტილების 

მიდამოში ფუნქ კიათა ყოფაქცევის შესახებ და სხვა. 
ვ. კოში -- რიმანის არაერთგვაროვანნ განტოლება. ვთქვათ, 

6 C 9, აკ). განვიხილოთ კოში-––რიმანი განზოგადებული არაერთ- 
გვაროვანი 

V-I=(V/ თ )"ძ-( 0)“ "I=8 (4.18) 

განტოლება. ჩვენი მიზანია გამოვიყვნოთ ფორმულა ამ განტოლების 

კერძო ამონახსნის ასაგებად. (4.17 ა)-ს საშუალებით (4.18) განკ,ოლე- 

ბა შეგვიძლია ჩავწეროთ 

ძ-– წი=ლCთ»), წ C ზი, (4.19) 

სახით. ამ განტოლების კერძო ამონახსნი გამოისახება 

ი დის 0) 
ჩო=7.0-- მ ათო80800 ძუ (4.20) 

ფორმულით (იხ. |1|I, თავი I), სადაც L, კომპლექსური 2 („ცვლადის 

ცვლილების არეა. ეს ინრეგრალი გამოსახავს სკალარს ზი, (I, /4)-დან. 
ამიტომ ნებისმიერი სხვა კოორდინატთა 5” სისტემის მიმართ ,„1-დან 

გვექნება 
7 (2) =/ნ (2(2)). (4.21) 

თუ (4.20) გამოსახულებას (4.16 ა)-ში "შევიტანთ, მივიღებთ 

1=რ6,»„(0 1 (ფ. (4.22) 
(4.22) ფორმულა გამოსახავს არაერთგვაროვანი V-I=6წ6 განტოლჟ- 

ბის კერჭო ამონახსნს, რომელიც 9%უ,გ კლასს ეკუთვნის. 

საზოგადოდ, / აკმაყოფილებს V-7=/ განტოლებას განზოგადე- 
ბული აზრით (იხ. (1|I, თავი ს. თუ წ კოვარიანტი ჰელდერის აზრით
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უწყვეტია, მაშინ შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ / წარმოადგენს წ-/=ჯწ 
განტოლების ამონახსნს კლასიკური აზრით. 

4. კოში––-რიმანის განტოლებები ოვალოიდებზე. განვიხილოთ ახ- 

ლა შემთხვევა, როცა ” ოვალოიდია, ე. ი. შეკრული ამოზნექილი ზე- 
დაპირია დადებითი მთავარი (გაუსის) სიმრუდით. ,4-ოჯა"ად განეი-. 

ხილავთ იზომეტრულ კოორდინატთა ოჯახს (იხ. VI თავი, § 3). რო- 
გორც ცნობილია, არსებობს ოვალოიდის იზომეტრული პარამეტრიზა- 
ცია, რომელიც ახორციელებს მის ტოპოლოგიურ ასახვას კომპლექსუ-- 
რი ცვლადის სიბრტყეზე (იხ. |1), თავი 2). ამის გამო ოვალოიდზე, 

ყველა ცალფურცლა ანალიზურ ფუნქციას აქვს 

2 თ2+ჩ 2=თVთე(2)= (4.23) 

060 V2+8 
სახე, სადაც თ, ჩ, 1, 8 მუდმივებია, ამასთან /#ა=თCთ6--ჩზ»7 59= 0. ზოგა- 
დობის შეუზღუდავად შეიჭქლება მიყიღოთ, რომ #ე=1. მაშინ თე-ის 
წარმოებული შემდეგნაირად გამოისახება: 

  

1 

(2+მ)? 
ამრიგად, რ) (2) 9= 0, მაგრამ 2=-–-ნჯ“1 წერტილში მას აქვს მე-2 რი-. 
გის პოლუსი. მაშასადამე, ყველა რეგულარულ ცალფურცლა ფუნქციას. 

სიბრტყეზე აქვს 

2 (21)= თა (723 = (4.24): 

2=თე (21=C2+ჩ (4.25). 

სახე. სათანადო ნორმირების შემდეგ შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 

2=თ)ე (2) =2. (4.26): 

ოვალოიდის შესაბამის იზომეტრულ პარამეტრიზაციას კანონიკური ვუ- 

წოდოთ. ამის გამო (4.24)-დან მივიღებთ, რომ 1-ლი გვარის კოვარიან- 
ტული დივიზორი წა, კლასიდან ოვალოიდზე კანონიკური “იზომეტ– 
რული პარამეტრიზაციის მიმართ გამოისახება 

დუ, =/"" (4.27 

“ფორმულით, სადაც #-Vი "შეგახსენებთ, რომ იზომეტრული. 
კოორდინატების მიმართ მეტრულ კვადრატულ ფორმას აქვს 

#=ძ5?=/ს(ძა?-+ძყე=/Mძ2ძ2. (4.28).
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საზე. მაშასადამე, 

ი=M, ე. ი. 9 =M>-0. (4.29) 

ამრიგად, განსახილავ შემთხვევაში (4.2001 ფორმულა ოვალოიდის 
კანონიკური იზომეტრული პარამეტრიზაციის მიმართ ღებულობს 

იფ (I ჩოდფ ედ 4950. (4.30) 
ღღ 

L-2 

სახეს, სადაც ინტეგრება კომპლექსური 2 ცვლადის 6 სიბრტყეზე ხორ- 
ციელდება. ახლა ჩვენ გავარკვევთ იმ ინტეგრალის კრებადობის პი- 
რობებს. 

დავამტკიცოთ, რომ თუ ჯ უწყვეტი წია, კლასის კოვარიანტია 

ოვალოიდზე, მაშინ უსასრულობის მახლობლად ადგილი აქვს 

/ (22=0(|2|) %#"+") (4.31) 

შეფასებას. მართლაც, ოვალოიდზე ერთი იზომეტრული 2 პარამეტრის 
სხვა 2-ით შეცვლა ხორციელდება (4.23) სახის გარდაქმნებით. ამის 
გამო (4.24) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

/ 0)=/(2) (2+8)“?” (დ; 2+ 8)“%. (4.32) 
აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს (4.31) ფორმულა. 

რადგან #" C 4«?,კ, ამიტომ (4.31)-ის თანახმად უსასრულობის მახ. 

ლობლად #-სათვის გვაქვს 
#=0(|2|-5? (4.33) 

შეფასება. 

შევნიშნოთ, რომ, (4.31) და (4.33)-ის თანახმად, ოვალოიდზე 

უწყვეტი / C 70) (–) კოვარიანტის ლოკალური ნორმა, რომელიც 

|/I,=ჩარ+ოა#/ფ),) MC# (4.34) 
ფორმულით გამოისახება, შემოსაზღვრულია მთელს ოვალოიდზე, 

I/I/=0()). (4.34 ა) 
მაშასადამე, არსებობს C-ნორმა 

I/I0=MიXL/ CIV- (4:35 
პირობის თანახმად (დ C წა, „+., ამიტომ (4.31) და (4.34)-ის თა- 

ნახმად გვაქვს 
#-5 თ=0 (| 2|%5–ო–1)) (4.36) 

შეფასება.
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ამის გამო (4.30) ინტეგრალის კრებადობისათვის საკმარისია მო- 
უითხოვოთ # =/ პირობის შესრულება. მაშინ 7'(7) ოპერატორი 

გამოსახავს ფუნქციას, რომელიც უწყვეტია სიბრტყეზე და ნულად იქ- 
ცევა უსასრულობაში (იხ. I1|), თავი I). 

ამრიგად, როცა #=M0, არსებობს V-/ =წ განტოლების 

7=/MI(ფ სახის კერძო ამონახსნი, რომელიც წ,,,, კლასს ეკუთვ- 
ნის, უწყვეტია ოვალოიდზე და უსასრულობაში აქვს 

1=0 02145 (4.37) 
შეფასება. თუ #<0, მაშინ /-ს შეიძლება ჰქონდეს წყვეტა ოვალოი- 

ღის წერტილში, რომელიც 2 სიბრტყის უსასრულოდ დაშორებულ 

წერტილს შეესაბამება. ეს განსაკუთრებულობა გამოწვეულია /Vს” მაი- 

რავლის არსებობით 7თ=/97 (ფ გამოსახულებაში, 
შევისწავლოთ ახლა წ-/= წ განტოლების შწ„,ე კლასის კერძო 

ამონახსნის აგების საკითხი, როცა # >>, 6 C ზეკ). ამ შემთხვევა- 
ში (4.30) ინტეგრალი განშლადია და, მაშასადამე, V-I=წ განტოლე- 

ბის კერძო ამონახსნის ასაგებად იგი არ გამოდგება. ამიტომ აუცილე- 
ბელია შესაბამისი ფორმულის კონსტრუქციის ერთგვარი სახეცვლი- 

ლება. 
განვიხილოთ 2 სიბრტყეზე უბან-უბან პოლომორფული 

გ რ=| 2, როცა |2I>1, 

1, როცა |2Iლ:1 

ფუნქცია, სადაც # რაიმე მთელი რიცხვია, რომელსაც ქვემოთ განვ- 
საზღვრავთ. თუ #-/= წ განტოლების ორივე მხარეს 0 (2)-ზე გავამ- 

რაგლებთ, გვექნება 

(4.38) 

V;-/ე = #"ძ..(M- "/)ა=ფთ, (4.39) 
სადაც 

”–=მ()/, §.=მ(4წ. (4.40) 
(4.31) და (4.34)-ის თანახმად უსასრულობის მახლობლად გვექნება 

IM” ფ. =0 (|2)!+25----3 (4.41) 
შეფასება. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

> (ა=– 212" ფთღ 44% 4.42 > (4.42)
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ინტეგრალის კრებადობისათვის საკმარისია მოვითხოვოთ ჩ”-L2(/1--ი<1 

უტოლობის შესრულება. ამისთვის კი საკმარისია ავიღოთ #=--2(1–-ი). 
მაშინ (4.39) განტოლების კერძო ამონახსნი შეიძლება ავაგოთ 

11=/M თ, +/9გვ 7 (0ფ (4.43) 
ფორმულის საშუალებით, სადაც თ, (2) წარმოადგენს სიბრტყეზე რაი- 

მე უბან-უბან პოლომორფულ ფუნქციას, რომელიც უწყვეტია |2|=1 
წრეწირის შიგნით და გარეთ. გამოსავალი წ-- /=წ განტოლების კერ- 

ძო ამონახსნი გამოისახება 

1 

8() 

ფორმულით, სადაც Cდ (2)-– უბან-უბან ჰოლომორფული ფუნქციაა, რო- 

მელიც უწყვეტია |21=1 წრეწირის შიგნით და გარეთ. მოვითხოვოთ 

ახლა. რომ საძიებელი /# კოვარიანტი უწყვეტი იყოს მთელ სიბრტყე- 
ზე. ამისათვის აუცილებელი და საკმარისია 

100-I (0=0, როცა |/|=1, (4.45) 
პირობის შესრულება. რადგან /#V (2) და 7” (0ყ) "უწყვეტია სიბრტყეზე, 
ამიტომ (4.38) და (4.44)-ის თანახმად (4.45) პირობა ღებულობს 

  10= 7/:=/ზრ (7) +0-1/ს” 7 (მჯ) (4.44). 

  

დ+(ე--დ- 0=(-"-1)ჯC9ფ, III=1, (4.46) 
სახეს. ჰილბერტის ამ ამოცანის კერძო ამონახსნი კოშის ტიპის 

-ს__ 
თდფე=- 1! | V -)7(9თ ,, (4.47). 

2” 1-2 
L 

ინტეგრალით გამოისახება (იხ. |22)), სადაც I წარმოადგენს |2|)=1 

წრეწირს. თუ (4.47)-ს შევიტანთ (4.44)-ში, მივიღებთ V-/=წ გან- 

ტოლების საძიებელ კერძო ამონახსნს 

  

== #7(2=/M0შ7 (ფუ (4.48). 
ა! , ა 

_. 1 (|("–– 1) 7 (ზი) 
750 =22 ( –--– «+871 (2 7'(0ფ- (4.49) 

L 

ამრიგად, # >> #71 შემთხვევაშიაც, ნებისმიერი უწყვეტი # C წუ,,+. 
კოვარიანტისათვის ოვალოიდზე არსებობს არაერთგვაროვანი V-/ = #



§ 4) კ(იში--რიმანის ბანტოლებებე,.., 30I 

განტოლების ჯ კერძო ამონახსნი რომელიც (4.48) ფორმულით გა- 

მოისახება რადგან Cდ (2) და 7”(მ, დ) უსასრულობაში ნული ხდება, 
ამიტოძ, თუ მივიღებთ, რომ #=-––2 (1-–-/), (4.34) და (4.38) ფორ- 

მულების თანახმად, უსასრულობის მახლობლად გვექნება 

1=M 72% (ფ = 0((2|-2 5+5)), (4.50) 
მაგრამ პირობის თანახმად 7 C 7, და ეს შეფასება სავსებით ეთანხ- 

მება (4.31) ფორმულას. მაშასადამე, #C C წ), (ჩ). 

V- =/წ/ განტოლების ზოგადი ამონახსნი, ცხადია, გამოისახება 

ჯ=/MCთ () +I1. (4.51) 

ფორმულით, სადაც დ წარმოადგენს 2-ის ნებისმიერ ანალიზურ ფუნქ- 

ციას სიბრტყეზე. 

§. თეორემა ოვალოიდებზე კოში –– რიმანის ერთგვაროვანი გან- 

ტოლების უწყვეტი ამონახსნების არსებობის შესახებ. შევისწავლოთ 

ახლა –” ოვალოიდზე ერთგვაროვანი წ-/=0 გან ყოლების დი, კლა- 

სის ამონახსნთა არსებობის საკითხი. ამ განტოლების წIM)ი კლასის 
ზოგად ამონახსნს, ცხადია, აქვს 

ჯ=#5სCდ(უ) (4.52) 

სახე, სადაც თ-–ჰოლომორფულე ფუვზქციაა სიბრ? ყეზე. ამას გარდა, 
(4.31) და (4.38)-ის თანახმად უსასრულობაში უნდა გვქონდეს 

დთდ(2=0 (|2|'!"-”) (4.53) 

შეფასება. როცა /) < MI, მაშინ C =-0, ე. ი. V>- I =0 განტოლებას 

არ აქვს ი (") კლასის ამონახსნები გარდა ტრივიალურისა / =30. 

თუ ჩი >VI. მაშინ (4.53)-დან გამომდინარეობს, რომ დ წარმო ად- 
გენს 2(1--ი.) ხარისხის პოლინომს. ამრიგად, / >ი! შემთხვევაში 

V, /=0 განტოლებას 2 (I –- ი) წრფივად დამოუკიდებელი 8XVI (ჩ) 
კლასის ამონახსნი აქვს. 

ზემოთ მიღებული შედეგები შეილება ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი 

თეორემის სახით. 

თეორემა. თუ # წარმოადგენს წი),,, კლასის უწყვეტ კოვა- 

რიანტს ოვალოიდზე, მაშინ V-–/=წ არაერთგვაროვან განტოლებას 

ყოველთვის აქვს წი), (”) კლასის კერძო ამონახსნი. ი == შემთხ-
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ვევაში ეს ამონახსნი წ=/#V7'(ყ) ფორმულით გამოისახება, სადაც 

7 (2) (4.30) ფორმულით მოცემული ოპერატორია. როცა #1 >>II + 1, 

მაშინ V-/=ჯყ განტოლების კერძო ამონახსნი /=/ს"7%(6) ფორმულით 

გამოისახება, სადაც 71% (წ) (4.49) ფორმულით მოცემული ოპერატორია. 

„<<, შემთხვევაში ერთგვაროვან V-– ჯI=0 განტოლებას ოვალოიდ- 

ზე უწყვეტი ნულისაგან განსხკავებული წ(, კლასის ამონახსნი არ 
გააჩნია. როცა I 2>0, მაშინ V-,/ = 0 განტოლებას ოვალოიდზე უწყ- 

ვეტი 2 (I-–-7)+1 წრფივად დამოუკიდებელი წ%(ი2), კლასის ამონახსნი 

აქვს. ეს ამონახსნები /=/ს IC თ ფორმულით გამოისახება, სადღაც Cდ 
წარმოადგენს 2 (I|––”?) რიგის ნებისმიერ პოლინომს. 

407 (ჩ)-ით აღვნიშნოთ # ოვალოიდზე #-/=0 განტოლების 

4ათია(”წ) კლასის უწყვეტ ამონახსნთა სიმრავლე. რადგან, /! < #1 
შემთხვევაში 40), ცარიელი სიმრავლეა, ამიტომ განვიხილავთ მხოლოდ. 

M >>II შემთხვევას. მაშინ კოვარიანტები #/0,-დან გამოისახება 

(=#5დ (2, (4.54) 
ფორმულით, სადაც დ 2 (/1-–-/) რიგის ნებისმიერი პოლინომია. 

(2.41) ფორმულის თანახმად ზედაპირის ტენზორებს, რომლებიც 
გამოისახებიან კოვარიანტებით 710),-დან, აქვთ 

#=#/9რ ე იV' "9 (4.55) 
სახე, სადაც თ,,..., თე წარმოადგენს 7 ერთიანისა და /! ორიანის ნე- 
ნებისმიერ მიმდევრობას, ე. “ი. 

M =01+ ... +5%/, M#=851+ ... +ვი. (4.56). 

ყოველი დ პოლინომისთვის (4.55) სახის განსხვავებული ტენზორების 

რი„ხვი რ (7)! -ის ტოლია, რადგან ი? 2(0-/) ხარისხის ნების- 
„I! /!! 

მიერი პოლინომია, ამეტომ (4.55) სახის წრფივად დამოუკიდებელი. 
ტენზორების რიცხვია 

Mუფ= (2 (”–-ი1) + 1) 

  

(M1+V#)! 
4.57. 

„I უო? (4.57) 
  

(4.55) ფორმულის თანახმად # ტენზორის ლოკალური ნორმა გამოი-. 

სახება 

1#),= ჩტო) თუ), MC# (4.58.



§ 4) აოში--რიმანის ბანტოლეგები.., 303. 

ფორმულით. აქედან გამომდინარეობს, რომ #/ ტენზორის ლოკალური 

ნორმა უწყვეტია ყველგან და უსასრულობაში აკმაკოფილებს 
ს1/MI/=0(1) (4.59) 

პირობას. მაშასადამე, (4.55) სახის ტენზორებს სასრული | 41 C-ნორ– 

მა აქვს. 
მი 0=/1+M/ რიცხვს დავაფიქსირებთ და 7 და M-ს ისე შევ:კვ- 

ლით, რომ შესრულდეს # < #7 პირობა, მაშინ (4.55) ფორმულებიდან 

მივიღებთ ი რანგის ყველა წრფივად დამოუკიდებელ ტენზორს 40% „- 
დან, სადაც ო<-- ჩ. მათი რიცხვია 

_ I ?) 
„= 2, (2ი–4ი+ 1) იიი (4.60) 

' 

ი:=0 ი“ ჩა 

როგორც ზემოთ უკვე ვნახეთ, ყველა ამ ტენხორს უწყვეტი ლოკალუ- 
რი ნორმა აქვს, მაგრამ ზოგიერთ მათგანს სასრული რიგის წყვეტა 

შეიქლება ჰქონდეს. სახელდობრ, თ = 0005! და 06 =6021("-) (2=ლ00050) 

ფუნქციების შესაბამის ტენზორებს სასრული რიგის წყვეტა აქვს შე- 

საბამისად 2=>0 და 2==5 წერტილებში. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ მთელ ოვალოიდზე უწყვეტია მხოლოდ 
(4.55) სახის ტენზორები, რომლებიც ნულის ტოლი ხდებიან 2=0 და 

2= თ წერტილებში. ეს პირობები შესრულდება მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა 

დ=ძ:2+ძე2+---+რთი-თ)-) 21%--)-1 (4.61) 

სახის პოლინომია. მაშასადამე, ყოველი ფიქსირებული /# >>1-თვის 

(4.55) სახის წრფივად დახოუკიდებელ ოვალოიდზე უწყვეტი ტენზო- 
რების რიცხვია 

'_L | 
= ?, ი-ს ი. (4.62) 

24. (0 –– ი)! 

მაგალითად, როცა 0=1 (#2=0, #=1) გვაქვს ერთადერთი ასეთი 
ტენზორი, რომელიც შეიძლება 

#=2Lწე)=20.L (4.63)
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"სახით ჩავწეროთ. თუ #=2, მაშინ გვაქვს მე-2 რანგის სამი ტენზორი, 
-რომლებსაც აქვთ 

(63) 
#=2. CC, (”=1, 2, 3) (4.64) 

„სახე. /= 3 შემთხვევაში გვაქვს რვა მე-3 რანგის 

(C2) 
ჯსხ=2 ლოს 00 (”=1,..., 5) 

(6) (7) 
/# => 2/M-1 L, C0 LC, 69 L. /#=2/"1L,605(09., (4.65) 

8) 

#=:ი-! აო09-)C-5 
ტენზორი. 

ზემოთ მოყვანილი შედეგების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ შეკ- 

რული სფერული ზედაპირის მაგალითი. ას:თ შემთხვივაში (იხ. VI თა- 

ვი, § მ, პუნქტი 4) 
4 MX 

  

  

ი=- 45%, (4.66) 
(1+22)? 

სადაც IM სფეროს რადიუსია, 

2=დ-- ის, (4.67) 

თუ სფერული ზედაპირის რადიუს-ვექტორს 

:=-” =(2+2 ((2-2; 1–72) (4.68) 
1-–-22 

სახით ჩავწერთ, გვიქნება 

X – – 
”.==წ,= =(1-- 22:--”(1-+ 2); –-2უ), 4.59 1 1+2 2 (1+ 2') 2) ( ) 

M.=. 

ამ ფორმულებიდან გამომდინარეობს” რომ + ვექტორ-ფენქვიები 
“უსსრულო ხდება, როცა 2=C ლდა აქვს სასრული რიგის წყვეტა 

კოორდინატთა სისტემის სათავეში (2=0).' სახელდობრ, უსასრულო- 
„ბის მახლობლად 

  

„2. (1+2უ? 
26 ჩე=0 (I 2)2). (4.70)



§ 5) კომარიანტული დიფერეაციალი.., 305 

ამ ფორმულების საშუალებით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (4.65) 
სახის ტენზორის უწყვეტობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ 
დ პოლინომს ჰქონდეს (4.61) სახე. 

§ წ. კოვარიანტული დიფერენციალი. მუდმივის ტიპის კოვარიანტები 

1. კოვარიანტული დიფერენციალი. შემდგომში ჩვენ განვიხილავთ 

ზ-დაპირის იზომეტრულ კოორდინატთა სისტემების ოჯახს. 

ახლა შემოვიღოთ კოვარიანტული დიფერენციალის ცნება ნების- 

მიერი / კოვარიანქ,ისათვის შემდეგი ფორმულის მიხედვით: 

V/=V, Iძ2+V;-I02=Vი 02. (5.1) 
თუ /Cწ,,,, მაშინ V/ძ2” ძ 2" წარმოადგენს კონფორმულად ინვა- 
რიანტულ ფორმას. მაშასადამე, V/ ოპერატორი ახორციელებს წა,,–> 

– წ, ასახვას. 
(3.3 ა) ფორმულების მიხედეით 

წ,=ძ!--(იმ, I /სძ2+ იძ. IV (ძუ) /. (5.23 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს 

V=VI. (5.3) 
ფორმულა. 

როცა / ფუნქციაა, მაშინ V/=ძI. როდესაც ზედაპირი ტორსია 

(MX =0), .მაშინ დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში 

V/ =ძI. (5.4)ა 
თუ /, წ Cზწ,,,, გვაქვს 

V V+8)=VI+V6- (5.5) 
ნებისმიერი / და # კოვარიანტებისათვის % (#,-დან 

V V6)=IV§+§V/. (5.6) 
VI I=-I/ წს #90. (5.7) 

ნებისმიერი / კოვარიანტისათვის 

V (M/)=#%V/, (5.8) 

სადაც 0 ნებისმიერ მთელ რიცხვს აღნიშნავს. 
ბ. მუდმივის ტიპის კოვარიანტი. (კხადია, V//=0 მაშინ და მხო- 

20, ხ. ვეკუა
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ლოდ მაშინ; როცა #,/=0 და V-/=0. კოვარიანტს ვუწოდოთ. 

მუდმივის ტიპის, თუ იგი აკმაკოფილებს V7/ =0 განტოლებას. 

თუ / კოვარიანტი ზწ.,,-დან მუდმივის ტიპისაა, მაშინ (3.24) 

ფორმულის თანახმად გვაქვს 

0=V” V,.I- წ 9I=-- (იი) M/. (5.9) 

თუ I 930 და X=>0, მაშინ აქედან გამომდინარეობს, რომ /=0. 

ამრიგად, თუ L ზედაპირის IC მთავარი სიმრუდე ნულისაგან განსხ– 

ვავებულია და MI. == M, მაშინ ზედაპირზე არ არსებობს ნულისაგან 
განსსვავებული მუდმივის ტიპის წ, კლასის კოვარიანტი. 

როცა #=/, მაშინ V,I=0 და V- 7=0 განტოლებათა წასთ 

კლასის ამონახსნებს აქვს 

ჯ=//2 დ და #= MოV 

სახე, სადაც რ და V” ნებისმიერი ანალიზური ფუნქციებია. მაგრამ 

/=8 ტოლობას, ცხადია, ადგილი აქვს თ = V= C= ლ0ი5L შემთხვე- 

ვაში. 
ამრიგად, ნებისმიერ ზედაპირზე არსებობს მუდმივის ტიპის 7წ„»,» 

კლასის კოვარიანტები და მათ აქვთ სახე 

I=”"” (2=00105L). (5.10) 

ტორსებზე (და მხოლოდ მათზე) არსებობს მუდმივის ტიპის ნე- 

ბისმიერი წუ,ც კლასის კოვარიანტები და მათ აქვთ 

/ =0 ICა (2))”' («ი (2))" (5.11) 

სახე, სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, ხოლო თე––ნებისმიერი ცალფურც- 

ლა ანალიხური ფუნქცია, თა 5=0. 
(3.1001 ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ მუდმივის ტი- 

პის კოვარიანტი ნულად იქცევა ერთ (რეგულარულ) წერტილში, მა- 

შინ იგი იგივურად ნულის ტოლია. 

§ 6. წრფივი დიფერენციალური ფორმები. 

ფორმათა გარე გაწარმოება. ინტეგრალური ფორმულები 

1. წრფივი დიფერენციალური ფორმები. VI=VითIძ22 კოვარიან- 

ტული დიფერენციალი წარმოადგენს ზოგადი წრფივი დიფერენციალური 
დ=ფდე ძ2ბ. (6.1)
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ფორმის კერძო შემთხვევას. ვიტყვით, რომ დ ფორმა ეკუთვნის წუ, 

კლასს, თუ დძ2” ძ2" გამოსახულება კონფორმულად ინვარიანტულია. 

ერთი და იმავე კლასის ფორმებს კოგრედიენტულს ვუწოდებთ, ხოლო 
%ა,, და 7 „, „ კლასის ფორმებს-–კონტრაგრედიენტულს. 

თუ ჯ=%ეძ2“ C%,,, მაშინ, ცხადია, 

69, | აი ი I გ" (6.2) 

თუ დ და ს ზუ, კლასს ფორმებია, მაშინ დ -++ ს ჯამი აგრეთვე 

ზე კლასს ეკუთვნის. თუ / სკალარია შზე,ა-დან, ხოლო დ-–-შ7. 
კლასის ფორმა, მაშინ /დ ნამრავლი წ„,, კლასის ფორმას წარმოად- 

გენს. შემდგომში სკალარებს წე,ი (”, #) კლასიდან ფუნქციებს ვუ- 
წოდებთ, აქ 4 აღნიშნავს ზედაპირის იზომეტრულ კოორდინატთა სის- 

ტემების ოჯახს, 

ამრიგად, 9,,, კლასის ფორმები შეადგენს წრფივ სივრცეს ზე– 
დაპირის %ე,ი(”, #4) სკალარების რგოლზე, ე. ი. მოდულს ფუნქცია- 

თა რგოლზე. 

9. დიფერენციალური ფორმების გარე ნამრავლი. ახლა განვსაზლ“ 

ვროთ ორი ფორმის გარე ნამრავლი. გავიხსენოთ ნამდვილი ჯრ?” პარა- 

მეტრების ძჯ"”? დიფერენციალების გარე გამრავლების წესები. ისინი 

შეიძლება ჩავწეროთ 

ძჯზ' /V ძXჩ =- - -ძXზ ს ძX9 = C 9 ძა ძქუბ=60"'ძს. (6.3) 
სახით, სადაც C9” ნამდვილი კონტრავარიანტული დისკრიმინანტული 

ტენზორია, ძ/” –- ზედაპირის ფართის ელემენტი. ნამდვილი იზომეტ- 

რული პარამეტრიზაციის მიმართ იგი გამოისახება 

ძI”=/"ხძX ძყ (6.4) 
სახით. 

ახლა ადვილად გამოვიყვანთ ძ2% კომპლექსური დიფერენციალების 
გარე გამრავლების ფორმულას. 

რადგან ძ29=)/29, ძX9, ამიტომ ძ2ჩ /ს ძ28= #98, L%, ძ»"! /V ძXჩ”, 
აქედან (6.3)-ის თანახმად მივიღებთ 

ძი /,ძ:ზ– იბ ქი, (6.5) 
სადაც 09 დისკრიმინანრული ტენზორის კომპლექსური კოვარიანტუ- 
ლი კომპონენტებია, 

2:ზ- IX, 03, C '”=%ი+5. (6.5ა)
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აქედან გვაქვს 

2 =0პ%=0, (C11=091=2 (; /ს-1, (6.6 ა) 

(6.5)-დან მივიღებთ 

ძნ= > თაგ 25 ძი, რეგ=ინა ი, (6.7) 

სადაც 

თ,=ფა=0, თა=-წ=-- ჯჩ. (6.6 ბ) 

(6.7) ფორმულა კიდევ შეიძლება 

ძL= -- M, #M#02=- >. /Mძ2/#ძ2 (6.8) 

სახით ჩავწეროთ. 

ახლა ორი ნებისმიერი დ=«ცგცძ2? და დ=-0გ ძმ ფორმის გარე 
გამრავლება ბუნებრივია 

2 
დ/ს ს =დე დგი2“ /V ძ2ჩ = C95ჩ დე დგ ძჩ=-- (დ, დ,––დე სე) ძიიყ (6.9) 

ტოლობით განვმარტოთ. თუ დCწ,,,, MC 7. მაშინ, ცხადია, 

დ/" ს C წო+ჯ: ი+ყი“ მაშასადამე, როცა დ C შასი დ C წ.ა, –თ? მაშინ 

დ/Vდ გარე ნამრავლი შა,ა-ს ეკუთვნის. 
(6.9) ფორმულიდან ჩანს, რომ თუ / თუნქციაა, მაშინ 

/ (დ/V9) > (დ) /#V# =დ/L CI). (6.10) 
8. მოცემული დიფერენციალური ფორმის კოფორმა და შეუღ- 

ლებული ფორმა. წრფივ დიფერენციალურ ფორმათა პილბერტის სივრ- 

ცეები- განვმარტოთ ლ დ=დეძ2? ფორმისათვის კოფორმა 

.ი--- (დ; ძ21––ჯე ძ2?) =C9კ დე ძ2? (6.11) 

ტოლობით. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ დC6ზ,,,, მაშინ 
9%დ Cწ ,,, ამასთან 

« (-9)-> -––დ. (6.12) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ნებისმიერი ორი დ და ს ფორმისათ- 

ვის ადგილი აქვს 
« დ/)/ს=--დ/აზ (6.13)
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ტოლობას. თუ / ფუნქციაა, ხოლო დ– ფორმა, მაშინ 

« (/დ) = | (ად). (6.14 
შემოვიღოთ ახლა დ 6 წა, ფორმისათვის კონტრავარიანტული 

ფორმა, რომელსაც, (2.31) ფორმულის თანახმად, განვსახღვრავთ 

დ=(02ჩ-ეში დ (6.15) 
ტოლობით. შემოვიღოთ შეუღლებული ფორმის ცნება შემდეგი ფორ- 
მულის მიხედვით: 

დ=ი დ=(2 ი-)ი+ჩ აჯ =(2/#-ელ”+ი 8 დგძი.. (6.16) 
რადგან CდC8.,,, ამიტომ “დ და, მაშასადამე, დ ეკუთვნის ზ_,, 
კლასს. ამრიგად, დ და დ კონტრაგრედიენტული ფორმებია, 

თუ დ და ს კოგრედიენტული ფორმებია, მაშინ დ და დ კონტრა- 

გრედიენტულია, მაშასადამე, მათი დ/VCს გარე ნამრავლი ინვარიანტს 
წარმოადგენს. 

შემოვიღოთ ახლა ორი კოგრედიენტული ფორმისათვის ლოკალუ- 
რი სკალარული ნამრავლის ცნება, რომელსაც 

(თ, V),,=დ/VV = დ/ «ს (6.17) 
ტოლობით განვსაზღვრავთ, (6.11) და (6.15)-ის თანახმად შეგვიძლია 

დავწეროთ 

(დ, ს),,= –-ი« დ/სს=(2/-)”+"დ /# «ს=ჩის, (6.18) 
სადაც /# სკალარია, რომელიც გამოისახება 

ჩ= (2/#-)რ+" იზ, 09 დ,თ6=(2 /##-1) +9 (დ, ს,+დეს.)) (6.19) 
ფორმულით. 

ბუნებრივია ახლა, დ ფორმის ლოკალური ნორმა განვმარტოთ 

IდI=V/ დ, დგ. #C#, (6.20). 
ტოლობით. 

შემოვიტანოთ კოგრედიენტული ფორმების გლობალური სკალა- 
რული ნამრავლი და ფორმის გლობალური ნორმა 

თ, 3)= | (დ, 9)/= | დჯ, (6.21) 
ჯ ჩ
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| დI=I/ (დ, დ) =( | | CV |" (6.22) 

ფორმულებით. ადვილი დასამტკიცებელია 

I(7, 9)M#I = 1(დI/ IდI». ს1თდ-+-VII» =1დI#+I VII. MC. (6.23) 

I(დ, 9)1<IდI Iს 1დ+თ1=IდI+IVI (6.24) 
უტოლობები. 

ამრიგად, კოგრედიენტული წრფივი დიფერენციალური ფორმები 
შეადგენს ლოკალურ და გლობალურ პილბერტულ სივრცეებს. 

4. კოვარიანტული კოდიფერენციალი. კონტრავარიანტული და შეულღ- 

ლებული კოვარიანტული დიფერენციალები. ინტეგრალური ფორმულე- 

ბი. ახლა კოვარიანტული დიფერენციალის V= Vი ძ2- ოპერატორთან ერ- 
თად შემოვიღოთ აგრეთვე კოვარიანტული კოდიფერენციალი, რო- 
მელსაც განვმარტავთ 

«V= – (7, ძ21–– წე ძ2?) =C%, წე ძ2ჩ (6.25) 

ფორმულით. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ნებისმიერი / კოვარიან- 

ტისთვის ადგილი აქეს 

V/V" VI=-- «V/VV/ –=V /ძ/ (6.26) 

ტოლობას, სადაც V2?2/ ლაპლასის ოპერატორია /-დან, 

V /=V Vი/· 
ახლა / C წ„,, კოვარიანტისათვის შემოვიტანოთ კონტრავარიანტუ- 

ლი დიფერენციალი, რომელსაც (6.15) ფორმულასთან შეთანხმებით 

წ/=(2/-სეთ+ი წ, =(2/-ე)9+" წ/=V,I. (6.27) 

ტოლობით განვმარტავთ. შემოვიღოთ აგრეთვე შეუღლებული კოვა- 
რიანტული დიფერენციალის ცნება შემდეგი 

VI=4-V, (6.28) 
ფორმულით. 

ვთქვათ, / და C C წუ,ც. მაშინ (6.17)-ის თანახმად გვაქვს 

(ი), Vთ„„=VI/Iწი=VI/ჩმVთ ”M6C#. (6.29)
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მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ , 

(ი, თ M=V-Iთწ6ძ,, MC”. (6.30) 
დუ ამ ინვარიანტულ ტოლობას ვაინტეგრებთ ”# ზედაპირზე, მივიღებთ 

“”/ 
L 

ფორმულას, რომელიც დირიხლეს ინტეგრალს ანზოგადებს ზედაპირის 
კოვარიანტებისათვის, 

როდესაც / და ყ ფუნქციებია, მაშინ თ/=ძ/, VC=ძლი, დ=წ 
-და (6.30) და (6.31) ტოლობები მიიღებს სახეს 

(V/, წი - | (V/, წი»= წ წე ”Vბმ წ ძნ (6.31) 

L 

– 1 – – 
(ძ/, ძი),,=Vი-I V წ =-- (მ,”ძ,C+ ძა! ძაედ), (6.32) 

იძ, ძი= | დ, / წ%წძჩ. (6.33) 
ნ 

ვთქვათ, # ზედაპირი იზომეტრული პარამეტრიზაციის საშუალე- 

ბით ტოპოლოგიურად აისახება 2=X+IVყV სიბრტყის სასრულ მარტი- 

'ვადბმულ #, არეზე. ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ მათი ძ/” და ძ/#, 
საზღვრები წარმოადგენს უბან-უბან გლუვ მარტივ შეკრულ წირებს, 

რომელთა შორის გვაქვს ურთიერთცალსახა და უწყვეტი თანადობა. 

ვთქვათ, / C წე, გი უწყვეტია ჩაკეტილ ჩ Vძ/ ზედაპირზე და 
#-ის შიგნით აქვს 1-ლი რიგის უწყვეტი წარმოებულები. მაშინ ადგი- 

-ლი აქვს 

( ფი, ე) .. ძა = ( 4 /ა ძა (6.34) 
მL მ 

'ფორმულას. რადგან /, 6 წ,,, /ჯ C წი.,კ, ამიტომ გვაქეს 

Vმ% / ძ”=2 (მ- „, +9ძ, |.) ძX ძყ. (6.35) 

„მაშასადამე, 

| 4%):ძ–ჩ=2 | (9 /,-Lძ, /ა) ძXძყ. (6.36) 

L, 

მაგრამ გრინის ფორმულის თანახმად (იხ., მაგალითად, (1), თავი I)



ვI9 კოვარიანტების თეორია (თავი VI: 

L. 
( 2-ჩძ+4-, | ჩ4ი (4/ძიძ-- > ( 42 C.ვთ 

#. მ#, L. მ”, 

ამ ფორმულების ძალით (6.36) ტოლობა მიიღებს 

1. · 
| V /ი-ძ/” =-- | (”, ძ2'––Iე ძ25 = L 09 ”აძვზ (6.38) 

ჩ მL, მ 
სახეს, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

(6.33) ფორმულა სამართლიანი რჩება ნ-ბისმიერი #” %ზ-დაპირი- 

სათვის თუ ის ზემოთ ჩამოთვლილი თვისებების მქონე სასრული 

რაოდენობა ნაჭქრებისაგან შ-დგება. კერჭოდ, თუ # შეკრული რეგუ- 

ლარული ზედაპირია, ხოლო /ე--მასზე უწყვეტად წარმოებადი კოვა- 

რიანტებია, მაშინ გვაქეს 

( V9 /ე ძM =0 (6.39) 

დ? 
იგივეობა. 

ახლა დავუბრუნდეთ ისევ ინტეგრალურ (6.31) ფორმულას. ცხა- 

დია, გვაქვს შემდეგი იგივეობები: 

(Vჩ VC)„=V%ი IV" 8 ძწ =<" (6 წა ჩ) ძწ– წა" Vა/ძჩ, (6.40) 

(V/, V9),,=Vწი (/V%6)ძ”-–-წაწზი ძჩ. (6.41). 
ამ ტოლობების ინტეგრებით / ზედაპირზე მივიღებთ 

(V/, წთ | 2-V– ( “# V/ ძI-, (6.42) 

I- / 

(V/. Vწ8) = | IიVწ– ( /V?8ძL. (6.43). 

მ” #” 
თუ ამ ტოლობათაგან ერთ-ერთს მეორეს გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

| ყწ.V-I+VVC= | (წ VI-–IV'თ ძჩ (6.44). 
მ” #L 

ფორმულას, რომელიც გრინი ფორმულის განზოგადებაა ზ-დაპირის. 

ნებისმიერი კოვარიანტებისათვის.



§ რ) წრფივი დიფერენციალური ფორმები 3)ვ 

თუ # ჩაკეტილი რეგულარული ზედაპირია, ხოლო / და §--ორ- 
ჯერ უწყვეტად დიფირენცირებადი კოგრედიენტული კოვარიანტები, 
მაშინ გვაქვს · 

(,, წი-- | წ V"Iძჩ, (6.45) 

” 

დ, ი -- ო“ ძჩ. 6.46 
'ყ 

აქედან ჩაკეტილი ზედაპირისათვის ვღებულობთ გრინის ფორმულას 

( ყ–Mთ ძნ=0. (6.47) 
L 

ახლა საგანგებოდ შევისწავლოთ ინვარიანტულ დიფერენციალურ 

დ=ჯე ძირ (6.48) 

ფორმათა თვისებები. ამ შემთხვევაში 

დ,C წ, რC;:C შია. (6.49. 

დ ფორმის გარე დიფერენციალი განვმარტოთ 

ძდ =ძ/სდ=ძე ძ?? /V დგ ძ28 =C9ჩ ძე დც ძ/ = 

1 
=- (მ, დე––ძ– დე) ძXძყ (6.50) 

ფორმულით. დავუშვათ, რომ დე: უწყვეტია ჩაკეტილ +909” ზედაპირზე: 
და აქვს უწყვეტი წარმოებულები #-ის შიგნით. თუ (6.50) ტოლობას: 

ვაინტეგრებთ #-ზე და გრინის (6.47) ფორმულებს გამოვიყენებთ,. 

გვექნება 
/ ძდ= | «.4“= | დ. (6.51). 

–_. მწ 

5. ჩაკეტილი დიფერენციალური ფორმები. ვთქვათ, ძდ=ძ/სდ=0. 
მაშინ (6.51)-დან გამომდინარეობს, რომ აუცილებლად სრულდება 

| დ=0 (6.52) 

L
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პირობა ნებისმიერი L წირისათვის, რომელიც # ზედაპირს ეკუთვნის 
და რაიმე (ბმულ) არეს შემოსაზღვრავს. 

ვთქვათ დ ფორმა / ფუნქციის დიფერენციალია. მაშინ მას ზუსტ 

დიფერენციალს უწოდებენ. ცხადია, 

დგც=ძი/! (6.53) 

და, როგორც (6.50) ფორმულიდან ჩანს, ძა=ძ/Vძწ=0. პირიქით, 
თუ ძა=ძ/სდ=0, მაშინ (6.50)-დან გამომდინარეობს, რომ 

მ, დე=0- ჩ). (6.54) 

მაშასადამე არსებობს / ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს (6.53) 
პირობებს, ე. ი. დ=ძ/. / ფუნქცია გამოისახება 

IV = / დ, ძ:-+C (6.55) 
MიM 

ინტეგრალით, სადაც C მუდმივია. აქ ინტეგრალი აიღება ნებისმიერი 
წარის გასწვრივ რომელიც »# ზედაპირს ეკუთვნის და ფიქსირებულ 

Mა წერტილს ცვლად M წერტილთან აერთებს. 
/ ფუნქციას დ ფორმის პოტენციალი ეწოდება. თუ / ცალსახა 

ფუნქციაა, მაშინ დ=ძ/-ს ჩაკეტილი დიფერენციალი ეწოდება. (6.50) 
და (6.52) პირობები, ცხადია, ეკვივალენტურია. ვთქვათ # მარტი- 
ვადბმული ზედაპირია. მაშინ (6.55) ინტეგრალით / ფუნქცია განი- 
საზღვრება ადიციური C მუდმივის სიზუსტით. მაშასადამე, ამ შემთხ- 

ვევაში (6.54) (ან ეკვივალენტური (6.52)) პირობის შესრულება წარ- 

მოადგენს აუცილებელ და საკმარის პირობას იმისა, რომ დ ფორმა 

ჩაკეტილი დიფერენციალი იყოს. 
როცა # მრავლადბმული ზედაპირია, მაშინ ეს პირობები, საზო- 

გადოდ, არაა საკმარისი იმისათვის, რომ დ ჩაკეტილი დიფერენციალი 

იყოს. დავუშვათ, რომ M# შემოსაზღვრულია #1+1 უბან-უბან გლუვი 

მარტივი Lე, L),..., L,, წირებით. მაშინ / ფუნქციის ცალსახობისათ- 

ვის აუცილებელი და საკმარისია ' 

| დ=0, ჩ”ჩ=0,1,... (6.56) 

Lჯ 

პირობების შესრულება. აქ უნდა აღინიშნოს, რომ საკმარისია შემოწმ- 
დეს ამათგან მხოლოდ #? პირობის შესრულება. მაშინ მე-(ი1+-1) პი-



§ 6) წრფიპი დიფერენციალუეური ფორმები 3I5 

რობა შესრულებული იქნება (6.52) აუცილებელი პირობის თანახმად, 

"რომელიც (6.54)-ის ეკვივალენტურია. 
განვიხილოთ აგრეთვე დ=დე ძ2% ფორმის გარე კოდიფერენციალი, 

'რომელიც 
«ძდ=იძ/'დ, · ძ=.1. (0, ძ21––ძე ძ2?) (6.57) 

L 

-ფორმულით განისაზღვრება. მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ 

«ძ=5=2 (ძ,დ,+ძ-–დ,)) ძXძყ. (6.58) 

ამ ტოლობის ინტეგრებით #-ზე და გრინის (6.37) ფორმულის გამო- 

ყენებით მივილებთ 
| « ძ2= I. ღ. (6.59) 

L /” 

როცა «ძდ=0, ვიტყვით, რომ დ ფორმა ზუსტი კოდიფერენციალია. 
მაშინ (6.59)-დან გვექნება 

( » დ=0. (6.60) 

მჩ 
ამისათვის აუცილებელია და საკმარისი 

ძ, დე=-––ძ- დ, (6.61) 

პირობის შესრულება. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

დ=-- ძ, წ, და=– – ძ- 6. (6.62) 

მაშასადამე, 

დ> – (9,6ძ2––ძ- ცძ 2)=ი ძი- (6.63) 

თუ # მარტივადბმული ზედაპირია, მაშინ თ ცალსახა ფუნქციაა. ამ 

“შემთხვევაში დ ჩაკეტილი კოდიფერენციალი იქნება. როცა # ზემოაღ- 
ნიშნული სახის სასრულადბმული ზედაპირია, მაშინ C ფუნქციის ცალ- 

სახობას უზრუნველყოფს 

| იდ=ი (#=0, 1,..., /) (6.64) 

L. 
სახის პირობები.
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თუ დ დიფერენციალია, დ=ძ/, მაშინ (6.57) ფორმულა მიიღებს: 

სახეს 
«ძ/Vმწ/=4ძ,0მ- /ძXძყ=რ#4/ძL, (6.65) 

სადაც #/ ფუნქციის ლაპლასის ოპერატორია: 

4 1 /0?/ ი 
შ/”/“”წ”“”ძ“”ძ”ძეი!იი 6.66) რ/=- ძ.ძ-/ = (=2+35)' (6.66) 

დავუშვათ ახლა, რომ დ=დაკ ძჯი ფორმა ერთდროულად აკმაყოფი–- 

ლებს 
ძდ=0, «ძთ=0 (6.67). 

პირობებს. მაშინ ერთდროულად უნდა შესრულდეს (6.54). (6.61). 
პირობები და (6.53) და (6.62)-დან მივიღებთ ტოლობებს 

პძ,/+!დ=0, ძ-(I-/ფ =0. (6.68). 

აქედან გვაქვს 
I+!-=2V(C), 1-I!9=2რ(2, (6.69) 

სადაც დ და MV 2-ის ანალიზური ფუნქციებია. ამ ტოლობებიდან გა- 
მომდინარეობს 

/(=დ0+VC. =-- ფთ.თ-–-დდ). (6.70). 

ამრიგად, თუ დ ფორმის დიფერენციალი და კოდიფერენციალი ნუ- 
ლის ტოლია, მაშინ მისი პოტენციალი ნებისმიერი ჰარმონიული ფუნქ- 

ციაა, რომელიც, საზოგადოდ, კომპლექსურ მნიშვნელობებს ღებულობს- 

მარტივადბმული ზედაპირის შემთხვევაში ეს ფუნქცია ცალსახაა. 

მრავლადბმული ზედაპირის შემთხვევაში კი პოტენციალის ცალსახო- 

ბისათვის აუცილებელი და საკმარისია (6.56) პირობების შესრულება. 

(6.650ე) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ ლაპლასის #/=0 
განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ 

»«ძ/Vძ/=0 (6.71) 

ანუ, რაც იგივეა, 

სახით. 
დიფერენციალური ფორმების თეორიას ფართო განზოგადებანი 

გააჩნია რიმანის ნებისმიერი მრავალსახეობის შემთხვევაში: (იხ., მაგა- 
ლითად, |19|), (20), |21)).



თავი მერვე 

ზედაპირთან ნორმალურად დაკავშირებული სივრცითი 
კოორდინატთა ზსისტემები 

§ 1. სივრცის კოორდინატთა სისტემების 5-ოჯახი. ინდექსთა 
შეზღუდვის ოპერაციები 

1. კოორდინატთა სისტემების §-ოჯახი. სასარგებლოა ისეთი სი- 

ვრვითი კოორდინატთა სისტემების სპეციალური ოჯახის განხილვა, 
რომელთათვისაკც ერთ-ერთი საკოორდინატო წირთა ერთობლიობა 
რაიმე 5 ზედაპირის ნორმალთა ოჯახს წარმოადგენს. შემოკლებით 
ასეთ კოორდინატთა სისტემების სიმრავლეს 5-ოჯახი დავარქვათ. კო- 

ორდინატთა ასეთი სისტემები = 
განსაკუთრებით მნიშვნელოვან : 

როლს ასრულებს ზედაპირ- 

თა თეორიაში, 

ეთქვათ 5. რეგულარული 
ზედაპირია. 5 ზედაპირის მა%- 

ლობელი ნებისმიერი # წერ- 

ტილის წ რადიუს-ვექტორი 
შეიძლება წარმოვადგინოთ 

I=L+X#10ი 

სახთ (ნახ. 23), სადაც ი ნაზ. 23 
წარმოადგენს ” წერტილიდან 

5 ზედაპირზე დაშვებული ნორმალის ორჯს, L ამ ხორმალის /M ფუ- 
ძის რადიუს-ვექტორია, »9) კი წ-–--L ვექტორის პროექციაა ზედაპირის 

ორმალზე. 
ცხადია, Xმ?მ სკალარული სიდიდეა, იმასთან | X9) წარმოადგენს მან- 

#ილს ” წერტილიდან 5 ზედაპირამდე. ამიტომ X3-ს ვუწოდებთ ფარ- 
დომით მანძილს ” წერტილიდან 5 ზედაპირამდე.  



3)L სიჭრცითი კოორდინატთა სისტემები (თაპი VII) 

ამრიგად, 5 ზედაპირის მიდამოში აღებული რაიმე 6) არის ნების- 
მიერი ” წერტილის კოორდინატებად ჩვენ, შეგვიძლია ავიღოთ XI, X?, 

Xჯ" რიცხვები, სადაც XI, X? ზედაპირის /M წერტილის რაიმე კოორდი– 
ნატებია. 

საკოორდინატო XX? წირები, ცხადია, 5 ზედაპირის ნორმალთა 

ოჯახს შეადგენს, ხოლო X9მ = 0005 საკოორდინატო ზედაპირები 5-ის 
ეკვიდისტანტური ზედაპირების ოჯახს წარმოქმნის. 

2. ინდექსთა შეზღუდვის ოპერაციები. სივრცითი §5-ტენზორი. 

დავამტკიცოთ ერთი მარტივი დებულება. შეგახსენებთ, რომ ლათინური 
(ყრუ და განუსაზღვრელი) ინდექსები 1, 2, 3 მნიშვნელობებს ღებუ- 

ლობს, ხოლო ბერძნული –- 1, 2 მნიშვნელობებს. 5-ით აღვნიშნავთ 
რაიმე X) = 0005! საკოორდინატო ზედაპირს. 

ვთქვათ გვაქვს სივრცითი #:% ტენზორი რაიმე %V)! (9) მო- 

დულიდან წ (ა) რგოლზე. თუ ყველა ლათინურ ინდექსს ბერძნულით. 

შევცვლით, მაშინ მივიღებთ 48... ჩი (0, 0)-მატრიცას, რომელიც. 

წარმოადგენ” (0, 0)-ტენზორ“ %!: (5) მოდულიდან ნებისმიერი 

8: = იიია! საკოორდინატო ზედაპირისთვის. 

ჩვენ ეგულისხმობთ, რომ §-ოჯახიდან ერთი საკოორდინატო სის- 

ტემის მეორით შეცვლა ხორციელდება არაგანსაკუთრებული 

ჯი! = აზ (ჯ), ჯშ), XV = ჯ9 (თ = 1, 2) (1.წ» 

სახის გარდაქმნებით. ეს ნიშნავს, რომ 5-ოჯახიდან ერთი საკოორდი- 
ნატო სისტემის მეორით შეცვლისას სკალარული XL? კოორდინატი 

უცვლელი რჩება. შემდგომში ჯ» კოორდინატების ამგვარ გარდაქმნებს 
მოკლედ 5-გარდაქმნებს ვუწოდებთ. 

ზემოთ ჩამოყალიბებული დებულების დასამტკიცებლად საკმარისია 

განვიხილოთ მე-2 რანგის შერეული ტიპის #! ტენზორის შემთხვევა. 

გვაქვს 
იჯ” »= #0, #0; = კ-ე ==. (1.3)   

თუ აქ დავუშვებთ #=0თ, |=ჩზ და მხედველობაში მივიღებთ 
ვ? ი” > ძX =0, 9, = > =0 ტოლობებს, გვექნება   

ძ ჯზ 

48: = 48 90%” L.. (1.4



§ 1) კოორდინატთა სისტემების 5-ოჯაჯჭი ვ319' 

ამრივად, დებულება დამტკიცებულია მე-2 რანგის ტენზორის შემთხვე- 
ვაში. იგი ანალოგიურად დამტკიცდება ზოგად შემთხვევაში ნებისმიერი- 
რანგის ტენზორისთვისაც. 

ამავე გზით მტკიცდება შემდეგი, უფრო ზოგადი დებულება. 

თუ სივრცითი 4. =% ტენზორის # კონტრავარიანტულ და § 

კოვარიანტულ ინდექსებს 3-ს გავუტოლებთ (<0, §< 90), ხოლო 
დანარჩენებს შევცვლით ბერძნული განუსაზღვრელი ”ინდექსებით,. 

რომლებიც 1 და 2 მნიშვნელობებს ღებულობენ, მაშინ მივიღებთ: 

(6-5 0-»,) ტიპის ტენზორს ნებისმიერ X1 = 0005L ზედაპირზე. 

ამრიგად, სივრცითი ტენზორისაგან 'მეგვიძლია მიეიღოთ X” = ლ0ჰ05L 
საკოორდინატო ზედაპირების ტენზორები ოპერაციით, რომელსაც ინ- 

დექსების შეზღუდვის ოპერაციას ვუწოდებთ. იგი იმაში მდგომარეობს, 

რომ ზოგიერთი (ან ყველა) ინდექსი გაირბენს 1, 2 მნიშვნელობებს 

და, მაშასადამე, აღინიშნება ბერძნული ასოებით, სოლო დანარჩენი- 

ინდექსები კი 3-ის ტოლი აიღება. 

თუ 0 რანგის სივრცითი ტენზორის ყველა ინდექსს ბერძნული 

ინდექსებით შევ კვლით, მივიღებთ X3 = 0005 ზედაპირების იმავე რან- 

გის ტენზორს. ასეთ ტენზორს სივრცითი ტენზორის მინიმალური შე- 

ზღუდვა ვუწოდოთ. თუ სივრცითი ტენზორის ყველა ინდექსს 3-ს გა- 

გუტოლებთ. მივიღებთ სკალარს, რომელსაც სივრცითი ტენზორის 

მაქსიმალურ შეზღუდვას ვუწოდებთ. 

ინდექსების მინიმალური შეზღუდვისას # = 5 = 0, ხოლო მაქსიმა- 

ლური შეზღუდვისას 5§= ი, ”= 0. 8=I+§ რიცხვს ინდექსების 

შეზღუდვის რიგი ვუწოდოთ. ინდექსების იI-ური რიგის შეზღუდვის 

შემთხვევაში ტენზორის რანგი #7. ერთეულით მცირდება. 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, სივრცითი LI რანგის ტენზორისგან ინ- 

დექსების შეზღუდვის ოპერაციის გამოყენებით შესაძლებელია მივიღოთ 

4 : X»X9მ = ლ00ი5L ზედაპირების „, ”–1,...,0 რანგის ტენხორები. მათ 

შორის ნულისაგან განსხვავებული ტენზორების ერთობლიობას სივრეი- 

თი ტენზორის არსებითი ბირთვი ვუწოდოთ. 

შევნიშნოთ, რომ (ი, მ) ტიპის სივრცითი ტენზორის ინდექსების 

შეზღუდვის ” + 5 რიგის ოპერაცია შესაძლებელია განხორციელდეს 

ისი 
2 2I ფმ ...82 გ" გ! გჩ+++: გჩი 
0ვ -..0ვ 0/, "“'9,, 90, ძე 9, მჯ (1.5). 

სახის ტენზორთან შეკვეცის შედეგად. ცხადია, §< 70, ”<ძ. I)... წა 
ჯა... I, ინდექსების სივრცითი ტენზორის ინდექსებთან გადაჯაჭვის.
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რიგის შეცვლით ჩვენ მივიღებთ X9 = C005L ზედაპირის (0 -–-5,0ი–7) 
ტიპის, საზოგადოდ, სხვადასხვა ტენზორებს. 

თუ » კოორდინატების” »§-გარდაქმნების შემთხვევაში 4 ი ს 

მატრიცა 

11. I = ქ... იეს 2 , ტინ = 4 ჩნ... ხდ ხხ)... (1.6 
ფორმულის საშუალებით გარდაიქმნება, სადაც 

IX =C0C,, IL. =ბ'!, LMა,= ლა, IM =6V, 
მაშინ მას (2, 0) ტიპის (ი + იყ რანგის) სივრცით §5-ტენზორს ვუწო- 

დებთ. ყოველი სივრცითი ტენზორი, ცხადია, სივრცით 5-ტენზორს 

წარმოადგენს. მაგრამ შებრუნებული დებულება, საზოგადოდ, მართებუ- 
ლი არაა. 

თუ ა ... % ა ზედაპირის (0, 0) ტიპის ტენზორია, ადეილი 

შესამჩნევია, რომ 

ტ000 = 400-% გი... გდ? შე +. მქ? (1.7 

მატრიცა (0,0) ტიპის სივრცით ფტენზორს წარმოადგენს. ამ ტენ- 

ზორს ქს" წ ტენზორის მარტივი გაფართოება ვუწოდოთ. 

თუ (1.7) ტოლობის ორივე მხარეს ბ, - '.ზ + გI0+ .. . 2127 

ტენზორზე გავამრავლებთ, მივიღებთ (0 +/, ი + ა) ტიპის სივრცით 

§-ტენზორს. 

ამრიგად. ზედაპირის (07, მ) ტიპის ნებისმიერი ტენზორი (1.5) 

სახის ტენზორთან შეკვეცის საშუალებით (ბერძნული ინდექსების მი- 
მართ) შეიძლება გავაფვართოოთ (0 +”, 0 + 5) ტიპის სივრცით §- 
„ტენზორამდე, სადაც ” და § ნებისმიერი მთელი დადებითი რიცხვებია. 

§ 2. არის 5 ,„პარამეტრიზაცია 

1. არის 5,.-პარამეტრიზაცია. კოვარიანტული ბაზისი, განვიხი- 

„ლოთ 5-ოჯახის კოორდინატთა სისტემების საბაზისო ვექტორ-ფუნქცი- 
ები, რომელთაც 

საე = 1 + ისაX, წე=ი, C=1,2 (2.1)



§ 2) არის 5„-პარამეტრიზაცია 321 

( 

სახე აქვთ, სადაც I. წარმოადგენს ზედაპირის გაუსის XV კოორდინატ- 
თა სისტემის საბაზისო ვექტორ-ფუნქვიებს. 

ვეინგარტენის იც = –– ხგI, ფორმულების თანახმად დავწერთ 

ჩე =X --ჯმხხო, /7ვ=წჩ (2.1ა) 

ანუ 
ჩე = (ძგ –– Xმ8ხ2) +, == (ძა) –– Xმ9 ხე), ჩე=ი. (2.1ბ) 

ამ ფორმულების საშუალებით ადვილად ვიპოვნით სივრცის მეტ- 
რული ტენხორის კოვარიანტული კომპონენ#ების გამოსახულებებს 
5-ოჯახის კოორდინა+თა სისტემების მიმართ: 

წიჩ = ზა M% = შეზ 2 Xმ ხაგ + (X) ხე ხ,გ, ტ2 

-2– 
წიე = Iს წვ=0, „წვე = ვე = 1. 

საკოორდინატო სისტემას 5-ოჯახიღან როგლის კოვარიანტული 

მოძრავი ბაზისი (2.1) ვექტორ-თუნქციებს "შეადგენს, შემოკლებით 
სივრცის 5,-პარამეტრიზაცია ვუჯოდოთ. ქვემოთ ჩვენ 5-ოჯახის კო- 

ორდინატთა სისტემების ბაზისად ავიღებთ აგრეთვე L,, Lე, ი ვექტორ- 
ფუნქციებსაც. ასეთ კოორდინატთა სისტემას სივრცის 5ე-პარამეტრი- 

ზაციას ვუწოდებთ. ქვემოთ უფრო ნათლად გამოვავლენთ ამ ტერმინე- 
ბის მნიშვნელობას და დავადგენთ კავშირს სივრცის 5, და 5ე-პარა- 

მეტრიზაციებს შორის. 

9. არის 5: უ-პარამეტრიზაცია. თუ (X2) კოორდინატთა წირები, 

როცა XX=0, 5 ზედაპირის სიმრუდის. წირებს ემთხვევა, მაშინ 

(იხ. (VI, § 1, პუნქტი 4) და (VI, § 1, პუნქტი 5)) 

”, = (1 –?ჩ?, X9) ო ML, = (1 –M”.XI) კს, ვ= წ, (2.3) 

თ. = 0 6 X'/ბ=2) 6, = (1-6 18 = 7, 0.4 
ყვ = 1, #კ=0, როცა (59C/, 

სადაც #, და ჩე 5 ზედაპირის მთავარი სიმრუდეებია, ხოლო ,4-%=L,L,, 
81 = Lე 1 –“– ამ ზედაპირის პირველი კვადრატული ფორმის კოეფიცი- 

ენტები. 
(2.4) ფორმულების თანახმად სივრცითი- მეტრული კვადრატული 

ფორმის დისკრიმინანტს აქვს 

წ =0397, (2.5) 

8 = (1 ––/1X9) (1 –– ჩეX9მ) = 1-–-2#77X93 + # (X2)2 (2.6)
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სახე, სადაც #” 5 ზედაპირის საშუალო, ხოლო # მთავარი სიმ– 

რუდეებია. აქედან ჩანს, რომ ყწ/თ შეფარდება, სადაც თ 5 ჩზედაპი- 

რის მეტრული კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტია, ინვარიანტია 

ნებისმიერ X9 = 0005, საკოორდინატო ზედაპირზე. მაშასადამე, (2.5) 

ფორმულა სამართლიანია ნებისმიერი კოორდინატთა სისტემისათვის 

5-ოჯახიდან. 
ამრიგად, როგორც ამას (2.4) ფორმულები გვიჩვენებს, არის §ე- 

პარამეტრიზაცია, რომელიც დაკავშირებულია 5 ზედაპირის სიმრუდის 

წირებთან, კოორდინატთა ორთოგონალურ სისტემას წარმოადგენს. 

ამ კოორდინატთა სისტემას შემოკლებით არის 25:,უ-პარამეტრიზა- 

ცია ვუწოდოთ. 

(2.3) და (2.5) ფორმულების თანახმად გვაქვს 

=%Xს 6XC (2.7). 
V წ V 

მაშასადამე, ნებისმიერი 85 : 3 = ლ0ევ( საკოორდინატო ზედაპირის 

ნორმალის ორტი ი-ს ემთხვევა. ამიტომ, (2.3) ფორმულების ძალით, 

ზედაპირის მეორე ძირითადი კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებს 
5:,,-პარამეტრიზაციის მიმართ აქვს 

ხს =–წV10, = ჩე IL, = M1 (1 –– ჩ, X9) 41, 

    

“ხუ: = –– წ, იე = ჩ. ჩე, = ჩე (1 –– ”, X2ჰ?) 8?, (2.8) 

ხა = ხ,. = –- ი = ჩეს I, = 0 

სახე. (2.4) და (2.89) ტოლობები გვიჩვენებს, რომ არის 5:,უ-პარა- 

მეტრიზაციის შემთხვევაში საკოორდინატო (6) და (უ) წირები ნების- 

მიერი 5 : X9 = C005L საკოორდინატო ზედაპირის სიმრუდის წირებს 
წარმოადგენს. 

(2.4) და (2.8)-ის თანახმად 5 ზედაპირის პირველ და მეორე კვად» 
რატულ ფორმებს აქვს სახე: 

1 =ძ5:= 1?ძC0 + 1881ძ/»?, (2.9 

II = ჩ,ძ 355 = L, 42 ძ? -L #, 187 ძ უ?, (2.10) 
სადაც 

4? = 41(1-წსXე, “8? = 87(1 –ჩ:X9%, 

#; = X, LI –– #; X9)“1, M = ჩე (1 –– ჩ:X59)“ 1). (2.11)
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მაშასადამე, #, და #.- 5 ; X> = C საკოორდინატო ზედაპირის მთავარი 
სიმრუდეებია, ხოლო ამ ზედაპირის საშუალო და მთავარი სიმრუდეები 
'გამოისახება 

MI -–- X #M =-- ჩ)= _-_-  “ ა)  _ 
2 (1 ჩა) 1 ––2// Xჰმ -L IL (3? 

# (2.12) 

#X 1 M2 1-2 MX -+L X 6) 

ფორმულებით. 

არის 5; „-პარამეტრიზაციისათვის, ცხადია, ადგილი აქვს 

I) = (1 –– ”,ჯე)ე 10), C2= (1-- ?.აX9)“ 12, 92 =7ი (2.13) 

ფორმულებს, რომლებიც განსახილავი პარამეტრიზაციის კონტრავარიან- 

ტულ ბაზისს გამოსახავენ. აქედან ვღებულობთ 

ც!! = ნ!ნ1 = (1 –– –, 5)-?2 4-2 = _1_ , 

611 

გ? = 026? = (1 -- ს, X9-28-ბ = _1_ , 

(#9 

09 =იხი= 1, (/1=წM=0, როც (195) (2.14) 

ტოლობებს, რომლებიც სივრცის მეტრული ტენზორის კონტრავარიან- 

ტულ კომპონენტებს გამოსახავენ 5: პარამეტრიზაციის მიმართ. 
ვ. 5,„-პარამეტრიზაციის კონტრავარიანტული ბაზისი. დავუშვათ, 

რომ სკალარული Xჯ9 კოორდინატი აკმაყოფილებს 

IM. | |XXI<1, IXე||XX|<1 (2.15) 

პირობებს. ეს ნიშნავს, რომ განიხილება 5-ზედაპირის მახლობელი, საკ- 

მარისად თხელი ფენა. მაშინ გვაქვს 

L9 = (1 + MX + ჩ-ა (X)?1+4+ ·..), წმ=ი (2.16ა) 

(თ-ს მიმართ შეჯამება არ ხდება!). 

ეს ტოლობები შეიძლება ჩაიწეროს 5-ოჯახიდან ნებისმიერი კოორ- 
დინატთა სისტემის მიმართ მართებული 

L9 = L9 -L X9 ხმ +ჩ.-L (X9) ხზ ხგ 9 -L ... 

ს? = ი :(2:16ბ) 
ფორმით.
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ამ მწკრივის ზოგაღი წევრია 

დ)” ხნ“ ხა... ხემი 8. 
(2.16ბ)-ს თანახმად გვაქვს 

ყიჩ = ნ9%·ჩ = ე9ჩ IL 2 ჯვ ხიჩ L ვ (9)?ხ2 წჩ8 LL... 

ყ93 = ებ =0, ყ§99 =1. (2.17) 

(2.16ა) და (2.17) ფორმულები შეიძლება სასრული ფორმით ჩავწეროთ. 

მივმართოთ” (2.13) ფორმულებს. მათგან პირველი ორი შეიძლება გამო- 
ისახოს საერთო 

ჩი = 8-1%წგ «ჩ (2.18) 
ფორმით, სადაც 

%8 = 08 --- X9 09» დგ, ხX = (1 –- 2 // X2) 08 + X9მ ხ8, (2.19) 

4 = (1 ––- ჩე X29) (1 –– ჩე X9) = 1 –– 2 // ჯ9 -L IC (X9)3?. 

ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (2.18) ფორმულები სამართლიანი 

რჩება ნებისმიერი 5.,.-პარამეტრიზაციისთვისაც. (2.18) ტოლობების 
გამოყენებით დავწერთ 

ყიჩ = 9-2 ხი ხX8 (2.20) 

ფორმულას, რომელიც #9ჩ-ს სასრული სახით გამოსახავს. 

განვიხილოთ აგრეთვე გაფართოებული ნ ტენზორი: 

7 _ I ხგ, როცა = Cთ, 1=8, 0.2) 

#ბ6:60,, როცა (=3 ან 1= 3. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ხ მე-2 რანგის შერეული ტიპის 

სივრცითი 5-ტენზორია. მაშინ გვექნება შემდეგი ზოგადი ფორმულები: 

ს! = 8-196/ჯ, (2.22) 

თ! = 8-2 ხI ხV, (2.23) 

ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ არის ნებისმიერი 5 _,-პარამეტრი- 

ზაციის მიმართ 5 : X9 = C საკოორდინატო ზედაპირის მეორე ძირითა- 

დი კვადრატული ფორმის კოეფიციენტები გამოისახება
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ფორმულების საშუალებით. შერეული ტიპის შესაბამისი ტენზორი 
გამოისახება 

ხL = –- წ5 იგ = 9-! 6? ხს (2.24ბ) 

ფორმულით. მაშასადამე, არის 5;,„-პარამეტრიზაციის მიმართ 

#.=ხს #, =ხ. (2.25) 
4. ქრისტოფელის სიმბოლოების გამოსახულებები. თუ (2.1, ბ) 

ტოლობებს გავაწარმოებთ და მხედველობაში მივიღებთ გაუსისა 

და ვეინგარტენის 

Lცგ = I ეგ, ++ + მაგი = 1 ეგ” ს, + ნეგ, (2.26ა) 

მგბ = –- სგა“ + წი, ძგ= _9_ , (2.26ბ) 
ძყჩ 

Iც = –- ხე, = –- ხი, I% (2.26გ) 

ფორმულებს, გვექნება 

ჩეგ = II 6გ,; –– X3 (წგ 0ი);, + I იგ” 6.))) L" + 

-L (ხეგ –– X) ხე ხ,;) ი, (2.27ა) 

წვე = ხე, I»> ჩევ =0, (2.27ბ) 

სადაც V7გ კოვარიანტული წარმოებულის სიმბოლოა 5 ზედაპირზე. 

თუ ქრისტოფელის 1-ლი გვარის სივრცით სიმბოლოებს გა– 

მოვსახავთ 

0,,, = ჩე, (2.28) 

ფორმულებით, (2.1 ბ) და (2.27 ა, ბ)-ს ძალით მივიღებთ 

(9MXX = I იჩ,). _ჯ (წგ ხა; + 2 1 იგ” ნ.) + 

+ (X9)? (ხჯ Vს ხას + ხა ხ, I 98") ' (2.28ა) 

Cიგ,ე =–- Cია,ჩ = ხიჩ =4 ხ ხ,გ, (2.28ბ) 

რია, = 09, C”ყე,, = 0. (2.28გ) 

თუ 5 ზედაპირზე საკოორდინატო წირებად სიმრუდის წირებს 
ავიღებთ, გვექნება
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  საგ = (1 –– ჩე X9) ეგ -––- ჯმ 09% გ IM, (2.29ა) 

ჩე = – ჩენ, წკე=0 (2.29ბ) 

(თ-ს მიმართ შეჯამება არ ხდება). 

ამ შემთხვევაში (2.28 ა,ბ) ფორმულები მიიღებს 

9მ0M 
Cღი8,,==(1 –– ჩე X9)(1 –– #,, Xმ) L ცგ,,, –– X9 (1 -–– ,, #)– გ 201ა (2.30ა)   

Cიჩ,კ = – ყყევ,გ = ხაგ (1 ჩი X?") (2.30ბ) 

სახეს. მხედველობაში უნდა ვიქონიოთ, რომ ამ ტოლობებში იე; = /17, 
იავ = 8', ხ,, = ჩე. #4“, ხა» = ჩა #8!, რთI)ა = 0, ხა = 0, ხოლო ქრის- 

ტოფელის I იგ,; სიმბოლოები გამოისახება 

ძი ძთ ძთ 
L =-- 2ჩ -+L 92? _ , 98 ს == 2.31 თჩ,12. 2 -(-> 2 ჯ6 2 2. Mიგ I), ( )     

ფორმულებით. 

შევნიშნოთ, რომ 0იგვ საკოორდინატო 5: #3 = ლ0ი§( ზედაპი- 

რის მეორე ძირითადი კვადრატული ფორმის კოეფიციენტების ტოლია, 

Cიგ,ვ = ხი. 
ვიპოვოთ ახლა მე-2 გვარის ქრისტოფელის სიმბოლოების გა- 

მოსახულებანი 

0! = 8 0კ,, = IV Iს. (2.32) 

თუ ვისარგებლებთ (2.14) და (2.30 ა,ბ) ფორმულებით, მივიღებთ 

1- ჩი ჯმ LL 7 ჯს ძ ჩი 
თ –==აეაას» _– თ? ' 2.32ა 

იჩ 1 –- #, ჯ იჩ 1-2 მჯ “ ( ) 

ხზ 

0ეგმ = ნეგ (1 – ჩა X), რეჩ =– –– –- ა“, (2.32ბ) 

თევ? = 0, თვვ? = 0. (2.32გ) 

(თ, ჩ, 1-ს მიმართ შეჯამება არ ხდება!), სადაც 

LI გ” = თ? I იგ,, = წიგ“. (2.33)



§ 2) არის 5„/-პარამეტრიზაცია 327 

რადგან #,; = ხ1I, #, <= ხ2?, ხ1 = ხ! = 0, ამიტომ (2.32ა ტოლო- 
ბები შეიჭლება კიდევ შემდეგი სახით ჩავწეროთ; 

ჯვ ( მხვ __ სგა” ხ," + გ? ხე” ) - Cეგ» = · -- “ ეი 
იჩ იჩ 1 –7ჩ, Xჯჰ ბ» 

” = 1 გ? _ წა - წგ ნე? (2.34) 

0-ს მიმართ შეჯამება არ ხდება) ან, თუ დავშლით »3-ის ხარის- 

ხების მიხედვით, 

Cღიგ” = | ეგზ-–- Xმ წგ ხგ –- (X)2ხა Vგ ხვ –.--, (2.34ა) 

ამ მწკრივის ზოგადი წევრია 
ჩ· , “ - V,გ- –Cდე"ხი 64... ნემ ფხც იი. 

როგორც (2.34ა)-დან ჩანს, Cეგ”-- IL გ” სხვაობა წარმოადგენს ტენ- 
ზორს ყოველ X9 = 0005. საკოორდინატო ზედაპირზე. ამის გამო 
(2.34ა) ფორმულა სამართლიანია არის ნებისმიერი 5 ,-პარამეტრიზა- 

ციისათვის. ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ 

Cეგ? = ხეც –– ნგ ხ.;გ X”, 

თაეზ = –- ხზ –- #9 ხზ ხუ –- (X)%ჩ ხ3 ხე... (2.35) 

თვი” =0, ძვე“ =0, 0ვე" = 0, 

ამრიგად, 0აგ? და 60-ე წარმოადგენს ტენზორებს ყოველ X2 = ლ005L 
საკოორდინატო ზედაპირზე. 

5. მიახლოებითი ფორმულები. ვთქვათ, #3 იცვლება -– /| <- Xმ <= / 

შუალედში, სადაც /# იმდენად მცირე სიდიღეა, რომ შეიძლება მივიღოთ 

15 ჩ,ჩლ=1, 15% MჩC=1. (2.36) 
ასეთ შემთხვევაში ჩვენ შეგვიძლია ვისარგებლოთ შემდეგი მიახ– 
ლოებითი ფორმულებით: 

ჩე=+“, ნ.კ=ი, (2.37ა) 
ლი ი ჩM92-იე, (2.37ბ) 

6#იჩზჩ == ძიიჩ. წვი= წივ = 0, წვვ = I, (2.38ა) 

ჟყ9ჩ-. ციჩ, ც09- უბ = 0, დ2პ = 1; (2.395ბ)
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C56.1, = 1 იზ,.–– X'IVგ ხი, C%იჩ,ვ == 0იჩ , (2.39) 

Cია,ჩ = –- ხამ, Cიე,ე = 0, Cეე,, = 0: 

Cაგ“ = L იც” _ჯ” Vს სჯ , 
2.39ბ 

Cიგ” = ხას, 0კეჩ = ხს, 0აე” = 0, Cვე" = 0. ' ) 

ეს ტოლობები ჩვენ გამოვიყვანეთ იმ შემთხვევაში, როცა სა- 
კოორდინატო წირები 5 ზედაპირზე სიმრუდის წირებს წარმოადგენს. 

მაგრამ ისინი სამართლიანია (იმავე ხარისხის სიზუსტით) ნებისმიერი 

სხვა სისტემის მიმართაც 5-ოჯახიდან. 

თუ 5 სფერული ზედაპი-ი ან წრიული ცილინდრია, მაშინ 

V-ა 0 = 0. ამ შემთხვევებში (2.39 ა, ბა ფორმულები კიდევ უფრო 
მარტივდება და ღებულობს 

Cიჩ,1, = I იჩ, 0ი8,3 = ხიგ , 

Cთ.ა,ჩ =– ხაიგ , Cიე,ვ = 0, თვა,” =0. (2.40ა) 

0ი8” = 1 გ“ ' 6აი” = ხეც, 

0ავჩ = – ჩხ , 0კვ? = 0, 0ვე" = 0 (2.4Cბ) 

სახეს. 

§ 3. არის 5ე-პარამეტრიზაცია 

1. არის 5კ-პარამეტრიზაცია, კავშირი 5,- და 5ე-პარამეტრიზა- 

ციათა ბაზისებს შორის. §) არეში, სადაც შესრულებულია (2.15) პი- 

რობები, 5-ოჯახიდან აღებული საკოორდინატო სისტემის ბაზისად შეიძ- 
ლება ავიღოთ (.,, „,, I ტრიედრი, რომელიც უშუალოდ არის დაკავ- 

შირებული 5 ზედაპირთან. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

I =მაL (თ = 1, 2), Iე= წ, (3.1ა) 

% = ციჩ Lგ (« = 1, 2), წმ = ი, (3.1ბ) 

იი=ხხ, ი0C#=IX, ი; = L'L, = წI. (3.2 

გვაქვს 
ძსჩ, იჩ, მზ = 6გ = 0ჩ, როცა L= რთ, ! = წ, 

) 
ბ, 27”, ბ/, როცა (=31ან71= ვ. (3.3) 

, , 
მ,, ი”, დ, = |
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თუ 5 ზედაპირის /V(XI, X2) წერტილიდან ს), I, I და LI, 

იდ, ე ტრიედრებს პარალელურად გადავიტანთ 5-ის შესაბამისი 

ნორმალის გასწვრივ §პ არის /XXI, X2, X2) წერტილში, ამით ავა- 
გებთ §' არეში მოძრავი ტრიედრების ოჯახს, რომელიც ჩვგენ შეიძ- 
ლება გამოვიყენოთ მოძრავ ბაზისად შესაბამისი კოორდინატთა 
სისტემისათვის 5-ოჯახიდან. კოორდინატთა სისტემას 5-ოჯახიდან, 

რომელსაც ბაზისად I,, წე, ი ტრიედრი აქვს, (ა არის 5კ-პარამეტრი- 

ზაციას ვუწოდებთ. 

ადვილად მიიღება ფორმულები, რომლებიც <5 ე)-პარამეტრიზაციის 
#, და L" ბაზისებს 5 ,-პარამეტრიზაციის წ, და ს! ბაზისებით გამოსახა- 

ვენ. ამ მიზნით შემოვიღეთ კიდევ ახალი აღნიშვნები: 

ხ,= –, ი,, ხ,= –>ი, ხ/= –#”ი (ი=ძ" წ). (3.45) 

გვაქვს ე | 
ხკ, ხ', ხ( = IV ხს, ნ, როცა 1=თ, | =ჩ, (3.4ბ) 

| 0, როცა (=3 ან /=3. 
ახლა (2.1 ბ) და (2.22) ფორმულები შეგვიძლია 

ს, = 4;!I+, = 4,,II, იჩ! = 49, = 4057” (3.5ა) 

სახით ჩავწეროთ, სადაც 

4,,= ზ,ო = 0I-–- Xბმხ, #4,=IV,= ი, XVხ,, (3.6ა). 

4/ = ი! I = ყ' 4” , #4. = ' წ, = დ) 4ყ. (3.6ბ). 

ცხადია, , და ჩ' წარმოადგენს შესაბამისად კოვარიანტულ და კონტრა- 

ვარიანტულ სიერცით 3 ტენზორებს V (09) მოდულიდან (იხ. III 
თავი, § 3, პუნქტი 3). ახლა ადვილად დავრწმუნდებით, რომ L, და L 

აგრეთვე წარმოადგენს შესაბამისად კოვარიანტულ და კონტრავარიან- 

ტულ სივრცით §5-ტენზორებს V (C) მოდულიდან. ამის გამო 

ი, II „, I §-ტენზორების ყველანაირი სკალარული, ვექტორული 
და შერეული ნამრავლები, ცხადია, აგრეთვე სივრცითი 5-ტენზორები 

იქნება. მაშასადამე ძ,,, ხ,,, 4: თ, ხ!,, 4”; თ), ხ!,4//, /11; წარმოად-. 
გენს შესაბამისად კოვარიანტულ, კონტრავარიანტულ და შერეული. 

ტიპის მე-2 რანგის სივრცით 5-ტენზორებს ძ? (6ჩ)-დან. 

(35 ა) ფორმულების შებრუნებით ვღებულობთ 

+, = 4/;ს, = /4,, CI, > = 4” წს = #4! IM). (ვ3.5ბ),
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ახლა ადვილად მივიღებთ აგრეთვე 4", და #” ტენზორების ცხად 
გამოსახულებებს ი,/ და 0, ტენხორების საშუალებით. (2.22) ფორმუ- 

ლების თანახმად გვაქვს 

4ი5=ნ',,= 89-19, /#/= VII =8-1ხ/, (3.6გ) 
სადაც 

“ხხ = იIნ(, 8 =1--2//X9მ -L X (X4)2?. (3.6დღ) 

უფრო გაშლილი სახით (3.6 გ) ფორმულებს შემდეგნაირად ჩავ- 
წერთ: 

  

_ 0 --2M/X)0+X#Vხ( + (X)? I ი; ი! 
–_ 

_1--2M/X) თ” -L X4შხ!! -L (X9?მ)? IC ც” ი! 

1=2/7X#7-L X (X9)2 

ამრიგად, კავშირი 8 არის §კ და 5,;-პარამეტრიზაციებს შორის 

ხორციელდება #4, 44, 4/ და 4” სივრცითი 5-ტენზორების საშუა- 
ლებით, რომლებიც (3.6 ა,ბ) და (3.7 ა,ბა ფორმულების მიხედვით 
ცხადი სახით გამოისახება თ,,, ი”, ი/, ხ,,, ხ და ხ, ტენზორებით. 

(3.3) და (3.4ბ) ტოლობების თანახმად (3.6ა) და (3.7 ა, ბბ)-დან გვაქვს 

4, , (3.7ა) 

#4! (3.7ბ)   

/#აზ = 08 –– X»X9 ხს, ტ,ზ= 41 =0, /:3=1, (3.ზა) 

4იგ == ცვ –– X" ნაგ, #იავ = 4ტვი=0, /ვ = 1, (3.8ბ) 

/4ზე = _ 26-- XC CV ხს; _ , 4 =49 =0, ქტ =1, (3.8გ) 
1=-2#// X3 -L IC (X3)? 

ე9ჩ 3-9” -ჩV ხ,., ქთ = 9 #60 06. _ 
1-2MX7-L X 02)? 

,' 49 = #4%%=0, გტა”) = 1. (3.8დ) 

, (, 10.8) და (V, 10.9) ფორმულების თანახმად 5 ზედაპირის 
რიმან––ქრისტოფელის ტენზორის კონტრავარიანტული კომპონენ- 

ტები შემდეგნაირად გამოისახება: 

ჯაიჩV = ხ9ჩ ხVV __ გიV ხზ = I ეც9) იჩV. (3.9) 

"მაშასადამე, 

ცის CV ხს. = I -1.I2V9ჩV ნ, (3.10)



§ 3) არის §5იე-პარამეტრიჭზაცია ვვI 

და #/ და 4” მატრიცები შეიქლება გამოვსახოთ 5 ზედაპირის რიმან -–– 
ქრისტოფელის ტენზორის საშუალებით: 

იაჩ – )IMX-I 12X9ჩV ნა, 

1--2/7X + X(X)? 

,.– 4-X##M წესს 
გ 1-2/X + XL (XX)? 

#49 = , ტაბ = /9 =>0, /319=1, (3.11ა) 

-, 4%=4%=0, 4%=1. (3.11ბ)   

ამ ფორმულებს ჩვენ შემდეგ პარაგრაფში გამოვიყენებთ. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სამართლიანია 

ძ, = ძ,,0! = ი, ი,, ი”, იI=0"ძ), 0 = 0" 0, = 0" 0 იი: 
(3.11გ) 

ხ, = ძ/ ხ1 = 0, ხ, „ეშ, ხ = ი” ხე, ხ!! = ი ხ! = ი" ეთ ხ.» 

(3.11დ) 

ფორმულები. ამის გამო ი, ი”, იჯ (შესაბამისად ხ,, 6/, 6,/) ტენზო- 
რები შეიძლება განვიხილლოთ როგორც ეკვივალენტური სიერცითი 

§-ტენზორები. დამოკიდებულებანი მათ შორის მყარდება ინღექსთა 
ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციებით, რომლებიც იკ და თ'/-5-ტენ- 

ზორებით ხორციელდებიან. შემდგომში ამ ტენზორებს შესაბამისად გ 

და ხ სიმბოლოებით აღვნიშნავთ. 
როგორც ზემომოყვანილი ფორმულებიდან ჩანს, 7,, და ,/”, „47, 

და 7,1; მატრიცებს შეიძლება ვუყუროთ როგორც რაიმე # ტენზორის 
კომპონენტებს. აქ საჭიროა შევთანხმდეთ, რომ მისი კომპონენტები არ 
შეადგენს ჩვეულებრივი აზრით ეკვივალეეტურ ტეჩზორებს. მათი 

პირველი ინდექსები ვერტიკალის გასწვრივ გადაინაცვლებენ დ, და დ”! 
ტენზორებთან შეკვეცის შეღეგად, ხოლო მეორე ინდექსები კი –– ზედა- 
პირის ძ,, და ი! ტენზორებთან შეკვეცის 'ედეგად. 

(ა არის 5, და 5ე-პარამეტრიზაციების ერთდროული გამოყენების 
დროს ჩვენ სამი განსხვავებული სახის სივრცითი ტენზორი გვხვდება. 

პირველი, ესაა სივრცითი ეკვივალლენტური ტენზორები, რომელთა 
კომპონენტეს შორის კავშირი ინდექსების ატანით და ჩამოტანით 
ხორციელდება მეტრული წყ და §'!" ტენზორების საშუალებით. ამ 

სახის ტენხორებს შემოკლებულად 5 „ტენზორებს ვუწოდებთ. §,-ტენ- 
ზორების მაგალითებს წარმოადგენს ს,, ჩ“, თ,, და დ. 

მეორე, სივრცითი ეკვივალენტური 5-ტენზორებია, რომელთა კომ- 
პონენტებს შორის კავშირი ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის ოპერა-
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ციებით ხორციელდება ი,, და ი ტენზორების საშუალებით. ამ სახის 
ტენზორებს შემოკლებით §5)-ტენზორებს ვუწოდებთ. 5,-ტენზორების 
მაგალითებია L,, L, 8 და ხ. 

ბოლოს, მესამე სახის სივრცითი ეკვივალენტური §5-ტენზორებია, 

რომელთა კომპონენტებს შორის კავშირი ინდექსების ატანითა და 

ჩამოტანით ხორციელდება ინდექსების ნაწილისათვის დ,; და ყ/ ტენ- 
ზორების, ხოლო დანარჩენებისთვის ძ,, და ი” ტენზორების საშუალე- 

ბით. ამ სახის ტენხორებს შემოკლებით 5 ,,-ტენზორებს ვუწოდებთ. 

5,,იტენზორების მაგალით ებია #4, #4/!, /4წ, #74. 
# (5,,--ტენზორების) საშუალებით შეიძლება დავამყაროთ აგრეთვე 

კავშირი ტენხორთა კომპონენტებს შორის § არის 5, და 5,-პარა- 
მეტრიზავციების მიმართ. 

შევთანხმდეთ, ტენზორთა კომპონენტების აღმნიშვნელი ინდექ- 

სები არის 5ე-პარამეტრიზაციის შემთხვევაში შტრიხებით მოვნიშნოთ, 

ხოლო 5,-პარამეტრიზაციისთვის ინდექსებად უშტრიხო ასოები 

გამოვიყენოთ. ამ ინდექსებს სათანადოდ ძი და ყ-ინდექსებს ვუწო- 

დებთ. ამის შესაბამისად შემდგომში / ტენზორის კომპონენტები მი- 
ზან შეწონილია „4,,., #4',, #4M, 4,7/-ით აღვნიშნოთ. ეს გვიჩვენებს, 

რომ პირველი ინდექსების მიმართ ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის 
ოპერაციები #,კ და დ!" ტეხზორებით სრულდება, ხოლო მეორე ინ- 
დექსების მიმართ კი –- ი„,,, ი” ტენზორებით. ხ ტენზორის კომპო- 
ნენტებს ხ,.7,,, ხნ”, ხI-ით აღვნიშნავთ. 

რადგან 
MI ი, = ბ, LV, = 6/, (3.12) 

ამიტომ გვაქვს 

4," /ჭ4= 8, /", 4, = 0! (3.13) 
ფორმულები. ზემოთ მიღებული შეთანხმების თანახმად ინდექსე- 

ბის ატანითა და ჩამოტანით მივიღებთ 

4," ჩე, = წ, #“ 4! = #9, (3.14ა) 
4" #4) = ი, #4%;, 4, = 0, (3.14ბ) 

ფორმულებს. ეს ფორმულები შეიძლება ჩავწეროთ 

წ, = 0, #)" #4, = ი" 4,4, (3.15ა) 

წ! =თ,,, 4“ 4/=0"' 45, 4/,,, (3.15ბ) 
0აჯ,= წ); 4!» 41, = 0 4, #4». (3.152) 
ი“ = დეტ“ 4, = 4" 4 (3.15დ)



§ 5) არის 5ც-პარაჭქეტრიზაცია ვჭვვ 

სახითაც. ამ ფორმულების საშუალებით 

ძ§1 = დ, ძX' ძXI (3.16) 

კვადრატული ფორმა, რომელიც ევკლიდეს სივრცის მეტრიკას გა- 
მოსახავს, მიიღებს 

ძ§! = 4," #,, ძX'ძXI = 0„/, 4” #4)! ძჯ'ძX (3.17) 
სახეს. 

2. #. (0) მოდულის ბაზისები. 5-ტენზორების წარმოდგენა 5., 

ზა: და 5,,-ბაზისებით. / რანგის ტენზორთა 9, (2) მოდულის 
ბაზისად შეგვიძლია ავიღოთ მულტიპლიკაციური §, და 5ე-ტენზორები 

>. ” 
აას რი, 6 =წ ·-რLი (3.18) 

C., . (I... 

ჯ“%, (09) მოდულის ბაზისად შეგვიჰლია განვიხილოთ აგრეთვე მულტი- 
პლიკა კიური შემდეგი სახის 

C. აუ ., = სნ, ... ნ. წ. ა.. I,, 
ლორ ნო1ო “” რ „0 ი. რ # (3.19ბ) 

იტ, , M+Iი= ნ ...რნ. რ + .-.6C5L/ი 
==” ს 0 

5,,ი-ტენზორები. (3.5ა) და (3.5ბ) ფორმულების თანახმად, მათ შორის 

კავშირი ხორციელდება 

=”„--რCV„, ცი =I....ტიი (3.19ა) 
1 ი 

 --–-–-=––=–შო""".. საჩი “წ. ჩი” /I--/ი ჩ I: ჩიჩ 

_______________ __ იი“. ი 

.––_–––.....-.–- 
V ..ი · “ი ჩი 40. Iი'ი ) 

2.2 ______ _-__  .. 
ა ." 

ფორმულებით. თუ #0 + # რანგის (წ ტენხორს შერეული /I)“ კომ- 
1... 

პონენტების საშუალებით ”



ვვ4 სივრცითი კოორდინატთა სისტემები (თავი VII: 

წ= I-C ცნ. ი. . 3,.22ა 

აი» /11''·/0 ( ) 

სახით წარმოვადგენთ, (3.20 ა, ბ)-ს თანახმად მივიღებთ 

_ ჩ--/ი (ი, , , 
, წ= MI... ბზ I...) (3.22ბ) 

ადაცვ 

/)'--/ IL. ა ა. ქ(V 44... 1 I... = /;, გ" 4.» 4; IM (3.23ა) 

(2.13) ფორმულების ს საშუალებით ამ ტოლობების შებრუნების შე- 

დეგად გვექნება 

/1---/9 წ - ი გ... 49 "ს... =/: ქ; ბი4,. 4/ 41: · (3.23ბ) 

ტენზორი შეგვიძლია. გამოვსახოთ შერეული ტიპის ბაზისის სა- 

შუალებითაც. მაგალითად, 0 რანგის წ ტენხორი შეიჰლება ჩავ- 
წეროთ 

. -=–“მ ! 
= (მნ, 6; (3.23გ) 

სახით. ადვილი საჩვენებელია, რომ 

MI. ჩა. „I. 
01“ 9 20 საა ი/ “ 

ჩ. .. 
4; 4 L ქ II... (3.23დ) 

მაგალითად, 4 ტენზორისთვის გვაქვს ოთხი განსხვავებული 

ეკვივალენტური წარმოდგენა: 

# = /,, CI” = 4" 6,,, == 4), 6 = #7 6. (3.23ე) 

ამრიგად, ი რანგის ყოველი 5-ტენზორი შეგვიძლია წარმოვადგი- 

ნოთ შერეული ტიპის კომპონენტებით, რომლებსაც # წყ-ინდექსი 
და 08--ჩ ძ-ინდექსი გააჩნიათ, სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხ- 

ვია, 0=:# ლი. 

თუ. (3. 23ბ) ტოლობის .· მარცხენა მხარეში MI # ტენზორის 

ზოგიერთ" -ქვედა. და ზედა ინდექსებს გადავჯაქვავთ, 'გ. წვის მეორე
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ტოლობების თანახმად მარჯვენა მხარეშიც (ი ტენზორის შესაბა- 

მისი ინდექსები გადაიჯაქვება. მაშასადამე, / + 0 –– 27 რანგის 5,-ტენ- 

ზორს, რომელიც /ი ი ტენზორის ინდექსების /I-ჯერადი შეკვეცით 

მიიღება, შეესაბამება იმავე რანგის 5.კ-ტენზორი, რომელიც /ი“ 2 

5)-ტენზორის შესაბამისი ინდექსების /”I-ჯერადი შეკვეცით მიიღება, 
მაგალითად, თუ დავუშვებთ, რომ 1, = I; = 1 და გავითვალისწინებთ, 

რომ 4, 4", = ბ/, იის 

(/ა.-I “I -ი ეა. /. ის“ ” 
ფორმელას. 

3. ვექტორის კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები 5ე- 

პარამეტრიზაციის მიმართ. 5) არის 5, და პცეა-პარამეტრიზაციები" 

ერთდროული გამოყენებისას, გარდა 1-ლი და მე-2 გვარის ქრისტოფე- 

ლის სივრცითი C,,,,, C,კ' და ზედაპირული I ეგ, 1 -გ" სიმბოლოებისა, 

მიზანშეწონილია განვიხილოთ LI,,,,,„, IL," სახის სიმბოლოები, რომ- 

ლებიც I იგ,/- 1 გგ” სიმბოლოების გარკვეულ გაფართოებებს წარმო- 

ადგენენ. 
ვთქვათ § ვ-ქტორია. წარმოვადგინოთ იგი 

წ= ML, (3.24ა) 

სახით. თუ წ-ს X”-ს მიმართ გავაწარმოებთ, გვიქნება 

ძ,. ( = ძმ , I” + „” ძ,, წ. (3.25ა) 

რომ უზრუნველეყოთ აღნიშვნათს ერთგვაროენება ჩეენ ძმ.» და 

ძ, = 5“ გავაიგივებთ. მაგრამ მ»I,, ვექტორ-ფუნქციები <§ე-პარა- 

მეტრიზაციის ბაზისებით შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

ძ,, IL, = 1 „ი, I = 1. წ (3.26ა+ 

სახით, სადაც, ცხადია, 

ღყქვე. ...... (3.27) 

აქედან გვაქვს · 
I გ, = შეთ სყ ილს 1 ჯეამ= 0” L „თ, (3.27ა)



-2336 სივრცითი კოორდინატთა სისტემები წთავი VIII 

“დამოკიდებულებები. გაუსისა და ვეინგარტენის სადერივაციო (3.20ა, ბ) 
ფორმულებისა და, აგრეთვი, ძვI,, = 0 ტოლობების თანახმად, გვექნება 

I ეეაეუეეიეიევდაღდღ-ღ-ღ-Cღ- , ” / ა ს = ხაე ნევ, როცა #=0თ, ( =ჩ, /” = 3, 

( ი –- ხნზ, როცა M=Cთ, ('=3, ჯ/ =8, 

0, 0, როცა # =3 ან #=თ და I =//=3,. 
(3.27ბ) 

I „,, და IL, სიდიდეებს არის 5,-ჰარამეტრიზაციის ქრისტოფე- 
ლის შესაბამისად 1-ლი და მე-2 გვარის სიმბოლოები ანუ, შემოკლე- 

ბით, ქრისტოფელის 4§ე-სიმბოლოები ვუწოდოთ. მაშინ, ბუნებრივია, 

0," და C,,,-ს ქრისტოფელის 5,-სიმბოლოები ვუწოდოთ. მნიშვნე- 
ლოვანია, რომ ეს სიმბოლოები #3 კოორდინატზე არაა დამოკიდე- 
ბული. 

ცხადია, გვაქვს 
მა, I = ძი (0 კ =0 = (მი სიც = 0“ (0ა/ ე) კ =0 = 

= (0,)ა _ 0 = IV წ (2, =5ძე). (3.27გ) 

მაშასადამე, 

Iს,,” = (0ი/),3_ 0“ (3.27დ) 

რადგან Lე,” = 0, ამიტომ. (3.27დღდ) ტოლობა, როცა თ = 3, საზო- 

გადოდ, სამართლიანი არაა. 

(3.26 ა)-ს თანახმად (3.25 ა ტოლობა ღებულობს 

ძმ, წ= წ, ,” I,. , მ, = მ, (3 „28ა) 

სახეს, სადაც 

წ, I = მ,, ”” -L Iს. I” (3.29ა) 

ეს ფორმულა გამოსახავს ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტე- 

ბის კოვარიანტულ წარმოებულებს არის 5კ-პარამეტრიზაციის მიმართ. 
ახლა თუ ს ვექტორს კოვარიანტული კომპონენტებით 

ს=/, I” (3.24ბ) 
სახით წარმოვადგენთ და ამ ტოლობას ჯ" კოორდინატებით გავაწარ- 
მოებთ, მივიღებთ 

მ. ჯ == ძ,, I” I '+/ მ» #”, (3.25ბ)



§ 3) არის 5კ-პარამეტრიჯაცია ვვ7 

მძ,” ვექტორ-ფუნქციებს თუ §) არის 5,-პარამეტრიზაციის #/” ბაზი- 

გამოვსახავთ, გვექნება ' 
ძ,,"” = IV. _”, (3.25გ) 

სადაც 
L = I 0, ” = ძმ» (-, ”· – + ძმ, I. (3.25დ) 

რადგან L, IL” = 87, ამიტომ (3.13)-ის მეორე ფორმულების თანახ- 

მად გვიქნება 
ა“ =- L” მ, LV, =–- LI." (3.27ე) 

მაშასადამე, 

ძ. „” =– I,” ჯ" (3.26ბ) 

თუ ამ გამოსახულებას (3.25 ბ) ტოლობეზში შევიტანთ, მივიღებთ 

ძ,, წ = > ” L” (3.28ბ) 

ფორმულას, სადაც 

წ, I = 0, ჩ,– ს. M. (3.29ბ) 

ეს ფორმულა გამოსახავს ვექტორის კოვარიანტული კომპონენტების 
კოვა რიანტულ წარმოებულებს 9 არის 5ეკ-პარამეტრიზაციის მიმართ. 

ახლა (3.27ბ) ფორმულების თანახმად, შეგვიძლია უფრო ცხადად 

ამოვწეროთ V,I” და ფა. გამოსახულებები შემდეგი 

Vი' „ _–_ ხ, ჩ, Vი' წ, –- ხა: ჯM, ” = თ”, #” – ჩ”, · 

წ I”, ბ. I, = მე, -–- ხა, ”, 227 > + ხს /გ. #=0თ, Lფ= 3, 

ძე ”, მე/,,. M=3 (3.29გ) 

სახით, სადაც V-ს => V-ე წარმოადგენს კოვარიანტული გაწარმოების 

სიმბოლოს § ზედაპირის მეტრიკის მიმართ, 

Vი” /" =ძი, /' + I -,/ I” IV, Vი' /გ, = ძი, I, –_ LV,” IV. 
; (3.29დ) 

(ძი, = ძი, Vი; = Vი)· 

4. 5-ტენზორების კოვარიანტული წარმოებულები 5ე-პარამეტრი- 

ზაციის მიმართ. ქვემოთ ჩვენ ამოვწერთ აგრეთვე მე-2 რანგის ტენზო- 
რის კოვარიანტული წარმოებულების ფორმულებს §!) არის 5ე-პარა- 

22. ი. ვეკუა :



ვვ5 სივრცითი კოორდინატთა სისტემები (თავი VIII 

მეტრიზაციის მიმართ. თუ (3.27 ა, ბპ ფორმულებს ფორმალურად 
გამოვიყენებთ C,, და L”-სათვის, (3.26 ა, ბ) სადერივაციო ფორმულები 
შეგვიძლია ჩავწეროთ 

წ, I = 0, წ, L = 0, L”, L C I1, 3) (3.26გ) 

სახით. ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

წ, C,'/ = 0, ო 6, = 0, 7 6"; ლ 0, წ, რ! – 0. (3.26დ) 

სადერივაციო ფორმულები არის 5,-პარამეტრიზაციის ბაზისებისთვის 
შეგვიძლია ჩავწეროთ 

97, ს, =ძპ,ს,-- 0,/0,=0, წ. ლ=ძ, ს + 09 =0 (3.26ე) 

სახით (იხ. IV თავი, § 2, პუნქტი 7). თუ ახლა (2.26 გ, ე) ტოლობებს 
გამოვიყენებთ, ვაჩვენებთ აგრეთვე, რომ 

2 

V, 6, =0, ხე, –– 0, 6, „/ 8, = 0, 

V ი, =ძ, 6, –- 0,6 +I. 6, = 0, 

შა ბ =0,C, + 0, 6, 6 =0.  (3.26ვ) 

წ. 6” =ძ, C -L 0, 6 + 1. დ =0, 

(8 =#, ძ,.=ძ,). 

თუ მე-2 რანგის / ტენზორს 

––_ეეებე- 
და 

წ = III 6,,, = /ჩ, 6, = (||! 6, == /,, 6 (3.30ბ) 

სახით წარმოვადგენთ, ხოლო შემდეგ ჯ" კოორდინატით გავაწარმოებთ, 
მაშინ (3.26 ე, ვ) სადერივაციო ფორმულების თანახმად მივიღებთ 

ძნ; = VI I 8,/ = V/ I'/ 6, = VIII 6 = V- წ C”!  (3.31ა) 

და 
ძ. წ= წ» „” C// = წ» „', დ» = V„ (7 ა”, = წ, ჩM ტდ”.. (ვ .31ბ)
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სადაცკ 

–_........ლვდუ_._ “– 
VI /ი = მ ი + ჩი, (7 საშ, (3.32ბ) 

ასეუეგსეაეაბ–=–...“” (3.32გ) 

წ,” = მ, + 0. + საჩი (3.32დ) 
თ I = მძ. + 0კ; წყ ა (3.პ2ე) 

V I,” =0მსI/ – 0V/ I +" I" (3.32ვ) 

V I,, = მს I, 0“. წ. (3.32ზ%) 

(3.32 ა– ს) ფორმულებიდღან ადვილად გამომდინარიობს ზოვადი 

წესი: მე-2 რანგის 5, ტენზორის კომპონენტების კოვარიანტული 
გაწარმოებისას დ-ინდექსებისთვის (შესაბამისად ძი-ინდექსებისთვის) გა- 

მოიყენება ქრისტოფელის მე-2 გვარის 0„/! სიმბოლოები 5კ-პარამეტ- 
რიზაციის შემთხვევაში (შესაბამისად ქრისტოფელის მე-2 გვარის 
LI, 5-სიმბოლოები §5,-პარამეტრიზაციისათეის). სხვა §ხრივ კოვა- 

რიანტული გაწარმოების ფორმულათა ზოგადი სტრუქტურა სავსებით 
შენარჩუნებულია. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ეს წესი სამართლი- 

ანი რჩება ნებისმიერი რანგის 5,,კ-ტენზორისათვის. 
ამგვარად, სივრცის სხვადასხვა 5-პარამეტრიზაციის შემთ-ვევაში 

მიზანშეწონილია სამი სხვადასხვა სახის კოვარიანტული გაწარმოების 

ოპერატორის გამოყენება. ტ, (შესაბამისად, ჯე სინბოლოები აღნიშ- 
ნავს კოვარიანტული გაწარმო:ების სიმბოლოებს, რომლებიც გამოისა- 

ხებიან ქრისტოფელის მე-2 გვარის 0ე" სიმბოლოებით 5. -პარამეტრი- 
ზაციისათვის (შესაბამისად, ქრისტოფელის მე-2 გვარის I” ,/” 5§-სიმ- 

ბოლოებით 25 )-პარამეტრიზაციისათვის), ამას გარდა, განვიხილავთ 

შერეული ტიპის კოვარიანტტლი გაწარმოების დ, ოპერატორებს, რომ- 
ებიც გამოიყენებიან 5,,კ-ტენხორებზე და ჯ«-ინდექსების (შესაბამისად 

C-ინდექსების) მიმართ ი გამოისახებიან C0/"-თი (შესაბამისად I ,,,,'-ით). ამ- 

რიგად, წ,, წ, და წ, სიმბოლოები კოეარიანტული გაწარმოების ოპე- 

რატორებს აღნიშნავს სივრცის შესაბამისად 5,-, §ე- და 5, „--ტენზორე- 
ბისათვის. კოვარიანტული გაწარმოების ფორმულებს ნებისმიერი რანგის
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5-ტენზორებისთვის აქ არ ამოვწერთ. ისინი ადვილად მიიღებიან (3.32 
აზ) ფორმულების ანალოგიით. 

(3.27 ბ) ტოლობების თანახმად (3.32 ა––გ) ფორმულები შეიძ- 
ლება ჩავწეროთ 

ფა, /9ჩ –- ხ8; ჯ9V –- ხს: ჯჩ79, #” = თ”, წ = ზ, I = %, 

და, /ზ?-- ნგ; /9 + ნ, /2 წ, # = თ, ” =8, 7 =3, 
წ," =! Vი, |“ –-ხჯ: /» + ნა.გ, ”V., ჩ' = თ”, (' = 3, ,” = V, 

წი, /შ9 + ნა,გ, 8.3 + ხე;გ, /ჩ”, ჩ'=0Cთ, (უც = "' = 3, 

მ I, / = 3. 

ა/ ”=3- (3.33ა) 

>. ___ 
= წი, /3 – ხმ; 8 + ხჯ: /ზ:, ს” = თ”, I, = ზ” I =3, 

VV II = | წი IM, –- ხი.გ, /წ: + ხი. ეე # = თ”, I = 3, ) = V/, 

Vი, /3 – ნეგ. /5 + ხ1გ,ი ჩ”=6”, I =3, / =ქ, 

ძ · / = , ა! ”=3 (3.33ბ) 

#ი' IV» _ ხე,გ. წვ» –- ხეა.” #ც'ე, #” = თ”, ( = 8”, I” = VI 

Vი' /გ-.ვ–– თ'ჩ' (ვვ“+L ხა, გ V/. #” –= თ, / - ზ”, L = 3, 

VI, = > ჩა, + ხზ: / გი მია“ /ვი  ჩ = თ, ” =3, / =, 
Vი” ჩეე -L ხ8; ჯ/ზ:3 +6ზ,, წეჩ”, ს = თ, ჯ ო 3, 1” = მ, 

7.” | = ვ 

22. (3.33გ) 

სახით, სადაც წ7-, სიმბოლოებით ჩვენ აღვნიშნავთ 5 ზედაპირის ტენ- 

ზორის კომპონენტების კოვარიანტულ წარმოებულებს: Vა, == წე. 

თუ (3.33) ფორმულებს გამოვიყენებთ თძ,./, თ, 0 ტენზორებ- 

ზე, მივიღებთ 
წ7„ თ,/ = 0, წ, ი" = 0, V„. თ = 0 (3.33დ) 

ტოლობებს. დავამტკიცოთ, მაგალითად, პირველი ტოლობები. (3.27) 
და (3.27 ა) ფორმულების გამოყენებით გვექნება 

მ თ, = ბ. („, „) = I/, ძ. I + წ, ძმ, I = 

= LI "„,/ + I”, = I ა რ?" + LI CV.



წ 3) არის 5ცგ-პარამეტრიზაცია ვ41 

ტოლობები, რომლებიც (3.32გ) ფორმულების თანახმად "შეგვიძლია 

წ. ი.ი, = 0 სახით ჩავწეროთ, რაც უნდა დაგვემტკიეცებინა. (3.33დ)-ს 
დანარჩენი ტოლობები ანალოგიურად მტკიცდება. 

(3.33 დ) ფორმულების ძალით 0, და ი“! ტენზორები შეიძლება 
გადავსვა თ §,კ-ტენზორების კომპონენტების კოვარიანტული გაწარმოე“ 

ბის დ/,, სიმბოლოებთან. თუ შემოვიღებთ აგრეთვე კონტრავარიანტუ- 
ლი გაწარმოების 

წ'/!' I = ხრ წი, /1) “ (3.3ვე) 

ოპერატორებს, ადვილად დავრწმუნდებით, ტომ ”=0+0 რანგის 

§ე-ტენზორის (#7, 0)-კომპონენტების წ, კოვარიანტული წარმოებუ- 

ლები (#7 + 1, ი) ტიპის და, მაშასადამე, # + 1 რანგის 5,-ტენზორს 

შეადგენს. 

(3.32) ფორმულების გამოყენებით შეიძლება დავამტკიცოთ 

V“ 4,,/ = 90, ფწ, 4. =0, 9,4, =0, Vწ,.4“=0 (3.34) 

ტოლობები. მაგრამ ისინი უფრო მარტივად დამტკიცდება სადერი- 

ვაციო (3.26 გ, დ) ფორმულების გამოყენებით. დავამტკიცოთ, მაგა– 
ლითად, (3.34)-ის პირველი ტოლობა. გვაქვს 

ო» ტ, = წ, (ს, I) = დ, სა) (2 + ს, (წ. (70) = 0. 

დანარჩენი ტოლობები ანალოგიურად დამტკიცდება. 

თუ ე 5 „ტენზორის /. ას 5ე-ტენზორით წარმოდგე- 

ნის (3.23ბ) ფორმულით ვისარგებლებთ, (3.24ე ტოლობების გამოყე- 

ნებით სამყეიი 
. 7 /ჩ' = 4. აქებ · 41 :(.V დ, ს (I) # (3.35ა) 

(«C =M) 
მნიშვნელოვან ფორმულას. სამართლიანია აგრეთვე უფრო ზოგადი. 
ფორმულა ნებისმიერი რანგის. 5,,,-ტენზორისთვის, მას ამოვწერთ 

9, ი # = 4," ქ; წ. /ი # (3.35ბ) 

ტმა „'თ- თ 
ფო თ.
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კიდევ ერთხელ შევნიშნოთ მნიშვნელოვანი გარემოება, რომ არის 

ზა-პარამეტრიზაციისათვის ქრისტოფელის 1-ლი ღა მე-2 გვარის 

LI, II, სიმბოლოები, რომელთა საშუალებით გამოისახება «§,, X' 
კოორდინატზე არაა დამოკიდებული. როგორც (2.28 ა– გ) და 
(2.34 ა) ფორმულებიდან ჩანს, ეს თვისება არ გააჩნია არის 5,-პარა- 

მეტრიზაციის ქრისტოფელის სიმბოლოებს და, მაშასადამე, ო” და 

დ, ოპირატორებს. კოვარიანტული გაწარმოების V, ოპერატორების 

აღნიშნული თვისება არის 5ეკ-პარამეტრიზაციის მიმართ ზოგჯერ სა- 

შუალებას გვაძლევს #-ზე დამოკიდებული კოეფივიენტებიანი დიფე- 
რენციალური განტოლებები მივიყვანოთ ისეთ განტოლებებზე, რომელ- 
თა კოეფიციენტები ამ ცვლადზე აღარ არიან დამოკიდებული. 

5. არის 5, ,-პარამეტრიზაცეა, რომელიც დაკავშირებულია § 

ზედაპირის კოორდინატთა სისტემასთან სიმრუდის. წირებში: განვიხი- 

ლოთ ახლა §) არის 5-პარამეტრიზაცია, რომელიც დაკავშირებულია 5 

ზედაპირის კოორდინატთა სისტემასთან სიმრუდის წირებში. მაში5 

(3.8 ა-– გ) ფორმულები 

4; =1– ჩ. X), ტტ. = 1-ჩეXჯ?. 0.35 = 1, 

4” =0, როცა (56-I, (3.36) 

/#, = (1-წX»)), 749, =(1-–-ჩ:XI) 1, 

#4.,ლ=–1, /#0,=0, როცა #596-/)' 

სახეს ღებულობს. (3.35 ბ) და (3.36) ფორმულების ძალით "გვექნება 

2 თ// “თ (LI. 
“7 10+1.: 

=0-ჩ, ჯე“... (1 –- ს, X3)-1(1---ჩ. #9)... 
'. I 

· (1 –M, _X') VI) ..-ჩ, (3.37) 
არი ი, 

სადაც 
#კ=0, (.=, /|,=I, §C (1, MI, LCI1, ”). 

თუ ჩ-Xჯ ნამრავლების აბსოლუტური სიდიდეები მცირეა, შეიძ- 
ლება მივიღოთ, რომ 

1-–M/IX2 1. (3.38)



§ 2) არის §ე -პარამეტრი ბაცია 343 

მაშინ გვექნება მიახლოებითი 

#", = თ (3.39) 

9 წარაიი, "თ 'ო+1... = წ „ა =· ც.4თ 

#! /1../ა /8+1-. 7 ჩ!/..-/ი ' 

ფორმულები, ეს ფორმულები, მათი ა ტერორული ბუნების ძალით, 

შეიძლება შევინარჩუნოთ §პ არის ნებისმიერი 5-პარამეტრიზაციის 
მიმართაც. 

6. 5-ტენზორების განმეორებითი კოვარიანტული წარმოებულები. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ წ, ოპერატორების 5ე-ტენზორებზე განმეო- 

რებითი გამოყენების შ;დეგი, საზოგადოდ, დამოკიდებულია ამ ოპერა- 

ტორების რიგზე. ეს საკმარისია დავამტკიცოთ ვექტორის შემთხვ-ვაში. 

1 ვექტორი წარმოვადგინოთ 

წჯ=/"L,, (3.41ა) 

სახით. ამ ტოლობის გაწარმოებით (3.26 გ) ფორმულების თანახ- 

მად, დავწერთ 

ბ, წ= 9, IM ი. ( = 1. (3.41ბ) 

უკანასკნელი ტოლობის გაწარმოებით და ისევ (3.26 გ) ფორ- 

მულების გამოყენებით ადვილად გამოვიყვანთ 

ძ, ძ, წ = V/ წ; „ 'I=თ + IV. წა I” IL. (3.412) 

ტოლობებს. მათი მარცხენა მხარეები არ შეიცვლება “ და I” ინ- 
დექსების გადასმისას. ამის გამო გვაქვს 

V 9, წ, V, I = 60 ლ-ს „შ) VI (3.42) 
ვთქვათ, ” = თ, I) =ჩ'. მაშინ 

I გ,” = გი, (3.43) 

ამიტომ (3.42)-დან გვაქვს 

წი გ , = წგ, მი , (3.43ა) 

თუ წM = ვ, I = თ, მაშინ 

I =0, Iე, =-–-ხ. (3.43ბა 
მაშასადამე, (3.42)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ში, (:2 I' =V Vი, / ' + ხნ: VI I" (3.43გ)
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ამრიგად, საზოგადოდ, 

წი Vე/ 5-%VიI (3.44) 
7. კავშირი ქრისტოფელის C,,/ და L,,,, სიმბოლოებს შორის. 

4", და 4; ტენზორ-აბის საშუალებით შეიძლება დავამყაროთ კავში- 
რი ქრისტოფილის C,/ და I." სიმბოლოებს შორის, 

ს, = 4, I, 

ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ 

ძ;ს, = L,, = ძ, 4,“ უც, + 4;“” LI ა, წე, = 

= (ძ; #4,” + L,,,,” 4," I, ტე”) წუ, + I," 4. თ, 

(მ,==0მ,, IM =/, |1= 7, (=წ). 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულად გავამრავლებთ M”Mზე, 

მივიღებთ 

ნკ" = წ, 4 4 + 1” ტი 4 
V=/, !=I. წ.4;,” =წ, 47). 

რ:დგან 7? 4", = მე, ამიტომ გვექნება 

ცკ" =1,/" + 47.4; (3.45) 
(=!, |1=/, ჩ=#, V, 4; წ, 4”). 

(2.6 ა) ფორმულებისა და (3.33 ბ) ტოლობების ძალით გვაქვს 

წი, 4; = X3 და, ხ”, ვ 4,” = ხს (3.46) 
(=”, Vი, 47 = წა, 4”) 

(3.33 ბბ ფორმულების საშუალებით ვპოულობთ 

დხ, (=>, /= წ. M=+X, 
(8 წ=რთ, |1=ჩ'ჩ, M# =3, 

–- ხუ: ხზ, (= 0, |ლ3, #” =8/, 

0, ჯ = 3. 

წ, ხM= (3.47)



§ 4) %ედაკირის ჩადბეა რიმანის მრავალსახეობაში 345. 
–- 

თუ ამ გამოსახულებებს (3.46)-ში შევიტანთ, მივიღებთ საძიებელ 

– X"Vი, ხგ:, (=თ, |=წ', M = +V”, 

X1 ხუ, ნგ... (=3, /=წ/,, #=ქ, 

წ, 4,(M/= X43ხჯ:ხ1, (=Cთ, |=3, #” =წ”, (3.48). 

–ხ/, (=3 (წას წი 

0 ს = I” =3 

ფორმულას. ახლა, თუ 

#4, 4)” =8| (3.49). 

ტოლობებზე მ ოპერატორებს გამოვიყენებთ, გვექნება 

წ. 4. 4,” + #1. V,. 4” =0. 

ამ ტოლობების ,1/;,-ზე გამრავლებით და / ინდექსის მიმართ შეჯამე-- 

ბით, (3.13) ფორმულების ძალით, მივიღებთ 

წ. #4, =–- 4. 4'.წ.- #/. (3.50). 

თუ განიხილება არის 5, ,-პარამეტრიზაცია, მაშინ (3.36) და 
(3.48) ფორმულების თანახმად, (3.50) ტოლობებიდან მივიღებთ 

წ 4, =-(1-ჩ,X)“! (1 -- #, ე“! ა; 4 (3.51) 
(0'=/), (L=L,. წე =0), 

§ 4. ზედაპირის ჩადგმის 'შესაძლებლობის შესახებ 

რიმანის სამგანზომილებიან მრავალსახეობაში 

როგორც ეს ზემოთ იყო ნაჩეენები, გაუსის არანულოვანი სიმ– 
რუდის ზედაპირები წარმოადგენს რიმანის ორგანზომილებიან მრა– 
ვალსახეობებს, რომლებიც ჩადგმულია ევკლიდეს სამგანზომილე– 
ბიან სივრცეში. ამის გამო ამ მრავალსახეობათა თვისებებზე შეიძ- 

ლება შევიქმნათ საკმარისად ნათელი თვალსაჩინო წარმოდგენა. 

ახლა ჩვენ განვიხილავთ რიმანის სამგანზომილებიან მრავალსახეობა– 
თა კლასს, რომელიც მჭიდროდაა დაკავშირებული ევკლიდური სივრ- 

ცის ზედაპირების სასით წარმოდგენად რიმანის ორგანზომილებიან 

მრავალსახეობებთან. ჩვენ კვნახავთ, რომ ნებისმიერი საკმარისად: 

რეგულარული ზედაპირი შეიძლება აგრეთვე ჩავდგათ რიმანის სამ–
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განზომილებიან მრავალსახეობაში. ქვემოთ ჩვინ ვსარგებლობთ წინა 
თავებში მიღებული აღნაშვნებითა და ფორმულებით. 

განვიხილოთ რიმანის სამგანზომილებიანი /MI.ყ მრავ:ლსახეობა, 

"რომელიც § :# = ” (XI, X2) ზედაპირთან დაკავშირებულია 

ძეზ = 4#,, ძX' ძჯ" (4.1) 

ფორმულით განსაზღვრული მეტრიკის საშუალებით, სადაც 

4, = V,,, = 0, --Xხ,,. (4.2 

(3233) და (3.4ბ) ფორმულების თანახმად (4.1) კვადრატული 
ფორმა შეიძლება ჩავწეროთ 

ძი! = (1 –– X9%ჩე) ძ98 -L (ძXპ?)? (4.3) 
სახით, სადაც 

ძ§ე = თის 0X9მ ძ»ჩ, (4.4) 

ხოლო #ე წარმოადგენს 5 ზედაპირის ნორმალურ სიმრუდეს ძე: რკა- 

ლის მიმართულებით. +X9 = 20 = ლ0005( საკოორდინატო ზედაპირზე 

/MI კ. მრავალსახეობის მეტრიკა განისაზღვრება 

ძი? = (1 –– CL.) ძვ? (4.5) 

კვადრატული ფორმით. ახლა ადვილი გასარკვევია (4.3) ფორმუ- 

ლით მოცემული მეტრიკის გეომეტრიული შინაარსი. 5 :X3=C სა- 
კოორდინტო ზედაპირხე მეტრიკას ვღებულობთ ძვე რკა- 

ლის პარალელური გადატანით 5 ზედაპირის "შესაბამისი ნორ- 

მალის გასწვრივ (X1, X?, 0) C5. წერტილიდან (XI, »", თ) C5 წერტილ- 
ში. ამასთან, რკალის გაჭიმვა ან შეკუმშვა ექვემდებარება V 1-––C”ე ძე 
ფორმულას; შემდეგ კი მანძილს ნებისმიერ მახლობელ (X1, #92, C) და 
(X! -L ძX1, X% + ძX2, C + ძ») წერტილებს შორის პითაგორის თეო- 
რემით განვმარტავთ. 

განვიხილოთ აგრეთვე სამგანხზომილებიანი /Mს მრავალსახეობა, 
რომლის მეტრიკა განიმარტება 

ძებ == ძე -L (ძX')ბ = იც ძ»“ ძXI (4.6) 

კვადრატული ფორმით. ამ შემთხვევაში 5:X3=6 საკოორდინატო 
ზედაპირზე გვაქვს ძ§=ძ§50 ტოლობა, ე. ი. 5 ზედაპირის მეტრიკა
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“შეკუმშვისა და გაჭიმვის გარეშე პარალელურად გადა:ტანება ნე–- 

ბისმიერ X9=C ზედაპირზე. 
(4.1) და (4.6) კვადრატული ფორმების დისკრიმინანტები ერთ– 

მანეთთან დაკავშირებულია 

§ =09%, (4.7) 

ფორმულით, სადაც 

2 = 6411 ში – ძა. (4. 8) 

8 = (1–– #, X9?) (1 –– /გX2) = 1–– 2// #9 + # (Xპჰ)1?. (4.8ა) 

თუ #MLჯ მრავალსახეობის 1-ლი და მე-2 გვარის ქრისტოფელის 

სიმბოლოებს LV. და L-თი აღვნიშნავთ, გვექნება 

= 1 
LI" = 9. იძ, 4 +მ/რი --ძ, 4), (4.9ა) 

კე 4ში.თ (4.9ბ) 
სადაც 4” მატრიცა #,, მატრიცის შებრუნებულია, და: მას (3.11ა) 

ფორმულების თანახმად აქვს 

M45ჩ = §-1 (ცი __ მ I-1 /2V2MV 6, ), ,4193 = 1, 49 = 49 =0 (4.10) 

სახე, სადაც I2Vი8V წარმოადგენს § ზედაპირის რიმან--ქრისტოფე- 

ლის ტენზორის კონტრავარიანტულ კომპონენტებს. (3.9) ფორმულების 

თანახმად 
I2VიზV = ხიჩ ხVV _. ხთV წნVჩ =- I 09V -ჩV (4.11) 

შეგახსენებთ, რომ რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორი 5 ზედაპირის 
ქრისტოფელის სიმბოლოების საშუალებით გამოისახება 

Iბგ, = მ, 1 იგ” –- ძე! აა + I იგ” I L იყ" გ. (4.12) 

ფორმულებით (იხ. V თავი. § 10, პუნქტი 1). 
(4.2)-ის ძალით გვაქვს 

1 სჯ რი! – 

I /,, = IV – #' LV» –“ი (6; ხე, + ბ ხც –– 2ხ,/), (4.13) 

სადაც. 
1 

IV, = 2 (ძ,თე, + ძ, ძე –– ძ, თი), (4.14ა) 

= 1 
LI" = 5 (9, ხ,, + ი, ხ,, ა ბ ხე). (4.14ბ)
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L,,,ჯ და 1 I. სიმბოლოების ინდექსთა მინიმალური შეზღუდვით ვღე- 

1 
I ცგ,; == 2 (ძი ძგ; + ძგ ძცუ –– ძ., ძი8), (4.15ა) 

=> 1 
I იჩ,» = ლ (% ნ.გ + ძ% ხეჯ– ძე ხაგ); (4.15ბ) 

ხოლო მათი ინდექსების ყველა სხვა რიგის შეზღუდვები ნულის 
ტოლია. 

თუ ვისარგებლებთ 

მ» ნაგ = VV ხიგ + ხა Lა + ხეა L იჩ” (4. 16) 

ფორმულით, (14.15 ბ) ტოლობები შეიძლება ჩავწეროთ 

=- . 1 
I „გ, = ლ (V,, წიგ + 2 I აგ” ნ.გ) (4.15გ) 

სახით. თუ ახლა L,,ჯ სიმბოლოების ინდექსების პირველი რიგის შე- 
ზღუდვებს განვიხილავთ (ე. ი. ორი ინდექსი ბერძნულია, ერთი კი 

ტოლია 3-ის), გვექნება 
-– 1 1 
I იჩ, = = ხაზ, 1 ვი,ც = 1 ცვ,გ=– “ი ხაგ- (4.15დ) 

LV სიმბოლოების ინდექსთა მე-2 და მე-3 რიგის შეზღუდვები, ცხა- 

დია, ნულის ტოლია. 

ამრიგად, IV. მატრიცის არსებით ბირთვს შეადგენს მინიმალური 

და პირველი რიგის შეზღუდვები, რომლებიც გამოისახებიან 

1 

I ცი,ჯ => I იც,» –- “6 Xმ? (წაი ნგ, + 2 1 აგ” ხ-), (4.17ა) 

=> – 1 

I ცგ,ვ = –– 1 ვი,გ = –– „ივ,გ = << ხაგ (4.17ბ) 

ფორმულებით. ამას გარდა გვაქვს 

I ვე, = ღლ = I ავ. (4.17გ) 

(4.10), (4.17) ფორმულების საფუძველზე Lსგ'-თვის გვაქეს
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I" = MI = 
= I >I L იგ" _– (თხი + IL აგ" ხჯ + #X- M»ხი, IV) ჯ! + 

+ 4 (დით ხა წი ნი, + 2 წი% ზა წყხნი 11 4.18 
(4.13) და (4.14 ბ) ფორმულების საშუალებით ადვილად დავრ- 
წმუნდებით, რომ 

სეს ხX + # ი. ნ, აგ, = 2M/ I), (4.19ა) 

_1 VI. ხ, ხნ. გს = # წაგ?. (4.19ბ) 

ამ ფორმულების თანახმად (4.18) ტოლობები ღებულობს 

– 1 
IVV == I გ” – ი. ჯ) 8% (4.20) 

სახეს, სადაც 

81 = <-(6'ხ |– 0 #2 დარ ნა წანა). (4:2ა) 

ცხადია, ,3%გ წარმოადგენს X1? = 0005, საკოორდინატო ზედაპირის 
მე-3 რანგის ტენზორს. ადვილი საჩვენებელია, რომ არის 4; ე-პარა- 

მეტრიზაციის ძიმართ გვაქვს 

1 1 8. = ხა, „8:3= 

-2ჩ 1–ჩ,X) V % „% 1– #,.ჯ 

(4.9ბ), (4.10), (4.11) და (4.17ბ, გ) ფორმულების საშუალებით მი- 

ვიღებთ 

V'ხა. (4.21ბ) 

I ეგ! = --- ხიგ- (4.22ა) 

= 1 » ეგი 
Lე = L ივ = “28. (« _ IX L ხ.), ხი») = 

1 
=-– ვ (68 –- Xმ C9V CM. ხ,,, ხე”) · (4.22ბ)
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უკანასკნელ ფორმულებს §, », X3 კოორდინატების მიმართ აქვს. 

სახე 

I 1=IL 1=- >> ,.L 1: _ ი _ 
13 21 2(1–--%, X1) 23 ვა 2 (1–-ჩ) X9%) · 

I = 1)! = მკვ? = მვ 0. (4.23) 

Mჯ მრავალსახეობეს ქრისტოფელის სიმბოლოები გამოისახება 

1 1! 

LI, = < (ი,თ,, + ძ,ძ, ––-ძ,ძ,): LI = თ MIV,თ (4.24) 

ფორმულებით. ამრიგად, მათი ინდექსების მინიმალური შეზღუდვა 

გვაძლევს 
I 8,» = L 90, 1 0" = 1ეგ”. (4.25) 

სხვა რიგის შეზღუდვები ყველა იგივურად ნულია. 

მაშასადამე, ყურადღება უნდა მიექცეს იმ ფაქტს, რომ /VMჯ და 
#MIჯ მრავალსახეობათა ქრისტოფელის სიმბოლოები არ ემთხვ-ვა ერთ- 

მანეთს 5 : X9 = 0 ზედაპირზე, მიუხედავ:დ იმისა, რომ მათ ერთნაირი 
მეტრიკა გააჩნიათ. 

Mკვე და M§ მრავალსახეობანი მართლაც რომ რიმანის ზედაპი- 

რებს წარმო:დგიენს, ამისათვის საკმარისია ავაგოთ სათანადო რიმან -- 

ქრისტოფელის ტენზორები და ვაჩვენოთ, რომ ისინი ნულის ტოლი არ 
არიან. 

#MI§ და /VMვ მრავალსახეობათა რიმან – ქრისტოფეულის სიმბოლოები 

გამოისახება 

Iიე, = ი, 10 –- მ, აწ 1-9 ოუ" აშო ბ, (4.26ა) 

მში =ძ, LI" –ძ, წა + Iს (უთ –M Lფ/ (4.27ა) 

ფორმულებით. თუ განვიხილავთ ამ ტენზორთა მინიმალურ შეზ- 

ღუდვებს, მივიღებთ 

IM, = I2%გ, = მ, სგ” –– ძე LX + ვებ LL ბგ”, (4.26ბ) 

აგ, = 0, L გ” –- ძე LC + 1 ცც? LI" ია" LC + 

+ IL „გმ ვ -- სემ უგი. (4.27ბ) 

დ; ტენზორის ინდექსების სხვა შეზღუდვები, ცხადია, ნულის ტოლია.



§ 4) «ედაპირის ჩადბმა რიმა5ის მრავალსახეოჯაში 35 

ამრიგად, ჩვენ ვხედავთ, რომ M% მრავალსახეობის რიმან – 
ქრისტოფელის ტენხორი 5 ზედაპირის რიმან -– ქრისტოფელის ტენ- 
ზორის ტოლია. მაშასადამე, (4.1) ფორმულის თანახმად, იგი ნული- 
საგან განსხვავებულია, თუ § ზედაპირის # მთავ:რი (გაუსის) სიმრუდე 
ნულისაგან განსხვ:ვდება. ასე რომ, ზედაპირის თანმხლები § მრა- 

ვალსახეობა (4.6) მეტრიკით რიმანის მრავალსახეობაა, თუ # 5-0. ამ 

შემთხვევაში #18 წარმოადგენს რიმანის სამგანხომილებიანი მრავალსა- 

ხეობის მაგალითს, რომელშიაც ჩადგმულია 5 ზედაპირი. 
გადავიდეთ ახლა (4.27 ბ) ტენზორის განხილვაზე. (4.22) ფორ- 

მულების თანახმად გვაქვს 
–_ – – 1 წ 

L ეგ! წვ,” 1 ს ეგ” =– 8. (ნაგ ხა –– ჩა; ხგ –– 

–-»9-I ჯიათ. ხ., (ნ, მეგ –– ნგე ხ,)). (4.28) 

მაგრამ (4.11)-ის ძალით 

მიგ ხა –– ხა, ხგ = Iმ%იგე = M 00:66 

ხაგ ხ,ი –– ხა; ხგი = IMზიიგა => #( 6ით 6გა: 

თუ ამ გამოსახულებებს (4.28)-ში შევიტანთ, მივიღებთ 

==. == 1 . · 
იგ? 1 ეჯ 10 ეგ” = 3: (გს – X–I Iოგ,ხ). (4.29) 

თუ (4.20) და (4.29) გამოსახულებებს (4.27 ბ)-ში შევიტანთ და» გა- 
ვითვალისწინებთ (4.14 ა) ფორმულებს, მივიღებთ 

–_ 1 

Mიგ: = (ს –უ 3) M5გა – 

1 1 

ღუ-# (თ 8ს-- წა“ ვ + ჩოკი | · (430) 

ამ ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

2. ვ 3 
XI გა | 2-0 > ეგა = - #L ლ 6ჩა · (4.31) 

აქედან ჩანს, რომ როცა # 560, მაშინ -რიმანის /#/- მრავალსახეობის 
რიმან –– ქრისტოფელის 1" '; ტენზორის ინდექსთა მინიმალური ზე: 

ზღუდვა იგივურად ნული არ არის. მაგალითად,
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M1აა =3 ==“ თიში, =- Mი,2%0. (4.32) 
X#=0 4 4 4 

ეს იმას ნიშნავს, რომ, როცა # 560, § ზედაპირის მიდამოში /M« 
მრავალსახეობის რიმან –– ქრისტოფელის ტენხორი განსხვავებულია 

ნულისაგან. მაშასადამე, თუ # 560, მაშინ MI, წარმოადგენს რიმანის 

სამგანზომილებიან მრავალსახეობას რომელშიც ჩადგმულია § ზე- 
დაპირი. 

ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ 5 ზედაპირის თანმხლები, რიმანის სამ- 

განზომილებიანი ორი სახის /#MIL§8 და /Mვ მრავალსახეობა, რომლებშიც 

ჩადგმულია ეს ზედაპირი. ორივე ეს მრავალსახეობა წარმოადგენს 5 
ზედაპირით განხორციელებულ რიმანის, ორგანზომილებიანი მრავალ- 

სახეობის გაფართოებას რიმანის სამკანზომილებიან მრავალსახეობამდე. 
ცხადია, /M§ უმარტივესი ასეთი გაფართოებაა:; 5 ზედაპირის მეტრიკა 

დამახი§ნჯების გარეშე პარალელურად (ნორმალის გასწვრივ) გადაიტა- 

ნება X9 = C = 00051 საკოორდინატო ზედაპირზე, ხოლო შემდეგ მან- 

ძილი მახლობელ წერტილებს შორის განისახლვრება პითაგორას თეო- 

რემით. ამიტომ /I§-ს ვუწოდოთ 5 ზედაპირის პითაგორასებური მარ- 

ტივი გაფართოება რიმანის სამგანზომილებიან სივრცემდე. 
/#M,ჯ მრავალსახეობას აგრეთვე 5 ზედაპირის პითაგორულ (მაგრამ 

არა მარტივ) გაფართოებას ვუწოდებთ. მასში მეტრიკა სივრცის ყოველ 

(X1, 2, ჯ?) წერტილში აგრეთვე აიგება პითაგორას თეორემის თანახმად 
(4.3) ფორმულის საშუალებით. /M%-საგან განსხვავება მდგომარეობს 
იმაში, რომ 5 ზედაპირის მეტრიკა ნორმალის გასწვრივ პარალელურად 

გადაიტანება X9 = 6 = ლ005( საკოორდინატო ზედაპირზე და ამასთან 

ადგილი აქვს დამახინჯებას, რომელიც IM/ 1 ––26/ე მამრავლით განისა- 

ზღვრება. უნდა აღინიშნოს, რომ ზედაპირის მეტრიკის გაჭიმვის ან 

შეკუმშვის განმსაზღვრელი M#/1–- იწ ამრაელი, საზოგადოდ, დამო- 

კიდებულია არა მარტო ზედაპირის რილზე, არამედ რკალის ელე- 

მენტის მიმართულებაზედაც. თუ რკალის ელემენტი ძ5, ზედაპირის 
ერთ-ერთ მთავარ მიმართულებასთან მე კუთხეს ქმნის, მაშინ ნორმა- 

ლის გასწვრივ გადატანისას X2 = 6 ზედაპირზე იგი, ეილერის ფორმუ- 

ლის თანახმად, მრავლდება 

M/ 1–C2Mე = /(1-––C#,)ლC05? 8:+- (1 –– Cჩე) 510” 9ე (4.33) 

მამრავლზე. ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ 5 ზედაპირის (X), X2) წერტილ- 

ში მოდებული ძვე რკალის ბოლო: წერტილი შესაბამის მხებ სიბრტყეში 
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ერთეულ წრეწირს აღწერს, მაშინ მისი სახის ბოლო წერტილი X3=C 

ზედაპირის მხებ სიბრტყეში შემოწერს ელიუსს 1-0, და 1-CLM) 
მთავარი ღერძებით. ამიტომ რიმანის // ვ მრავ:ლსახეობას 5 ზედაპი- 
რის ელიფსური პითაგორული გაფართოება ვუწოდოთ. მარტივი პითა- 
გორული /#M. გაფართოების ”შ-მთხვევაში„ (ცხადია, ერთეულოვანი 

წრეწირი კვლავ ერთეულოვ;ნ წრეწირში გადადის. 
თუ 5 წარმოადგენს 7 რა:დიუსიან სფერულ ზედაპირს, მაშინ, 

ცხადია, რომ ელიფსურ პითაგორულ გაფართოებისას ერთეულოვანი 

წრეწირი გად:დის ს – +) რადიუპეან წრ;წირში. 

შევნიშნოთ, რომ # = 0-თვის 5 ზედაპირის მარტივი პითაგო- 
რული #Mჯ გაფართოება ევკლიდური სამგანზომილებიანი სივრცე 

იქნება, რადგან ამ შემთხვევაში რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორი 

ნულის ტოლია. მაგრამ /I§, საზოგადოდ, პირდაპირი აზრით არ 

წარმოადგენს იმ ჩვეულებრივ ევკლიდურ სივრცეს, რომელშიც 5 

დედაპირია ჩადგმული. /V%-ის მეტრიკა არ ემთხვევა ევკლიდეს 

სივრცის არის §,-პარამეტრიზაციის მეტრიკას §-ის მახლობლად. 

მაგალითად, I რ:დიუსი-ნი წრიულე ცილინდრისთვის (# = 0) 

§ა არის 5,-პარამეტრიზაციის შემთხვევაში მეტრული კვადრატული 
ფორმა (CC, უჟ, 'X? კოორდინატების მიმართ) გამოისახება 

ძა? = ( – 2) ' ძ5? -L ძუ? -L (ძX3)2? (4.34ა) 

ფორმულით. მარტივი პითაგორული #8 გაფ:რთოების მეტრიკა (იმავე 

§, უ, X. კოორდინატების მიმართ) დეკარტულია: 

ძაბ = ძC -L ძუ" + (ძ»ბ)#. (4.34ბ) 

უკანასკნელი ფორმულა გამოსახავს სივრცის დეკარტულ მეტრიკას 

იმ შემთხვევაში, როცა 5-ზედაპირი სიბრტყეა. აქ მჟღავნდება ის 
ფაქტი, რომ გაუსის ნულოვანი სიმრუდის მქონე ზედაპირები (და 
მხოლოდ ისინი) განიფინება სიბრტყეზე. ამიტომ, ბუნებრივია, 
ტორსების ყველა პითაგორული გაფართოება ეკვივალენტურად 

ჩავთვალოთ. საზოგადოდ, ორი 5; და 5ე ზედაპირის მარტივ პითაგო- 
რულ გაფართოებას ეკვივალენტურად ჩავთვლით, თუ მათ ერთნაირი 

მეტრიკა გააჩნიათ, ე. ი. თუ 5ე და აკ ერთმანეთზე გადაიღუნება 

(ზედაპირის ღუნვისასს მეტრიკა არ იცვლება). მაშასადამე, /#M§-ად
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შიძლება ვიგულისხმოთ 5 ზედაპირის ეკვივალენტური მარტივი პითა- 

გორულ გაფართოებათა კლასი. 

ამ აზრით სხვ სურათი გვაქვს #M ვ მრავალსახეობისთვის. იგი 

უფრო მჭიდროდაა დაკავშირებული 5 ზედაპირთან რიმანის ორი 
M ვ, და M §, მრავალსახეობა ეკვივალენტურია მხოლოდ იმ შემ- 

თხვევაში, როცა 5ე ზედაპირი 5):-ისგან მოძრაობით მიიღება. ეს 

გასაგებია, რადგან ამ ზედაპირებს ერთნაირი პირველი და მეორე ძირი- 

თადი კვადრატული ფორმები უნდა ჰქონდეს. 
ვთქვათ, 5 წარმოადგენს I#-რადიუსიაინნ სფერულ ზედაპირს. 

მაშინ 

1 == 4.35) 
ი ი (4.35 

და 

ხავ = – ჩა” = ა > (4.36) 

მაშასადამე, 

4 = (1– -7- I __.-.  .. 

იზ = _––უვ , „41413 = 1, #43 == 493 = 0. (4.37ბ) 

1--- 

მაშინ მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ 

–= 1 ჯ – 1 
LI იჩ,» = ( – #2 L იჩ,» IL 8,3 = 29 0იჩ, 

– – 1 – 

1 თა,გ = 1 30,გ= –– 56 00იჩ; 1 ვე, = IL ვ = სსვ,ვ=0. (4.38ა) 

– –_ 1 = – ძ 
Lიგ” = 166”, I ეგ? = 2 ძიჩ., სევ” = I ვე = “20-ე · 

(4.38ბ)
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თუ ახლა რიმან -–– ქრისტოფელის ტენზორს გამოვითვლით, (4.27 ა) 
ფორმულის თანახმად მივიღებთ 

– 1 
MIაგ»ჯ= ( 1- -0=>)) გს (4.39) 

4(1-–--_ L–+) ზ 

სადაც M%აგ, სფერული ზედაპირის რიმან –- ქრისტოფელის (ტენზორია 

1 
Iბაგე = +%> 0, 68». (4.40) 

(4.39) ფორმულიდან ჩანს, რომ. 

3? 
#M'კ,ე550, როცა ჯ<-“ (4.41) 

3/7 
მაშასადამე, – რადიუსიანი, §-ის კონცენტრული სფერული ზედაპი- 

რის გარეთ /Mჯვ მკაცრად რიმანისებურია. –- რადიუსიან სფერულ 

ზედაპირზე /#M, მრავალსახეობის რიმან –– ქრისტოფელის ტენზორი 
ნული ხდება, ე. ი. ეს ზედაპირი რიმანის /# ვ მრავალსახეობის გადა- 
გეარების ზედაპირს წარმოადგენს. ეს შენიშვია საყურადღებოა იმის 
გამო, რომ # რადიუსიან სფერულ ზედაპირთან ნორმალურად დაკავ- 

შირებული სავრცის ევკლიდური პარამეტრიზაცია შესაძლებალია X9მ?>> 0 
შემთხვევაში (მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ სფერული § ზედა- 
პირის გარეთ #1) უარყოფით მნიშვნელობებს ღებულობს, რადგან §-ის 

ნორმალი მიმართულია სფერული ზედაპირის ცენტრისაკენ). სფერული 

ზედაპირის არამარტივი ელიფსური პითაგორული სამგანზომილებიანი 
გაფართოება რიმანის მრავალსახეობის თვისებებს ინარჩუნებს არის 

მხოლოდ ნაწილზე,. სახელდობრ, –. რადიუსიანი კონცენტრული სფე- 

რული ზედაპირის გარეთ, იქ, სადაც შესაძლებელია 5 ზედაპირთამ 
ნორმალურად დაკავშირებული სივრცის 5,-პარამეტრიზაცია. საინტე- 
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ფინაარსი 

შესავალი 
თავი 

§ 1. 

§ 4. 

§ 5. 

1. ალგებრის ზოგიერთი საკითხი · 

მატრიცები. შეჯამების წესი. ინდექსთა შეკვეცის ოპერაცია, მატ- 
რიცების პირდაპირი და შიგა ნამრავლები 

1. მატრიცები (7). 2. ადიციური ჯგუფები. მატრიცების ჯამი (8). 

მ. რგოლები და ველები მატრიცების პირდაპირი ნამრავლი 

(10). 4. შეჯამების წესი (12). 5. ინდექსთა შეკვეცის ოპერაცია 

(14). 6. მატრიცების შიგა ნამრავლები (15). 7, ვექტორული სივრ- 
ცეები. მოდულები (15). 

· ქრონეკერის სიმბოლოები. ლევი-ჩივიტას სიმბოლოები 

.· დეტერმინანტები 

1. დეტერმინანტების განმარტება (18). 2. დეტერმინანტების ძი- 
რითაღი თვისებები (20). ვ. მატრიცის მინორები-ი დეტერმინან- 

ტების დაშლა (21). 4. შებრუნებული მატრიცის გამოსახულება (23) 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემები 

1. განტოლებათა მიკავშირებული სისტემები. კრამერის ფორმუ- 
ლები (24). 2. განტოლებათა ერთგვაროვანი მიკავშირებული სის- 
ტემები (25). 3. განტოლებათა არაერთგვაროვანი მიკავშირებული 
სისტემები (28) 

დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმის დაყვანა კა- 

ნონიკურ სახეზე 

1. დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმა (30). 2. კანო- 
ნიკურ სახეზე დაყვანა (31). 3. კვადრატული ფორმის დისკრიმი- 

ნანტი სილვესტრის პირობა (32), 4. კეადრატების ჯამამდე 
დაყვანა (35) 

თავი II. ევჯლიდეს სამგანზომილებიანი სივრცის ვექტორული ალგებრის 

ელემენტები 
§ 1. ვექტორები ევკლიდეს სივრცეში და ზოგიერთი ალგებრული ოპე- 

რაცია მათზე 

1. ვექტორის ცხება (36). 2 ვექტორების შეკრება, ვექტორების პა–- 
რამეტრიზაცია (37). 3. ვექტორების სკალარული, ვექტორული და 

შერეული ნამრავლები (39), 4. ორმაგი ვექტორული ნამრავლი (41) 

§ 2. ბაზისები. ინდექსის ატანის და ჩამოტანის ოპერაციები · 

1. ბიორთოგონალური და ბიორთონორმალური ბაზისები (42). 2. 

საბაზისო მატრიცები. ბაზისის დისკრიმინანტი (43), 3. ინდექსების 

16 

18 

24 

30 

36 

36 

42



§ 3. 

თავი 

§ 1, 

§ 2, 

§ 3. 

§ 4. 

ატანისა და ჩამოტანის“ ოპერაციები. ვექტორის კოვარიანტული 

და კონტრავარიანტული კომპონენტები (44) 
დისკრიმინანტული მატრიცები ღა მათი ზოგიერთი გეომეტრიული 

გამოყენება · 

- ქექტორის სიგრძე (45). 2. კუთხე ორ მიმართულებას შორის 

რი 3, დისკრიმინანტული მატრიცები, საბაზისო მატრიცების გა- 

მოსახვა დისკრიმინანტული მატრიცებით (46). 4. პარალელოგრამის 

ფართობი. კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა (48). 5. პარალელეპიპჰე- 

ღის მოცულობა (49) 

„ ბაზისებისა და მათთან დაკავშირებული მატრიცების გარდაქმნა. 

1, ბაზისებისა და საბაზისო მატრიცების გარდაქმნა (50). 2. ვექ- 

ტორის კოვარიანტული და კონტრავარიანტელი კომპონენტების 

გარდაქმნა. სკალარული ნამრაელის ინვარიანტობა (51). ქ. ბაზისის 

დისკრიმინანტის და „ღისკრიმინანნტული მატრიცების გარდაქმნა. 

ტენზორის ცნება (52) 

III. ზოგადი ტენზორული ალგებრის ხაფუძვლები 

საკოორდინატო სისტემები კმ" სივრცეში 

1. არითმეტიკული სივრცე თ?” (55). 2. არის პარამეტრიზაცია. 

კოორდინატთა გარდაქმნის იაკობიანი (56) ქ. საკოორდინატო 

წირები (58) 

თ?" სიერცის არის ასახვათა რგოლები და მოდულები. ჰა?” სივრ- 

ცის ტენზორები 

. არის ასახვათა რგოლები და მოდულები დთ. 2. კოორდინატთა 

ს დაფერენციალების გარდაქმნის ფორმულები. 1-ლი რანგის კონ- 
ტრავგარიანტული ტენზორი (60). 3. სკალარის კერძო წარმოებუ- 

ლების გარდაქმნის ფორმულები. '1-ლი რანგის კოვარიანტული 

ტენზორი (61). 4. მაღალი რანგის ტენზორები (62). 5. ტენზორე- 
ბის ძირითადი თვისებები. ტენზორის იზომერები (64). 6. ტენ- 
ზორების შიგა წ„-ნამრავლი (66) 

ექკლიდეს სამგანხომილებიანი სივრცის კოორდინატთა სისტემის 

კოვარიანტული და კონტრავარიანტული მოძრავი ბაზისები 

1. კოვარიანტული მოძრავი ბაზისი (67) 2 კონტრავარიანტული 
მოძრავი ბაზისი (68). 3. ვექტორ-ფუნქციების სივრცე (69). 4. 
ვექტორული ველების წარმოდგენა მოძრავ ბაზისებით. 1-ლი 

რანგის ეკვივალენტური ტენზორები (70). 5. ვექტორის ფიზიკუ- 

რი კომპონენტები (73) 

სამგანზომილებიანი ევკლიდური სივრცის მეტრული კვადრატუ- 
ლი ფორმა 
1, მეტრული კვადრატული ფორმა (73). 2. დისკრიმინანტის გარ- 
დაქმნის ფორმულა (75). 3. კოორდინატთა სისტემის მაგალითები 

(75). 4. დისკრიმინანტული ტენზორები (76). 5. სივრცის მოცუ- 

ლობისა და ზედაპირის ფართის ელემენტები ინვარიანტული ფორ- 
მით (77) 
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§ 7. 

§ 8. 

§ 9. 

„ განაყოფის წესი (თეორემა ტენზორების გაყოფის შესახებ) 80 

· დისკრიმინანტული, შმებრვნებული და ფარდობითი ტენზორები 

(83) 
1. დისკრიმინანტული ტენზორები (83), 2. შებრუნებული ტენ- 
ზორები (84). 3. ფარდობითი ტენზორები (85) 

რიმანის სიერცის ტენზორები .86 

1. ინვარიანტული მეტრიკა კწ" -წი. რიმანის მრავალსახეობები 

(86), 2. ინდექსების ატანისა და ჩამოტანის ოპერაციები (90). ვ, 

ტენზორთა ეკვივალენტური კლასები. ტენზორის.ზოგადი ცნება (93) 

ტენზორთა ლოკალურად პილბერტული მოდულები 94 

1. წ (0 მოდული (95). 2. ტენხორების ლოკალური სკალარული 

ნამრავლი. ტენზორის ლოკალური ნორმა. ორ ტენხორს შორის 

კუთხე (95). 3. ტენზორების წრფივად დამოუკიდებელი სისტემე- 

ბი (98). 4. ტენხორების ორთონორმალური და ბიორთონორმა- 

ლური სისტემები (99), 5. ბაზისები ტენზორის დამლა ბაზისის 

მიმართ (101) 

მულტიპლიკაციური ტენზორები, # (0) მოდულის ბაზისების აგებ 103 

1. მულტიპლიკაციური ტენზორები და მათი ძირითადი თვისებები 

(103. 2 მოდულის ბაზისების აგება (105), 3. ტენზორთა ბაზისე– 

ბი ეეკლიდეს სამგანზომილებიან სივრცეში (107) 4. (9.17) ფორ- 

მულის განზოგადება რიმანის სივრცის შემთხვევაში (108) 
§ 10, ლუწი რიგის ტენზორული მოდულები 111 

§ 11. 

6 12. 

თავი 

§ 1). 

§ 2. 

1. ტენხზორთა გამრავლება ლუწი რიგის მოდულებიდან . ფ7აე(9) რგო- 

ლი ერთეულით (111). 2.9, (0C) ალგებრა (114). 3. მულტიპლიკა- 

ციური M, ჯბუფ?: (116). 4.20 რანგის ტენზორის საკუთრივი 

მნიზენელობა (119). 5, 2ი · რანგის ტენხორის დაყვანა მთავარ 
ღერძებზე (123) 

ერმიტელი კვადრატული ფორმის დაყვანა კანონიკურ სახეზე 128 

ჰილბერტის ჰე(ი) სივრცე. ბანახის წ (0) სივრცე 131 

1, ჰილბერტის #ე (9) სივრცე (131). 2. ბანახის C, (0) სივრცე (134) 

IV. ტენზორული ანალიზის საფუძვლები · 136 

ქრისტოფელის 1-ლი და მე-2 გვარის სიმბოლოები. სადერივაციო 

ფორმულები · · · 136 

1. ქრისტოფელის სიმბოლოები ევკლიდეს სამგანზომილებიან 

სიერცეზი. სადერივაციო ფორმულები (136). 2. სადერივაციო 
ფორმულები მულტიპლიკაციური საბაზისო ტენზორებისათვის 
(138). 3. ქრისტოფელის სიმბოლოების ძირითადი თვისებები (139), 

4 ქრისტოფელის 1-ლი ღა მე-2 გარის სიმბოლოები რიმანის 
უ-განზომილებიან სივრცეში (141) 
ტენზორების გაწარმოება 144 

1. 1-ლი რანგის ტენზორის კოვარიანტული კომპონენტების კოვა-»



§ 3. 

რიანტული წარმოებულები (144). 2. 1-ლი რანგის ტენზორის კონ- 

ტრავარიანტული კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები 

(146), 3, ნებისმიერი რანგის ტენზორის კოვარიანტული წარმოებუ- 

ლები, ტენზორის პირდაპირი კოვარიანტული წარმოებული (147). 

4. ტენხორის დიფერენციალი. ტენზორთა ჯამისა და ნამრავლის გა- 

წარმოების წესი (152). 5. დისკრიმინანტული ტენზორის კომპო- 

ნენტების კოვარიანტული წარმოებულები (154) 6, ტენზორის 

კომპონენტების კონტრავარიანტული წარმოებულები. ტენზორის 

აბსოლუტური წარმოებული (156). 7. საბაზისო ვექტორების კო- 

ვარიანტული წარმოებულები (156). 8. განმეორებითი კოვარიან- 

ტული წარმოებულები. რიმან-ქრისტოფელის ტენზორი (157) 

ვექტორის დივერგენცია. გაუს-ოსტროგრადსკისა და გრინის ფორ- 

მულები. ლაპლასის ოპერატორი მრუდწირულ კოორდინატებში 

1. ეექტორის დივერგენცია (163), 2. გაუს-ოსტროგრადსკისა და 

გრინის ფორმულები (163), ვ. ლაპლასს ოპერატორი მრუდ- 
წირულ კოორდინატებში (165) 4 გაუს-ოსტროგრადსკისა და 

გრინის ფორმულები ტენზორებისათვის (165). 
–“ 

თ ავი V. ზედაპირის ტენზორები. ზედაპირთა თეორიის ელემენტები 

§ 1. 

§ 2. 

§ 3. 

ზედაპირის პარამეტრული განტოლება. კოორდინატთა სისტემის 
კოვარიანტული და კონტრავარიანტული ბაზისები 

1. ზედაპირის პარამეტრული განტოლება. საკოორდინატო წირები 
2. კოვარიანტული მოძრავი ბაზისი (171). 3. კონტრავარიანტული 
მოძრავი ბაზისი (173) ' 

ზედაპირის პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმა. ზედაპირის 
დისკრიმინანტული ტენზორები ... 

1. პირველი ძირითადი კვადრატული ფორმა ზედაპირის კოვა- 

რიანტული და კონტრავარიანტული ტენზორები (174). 2. ზედა- 

პირის ფართის ელემენტი. ზედაპირის დისკრიმინანტული ტენ- 
ზორები (176). 3. კუთხე ორ მხებ მიმართულებას შორის (178) 

ზედაპირის ტენზორები 

1. 1-ლი რანგის ტენზორები (179), 2. ნებისმიერი რანგის ტენზო- 

რები (182). 

· გაუსისა და ვეინგარტენის სადერივაციო ფორმულები. ქრისტო- 
ფელის სიმბოლოები ზედაპირზე 

. ზედაპირის გეოდეზიური წირები. კოორდინატთა პოლარული (ნა- 
ხევრადგეოდეზიური) სისტემა 

1. გეოდეზიური წირების განტოლებები (186). 2. ვარიაციული 

ამოცანა რომელსაც მივკავართ გეოდეზიური წირების განტო- 

ლებებზე (187), 3. გეოდეზიური წირების ინვარიანტობა ზედა- 
პირის ღუნვის მიმართ (189). 4. პოლარული (ნახევრადგეოდეზიუ- 

რი) კოორდინატთა სისტემა (190). 
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§ 6. 

6 7. 

§ 8. 

§ 9. 

§ 10. 

მეორე ძირითადი კვადრატული ფორმა. ზედაპირის ნორმალური 

სიმრუდე · 191 
როდრიგის ეექტორი. გეოდეზიური გრეხა და გეოდეზიური სიმრუდე 192 

1. ზედაპირის მესამე კვადრატული ფორმა როდრიგის ვექტორი 
(192). 2. გეოდეზიური გრეხა (194). 3. გეოდეზიური სიმრუდე (196) 

ზედაპირის მთავარი მიმართულებები. მთავარი „,სიმრუდეები. გაუ–- 
სის (მთავარი) და საშუალო სიმრუდეები 197 

1. ზედაპირის მთავარი მიმართულებები. ზედაპირის საშუალო და 

გაუსის სიმრუდეები. ეილერის სხვაობა (197). 2. ზედაპირის მთავა– 

რი სიმრუდეები. სიმრუდის წირები (199). ვ. ეილერის ფორმულები (200) 

ზედაპირის ტენზორთა გაწარმოება · · 202 

1. ზედაპირის ტენზორის კომპონენტების კოვარიანტული და კონ- 
ტრავარიანტული წარმოებულები. ზედაპირის ტენზორის აბსოლუ- 

ტური წარმოებული (202). 2. ზედაპირის ვექტორის დივერგენ- 
ცია. გაუს-ოსტროგრადსკის ფორმულის ანალოგი (სტოქსის ფორ- 

მულა) (204). 3. ლაპლასის ოპერატორი ზედაპირზე, გრინის ფორ- 

მულები (206) 

კავშირი ზედაპირის პირველ და მეორე ძირითად კეადრატულ 

ფორმებს შორის. განმეორებითი კოვარიანტული წარმოებულები 207 

„1. გაუსისა და პეტერსონ-კოდაცის განტოლებები. რიმან-ქრის- 

“ტოფელის ტენზორი (208). 2. განმეორებითი კოვარიანტული წარ- 

მოებულები. რიჩის ტენზორი (210) 

თავი VI. კოორდინატთა სპეციალური სისტემები ღა მათი ზოგიერთი 

გამოყენება ზედაპირთა თეორიაში · 215 

§ 1. კოორდინატთა სისტემები სიმრუდის წირებში · 215 

§ 2. 

§ ვ, 

1. ზედაპირის პირველი და მეორე ძირითაღი ფორმების გამოსა- 

ხულებები (215). 2. ქრისტოფელის სიმბოლოები. გაუსისა და პე- 

ტერსონ-კოდაცი“ განტოლებები ლაპლასს ოპერატორი (216). 

3. სფერული ზედაპირის ერთი დამახასიათებელი თვისების შესა–- 

ხებ (217). 4. ნულოვანი მთავარი სიმრუდის ზედაპირები. ტორსები (218) 

კოორდინატთა სისტემა ასიმპტოტურ წირებში 220 

კოორდინატთა იზომეტრული სისტემა ზედაპირზე ბელტრამის 

განტოლებათა სისტემა და მისი ჰომეომორფიზმები 222 

1. ბელტრამის განტოლებათა სისტემა. ბელტრამის განტოლებების 
ჰომეომორფიზმები (222). 2. ბელტრამის განტოლებათა სისტემა 
ანალიზური კოეფიციენტებით (225). 3. ბელტრამის განტოლების 

ძირითადი ჰომეომორფიზმის აგება (226). 4. კოორდინატთა იზო- 
მეტრული სისტემა ჩაკეტილ სფერულ ზედაპირზე (230). 5. კოორ- 

დინატთა იზომეტრული სისტემის ინვარიანტობა კონფორმულ გარ- 
დაქმნათა მიმართ (231). 6. ქრისტოფელის სიმბოლოები კოორდი- 
ნატთა იზომეტრულ სისტემაში. გაუსისა და ვეინგარტენის სა- 
დერივაციო ფორმულებისა და “გაუსისა და პეტერსონ-კოდაცის 

განტოლებების კომპლექსური ჩაწერა (232). 7. ო. ბონეს ფორმუ- 
ლა (236). 8. გეოღეზიური წირების განტოლებები კოორდინატთა



-§ 5. 

§ 6. 

თავი 

§ 1. 

§ 3. 

§ 4. 

იზომეტრულ სისტემაში (237), 9, სიბრტყეზე იზომეტრული ასა- 
ხვის კონფორმულობა (238) 

· მუდმივი საშუალო სიმრუდის ზედაპირის ერთი თვისების შესაზებ, 

მინიმალური ზედაპირები 

1. მუდმივი საშუალო სიმრუდის ზედაპირები (238). 2. მინიმალუ- 

რი ზედაპირები (241) 

მუდმივი გაუსის სიმრუდის ზედაპირები 

1. დეკარტის კოორდინატთა სისტემის არსებობა ნულოვან გაუსის 

სიმრუდის ზედაპირზე (243). 2. მუდმივი დადებითი (უარყოფითი) 

გაუსის სიმრუღის ზედაპირის ლოკალური განფენადობა სფეროზე 

(ფსევდოსფეროზე) (245). 

კავშირი მუდმივი საშუალო და მუღმივი მთავარი სიმრუდის ზედა- 

პირებს შორის რა) -+2 // (0---46-ს0)=0 განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი 

· ამოზნექილი ზედაპირების შეუღლებულაღ-იზომეტრელი პარა- 
მეტრიზაცია 

VII, კოვარიანტების თეორია · 

გაუსის კომპლექსური კოორდინატები ზეღაპირზე. ბელტრამის 

განტოლება კოორდინატთა სისტემების მახასიათებელი ფუნქცი- 

ისთვის 
1. გაუსის კომპლექსური კოორდინატები ზედაპირზე (252). 2. კომ– 

პლექსური გაწარმოების ოპერაცია (256). 3. გაუსის კომპლექსური 

პარამეტრების დიფერენციალთა გარდაქმნის წესი (257). 4. ზედა- 

პირის სკალარის კერძო წარმოებულების გარდაქმნის წესი (25მ). 

5. ბელტრამის განტოლება. კოორდინატთა სისტემების მახასიათე– 

ბელი ფუნქცია (259). 6. ზედაპირის გაუსის კომპლექსური კოორ- 
დინატების გარდაქმნათა ფუნქციონალური დეტერმინანტები (ია- 

კობიანები) (262). 7. კოორდინატთა ·.· სისტემების მახასიათებელი 

ფუნქციის თვისებები (264). 

· ზედაპირის კოვარიანტები და მათი თვისებები 

1, ზედაპირის კოვარიანტები (266) 2. ზეღაპირის კოვარიანტე– 

ბის თვისებები (270). 

კოვარიანტების გაწარმოება 

1. კოვარიანტების კოვარიანტული წარმოებულები (მვ). 2. კო- 

ვარიანტების კოვარიანტულ წარმოებულთა თვისებები (285). 3. 

კოვარიანტის კონტრავარიანტული წარმოებულები. ლაპლასის ოპე- 

რატორი კოვარიანტებისათვის (286). 4. კავშირი კოვარიანტების 

კოვარიანტულ წარმოებულებსა და ტენზორის კომპლექსური კომ- 

პონენტების კოვარიანტულ წარმოებულებს შორის (289) 

კოში-რიმანის განტოლებები კოვარიანტებისათვის. ანალიზური და 

განზოგადებული ანალიზური. კოეარიანტები. კოვარიანტების ფაქ- 
ტორიზაცია 
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§ 5. 

თავი 

1. კოში-რიმანის განტოლების ანალოგი კოვარიანტებისათვის. ანა– 

ლიზური კოვარიანტები (292). 2. ანალიზური კოვარიანტების ფაქ– 
ტორიზაცია. განზოგადებული ანალიზური და ანტიანალიზური კოვა- 

რიანტები. 1-ლი და მე-2 გვარის კოვარიანნტული დივიზორები 

(294). 3. კოში-რიმანის არაერთგვაროვანი განტოლება (296). 4. 

კოში-რიმანის განტოლებები ოვალოიდღებზე (297). 5. თეორემა 

ოვალოიდებზე კოში-რიმანის ერთგვაროვანი განტოლების უწყვე– 

ტი ამონახსნების არსებობის შესახებ (301). 

კოვარიანტული დიფერენციალი. მუდმივის ტიპის კოვარიანტები 

1. კოვარიანტული დიფერენციალი (305), 2. მუდმივის ტიპის 

კოვარიანტი (305) 

. წრფივი დიფერენციალური ფორმები. ფორმათა გარე გაწარმოება. 

ინტეგრალური ფორმულები 

1. წრფივი დიფერენციალური ფორმები (306). 2. დიფერენციალუ– 

რი ფორმების გარე ნამრავლი (307), ქ. მოცემული დიფერენციალუ- 

რი ფორმის კოფორმა და შეუღლებული ფორმა. წრფივ დიფერენ- 

ციალურ ფორმათა ჰილბერტის სივრცეები (308). 4. კოვარიანტუ- 

ლი კოდიფერენციალ. კონტრავარიანტული და შეუღლებუ- 

ლი კოვარიანტული დიფერენციალები. ინტეგრალური ფორმულები 

(310). 5. ჩაკეტილი დიფერენციალური ფორმები (312). 

VIII. ზედაპირთან ნორმალურად დაკავშირებული სივრცითი კო- 

ორდინატთა სისტემები 

§ 1. 

§ 2. 

§ 3. 

სივრცის კორრდინატთა სისტემების 5-ოჯახი. ინდექსთა შეზღუდ- 

ვის ოპერაციები 

1. კოორდინატთა სისტემების 5-ოჯახი (317). 2. ინდექსთა შე–- 

ზღუდვის ოპერაციები. სივრცითი §5-ტენზორი (318). 

არის § “პარამეტრიზაცია · 

1. არის 5,--პარამეტრიზაცია. კოვარიანტულე ბაზისი (320), 2. არის 

5§,უ-პარამეტრიზაცია (321). 3. §„-პარამეტრიზაციის კონტრავარიან- 

ტული ბაზისი. (323). 4, ქრისტოფელის სიმბოლოების გამოსახულე- 

ბები (325). 5. მიახლოებითი ფორმულები (327) 

არის 5კ-პარამეტრიზაცია 
1. არის 5კც პარამეტრიზაცია. კავშირი §„-- ღა  8ე-პარამეტრიზაცია- 
თა ბაზისებს შორის (328). 2. 9 (0) მოდულის ბაზისები, 5-ტენზო- 

რების წარმოდგენა 5, 5, და 5„/,ე-ბაზისებით (333). 3. ვექ- 

ტორის კომპონენტების კოვარიანტული წარმოებულები 8ეც-პარამეტ- 
რიზაციის მიმართ (335). 4. 5-ტენხორების კოვარიანტული წარმო- 

ებულები 5 კ-პარამეტრიზაციის მიმართ (337), 5. არის 5 ,ე-პარამეტ- 

რიზაცია, რომელიც დაკავშირებულია 5 ზედაპირის კოორდინატთა 
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365 

სისტემასთან სიმრუდის წირებში (342), 6, 5-ტენხზორების განმეო» 

რებითი კოვარიანტული წარმოებულები (343), 7. კავშირი ქრისტო» 
ფელის 0,/// და L კი სიმბოლოებს შორის (344) 

§ 4, ზედაპირის ჩადგმის შესაძლებლობის შესახებ რიმანის სამგანზომი– 

ლებიან მრავალსახეობაში 145 

ლიტერატურა 356



დაიბეჭდა საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკადემიის 
სარედაქციო-საგამომცემლო საბჭოს დადგენილებით 

· 

IIნ6 1825 
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