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წინასიტყვაობა 

სპეციალისტთა სამსჯავროზე წარმოდგენილი წიგნი არის ნაწილი-ლ იმ ნაშრომთა 

ციკლისა„ რომელიც ჩაიფიქრა საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის ავტომატიკის”V„ და 

ტელემექანიკის კათედრის მეცნიერ - თანამშრომლებმა ან იად შეერთებული შტატების 

დუკის უნივერსიტეტის ანალოგიური დეპარტამენტის პროფესორთან 

ნაშრომთა ციკლი ეხება ავტომატური მართვის თვორიის კურსს. რომელიც 

წარმოდგენილი იქნებ ცალკეული წიგნების სახით წინამდებარე სახელმძღვანელოში გა- 
ნხილულია ავტომატური მართვის სისტემებს“ აგების პრინციპეი და მისი თვისობრივი 

ანალიზი შეთოდები. მოცემულია ძირითადი ცნებები პრობლემათა დასმა და მათი გადა- 

წყვეტა აე:ტომატური მართვის თეორიის თანამედროვე მეთოდები“ გამოყენებით ამ მეთო– 

დებში განსაკუთრებული ყურადღება ექცევა მართვადობისს და დაკეირვებადობის პრინცი–- 

პებს, მდგომარეობი სივრცის ანალიზსა და სისტემებს მოდღალეს მართვას დინამიკური 

სისტემების მდგომარეობის შესწავლის თანამედროვე მათემატიკური მოდელები ” შემავალი 

გამავალი” და შემავალი - მდგომარეობა - გამავალი” გამოთვლითი ტექნიკის სრული 

გამოყენებით საშუალებას გვაძლევევდ არამარტო დავაპროექტოთ ავტომატური მართვის 

სისტემები, არამედ მოვახდინოთ მართვის ალგორითმების პრაქტიკული რეალიზაცია. 

მასალის გადმოცემა ხდება ევრისტიკულად, მკითხველს აქტიური მოსაწილეობით და 

აუცილებელი მათემატიკური აპარატის გამოყენებით სადაც ეს საჭირო იყო, კომპრომი– 

სების გარეშე გამოვიყენეთ მკაცრი მათემატიკური ფორმულირებს. თუმცა ავტორები შეე– 

ცადნენ აქცენტი გაეკეთებინათ ფორმალურ მათემატიკურ მოდელებსა და პრაქტიკულ რეა- 

ლობას შორის. 

წიგნი დამყარებულია ავტორების პირად პედაგოგიურ და კვლევით გამოცდილებაზე, 

მელ ბს საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტისა ღა დუკის უნივერსი– 
ტეტის (აშშ). "ტრადიციებს. განსაკუთრებით უნდა აღინიშნოს ავტორთა ერთი ნაწილის მა- 

სწავლებლებს - გამოჩენიე–ი ქართველი მეცნიერებსა და პედაგოგების ნ.ვ.გაბაშვი– 

ლის, კ-მ.ბარამიძის, გ-კ-ტყეშელაშვილის, ა.ე.კერესელიძისა და შ.დ.გარსიაშვილის 

ღვაწლი ამ ტრადიციების ჩამოყალიბება 

ავტორებყ მადლიერებ არინ ყველა იმ პირების, რომლებმაც ხელი შეუწყვეს 

წიგნის მომზადებაა პირველ რიგში აღვნიშვნავთ კოლეგებს,” სტუ-ს ავტომატიკია და 

ტელემექანიკის კათედრიდან. 

განსაკუთრებული აღვნიშვნის ღირსნი არიან ჩვენი ახალგაზრდა კოლეგები 

ო.თ.კიკილაშვილი და გ.რ.ჩხაიძე. რომლებმაც დიდი რუდუნებით მოამზადეს და კომპიუ- 

ტერზე დააკაბადონეს წიგნი ტექსტი. მათი დახმარების გარეშე საეჭვო იყო ამ სახელ 

მძღვანელო–ს გამოცემა. ტექსტის მომზადებაში მონაწილეობა მიიღეს აგრეთვე კათედრის 

თანამშრომლებმა პ.დ.ჯოხაძემ და ა.გ-დათია შვილმა. 

ავტორები დიდ მაღლობას უხდიან წიგნის რეცენზენტებს საქართველოს რესპუბლიკის 

მეცნიერებათა აკადემის აკადემიკოსის  ვ.კ.ჭიჭინაძეს და მ.ე.-სალუქვაძს ზოგიერთი 

შენიშვნისათვის, რომელთა გათვალისწინებამ გააუმჯობესა წიგნის შინაარსი. 

წიგნი გათვლილია მკითხველთა ფართო წრისათვი: ინჟინრეზისათვის, ასპირანტები– 

სათვის სტუღენტებისათვის,ს ყველასათვის, ვისაც სურს დაეუფლოს ავტომატური მართვის 

თანამედროვე თეორიას. 

დიდი ხანია იდგა საკითხი ქართულ ენაზე ასეთი ორიგინალ კრი წიგნის არსებობისა; 

რამდენად შეძლეს ეს ავტორებმა ღაე. მკითხველმა განსაჯოს. ტექსტში ალბათ იქნება 

შეუმჩნეველი უზუსტობანი, შეიძლება სადღაც შეცდომაც კი გაიპარა. ავტორები მადლო–- 

ბელი დარჩებიან ყველა მკითხველის მიმართ, რომლებიც არ დაიშურებენ შრომას და გა- 

მოგზავნიან თავიანთ შენიშვნებს საქართველოს ტექნიკურ უნივერსიტეტში. 

  

ა.შ.გუგუშვილი 

თ.გ.იმედაძე 

დ.ფ-გარგი 

თბილისი, საქართველოს რესპუბლიკა – დარჰემი, ჩრდილოეთ კოროლინა. აშშ. 

1994 წ.



(495285132 

10: ხ00M 506CIII1C2II» 2Iთო5 მჯ: ი”650იLIით ლ0იLC0I) 5V516თ 1060LV, ხV LI 68ი5 

CI 51816 50803 800-0C06, 1ი 82 V3V VხნI0ინ VIII 1ხრ §სხ)ლი1 2ხVIის= 10 51სძიიL5, 

ძილი. მიძ ა50-5 81IM6. II ლილა656ი(15 მი IიLიძსი10ი) მიCმსიზბ 0! ' 5%8:6 50860 

გიმIV5I15 0, C0ი1-0! 5V516ო5 მიძ (ს”ი!5ი65 3 ხმიყლისიძ ი666558-V წიL 5LსძMI!იდ 

თიძტი ლიიLი!) 1ხიიCV. #I16C 2 ხუნ )ი-იძსიიი Iი Cხ28ი16- 1, 1ი თვLხტთომ- 

LIC8) (00961 0! 1ი6 I(I:5(: ლითძიL 5=V#5L6ი5 286 იIL656იLCმ ი Cჩხ3ი016L 2. 8M6-6 ს50ძ 

10 ძი5ოიხლ 82ი Iძ02)12C0 5=V516ი0. სცილვგს5C ოთიძლლი ლიიიLი LხიიI” 15 ხვ56ძ ი0ი 

LხბიLV 0, ი”ლძ!ივმ”» ძ!( (რილის მ) 60ის2110ი5, =მCIC0§ მიძ V6CCL0I5, 2 ძიL23!16ძ 

1ი-6მჭზილნი: 0, 1ი6C V26ი:0- ოთმLLIX ძ!(წილინიLCმ) დისმL0ი 15 CIV6ი I1ი Cხჩმლი!1იL ქ. 

1015 Cხ8016L ლCIVC§ 1ხ6 1106 CIC500ი56 C0ი5)ძ0-8110იი 0: C0იLI01 §V5L6)5. 

Cხვიხჯს 4 ილბიიის §18ხI!11) გიმIX5.5 0! 1იიგ. 5=X»5:605 მიძ ი01)11ი68= 

5ჯ516თა. 16 000060015 გმიძ ძ!წი!Lიი5ა ი! C60იL”ი0113ხ!)L» ბპიძ იხ56LV8ხ!)1!L„” 

მტ )ი!იძსი6ძ9 ':ი Cიხმ0:6 5. M0ძ6! ლძი!0) გიძ !ძ6ი(!(1ლ8L0ი 2-6 დ«IV6ი 1Iი 

Cჩმიჯბი 6. I1ჩ6 იითოთიი 6X8იოი!6 15 C0051!ძ6C60 |ი CხგიL6L 7. 1ჩ66 ი”იხ1იით5 იL II- 

ს5-811V6C 6X80ი016 3.6 031:16ძ 0სL ხX I68ი5 0! 6C0ი1ძ6-6ძ L6Cჩნი!ლს65. 

M05L 0: 1ხ6 Iივ160- 82) ი”650ი10ძ Iი 1LხიI5 ხილ ხგმ5 ხილი, ი”წი-0ძ Iი (Lჩი 

მსწხიL 5 0ლ00სL56§ 2L 1ხ6 56ი.0L გმიძ ლი5L-თ-მძსემL6 16V0) )1ი Lხ6 სხხგიLოიგიL 0! 

CხიიLაის სნითIილხი ინ 0” Cიი-ნგვი “'Iიიხი!-აგ) სი!IVლ-ი)ს) ვიძ ხს L)IიIV6IL5LV 

(05#). 

შხპ გს1ხიL5 ხმV6 ხილი C0ი5!ძღვხII =5LIის13(:6ძ ხV 1იხC %L6CXL5 0 ნხI.ი0(L550L5 

M. Cგხ85ნსV1I), M 8გ”მი!ძ76. C "“IM6506!35ჩნVI1), #. M6CI-65C)102C6, 5ხ. C8.51:85ჩVI1- 

I. IL 15 51იC06-CIV ჩხილიიძ Lხ31 1LჩI15 ხიი# LCII28CიL5 1Lი6 55211 0! 1LხიI 1L68- 

Cჩხ1იდ. 

158 გს1ი”»5 VII5ი6 10 1ჩმიL II0CI655015 V. ICხILCხჩIიმძ26 გიძ M 5281სCVმძ26 წიL 

L6CI> LCVICVIიდ 1ი6 თვმვის5CLI0L მიძ (0L თი51 ი6)ი!ს) Cითოთო6ი15. 

II I 2 ი!8მ5ს-16 10 მCMილიV6ძყღ Lხლ 3555%გილ 0ნწ 0. MXIXMI185იVI)), C. 

CხMხ81826, CL IიLხ2ძ26 გიძ #. ს08L185ჩხVIII Vხ0C CXდC6LLIV მიძ დმხI6იLI) 1LVნC6ძ Lხ6 

ჯიმის0L0L. 

#ტIიგ5ხივმი §ხ. ისის5ჩVIII, 

სიოს. მ2 C. 1Iი6ძვძ72ტ, 

ს6Vნიძივ L. C2+%, 

1ხ11: სტიხსხI!ი ი C6ი-თI8 – ჩსხვო, Mი”-(ი Cმგი0)იმ, Vთ5#. 

1994



I. დინამიკური სისტემის მდბომარეობის სივრსე 

1.1 სისტემის მღბომარერბა 

  

მართეი” კლასიკური თეორია განიხილავს წრფივ დინამიკურ სისტემებს” გადაცემის 
ფუნქციების, იმპულსური ფუნქციების ზბლოკ-დი.; რამებსა და გრაფების თეორიის გამო- 
ყენებით წრფივი სიტემების ამ მეთოდებით დახასიათება დაკავშირებული იყო დინამი– 
კურ სისტემებში არსებული 'შემავალ–გამომავალი ურთიერთკავშირების არსებობასთან. 

ეი მიზეზ-შედეგიბრივიი ურთიერთობს შესწავლასთან მიუხედავად იმის, რომ აღნიშ- 

ნული მეთოდები ძალზე მარტივია დღა გვაძლევენ ეფექტურ შედეჯებს, დინამიკური სისტე- 
მებს თავისებურებათა შესწავლა მარტო მათზე დაყრდნობით ვერ ამოსწურავს ყველა იმ 
შესაძლება»«იებს, რაც ასეთ სისტემეს გააჩნიათ მაგალითად, გადაცემის ფუნქცია 
ახასიათებს წრფივი სისტემის მიზებ-შედეგობრე  დამოკიღებულებას ლაპლასს გარდასა–- 
ხვათა არეში, რომელიც გამორიცხავს სისტემი“ წარსული ღა აწმყო მდგომარეობის გათ- 

ვალისწინებას, სხვა სიტყვებითთ რომ ვთქვათ, მხედველობაში არ ვიღებთ სისტემის საწ- 

ყის პირობებს და განტოლების ამოხსნის შემთხვევში ვერ ვითვალისწინებთ სისტემის 
წარსულ მდგომარეობას, ამ“იგად, გადაცემის ფუნქცია სრულ.ღ ვერ განსაზღვრავს დინა- 
მიკური სისტემს ყველა საჭირო ინფორმაციას თუმცა გადაცემის ფუნქციის შეთოდღი, 

ჩვენი მიზანია არა ნაწილობრივი ინფორმაციის” მიღება დინამიკური სისტემის დახასია–- 

თების ღროს. არამედ შეძლებისდაგვარად სრული ინფორმაციის წარმოდგენა. რასაც გარკ- 
ვეულწილად გვაძლევს მდგომარეობის სივრცის მეთოდი მდგომარეობის პარამეტრებზე დაყ- 

ბით. 

მდგომარეობს სივრცე ეწოდება ისეთ მეტრიკულდ სივრცეს, რომლის თვითოეული 
ელემენტი სრულად განსაზღვრავ, სისტემი მდგომარეობას (მეტოიკულ სივრცეზე ცოტა 
მოგვიანებ.» გვექნება საუბარი) ეს მეთოდი შეგვიძლია გამოვიყენოთ არა მარტო 
წრფივი სისტემების ებლად როგორც. მაგალითად. გაღაცემის ფუნქციის  გა- 
მოყენებს შემთხვევაში), არამედ არაწრფივი და არასტაციონალური დღინამიკური სისტე- 
მებს გამოსაკვლევადაც. და კიდევ ერთი, თანამედროვე გამოთვლითი ტექნიკა გვი- 
აღვილეს” ამ მეთოდით სისტემის დინამიკური თვისებები“ შემეცნებას მითუმეტეს. თუ 
საქმე ეხება მაღალი რიგის სისტემებს. 

მდგომარეობის სივრცის მეთოდს (რომელსაც აგრეთვე. მდგომარეობს პარამეტრების 

მეთოდს უწოდებენ0! ხშირად მიაკუთვნებენ მართვის” სისტემების გამოკვლევის თანამედ- 
როვე ხეოხ. თუმცა. როგორც ცნობილია. მღგომარეობს განტოლებანი წარმოადგენენ 

პირველი რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებებს, რომლებიც ღიღი ხანია გამო- 
იყენებს მათემატიკოსებისა და ფიზიკოსებს მიერ დინამიკური სისტემების დასახასია- 
თებლად. მდგომარეობის“ პარამეტრები” მეთოდზე გადასვლამდე საჭიროა ვერ განვსაზღ- 
ვროთ თუ რა არის სისტემი” "მდგომარეობა". როგორც თვით სიტყვა "მდგომარეობა 

გვიჩვენებს, ნებისმიერ. ობიექტი” სრული წარმოდგენა დაკავშირებულია მის წარსულ 
მდგომარეობასთან, მის აწმყოსა და მომავალზე, ანუ მდგომარეოზაზე. საინტერესო მა- 

გალით. წ.რმოადგენს სახე:მწიფოს მდგომარეოხა ყოველ წელს. ამ შემთხვევაში სრული 

სისტემად მოიცავს მმართველობას, პოლიტიკას)ს საზოგადოებას ეკონომიკს და სხვა ელ–- 

ემენტეზს. რომლებითაც განისაზღვრება „სახელმწიფოს მდგომარეოსა წარსულში, აწმყოში 
ღა მომავალში. ზოგადად, სისტემის მდგომარეობა შეიძლება აღწერილ იქნას რაღაც რი- 
ცხვეზით. მრუდეებით. _ განტოლებებით ან სხვა მონაცემებით. რომლებიც თავისი ბუხებით 

მემე ვალეი საროსა ანადაბ ფნამყურ ვისებებს  ფორმალიზა; 
მიზნით მიზანშეწონილია დინამიკური სისტემა განისაზღვროს მდგომარვობის  პარაზეა. 
რეზისა და მდგომარეობის განტოლებათა სისტემით. სისტემის მდგომარეობასა და მდგო- 
მარეობის პარამეტრებს შორის არსებოს გარკვეული დამოკიდებულება. მდგომარეობის 

გერ ელ ებ ა რაო ბა ს ფაბელაე ები ელექტრული გ ე! ), 
მიზანშეწონილია ასეთ პარამეტრებად ავირიოთ ტემპე4ატურა, წნევა. სიჩქარე, ა ამაბვა 
და ა.შ. თუ იგივე ელექტროსადგურს განვიხილავთ გარეჰოს გაჭუჭყიანების _ თვალსაზრი- 

· მაშინ მდგომარეობის პარამეტრები სულ სხვა იქნეხა, ხოლო თუ განვიხილავთ ამ სისტემს ეკინომიკერი ოპტიმიზაცის თვალსაზრისით მივიღებთ მდგომარეობის განს- 
ხვავებულ სურათ. არაცალსახა დამოკიდეზულებს ადგილი აქეს არამარტო ერთი და 
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ლ. · მ. ამ ობიექტი” ერთი იგივე ობიექტის სხვადასხსვა ამოცანაში განხილვს დროს, არამედ ტ 
და იგივე სახის ამოცანის” გადაწყვეტის დროს. აქ ძალზე ღიღი მნიშვნელობა ენიჭება 
ინჟინერ–ავტომატიკოსის ინტუიციას. რომელიც გაითვალისწინეს ყველა შესაძლო პარა– 

მეტრებს და მათგან ამოარჩევს არსებული სიტ·ეაციის შესაბამის მთავარ პარამეტრებს. 
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2.პირველი რიბის სისტემები 

მრავლი ფიზიკური სისტემა აღიწერება პირველი რიგს დიფერენციალური 
განტოლებების საშუალებით 

X(L)=I(X(L),VICL),1) (2.1) 
და ფუნქციონალური თანაფარდობებით (ალგებრული 7/ანტოლებებით) 

»(L)=C(X(L),V(L),L), (2.2) 
სადღაც 1L-დროა. ს(1)– შემავალი ცვლადებია, V(L)–გამომავალი ცვლადებია, XLCL)– 

მდგომარეობის ცვლადებია. 

სისტემებ, რომლებიც აღიწერებიან (2.1) და (2.2) განტოლებებით, წარმოადგენენ 

პირველი რიგის სისტემებს. ისინი მნიშვნელოვანა არა მარტო თავისთავად, არამედ 

იმითაც. რომ მათი საშუალებით შეიძლება შევაფასოთ უფრო რთული სისტემები. 

მაგალითი 2.1 

განვიხილოთ 12 მასის მქონე წერტილოვანი სხეულის ვარდნა წინააღმდეგობიან ბლანტ 
გარემოში (ნახ.1), რომელიც პროპორციულია XLCL) სიჩქარისა. სხეულზე მოქმედებს” ორი 
გარეშე ძალა: მიზიდულობის ძალა თ8% და გარემოს წინააღმდეგობების ძალა-MX(%). თუ 

აღვნიშნავთ ძ მანძილს სხეულიდან რომელიმე მოცემულ მდებარეობამდე, მაშინ 

მოძრაობის განცოლება მიიღებს სახეს: 

ოშ(L)=ოდ-Mძ(L). (2.3) 
ვინაიდან XCჯ) სიჩქარე არის 

XCL)=ძ(L) , (2.4) 
მივიღებთ პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას: 

XLCL)=-(M7ი:)X(CL)+9. (2.5) 

  

ნახ.1. 

მაგალითი 2.2 

განვიხილოთ ნახ.2-ზე მოცემული MსLC წრედი. თუ გამოვიყენებთ კირჰხოფის ნონს, 

შეგვიძლია დავწეროთ ამ წრედის განტოლება: ენე კ 

6(L)=LI(L)+L0თ1(L)/ძL+(1/C)II(L)ძ1L. (2.6) 
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–_) + 

-– XV) 

  

  
ნახ.2 

შევნიშნოთ. რომ ეს განტოლება არ არის ჩაწერილი მდგომარეობის განტოლების სახით, 

რადგანაც უკანასკნელი წევრი არის ინტეგრალი დროის მიხედვიით ამ განტოლებიდან 

მდგომარეობს განტოლების მიღებს ერთი ხერსი მდგომარეოს შემდეგში შევარჩიოთ 

მდგომარეობის ცვლადები ასე: 
X,(§)=I(1), (2.7) 

X .(L)=I1(L)ძL. (2.8) 

თუ (2.6) - უულებაში შევიტანთ (2.7) და (2.8) აღნიშვნებს, მივიღებთ: 

შ იო.) -()=0X ()+L9X,(C)/9L+(1/C)X,(9). (2.9) 
მოვახდინოთ (2.9) განტოლების წევრების გადაადგილება და (2.8) განტოლების 

გაწარმოება - მივიღებთ მდგომარეობის ორ განტოლებას: 

ძX (L)/ძ1=-(%/L)X (L)–( 1/LC)X.(L)+(1/L)6(L), (2.10) 

ძX.(L)/9%=X (1), (2.11) 

რომლებიც წარმოადგენენ პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებებს. 

ჩვენ ვაზვენეთ, თუ LLC წრედის . მდგომარეობის განტოლება როგორ შეიძლება მივიღოთ 

მდგომარეობს ცვლადებს სპეციფიკური გზით განსაზღვრის შემთხვევაში. ალტერნატიული 

გზა მდგომარეოს შემდეგში: განვიხილოთ ზემოთ მოცემული წრედი და განვსაზღვროთ 

წრედს ელემენტებს საშუალებთ მდგომარეობის ტცვლადებ. მღგომარეობს (ცვვლადებად 
შეგვიძლია შევარჩიოთ დენი ინდუქციურობა და ძაბვა ტევაღობაში ამ განმარტების 
თანახმად, ILC წრედში მდგომარეობის პარამეტრები შეგვიძ ია ჩავწეროთ ასე: 

X,(L)=I(ჯ), (2.12) 

X>(1)=6 (1). (2.13) 

ვიცით რა, რომ მდგომარეობის განტოლების მარცხენა მხარე უნდა შეიცავდეს X,(§) და 

X-IL) ცვლადებს პირველი რიგის წარმოებულებს, “შეგვიძლია უშუალოდ შევადგინოთ 

შემდეგი სახის გ-ანტოლებანი: 

ძაბვა L ინდუქტივობაზე: 
L(ძI(L)/ძ1=-XIC1)-6 (L)+6(L). (2.14) 

დენი C ტევადობაზე: , 
C(ძ6C (L)/ძL)=I(%). (2.15) 

გამოვიყენოთ (2.12) და (2.13) აღნიშვნები მიღებულ ბოლო ორ განტოლებაში და თანაც 

გავყოთ L-ზე და C-ზე, მივიღებთ: 
9X,(L)/ძ1=-–(L/L)X,(1)–(1/L)X (§)+(1/L)C(1), (2.16) 

9» (L)/ძ1=(1/C)X (L). (2.17) 

მიღებული განტოლებანი  წარმოადგენნ XL” წრედის მდგ.პარეობის ე ედი დგ. არე ალტერნატი 
განტოლებებს. მდგომარეობის განტოლების მიღებს ამ ორი ხერხიდან განსხვავება ტედ 
მხოლოდ მდგომარეობის მეორე ცვლადის განსაზღვრაში ე.ი. X.(L)-ს განსაზღვრაში.



2.1. სისტემის მდგომარეობა და მისი თვისეგები 

სისტემის მდგომარეობ.· 10 მომენტში არის სისტ, ემის ყოფაქცევის შესხებ ისეთი 

ცნობებს ერთობლიობა, რომელიც ნებისმი ერ შესაძლო შ "მავალ სიდიდესთან ერთად, 

მოცემულ ჭეაა5L. მონაკვეთში, საკმარისია გამომავალი სიგნალის ცალსახად 

განსაზღვრისათვის 1ე“L<L, მომენტში, ნებისმიერი 1)>L0. 

მდგომარეობის დინამიკის სტანდარტული განტოლებებია: 

XLCL)=I (X(L),V(L),1), (2.18) 
VCL)=9(X(L),ს(L),L). (2.19) 

(2.18) განტოლებას უწოდე? 6 მდგომარეობის დიფერეციალურ განტოლებას, (2.19) 

განტოლებას უწოდებენ შემავალი -– მღგომარეობა - გამომავალი ტიპის განტოლებას. 

განვიხილოთ პრაქტიკულ ანალიზში ძალიან მნიშვნელოვანი სამი სახის მდგომარეობა: 

ნულოვანი მდგომარეობა, დამყარებული მდგომარეობა. წონასწორული მღგომარეობა. 

ნულომის. ძლღგიმარეიბას ეწოდება რომელიღაც მ მდგომარეობას, როდესაც სრულდება 

პირობა. 0=%(0,0,1), ყველა Lე<L<თ,. ეს იმ?.ს ნიშნავს. რიო ჩულოვანი ედგომარეობა 

ხასიათდება თვისებთ: თუ სისტემას იმყოფებ ნულოვან მდგომარეობაში XLCL0)=0 და 

შემავალი ზემოქმედება არის ნულოვანი ს(9)=0 ჯა5ზ<თ მომენტში, მაშინ გამომავალი 

სიგნალიც არის ნულოვანი VLCL)=0, L0<L<თ. უნდა აღინიშნოს, რომ ნულოვანი 

მდგომარეობა არ არის აუცილებელი იყოს ერთადერთი. 

დამყარებული მღგიომარბბა - თუ ის არსებობს არის ერთადერთი მდგომა-რეობა 9, 

რომლისკენაც მიისწრაფვის სისტემა ნულოვანი შემავალი სიგნლის დროს საწყისი 

მდგომარეობისაგან დამოუკიღებლად. 

წონასწორული მღბიმარერბა არის ისეთი მდგომარეობა ს, რომელშიაც რჩება სისტემა 
ნულოვანი შემავალი სიგნლის დროს IL(CII,0,L)=0, ნებისმიერი Lი<%L<თ. 

მაბალითი 2.3 

მდგომაიყობის ამ სამი ტიპის ილუსტრირება შეიძლეა მოვახდინოთ ბურთულას 

მაგალითზე, რომელიც მავთულზე სრიალებს (ს .2), დავუშვათ, «მ მავთულის გასწვრიე 

ბურთულას სრიალის დროს წარმოიშობა ხახუნის ძალა. რომელიც მოქმედებს ბურთულაზე და 

ხელს უშლის მის მოძრაობას იგულისხმება, რომ სიმძიმის, ძალა მუდმივი. ბურთულას 

სიჩქარე პროპორციულია ჯამური ძალის იმ კომპონენტისა. რომელიც მოქმედებს 

ბურთულაზე მავთულის გასწვრივ: 
ძ5/ძ1=ჯIL. 

სისტემს მათემატიკური აღწერისათვს დავუშვათ რომ ბურთულაზე მოქმედი ძალა 

(რომელიც შეიცავს სიმჰიმის ძალას) წარმოადგენს შემავალ ცვლადს, ბურთულას სიჩქარე 

მავთულის გასწვრივვ გამომავალი ცვლადია ღა ბურთულას მდებარეობა ს(მანძლი 5 

მავთულისა მარცხენა ბოლოდან) არის სისტემის მდგომარეობა. წონასწორული 
მდგომარეობა მოცემულია (ნახ.3), ამ სისტემს არა აქეს დამყარებული მდგომარეობა. 

ანალოგიური სისტემა დამყარებული მდგომარეობით მოცემულია ნახ.4. უნდა აღინიშნოს, 

წონასწორული და ნულოვანი მდგომარეობები არ იქნებოდნენ თანხვედრილი. თუ გამომავალ 

ცვლადად მივიჩნევჯით სიმაღლეს რომელიმე დონის მიმართ. ამ შემთხვევაში იარსებებდა 

მხოლოდ სყლოვანი მდგომარეობა, განსაზღვრული ამორჩეული ნულოვან დონით, იგი 
თანხვედრადია სიმაღლის ერთ–ერთი წ.” „სწორული მ. · მარეობისა. დანარჩენი 
წონასწორუ ი მდგომარეობები არ არიან ნულოვანი მდგომარეობები (თუ დონეები არ 

თანხვდებიან).
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ნახ. 3. წონასწორული მდგომარეობა და ნულოვანი მდგომარეობა. 

ნახ.4 დამყარებული მდგომარეობა 

2.2 სისტემის წრშივობა ლა სტაციონალურობა 
  

სისტემების წრფივად წარმოდგენა და მაოი, შესწავლა, წრფივ თეორიაზე დაყრდნობით 

ჩვეულეზრივად ხდება ორი მიზეზის გამო: 

· მრავალი სისტემის მახასიათებელი არის წრფივი პარამეტრების ცვლილების 

განსაზღვრეთ უბნებში. 

2. წრფივი სისტემები” მათემატიკური შესწავლა არის მარტივი, „იმ დროს, როდესაც 

ბოგადი სისტემების შესწავლა არ ხერხდება. განსაზღვრა წრფივობა ნიშნავს 

გარკვეული პროპორციულობის არსებობას შემავალ დღა გამომავალ ცელადებს შორის. თუ 

სისტემს შემავლი ცვლადი არის ნულოვანი და სისტემს რეაქცია განსხვავდება 

ნულოვანისაგან, ცხადია. რომ ეს რეაქციას ერთადერთი შესაძლო რეაქციას მოცემული 

საწყისი მდგომარეობისათვის:: მას ეწ'სდება რეაქცია ნულოვან ემავალ ზემოქმედებაზე. 

აღვნიშნოთ რომ თუ სისტემი” მუშაობის დასაწყისი თანხვდებ ნულოვან მდგომარეობას, 
მაშინ რეაეკაა ნულოვან შემავალ ზემოქმედებაზე უნდა იყოს ნულოვანი ანალოგიურად 

განვსაზღვრავთ რეაქციას ნულოვან მდგომარეობაზე, როგორ, სისტემის რეაქციას 

ნებისმიერ შემავალ მდგომარეობაზე ნულოვანი საწყისი მდგომარეობისას. 

წრფივობა ნუღოვანი მღბომარეობის მიმართ 

სისტემას ეწოდება წრფივი ნულოვანი მდგომარეობის მიმართ, თუ ის აკმაყოფილებს 
შემდეგ ორ პირობა! 

1. ერრგვაროვნიბა. თუ ნებისმიერი "ს შემავალი ზემოქმედებისას ს” არის რეაქცია 
ნულოვა–სნ მდგომარეობაზე,ე მაშინ Cს შემავალი ზემოქმედებიას CV» არის რეაქცია 

ნულოვან მდგომარეობაზე. C- ნებისმიერი მუდმივაა. 
2. ადიტიურობა. თუ ნებისმიერი ს, შემავალი ზემოქმედებისას ”, არის “სისტემის 

რეაქცა ნულოვან მდგომარეობაზე,ე ხოლო ნებისმიერი ს, შემავალი ზემოქმედებისას 

#„არის რეაქცია ნულოვან მდგომარეობაზე, მაშინ შემავალი ს,+ს» ზემოქმედეტისას 

#,,V> არის სისტემის რეაქცია ნულოვან მდგომარეობაზე



წრფივობა ნულოვანი შემავალი ზემოქმედების მიმართ 

სისტემას ეწოღება წრფივი ნულოვანი შემავალი ზემოქმედების მიმართ, თუ სრულდება 
შემდეგი ორი პირობა: 

1. ერთგვაროვნობა. თუ სისტემის რეაქცია ნულოვან შემავალ ზემოქმედებაზე, 

ნებისმიერ საწყის %. მდგომარეობაზე, არის XV. მაშინ სისტემის რეაქცია ნულოვან 

შემავალ ზემოქმედებაზე, ნებისმიერ საწყის CX. მ, გომარეობაზე, არის CVე- 

2. ადიტიურობა. თუ წ», არის რეაქცია ნულოვან შემავალ ზემოქმედებაზე, ნებისმიერი 

საწყიი X,მდგომარეობისას ხოლო V»> არის რეაქცია ნულოვან შემავალ ზემოქმედებაზე. 

ნებისმიერი საწყისი X» მდგომარეობისას, მაშინ 7,+V. არის რეაქცია ნულოვან 

შემავალ ზემოქმედებაზე X I" X 2 საწყისი მდგომარეობის დროს. საილუსტრაციოთ 

მოვიყვანოთ შემდეგი მაგალითები: 

მაბალითი 2.4 

განვიხილოთ სისტემ. რომლისთვისც რეაქცა ნულოვან შესასელელზე მოცემულია 

გამოსახულებით: 

L (-<) 
V(L)=I6C V(X)ძX, L>Lი, 

10 

სადაც V() არის ნამდვილი (ავლ.დი. ფუნქც". ეს ს.სტემა „რის ერთგვაროვან. თუ 

სისტემის რეაქცია ხ-ზე არსს » მაშინ რეაქცია Cს-ზე არს CV ნებისმიერი C 

მუდმივასათვის და ნებისმიერი ს “შემავალი ცვლადისათვი. ეს სისტემა არის აგრეთვე 

ადიტიური. თუ სისტემის რეაქცია ს,-ზე არის »”. ხოლო რეაქცია ს--ზე არის »# 

მაშინ რეაქცია ს.+ ს. შემავალ სიგნალზე არის წ,” წვ. ე-ი. სისტემა არის წრფივი 

ნულოვანი მდგომარეობის მიმართ. 

მაბალთი 2.5 

განვიხილოთ სისტემა, რომლის რეაქცია ნულოვან მდგომარეობაზე არის: 

V(§)= (ს(CL)17. 
ეს სისტემა არაერთგვაროვანი, ვინაიდან თუ ”»” არის სისტემის” რეაქცია V-ზე. 

მაშინ სისტემის რეაქცია CV-ზე იქნება C“V. სისტემა არის აგრეთვე არაადიტიური: თუ 
სისტემი” რეაქცია ს,-ზე არის V, და 9--ზე V.. მაშინ სისტემის რეაქცია (ს,+ს.)-ზე 

არ არის XV, XV 

მაბალთი 2.6 

განვიხილლოთ სიხტ, ემა, რომლისთვისაც რეაქცია ნულოვსნწ შემავლღ ზ, ემოქმ 'ედებაზ ე 

მოცემულია შემდეგი გამოსახულეზით: 
XCL)=6 X(%0). 

ადვილად გასარკვევია, რომ ეს სისტემა ერთგვაროვანი და ადიტიურია ნულოვანი 

შემავალი ზემოქმედებისას. მაშასადამე, ის წრფივია ნულოვანი შემავალი 

ზემოქმედებს მიმართ თუ განვიხილავთ IC წრედს (6ნახ.5), რომლის დიფერენციალური 

განტოლების ამონახსნი არის: 

-(L-10) 

1 

V(§)=0X6 (-(1/71C)(1-%0) | X(L0)+ICXი | -(1/C)(L-«<)'I ს(X)ძ0«, 
16 

სადღაც V(L) გამომავალი სიდიდეა, XLCL)–ძაზვაა კონდენსატორზე, ადვილი მისახვედრია, 

15



რომ ამონასსხი წარმოადგენ წრფივ ფუნქციას ნულოვანი მდგომარეობისა და ნულოვანი 

შემავალი სიდიდის მიმართ. 

ღეკომპოზიციის თვისება 
–_– 

L 

სისტემას ახასიათებს დეკომპოზიცის თვისება, თუ ის აკმაყოფილეს შემდეგ 

პირობებს: თუ X> არს სისტემს რეაქცია ნულოვან შემავლ სიდიდეზე ნებისმიერი 

საწყიი მდგომარეობისათვს და Vა- რეაქცია ნულოვან შემავალზე ნებისმიერ საწყისი 

ზემოქმედებისას. მაშინ ვჯამური რეაქცია იმავე საწყის მდგომარეობასა და შემავ..ლ 

ზემოქმედებაზე არის X#ე'#ყ: 

წრფივობა 

სისტემას ეწოდება წრფივი თუ ის არის წრფივი ნულოვანი მდგომარეობის მიმართ. 

აგრეთვე. წრფივა  ნულოვაი შემავალი ზემოქმედებს მიმართ და აკმაყოფილებს 
დეკომპოზიციის პირობას. 

სტაციონალურობა 

სისტემას ” ეწოდება სტაციონალური, თუ ის ავმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: თუ VCL) 

არს სისტემს რეაქცია ნებისმერ შემავლ სნ") სიგნალზე დროის L მომენტში, 

ნებისმიერ საწყის X. მდგომარეობისას მაშინ X,(L) არის რეაქცია შემავალ ს, (L) 

ზემოქმედებაზე საწყისი X, მდგომარეობისას დროის ++ მომენტში. · 

მაბალითი 2.7 

განვიხილოთ C წრედი, რომელიც მოცემულია ნახ.5–ზე. 

  

  
რ“. 

ნახ.5 

თუ კონდენსატორბსე ძაბვს ჩავთვლთ გამომავლ სიგნალად მაშინ შემავალი–- 

მღგომარეობა-გამომავალ თანაფარდობს L ი საწყისი მომენტისა და შემავლი LL L) 

ზემოქმედებისათვის აქვს სახე: , · 
“ L 

V(1)=CXი L-(I/2C)(L-1):) XCL))+I6Xი L-(1/#C)(L-X )1 ს(%)ძ». 
L 

0 

მოცემული სისტემს რეაქცია შემავალ ს,(1 )–ზე, 1. საწყის მომენტში შემდეგი 

სახისაა: 

L 

V(L)=0Xი |-(1/11CXL-L,)1 XCL, თი L-(I/8C)(L-%)1 ს, ()ძ5. 

1 

ვინაიდან ს, (L)=ს(L-%), ცვლადების გარდაქმნის შემდეგ მივიღებთ: 
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L-ხ 
#(1:=6Xი (-0789C)C-L)1 XLL,)+I10Xი L-(I78C)(L-ი-თ) I ყ(თ)ძთ. 

L- 

სტაციონალურობის შემოწმებისათვის ღავუშვათ. რომ ==. და X(L,)=X(L.), მაშინ 

L-» 

XC§0)=0Xი L-(1/8C)(L-ს-Lე)1 XC IMIრX0(-028C-ი-თ)) ს(თ)ძთ=V(L-ჩ)=V, (L) 

0 

ე-ი. მოცემული სისტემა სტაციონალური და წრფივია . 

განვიხიდოთ სტაციონალურობის ორი ძირითაღი სახე: 

სტაციონალურობა ნულიყანი მღბ(ხარეწბის მიმართ 

სისტემას ეწოდება სტაციონალური ნულოვანი მდგომარეობის მიმართ, თუ ის 

სტაციონალურია, როდესაც მისი საწყისი მდგომარეობა არის ნულოვანი. 

სტაცი(”საღლუოობა ნულოვანი. შემავალი. ზემრქმედების მიმართ 

სისტემას, ეწოღება სტაციონალური ნულოვანი შემავალი ზემოქმედების მიმართ. თუ ის 

სტაციონალურია ნულოვანი შემავალი სიგნალის მიმართ. უნდა აღინიშნოს, რომ 

სტაციონალური სისტემა არის ერთდრო-ელად სტაციონალური ნულოვანი მდგომარეობისა და 

სტაციონალური ნულოვანი შემავალი სიგნალის მიმართ. უკუ მსჭელობა არასამართლიანია. 

სისტემის წრფივობ ღა სტაციონალურობა არის დამოუკიდებვლი თვისებები ეს კარგად 

ჩანს შემდეგი მაგალითიღან. 

მაბა“' ს, '/) 2.9 

განვიხილლოთ დაყოვნების იღეკლური ელემენტი (ნახ.6), რომელიც აღიწერება შემდეგი 

თანაფარდობით: 

V#(L)=ს(L-+), 1ჯ>0. 

წრფივობის შესამოწმებლად ღავუშვათ. რომ Vე(1) არის რეაქცია შემავალ სე!) 

ზემოქმედებაზე ნულოვანი საწყისი მღგომარეობისას 
X#)(;)=სკ(1-%) 

  

(0) თ. ლაგეიანების ელემენტი. X#()=IV- +) 

>       

ნახ.6 

გამომავალი სიგნალი V (1 ს) არის რეაქცია შემავალ ს.CV)-ზე ნულოვანი საწყისი 

მღგომარეობისას, ე.ი. 
V,(+)1=ს (L-X). 

ავუეშვათ შემავალ ზემოქმედებას აქვს სახე 
შვე ივ ს  (L)= თს (1)+8ს (1), 

ახ · (1 ხ 

სადაც თ და /3 მუდმივებია. სისტემის რეაქცია ნულოვან საწყის მდგომარეობისას 

არის , 
“ა V,.(-)=ს ა(L-%)=ის (L-X)+8ს, (L-XI=CV (%)+8V (ჯ). 

მაშასადამე. სისტემა არს წრფივითყ ნულოვ.» საწყიი მ. "არიოზისას. მოვახდინოთ 

სისტემის სტაციონალურობს შემოწმებ ნულოვან საწყისი მდგომარეობისა. როდესაც 

შემავალ ზემოქმედებას აქვს სახე:



ს, (L)=ს(L–ს), 

მაშინ ამომავალი სიგნალი იქნება: 
ბ : #(§)=ს, (L-%)=ს((L-+)-ჩ). 

ნ 

ვინაიდა V,(1)=(L-ს)=ს(L-«-5), 

მაშინ 
X(+)=V, (ჯ). 

მაშასადამე. ლღაყოვნების იდეალური ელემენტი არის სტაციონალური ნულოვანი საწყისი 

მდგომარეობისას ე.ი. დაყოვნების იდეალური ელემენტი არის წრფივი და სტაციონალური 

ნულოვანი საწყისი მდგომარეობისას. 

2.3 პირველი რიბის სისტემების მათემატიკური თვისებები 

განვიხილოთ პირველი რიგის სისტემების დინამი, კის აღმწერი განტოლებები: 

XLL)1=0(L)X(L)+ხ(L)ს(ჯ), (2.20) 

X»#LCL)=C(L)X( L)+ძ(L)V(1). (2.21) 

ჯერ ვიპოვოთ (2.20) განტოლების ამონახსნი. როგორც ცნოზილია, (2.20) 

განტოლების ამონახსნი შედგება ორი შესა კრებისაგან:. ერთგვარო; ანი და კერძო 

ამონახსნისაგან. ერთგვაროვანი განტოლება ამოიხსნება შემდეგნაირად: (2.20 )-დან 

  

9X(L)/ძL=8(L)X(+L). (2.22) 
(მიღებულია მხედველობაში, რომ შემავალი ზემოქმედება ნულოვანია). 

გამოვიყენოთ ჯ(კვლადების უგანცალკავების მეთოდი. (2.22) განტოლება გარდაექმნათ 

შემდეგნაირად: I 

20X7X(L)=8(L)ძL. (2.23) 
მოვახდინოთ (2.23) ინტეგრირება %-დან 1-მდე. 

/ L 

10 I(XCL)/X(C»)| =I8(6)ძ6, 
ა + 

ან 

. L 

»X(იოთი. I%(6)ძ6| XC), 
> 

ან 

1 
XC)-თი| 19(6)% XCL), (2.24) 

« 

XCჯი) საწყისი მნიშვნელობაა 12 მომენტში. 

L 

ვინაიდან პირობა თი +5(6)%| აღწერს სისტემის მოძრაობს L და + მომენტებს 

“ 

“შორის ნულოვანი აღშფთოებისას, გამოსახულებას 

+ 

იი,დ-თი) 15(6)%| =X(L)X '(X) 
ჯ 

უწოდებენ მდგომარეობის გარდამავალ ფუნქციას. ის ხასიათდება შემდეგი ორი 

თვისებით: 
ი(L,+)=), 
მ%(L,X)/ მჯ=8(L)%(L,ჯ). 

პირველი რიგის სისტემებისათვის 7” მიღებული მდგომარეობის გარდამავალი ფუნქცია 

შეიძლება განზოგადებული იყოს მაღალი რიგის სისტემებისათვის. ახლა განვიხილოთ (2.20) განტოლების კერძო ამონახსნი. დავუშვათ. რომ XL) არის (2.20) განტოლების 
ერთგვაროვანი ამონახსნი, ასე რომ 
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X(§)=8(L)X(L), (2.25) 
ML) )=X» · 

ავიღოთ შემდეგი სახის კერძო ამონახსნი · 
X(CL)=X(L) »(CL), (2.26) 

სადაც »(L)–დროის ნ. ებისმიერი ფუნქციაა. X(L)–ერთგვაროვანი განტოლების 
არატრივიალური (არანულოვანი) ამონახსნი. მშეეიტანოთ (2.26) გამოსახულება (2.20) 

განტოლებაში. მივიღებთ: 

»XCL) ი»(L)=ხ(L)ს(L), (2.27) 
ან 

»ი(+)=X '(L)ხ(1)ს(L). (2.28) 

X /L)- ფუნქცია არსებობს დროის ყველა სასრულო მნიშვნელობისათვის, ვინაიდან X(L) 

არატრივიალური ამონახსნი. თუ მშ.ივახდენთ (2.28) განტოლებს ინტეგრირებს და 

მიღებულ შედეგს გავამრაელებთ X(L)–ზე, მაშინ მივიღებთ: 
L 

XCL)=X(L) »თ(L)=IX(L)X '(X)ხ(+)ს(+)ძ+. 
L 

0 

(აღენიშნოთ, რომ (10)=0 ). ვინაიდან 

XMხაოიიი,. I5(6)ძ6 1) (2.29) 

კერძო ამონ.სნი მიიღებს სახეს: : ' 

X=წთ. I9(6)ძC |ხითსნიძა (2.30) 

საერთო ამონახსნი, (2.29) M (2.3თ) გათვალისწინებით, მიიღებს შემდეგ სახეს: 

(ოლი. #ა(CძC მარაა 1 ჩა(6)ძნ |ხ თარ) (2.31) 

„ი. თანაფარდობა შემავალი-მდგომარეობა–გამომავალი პირველი რიგის ე 
სისტემებისათვის ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

»V(CL)=C(L)6X6I I (+606 XIII. «თდ Xა(C% ხოოო. 

10 

+ძ(L)V(1). (2.32) 
თუ დავუშვ ებთ, რომ პირვ ველი რიგის სისტემა არის სტაციონალური. მაშინ განტოლებები 

(2.20) და (2.21) მიიღებენ სახეს: 

X(L)=8X(1)+ხს(L), 
VCL)=CXL(L)+ძV(L). (2.33) 

გამოსახულებები (2.31) და (2.32) სტაციონალურობის გათვალისწინებით მიიღებენ 
> ე) 2 

+-:L 

X(§)C=09(L-10V((0)+/ საა ს სს(X)ძ<, (2.34) 
L0 

#(C)=0ლ' MC + ი სცს(+)ძ++ძს(L). (2.35) 
L0 

განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც X ”ი0 და 1.3 თ. მაშინ (2.35)–დან მივიღებთ: 

/(9)= /-ე9ნ-?) 
ხყ(+)ძ++ძV(1), 

%L 

VCხ)=I |დი?-თ) ხ+ძ8(L-%)| V(ჯ)ძ+. (2.36) 

19



აქ მიღეზულია მხედველობაში დირაკის აბ(ჯ) ფუნქციის ერთი თვისება 
თ 

+ I(C«)ბ(L-X)ძ+=((ჯ), 

აღვნიშნოთ: 

MC)=06“ ხ+ძ8(1). (2.37) 
#X1) ფუნქციას უწოდებენ სისტემის ბირთვს - წოსნთ სკუნქციას, ან იმპულსურ 

რეაქციას. თუ გამოვიყენებთ (2.36) და (2.37) მივიღებთ ჩვეულებრივ ნახვევის 

ინტეგრალს: 
L 

»(CL) = IM(L-Xჯ)ს(»ჯ)ძ+». (2.38) 
-თ 

ამ განტოლების ამოხსია წინამდებარე ნაშრომის შესწავლის საგანს არ წარმოადგენ” და 
განიხილება სპეციალურ კურსში. 
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3. მაღალი რიგბის სისტემები 

ძირითადად განსახილველით სისტემები ხასიათდებიან რამდენიმე შემავლი და 
გამომავლი „ცვლადებით ამიტომ საჭიროა უანვაზოგაღით «ს შედეგები რომლებიც 

განხილული იყო პირველი რიგის” სისტემებს შესწავლისას. ამისათვის. მიზანშეწონილია 
გამოვიყენოთ მატრიცების თეორია. 

3.1 მატრიცების თეორიის ძირითადი ყნებები 

განვიხილოთ #»–? უცნობიანი Iი წრფივი ალგებრული განტოლებები 
81%, + მ.ა X» + ...·-· მა %X. = »”,, 

2. X +8 X.+..+მ X = 
ი 7 211 22“ 2 2ი (3.1) 

მ X +832 X.+..+8 X =V 
„ი 1 ი2 2 თი ი “ 

სადაც 
»,(1=1...თი)- ნებისმიერი რი(ტვია. 

8,(1=1,2...Iი,1=1.2...ი)– მუდმივი კოეფიციენტებ 

X,(1=L...ი)–უცნობებია. 

(ქ.1) განტოლებათა სისტემა შეიძლება ჩაიწეოოს მატრიცულ აღნიშვნებში 
# X = V, (3.2) 

სადაც # არის თ Xი განზომოლების რიცხვების სწორკუთხოვანი ცხრილი 

| I გ 8 8 | 
! 1 12 Mი 

'ვ_ ი ვ 

  

· = : 2) 292 2ი (3.3) 

აა 
ს ო. «2 

X არის VXI განზომილების მატრიცა 

ი» 1 
LL“ 
' X> 

X= I) (3.4) 

' 
I X 
--' 

V არის CIXI განზომილების მატრიცა ი 

' 

7 = | .? (3.5) 

7» 

V მატრიცა არის ნამრ. სვლი ჩ მატრიცისა X მატრიცაზე, ელემენტების სწორკუთხოვანი 

ცხრილი„ რომელსაც აქვ სტრიქონი და ი სვეტი უწოდიბინ” იXII განზომილების 

მატრიცას: თუ Iი=ი, მაშინ მატრიცას უწოდებენ კვადროატულს. III=ს) ო, ცხვს უწოდებენ 

მატრიცის რიგს. 

თXი განბზომილებს #/ მატრიცის დღა IX” განზომილების 8 მატრიცკის ნამრავლს 
უწოდებენ იXL განზომილების C მატრიცას, რომლისთვისაც 

2!



ოთ 

ლ. ბზა (3.6) 

ყველა 1=1,2...ი, 1=1,2...C, 

მაგალითი 3.1 

123 114 

#= , 8=| 12.4 

456 139 

1XI+2XI1+3X1 1XI+2X2+3X3 1XI+2X4+3X9 | | 6 14 26 
C=#8= 

4X1+5X1+6X1I 4X1+5X2+6X3 4X1+5X4+6X9 | | 15 32 78 

ორ იXი განზომილების მატრიცას უწოდებენ კომუტატიურს, თუ სრულდება პირობა #8=ც/M 

მაბალთი 3.2 

25 -–2.3 

9 „,8= · 

13 3 -5 

11) -)19 -1 – 

უო––_ , 84 = · 

! 7 -I2 10 

#ხ>=იჯ 

თოი /#= I8, 8) და 8= სხ, იჯი განზომილების ' –,მატრიცის ჟამი ეწოდება VიXი 

განზომილების (C მატრიცას: C = #+I3. საღაც C)ამკახ,, 1=1,2...თ და )1=1,2...ი. 

მაბალიძი 9.3 

II 2.4) | 223.4 ჩზე|192 

I _ LM | 
L5 I! -3 (I3: L|612 

თუ /:აქვს მოცეს ელი მატრიცა 

  

I 89.2 ილ 

22 

2 
თი · 

მაშინ მატრიცას 

““ 
ი 

მეგ მევ... 9.2 

მ 
1 თი , 

რომელიც მიიღება მატრიცის სტრიქონების ს სეტებიი შეცვლით, უწოდებენ ტრანსპონირე- 

ბულს- 
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მსაზღვრელები 

თუ # არი ლი რიგი“ კვადრატული მატრიცა, მაშინ # მატრიცის „დეტერმინანტი 
გამოითვლება ლაპლასის შემდეგი ფორმულით 

ძიL(#) “აზე ბ, (3.7) 

ან 

ი” 

96LLC4) 5 ს ზცხც (3.8) 

ნებისმიერი 1-ათვის. ბ, არის მკის ალგებრული დამატება როგორც ვიცით 8. 
ელემენტის ალგებრული დამატება გამოითვლება გამოსახულებით 

ტე 5 (–I)!”) M, (3.9) 
Mკ- 8, ელემენტის მინორია,რომელიც მიიღება /# მატრიცაში სტრიქონი” და - 
სვეტის ამოშლით. მაგალითად. პირველი რიგის კვადრატული მატრიცის დეტერმინანტი 8-ს 

ტოლია.შეორე რიგის კვადრატული მატრიცის დეტერმინანტი აღინიშნება შემდეგნაირად 
მ მ 

” 12 

ჰ 

ძიL(C#ტ) = 8 8__ – 2 _ 
8 მ , () 11 22 12 21 
2 22 

მესამე რიგის კვადრატული მატრიცის დეტერმინანტი აღინიშნება შემდეგნაირად 
მ მ მ 

1 12 13 
მ 

3 2 2 122 შვ 2) %ვ 82, მ: 
2) “22 23 =2 5) +2 

11 3 3 12 8 3 13 8 8 

8 2 მ 32 “33 ვ) “ვვ 9) “ ე2|. 
3) “32 33 

მაგალითი. 3.4 

123 

# = 111 

213 
< 

123 
11 11 11 

ძის) 1 1 1 | =1XძიL –-2Xძ6L +3Xძ6L = 

212 13 23 21 

=1I1IX3-1XI) -2 (1X3-1X2| +9 (1X1-1X2 | =–3.



წრჯაივი ქექტორული სივრცე და მისი თვისებები 

ველი წარმოადგენს ისეთ რიცხვთა სიმრავლეს, რომელიც შეიცავს ჯამს, სხვაობას, 

ნამრავლს. გაყოფას (თუ გამყკოფლთ არაა ნულის ტოლი) ამ ველის ნებისმიერი ორი 

რიცხვისათვის. 

მატალითად, გვაქვს ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე.რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე და, 

აგრეთვე, კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე. ვექტორების L სიმრავლეს უწოდებენ წრფივ 
ვექტორულ ბაკოცეს. თუ მისი ყველა ორი ევექტორისათვს განსაზღვრულია აჯამვის 

ოპერაცია და ყველა ვექტორისათვის განსაზღლიროლია გამრავლების თოპერაცკცა ? ველის 

ელემენტებზე შემდეგი აქსიომების შესრულებისას. 

აჯამპა 

ნებისმიერი #<L და 8§CL გვაქვს 
#+ფCL. (3.10) 

ამას გარდა: 

1. #+>=8+I, ყველა #.96L კომუტატიურობა). 
2. (#+9)+ჩ=/+(8+ჩ), ყველა #,9,06L. (ასოციატურობა). 

6. არსებობს ელემენტი 0CL ისეთი,რომ #+0=/, ყველა #6CL , 

4. ყველა #<L არსებობს შებრუნებული ელემენტი 8CL. ისეთი, რომ #+9=0. 

რისხვზე ბამრავლება 

ნებისმიერი ვექტორისათვის #<L და ყველა სკალარისათეის თC#ტ გიაქვს - 

თ/CL. (3.11) 

ამას გარდა 
5. თ(3/)=(თ8)/, ყველა თ,8Cძ, #CL ნასოციატურობა). 

ნ. (თ+3)/=თ/+8/, ყველა თ.8C%6,/ CL 
და 

თ(#+8)=თI+თC, ყველა თCრ. 9,/CL (ღისტრიბუტიულობა). 
„“ აოსებობს ისეთი ელემენტი 16%, რომ 1/#=#/, ყველა #6CL. 

ვექტორული სივრცის ერთ-ერთი მარტივი მაგალითია ნამდვილ რიცხვთა მოწესრიგებულ 

წყვილთა სიმოავლე: 
' ' ' 

XL(§.6.), §,6 , §,5 დ. 

გქომეტრიელად ასეთი წრფივი ვექტორული სივრცე წარმოადგენს სიბრტყეს- ამ სივრცეს 

უწოდკბენ ««რგანზომილებ-ან ევკლიდურ სივრცეს ან 

ა ლ7=M ჩ', 
სად..კ X ს “ი, ილო ნიშნა4!. დეკარტეს ნამრავლს. 

ვექტორების წრშივი დამოკიდებულება და დამოუკიდებლობა 

ვექტორების სიმრავლეს (X, ·„» ..., X,) უწოღებნ წრფივად დამოკიდებულს. თუ 

არსებობს ისეთი სკალარები (0 ცნოანე. რომელთაგან ერთ–ერთი მაინც 

განსხვავღება ნულისაგან და ისეთები, რომ 

C X,+0,X +...+C X, =0, (3.12) 
M 

ვექტორებს სიმრავლეს 4(X ” X., ..., X) უწოდებენ წრფივდ დამოუკიდებელს, თუ 

ტოლობიღან 
C X + C X +...+C X =0 
1) 22 MM 

გამომდინ.“. ”! 
C =C =...=C =0. (1.13) 

1) 2” %« 
თXი განზომილების მატრიცის რანგი ეწოდება არასინგულარული კვადრატული მატრიცის 

უმაღლეს რიგს, როდესაც საწყის მატრიცას მოვაშორებთ სტრიქონებს ან სვეტებს. 
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მაბალითი 3.5 

11.2 

#= 0214 

L396 

ვინაიდან ძი1(#)=0, # მატრიცის რაჩგი 3-ზე ნაკლებია. რადგან ერთი მინორი 

11: 

ძ6L 2) | =-I, 

ამიტომ, რანი უორის 2-ს, «გიM=2. 

კვადრატულ ტ მატრიცას: რომლისთვისაც სამართდიანია ტ'-ჰ. უჟწოღებენ სიმეტრიულ 

მატრიცა. ე.ი. სრულდება პირობა ემე, 1,1=1..ი. დიაგოსალური "იმატ. ცა არის 

სიმეტრიული. 

ბანზომილება 

წრფივ L ვექტორულ სივრცეს ეწოდება სასრულო განზომილებიანი. ხოლო ი-ს უწოდებენ 

სივრცის განზომილებას. თუ არსებობს ი წრფივაღ დამოუკილებელი ვექტორები L-დან,და 

ნებისმიერი ი+1 ვექტორები L-დან არისნ წრფივად დამოკიღებული. თუ სივრცე შეიცავს 

რაგნდ დიდ რიცსსს წრფივდ დამოუკიდებელ ევექტორებისას. მაშინ ასეთ სივრცეს 

უწოდებენ უსასრულო განზომილებიანს. 
შემდეგში ჩვენ ძირითადად განვიხილავთ სასრულო განზომილებიან სივრცეებს. 

ბაზისი 

წრფივი ვექტორული სივრცის L წრფიე. – დამ-უკ ჯეზე. ს ქვორების "იმრაელეს 

(§ „6 უწ ობა ,6) უწოდებენ მის ბაზის, თუ ნებისმიერი » ვექტორი L სივრციღან 

შეიძლება წარმოვადგინოთ 

7 

სადაც მ, მ» ... „მ, “რიცსკებია. 

» = 8,6, 3,6," 2.6, 

ფებრუნებულ მატრიცა 

შებრუნებული მატრიცა განისაზღვრება ფორმულით: 

- მძ)უ # 
ბ =-- ---, :3.14) 

| # | 
სადაც ი სხ უწოდუბკნ 4 მატრიცის მიერთებულ მატრიცას. რომელიც მიიღება გ 

მატრიცის 3.) . ელემენტის შეცელით მისი არ,7იბრური დამა საბი, და “შემდეგ მაოი 

ტრანსპონირებით. 

  
მაგალითი 3.6 

8 ,მ ,მ 
10) "12 13 

. #=| 2:31 |, ტ=| 32)'922'9%ვ 
; 014 მ ,მ .მ 

შუ: 32 ვვ 

განვიხილოთ ელემენტი 2 ეგ ამ ელემენტის მინორი არის ე. ერიცა



.) 
ძიL ი 1 =-1. 

1.4) 

აღნიშნული ელემენტის აღგებრულ დამატება ტოლია 
= (C-)). (3.15) 

სადაც ჩე არის (ი-)Xთ- 1) განზომილებიანი მატრიცა, მიღებული #/ მატრიცაში, 

სტრიქონების და სვეტების ამოგდებით, რომელშიც არის ელემენტი მ, 

8, ელემენტის ალგებრული დამატება ტოლია: 

2) | 91 

14 

# მატრიცასთან მიერთებულ მატრიცას აქვს სა! 

| 211 - 2 (1 (221 
აბ 11) (54 5) 

|511-. 21) (23 
I4|= | 3 · I-2, წ 1 | =ი2-ს-2(-1053. 

3 # მატრიცის შებრუნებული მატრიცა ტოლია: 

C-1) =+1. 

=>
% 

ი
.
ს
 

-
 " 

ეღ
ებ

სა
ეუ

უ|
' 

'! 

ქ), 1 _ 3. 
4 13 13 13 

- | 101 ჟ.. 

ბ- 23) 3195 4!--+5- + + 014 L2 - 3 
2 ) _3 
13 3 13 |, 

აგრეთვე ადვილი სანახავია, რომ სრულდება პირობა: ## '=). 

მაგალითი 3.7 

ვიპოვოთ 
2-1 0 

ტ=) 5 3 -6 

-1 -2 3 

მატრიცს შებრუნებული მატრიცა.  ვინაიღან |#|=0=3 განსხვავებულია ნულისაგან, 
ამიტომ #ტ" შებრუნებული მატრიც. არსებობს. გამოვთვალოთ /# მატრიცის ყველა 
ელემენტების მინორები. 

) 
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3 -6 5-6 –-I9 

ტ = =-ქ, = =9, ტ_= =-3, 
ე 12! _/ 3 2? ავ 

| 20 -I 0 20 

უუ =6, # =6, ტე, =-12, 
– | -13 3 -6 5 -6 

583 2 -1 2 –1 I 
ტ = =-7, ტი. = =5, გ = = I1 
3), გ 321. > 33 = 3 | 

მასაშადამე, მიერთებული მატრიცა #-ს მიძართ 

–-43 6 

შძკ #ტ=| -9 6 12 

-7 5 11 |, 

ხოლო შებრუნებული მატრიცა 
90.1 2 | 

” 

-1_ 1 · | # =უ- მძტ =I -3 2. 4 

-7 5. I 
1. 3 3 

მატრიცის საკუთოივი მნიშვნელობები დღა საკუთიივი ქექტორები 

მატრიცული, ანალიზის ეს ორი განსაზღვრება დიდ როლს თამაშობს მრავალი ვიზიკური 

ამოცანის შესწავლისას. წრფივი სისტემების ანალიბისს საკუთრივი მნიშენელობები 

განსაზღვრავენ განსასილველი დინამიკური სისტემის საკუთარ რხევებს.  ზხოლო 

საკუთრივი ვექტორები საშუალებას გვაძლევენ სისტემის განტოლებები მივიყვანოთ 

ეგრეთწოდეაულ ჟორდანის კანონიკურ ფორმებზე. ეL ყველა'ვერი სამსოთლიანიას 

მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი” დიფერენციალური განტოლებებისათვის. . 

განტოლება V=#X წარმოადგენს ეექტორ X-ის წრჟყივ გარდაქმნას. აგ არას კე„დოსტული 

მატრიცა. 

ხშირაც საჭაროა ვიპოვოთ X ვექტორი და ჯ» სკალარი. რომ განტოლება 

აX-IX 

აკმაყოფილებდეს რომელიმე მოცემული კვადრატულ ჩ მატრიცას. ” , 

რომლისთვისაც კმაყოფილდება (3.16) განტოლება, უწოდებენ საკუოთივ მნიშვჩელ. 4 

გადავწეროთ (3.16) განტო „ეტა შემდეგნაირად: 

(#-XI)X=0, ”ა.I/. 

საიდანაც გვაქვს 

|#4-XILI 50. (3.18) 
(3.18) წარმოადგენს აუცილებელ და საკმარის პირობას არატრივიალური X-ს 

არსებობისათვის. LI არის ერთეულოვანი მატრიცა და უდრის 

100 0 

ი)0 09 (3.19) 

000 1 

დავშალოთ (13.18) მწკრივად. მივიღებთ ! რიგის პი» ანუ მ ასიათებელ 
განტოლებას. რომლის ფესვებს რეიიაბე უწოდებენ საკუთრივ მLსიშვნელობებს. 

ყოველ #ჯ, მნიშვნელობას შეესაბამება ვექტორი V,. რომელიც „კმ ყოფილებს (3.16). 

ე-ი. 

ტ V=»V,. 
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უწოღებხს საკუთრივ ვექტორს. რომელიც შეესაბამება საკუთრივ V, ვექტორს 

მნიშვნელოზას. 

მაბალითი 3.8 

განვიხილოთ წრფივი გარდაქმნა, რომელიც განისაზღვრება მატრიცით: 

I 91 
'“ | -2 -3 (|. 

მახასიათებელი განტოლება. ჩაიწერება: . . 
9(X)=ძ %(#-X1)= I- | 1 | = | 2). | = X2?+ 3X+2. 

–2 –3 01 
საკუთრივი მნიშვნელობებია: 

X?+3X+2=0, 
(X+1)(#+2)=0, 
X» =-1; X =-2. 

, 2 

საკუთრივი ვექტორების მოსაძებნად განვიხილი თ: 

(#-X#)06,=0, 

ან 

11 6, _ 0 
–2 –2 §.. | 0 

აქედან 

აეაააეაეას–- 
ამიტომ, საკუთრივი ვექტორი. რომელიც შეესაბამება ბ,=-!, არეს შემდეგი სახის 

65 '| 
L “I 

უნდა ით4..' 5 საკუორი ეექტორი ერთაღერთი მაგალითად 

L 

§5) 
L -2 

ატრეთვე აკმაყოფილებს პიროზას. 

ახლა განვიხილოთ: 
(%-X _I)C =0, 

2 ? 

ი 2 512) 
– - ' , 2 - 5, ! | 9 

2§, ,+6,:=0. 

საიდანაც 

C =1; # =-2 
2 - 

ე.ი. 

-=2 5) 

6 I . 
2 L -2 ს



მაბალიეთი 3.9 

განვიხილოთ მატრიცა: 

0 1 0 

#=| 0 0 ) 

-8 -14 -7 

+ 1 0 3.2 
(#-XI)=| 0 –? 1 =» +7X +14X+8=0. 

-8 -4 -7-X 

საკუთრივი მნიშვნელობებია: 

?.=-); X.=-2; Xკ=-4. 

ბ-ს შეესაბამება: 

#V=-V. 

ეს. გვაძლევს: 
V =-V : V =-V =V , 

?2? მვ 'I12 I 
-8V -14V _-7V _:--V , 

(1) 2 13 13 
სადაც 

V,,V,Vე არის V, ვექტორის მდგენელები. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში V,,=!, 

I 1 1 
„= I. „-|) 21). „_ | -4 

1|) 1(I' 2. 4. 2. 16 

კვადრატული შორმები 

თუ # არის მატრიცა იXი,, ხოლო X ჩ-განზომილებიანი ვექტორია, მაშინ: 
იი 

X#X=), 1,8 X, XI (3.20) 
|=1 )=1 ჰ 

ეს ნამრავლი არის სკალარი და უწოდებენ კვადრატულ ფორმას #“-არის სიმეტრიული 
მატრიცა. 

« თუ X #X>0 ყველა X%0, მაშინ ამბობენ, რომ კვადრატული ფორმა არის დადებითად 

განსაზღვრული. ასეთ შემთხვევაში #/ მატრიცას უწოდებენ დადებითად განსაზღვრულს. თუ 

X'#X>0 ყველა X“-მ, უწოდებნ არაუარყოფითად განსაზღვრულს ან დადებითად 
“ 

ნახევრადგანსაზღერულს. თუ X#X<0 ყველა X>%0, უწოდებენ უარყოფითად განსაზღვრულ 
მატრიცას. 

კელი- ჰამიღტჭონის თეორემა 

ყოვლი ი რიგს კვადრატული მატრიცა აკმაყოფილებს თავის მახასიათებელ 

განტოლებას .ე. ი. თუ 

ძიL (#4-MI)=წ(X)=6 +” X...+8 X", (3.21) 

მაშინ 

8(#)=თ,I+8,#+...+C #"=0. (2.22) 

სადაც I=ტ”. 

29



მაბალითი 3.10 

გამოვთვალოთ ფუნქცია: წ 
#XC8)= CM, 

0! 
#= 

–2 -3 |. 

კელი-ჰამიღ , ას თეორემის თანახმად 

#(4#)=0ჩ%=ი, (L)1+C(§)#. 
მატრიცის საკუთრივი მნიშვნელობებია: (იხ. მაგალითი 3.8) 

»ჯ =-I ; X =-2, 
1 2 

სადაც 

საკუთრივი ვექტორებია: 

მატრიცა 

მაშასადამე, 

ულ ცე +542 (94) 
ზოგადად, ვანდერმონდის მატრიცას აქვს სახე: 

2 ი- II ჯ, MX «ე #(X,) 
2 ი- 

1 ?·» % ... » თ, - MC.) 

2 ი) : · 
IM MI I | VI) 

ჩვენი შემთხვევისათვის 
127 | თე I #VC) 

ანუ 
1 –1 ძე “+ 

1-2 თ! გ 
1 1 

ამიტომ 

თ (9)=2 ი”, 

თ,(0=6 %-6 2, 

მაშასადამე 
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“ან 

ან 

უჯრედული მატრიცები 

რომელიღაც # მატრიცა დავყო=-- ნაწილებად ვერტიკალური და ჰორიზონტალური წრფეების 

სისტემით. ეს ნაწილეი შეიძლება განვიხილოთ როგორც დაბალი რიგის მატრიცები, 

რომელთაგან; როგორც ელემენტებისაგან აგებულია # მატრიცა. ამ ნაწილებს უწოდებენ 
#. მატრიცის 'უჯრეღებს, ხოლო ასე დაყოფილ ტ მატრწცას უწოდებენ უჯრედულ მატრიცას. 

ერთი და იგივე მატრიცა შეიძლება რამდენიმე გზით დაიყოს. 

_„მაბალითად: 

ებ|ბგებ“'” ' (8, მ, | 9,ვ 

82) I 822 1323 | #6 | “2 922 I 123 (3.23) 
== ეღეღაბრ“ 

შვე | შვე ბევ | შვე შვ | შვვ 

უჯრედებდ დაყოფილ მატრიცებში ძირითადი ოპერაციები უჭრედებში ხდება იმავე 

წესით. როგორც ჩვეულებრივ მატრიცებში. - . 

კვადრატული მატრიცები დაიყოფა უჯრედებად ისე. რომ დიაგონალური უჭრედღებიც უნდა 
იყოს კვადრატული. ' 

კვადრატულ მატრიცას უწოდებენ უჯრედოვან-დიაგონალურს 
#9 9 

9 ჩ:2 ი (3.24) 

V -L0 0 ტ_ I, 
სადაც რებას. .. „გ. “კვადრატული უჯრედისს, ხოლო რ -შესა' ესი რიგის ნულოვანი 

მატრიცებია. 

მეტრიკა 

ორ § და "ო ვექტორს შორის მანძილი მოცემულია ი მეტრიკის საშუალებით, რომელიც 

აკმა ოფილებს შემდეგ აქსიომებს: 

1. X6,9)=0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ 6-=»თ, 0(C6,თ)>0 ნებისმიერი C და »; 

„2. #(C,თ)=0(»,C), (სიმეტრიულობა); 

“3. ი(6,უ)+ი(თი,X)=0(6C,2), (სამკუთხედის უტოლობა). 

თუ 6 და თ არის ჩ“ სივრცის ვექტორები ე- ი. 

რიოს)



მაშინ ჩვეულებრივი მანძილი განსაზღვრავს მეტრიკას 

ი,.ნო)- |C-თაბ(C,-ი»? · 
ცხადია, რომ აქსიომები სრულდება. შეიძლება მ იტეი სხვა მეტრიკები 

6ნ,(6,ო)=|6,-ი,|+| 6,“თ,I, 

ი (6,=)=თ25X(|§ -ი, |,|6,-ი, 1). 

ნ...) 
წ ვექტორს ნორმა (ან მისი ”სიგრ!ე” ) ეწოღებ 9.ძინ ნწ წერტილიდან 

კოორდინატთა სათავემდე. (2 ვექტორის ნორმა აღინიშნება I5I- 

ნორმირებული სივთცე 

წრფივ ვექტორულ L სივრცეს” ეწოღება ნორმირებული, თუ ყოველ ვექტორს I<L 
"შეიძლება შეუსაბამოთ არაუარყოფით„ რიცხვი I6 I რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ 

თვისებებს: 

1. |61=0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც L=0. 

2. IXCI=|თ| IL 

აეე 
ნორმა 1" 

I§|,= 1 15,I: 
M=1 

ნორმა I 

აჩ” .· 2 

I§I,- ყვ “ICI – 

ნორმა I " · 

ჯი282X 

(04 
3.2 მდგომარეობის განტოლების მატრისული წარმოღბენა 
  

სისტემის მდგომარეობა 1თ მომენტში არის ინფორმაცია, რომელიც გარკვეულ შემავალ 

ფუნქციასთან ერთად, მოცემული 15:51, დროის მონაკვეთში, ადეკვატურად 

განსაზღვრავს ერთადერთ გამოსავლ ფუნქციას.ს.<-<ხ, დროის მონაკვეთში ნებისმიერი 

1,2%ე-თვის, სისტემის მდგომარეოს აღიწერება ი-განზომილებიანი ვექტორზსყ X, 

რომლის ი. კ.24ნენტები 
X(L)=(X CL),X, (1)'..X (L)) 

' 2 ი 

წარმოადგენენ სისტემის მდგომარეობის ცვლადებს. გბიო: 
მაღალი რიგის სისტემები აღიწერებიან შემდეგი სტანდარტული განტოლე' ებით: 
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X(C)=((X(L),ს(1),1), (3.25) 
VCL)=C(XCL),Vც(L),1), (3.26) 

სადაც X აMი-ეანზომილებიანი ვექტორ-ფუნქცია. !,! და დ§ #ი-განზომილებიანი ვექტორული 
ფუნქციებია. L და თ არიან ერთგვაროვანი. 

სისტემს დინამიკის განტოლება შეიძლება წარმოვადგინოთ “შედარებითთ მოხერხებული 

სახით, თუ გამოვიყენებთ მატრიცებს. 

განვსაზღვროთ შემდეგი სვეტიანი მატრიცები: 

L X,(L) 

X(§)=| XIV) |, (იXI), (3.27) 
X (CL) 

L ი 

საღაც XC)-ს ვუწოდებთ მდგომარეობის ვექტორს. 
წი“ 

I 

ს(§)=| ს, |, (იXI), (3.28) 
! სო 

სადღაც CL) წარმოადგენს შემავალ ვექტორს ღა საბოლოოდ: 

(იხ 
1 

V(L)=| 9 |, (CXI), (3.29) 
ახ 

L §   
სადაც VCL) განისაზღვრება. როგორც გამომავალი ვექტორი. 

თუ გამოვიყენებთ ამ აღნიშვნებს, მდგომარეობის განტოლეზანი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

ძ XC) 
  = IIXCC),V(%))1, (3.30) 

სადაც ა ენიშნავს (იXI) განზომილების სვეტიან მატრიცას. რომელიც შეიცავს 

(აწე  ფუნქციებს“როგორც ელემენტებს. სისტემს ჯუ -მომავალი ” განტოლება 
შესაბამისად მიიღებს სახეს: · აი 

V(CL)=C(XCL),V(L)), (3.31) 
სადაც 8 აღნიშნა ვხ (C=XI) განზომილების სვეტინ მატრიცა,ა რომელიც შეიცა, ვს 

წ,.ნე.-..წ, ფუნქციებს“როგორც ელემენტებს. 

წრფივი .სტაციონალური სისტემებისათვის დინამიკის განტოლება ჩაიწერება ასე: 

მდგომარეობის განტოლება: 

  
) 

= #X(1)+8ს(L), (3.32) 

, V(L)=0X(L)+Cს(L), (3.33) 
სადაც # წარმოადგეენს (იXი) განზომილების კოეფიციენტების მატრიც--: 

მე მევ. მყ, 

#= მაე მაგა მ: ს (იXXი); (3.34) 

8 8 _...მ 
' ი” თ2 იი 
7 

8 არის (იXი) განზღმილების მატრიცა: 

ვუ



  

"სხ, 

ც8= LC ს. ხ,. ა CXC); (3.35) 

(5, ,,- „ს, 

ნ” აღის (0Xი) განზომილების მატრიცა: 

( ძ, 19, 2.9 
კ" 

9 = ბ, მ, 9, , (0-:IM (3.36) 

ძ, ძი, 

წარმოადგენს (0X0) განზომილების მატრცას: 

90.6, 

C = 9, %; ... 9. ს (9XC). (3.37) 

| ი, 8 => 

მაგალეთე 3.11 

XLC – წრელს აღმწერი განტოლებები ჩავწეროთ, მატრიცულ სახეში: (იხილეთ მაგალითი 

2.2, განტოლება (2.1 16), (2.17)) 

ძ9 XV) 
ა...” 

ძ1 = L L + L 6C(ჯ). (3.38) 
ძ X-X1) 1.0 X-(1) 0 
– C 

ძ1ჯ 

ამრიგად, # და 8 კოეფიციენტების მატრიცა გამოისახება შემდეგი გამოსახულებით: 

- 8. _1 
კულ "# LL , (3.39) 

1 

დგ იმ 
და 

4 

"1. 
8=| L '!. (3.40) 

0 

მაგალითი 3.12 

მაგალითის სახით განვიხილოთ მდგომარეობის განტოლების შედგენა სიჩქარის 

რეგულატორისათვის, რომელიც მოცემულია (7) ნახაზზე 
„გარკვეული პირობების გათვალისწინებით ამ სისტემისათვის სამართლიანია შემდეგი 

განტოლებათა სისტემა: + 

ელექტრო–მანქანური მაძლიერებლის განტოლება: 

წ –“ «ნაის, (3.41)   
ძX% 
ძნ 

1; 
  3 · + =+.C. (3.42) 

14 

ძრპვის ტანტოლეზა: 
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ძი 
  2 

+ +ი =X, C «MVM. (3.43) 
ძრ ძ: 2 ძრ თ დ 

გამზომი მოწყობილობის განტოლება: 
ს,=C,-ხ,ივ. (3.44) 

  

    
  

  

ნახ.7- 
მდგომარეობის ცვლადებად ავირჩიოთ ფიზიკური სიდიდეები: 

X,=0,; X.=C ; X-=L . 

დავუშვათ, რომ M=0, განტოლებები (3.41)–(3.44) მიიღებენ სახეს: 

X,=(-1/1 კ) X. + (M.4/1კ,) L> 

X.=(-1/IL) X. + (L-/ LI) X-ს 
· (3.45) 
X-=(-X. M/I) X.– (1/1,) Xვ + (%XV/I) LV 

V =ი-= X.. 

X = #X + ხს, (3.46) 

V =C X. (3.47) 
სადაც 
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#ჩ= 0 

-MX.M, V/ 1, 0 -1/ 1, 

0 1 

ხ= 0 , C=|I 0 

M/ 7, 0 
1 1 

ახლა წარმოვადგინოთ მდგომარეობს განტოლება ნორმალურ ფორმაში განტოლებათა 

სისტემა (3.41)-(3.41) შეიძლება ჩავწეროთ როგორც ერთი მესამე რიგის განტოლება: 

(3) (2?) 
(L)+61/ ი4/ 1,4I/ I ჰი, (L)+ 

M 
(.) IV 1ემ).ა7 1)7/ 1,1 ი: (+)+ (3.48) 

+ 0+X 66 2 1 1,1 კ1ი,(1)= 

=IM # # წინო 4) ხ, 

ან 

(3) (2) (1) _. 
ი» (1)+8,ი» (+)+8 ი„ (§)+8ეი,=ხ C„. (3.49) 

გადავწეროთ ეს განტოლება უმაღლესი წარმოებულის მიმართ: 

(3)... __- (2) (1. _ 
ი» (L)= მი» (+) 8,ი» (L) გეი +ხენ,. (3.50) 

სისტემის ბლოკ“სქემა მოცემულია (8) ნახაზზე: 

    
  

  

წI2=X1 = 2=X1=V 

: ნახ.8. 
ბლოკ-სქემიდან გამომდინარეობს: 

X =X; X=X, X =-8 X -მ X -8 X +ხ ს. 
+ 2 1 3 “23-12 01 0 

მაშინ 

X=#ტX+ხს; წ#=CX, 

0.1 0 ი 1 

სხ ) 

#ტ=| 9 90 ..) |, =I0 I), «C=10). 

“მე -მ, “მ, ხი 0 

მაშასადამე,თუ ამოვირჩევთ მდგომარეობის ცვლადებად გამომავალ სიგნალს და მის(ი-1) 
რიგი“ წარმოებულს, ე. ი. წარმოვადგენთ სისტემის მდგომარეობი ტცვლაღებს ნორმალური 
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ფორმით, მაშინ # მატრიცა მიიღებს მარტივ სახეს მდგომარეობის” ცვლადების ნებისმიერ 

შერჩევასთან შეღარებით. 

3.3 მღბომარექობის ბარღაეავალი მატრისა და ვისი არსი 

შემოვიტანოთ შემდეგი მნიშვნელოვანი განსაზღვრება: 

განსაზჭრება: 

XL(L) მატრიცას რომლის განზომილებაა (იჯი). უწოდებენ %X(L)=/(%L)X1L) სისტემის 

ფუნდამენტალურ მატრიცას, მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როღესაც მისი სვეტები შეღგებიან 

ამ სისტემის ი წრფივად დამოუკიდებელი „მონახსნებისაგან. საწყისი პირობაა 

X)(1)=X.,საღაც %. არის არაგანსაკუთრებული ნამდვილი მატრიცა. 

ნებისმიერი. ფუნდამენტალური მატრიცის დეტერმინანტს უწოდებენ _ ვრონსკ 
დეტერმინანტს. ერონსკის დეტერმინანტი არ უტოლდება ნულს დროის ინტერვალს L 515<L, 

არცერთ წერტილში. მაშასადამე ფუნდამენტალური მატრიცა L-ს ნებისმიერი 

მნ, შენელობისათვის არის არაგანსაკუთრებული მატრიცა. 

ბარჯამავალი ეაბრიყა 

ეინაიდან ფუნდამენტალური XC) მატრიცას ღეტერმინანტი არ უტოლდებს ნულს არცერთ 

წერტილში ამიტომ ნებისმიერ თიქსირებულ ბე“ში არსებოს შებრუნებული მატრიცა 

XI /XL) ადგილი აქვს შემლეგ განსაზღვრებს: მგანასაზღჭრება. თუ X(L)-არის 

წრფივი ღიფერენციალური XLL)=/M(L)X(L) განტოლების ფუნდამენტალური მატრიცა, მაშინ 

თVXL,:,)=%. 1 (LV ყველა 1ე<ს  %ც5ზ, უწოდებენ  წრიფივიი დიფერენციალური 
განტოლების გარდამავლ მატრიცას. ნ გარაამავლ მ.ტრიც-. რომელიც შეესაბამება 

#(ჯ) მატრიცას. 

რაღგან. მდგომარეობის გარღამავალი , მატრიცა აკმაყოფილებს ერთგვაროვანი 

მდგომარეობის განტოლებას. ამიტომ აგი წარმოაღგენს სისტემის თავისუფალი რხევების 

რეაქციას. სხვა სიტყვებით როვ ვთქვათ. ის განსაზღვრავს სისტმის რვაქციას. 

რომელიც გამოწვეულია მხოლოდ სLსწყის. "პირობებით მდგომრეობის კ„ცარდამავალი მატრიცა 

დამოკიდებულია მხოლოდ 8 მატრიცაზე. როგორც ზემოთ მოყვანილი განმარტება 

გვიჩვენებს, მდგომარვობის გარდამავალი მატრიცა (X(L,%ე) სრულად განსაზღვრავს 

მდგომარეობს ცვლილესს დროის საწყისი L=0 მომენტიდლანნ დროის ნებისმიერ 

მომენტამდე. 

გდგოვარერობის ბარდამავალი მაბრიცის თვისეზები 

მდგომს“ -%ს გარდამავალი მატრიცა CთVI,L) ხასიათდება შემდეგი თვი-სებებით: 

L თXL..+ე)= (3.51) 

ე.ი. წარმოადგენს ერთეულოვან მატრიცას. 
ა მჭ(L.10) 

დამტკიცება განტოლება (3.51) უშუალოდ გამომჯინარეობს – გ” =/„M(L)#1+L,ჯე) 
== - 1 

განტოლებიდან, თუ დავუშვებთ. რომ 1=0. 

2. თ ML,+,)=რ(L,%). (3.52) 

დამტკიცება. 0XL.L )=ლ'' "ი!" განტოლების ორიკე მხარის C “ზე  თანამიმდევრუ– 

ლი გადამრავლების შემდეგ მივიღებთ: 
ტ სნ ედ ტანია ეტ ნ-ნებც #11). ,, (3.53) 

ი -I 
ამისშე“, (3.53) განტოლება გადავამრავლოთ დ (ლ)? მარცხნიდან, მივიღებთ: 
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დ MC ,9) 0-6 VL ,1), (3.54) 

ამრიგად. – #M%L-%ე) ი (CL ,)=0%CL,L)=0 “9, (3.55) 

თ XL ,V)-ს ამ თვისებებიდან გამომდინარეოს საინტერსო შედეგ. რომელიც 

მდგომარე: 1 „საში, რომ X(11=XXL,10)X(L6) განტოლება შეიძლება გარდაიქმნას ასე: 

X(0+)=რ '(L ,+)X(L), (3.56) 
რომელიც ნიშნავს იმას, რომ მდგომარეობის გარდამავალი პროცესი შეიძლება განხილულ 

იქნს როგორც დროში ორმხრივი ფუნქცი. ე.ი. დროში გარდასახვა შეიძლება 
ტანხორციელდეს ორივე მიმართულებით. 

(L -L )დ(L –L )=Cთ(L –1.), (3.57) 
1 1.0 2.0 

ნებისმიერი ზე, 1, და %„-თვის 
დამტკიცება: 

_ რ. -+ ) #1 -L ) #(L -L )_„.. _ %დ(L -L )#(L –L.)=0 216 1 0=C 20 =0XL +). (3.58) 

მდგომარეობის გარდამავალი მატრიცისათვის ეს თვისება მნიშვნელოვანია იმითდ რომ 

მდგომარეობს გარდამავლი პროცეი შეიძლება დაიყოს თანამიმდ,კრულ გარდაქმნათა 

გარკვეუღდ “-;ხვად. ნახ.(9) გვიჩვენებს, რომ გარდაქმნა 1=% –დან L=L –მდე ტოლია 

გარდაქმნისა 1.“დან L. –მდე და შემდეგ 1, –დან L -მჯე, 

L.--- - ი(-(ე)–––”> 
! 
     

ნახ.9. 
ზოგადად, ვარდა ქმნის პროცესი შეიძლება დაიყოს ნებისმიერი რაოდენობის 

ნაწილად.(3.5 განტოლების დამტკიცების მეორე გბა მდგომარეობს "მესჯეგში: 

XCC)=6(L,-+)XC.), (3.59) 

XCL,)=%(L –L )X(L.), (3.60) 

X(L )=%(L –L )X(L.). (3.61) 

შესაფერისი შედეგი მიიღება (3.60) განტოლების ჩასმით (3.59) განტოლებაში და 

შემდეგ რეზულტატის (3.61) განტოლებასთან შედარებით. 

4. (რ6CL,L0)1'=თ(ML,MLი). (3.62) 
ნებისმიერი მთელი M რიცხვისათვის. 

დამტკიცება 

(თ(+,%ე) )ბ- ეტ ბებ #(1-ზე) · „=გ8%0%-%ე), (3,63) 

38



3.4 წრფეყს) სტასირნარულიე სისტემის ბარდამავად) ძატრისის ბანსაზლკრა 

წრფივი სტაციონარული სისტემებისათვის ხშირ შემთხვევებში შესაძლებელია 

მოიძებნოს მდგომარეობის გარდამავლი “მატრიცა. როგორც ვიცით, მდგომარეობის 

განტოლების ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

  

XCC)=04 1 XL) ი. ცდ ეს(L)ძ§,, (3.64) 
%X 

0 

არე ზემოქმედების არ არსებობის დროს ამონახსნს აქეს სახ, ხოლო გარე ედე ებობის დრი! ქეს სახე 
X(+)=ფ%" ზ0/X(Lა). (3.65) 

ჩვენ არ მოგვიცია ც#(1-%ი) 

მატრიცის 

სახა შეკრულ ფორმაში; ამისათვის საჭიროა ვიპოვოთ 

რ ))(L-Lი)...დ 1 -(L-%ი) 

XX," -«% ერინი - (3.66) 

დ (L-Lე)... თ (L-Cი) 

ელემენტები დ (L-Lი), რდ. (L-1ი). 

თეორიულად CXL-Lი) შეიძლება განისაზღვროს უსასრულო მატრიცული მწკრივით 

თ #(1-1) 
„ბნ ი ს ი. (3.67) 

ი<0 ი! 

სადაც 

ტმ=I. (3.68) 
მაგრამ, ზოგად შემთხვ ევაში ასეთი გზა პრაქტიკულად ძნელი 

გამოსაყენებელია.კერძო შემთხვევებისათვის არსებობს უფრო ხელსაყრელი მეთოდები. 

განვიხილოთ ზოგიერთი მათგანი. 

მატრიცა #-დიაგონალურია.. ამასს ადგილი აქვს როდესაე #-რიგის სისტემა 

შესდგება: ი ურთიერთ დაუკავშირებელი პირველი რიგის სისტემებისაგან. ან როდესაც, 
C(ნ ფუნქციის მარტივი პოლუსების "შემთხვევაში, გამოიყენება დაშლა მარტივ 

წილადებად ამ შემთხვევაში #=ბ, სადაც » არის დიაგონალური მატრიცა. რომლის 

ელემენტებია საკუთრივი მნიშვნელობები (ან CL) ფუნქციის პოლუსები). ამ 

მატრიცისათვის გვაქვს 

ბ, .-.0 

X"= X» (3.69) 
2 

0 ...X- 1, 
ი 

და, თუ გამოვიყენებთ გM1-10) მნიშვნელობებს, გვექნება 

ც-M(L-10). . 9 

–M%-10)_ გ22(L-%0) (3.70) 

0 „ზი(1-%ე) 

2 # მატრიცის საკუთრივი მნიშვნელობები არის სხვადასხვა, მაგრამ "" არ არის 

დიაგონალური. 

როდესაც #/ არ არის დიაგონალური, ჩვენ უნდა შევეცადოთ ვიპოვოთ L მატრიცის 

მუდმივა, რომელიც # მატრიცას დიაგონალურ » მატრიცაში გარდაქმნის, ე.ი. =C ტდ, 
სადაც > წარმოადგენ კვადრატულ მატრიცას 0918C(XI.X2,...#ი) X1I,M2,..ჯXი არის # 
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მატრიცის საკუთრივი ა საელოზერ. 
? მატრიცა არის რომ მისი სვეტები 1“დან ი–მდე წარმოადგენენ საკუთრივ 

ვექტორებს, ნ" პარბა არეზობისს  X=ს ტი სრულდება. ის შეიძლება 
წარმოვიდგინოთ 

#ნ=CX, (3.71) 
ან 

Xნ =ტ. (3.72) 
ვინაიდან 

ტშაიჯბი“!, (3.73) 
გვაქვს 

„M%-%0) ა. M(L-10),,-). (3.74) 
ბისა 

ეს ექვივალენტურია. გარდაქმნე 4(%,%0)=60(ჯ1,10). (3.75) 

ამ განტოლების თანახმად, განტოლება 
3: =)ტბპ, 4(Lე.Lი)=I, (3.76) 

გარდაიქმნება განტოლებაში კ 
ნ 3> =#ჩ0, (3.77) 

ან 
– = 

–-=ნხ9 #ი00=X#0, 09(Lა0,L0)=ჩ 

ვინაიდ. ს” მატრიცა სნ არს დიაგონალური, როგორც პირველდ შემთხვევაში, 

ადვილად შეიძლება მოიძებნოს 6 მატრიცის 0 ელემენტები. თანაფარდობიდან %=ნ608 
1) 

X. (L-Lი) 
შეიძლება დავასკვნათ, რომ თითოეული ელემენტი თ, უნდა იყოს CI 9 წევრების 
წრფივი კომბინაცია. 

.·? მატრიცს მოძების უბრალო გზა მდგომარეობს იმაში რომ პირველად ონდა 

მოიძებნოს ი საკუთრივი ვექტორები V,. რომლებიც აკმაყოფილებენ განტ.-ილებას 

#V,=XV. 1=1,2,3,...ი. 

შემდეგ ხდება V მატრიცის ფორმირება, რომლის სვეტებს წარმოადგენენ V, ვექტორეზი. 

ასეთი წესის სამართლიანობა ნათელია, თუ თანაფარდობას ნ ტი=X გადავწერთ როგორც 

#სი=ჩ»X. თუ სისტემი” განტოლებები ჩაწერილია ნორმალურ ფორმაში, მაშინ # მატრიცას 

აქვს თავისებური სახე. მატრიცა, როდესაც # გარდაიქმნება დიაგონალურ » მატრიცაში, 

არის ვანდერმონდის მატრიცა 

' 2. 3“ ი 

_) 2 2 .2 2 
V= ჯ, #2 - ... (3.78) 

ი-1 კ_ი-1 კი-1 ი-1 
ბ, # %ვ .ბ, 

მატრიცს, რომელიკცკ გარდა, ქმნის სისტემს კანონიკური ფორმებიდან ნორმალურ 

ფორმებში, არის მატრიცა VC, სადაც C არის დიაგონალური მატრიცა ICI, C2,.. .C 1. 

რომ ვაჩვენოთ ეს, ამისათვს წარმოვადგინოთ გამომავალი სიგნალი » და მისი »ი-1 

წარმოებულები 
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ი ძV ი ძX, ი 

წ7= 1C,X, –-: 600--262X. 
1-I ძლ )-ს) ძს I-II 

> ი" X, ი . 
_–_<–- =IC –--–----- ==) CX X. 
კ!" 1 1-)! კჯ"! 1-) L ' 

თუ გამოესაჩავთ მდგომარეობის ნორმალურ ვექტორს 

7” 

ძ» 

ძჯ 
X#= 

M 

კაი! 

კჯი“! , 

მდგომარეობის კანონიკური ვექტორით, 

X 
1 

M# = 
C 

XI, ი 

მივიღებთ 

C, C; C C 

CX>X C7» C 7» C 2 
იი იი იი იი 

XI X =VCX.. (3.79) 

ი-1 ი-1 ი-1 ი-1 
C.2, CM Cვბე ... C 2. 

%, და X. შეესაბამებიან სისტემი” მღგომარეობი” ნორმალურ ღა კანონიკური ფორმებს. 

ე. ი. ჩვენ დავამტკიცეთ ჩვენი მსჯელობის მეორე ნაწილი. ახლა შეიძლება ჩაიწეროს 
VCMVC) '=VCXC V +=#., 

სადაც #კ არის # მატრიცის ნორმალური ფორმა. ვინაიდან CXC '=X, მაშინ VXV '=#., 

ე.ი. დავამტკიცეთ ჩვენი მსჯელობის პირველი ნაწილი. 
3. ლაპლასის გარდაქმნის მ 

ეს შეთოდი შეიძლება გამოვიყენოთ როგორც მარტივი, ისე ჯერადი ფესვებისათვის. 

X(C)=L IXC(L)). (3.80) 
L-არის ლაპლასის გარდასახვის ოპერატორი, მაშინ განტოლება 

X=#X, X(0)=X,, 
მიიღეზს სახეს 

CXCC)-X=#X(L). (3.81) 

აქედან 
(2I-#)X(CC)=X . 

ან 
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X(0)=(0)-#) MX. (3.82) 

ვინაიდან 
XI)=0'X., 

მაშინ 
LIM(L,0))=LI6M)=(01-ტ)“, 

ან 
%(L,0)=L "(ნL-ტ)”'). (3.83) 

= 
მაშასადამე «(L,0) მოსაძებნად აუცილებელია გამოვთვალოთ მატრიცა (IM>I-#) და ამ 

მატრიცის ყველა ელემენტისათვის მოვახღინოთ ლაპლასის უკუგარდაქმნა. 

მაბალეითი 3.13 

#ჯL 
ვიპოვოთ ფუნქცია C , თუ 

აეე 
ჯერ განვსაზღვროთ (0I-ტ)“!: 

– 1 ჩM3 1 (MI-/) –---– 
ნ +3+2 2 ჩნ. 

ლაპლასის უკუგარდასახვას აქვს სახე 

2 ა „2 „-L -2 

ტ. 
იტ = 

-26 2 3: ე 2 

მაბასიეთი 3.14 

განვიხილოთ სისტემა 
CC0)=----) 

“ –(C+თ)(6+8)' 
ნორმალურ ფორმაში ჩაწერა გვაძლევს 

ი ! 0 0 

ტ8= 0 0 1 , ხ= 0 

0 –თ8 –(თ+ჩ) 1 

ვანდერმონდის მატრიცას აქვს სახე 
11 1 

V=I 0 -თ –ჩ8 |, 

0 ი? გ? 
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+ 
თჩ8 

8 
თ(თ-8) 

აქედან შეიძლება ვიპოვოთ გარდამავალი მატრიცა 
გათ: -8L 

თ+8 

აო თ(თ-8) თჩ 
  1 

თი ჩა 
.-__ 

თ-8 

გ6 თ 

8-თ 
  #(L,0)=VCMV-“ I 0 

თ8 --: «თ8-ჩ8L 

«86 ბფ 

შეიძლება მივიღოთ, 

0 

იგივე რეზულტატი თუ 
გვაქვს 

ი 1 

#= 
0 0 

  

  

1 
"თ8. 

1 

თნთ–ჩ) 

თ 1 

ჩ(8-თ) 8(8-თ) 

%(L,0): 

1)  გ0წ გჩ! 
«თვ ' თ(თ-8)  8(8-თ) 

(ე.84)   

  

თ-8 

გამოვიყენებთ ლაპლასს გარდასახვას. 

0 

1 I 

0 –თ8 –(თ+8) 

- 

? –) 

(I-ტ)=| 0 # 

0 

-I I, 

LI 0 თ8 LX+(თ+8) 

1 
ნ 

0+(თ+8) 

(0+თ) (+8) 

ნს+(თ+ჩ83) -1_ 

(9I-ტ) = “C6>თ) (6+8) 0 

-თ8 

'(ნ+თ)(6+8) 

1 (თ+8)/თ8 _ 8/Iთ(8-თ)1 , თ/I8(ჩ8-თ)) 
თ თ ნ+თ ნი+8 

8(8-თ) 
ი+თ + 

თ/(თ-8) 
#+8 

თ87(თ-8) + 

ჩი+თ 
თ87/(8-თ) 

ნ+8 

43 

1 

?(ნ+თ)(6+8) 

1 

(+თ)(C+8) 

ს” 
(6+თ)(ნ+83) 

1/თ8 2 17/(თ-8) + 

ნ0+თ 
_17I8(8-თ)) 

L+8 

1/(8-თ) , 1/(თ–8) 
ჩ+თ ნ+8 

9/(თ-8) , 87(8-თ) 
სა თ. ნავ



· =1 - 
ადვილი სანახავია, როა L (I-#) გარდაქმნის შედეგად მივიღებთ გამოსახულებას, 
რომელიც ახალოგიურია (3.84)-ის. 

მაბალითი 3.15 

სისტემისათვის, რომელიც მოცემულია (10) ნახაზზე, ვიპოვოთ 

    

„თ ა I |–ირ | _§' I»ი       

ა 

            

    

ნახ. 

ა) გარდამავალი მატრიცა. 

ბ) მდგომარეობის ცვლადების გარდამავალი პროცესი. როდესაც LL(L)=0, 
X, 0)=4, X-(0)=2. 

გ) სისტემის რეაქცია L(L)=C052L შესავალ სიგნალზე. რომელიც მოდებუ-ლია L=0 

მომენტში, საწყისი პირობებისას X,(0)=X (0)=0, სისტემის განტოლებებია 

X =-6X +5X., 
|! 1 2 

X.=-X +”(ჯ). 

I -65 | 9 
#= 

(ი “I, 
სისტემის საკუთრივი მნიშვნელობები განისაზღვრება გამოსახულებიდან 

ე.ი. 

-6-» 5 

#-X1= =XL#+6)+5=(X+1)(X+5). 

-1 – 

მაშასადამე, 

ბ, 2“ -1,-5. 

იმისათვის, რომ „ვიპოვოთ გარდამავალი მატრიცა, წინასწარ მოძებნილი სა, კუთრივი 

მნიშვნელობებიდლნნ შევაღგინოით მატრიც !". X=-)! და #=-5 მნიშვნელობეზისათვის 

წარმოვადგინოთ შესაბამისი განტოლება 
– #2=Xჯ2 

ვპოულობთ საკუთრივ ვექტორებს მუდმივი მდგენელის სიზუსტემდე 
L | | 5 

| )I” !) 
L I ·L. ე) 

მაშასადამე 

ძ4



შემოწმების გზით შეიძლება დავადგინოთ, რომ 

„ X=ნტნ, 
შემდეგი გარდაქმნით შეიძლება განვსაზღვროთ, რომ გარდამავალი მატრიცა 

იხ 0 “+ -ი ეი > 5 "50 > 
%(L,0)=ნ 1-2 

-5L 4 0 24 -L -5% „ -L -5%1 
- + 58 -6 

თუ L(CL)=0; X (0)=4; X-(0)=2 გარდამავალი პროცესი განისაზღვრება გამოსახულებით 

--§ 5 _-5L 
6 

-51 
6 

96% 
X(L)=%(1,0)X(0)= 3 “| 

2 2 

და %, (0)=X» (0)=0 შემთხვევაში, · 

2 

+ 

და ბოლოს LLCL)=C052L სისტემს რეაქცი, 1%1=0 

მომენტიდან განისასზღვრება განტოლებით 

X(L)=#(%,0)X(L0)+I/#(L,%I)8(9IVI(CI)ძ§I 
1. 

1 (5 -((-9) 6 5(%-«)) 60§2<ძ+ 
X, (1) L 4 

=IC(L,+)ხ(X)L(X)0ძ+= L = 

| X.C)| 0 1 #8 (6-5) .-5(L-%) -ივ2ჯქ+ 
4 

0 

#გ- (125102:+C052%– <> CI + 951) 

1.-(145102(+66052+- > 6 '+-2--60 92% 

მაგალითი 3.16 ი” 

განვიხილოთ სისტემა 

(3.85) 
ძX , 
–- =LX+CV, 
ძ: 

| · 

1 -თL 

L= ; 8()= ;  V()= ; =0. 43.86) 
-–-1 0 0 

0 
( 

თუ შევიტანთ (3. 86) მნიშვნელობებს, (3.85), მივიღებთ 

იძ X, ' 

ძ L-5) XX) (1) თ 
= + · (3.87) 

ძ X- -10 0 0 

== ა“ 
ძL 

გამრავლებ«!. ოპერაციის ჩატარების შემდეგ გვექნება 
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ძX 
-თL _– . = + 6X, 5X-+6 

ძL 
ძ ჯX (3.88) 

2 –-5-X.. 
ძL 

გარდამავალი მატრიცის მოსაძებნათ დავუშვათ, რომ VLL)=0, ე (9 %-ი) და 

(3.58) განტოლეხეზი ჩავწეროთ ოპერატორულ სახეში 
LX .=-6X +5X., 

?X.=-X.. 

მივიღებთ 
(ხ”+66+5)X,=0, 

(6 +6+5)X_=0. 
მაშასადამე X, და X> აქვთ მახასიათებელი განტოლების ერთნაირი ფესვები. 

ნ =-I, 0-=-5. 

საერთო ამონახსნს აქვს სახე 

-L -5%+ 
X, ,I%) =066 +066 . (3.89) 

1-ს მიხედვით გაღიფერენცირება გვაძლევს 

1,2 

ძL 
განხილული სისტემისათვის გარდამავალ მატრიცას აქვს სახე: 

' | ი, (LL) 9,„(C,Lა) 

5%   –C - 

=-C6 –-50 6 
1 2 

%9(L,L )= 
| ი. (LL) 90.,(L,L.) 

დ(L,L ი) მატრიცის ელვმენტებიას განსასაზღვრავად საჭიროა საწყისი პირობების 

გამოყენება შემდეგი 1 ცხრილიდან 
ცხრილი 1. 

  

მატრიცის ელემენტები ი. .I9., 90,909.» 

  

X, (1) LI 1 0|9 
საწყისი პირობები 

X-ILა) 0|0) 11.1               
თუ შევიტანთ ამ მნიშვნელობებს (3,88)–ში და დავუშვებთ L=L შეგვიძლია ვიპოვოთ 

წარმოებულების საწყისი მნიშვნელობები. ისინი მოცემულია 2 ცხრილში. 
ცხრილი 

  

  

X,(Lა) X.(L.) X, (1) 2629, 

  

1 0 -6 –1 

  

0 1 5- 0           
  

ი ყველა მნიშვნელობები განისაზღვრებიან (3.89)-დან, C' და C განისაზღვრებიან 
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იგივე განტოლებებიდან 1=%. ჩასმით: 

X _(L )=ც 6 0+ც დ 5%0 
12 0 1 2 (3.90) 

V =-C 6105 -5% 
X, (ზე) 6,5 50.6 

ამ განტოლებებში საწყისი მნიშვნელობების ჩასმა ხდება შემდეგი სქემით: 

დ,-3 X (CL), X,(Lე), 

და XL), XL), 

თ L> XX X,(L.), 

რ. X-%.), XL). 

C, და C. განსაზღვრისათეის მივიღებთ 3 ცხრილს 

  

  

  

ცხრილი 3. 
მატრიცის ელემენტები დ. დ.. დ. ი.» 

1 1 5 5 

C, ეა ყი 2 

5 1 5 1 

C “გ” აა ა             
  

თუ შევიტანთ ამ მნიშვნელობებს (3.89), ვიპოვით გარდამავალი მატრცის ელემენტებს 

-(L-L.) -5(L-1.) -(L-L.) -5(L-L.) 
1 -ტ +56 9 56 9 -58 9 

თ(L,L )=->-| ა: 
9.4 იბ -5(L-L.) -LC+) -5(L-L.) 

0 ი 0 0 
-ტ +6 56 -C I. 

ადვილი სახასსვიას, რომ თუ L=LV მაშინ რ %1L ,%ე)=1. მდგომარეობის XCჯL) ვექტორის 

მოსაძებნათ გამოვიყენოთ ფორმულა რ 
L 

XCL)=#(L,1 )X(L )+ <(L,+)C(X)V(CX)ძ+. 

L 
0 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ X(L.)=0, მივიღებთ 

LL (+ -5(0-2) -(L-.) -5(L->) 
X, 1 -ტ +56 56 -58 1 “თხ 

XL(L)= =- X ძჯ 

%2 -(L.) -5(L-ჯ) -(C.) -5(L-«X) 0 II 9 
+ც 586 = C 

14 
ხ 

მატრიცის გადამოავლების შემდეგ, მივიღებთ 

– 

1 -(L- -5(L-+უ)! – XI0=1-| I (+), -5(L-X) « თაც. 
ჯ 
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L 

; 1 -(ჯ- -5(L- - XV)=1-| I (+-9),,-5C ი. როკ. 

% 
ინტეგრირეს-ს. ჩატარების შემდეგ, მივიღებთ 

1 -–თL “-L 5 –თVL -5L 

შდ) 6) 6) 
X(CL) = 

1 თ. -L 1 ი, “5L 1) რააა. 3-5) (C“" 6>) 

3,5 ფაზური ცვლადების კანონიკურ შორმაში გარდაქმნა. 

ნებისმიერი წრფივი სტაციონალური სისტემ, რომელიც აკმაყოფილებს მართვადობის 

გარკვეულ პირობებს,  ყოველთვს შეიძლება წარმოვიდგინოთ ფაზური ცვლადების 
კანონიკურ ფორმაში. 

თეორ. 93.1 
დავუშვათ, რომი წრფიი სტაციონალური სისტემის მდგომარეობს განტოლება 

მეცეძულია შემდეგი სახით ძXV) 

–-–“–- =#X(L)+8ს(L), (3.91) 
· ძ1 

სადაც X(L) წარმოადგენს (ი-1) განზომილების -”მღგომარეობის ვექტორს, #ჩ-(იXი) 

კოეფიციენტების მატრიცას, 8-(იXი) კოეფიციენტების მატრიცას და Vყ(L) არის 

სკალარული შემავალი. თუ მატრიცა 

§=(8 #8 #28 ... #8) (3.92) 
არის არასინგულარული, მაშინ არსებობს არასინგულარული გარდასახვა 

V#CL)=%XLL), (3.93) 
ანუ 

XCL)=C 7V(L), (3.94) 
რომელიც (ლ. 21) განტოლება". გარდაქმნის ფაზური ცვლადის კანონიკურ ფორმაში 

წ4 
XVCL)=# VIL)+8 |L1), (3.95) 

სადაც 
- “ა 

ი 1 0 0 0 

0 0 I 0 0 

, #= (3.96) 
წრ !) 

0 0 0 0 1 

"ში 'მი “მ. 2 მიე შმ, ,



სადაც 
ი-1ე–1 ნაიი III8 #ხც #8 იგ"), 

დამტკიცება: დავუშვათ, 

  

X (L) 
' 

X (L) 
X(L)=| ? 

X CL) |, 
ი 

V,C-) | 

»#,(1) I 
VLCL)= 

ს.ნ) | 

L 

11 12 1ი (1 

9 ;; ჩი - 1 

ნ ნ -–- -–.–- დ ნ |, 
იი »2 იი I ი.) 

სადაც 
ით ა 2 წა. 1=I,2, 

შემდეგ, (3, 93) განტოლებიდან 

» (%)=> X (L)+–ს X·1)+..+? X (L)=L XC(L). 
1 111 12 -2 იი 1 

თუ მოვახდენთ: ამ განტოლების გაწარმოებას დროით და გავითვალისწინებთ 
(3.96) განტოლებებს, მივიღებთ: 
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(3.97) 

(3.98) 

(3.99) 

(3.100) 

(3.101) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.95) და



7,(05,C)=ნ XC)=ნ #XC)+0,8რ%). (3.105) 
რაღგანაც (ვ.93) განტოლება ამყარებს, რომ V»Iს) წარმოადგეს მხოლოდ XLC§L)-–ს 

ფუნქციას, განტოლებაში (3.05) 

ნ,8=0. 
ამრიგად. 

#,(9)=V,C)=0,4X(%). (3.106) 

თუ მოვახდენთ ამ განტოლების გაწარმოებას ერთხელ კიდევ (დროში) ჩვენ მივიღებთ 

#,(9=#,(§)=ნ,ტ”X(L). (3.107) 
კვლავ მივიღებთ.რომ CL #8=0. ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ. რომ 

ი-1..,.. 
» _,(L)= (L)=” # XLC1) (3.108) 

და კვლავ ჩ. 8=0. 

ამრიგად, გამოვიყენებთ რა (2.93) განტოლებას, მივიღებთ: 

ს 
1 

ი 
»CL)=0X(L)= XL(L) (3.109) 

ი-1 
ჩჩ 

ანუ 

? 

ნი #ტ# 
1 

ს- ა (1.110) 

ი-I 
?# 

? -მა უნდა დააკმაყოფილოს შემდეგი პირობა: 

ჩმახ =ი,# 8-0 (3.L11) 

ახლა ავიღოთ (3,931) განტოლების დროით წარმოებული, მივიღებთ: 

V(C)=–X(L)=ნ#X(L)«ნ8-(L) (3.112) 
თუ შევადარებთ (3.112) და (3.95) განტოლებებს, ჭივიღებთ: 

ტ,=ნტს! (3.113) 

და 
8,=§8. (3.114) 

შემღეგ. (3.110) განტოლებადან მივიღებთ: 
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"8 I 0 

? #8 0 

#ხ= = (3.115) 

M'0ხ | I 

რადგანაც L. წარმოადგენს (IXი) განზომილების სტრიქონ-მატრიცას. განტოლება 

(ქ.115) შეიძლება ჩაიწეროს 

ხ8 ასა "ნიი II (3.116) 
ამრიგად ა მიიღება, როგორც 

იი II8708 ტი #" 81-00 I)I5 (3.117) 

თუ მატრიცა 5=- 8 #8 ტ?8 გ" 8 ) არის არასინგულარული, ეს წარმოად, 

მდგომარეობის სრული მართვადობის პირობას. საბოლოოდ, როდესაც (3.1I7) 

განტოლებიდან განვსაზღვრავთ I), მაშინ გარდაქმნის მატრიცა "”" მოიცემა (3.110) 

განტოლებით. 

მაგალითი 3.17 

დავუშვათ რომ წრფივი სტაციონალური სისტემა აღიწერება (3.91) განტოლებით, 

სადაც 

1-1 (11 
#= ,„ 8= · (3.118) 

0 –I - !! 1 

ჩვენს ამოცანას წარმოადგენ” მდგომარეობის განტოლების გარდაქმნა ფაზური ცვლადების 

კანონი, კურ ფორმაში. რადგაLსაც მატრიცა 

(1.0 
§=(0#8)= (ქ.119) 

1-1 

წარმოადგენს არასინგულარულს, სისტემა შეიძლება გამოისახოს ფაზური ცვლადების 

კანონიკურ თფორმამი- შესაბამისად !". მიიღებ როგორც სტრიქონ-მატრიცა რომელიც 

შეიცავს 5 მატრიცის უკანასკნელი სტრიქონის ელემენტებს. ამრიგად, 

თუ გამოვიყენებთ (3.110) განტოლებას, გვექნება 

2 წ -. ე: 1 (3.121) 
ჩ4) ! 0 | 

(3.120) 

და ამრიგად 

Lე I01 
#,=”ჩL = , (3.122) 

10 

0 
8,=18= · (3.123) 

1 

მდგომარეოის (ცვლადების ანსაზღვრის  შეთოდი, (შემოწმების მიხედვით) როგორც 
აღწერილი იყო ადრე (1.9!) განტოლების გამოყენებით,ა«“ არის ადეკვატური,როდესაც 
დიფერენციალუსი განტოლებს მარჯვენას ნაწილი შეიცავ V(L)-ს წარმოებულს.ა· აზრის ნათილს ნეიხ შემდეგი მ : 

ელიაყოფად გახვისილოდ“ ძემდეგი მაგალ   
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მაბადიში 3.18 

მოცემულია შემდეგი დიყერენციალური განტოლება 

ძ5ი() აეე 9), 9611 26)=9MV,2ს(), (3.124) 
ძ” ძL "მ! ძL 

ჩვენი მიზანია _ მოცემული განტოლება წარმოვაღგინოთ მდგომარეობის სამი განტოლების 

მიხედვით  რაღგანც მდგომარეოის განტოლების მარჯვენა ნაწილი არ შეიძლება 
შეიცავდე” "I" შემავლის წარმოებულს, ამიტომ აუცილებელია: VII) გავითვალისწინოთ 
ედგომარეობის ცვლადების განსაბლვრის დროს, (ე.)24) განტოლება გადავწეროთ შემდეგი 
სახ.ას: 

ძეი(L) ძა(ჯ) 5 970) “(L) _ძC(1) 

  

  

  

ვარო =- –2C(1)+2V(ჯ). (3.125) 
ძ1 ძჯ ძL” ძL 

მდგომარეობის ცვლადები ამ ახალი განტოლების მიხედვით განისაზღვრება ასე: 
X,(C1=0CLL), (3.126) 

„ ფა%(0, (3.127) 
ძL 

ჯ (C)=9 55) “90 ცე, (3.128) 
. ძL 

თუ გ:მოვიყენებთ ბოლო სამ და (3.125) განტოლებებს. მდგომარეობის განტოლება 

ჩაიწერება ა! ე: - 
0X (L) 

=X LL), ' 
ძხ 2 
9X.(1) 

==. =X (1)+ს(L), (3.129)- 
ძL 

9ძX (L) 
=-2X (L)-X (L)-5X, (L)-3V(1ჯ), 

ძL I 2 3 

ზოგადად, შეასძლება აჩვენოთ. რომ შემდეგი ი-ური რიგის ალური 'გაღაღ ელე ვაჩვე! ე9დეგ! უ გ' დიფერენციაღუოი , 
განტოლებისათვის – 

კ" 1 
ძ ძ”C1) +459 _C(1) + ..+8 ძC(1)   

  

  

. +8 C(L)= 

ძა ' ელიი. ”“ ძ. " 
კი-) 

= ძშსძ),ს 9 ს), კს მ); ხ ს(I) (3.130) 
0 კა ხ, კბ L ი-1 > 

მდგომარეობის ცვლადები შეიძლება „განისაზღვროს ასე: 

X,(L)=C(1)–ხ.V(L), 

ძX, (1) 
X,(L)= - ხჩ,ს(ს), 

ძ1 

ძX («) 

X,(0=-–––=» – ხას(L), (3.121) 

ძX წI3) 
XI0=- -იხი VC(ჯ), 

ძL ი-1 
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იხ =ხ ვხ, 
1 ;| 10 

ხ,=(ხ.-8 ხე)-გ,ხ, ი ტით 

=(ხ – გხ- „13 ხკ=(ხ- გკხე) მ.ხ, გ.ხ, , 

ხ =(ხ -3 ხე)-მ. ს.-მ, ,ნ,- მეხ, ,-მ,ი,. 

დიფერენციალურ განტოლება დავშალოთ შემდეგ ი მდგომარეობის განტოლებად: 
ძX (+) ძX (ჯL) 
  

  

= X. (L)+5 VL(L), _? =Xჯ (L)+ჩ, სყ(ჯL), 
ძ: 2 !! ძხ 3 2 

(3.133) 
ძX (+) 

მძ“ = -მ X,(L)-მ _,X-L)–. ..-მ,X, _,(L)-2,X (1)+ი, ს(%). 

გამომავალი განტოლება მიიღება (3.131) განტოლების წევრების გადაადგილებით: 

C(1)=X (1)+ხ ს(L · (3.134) 

ახლა. თუ გამოვიყენებთ ამ განტოლებას 18 მაგალითში მოცემული შემთხვევისათვის. 

მივიღებთ: 

8 =5, ხ =0, ხ =2, 
' 0 3 

2 =1, ხ =0, 
2 1 

2 =2, ხ_=1, 
3 2 

ი,=ხ,-მ8,ხა50, 

ხ,=(ხ.-8,ხე)-გ,ი,=1, 

ჩკ=(ხკ-8კხე) -მ,ი,-8,ხე=-3. 

როდესც ჩვენ ჩავსვმთ ამ სიდიდყებს (3.13) და L+ჰ3.132) განტოლებებში, 

მდგომარეობის ცვლადებისა და მდგომარეობის განტოლებებისათვის ჩვენ გვექნება იგივე 

შედეგი. რაც მიღებულ იქნა )8 მაგალითში. (3.31), (3.132) და (1.133) 

განტოლებების მეთოდის ნაკლი მდგომარეობს იმაში.რომ აღნიშნული განტოლებები 

საკმაოდ რთულია და არა პრაქტიკულია დასამახსოვრებლად. სარ არის მოსალოდნელი. რომ 

ეს განტოლებახი  გვქონლს ყოველთვის  სახეზ. უფრო მეტიც, შემდგომში ჩვენ 
გამოვიყენებთ უფრო მოსახერხებელ მეთოდს, სადაც გამოყესებულია გადაცემის ფუნქცია. 

3.6. ჟუორდანის კანონიკური შორმა. 

ზოგადად, როდესაც ჩ მატრიცას გააჩნია მრავალჯერადი (ერთნაირი) მახასიათებელი 

რიცხვები და თუ იგი არ არის სიმეტრიული და გააჩნია ნამდვილი ელემენტები. ის არ 

შეიძლება დიაგონალიზებულ იქნას. მიუხედავდ ამის. არსებოს შემდეგი მსგავსი 

გარდაქმნა: 

ჩიტი,  (იXი), (3.135) 
ისეთი, რომ /M მატრიცა არის დიაგონალური მატრიცა. ”M მატრიცა უწოდებენ ჟორდანის 

კანონიძ„ურ ფორმა.ს უჟორდანს კანონიკური ფორმის” ტიპიური მაგალითები მოცემულია 

ქვემოთ: 
XV 10 | 9 0 

020 | 0 0 

007X 109 ი 

–“ (3.136) 
0 0 0 | 72 0 

000 0 | 
3.



#10 10 0 

0X#0|09 9 

002 (|0 0 

->–_ (3.137) 
000 !|72 0 

, ჟორდანის კანონიკურ ფორმას ზოგადად აქვს შემდეგი თვისებები: 
ააა მთავრი დიაგონალს ელემენტები წარმოადგენენ მატრიცის 

მახასიათებელ რივ 
2. (ის მთავარი დიაგონალის ქვეშ მოთავსებული ელემენტები არიან ნულის ტ. 
3. მთავარ დიაგონალზე უშუალოდ ჯერადი მახასიათებელი რიცხვების პემოთ ზოგიერთი 

ულემენტი არის 1-ანები.ისე როგორც ნაჩვენებია (3.136) და (3.137) მაგალითებში. 

4.1-ანები მახასიათებელ რიცხვებთან დ ქმნინ ტიპიურ ვგუფებ, რომლებსაც 

უწოდებს ჟორდანის ჯგუფებს. (3.136 და (3.1371 გამოსახულებებშში ჟორდანის 

ჯგუფები გამოყოფილი არიან წყვეტილი ხაზებით, 
5, ესაც არასიმეტრიულ ” მატრიცას , გააჩნის ჯერადი მახასიათებელი რიცხვები, 

მაში მათი საკუთრივი ვექტორები არ წარმოადგენენ წრფივად დამოუკიდებელს. (იXი) 

განზომილების /# მატრიცისათვს არსებოს მხოლოდ L (Lი) რაოდენობის წრფივად 

დამოუკიდებელი საკუთრივი ვექტორები. - 
ჟორდანის ვგუფებს რაოდენობა უდრის დამოუკიდებელ საკუთრივ ვექტორთა 

ლიონი ე.ი. L-ს. არსებობს მხოლოდ და მხოლოდ ერთი წრფივად დამოუკიდებელი 

საკუთრივი ვექტორი,რომელიც დაკავშირებულია თითოეულ ჟორდანის ვგუფზე. 
7.ერთიანების რიცხვი (რაოდენობა) მთავარი დიაგონალის ზემოთ უდრის (ი-»)-ს. 

L მატრიცა განისაზღვრება შემდეგი მსჯელობით: დავუშვათ, რომ #-ს გააჩნია ძ 

განსხვავებული მახასიათებელი რიცხვები ი” მახასიათებელ რიცხვეს შორის. პირველ 

რიგში განისაზღვრებიან ისეთი საკუთრივი ვექტორები, რომლებიც შეესაბამებიან 

პირველი რიგის (ერთჯერად) მახასიათებელ რიცხვებს-შემდეგი ჩვეულებრივი ფორმით: 

(+, 1-#) =0 (3.138) 

სადაც %. აღნიშნავს #6C-ურ განსხვავებულ რიცხვს. C=1,2..-,9 საკუთრივი ვექტორები, 

რომლებიც დაკავშირებულნი არიან ს-ური რიგის უორდანის ჯგუფთან, განისაზღვრებიან 

შემდეგი სახით ჩაწერილი ჟორდანის ჯგუფის გამოყენებით: 

X 1 0 0 | 7 
0 1 0 

, , (იXთ), (3.139) 
00 .X.1 

1 

000 8 
| 

სადაც ბ, აღნიშნავს )I)-ურ მახასიათებელ რიცხვს. ყ 

ამის შემდეგ, უნდა გამოვიყენოთ შემდეგი სახის გარდაქმნა: 

X10.. 0 
1 

0X1! 0 
) 

ს” ჩ | = წ #ჩ ნ, (3.140) 
I "1 00...2,1 :1. 2 „თ 

00. 2 
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. 

ი +X)?;=#L., 

ჩ +X,ჩ-=ტჩ,, (3.14!) 

ჩ +” ენ. =#? 

ი, ვექტორები  განისაზღვრებან შემდეგ განტოლებებს საშუალებით, 
რომლებიც აგრეთვე შეიძლება ასეთი სახით ჩაიწეროს: 

(»I-#)L, 50, 

(პ1I-#აჩ-=-ჩ, , 

(+I-ტ)ნ =-ჩ., (3.142) 
1 3 2 

(XI-ტ)ზ =-ნ . 
„1 ოი ოი-1 

' მაბალითი 3.19 

მოცემულია მატრიცა 

I 06 -5 

#=| 10 2 I. (3.143) 

324 « 
(XI-#)– დეტერმინატი იქნება: 

X -6 5 

IM-#|=| -L X -2 | =X3-4X2+5X-2=(X–2X(X-1)”. (3.144) 

„I -3 -2 #4 
როგორც ვხედავთ, ტ მატრიცას გააჩნია მარტივი მახასიათებელი რიცსვი X=2 და წყვილი 

მახასიათებელი რიცხვი X=1. 

უჟორდანის კანონიკური ფორმის განსაზღვრა მოითხოვს ისეთი ს მატრიცის მოძებნას, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას, რომ: 

ტ=ნ გნ, 

სა, კუთრივი ვექტორი, რომელც და „კავშირებულია 7?,=2-თან, განისაზღვრება შემდეგი 

განტოლებიდან: 

(ჩ”,1-ტ)ჩ =0. (3.145) 

ამრიგად 

2-6 5 | 
11 

-56 2-2 ნ., =0. (3.146) 

-3 -2 -2 ჩ 
3 

თუ დავუშვებთ ნებისმიერად, ვთქვად L,,=2, უკანასკნელი განტოლება გვაძლევს ჩი. =-1 
და . 1-2. ამრიგად, « 

ლე 

L=I -1 . (3.147) 
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ისეთი საკ კა«ვი ვექტო–ს განსაზღვრისათვი. რომელიც დაკავშირებულია მეორე რიგის 

ჯერად მახასიათებელ რიცხვთან, მივუბრუნდეთ (3142 განტოლებას. ჩვენ გვაქვს (ორი 

დარჩენილი საკუთრივი ვექტორები L და 173) 

ჯ#.1I–#)?-=0 (3.148) 

და 

(2.I-#)” =-ჩ» (3.149) 

(3.149) განტოლება გვაძლევს შემდეგ გამოსახულებას 

| 1-6 5 II ნ 
12 

–-ა 1-2 ჩ-» =0, (3.150) 

-3 -2 -3 ) | ნ. 
3 5 

დავუშვათ L. (ნებისმიერ...9), გვექნება –. და ხევ ალუ! ამრიგად, 

1 

-13 
ჩ = 7 3 (3.151) 

2 / 
- 32 
7I – 

(3.149) განტოლება გაშლის შემდეგ გვაძლევს: 

1 
1 -6 -5 ჩკ 

) -3 
,-L 1-2 ?” = 7 (3.152) 

5 
3-2 -3| ჩვ -–-97 I, 

საიჯანაც ჩვენ გვაქვს: 

1 
ს 

იკ= ;- 49 (3.152) 

46 
"ე I (49). 

საზოლოოღ, 

2 1 1 

1 3 22 
ნი= 7 49 (3.153) 

5 46 
| 2 -5 “5 

ამ შემთხვევაში ჟორდანის კანონიკური ფორმა მიიღებს ასეთ სახეს 

200 

ტ-ნიან=| 011. (3.154) 

001 

შევნიშნოთ. რომ აქ არის ჟორღანის 2გ ვგუფი და ერთი ერთიან, რომელიც 

მოთავსებულია მთავარი დიაგონალის ზემოთ. 
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3.7 წოვივი სისტემები, როძლების არ 
შეიძლება ალიწერონ მდღბომარეობის ხსვლადებით 

არსებობენ ისეთით წრფივი სისტემები,რომლებიც არ აღიწერებიან სასრულო რიგის 

ჩვეულებრივი. დიფერენციალური განტოლებებითთ ასეთ» სისტემების მაგალითია“სისტემები 

განაწილებული პარამეტრებით, რომლებიც აღიწერებიან კერძო წარმოებულიანი 

დიფერენციალური განტოლებებით. ასეთი სისტემებს მიმართ მდგომარეობის ცვლადების 
გამოყენება გაძნელებულია. ვინაიდან სისტემა არის წრფივი, იგი შეიძლება 

დახასიათდეს CL(L) იმპულსური გარდამავალი ფუნქცით და კავშირი შემავალ და 

გამომავალ სიგნალებს შორის გამოისახოს ნახვევის ინტეგრალით: 

L 

XC§)=V(L.)+I/ (L-X)VC«)ძ%, ” (3.156) 
0 

სადაც V(L)– შემავალი სიგნალია, #C6)-გამოშავალი. ბევრი ფიზიკური პროცესი 

შეიძლება აღიწეროს კერძო წარმოებულიანი დიფერენციალური განტთლებით 
"2. მ”VCX,5)_მ VCX,§). ფ6)57) 

2 
მX მL 

სისტემის რეაქცია X=X, წერტილში, V(0,00)ა შემავალ სიგნალზე, (რომელიც მოდებულია 

X=0 წერტილში) განისაზღვრება განტოლებით: 
% 

V=(X ,1)=V (X,,1)+# 6(X „C–L)VC0.%)ძ%, (3.158) 
0 

რომელიც თანხვდება თავისი სახით (3.156) განტოლებას.: აქ V( X.,1) სისტემის 

გარდამავა-ლი პროცესია რომელიც დამოკიდებულია საწყის პირობებზე, უნდა შევნიშნოთ, 

რომ V(0,1)-02 სიგნალზე V(X,,-) არ მოიძებნებ, თუ არ ვიცით V(CX,0) როგორც 

ცნობილია, წრფივი შეყურსული სისტემებისათვის “საჭიროა ვიცოდეთ სასრული რაოდენობის 

საწყისი პიროზები. განაწილებულ პარამეტრებიანი სისტემებისათვის საჭიროა 

    

  

გამოვიყენოთ უსასრულო განზომილებიანი მდგომარეობის სივრცე. (3.157) 

სისტემებისათვის გარდამავალი პროცესი გამოისახება განტოლებით: 

2 2 
(6-X) (C+X) 

I – – 

V,X9)>-- (თ % -ი % )V(6,0)ძ6, (3.159) 
ხ 

2I»L ი 

საიდანაც იმპულსური გარდამავალ ფუნქციას აქვს სახე: 

Xჯ2 

(X>0). (3.160)   

X. 4 
8(X,L)= ი , 

2 „1? 

საინტერესოა აღინიშნოს რომ ფიქსირებული X-თვი“ სისტემის გადაცემითი ფუნქცია 

აღარ არის პოლინომი L მიმართ. ამ შემხთვევაში გვაქვს: 

C(ნ)=LLთ(»,L)=ც “ნ 

3.8 ურთიერთკავშირი მდგომარეობის განტოლებებს 
და გადაცემით ფუნქციებს შორის 

ერთერთი ძირითადი ცნება , მართვის თეორიაში არის გადაცემითი ფუნქციის ცნება, 
მდგომარეობის სივრცის მეთოდის გამოყენება საშუალებას გვაძლევს ხშირ შემთხვევაში 
მარტივდ გადაწყლსს მართვის” ამოცანები. რაც მთავარია, ეს შეთოდი საშუალებას 
იძლევა ეფექტურად გამოვიყენოთ გამოთვლითი ტექს კ» მე-11 ნახაზზე მოცემულია 
სისტემა ერთი შესასვლელით და ერთი გამოსასვლელით, აღწერილები როგორც გადაცემითი 

57



- 
  

MC) ”თ MI) 
  

  

  

    

“ი #V) 
  

  

                  

  

.· 

ნახ. 11 “2, 

მდგომარეობის სივრცეში აღწერილი სისტემს და გადაცემითი ფუნქციითთ აღწერილი 
სისტემის შედარებისას წარმოიშვება კითხვა: როდის არიან ეს სისტემები 

ექვივალენტური? და ამ კითხვასთან დაკავშირებული შეკითხვა როგორ გადავიდეთ ერთი 
აღწერიდნნნ მეორეზე? ამასთან დაკავშირებ თ უნდა აღვნიშნოთთ შემდეგი: ვინაიდან 
გადაცემის ფუნქცია აკავშირებს სისტემი” შემავლსა და გამომავლ სიგნალებს, 

არსებოს გარკვეული "თავისებურება სისტემის მდგომარეობის „აჭკვლადების შერჩევაში 

მოცემული გადაცემითი ფუქციების საშუალებით. შეორე მხრივ, “თუ მოცემულია სისტემის 

აღლუწეა  მდღგომარეობის სივრცეში, მაშინ”  გადაცემითი ფუნქცა ცალსახად 
განისაზღე:” ის ფაქტი, რომ მდგომარეოზის სივრცეში აღწერილ? სისტემას 

შეესაზამება, ერთ-ერთი გადაცემითი ფუნქცია. ხოლო გაღაცემით ფუნქციას შეესაზამება 

უსასრულო რაოღენოის წარმოდგენები მდგომარეობს სივრცეში მიგვითითეს იმაზე, 
რომ სისტემის აღწერა მდგომარეობის „სივრცეში არის უფრო ზოგადი ცნება. 

განვსაზღვროთ სტაციონალური სისტემს გადაცემითი ფუნქციას ერთი შემავალი და 

ერთი გამომავალი სიგნალით. საწყისი პირობები ნულის ტოლია. 
სისტემის აღმწერი განტოლება შემდეგი სახისაა: 

· “– 

X(L)=M(L)XCL)+8(L)VL(L), (3.161). 
V(L)=C(L)X(ჯ), (3.162) 

XL, VXL) და V(C1) შესაბამისად ი, ს და დ? განზომილების ვექტორეზია. მატრიცებს 

#(L),8(L) და C(1)შესაბამისად აქვთ განზომილებები იXი, იXI, სXას. განვიხილოთ 

სტაციონალური შემთხვევ და ავიღოთ მოცემული განტოლებები ორივე მხარის ლაპლასის 

გარდასახვები: 

ნX(06)=#X(06)+8სXLL), (3.163) 
V(C6)=CXL(დ). (3.164) 

პირველი განტოლებიდან შებრუნებული მატრიცის არსებობისას, გვაქვს 

+ 
X(C6)=(ნ1-#) 8VLCნ). (3.165) 

მაშინ 
4 

+V(ნ)=C(61-#) 8V(ი). (3.166) 
ამ გამოსახულებაში 

ლ) 
Cი1-#) 8=V/(ი) (3.167) 

წარმოების, გადაცემის ფუნქციას. 
ული პირდაპირი მეთოდი ყოველთვს არ არის ხელსაყრელი პრაქტიკული 

გამოყენებისათვის, ვინაიდნნ საჭიროა შებრუნებული მატრიცის გამოთვლა გაცილებით 

მარტივა საერთოთ გადაცემთი ფუნქცის გამოთვლა სტრუქტურული გარდაქმნების 

მეთოდების გამოყენებით. მაგალითად მოცემულია მატრიცები 

0 1 0 
- | C , ძ(101). 

-2 -3 1 

12 ნახაზზე მოცემულია სტრუქტურული სქემები 
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“ 7 X=ჯ 

      

  

  

+. 

92X(0+3) 

-? 

# I » 

ი“-30+2       
ნახ.12. 

სისტემი, წარმოდგენა მდგომარეობს სივრცეში მოცემული გადაცემთი ფუნქციის 
მიხედით გაცილებთ რთული ამოცანა. ვთქვთ მოცემულია სისტემს გადაცემითი 
ფუნქცია. 

ი- ი-2 

ჩ ? +ი _ნ + ...+ხე 
Vი- "“. თ... (3.(68) 

ი! 

ნ+8მ ი + ·.+8,წ+მე 

ამ გადაცემითი ფუნქცოს. შესაბამის დიფერენციალურ განტოლებას „აქვს სახე:. 
(ი-1) 

» =>“ (+. .+8 V(C)= იხ + 

(ი–2) 

+ ს (L)+...+ხ VI). (3.169) 
ი-2 ი 

წარმოვიდგინოთ მოცემული განტოლება, როგორც ი პირველი რიგის დიფერენციალურ 
განტოლებათა სისტემა, ამისათვის შემოვიტანოთ აღნიშვნები: 

X, (L)=V(ჯ), 

X,(1)=#(C)-ხ,0CL), 

= - - წ X.(1)=(L) ჩ,VL) ხ.V(L), 

(ი-I) (ი-)) 
X (L)=# (ჯL)-ხ,ს ()-...-ხ _,VCI), 

რომელშიც მუდმივები ხ,(I=1,2,...,ი) რეკურსულად არიან დაკავშირებელი გადაცემითი 

ფუნქციის კოეფიციენტებთან: , , 
ი- ი- 

ხ,2ხ, „ ხ,=ხ, „5,8. ხ, ,-ა,- ) ხტ,., ხ,–- ),6ტ,. 

კოეფიციენტების ასეთი შერჩევით მივიღებთ: 
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რუიქი სისტემების მდბრადობა 

ავტომატ,ური მართვის თეორიის განვითარების საწყის სტადიებში სისტემების 

მდგრადი მუშაობა იყო პირველი და ჩვეულებრივად ერთადერთი მოთხოვნა. პირველი 
თეორიული ნამუშევრებიც სისტემის მდგრადობის გამოკვლევას შეეხებოდა. · 

როგორც ერთ-ერთი ცნობილი მეცნიერი აღნიშნავდა. ტერმინი ”მდგრაღობა” იმდენად 

გამომხატველია, რომ ის თვითონ” ლაპარაკობს თავს თავზე.ე მიუხედავდ ამისა, 

არამათემატიკური ხასიათის უზუსტობების გარდა ასეე ძალიან ხშირად გვხვდება 

ტერმინოლოგიური! და შინაარსობრივი უზუსტობებიც. 

ცხოვრებაში მდგრადობას უწოდებენ ნებისმიერ მოვლენას, რომელსაც უნარი შესწევს 
საკმაოდ ხანგრძლივად. და საკმარსი სიზუსტით შეინარჩუნოს თავისი არსებობის 

ფორმები, რომლის დაკარგვის შემდეგ ის თავისთავს აღარ შწარმოადგენ.- მეცნიერულ 
“ტერმინოლოგიაში მდგრადღს უწოდებენ არა მოვლენას, არამედ სისტემას, რომელშიც ხდება 

დაკვირვება,„ მიუხედავად იმისას რომ ეს ლოგიკურად არასწორია მდგრადია თუ არა 

ფიზიკური სხეულები – სფერო და კუბი? ამგვარ შეკითხვას, აზრი აქვს თუ ლაპარაკი 

ეხეა იმ მასალებს, რომლისგანაც გაკეთეულია სხეულები (მეტალური სფერო მდგრადია, 

კვამლის სფერო არამდგრადი). . მართვის თეორიას არ აინტერესებს მასალური მდგრადობის 

სა კითხები, –- მს _ აინტერესებს ამ სისტემის მდგრადობის მდგომარეობა და 

ფუნქციონირებ. ერთი და იგივე 1 სისტემაში ერთი მდგომარეობები და მოძრაობები 

შეიძღება იყოს მდგრადი, სხვა - არსმდგრადი. უფრო მეტიც. ყოს და იგივე მოძრაობა 

ერთი ცვლადის მიმართ შეიძლება იყოს მდგრადი, მეორე ცვლადის მიმართ არამდგრადი. 

ამაზე მიუთითებდა ჯერ კიდევ ა.მ. ლიაპუნოვი, რომლი ღვაწლი სისტემის მდგრადობის 

თეორიის განვითარებაში საკმაოდ დიდია. · 

4.1 წრფივი სისტემების მღბრალობა და მისი სახეები ა 

განვიხილოთ  არაწრფივიჯ- “არასტაციონალური M-ურ ი რიგს სისტემა, რომელიც 

აღიწერება შემდეგი დიფერენციალური განტოლებით: 

XCL)=I(X(C),0I(L),V), -თ<L<თ, . · 
თუ შესასყლელი სიგნალი V(C1)=0, მაშინ სისტემას '„წოდებ-5 თავ-სუფალს. იგი 

ხასიათდება შემდეგი დიფერენციალური განტოლებით: 

XC§)=I(XC),§). #2, 
ვინაიდნხნნ (4.2) განტოლებს ამონახნი ტცალსახდ გან.L,თ“: I ს წყსი X0ი 

მდგომარეობით, ამიტომ უმჯობესია ის ჩავწეროთ XC)=%(L,X0 +) სახ თ ე.ი. 

V. ა 
_94 _ |თ(.X,ზი)) =” (%-X ზია: , 
ძL 

(4.1) 

, რ(Lე, Xე.L0)=Xე. (4.3) 

ნებისმიეირით სისტემა შეიძლება – ჩაითვალოას თავისუფლად, თუ შემავლი იტცვლადი 

ფიქსირებულია. ფუნქციას %(CL,Xი,10) უწოდებენ სისტემის მდგომარეობის გარდამავალ 

ფუნქცია. ის არის განზოგადებული სახე (არაწრფივ შემთხვევაში0· წრფივი სისტემის 
მდგომარუჟობის გარდამკვალი მატრიცისა. 

მდგომარეობის გარდამავალი ფუნქცია %(%,X-,Lე) აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) თ(Lი;Xც.Lე)=Xი. 

2) თLL2,9(%,, Xე,%0#%)1=9(%2.Xე,Lც), L-=%,. 
3) 4X§; #0'(07 ფუნქცია უწყვეტი და დიფერენცირებადია ყველა არგუმენტების მიხედვით. 

4) 4(L;X0,%ი) ფუნქცია განსაზღვრულია ყველა 1, Xე, Lე მნიშვნელობებისათვის. 

შემოვიტანოთ კიდევ ერთი” ცნე ბა – ეს არის ცნება წონასწორული მდგომარეობისა. 

მოცემულია თავისუფალი სისტემის დიფერენციალური გა. რტოლება: 

XC)= IIXCL),LI. (4.4) 

მდგომარეობა X-ს უწოდებენ წონასწორულ. მდგომარეობას, თუ 

- 

61



I(X.,1)=0, (4.5) 

ან რა, ო, ივეა 

ყია «(L,X.,1ე)= X., ყველა 12Lი. (4.6) 

ი–ური რიგის სისტემის მდგრადობა შეიძლება განისაზღვროს წონასწორობის პირობით 

კოორდინატთა სათავეში. დავუშვათ რომ XI) არის შემდეგი დიფერენციალური 

განტოლების ამოხსნა | 

5(L)=I(XCC),ს(«),L1, XCLე)=Xე. (4.7) 
განვიხილოთ ნებისმიერი V(CL) გადახრა ამ ამონახსნიდან, რომელიც თვითონ იქნება 

სხვა ამონახსნი 

ა /(+ %-' (4.8) VL(L)=IIVCL),V(X),+), V(L-)=Vე. 
ავღნიშნოთ C(L) სხვაობა 

6(L)=V(L)-X(L), C(+ე)=60=Vე-Xე. (4.9) 

ამის გარდა, თუ C0=0, მაშინ ერთადერთობის პირობის თანახმად C(L)=0 ყველა 1- 

სათვის. 

თუ გავაღიფერენცირებთ (4.9)-ს და გავითვალისწინებთ (4.7) და (4.8), გვექნება 

6(L)=IX(L)+C(L),V(L),1-”IXCC),V(§),X1. (4.10) 

მატორი ლი ცვლადია ყ და პირველადი ამონახსნი , X მოცემულია, შეიძლება 

გა 3. ფუნქცია 

ხI6(+),L1=(IX(L)+6(1),V(L),+1-IIX(L),V(L),+1, (4.11) 

მაშასადამე, სისტემის მდგომარეობის დიფერენციალური განტოლების ცნობილი 

მნიშვნელობის გადახრა, როდესც შემავლი განსაზღვრულ. აღწერს თავისუფალ 

სისტემას I - 

6(L)=იL6(L),11, C(Lი)=წე. (4.12) 

და ამას გარდა, კოორდინატთა სათავე ' წარმოადგენს ამ სისტემის წონასწორულ 

მდგომარეობას 

ი(0,+)=IIXCL),V(L),§1-VIX(L),V(L),L1=0. (4.13) 
სისტემის მდგრადობა ზოგად შემთხვევაში დაყვანილია თავისუფალი სისტემის 

წონასწორული მდგომარეობის მდგრადობის შესწავლაზე. - 

ანალოგიურად შეიძლება შევისწავლოთ არათავისუფალი სისტემი“ მდგრადობა მოცემული 

შემავალი სიდიღისს დროს თუ დავიყვნთ მას თავისუფალ სისტემაზე გარკვეული 
გარდაქმნების საშუალებით. ამასთანავე, ნულოვნ ფუნქცის გადავიყვანთ მოცემული 

თავისუფალი სისტემს ამოხსნაში-ი გარდაქმსა დამოკიდებულია "LI დროზე მაშასადამე, 

თავისუფალი 1") ტემის 

6(1)=ხIC(),LI, 6(%0)=60 (4.14) 
მდგომარეობის გარადამავალი ფუნქცია არის %(L,Cი.Lი). ისეთი, რომ 

Cდ(L,60.10)=ხIC(L,60.%0),L) ღა C(1,60,+ი)1=60, 

მაშინ ყოველთვის 
(4.15) 

«(L,0,1:)=0. 
ახლა განვიხილოთ სისტემის მდგრადობის შემდეგი სახეები: 

მდგრადობა ლიაპუნივის > მიხედვით (მდგრაღრბა მცირეშია თავისუფალი „სისტემის 
წონასწორულ' მდგომარეობას უწოდებენ მდგრადს თუ ნებისმიერ ნამდვილი C>0-თვის 
არსებობს ნამდვილი რიცხვი ბ(C,L.)20, ისეთი რომ, როდესაც 

I60I 56, 

(4.16) 

სრულდება უტოლობა 
(%%,6) ·ზ)15C, ყველა 1=Lე, (ცხადია, რომ C>6). 
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სხვ სიტყვებთ რომ ვთქვათ თუ წონასწორული მდგომარეობს მდგრადია. მაშინ 

ამონახსნი შეიძლება ამოვარჩიოთ რაც შეიძლება მცირე ნორმის მიხეღვით, შესაბამისი 

საწყისი პირობების ამორჩევით I 60 <8. მე-13. ნახაზზე მოცემულია (ორგანზომილებიან 

შემთხვევაში) მდგრადობა ლიაპუნოვის მიხედვით. 

  

  

45; 
__ > 

/ | _§ L 

/ ,2% V 
|! I)" გ” „ „ა 

I ' “9 

ს 1 I/>7 / 
„ა 7 

ბა L 

ნახ.13. 

ასიმპტობური მღბრალობა 

მღგრადობა ლიღდში. წრფივ სისტემებში სისტემს რეაქცია ნულოვან; შესასელელზე 

ერთგვაროვანია. აქელან გამომდინარეობს რომ თუ სისტემის ნულოვან” მდგომარეობა 

X=0 ასიმპტოტურად მდგრადია, მაშინ ნებისმიერ Xც ნულოვან შესასვლელზე XCL,X-0,%0) 

არის შებღუდული და საბოლოო ჭამში - უახლოვდება ბ მდგომარეობას. “უფრო ზუსტად, 

ნებისმიერი საწყისი %0 მდგომარეობისათვის მოიძებნება დადებითი რიცხვი M, რომ 

IXCL,Xი,%011<M, როცა 1>წს (4.17) 

და ა 
| XCC,Xი.%ე)| 20, თუ L+თ. (4.18) 

M უნღა ამოირბეს პირობიდან M=(6/8)IX. I. ეს პირობა შეიძლება შემდეგნაირად 

განვსაზღვროთ: თუ წრფივი სისტემის მდგომარეობა ასიმპტოტურად მდგრადია. იგი 

ასიმპტოტურად მდგრადისსთს დიდში გამოთქმ ”დიღში? ნიშნავს რომ ასიმპტოტური” 

მდგრადობა სრულდება ყველა საწყიი მდგომარეობისათვის და არ არის შეზღუდული 
ნულოვან მდგომარეობასთან მიახლოებული მდგომარეობებით. საბოლოოდ შემოვიტანოთ 

შემდეგი განსაზღვრება. 

განსაზღვრება: წრფივი სისტემა XLCL)=#(L)X(CL) არს მდგრადი (ასიმპტოტურად 
მდგრადი) ლიაპუნოვის მიხედვით, თუ მისი საწყისი მდგომარეობა მდგრადია 

(ასიმპტოტურად მდგრადია) ლიაპუნოვის მიხედვით. 

თავისუფალი სისტემს წონასწორული მდგომარეობა 0 არის ასიმპტოტურად მდგრადი, 

თ: 
1) ის არის მდგრადი, 

2) ყველა მოძრაობ დაწყებული 0 მახლობლობაში .მ. ისწრაფის 0-საკენი როდესა, 
LX სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, წონასწორული მდგომარეონა 0 არს ას იმპტოტურაც 

მდგრადი, თუ ის არის მდგრადი და თუ არსებობს ნამდეილი · რიცხვი L(Lე)20, ა დ 

რომ ნებისმიერი M#ე>20-თვის მოიძებნება 1IVII,60,Lი), ისეთი, რომ ი” 
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16 ს5C(1ა)) შემ ხვევაში სრუღდებ. პირობა 

(9 %, 61 <§IM, ყველა 1>1 +1. 

ასიმპტოტური მდგრადობა ილუსტრირებულია 14 ნახაზზე 

  

ნახ.14. 

4.2 მღბრადი წრშივი სისტემის თვისებები 
  

თერორუვა 4.1 

· სისტემა. რომელიც აღიწერება დიფერენციალური განტოლებით 
· # 

X(L)=/#I/1 1X(ჯ1) = 
მდგრადია ლიაპუნოვის მიხედვით, მხოლოდ ? და მხოლოდ მაშინ, თუ მოიძებნება M 

მუდმივა, რომელიც შეიძლება ისე იყოს 1-ზე დამოკიდებული. რომ 

(4.19) 

  

IთCL,+ე)| 5M, ყველა 15Lე. (4.20) 

რავტკიჰეზა. 

(2.:9) სისტ,ემის რეაქცია ნულოვან შესასვლელზე ტთლია 

· წ, 

XCL,X-0,%0)=%(L,+ე)Xე. (4.21) 

მაშასადამე, "4 

IX(L,Xი,Lე)1<)6(L,%ე)| IX <MIXიI; (4.22) 
მაშის” 

IX +C-ე---=2IX(L,X.+ი)|5C,  1L>(ა. (4.21) 

სისტემა არის მდგრაღი ლიაპუნოვის მიხედვით განსაზღვრების თანახმად. 

მოვახღინოთ თეორემის დამტკიცებს უკუმიმართებიდან, დავუშვათ, რომ სისტემა არის 

მდგრაღი და ი არ არის თანაბრად შეზღუდული ფუნქცია 1>=1ე მომენტში. ამ შემთხვევაში 

შეიძლება მოიძებნოს ისეთი ერთი ელემენტი” მაინც მაგალითად რ“. რომელიც 1ათ 
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დრრს აღწევს რაღაც დიდ მნიშვნელობას “შევარჩიოთ საწყისი Xგ მნიშვნელობა 

ისეთნაირად. რომ M# კომპონენტის გარდა (რომელიც C-ის ტოლია) ყველა კომპონენტი 

იყოს ნულის ტოლი. მაშინ მდგომარეოზის ეექტორის 1 კომპონენტა ტოლია 

X,(L)=დ,,(L)§. 

ვინაიდან 4,7, 1თ მომენტისათვის აღწევს დიდ მნიშვნელობას, როგორი მცირეც არ 

უნდა იყოს 6, XLI) ჯო მომენტში არს რომელიღაც დიღი მნიშვნელობა. ამიტომ 

სისტემა იქნება არამდგრადი. ეს ეწინააღმდეგგბბა თეორემის მტკიცებას. მაშასადამე 
მდგრად სისტემას ფუნქცა ?ზ უნდა ჰქონდეს. თანაბრად შებლღუღული ყველა 1=>Lე 

მომენტში. 

შემდეგი თეორემა ახასიათებს ასიმპტოტურ მდგრადობას. 

თეორეეა 4.2 
წ 

წრფივი სისტემა %=ტ(0X(-) არის ასიმპტოტურად მღგრადი მაშინ ღა მხოლოდ 

მაშინ, როღესაც ს 

1. არსებობს ისეთი მუდმივა M. რომ |2C5ი)| <M, ყველა %=Lე. 

2. 11თ %C%)| 0, ყველა Lი. 

13თ + 
M»” 

ღდამტკიყება. ამ, ბა ხდება 4. თეორემისს მსგავსად. მკითხველმა. შეეცა: სიებისა ინლდ დამტკიცე: დე! + ეორე გავსად. კითხველ ეეც. 

დამოუკიდებლად მიიღოს შედეგი. 

4.3 სტაცსიონაური წრშივი სისბემების მდგრალობა 

ახლა განვიხილლოთ ის პირობები, რომლის დროსაც. წრფიგ სისტემეს გააჩნიათ 

მდგრადობის, ზემოთ ჩამოთვლილი სახეები. განვიხილოთ სისტემა 

XCC)=#X(). (4,04) 
სტ არი ი, განზომილებს მატრიცა. #-ს გააჩნია სხვადასხვდ მახასიათებელი 

რიცხვები “2, ზი და საკუთრივი ვექტორები 06,,6ე,...ხი. სისტემის რეაქცია 

ნებისმიერ საწყის გადახრაზე შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 
ი ჟე 

XC)=% ,6%,, (4.25) 
L=1 

სადაც Iს (1=1...ი) სკალარები განისაზღვრებიან საწყისი X(0) მდგომარეობიდან. 

არადიაგონალური /#/ მატრიცის შემთხვეაში ეს გამოსახულება შეიცავს, + აგრეთვე, 

წევრებს +M9XიCX,%). ცხადია, რომ ორივე შემთხვევაში მდგრადობა დამოკიდებულია Mყ 

მახასიათებელ რიცხვებზე. ამასთან გვაქვს შემდეგი რეზულტატი. 

თეორემა 4.5 
სტაციონალური სისტემა 

X(L)=#X(+) (4.26) 
არის მდგრადი ლიაპუნოვის მიხედვით მაშინ და მხოლოდ მაში§5, როდესაც: 

ს. # მატრიცის ყველა მახასიათებლ რიცხვს აქვს არადადებითი ნამდვილი 
ნაწილები. 

2. ნ ებისმიეერ ის) ვერადობს მახასიათებელ რიცხს წარმოსახვით რძზ,; ზუს, 
შეესაბამება # მატრიცის IC საკუთრივი ვექტორი. ე შემე მუტი 

ასიმპტოტური მღგრადობისათვის გამოვიყენოთ შემდეგი თეორეჰები. 
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თერყემა 4.4 

სტაციონალური სისტემა 

X(L)=#X(1) 
არის ასიმპტოტურად მდგრადი. მაშინ ღა მხოლოდ მაშინ, როდესაც # მატრიცის ყველა 

მახასიათებელ რიცხეს აქვს მკაცრად უარყოფითი ნაწილები. 

თეორემა 4.5 

სტაციონალური სისტემა 

X(L)1=#X(L) 
არის ექსპონენციალურად მდგრაღი, შინ და მსოლოდ მაშინ” როღესაცც ის არის 

ასიმპტოტ.,, ·> მდგრადი. ვინაიდან სისტემის ასიმპტოტურად მდგრადოზა განისაზღვრება 

# მატრიცის საშუალებით, მიზანშეწონილია გამოვისენოთ შემდეგი ტერმინოლოგია. 

ბანსაზღპრება.ა სტაციონალური ი” განზომილებს მატრიცა „არს ასიმპტოტურად. 

მდგრადი, თუ მის ყველა მახასიათებელ რიცხვს აქვს უარყოფითი ნამდვილი ნაწილები. 
გ) მატრიცის ნამდვილი რიცავები წარმოადგენენ »#»I-# მახასიათებელი განტოლების 

ფესვებს. ცნობილი რაუს-პურვიცის კრიტერიუმით გ მატრიცის მდგ: აღობა შეიძლება 

გამოვიკვლიოთ მახასითეზელი განტოლების კოეფიციენტების დახმარებით. 

სტაციონალური წრფივი სისტემების მდგრადობის სივრცე შეიძლება ' დაყ,კოთ მდგრად და 
არამდგრად მდგომარეობის ქვესივრცეებად. 

ბანსაზღჭრება. განივიზილოთ სისტემა X(L)=#XL(L). #-ს აქვს სხვადასხვა 

მახასიათებელი რიცხვები. განვსაზღვროთ ამ სისტემის მდგომარეობის მდგრადი 

ქვესივრცე. როგორც ნამღვილი წრფივი ქვესივრცე რომელსაც წარმოქმნის #/ მატრიცის 
საკუთრივი ვექტორები და რომლ, ებიც შეესაბამებიან მკაცრად უარყოფითი ნამღვილი 

ნაწილებს შ).ნე მახასიათებელ რიცხვებს. ხოლო არამდგრად ქვესივრცეებსს წარმოქმნის 
ის საკუთრივი ვექტორები რომლებიც შეესაბამებიან არაურყოფითი ნამდვილი ·_ ნაწილების 

მქონე მახას–ათებელ რიცხვებს. 

ამ განსაზღვრების თანახმად, ი განზომილებიასი ნამდვილი სივრცე ს არის 

მდგომარეობის მდგრადი და არამდგრადი ქვესივრცეების პირდაპირი ჯამი. 

4.4 სისტემის მიბრადობა შემაქალა და გამომავაღს ფორის 

თანაშარლობის თვალსაზრისით, 

ხმირ შემთხვევბში საჭიროა გავითვალისწინოთ არა სისტემის რეაქცი ნულოვან 
შესასვლელზე„ არამედ თანაფარდობები სისტემის შემავალსა და გამომავლ სიდიდეებს 

შორის ' 
განვიხილოთ სისტემა, რომელიც აღიწერება განტოლებით: 

XC)=ტ(§)X(:)+8C-)0CV), (4.27 
სადაც #(Lხ) და 8ცხ(ა)) ი:ი, ი»! განზომილების მატრიცებია, რომელთა ელემენტები 

მოცემულია, შებღუდულია და დროის მიხედვით უწყვეტი ფუნქციებია. შემავალი , C) 
სიგნალი წარმოადგეს »" განზომილებს ვექტორ-სვეტს  სიმარტივისათვის გამომომავალი 
შეიძლეს წარმო; მეა · როგორც მდგომარეობის ვექტორი »”. მდგრადობს ცნება 

შემღეგნაირად ფორმულირდება: 
ნებისმიერი შეზღუდული შემავალი იწვევ შეზღუდულ რეაქციას იმისათვის რომ 

გავარჩიოთ ახალი ცნებ წრფივი სისტემის მდგრადობის ცნებისაგან, შემოვიტანოთ 

ახალი ტერმინი ”შეზღუდული შემავალი – შეზღუდული რეაქცია”(შშ – 
(4.27) სისტემას, უწოდებენ მდგრადს ”შშ - შრ”, თუ ნებისმიერ Lი-თვის, ყველა 

საწყსი Xი მღგომარეობისათვისს და ყველა ს. „) შეზღუდული შესასვლელებისათვის 
ვექტორი XCLIX0,LCVVLე.თ)) არის შეზღუდული IL-,თ) - დროის მომენტში. 
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მდგრაღობა "ეშ - შრ” განისაზღვრება შემდეგი თეორემით. 

თეორემა 4,6 

განვიხილოთ (4.27) სისტემა X(L)=4(L)X(L)+8(L)V(L). 
სისტემა არის მდგრადი ”შშ - შრ”, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

1. არსებობს ისეთი რიცხვი M), რომ 

I9(L,L0)1«M,<თ ყველა %ე, L>=Lე. (4.28) 

2. არსებობს ისეთი რიცხვი Mვ, რომ 

14 

მლ ' (4.29) 
I I9(L,L)8(L 1. <M «თ, ყველა ზ.,ხ-ზ. 

% 

სადღაც ! ინდექსით ინტეგრალქვეშა გამოსახულებაში ნიშნავს იმას. რომ უნღა ავიღოთ 

ნორმა 6, 

ი 

IMI-ა. | XI 
1=1 

დამტკიყება, 

(4.27) განტოლების ამონახსნი ტოლია 

L 

XIX, :V , . კე)=9(0, წეIXი+ | |6C,6)8()ცC")|%" (4.30) 

L>) 

(4.30) განტოლება გადავწეროთ შემდეგ სახეში 

IXCC) I <| 2C,%ი) IXიI+ |6(,+80)| IC)" ძL. (4.31) 
15 

ვინაიდან ს, +, თ შეზღუდულია, რომელიღაც M 3 მუდმივასათვის, შეგვიძლია 

ჩავწეროთ | 0C§) | <Mკ“თ, ყველა 1321. თუ გავითვალისწინებთ თეორემის პირობებს” და 

(4.31)-ს მივიღებთ 
L 

IXCCII,IX)1+M.| 6,680 9L, 
1 

(I) 

IXCL)I <M,IX.I+M,M_, ყველა 1>%. 

ამრიგად, თეორემის პირობები 

| CL )1<M,<თ=, ყველა 1>%,, 
ჯL 

I (66, ბ8C| ძL<M <თ, C-%ე 
1 

% 

67



ნიშნავს სისტემის მდგრადობას "შშ-შრ”. 
ააა თვათი რომ (4.30) განტოლებაში V=0. დია, X რომ იყოს შებღუდული ყველა 

L-თვის და ყველა შესაძლო Xე-თვის, უნდა სრულდებოდეს თეორემის შემდეგი პირობა 

19(L,+0 <M,<თ, ყველა ი, L>%ე. (4.32) 

წინააღმდეგ შემთხვევაში შეიძლება მოიძებნოს ისეთი X0 მნიშვნელობა, რომ 

XCL.Xი.Lი, 0) გახდება ნებისმიერად დიდი. ამრიგად, “უკ-შრ" მდგრადობიდან 

4.28) გამომდინარეობს (4.3)) პირობის შესრულება. იმისათვის, რომ შემოწმდეს ( 

პირობა, ტანვიხილოთ შემთხვევა Xკ=0, მაშინ პირველი მდგენელი (4.31) განტოლებაში 

ი» 

გახდება ნულის ტოლი ამოვირჩოთ ნორმა | X | ”. IX, | · მაშინ #/ მატრიცის 

შესახამისი ნორმა ტოლია 
ი 

I#I 5%> (1 | ზე) I 8 

! 

დაშვების მიხედვით 8(L) არს შეზღუდული ყველა % -თვი. (4.28) ტოლობა 

გვიჩვენებს. რომ 4(%, L ) არის შეზღუდული ყველა L>L. ამიტომ ერთადერთი 
შესაძლებლობა (4.29) პირობს დარღვევისა მდგომარეობს” იმაში როზ როც 1–-თ, 

ინტეგრალი ხდება ნებისმიერად დიდი. საწინააღმდეგოს დასამტკიცებლად ღავუშვათ, რომ 

ეს მაშინ, როცა ნებისმიერი M რიცხვისათვის, როგორი დიდიც არ უნდა იყოს ის, 

მოიძებნება ისეთი 1 (დამოკიდე-ბული M-ზე), რომ 
I 

I |იიო8C)|, ძა>M. (4.33) 

1ი 
'შვათ, 

შემუ «(I,1)8(L)=VL(I,L). 

    

მაში, წინა პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი M-თვის მოიძებნება ისეთი 
+, რომ 

I 
8 ' ' 

| თა» ა #კ(იL) | ძა>M (4.34) 
( 05! 2 

L2.) 
აქედან გამომდინარეობს, რომ V-ს ერთ–ერთი კომპონენტა მაინც, მაგალითად CV), 

1-6თ მომენტში 
I 

| IIკთო| «' 
L 

ი 

ხდება ნებისმიეირდ დიღი ეს პირობა ცხადია. წინააღმრეგ შემთხვევაში ჩვენ 

გვექნებოდა 
I 

5სნ I 

ათ 
L 

იკი) ძL <M«თ „ ყველა M,ზ–თვის 

    
0 

რომელიღაც M-თვის, ვინაიდან V აქვს მხოლოდ ი კომპონენტი: რაც ეწინააღმდეგება 

(4.ვვ). ამიტომ (4.33)–დან გამომდინარეობს, რომ V)-ს ერთ–ერთი კომპონენტის 

ნებისმიერი MX დიდი მნიშვნელობისათვის მოიძებნება ისეთი +, რომ 

I სარა 

10 

ძL>V. 
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ამოვირჩიოთ შემდეგი შეზღუდული შემავალი სიგნალი ს,,(%)=0, ყველა ზ და ყველა 

თ) და ს(L)=5ყწიV,,(1 ,%). 
(4.30) გამოსახულებიდან ადვილად გამოდის, რომ 

(| 

Mობე-| წლით 
L 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ მეთოდი შეზღუდული შემავალი სიგნალის 

კონსტრუირებისათვის,„ რომელიცკ იწვეს გამომავლ სიგნალს, და მისი ნორმა მეტია 
წინასწარ მოცემულ რიცხვზე. სხვა სიტყვებით რომ ვოქვათ, "ფ-შფრ არის არამდგრადი. 

ეს ეწინააღმდეგება საწყის დაშვებას რომ (4,30) განტოლებს შეორე შესაკრები 

ხდება ნებისმიერად დიდი. მაშასადამე, "უშ-შრ" მდგრადობიდან გამომდინარეობს 

უტოლობა 4.29). 

მაბალითი 4. 1. 

სანამ განვიხილავდეთ მაგალითს, შევჩერდეთ რამდენიმე ფაქტზე რომელიც საჭიროა 

ამოხსნისათვის. 

IXC)I > 
  

ბელმან- ბრენვილის ლემა 

დავუშვათ. რომ V(L) ღა CL) ღროის ნამდვილი ფუნქციებია, CთL)>0. C- არის 

ნამდვილი მუდმივა. თუ 

L 

VC)<C+I XC)VC)95, (4.35) 

0 

მაშინ 

L 

V(L)<C6X8 |ირძა, - (4.36) 

0 

დამტკიცება. 

შემოვიტანოთ ორი ფუნქცია XLCL) და 2(L) ისეთები, რომ 

L 

X( ა5ი/XC )”(+X)ძI, (4.37) 

0 

ტ 
"V(L)=X(L)-2(ჯ). (4.38) 

(6 ნიშნავს "განსაზღვრის თანახმად.) 

თუ (3.39 უტოლობა სრულდება, მაშინ 2(%)>0. უფრო მეტიც, XCL) არის უწყვეტი. 

გავადიფერენციროთ XL1) და გამოვიყენოთ (4.38), გვექნება 

XCL) = CXL)X(L) – CV(L)2(L). (4.39) 
მოვახდინოთ (4.39) ინტეგრირება 

L L L ჯ 

XLCL)=XC0)6Xს6 I CXX)ძX | –CX6 |ალიძი |2 რიო) -|«იიძ. ძ». (4.40) 

0 0 0 0 

ვინაიდან 2(L)=0 და თXCL)=0 , მაშინ 
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L 

XLL)=XL0)6Xი =- (4.41) 
! 
წე 

როგორც ვიცით, X(0)=C. მაშინ 2(L)=0 და (4.33) განტოლებიდან ვიპოვოთ 

L 

V(C1) – X(1) – X(L) < XLCL) = C 6Xჩ I თ(X)0%, |. 

M 9 · 

ლემა დამტკიცებულია. 
თუ განვიხილავთ სისტემას რომელიც მოცემულია (15) ნახაზზე მის შესაბამის 

განტოლებებს ექნებათ სახე 
L 

წ(0)C-6ე(L| 8(L-<)ს(<)ძ5%, 

0 

ს(L)=” (%(%),%1, 

V(L)=LC(L)-V(ჯ). (4,42) 

L 

CI წია L 90 1-- 
  

  

ნახ.15. 

თეორემა 4.97 

განვიხილოთ 15 ნახაზზე მოცემული სისტემა. დავუშვათ, რომ 

_ წოფივი ელემენტისათვის” საწყისი პირობები შერჩეულია ისე), რომ კმაყო“ფილდება 
შემღეგი უტოლობები: 

ფი) ულო, |6(+)|<0,6 '', (4.43) 
სადაც 6ს.-ეღა M« მუდმივებსა- 

2. არაწრფივ“ ელემენტისათვის არსებობს ისეთი L კონსტანტა, რომ 

LV(L) | <L | C(1) | (4.44) 
ნებისმიერი L-თვის. 

3. შემავალი სიგნალისათვის არსებობს ისეთი კონსტანტა C,, რომ 

I-C) |<C,6 (4.45) 

ყველა 1-თვის- 
თუ შესრულებულია უტოლობა 

თ>M0., (4.46) 

მაშინ C(1)--X0, როცა L-პთ, უფრო მეტიც, 01) რეაქცია შებღუდულია 

|(L) | <(Cე+ლ,)C 12% MC)%, (4.47) 
თეორემის  დამტკიცებისასთვის გამოვიყენოთ (4.41) გამოსახულებაში (4.43-4.45) 

განტოლებები. მივიღებთ 
ჯ 

|C(L)| 5(C,+Cე)ს  '+LC,C «| |6C(+)|C"' ყა, 

0 

ან 
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ჯ 

| 6(§) | 6 '+(0,+Cე)+X0, | 6(<) | ““ძ<, 

0 

თუ გამოვიყენებთ ბელმან-გრენვილის ლემას მივიღებთ (4.47). განხილული თეორემა 

განსაზღვრავს სუსტ საზღვარს სისტემის მდგრადობის შესამოწმე–ბლაღ. 

ახლა განვიხილოთ სისტემა, რომელიც აღიწერება მატიეს განტოლებით 

C (L)+26(L)+(C–3-ძ0054(#L)C(L) = 0. 
თუ გავითვალისწინებთ ნახაზზე მოცემულ აღნიშენებს, მივიღებთ 

I(CL)=0, ს(L)=M(L)6(L), 
1 

ლ(ი)=-“–- M#(L)=ძC05VაML. 

(0+1) +C-4 
CL(6)-დან გადავიდეთ იმპულსურ გარდამავალ ფუნქციაზე 

–-L 

თ((I)=---“  .5IიV C-რ L. 
V C-4 

მასაშადამე, შესაძლებელია ჩავწეროთ 

) ს ა1-V6-4X 

2V C-4 
, C<4, 

| დ(L) | < 

6, C>24   
V C-4 

გარდამავალი ფუნქცის საზღვრებს (საწყისი პირობებიდან გამომდინარე) უნდა 

ჰქონდეს იგივე მაჩვენებლები. თეორემიდან გამომდინარე, აღნიშვნებს აქვთ სახე 

= !.. თ=1-V 4-C , თუ C<4. 

  

"27 2-6“ 
Cა= ; 0=1 თუ C24. 

V C-4 

საკმარისი პირობები იმისათვის, რომ 11-00ი8(L)=0, მდგომარეობს შემდეგში: 
თ 

2(0V 4-6 –-ძ+0C), C<4, 
ძ<. 

V C-4 C24 . 

მაგალითი 4.2 

განვიხილოთ განტოლება 

X (L)+0(L)X(L)=0 (4.48) 
გამოვიყენოთ ჩასმა 

L 

2(%L)=X(L)CXი(-–0.5) | 3(5)ძ5. (4.49) 

0 

მაშინ (4.48) -ზე დავა უფრო ზოგადი განტოლება 

> (L)+8(L)2(L)+ხ(L)2(+)=0. (4.50) 

ჩავწეროთ (4.48) განტოლებათა სისტემის სახით 

X=V, წ7=-L(L)X, (4.51) 
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M()=| 9 ', 4 -ტ(L) = 
-MXV 0| 

მ. რ X(1) მატრიცას აქვს სახ, 

ფუნდამენტაღუო თ(ჯ) V(L), დთ(0)=1, VLC0)=0 , 
XL(L)= (4.52) 

  

#CL) VCL)  #(0)=0, #(0)=1. 
თუ გამოვიყენებთ ფლოკეს განტოლებას 

ძCL X(Vა)- 1) =0, (4.53) 

სადაც ” არის XLII) მატრიცის საკუთრივი მნიშვნელობები. (4.53) განტოლებიდან 

ვიეტასს ფორმულებისა ჯა ოსტროგრადსკი-ლიუვილს თეორემის გამოყენებით გამომდინარე- 
ბს 

ი ი 

), ჩეთმიXVI)= V X„(ი), (4.54) 
1=! II 

ი თ 

II ნკ-ძისX(V)-ლჯი | წობ(ნ)ძ: (4.55) 

)=1 0 

ამ შემთხვევაშ თუ გავითვალისწინებთ (4.53), მივიღებთ 

ნ”-გი+ძ06LX()=0. 
(4.52), (4.53), (4.54) გათვალისწინებით 

ძCLX(IV)=1, 8=თ(ი)+V(Lს), ი, ,=0.5(5+467-4) 

სიდიდეს მ=დთ(L)+V(ს#) უწოდებენ ლიაპუნოვის მუდმივას და განსაზღვრაეს (4.48) 

განტოლების მდგრადობას. შესაძლოა სამი შემთხვევა 

|8|>2 ,მშშინ წ, და "გ ნამდვილია. Iს, I>1 და | ნ; | <1; სისტემა არის 

არამდგრადი. 

2. |8|<2, ს., L» კომპლექსურ-–შეუღლებულია. | L, | = | –; | =1; სისტემა არის მდგრადი. 

3. |2|=2, ამ შემთხვევაში #,=ჩე.ეს არი” კრიტიკული შემთხვევა და საჭიროებს 

დამატებით კვლევებს. 
მაშასადამე, თუ 

| ი(00)+M(V2) | <2 
მაშინ (4.48) სისტემა არის მდგრადი. ' 

ახლა განვიხილოთ მატიეს განტოლების სხვა სახე 

X (+I-+CC05ს0L )X=0. 
C=0 შემთხვევაში განტოლებას აქვს სახე · 

.. '7 
X +V X=0. 

მისი ამოხსნა იქნება 

#(L)=C05VL, V(L)=1/ 51 იVML. 

მაშასადამე მ2=2C052VL». ნათელია, რომ I8 1<2, თუ (9M#0.5,1,1.5,2... წერტილები 
#9=0.5,1,1.5,2.. შეიძლება განვიხილოთ როგორკცკ მდგრადობის უბნების საზღვარები. 

ესაც §C70, მდგრადობის საზღვარი აიგება რიცხვობრივად (ნახაზი 16.). 
პარამეტრების იმ მნიშვნელობებს დროს, რომელი–კც6 მოცემულია დაშტრიხუოლღდ უბნებში. 
სისტემა არის არამდგრადი, არადაშტრიხულში – მდგრადი. 
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5. წოჟივი სისტემების ლაკეერპებადობა და მაითვადობა 

ახლა განვიხილოთ წოფივი სისტემების თორი  ფუსდამესტალური ცნება. ესენია 
დაკვირვებადოა» და მართვადობა. რომელიც შემოიტანს რ,კალმანეა. დაკვირვებადობის 
დღა მართვადობის ცნებ დამყარებულის შემღეგ ორ საკითხზე რომელთაც აქვთ ცხადი 

ფიზიკური შინაარსი: , 

1.როგორი · პირობების დროს შ სეიძლება აღ; ვადგინოთ დინაში, კური სისტ, ემის 

მდგომარეობის >» ვექტორის მოქმედება დროის სასრულო ინტერვალში. თუ ვიცით გაზომეის 

2 ვექტორის მოქმედება იმავე დროის ინტერვალში. 

?.როგორი პირობებს დროს შეიძლება გადავიყვანოთ დინამიკური სისტემა მოცემული 

საწყისი მდგომარეობიდანნდ სასრულო მდგომარეოზაში უბან-უბან უწყვეტი მართვის L8| 

ფუნქციის გამოყენებით. 
სანმ გადავიდოდეთ საკითხის ვრცელ განხილვაზე. რამდენიმე უბრალო სქემის 

საშუალებით მოვახდინოთ დაკვირვებადობის და მართვადობის თვისობრივი ილუსტრაცია. 

განვიხილოთ დიხამიკური 5. სისტემა, X მღგომარეობით, მართვის სხ ვექტორის და 

გაზომვის 2 ვექტორით. ' 

პირველად დავუშვათ რომ სისტემს სტრუქტურულ სქემას აქვს (17) ნახაზზე 

მოცემული სახე. 

  

  
  

      

  

  

    

  

        
    

  

  

  

  

    

            

  

§ . 
>! 

>: 
(Iს (94959 1%XI 

” 

ნახ.17 

(არადაკვირვებადი მართვადი სისტემის სქემა) 

ა V, 
“, 

წ. §, :.: 
“““რ“ 

===> §-L 
1<%</ 

10 
რ :.: –>X%, 

ნახ.18 

დაკვირვებადი არამართვადი სისტემის სქემა 

V-არს ვექტორი, რომლი” მდგენელეხი X(X,...X,) ვექტორს პირველი 
კომპონენტი. ან მისი ნაწილი, სტრუქტურებიდან არ შეიძლება ნისაზ ს – განისა' ღვრო! 
XI.) %ი, თუ ვიცთ 2, ვინაიდა5 ეს ცვლადები არ ახდენენ ზეგავლენას XI...X· 

მდგენელებბე და არ შედიან 2-ში. მაშასადამე, სისტემა არის დამე, ტემ” ა არადაკვირვებადი. მეორეს მხრი, თუ ს მოქმედებს. X ყველა ელემენტზე სისტემ. არის მართვადი. 
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ანალოგიურად, ნახ. 18-ზეი მოცემული სისტემად არის დაკვირვებდი და არამართვადი. 

ვინაიდან ს ოქმედებს მხოლოდ XX ცვლადებზე. 

ცხადია, რომ სისტემები შეიძლება დავყოთ ოოხ კტეტ“რიად: ღაკვირვებადი 

მართვადი, დაკვირვებადი არამართვადი, არადაკვირვებადი მართეადი და 

არადაკვირვებადი არამართვადი. 

5. 1 უწყვეტი წრშივი სისტემების დაკვირვებაღდობა 

განვიხილოთ უწყვეტი წრფივი სისტემა 

X(L)=წ(L)X(L)+C(L)LI(L), (5.1) 

2(L)=II(L)X(L), ყველა L>%0. (5.2) 
X-,ი განზომილების მდგომარეობის ვექტორია, 

ყ–-» განზომილების მართვის ვექტორია, 

ნ (L)-არის იXი განზომილების მატრიცა, 

C(L) არის იXI განზომილების მატრიცა, 

II(L) არის იXი განზომილების მატრიცა. 

ნაგულისხმები, , რომ სLV(CLს) არის დღროის უწყვეტი ფუნქცია ყველა %=%0, XLL)– 

ცნობის. მოთხოვნაა, რომ განისაზღვროს XC), თუ ვიცით 2!) დროის სასრულო 

10,L,I ინტერვალში. ყველა %>1%ე, მაშინ 

X(§)=I ML)2(L) 
დღა საკითი დღაკვირვებადობაზე  წყღებ  ტრივიალურად ეს საკითხით აგრეთვე 

მარტივად წყდება, თუ მატრიცა LLL)-ს აქეს იXი განზომილება და არასინგულარულია. 

ცხადია. თუ მატრიცა II(L)აქვს განზომილება იXჯი და არასინგულარულია მხოლოდ 1=Lე 

ერთი მნიშვნელობისათვის, ვთქვათ Lც. მაშინ ადვილად დავრწმუნღებით, რომ 

X(L,)=L (LV)7(L). 
როგორც ცნობილია, 

L 

X(L)=CთXL,L6)X(§)+I (§,X)C(+)VIC«)ძ+. (5.3) 

1 

L=1> მნიშენელობისათვის 

1 

I CL)7(LV)=რ(L,,10)X(L0)+ I რ(L„,>)C(+)V(<)ძ<. 

10 
საიდანაც გამოდის, რომ 

LV 

X(Cე)=0 ML, L0)III VC6)2CL)- | C(LV,<)C( )V(X )ძ+)= 
10 

L; 

=06.სდ)68 LV)2(ნგ)- | XLV,>)Cრ)ს(ი)ძ<. (5.4 

1 
თუ შევიტანთ XLL-) მნიშვნობას (5.3) განტოლებაში, მაშინ შეიძლება 

განისაზღვროს X(L) ყველა ზ=10, ვინაიდან VI) ცნობილია L>+%ე. 

მაგრამ თუ »Xი „განზომილები” ILI(ჯ) მატრიცა სინგულარ L>=Lი ნ ულია ყველა , ას თუ LI(L) აქვს განზომილება IიXი, როდესც =#%ი, მაში5 სრულებითაც არ არის ნათელი. 
როგორ განვსაზღვროთ X(L) 2(L)-დან, Lე<L5L) LI საწყისი მნიშვნელობისას. ა-ი ეს 
საკითხია, რომელიც უნდა იყო გამოკვლეული. შეენიშნ რომ (5.3) . ეენიშნოთ, · ან ბის 
თანახმად მდგომარეობა X(L) ცნობილია ყველა 1LCLე, თუ: საწყისი შათარავთ L) 
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შეიძლება განისაზღვროს გაზოშვებიდან. გვაქს რა ეს მხედველობაში, შემოვიტანოთ 
დაკვირვებადობის შემდეგი განსაზღვრება: 

უწყვეტ წრფივ სისტემას 

XLCL)=6 (L)X+C(L)V(ჯ) (5.5) 
27(L)=+I(L)1XLCL) (5.6) 

უწოდებენ დაკვირვებადს, თუ X(CL) "შეიძლება განისაზღეროს 2 L1-ღან, რაღაც 

განსაზღვრული სასრული ბზე-ის დროს, 1ბ1ე<151. თუ ეს სამართლიანისას ნებისმიერი Lე, 

მაშინ სისტემას უწოდებენ მთლიანად დაკვირვებადს. სისტემის მთლიანად 

დაკვირვებადობის არსებობის აუცილებელი და საკმარსი პირობა მოცემულია შემდეგ 

თეორემაში. 

თეორემა 5. 1 

უწყვეტი წრფივი სისტემა (5.5), (5.6) არის მთლიანად დაკვირვებადი მაშინ და 
მაშინ. როცა სიმეტრიული იMXი განზომილებიანი მატრიცა 

L 

M,(L, 5, | #'(§,Lი)II(§)I(L)0 (§,+-2ძL (5.7) 

10 
არის დადებითად განსაზღვრული რაღაც სასრული L12L0. _ 

დამტკიცება, ვინაიდან იგულისხმება, რომ VCL) ცნობილია ყველა 1=%ხ, ადვილი 

განსასაზღვრია VCL) მოქმედება XL(L)-ზე: 

დხ 

965 05)სო)ძ§. 

10 
მაშასადამე, საკმარისია გან, სისტემა დაძე, ხაკ გახვ ტე! 

X=”CL)X(§), (5.8) 

2(1)=LI(L)X(L), სადაც L>L0. (5.9) 

კიჟველად დავამტკიცოთ საკმარისობა. (5.8) განტოლების ამონახსნი 

X(L)=0XL,L)X(Lა) შევიტანოთ (5.9) განტოლებაში. მივიღებთ 

2(L)=LI(L)დ(L,L6)X(Lა). (5.10) 

გავამრავლოთ ეს განტოლება მარცხნიდან დ(L, L.)III(L) და მოვახდინოთ 

ინტეგრირება 10-დან V)-მდე ზღვრებში, მივიღებთ 

შ L2) 

( 6 C,5ი)M (CCIIMC)რCL,§)9L)X(§ი)= | #VXL+V)I(C)2X(L. (5.11) 
19 1ი 

თუ ავღნიშნავთ : 
1 

M.(ნ, ზე) | 66. %)LIICVII 060, C)ძL, 

1 
მაშინ (5.11)-ღან გამომდინარეობს, რომ 

L 
- ' ' 

X(Cე)=M; (5,5) | 6 (C,%)#I(CIMICC)7(ეძ (5.12) 
1 

და სისტემს. ცხადი, იქნებ მთლიანდ დაკვირვებადი, 
რომ. თუ მატრსცა Mა(ნე,+)) 

დადებითად განსაზღვრულია 'შელიღაც სასრულ 1,>'ე“ზე. 
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აუცილებლობის“ დასამტკიცებლად  დავუშვთ, რომ სისტემა არის მთლიანად 
ღაკვირვებადი- მაგრამ მატრიცა M,(1ე. ცე) არ არის დადებითად განსაზღვრული, ე.ი. 

რომელიღაც X(10)#0 

X '(Lე)M,(Lე,V,)X(Lე)=0. 

(შემთხვევა X (Lი)M,(Lი, L,)XIXი0ეე-ი არ განიხილება, M.LLი, ს) მატრიცის განსაზ 

ღვრების თანახმად). 

(5.11) თანახმად ეს ნიშნავს, რომ 

1, 

XML) LI(CI2(-)ძ-0. 

%2 
თუ შევიტანთ ამ გამოსახულებას (5.10), მივიღებთ 

1 

|2'7(იძ§=ი, 
% 

საიდანაც XL1)=0, 1ა<154%1, 

მაშასადამე. არსებობს  ნულისაგჩ განსსვავებული XCL), რომლს განსაზღვრაც 

შეუძლებელია, თუ ვიცით 2(:), 1Lი5<L5L,, რომელიც ეწინააღმდეგება დაშვებას სისტემის 

დაკვირვებადობის შესახებ. თეორემა დამტკიცებულია. 

აღნიშნული თეორემის _ გამოყენება პრაქტიკულად ძნელია, ამიტომ სტაციონარული 
სისტემებისათვის მიღებულია შემდეგი შედეგი. 

შედები. 

სტაციონარული უწყვეტი წრფივი სისტემა X(CL)=”XLCL), 7(L)=LIXLCL), სადაც L=Lი, 

არის მთლიანად დაკვირვებადი მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ იXიი განზომილების 

მატრიცას 

"I. 'ო-1. 
MნI..LCL) #8 

აქვს რანგი ი. 

დამტკიცება ხდება შემდეგნაირად. დავუშვათ,, რომ სისტემა X(L)=#X(L)+8X(L), 

V(L)=CXCჯ), 
ნ=გ, L=C, V(L)=2(1) 

არს მთლიანად დაკვირვებაღი მაშინ თეორემიდანნ გამოდის, რომ L,-თვის არსებობს 

ისეთი მომენტი 10, რომლისთვისაც ტოლობიდან 

ცერს '0M-=0, Lე5:<L, (5.13) 

ე4(L-%ი) 
მივიღებთ Xა=0. წარმოვადგინოთ 6XI ტეილორის მწ, კრივად. მივიღებთ 

#(L-Lე9) 
C6. 9 '=0 ექვივალენტურია ტოლობის 

(C+C#(C-ხე)+C#“(L-Lე) /2!+C# XL-Lე)მ?/3I+...1+Xე=0, 0 0 0 0 

Lე515ყ.. (5.14) 

თუ 0 დაკვირვებადობის მატრიცას არა აქვს სრელი რანგი, მაშინ არსებობს ისეთი 
, -1 

არანულოვანი X0, რომ CXე=0, C#Xე=0,..., Cტ#" X-=0. თო გამოვიყენებთ კელი-ჰამილ– 
დ, ტონის "თეორემას, ადვილი სანახავია რომ C# Xე=0, 6=<ი, ე.ი. თუ C-ს არა აქვს სრუ- 

ლი რანგი არსებობს ისეთით არანულოვაი X-, რომლისთვისაც სამართლიანია (5.14). 
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ცხადია, რომ Xი-ე20 და სისტემა არ არის მთლიანად დაკვირვებადი. რაც ეწინა..ღმდეგება 

ჩვენს დაშვებას. აქედან გამოდის, რომ ლ0 მატრიცას აქვს მთლიანი რანგი. ეს შედეგი 
იწვევს შემღევ): 

V(C)=C0MI 0. =0, Lი5L5%. 
V(C%)-ს მრა დიფერენცირება ძლევს 

ვალვერადი VI§-)=C =CXე=0, 

V(+ე)=C4Xე=0, 

V (L-)=C#“Xე=0, 

„ოი- 1) (ი–1). (+ე)=C# 9“ MXე=0 

ან CXე=0 

ვინაიდან C-ს აქვს მთლიანი რანგი. ვღებულობთ. რომ Xეც=0. აქედა” ვასკვნით, რომ 

თეორემის თანახმად, სისტემა არის მთლიანად დაკეირვებადი. თეორემა დამტკიცებულია. 

5. 2 უწყვეტი წრშივი სისტემის მართქალობა 

განვიხილოთ უწყვეტი წრფივი სისტემა 

XC(L)=ნ (L)XCL)+C(L)VL(L), 1L>ჯი. (5.15) 

' საწყსი მდგომარეობა XL) ცნობილია მაგრამ მართვა VLX%) ვერ არ არის 

განსაზღვრული. აქ უნდა იყოს გამოკვლეული (5.15) სისტემა XLCLი) მნიშვნელობიდან 

სასრულო XLCL,)=X" მნიშვნელობამდე, სადაც; 1; შეზღუდულია. ახალი კოორდინატების 

შემოტანისას V(L)=X(L)–X1 ამოცანა ჩამოყალიბდება, როგორც 

კოორდინატთა სათავეში სასრულო დროში. 

შემოვიტანოთ შემდეგი განსაზღვრება: უწყვეტ წრდვ , სისტემს ეწოდება მართვადი 

ზა მომენტში თუ არსების უბან-უბან წრფივ XLLე)ზე დამო–კიდებული მართვის 

ფუნქცია VXL) განსაზღვრული “დროის 1ე<1<1, ინტერვალში, ამასთან X(L,)=0. თუ ეს 

სამართლიანს ყველა X(L0)-თვის ნებისმიეირთ ზე-ის დროს, მაშინ სისტემას 

გადასვლა XL(CLა) 

უწოდებენ 
მთლიანად მართვად სისტემას. 

სისტემს მართვადობის .არსებობს აუცილებელი და სა კმარსი პირობა მოცემულია 
შემდეგი თეორემის სახით: 

თეორემა 5.2 

უწყვეტი წრფივი სისტემა 

X(L)=L (L)X(L)+C(ჯ)LV(1) (5.16) 
არს მთლიანად მართვადი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როღეაც 2იXი განზომილების 

სიმეტრიული მატრიცა : 
1 

#6, 5)= | რ(%,60C000L 0 

1 

არის დღაღებითად განსაზღვრული რომელიღაც 2 მომენტში. 

(5.17) 
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დამტკიცება 

საკმარისობა. წინა პარაგრაფის (5.3) განტოლებიდან L=L, გვექნება 

" 

XC6,)=X(ნე)XL,ზეჰ# | %§,+)CM%)ც(რ)ძ>, (5.18) 
10 

დავუშვათ, 

ყ(ო)=-C(<)6 (Lი,X)V, Lა,წ,)X(Lე),ე5X5L,. (5.19) 

მაშინ,თუ შევიტანთ 5.18) განტოლებას (5.19) განტოლებაში, მივიღებთ 

1 

XC )-0(ნ,ნი)X(ნე)-. |6C,5)C)C 60 Cე)ძ+ I 

10 

"V- (Lე, L,)X(Lი). (5.20) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 
CდCL,,)=რთ(,,L0)Cდ(Lი,») 

ყველა ი. მაშასადამე, ინტეგრალი (5.20) განტოლებაში მიიღებს სახეს 

ჯ, 

დ(L,L-) 96 5)C5)C5)0 C,X)ძ%-0C,,%ა)V,+), 

10 
საიდანაც გამოდის 

X(L,)=0(L,.Lე1X(L0)-რ(L,,L0)VIC(Lი,5,)V. (L6,C)X(Lი), 
რომელსაც მივყევართ X(L,))=0. მაშასადამე, სისტემა არის მთლიანად მართვადი, თუ 

Vა(L0,L) მატრიცა არის დადებითად განსაზღვრული რომელიღაც სასრულო 1;2%ი. 
აუცილებლობა 

ახლა დავუშვათ, რომ სისტემა არის მართვადი მაგრამ რომელიღაც XLCL-0)#0 

სამართლიანია თანაფარდობა 

X'(L0)V.(L-,-,)X(Lე)=0. (5.21) 

აღვნიშნოთ ' 

ს (L)=-C (L)C (1ე,V)X(Lი), ყველა ზე<15%,. (5.22) 

მაშინ . 
» " ' ' ' 

ს (L)=–C (L)0 (Lი,L)X(L6)C(1)C (L)C (Lა.C)X(Lი) 

ბოლო გამოსახულების ინტეგრირება სდღება Lე -ღან % -მდე ზღვრებში და თუ 

გამოვიყენებთ VI-(%ი.%)) განსაზღვრებას და (5.21) განტოლებას, მივიღებთ 

(2 . 1, 

IV ას'0«=XCV) | ნაა (ან ვაი) X(Lე)= 

16 % 

79



=X (Lე) (%ე.C,)X(L0)=0 (5.2) 

მატრიცები CI) და დია») (5.22) განტოლებაში არიან დროის უწყვეტი ფუნქციები 

და. მაშასადამე. მართვა V (ა) არის უწყვეტი ამიტომ (5.23) დან გამომდინარე– 

ობს. რომ LI (L)=0 ყველა 1 –- თვის, ინტერვალში 1ე=%L=<1,. 

ვინაიდან სისტემაა არის მთლიანად მართვადი. უნდა არსებობდეს მართვა VLL), 

რომლისთვისაც XL )=0. ამ შემთხვევაში განტოლება (5.18) იღებს სახეს 

1, 

თCL,%)X(L0)=– | %L,)C(<)V(+)9», 

1 
ან, რაც იგივეა 

1 

X(Cი)= | 6L.X)C(<)ცCრ)95. (5.24) 
16 | 

ახლა (5.24) და (5.22) განტოლეზებიღან მივიღებთ, 

ზ ზ, 

X'L6)X(Lე)=-X (Lე) |906ი9Cთსრ)ძო=- IX რამიგაოფოაცრაძი- 

(2) L6 ' 

% 
“ 

=Iს (2)სC2)ძ+. 

15 
' » 

ეს იმას ნიშნავს, რომ X (10)X(L)=0, ვინაიდან ს (L)=0, ყველ–-ს  %ე<L=1, 

აქელნნ გამომდინარეობს, რომ XL(L0)=0, ეს კი ეწინააღმდეგება საწყის პირობას 

XLCLე)#0. თეორემა დამტკიცებულია. ' 

სტაციონალური უწყვეტი წრფივი სისტემებისათვის ცნობილია შემდეგი შედეგი. 

X=#X+8ს) (5.25) 

შედეგი. 

სტაციონარული უწყვეტი წრფივი სისტემა X=#X+8ს; 1>0, არის მთლიანად დაკვირვე– 

ბადი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც იXი2 განზომილების მატრიცას 

(8 #8...#" 18) 
აქვს რანგი ი. _ 

ღამტკიცება 

თუ “სისტემა იმყოფებს ნულოვან მდგომარეობაში, მაშინ 1, მომენტში მდგომარეობის 

მნიშვნელობას აქვს სახე ა 

1 

XC) | აMVს-) ცცლ)ძ§, (5.26) 
1 

ექსპონენციალი დავშალოთ ტეილორის მწკრივად 
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ჯზ ,, " 

XC6)=8 | სო)ძი+#8) (C -5)0(<ძC+#78 | ((ნ-)ტ/20სრ)ძ%+... (5.27) 
20 10 16 

ჩანს,რომ მდგომარეობის სასრულო მნიშვნელობა ეკუთენის წრფივ ქვესივრცეს რომელიც 

წარმოშობილის “უსასრულო მიმდევრობის  ვექტორ ––– სვეტებს  მატრიცებითთ ,4#8,ტ“8.... 
ამ თანმიმღევრობაში უნდა გამოჩნღეს მატრიცა # 8, რომლის ყველა ვექტორ -–- სვეტები 

წრფივად არის დამოკიდებული წინა მატრიცის _ ვექტორ–-–– სვეტებზე მ, #8,..,.#“ '8, 
ასეაი მატრიცს უნდა ჰქონლს ადგილი, ვინაიღან ი განზომილებიან სივრცეში არ 

შეიძლება იყოს ი---ზე მეტი წრფივად დამოკიდებილი ვექტორები. ეს. გულისხმობს, რომ 
IIთ 

  

ასლა განვიხილოთ # '8=#(6'მ) ვინაიდან #8 მატრიცის  ვექტორ ––––- სვეტები 
წრფივად არინ დამოკიდებული ვექტორ ––“– სვეტებზე 8, ი2მ,...... #8, შეიძლება, 
ჩავწეროთ. : ქ 

, : ტიმ-მ#ადმ),+...+2- .8XM, 
სადაც , M (1=0.2.....L-) ' წარმოადგენენ მატრიცებს. რომლებიც შეიცავენ 

>>>>>»>.ეეეეიეეიი-.-.“-““”“ V-) . · ' 
ტხ,...ტ ) 8 “– საშუალებით გვაქვს , 

# 'მ=ტ8Xე+#წმX,+...+#”8პ, ,. 

აქელანნ ჩანს რომ #8 ვექტორს სვეტები წრფივად არის დამოკიდებული” 08, 
ბ) _ ' 

#8... 8 ვექტორ –– სვეტებზე- , 

ასყონაირადეე შეიძლება ვაჩვენოთ, რო #8 მატრიცის ყველა ვექტორ-სვეტები V>6- 
; · , _ა 

თვის წრფივად არის დამოკიდებული წამ... 8 მატრიცების ვექტორ-სვეტებზე. 

დავუბრუნდეთ (5.26) განტოლებას. შევამჩნევთ. რომ XL) ეკუთვნის წრფივ 

L. 
ქვესივრცეს, რომელსაც წარმოქმნის 8, ჩმ,.... 8 მატრიცის ვექტორ–სვეტები. 

ვინაიდან ზ>ი, შეიძლება ითქვას. რომ XLCL, ) ეკუთვნის ქვესიერცეს. რომელიც 

წარმოიქმნება მ, #8,...#” '8 მატრიცის ვექტორ-სვეტებით. 
ახლა ნათელია, როკ თუ მატრიცის ვექტორ-სვეტეი ვერ აღწარმოებენ ი- 

განზომილებიან სივრცეს, შეიძლება მივაღწიოთ მხოტოდ იმ მყვომსრეობებს, რომლებიც 

'ეკუთვნიაინ წრფივ ქვესივრცეს და, მისი განზომილება ი-ზე ნაკლებია. ამიტომ სისტემა 

არ არის მთლიანად მართვადი. ეს ამტკიცებს იმას, რომ თუ სისტემა არის მთლიანად 

ლლღლ_.''- ..-... .... 
განზომილებიან სივრცეს. ' 

თეორ, ემის მეორე ნაწილის დამტკიცება, რომ ნ მატრიცა წარმოქმნის ი- 

განზომილებიან სივრცეს ხდება შემდეგნაირად: სყ(»), %ხე<%<L შესასვლელის შერჩევით 

შეიძლება ამოვარჩიოთ კოეფიციენტების ისეთი ვექტორები განტოლებაში 

L 

  

რომ (5.27) მარჯვენა მხარეები გაუტოლდეს სივრცეში მოცემულ ნებისმიერ ვექტორს, 
წარმოშობილს L მატრიცის სვეტებით. 

ნწ მატრიცის სვეტები წარმოშობენ ი-გასზომილებიან სივოც, ეს. ეს იმ..ს ნიშნავს. 

რომ მიიღწევა 'სასრულო მდგომარეობა და სისტემა არის მთლიანად მართვადი. ამით 
მთავძდება თეორემის „წამტკიცება. 

· სისტემი! 'რთ. ბა ანა! ანისაზღარება # ა 8 

სამართლიანია შემდეგი განსაზღვრება. შილაზად გ 'ვეე ? მატრიცებით. 

81



ბანსაბჯღვრება. მოცემულია ი:ი და ი+M განზომილების მატრიცები. მაშინ წყვილი 

(#,8) არის მთლიანად მართვადი. თუ სისტემა 

X(L)=#X(L)+8V(ჯ) 
არის მთლიანად მართვადი. 

სავსებით ცხადია მსგავსება დაკვირვებადობის და მართვადობის თეორემეს შორის. 

ერთი თეორემიდან მეორეზე შეიძლება გადასვლა, თუ მოვახდენთ შემდღეგ ცვლილებებს: 
დაკვირვებადობა –––_-> მართვადობა. 
Mეა(ც Lე) –-–----> V.Lე0, Lე). 

რთი) –---- > რV(L0,1). (5.28) 

MC) > CLCL).   

ეს თვისებას პირველად შეამჩნია რ.კალმ,ნმა რომელმაც მას უწოდა დუალობა. 

აესანს დაკვირვეზადობაა ღა მართვადობა წარმოადგენენ” წრფივი სისტემის  დუალურ 
თვისებებს. 

5. 3 მართვადი/დაკვირვებადი ქქესისტემის გამოყოშა 

იმ შემთხვევაში, თუ განსახილველი სისტემპა არის /არ არის მთლიანად 

მართვადი/ დაკვირვებადი, სასარგებლოა გამოიყოს მართვადი/ დაკვირვებადი ქვესისტემა 

და მისთვის მოვახდინოთ მართვის ამოცანების გადაწყვეტა. 

სანამ გამოვყოფდეთ ასეთ, ქვესისტემებს. უნდა აღვნიშნოთ თვისება. რომ 

მართვადობა/დაკვირვებადობა ინვარიანტულია ბაზისის მიმართ, რომელშიც 
განსაზღვრულია მდგომარეობის X ვექტორი. 

თეორემა 5.3 

თუ სისტემა 

X =#X+80, V=CX, XLVე)=Xე (5.29) 
არ არის მთლიანად მართვადი, მაშინ არსებობს ისეთი არასინგულარული მუდმივი 

მატრიცა 1, რომ 

ჟ ტს. | ჩე. | 

ს დ> (5.30) 
0 #2 

- 9ი 
+ 8=-|... (5.31) 

0 |, 

და სისტემა MX,=ჩ,)X,+8,ს (5.31) არის მთლიანად მართვადი. 

ახალ ზბაზისში (5.29) სისტემას აქვს სახე 

X,=/,,X,+გ,2X2+8,ს, X>=M:X2, V=CI)X)+C2Xგ. (5.32) 

X, აქვს ” რანგის განზომილება. 

(5.29)-დან. გამომდინარეოს,„ რო X2 მთლიანდ დამოუკიდებელა და შეიძლება 

განვიხილოთ როგორც გარეშე ზემოქმედება მართვად ქვესისტემაზე. 

თეორემა §.4 

თუ (5.29) სისტემა არ არის მთლიანა; ბადი, მაშინ არსებობს ისეთი 
არასინგულარული მატრიცა 1, რომ დ დაკვირვებადი უ 
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ბის | 9 
+ #1=| -- -|- –- |, CI=LC, 0). (5.33) 

რ #2 ' 

და (5.29) ქვესისტემას ახალ ბაზისში აქვს სახე 

X=ტჩ,)X,+8,ს, V=C,X, (5.34) 

X=#21X,)+ჩვვX2+8;ს (5.35) 

ამასთან ქვესისტემა (5.34) არის დაკვირვებადი (5.34) და (5.35) განტოლებების 

ანალიზის შეღეგად. შეიძლება დავადგინოთ, რომ V(1) დაკვირვების შედეგად , 

ვერავითარ მსჯელობას ვერ ჩავატარებთ X2-ზე. 

და, კვირვებადი/! მართვადი ქვესისტემის გამოყოფის ალგორითმი შეიძლება შედგებოდეს 

პირველად (5.34) ქვესისტემის გამოყოფით და განხილვიდან (5.35) ამოღებით, 

შემდეგში კი მართვადი ქვესისტემის გამოყოფით. 
ავაგოთ (5.32) ქვესისტემა. დავუშვათ, რომ 

იგიL8I 491...14" '81=0, (5.36) 
სივრცე დაჭიმულია 

(8,ტ8,...ტ" 8). + 
ეს არის ინვარიანტული #-სივრცე. ე.ი. ნებისმიერი ვექტორი ამ სივრციდან 

გამრავლებული #-ზე, რჩება ისევ ამ სივრცეში. ეს გამომდინარეობს იმ ფაქტიდან, რომ 

8 ' | ი-1 

გმ)...» - ტმ)ტმ)...| 1 მტ). (5.37) 
1=1 

II მატრიცა განისაზღვრება შემდეგნაირად: I-ს პირყელი ” "სვეტი არის სივრცის 

ბაზისი, დაჭიმული (#ტ, #ტ8...ტ” 8), მათ მივიღებთ, თუ გამოვიყენებთ განტოლებას 

სი. | “იზ, "161.4 %,ქ, (5.93) 
დარჩენილი ი-ნ სვეტს ვირ! ევთ ისე, რომ გარანტირებული იყოს I-ს 

არასინგულარობა. ამისათვის (5.33)-ში უნდა მოვახდინოთ მატრიცს სტრიქონების გა- 

დაადგილება ისე, რომ პირველი ” სტრიქონებ იმყოფებოდნენ არასინგულარულ მატრიცა– 

ში, რომლის რანგი” L. შემდეგ ეს მატრიცა წაიზრდება მარჯვნიდან შემდეგი სახის 

მატრიცით (0 II. IL ერთეულოვანი მატრიცაა. ამრიგად 1 მატრიცის არასინგულარობა 

გარანტირებულია. შემდეგ მოვახდინოთ სტრიქონები” უკუ გაღაადგილება. დავამტკიცოთ, 
რომ «ეს მიგვიყვანს (5.32) განტოლებასთან. 8 მატრიცა ეკუთვნის სიმრავლეს, რომელიც 

დაჭიმულია _(8, #8. .ტ" 8), ამას გარდა. ეს სივრცე წარმოქმნი-ლია ს მატრიცის” L 
სვეტებით, ასიტომ 

8, 
8=1 | _.. (5.39) 

0 

ზოგიერთი 8, მწკრივებით. ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

- 5 
წ I#8 |....1ტ" '9-+--'- I. (5.40) 

5, აქვს L მწკრივები, ამას გარდა L8იM5,=ჩ. აუცილებელია გვქონდეს 

ტა | #8 |...| ში = ->“- | 
ს 0 

რომელიღაც 52 #0 მწკრივებით. ეს ნიშნავს, რომ 

§3



§ 9 4 _|I<§ § , 
M-> ++”) ან 1 MM + “I (5.41) 

9 90 9 9 
ვინაი. აქვს რანგი ს. მაშინ 

“ ჩა | M2 
I #I=).... –---I (5.42) 

0 I #22 

სადაც ჩე) არის L>L განზომილების მატრიცა. (5.41) ღა (5.39) განტოლებებიდან 

გამომდინარეობს (5.38). რჩება მხოლოდ ვაჩვენოთ, რომ (ზეც) არის მთლიანად 

მართვადი. აქვე უნდა შევნიშნოთ.რომ (5.41) და (5.39) გამომდინარეობს 

ი-1 

+" | #8 I... გგ - ცხ, | ტაე8, თოთო. | ტე 8, 
(111 0 კგბიბ I 0 

(5,40)-დან და იმ ფაქტიდან. რომ L8იM5)=L, ვღებულობთ 

თგიL 8,' ბამიაჩუ!მ, =-მიX5,=ი. 

ვინაიდან #ე არის LI»XL განზომილების მატრიცა. ამიტომ შე) 8, წრფივად არიან 

დამოკიდებული უფრო დაბალი რიგის წევრებისაგან, მაშასადამე 
-1 _. 

თმიL I, Iჩემ.!....I#., მეობის (8... (08,  -7. 
აი, ის რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. ანალოგიურად მტკიცდება მეორე თეორემაც. 

სანმ გადავიდოდეთ უშუალოდ მაგალითის განსილვაზე. შემოვიტანოთ ზოგიერთი 

აღნიშვნები და განმარტებები (ნახ.19). 

  

      
  

  

  

          
  

  

          

»ი) 

60 1 #6) „თ 

40. იი – 12 #> 20 წი >C- 20 

თ <= 

ნახ.19. 

განვიხილოთ ფიზიკურ სისტემებ, რომლებიც აღიწერებინ ჩვეულებრივ წრფივი 
დიფერენციალური განტოლებების დახმარებით 

XCL)=ნ(+)XCL)+C(L)ი(L)+C(L)V(L), %>L9, (5.43) 

(5.43) გაზტოლებაში X- ი განზომილებიანი ვექტორია. რომელსაც უწოდებენ სისტემის 

მდგომარეობას. 

თ–-ი განზომილებიანი ვექტორი, რომელსაც უწოდებენ აღშფოთებას, 

ს –“- L განზომილებიანი ვექტორი, რომელსაც უწოდებენ მართვას. 
LCL) არის იXი განზომილების მატრიცა. 

C(L; არის იX#ი განზომილების მატრიცა. 

C(1) არის იXL განზომილების მატრიცა. 

იგულისხმება, რომ ეს მატრიცები დროის მიხედვით არის უწყვეტი: 
გამომავალი სიდიღეები იზომება გადამწოდების საშუალებით. განტოლებას აქვს სახე: 

84



_ 2(L)=I(ჯ1M(L)+V(L) (5.44) 
7 –– თ. განზომილების ვექტორია, რომელსაც უწოდებენ გაზომვის ვექტორს. 
V ––- ი?-განზომილებიანი ვექტორია, რომელსაც უწოდებენ გაზომვის შეცდომის ვექტორს. 

LI(L) –– არის უწყვეტი LიXი. განზომილების მატრიცა. 

5.4 მაბალთი: 

თვითმშრინავის მართვის ბამარტიჭებულ მოდელის გამოკვლევა 

გამოვიკვლიოთ თვითმფრინავის” მართვის” გამარტივებული მოდელი მისი პორიზონტალურად 
ის 'თხვევა' არის ბის მიმართულების თხის იილებსას. ბთ. ენის შემთხვევაში დინე: ულების კუ, ცვლილე ვუშვებთ. რომ 

ქარი გადახრის თვითმფრინავს მითითებული მიმართულებიდან” ღა საჭიროა მოვახდინოთ 

მიმართულების ცვლილების კორექტირება საჭის შესაბამისი გადაადგილებით. 

განვიხილოთ მხოლოდ ბრტყელი მოძრაობა. ვთვლით რომ ოვითმფრინავ წარმოადღგენს 

მყარ სხეულს წრფის მონაკვეთის სახით და _ვუშვებთ. რომ კუთხური გადახრები მცირე 

სიდიდეებია. გრაფიკულად ეს მოდელი მოცემულია 2V ნახაზზე 

  

  
ნახ.20, 

2ტ ნახ. თვითმფრინავის დინამიკის სქემატური მოდელი. 1.თვითმფრინავის ღერძული 

ხაზი. 2.გათვლილი მიმართულება. 3.მიმართულების ცვლილების ღერძი. 4.საჭე 0- 

მიმართულების ცვლილებაა. დ-საჭის გადახრაა. 

მიმართულების ცვლილების ღერძი გადის სიმძიმის ცენტრში და ნახაზის სიბრტყის 

ნორმალია. “იგულისსმება, რომ თვითმფრინავს აქვს ამ ლღერძი“ მიმართ 4 ინერციის 

მომენტი. აღმდგ, ენი მომენტი პროპორციულია საჭის გადახრისა. ბლანტი წინააღმდეგობა 

ბრუნვის მიმართ, რომელიც გამოწვეულია ჰაერი ტალღებით და კავშირ მიმართულების 

ცვლილების კუთხესა და კრენს შორის არის ძალიან მცირე. 

ნიუტონის მეორე კანონის თანახმად 

)0 =–XCV(L)+თა(%) 

სადაც , «)-არის პროპორციულობის კოეფიციენტი საჭის გადახრისა და აღმდგენ მომენტს 

შორის (#20), რთა(L)-მომენტი. რომელიც გამოწვეულია ქარის დაზერვით. 

გავყოთ განტოლება 4-ზე და აღვნიშნოთ 
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L 
ხა--ებ, VCI=თL) და CL)= C,(%)/), 

გვაქვს 

0 =ხV(1)+#). 
მიღებული დიფერენცილუბი განტოლება არს მეორე რიგის. ამიტომ, მისი 

ამოხსნისათვის საჭიროა, ს(ჯ) და თა) ცოდნასთან ერთად, გექონდეს მოცემული ორი 

საწყსი პირობა: CILე) ჰიმართულები” კუთხის ღილების. და 090(1ი )-მიმართულების 

კუთხის ცვლიღების სიჩქარის საწკისი მნიშვნელობები, 

შემოვიტა–ოთ ცვლადები X-3ვ ღა X>=0=X, და სისტემის განტოლება ჩავწეროთ 

შემდეგი სახით: 

X,=X;, 

X;=ხს(§)+ი(L). 
ან იგივე» 

191) 

რი გ + თს. ესი, 
“" 

სადაც XX 

მდგომარეობის” ვექტორია, რომელიც ხასიათდება ორი ფიზიკური სიდღიღით შიმართულების 

კუთხის შეცდომისა ღა მიმართულების კუთხის ცვლილების სიჩქარისაგან. 

თუ შევადარებთ მიღებულ განტოლებას, შემდეგ განტოლებას 

X=LLCL)X+C(1L)CXL)+C(ჯ)V(ჯ), 

წის-6 ა. თი-9, თამ. 
LI 

აღშფოთება CL) (აზ მართვა ს(L) სკალარულ.. სილი ოეებია, 

მივიღებთ, 

ღავუშვათ. რომ 0მს და 8-ს გაზომვა შეიძლება თყითაფრისავზე ინერციული 
სიტემების დასე არენით 

ქა XC), 

2,(:) 
საღ. 2!(%)= 25 არის გაზომვის ვექტორი, 

ი” ICI 
ო (გრ) გაზოშვის შეცდომის ვექტორი, 

VI1)-მ-. კ, „უბის კუთხის შეცდომის მნიშვნელობა, 

VI L)- მიმა““–“ულების კუთხის შეცდომის ს-ჩქარის რჩიშვნელობს. 

თუ შევადარებთ მიღებულ შეღეგს (5.41) განტოლებას, მივიღებთ: 

_)19 
MI", 11“ 

ახლა გამოვიკვლიოთ, არის თუ არა სისტემა დაკვირვებადი. გამოვიყენოთ კალმანის 

შეღეგი იტიხ ი ლაქ= 
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_I0 II _.1 0) ' 0I) » I ი ""Iი00 

მაშინ მატრიცის რანგი 

რინ საშ ოი გ ჯ ჯ 0-2 

და სისტემა არის მთლიანად დაკვირეებადი. 
თუ დავუშეეზთ, რომ იზომება მხოლოდ მიმართულების კუთხის შეცდომის სიჩქარე, 

მაშასადამე 01) 

"0 '! I0 00 
M-),. M-9. რი იოე- ! 0> 

ამ შემთხვევაში სისტემა არის არადაკვირვებადი, 

განვიხილოთ კიდევ რამდენიმე მაგალითი. 

მაბალითი 5.5 

მოცემულია სისტემის განტოლება, რომელიც შედგება ორი ქვესისტემი“საგან: 

X =# X +ჩ X +8 VI(1), 
1 I1 122 1 

X.= სალ 

VC§)=C X,+C.X,. 

საჭიროა, გამოვიკვლიოთ სისტემის მართვადობა. . 

ამოხსნა. მოცემული განტოლებების მიხედვით ავაგოთ სისტემის სტრუქტურული სქემა. 
ნახს2, ნახაზიდლანნ ჩანს, · სისტემა არ არის მთლიანდ მართვადი ვინაიდან 

' 
მართვის ეექტორი მოქმედეს მხოლოდ !„ ქვესისტემაზე X=IX ,X ...X 1, ხოო II 

' 
ქვესისტემა X,,=IX ,X-...X. 1 ასრულებს თავისუფალ მოძრაობას, რომელიც 

განისაზღვრება M2, მატრიცით და საწყისი პირობებით. 

  

  
ნახ.21. 
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მაგალოთი 5.6 

შევისწავლოთ დაკვირვებადობა და მართვადოზა შემდეგი სისტემებისა: 

V+85V=ხს. 

შემოვიტანოთ მდგომარეობის კოორდინატები X,=V, X.=V, გვექნება: 

X,=X., 

X =-8X +ხს,. 
2 1 

მართვადოზბის მატრიცაა: 

0ხ 
ხმ 

# = CCI= =-ხ%0, 
    

9 -გ, C- 

1 .0 
8=|1 0), C= 

        

  

  
დაკვირვებადობის მატრიცაა 

_) ს !| 19 
#= IC ც 01 

სისტემა არის დაკვირვებადი და მართვადი. , 

ერთგანზომილებიანი სისტემისათვის” II შედგება ერთი სტრიქონისაგან„ ხოლო II – 
ერი სვეტისაგა. M 2 მატრიცს განზომილეაა (ი) და სისტემს მთლიანი 

დაკვირვებადოსათვის საკმარისი, რომ M> მატრიც იყოს გადაუგვარებელლდ ე.ი. 

ძ61# «0. 

        

'მაგალღრთი 5. ? 

განვიხილოთ სისტემა ორი ზემოქმედებით: 

ჯ =X -ს +ს , 
(| 2 1 2 

X =X -- ს 2)... 
I2 1.2“ 2 
ამ შემთხვევაში: 

_|I01 _)-1 1 .|I|02 

I-ს 2.C ბ: 22. 

  

        
მართვადობის მატრიცაა: 

ხ-Iთ9- +) 28. 
მატრიცის რანგი ტოლია 2-ის, ე.ი. სისტემა არის მთლიანად მართვადი. 
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6. მდბომარეობის იდესთიშიკატორები 

6. 1 დამკქირვებლების თეორია (ლუნბერბერის იდენთიფშიკატორის თეორიააპ 

სისტემების მართვის ყველა ამოცანაში გკხვდება ერთ–ერთი ძირითადი 

დაშვ ება :1მდგომარეობის მთლიაი ვექტორი შეიძლებ “ზუსტად გაიზომოს. მაგრმ ეს 

პრაქტიკულად არარეალურია. ძირითადად გვხვდება შემთხვევა, როდესც მოცემულია 
სისტემისათვის მდგომარეობის განტოლება 

X(§)=#(L)X(C)+8(L)V(§), XC(L-)=Xი, (6.1) 
შეიძლება გაიზომოს. ადების გარკვეული წრფივი კომბინაცია 

იაბ ფოე 70)>CC)X(C . (6.2) 
VCL) ცვლადი არის | განზომილენიანი ვექტორი. ჰი. V(L)-–ს უწოდებენ დაკვირვების 

ცვლადს.ისმის ამოცანა: ისე აღვადგინოთ დაკვირვებს ცვლადის მდგომარეობა, რომ თუ 

სამართლიანია ფუნქციონალი 

XVL)=IL(V(1)),- Lე<C<), Lე5L, 

მაშინ X'(C)=X(L),სადაც XII) არის აღდგენილი მდგომარეობა, Lსც “დაკვირვების 

საწყისი მომენტი. უნდა აღვნიშნოთ რომ LL/(X), %0<X<L), ეი. აღდგენილი 

მდგომარეობა XL) არის ფუნქცია (I), (Lა<X=1) წინა დაკვირვების და არ არის 

დამოკიდებული VI) #“+=>%, მომავლ დაკვირვებებზე. მას შემდეგ რაც აღდგენილია 

მდგომარეობის ვექტორი, შეიძლება გამოვიყენოთ სისტემის მართვის ცნობილი 

მეთოდები,რომლებშიაც ნამდვილი მდგომარეობა შეცვლილია აღღგენილი მდგომარეობით. 
ამ თავში განვიხილავთ დინამიკური სისტემები” განტოლებებს რომელთა შემავალი 

სიდიდეებია საწყისი სისტემების  შემავლი და გამომავლი  ცვლაღებ, ხოლო 

გამოსასვლელებია X_) ვექტორს “შეფასების კომპონენტები. დინამი, კურ სისტემას, 
#/ 

რომელიც აფორმირებს გამოსასვლელზე საწყისი , სისტემის XL) მდგომარეობას შემავალი 

ღა გამომავალი ტცვლადებით„ უწოღებენ სისტემის დამკვირვებლებს ან მდგომარეობის 
იდენთიფიკატორებს-ს ეს საკითხებ პირველად დაამუშავა ლიუნბერგერმა და მას ხშირად 

აგრეთვე ლიუნზერგერის იდენთიფიკატორებს უწოდესეს- 
განვიხილოთ ასიმპტოტური იდენთიფიკატორი ერთი შესასვლელით მისი სტრუქტურა 

მოცემულია 22 ნახაზზე: 

  

      

  

  

              

  

  
  

  

  

  

        

    
      

      

"ი. Xრთ , Xი 2 რ. 

+ 

- 7 დ 

ს X 40 , : 20 _ 

4 |+ 

ნახ.22. 
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ამ იდენთიფიკატორის შესასვლელზე მოდებულია საწყისი სისტემის როგორც . შემავალი. 
ისე გამი:ავაღი სიდიდეები. გამომავალი VCC)=C X(L) ედარება V(L)=C X(L) და მათი 

სხვაოზა მიეწოდება სისტემის შესასვლელზე, როგორც მაკორექტირებელი ზემოქმედება. 

/ ' 
სხვაოხა I#-9)1=(/7-C X) მრავლდება 1-იაინ ვექტორზე და მიეწოდება იდენთიფიკატორის 

ინტეგრატორებს ამ იდენთიფიკატორის დინამიკა ძალიან არის დამოკიდებული ვექტო– 
წა 

რის ამორჩევაზე. ამ ვექტორის საშუალებით მიიღწევა X(L)-X(L)3§0, როდესაც ჯათ, 

. / 
წრფივ დინამიკურ სისტემას რომლის გამომავალია X(LL1 ვექტორი, უწოდებენ წრფივი 

სისტემის 

X(L)=#X(L)+8V(+), 7(+1)=CX(CL) (6.3) 
ასიმპტოტურ იდენთიფიკატორს, თუ X(CL)-XCL)> 0, როდესაც 1> თ. 

მთლიანი რიბის დამკქირვებლები 

ბანსაზღმრა. სისტემა 

9(L)=”(L)0(L)+C(L)V(L)+M(1)V(L), 
7(L)=#(L)9(L)+L (L)/(L)+M(L)V(ჯ) (6.4) 

არის შემდეგი სისტემის დამკვირვებელი 

X(C§)=#(+)X(L)+8(L)V(+), 
»#CL1=C(L)X(1), (6.5) 

თუ ყველა საწყიი X( ი) პიროზისათვის სისტემა (6.5)-სათვის არსებობს ისეთი 

საწყისი პირობა 90 (6.4) სისტემიდან, რომ ტოლობიდან 

9(L-)=ძი, (6.6) 

მივიღებთ 2(L)=X(+L), L>Lე. ყველა V(L), L>ჯე. (6.7). 
(6.4) დამკვირვებმლს შემავლი სიგნალებია სისტემის შემავალი ცვლადები –ხ და 

დაკვირვებადი ცვლადი X, გამომავალი-2 ცვლადებია. | 
ბანსა! ა. 

“ური რიგის სისტემა 

XCL)=”CL)X(C)+C(L)V(§)+MI(4)V(L) (6.8) 

არის მთლიანი რიგის დამკვირვებელი ი-ური რიგის სისტემისათვის 

XC§)=#(+)XCL)+8(L)V(L), (6.9) 
V(L)=C(L)X(L), (6.10) 

თუ - 
X(L0)=X(Lა) (6.11) 

გვაძლევს - 
X(L)=X(L), ყველა VILL), L>ჯე. (6.12) 

კვირვებელს (6.8) უწოდებენ მთლიანი რიგის დამკვირ 2 
მეგმმარეობას აქვს იგივე განზომილება, რაც X(§) სისტემის შდ ომა აეს ვინაიდან მის X 

ვიხილოთ, თუ პირობას უნ: 
სა , რომ სისტემა (6.8) იყოს დამ ვირები, აკმაყოფილებდეს მატრიცები L,C,M, 

განვიხილოთ შემდეგი. თეორემა: 
'



თეორემა 6. 1 

სისტემა (6.8) არის დამკვირვებელი (6.9) სისტემისათვის, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა 

ნ(L)=#(L)–X(L)C(L), 
C(L)=M(1ჯ), 

IM(L)=8(L). (6.13) 
სადაც MIX, .რის ნებისმიერი დროში ცვლადი მატრიცა. მთლიანი რიგი დამკვირვებელს 

აქვს შემდეგი სტრუქტურა: 

X(L)=/(L)X(L)+8(L)V(L)+X(L)(V(L)–C(L)M(1)) (6.14) 
თეორემის ღამ ცება შემდეგნაირად ხდება: 

გამოვაკლოთ 9 განტოლებას (6.8) და გამოვიყენოთ“ თანაფარდობა (6.10), მივიღებთ 

შემღეგ დიფერენციალურ განტოლებას სხვაობისათვის X(L)-X(L): 

XCL)-XCL)=(M(L)-C(L)C(L)1X(L)–ნL)X(§)+(8(L)-MM(L)1VCL). (6.15) 

ამ განტოლებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ X(§)=X(L) ყველა 12, და VLCI)- 

თვის, Lჯი - გამომდინარეობს (6.13) და პირიქით, თუ სრულდება (6.13), მაშინ 

X(L)–X(L)=(M#(L)-X(L)C(L)IX(L)–X(L)11. (6.16) 

ეს გვიჩვესებს, რომ თუ X(L0)=X(L0), მაშინ X(L)=X(L), ყველა 12 და VLL), +20, 
ამით მტკიცდება თეორემა. 

  

    

            

    

  

            

        

      

ჯი კირა- ჯრ. 

ჯი -–თ 

XC) C0) 

: 

V ბ გ V0 86 + ჯი # ჯ ი. 

+ 

ტრო) (< 

ნახ.23. 

(6.14) განტოლება მიიღება (6.13)-ის ჩასმით (6.8)-ში ამიტომ მთლიანი რიგის 

დამკვირვებელი (ნახ.23) შეიცავს სისტემის მოდელს, და კიდევ დამატებით ცვლადს, 
რომელიც პროპორციულია VCL)–V(L) სხვაობისა, სადაც 

V(L)=C(L)X(ჯL) (6.17) 

არის დაკვირეებადი ცვლადი, აღდგენილი ღამკვირვებ ით. 
რ.) მატრიცას უწოდებენ დამკვირვებლის გაძლიერების კოეფიციენტების მატრიცას- 

LI) მატრიცა არის ნებ, ამიერი.(6.14) განტოლება შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგ– 

ირად 
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%X(CL)=(#(L)-M(L)C(§)1X(L)+8(L)0(§)+#(L)V(1). (6.18) 
აქედან ჯამომდინარეობს, რომ დამკვირვებლების მდგრადობა განისაზღვრება 

მატრიცით #(L)- M.(L)C(1). თავისთავად, დამკვირვებლის მდგომარეობა არის სასურველი 

თვისება, მატრამ შემდეგი თეორეს გვიჩვესებს, რომ დამკყსრყებლის მ»გომარეობას 

აქვს სხვა მნიშვნელობაც. 

თეორემა 6.2 

განვიხილოთ დამ კვირვებელი 

X(C)=#(C)X(C)+8(+)V(C)+#(+)(V(CL)-C(L)X(L)) (6.19) 
სისტემისათვის 

X(§)=#(+)X(L)+8(+)V(L), 
V(L)=C(L)X(L). (6.20) 

მაშინ აღდგენის შეცდომა 

6(L)=X(L)–X(L) 

აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტოლებას 

· C(1)=I#(L)-M(L)C(L))C(L). (6.21) 
აღდგენის შეცდომას ''აქვს ის თვისება, რომ C(L)50,1-5თ, ყველა ი(Lე)/ მაშინ და 

მაშინ, როდ. საც. ჯამ ',ვირვებელი არის ასიმპტოტურად მდგრადი. 

(6.1) და განტოლების შედარება გვიჩვენ: რომ დამკვირვებლის 

მდგომარეობა. და სააენის შეცდომის განსაზღვრა ხდება /(L)-, MX(L)C(C)“ მატრიცის 

მოქმედებთ. ჩანს რომ შეცდომა C(L) ნულს ტოლი ხდება საწყისი პირობების 

დამოუკიდებლად, მაშინ და მხოლოდ მაშინ როდესაც დამკვირვებელი _ასიმპტოტურად 
მდგრადია. ეს რეზულტატი ძალიან მნიშვნელოვანია. 

MLC(L)-ს ამორჩევა საკმაოდ რთული ამოცანაა. ძირითადად მისი ამორჩევა 

კომპრომისულია სხვადასხვა პირობების გათვალისწინებით. 

მაბალთი 6. 1 

ვთქვათ, სისტემის ,მატრიცებს აქვთ სახე: 

#2 ს) 6-7, C-| 0. 

ამოვირჩიოთ დამკვირვებლის საკუთრივი მნიშენელობა X#=-3, მაშინ დამკვირვებლის 

განტოლებას აქვს სახე 

2(L)=–32(L)+I1 თ; 91 იი. 

/ 
დავუშვათ, 2(L)=IX(L), სადაც 1 არის შემდეგი განტოლების ამონახსნი 

2294 
7 ' +3I1=(1 0). 

ამ განტოლების ამონახსნს აქვს სახე 

I=1 -1/2). 

გამოვთვალოთ 18=(1 –1/2) 9--. 

საბოლოოდ, დამკვირვებლის განტოლებას აქვს სახე 

2(L)=-3>(L)+X,(§)-I/2V(L), 
2(L)=X,(1)-1/2X_(%). 

ამ სისტემის სტრუქტურული სქემა და აგებული დამკვირვებელი მოცემულია (24)' ნახაზზე 
ჯ 
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მაგალითი 6. 2 

მდგომარეობის მართვის სისტემღდ წარმოვადგინოთ ობიექტი, რომელიც მოძრაობს 

სიბრტყეში. სიბრტყის ცენტრში მოთავსებულია მბრუნავი ანტენა, რომელიც აღნიშნავს 

დროში ობიექტის მიმართულებებს (ნახ.25.). ანტენა მოდის მოძრაობაში 

ელექტროძრავით. მართვის ამოცანა მდგომარეობს ძრავაზე ისეთი ზემოქმედების 

განვითარებით, რომ ' · 
0(L)=0, (1), 1>L, (6.23) 

სადაც 0(L) – არის ანტენის კუთხური მდებარეობა. 
0,(L) –- ობიექტის კუთხური მდებარეობა. 

  

  

  

            

    

ქარის 
«ბეტი აღმფოთება 

უზიობიზა და ობიექტის ექტრული რეგულატორი _ კ.ა პრაეის | პრაჯს კუთხურ 

კუთხური მდგომარეობა მსახალი წაავერნალერ მენხელელზე ლალუბიობარიბა 
პოტენცრრმე#. და სამპლავრის > უჟ > 

6, 20ი0%ა მაპლაურებლები L-25+ 8 
. 

ადლამწოლ ელეჭტრული > 
ქ >რი აა ბოტენციომე> 

დაკერრეებიას 
ხმაური 

ნახ.25. 

0,(L)-ს გაზომვ ხდება ვიზირული მოწყობილობის საშუ,ესთ. ამ შემთხვევაში 

ობიექტია ანტენის და ძრავი- ანტენს აღშფოთება ქარის დატვირთვის მომენტი. 

დაკვირვების ცვლადია პოტენციომეტრის გამომავალი სიგნალი. 

#L)=8(L)+V(L), 
, სადაც LL) –გაზომვის : ხმაურია. C(L)არის სამართავი ცვლადი. ეტალონური ცვლადია 

0, L). ობიექტის შესასვლელია ძაბა ს, რომელიც მოღებულია ძრავზე. განხილული L- 

სისტემა აღიწერება განტოლებით 

XC§)= 2 არიი. ქით, 

სადაც X(+)=CიIIC, (L),6,(L)1, «5, =-+. 
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# - ინეოციის მომეხტია, 8 - ბლანტი ხახუნის კოეფიციენტი. # - მუდმივაა, 
C)(L)-არის კუთხური გადაადგილება, C»(L)–არის კუთხური სიჩქარე. 

დავუშვათ, რომ V(CL) ცვლადი არის კუთხური გადაადგილება, ე·ი- V(L)=(1,0)X(CL). 

დამკვირვებელი აღიწერება განტოლებით. , 
/ - 
001 0 M, - 
+ხ-6 სერ დე (არა-ი,თ+C). (6.24) 

სადაც XL, და M2 უნდა ამოვირჩიოთ. დამკვირვებლის მახასიათებელ განტოლე–ბას აქ>ვს 

სახე 

? 0| |0 1|.I+. _ ჩ+L -1|) | 2 
ძიტL (ნ 398 012> -“ % ნი! (+ +(თ+%,)ნ0+M+თI). » (6.25) 

სისტემის საკუთრივი. , მნიშვნელობა მოიძებნება წერტილებში 0 და -თ=-4,6ს “ 
იმისათვის, რომ დამკვირვებლს სწრაფქმედლებ გაუტოლღეს სისტემის სწრაფქმედებას, 
უნდა შევარჩიოთ გაძლიერების კოეფიციენტები M1 და M#2 ისეთნაირად, რომ 

დამკვირვებლის პოლუსები ტოლი იყოს -50-150ს '.გაძლიერების კოეფიციესტი შეირჩევა 

X,=95,40ს !, X#:=4561ს “, 
ნახაზზე მცირედი დამ კვირვებლის გამომა, ვალი სიგნალ ის C 'ედარება სისტემის 

§) (0)= 0, 1რაღ; :62(0)= -0: „5რად/ს; "მაშინ შესასვლელი ძაბეა ტოლია '01=-10ე, L>0, 

„ა პღდგენილი 
/ %/ რეაქცია     

0,3 

ნახ.26. 
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6.2 სისტემის ეოდაღური მაჭთვა 

მოდალური მართვა საერთოღ განისაზოერეხ, როგორც მართვა, რომელიც ცვლის მოდეზს 

(ობიექტის მატრიცის საკუთრივ მნიშვნელობებს) მართვის მიზნების ხისაღჯევად. 
ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ მოდალური მართვი, საკითხებს მდგომარეობის მდგრადი 

რეგულატორების“ კონსტრუქციებში, ძირითადი  ადგილ-« დაეთმობა უკუკავშირების 
კონსტრუირებას, რომლებიც უზრუნველყოფენ კომპლექსურ სიბრტყეში შეკრ-ელი სისტემის 

ხა კუთრივი მნიშვნელობების მოცემულ განაწილებას. ნაგულისხმებია, რომ 

კონსტრუქტორისათვის ცნობილია სასურვ. ყელი სა კუთრივი მნაშვნელობები. ერთადერთი 

აუცილებელი პირობაა, რომ შეკრული სისტემ უნლა იყოს მდგრადი, მაგრამ არა 

საკმარისი პრაქტიკული გაამოყენების თვალსაზრისით. 

რეგულატორი აკმაყოფილებს სხვადასხვა მოთხოვნებს გარღამავალი პროცესების 
მიმართ ეს მოთხოვნეი რთულად არის დაკავშირებული როგორც შეკრული სისტემის 

საკუთრივი მნიშვნელობეზზე, ასევე მისი გადა„ვმითი ფუჩქციის პოლუსებზე. 

რებულაბოლის კონსტრუქყია 

რეგულატორის კონსტრუქცია მოცემულია (27) ნ,ხაზზე 

0 წ» ბხ იდ 
_ 8ოგომარეოაბL | „1 სბგასიონალუორი 

+) =Iობიექბი ბრენთიფიკატორიბი უჰუკავშირი 

# ( 1VC 

  
  

          

ნახ.27. 

რეგულატორი შესდგება დინამი, კური სისტემისაგან, რომელიც გამოიმუშა; ვებს 

გამოსასვლელზე მდგომარეობის XC1) შეფასების მნიშვნელოსას, თ.ბიექტის გამომავალი 

VLL)-ს და შემავალი V(L)-ს გაზომვით. სტაციონალური უკუკავშირს აქვს სახე: 

ს(L)=-MX(L), 

ი – ბანზომილებიანი იდენთიშიკატორის ბამოყენება 

განვიხილოთ მართვადი ღა დაკვირვებადი წრფივი სისტემა 

XLCL)=#XLL)+8ს(L), 
X(L)=CX(L). 

ვნახოთ რა ეფექტს იწვევს სისტემაში იდენტიფიკატორის “შეტანა, რა თანაფარდობა 

არსებობს უკუკავშირის მახასიათებელ განტოლებას, და იდენტიფიკატორის მახასიათებელ 
განტოლებას შორის. სამართლიანია თეორემა: 

წარმოვიდგინოთ, რომ აგებულია მდგომარეობის დამკვირვებელი (იდენთიფიკატორი? 

X(L)=(4-LCIXLC)+LV(C0+ჩსC). 

დაპი, , ი) აღვნიშნოთ იდენთიფიკატორის მახასიათებელი მრავალწევრი 

ვექტორი XCL) ვინაიხა-ნ XL). ს გაზომვა არ შეიძლება, შე:იადოთ უკუკავშირში 

შევცვალოთ მისი შეფასებით XLL), დკ(X) შეი. ღეს ჩვენს მიერ იქნას შერჩეული, 

ამიტომ „მივიღებთ ნებისმიერ დინამი კას, რომ XIV) შეფასება უახლოვდებოდეს X(L), 
როცა L>თ, ასეთი შეცვლისას საინტერესოა ორი საკითას” 
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ს M მატოაცა ამორჩეულია ისე, რომ ცნობილია მდგომარეობა XL(%L), ხოლო შემდეგ ის 

შეცვლილია XLCL)-თი. მივიღებთ თუ არა წინა რეზულტატს? სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

ევვება თუ არა "უკუკავშირს იგივე მასასიათებელი განტოლება. 2. რა ცვლილებები 

შეაქვს იღენთიფიკატორა? 

თეორემა 8.5 

ვთქვათ,დ მოცემულია. მართვადი ღა დაკვირვებადი სისტემა –=(#,8,C). მატრიცა M 

ამორბეულია ისეთნაირად, რომ 1#-8XI მატრიცს მახასიათებელი განტოლება თანხვდება 

მრავალწევრს დ,(X)=XMV,X" M...4ხე და ამორჩეულია ისეთი L მატრიცა, რომ I#-LC) 

მატრიცის, მახასიათებელი განტოლება თანხვდება და» ) =X +8 (XVI, „.+8ე. მაშინ 

შეკრული სისტემის 2ი რიგის” მახასიათებელი განტოლებაა 

XCL)=MXCL)-8VX(%), 
· - - (6.26) 
XLC)=(#-LCIXL(L)-8MX(L)+L CXIL). შია. 

ავღნიშნოთ იგი თეL2), რომელიც ღანხვდება ნამრავლს დთი!X1=დ,(X)»Xდა(ჯ). 

ღავმტკეცესა. 

"გამოვთვალოთ 20 რიგის მახასიათებელი განტოლება: 

Xდ)) | 4 1  -%- | XC) 
“|L6C | #4-CC-8C |XC-) 

XC) 

მოვახდინოთ ჩასმა X(L)=X(L)–X(L). ამ გარდაქმნის მატრიცას აქვს სახე: 

I 0 

ხნ “ .-..... 

I ' -I 

სადაც I ა”“ის ითი განზომილები–” ერთეულოვანი მატრიცა. ახალ კოორდინატებში შეკრული 

სისტემის მატრიცას აქვს სახე: 

X(L) XC) 

XC) 0 | IC XL) 
ამ მატრიცს უწოღებენ უჯრედულ-დიაგონალურს, რომლის მახასიათებელი განტოლება 

თანხვდება დიაგონალში მოთავსებული წევრების ნამრავლს. 

განხილულ თეორემას აქვს დიღი პრაქტიკული გამოყენება. ვინაიდან ჩვენ _ ვიხილავთ 

უკუკავშირში არის ჩართული XLCL) თუ XLL). 

ლიუნბერბგერის იდენთიშიკატო#ის გამოყენება 
თეორემა 6.4 ე 

დაკვირვებადი და მართვადი სისტემა ერთი შესასელელით “(საერთოდ შეიძლება იყოს 

მრავალი შესასვლელით) მოცემულია მატრიცებით (#,8,C). მატრიცა M# ამორჩეულია ისე, 
რომ L#-8%) მატრიცის მახასიათებელი განტოლება თანხვდება სასურველ თ,(") და ამ 

სისტემისათვის არს აგებული მდგომარეობს (ი-1) იდენთიფიკატორი მახასიათებელი 

განტოლებით დ,(X)=X" +8,X %...+8, ,. მაშინ შეკრული სისტემის (2ი-)) რიგის 

მახასიათებელი განტოლება ტოლია მრავალწევრების ნამრავლისა: 
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%იე(2)=დ,(?)დკ(ჯ). 
დამტკისება 

აღვნიშნოთ X(1) იდენთიფიკატორის” გამოსასვლელი. ამ ვექტორს აქვს განზომილება 

ი-I. შეკრული სისტემა აღიწერება განტოლებით: 

XCL)=#X(()-8LI----–- , 

X(L)=#X(1)-8,X,(L)+8V(L). 

მოვახდინოთ ცვლადების შეცვლა · 
X(L)=X(L)–X(1). 

მაშინ გვექნება 

=#X(L), _ X(§)=(#–8%1X(L)+(?1X(L), 
სადაც # არს (ი-1)»(ი-1) განზომოლების  ქვემატრიცა, მოთავსებული #) მატრიცის 

მარცხენა ზედა ნაწილში. მ.ე არის # მატრიცის ბოლო სვეტი. ხაზი ზევიდან ნიშნავს ი 

ვექტორის ი–1 ვექტორად გადაქცევას. 
ამ შეკრული (2ი-1 რიგის სისტემას აქვს მატრიცა 

#-ყ ? 

- I. 4 
0 | # 

– 

ეს არის უჭრედულ–ღდიაგონალური მატრიცა და მისი მახასიათეLელი ოლება ტოლია 

დიაგონალლში მოთავსბულ ელემენტებს  ნამრავლისა პასები, განხილ სისტემას 

გააჩნია ერთი შესასვლელი, სამართლინია შემდეგი თეორემა წ 

თეორემა 6.5. 

ვთქვათ ს-ური რიგის სისტემა არის დაკვირვებადი და მართვაღი- აქვს ი 

დამოუკიდებელი გამოსასვლელი. შეიძლება აიგოს ისეთი (ი–ნ) რიგის უკუკავშირი, რომ 

ული სისტემის (2ი-1) რიგის მახასიათებელი განტოლება თანხვდებოღლესს ნამდვილ 

(2ი–L) რიგის მრავალწევრს. 

დამტკიყება 

გამოვიყენოთ იდენთიფიკატორის 2 გამოსასვლელის განტოლება 
– · 

–- 

27(C:)=ტ, „>(L), 
2 2 ეI9 1- 
XLL)=( #–M8IX(L)-? |....M 2(L). 

# 
V2 

აქედან გამომდინარეობს, რომ შეკრ კრული სის, ემის საკუთრივი მნიშვნელობები არის 

სტაციონალური შეკრული “ სისტემის (#-8V) საკუთრიი მნიშვნელობები პლუს 
„იდენტიფიკატორის  საკუთრიი მნიშვნელობები (მატრიცა ჩე). ეს სამართლიანია 

განტოლებიდან: : 
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2(+) რ#2>> 0 2(%) 

2 

1) ? |I(4-8MI XCL) 

ეს თეორემა ამთავრეზს კურსს ნულოვანი მღგომარეოხსს რეგულატორის კ-#სტრუირებაზე. 

ახლა განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

მაბალითი 6.2. 
ორი მაინტეგრებელი _ ჩინ რგოლი მოცულია დადებითი უკუკავშირით. სისტემა აღიწერება 

განტოლებებით: 

მესამე «კრემს თანახმად. ამ სისტემისათვის “შეიძლება შეიოჩს უკუკავშირის 

წრედი. რომელიც შეიცავ, ორ დინამიკურ ელემინტსა და მე-4 რიგის შე კრულ სისტემას, 

რომელსაც  ექნეა მოცემული მახასიათებელი განტოლებ. ეს შეიძლება გაკეთდეს 

იმიტომ, რომ სისტემა არს დაკვირებადი და მართვადი. უკუკავშირის წრედის 

კოეფიციენტები გამოითვლება ფორმულებით: 

უ |9-ჩ2 82 -თგ C, 
(გ-ი .- '1= ხ: 

1 ჩ, 8, -თ, 

- 

C2 

C)=CIთ;ხ,+ თ,,ხ,+ თ,2ხ2)+C2(თ;ხ;+X,1ხე+C2ხ2), C2=ხ)C+ხე6ე, 

- C.(7+ თ;)-C (V,+ თ) (ლ, - თ, )(თC,-თ.C )-C (7. – თ.) 

2 · 

| თ(თC-თიC)-C? 6(თC-თC)-62 
21 22 1 210122 1 

ამ რეგულატორის სტრუქტურული სქემა მოცემულია 28-ე ნახაზზე: 

  

ჯრ. 

  

      
  

ნახ,28. 
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(6.4). თეორემის თანხმად, ამ სისტემისათვის შეიძლება შეირჩეს 
“უკუკავშის» რომ შეკრულ სისტემას ჰქონდეს სასურველი ნებისმიერი 
მახასიათებელი განტოლება. ავაგოთ ეს რეგულატორი 

1. გამოვთვალოთ # მატრიცის მახასიათებელი მრავალწეერი 

თ,(X)=X“-1, თ,=0,· თ;=-I, 
2. შემოვიტანოთ მრავალწევრები 

დ,(X)=X“+»,2+72, 
და)(#)=X+8, 

რომლებიც ახსასიათებნნ სისტემს დინამიკას, მოცემულს მდგომარეობის 

უკუკავშირით ღა იდღენთიფიკატორის მდგომარეობის დინამიკით. 
ვ. ვინაიდს–” მატრიცის (#,8) წყვლს აქვს კანონიკური სახე, 

კომპონენტები გამოითვლება ფორმულით 

X,=შგ-თგ , M2=31-თ, 
და მაშასაო.მე 

' 
M =IV;+),4+) 

' 
4. ახლა გადავიდეთ ბაზისზე, სადაც (#4,C) წყვილს აქვს კანონიკური სახე 

I9 1 01 

ხ= , ნ'- 
L0 10 

ამ მატრიცების გა ნ. სხვა მატრიცებს აქვთ სახ. ტრიცების გ. ვა მატრიცე M) ე 

-–21 01 1 

#:=იMC = ხ:=ჩხ= 

19 0 

'._. წ. 
C:=56? 5|)01 #:=M#L =!)7,,7ე2+1 

"" 
5. რჩება, რომ გარდავქმნათ სისტემის მატრიცები (ტ,ხ,C ,M), 

1 -8 18 

საშუალებით. საბოლოოდ მივიღებთ რეგულატორის მატრიცას 

1 -8| 101 118 |-გ -გ?«+ 
#:= - = ' 

0 1 10, |/01 ! 8 

1 -ჩ I ! 
ხ:=ნწხ= , 

0 0| |9 1 

"..4 18 
X:= - თოთბე 5 თათოს, 

01: 

99 

პირველი რიგის 

მესამე რიგის 

სტაციონალური 

X ვექტორის



(29) ნახაზზე მოცემულია უკუკა; ვშირის სტრუქტურული სქემა, ობიე ქტის 
სტრუქტურასთან ერთად. 

(50) “ასაბბე მოცემულია ზოგადი სქემა. 

  

      

«რტ წე 7 »თ : რ 
+ ' 

  

              

  

  

  

    

ნახ.30. 
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7. ბადაბრუნებული ქანქარა და მისი ანალიზი 
მდგომარეობის სივრყის გეთოღით 

ახლით გავარჩიოთ მაგალით, რომლის განხილვისას გამოვიყენეხით ყველა იმ 

შედეგებს, რომლებიც მივიღეთ თეორიულ ნაწილში. 

მაგალითი 

გადაბრუნებული ქანქარას მდგომარეობის მართვის სისტემა- 

განვიხილოთ გადაბრუნებული ქანქარა ნახ.31) 

  CV I 
ს7 "7 

    
  

ნახ,31 

ანქარას ძი ამონტაჟებ: ურიკაზე რომელსაც შეუძლია გადაადგილდეს 

პორზონტილურ საბრტყეში. ურა მოდის მოძრაობაში პატარა ძრავით, რომელიც ფუ კუროის 

მომენტში ურიკაზე მოქმედებს ძალით ML), რომელიც ლ სისტემის ჰემავალი 

სიგნალი. 
(32) ნახაზზე მოცემულია გადაადგილებები და ძალები 

  

“V 

სიქჰიქას 
ცენტრა 

აა იწ 

ა 98 
ღერძი 

ნახ.32 

L ის, მომენტში ღერძის გადაადგილება ხასიათდება (168) ფუნქციით. ქანქარას 

კუთხური სადაადეილება აღვნიშნოთ თ, L-მანძილია ღერძსა და სიმძიმის” ცენტრს ფორის" 

ჰ-ინერცის მომენტია სიმძიმის ცენტრს მიმართ  M-ურიკს  მასა-  ქანქარაზე 

მოდებულია სიმძიის ძალა იდ. MI) დღა VI) ქანქარას ღერძი რეაქციის 

ჰორიზონტალური და ვერტიკალური ძალებია. 

სისტემისათვის სამართლიანია შემდეგი განტოლებები 

  

2 
თ 8 5004 თი#C6)| =IM(L). თ. 2 

ძL ' 

2 
თ | თია) =V(L)–დდ, (7.2) 

ძL 
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1 ძ #LL) 
=LV(L)51იდ(ჯL)-LII(L)C0C5%(L), (7.3) 

ძL 

M9 0500 აე- ხ(L)-C-95(%), (7.4) 
ძL ძ 

სახუნი გათვალისწინებულია მხოლოდ ურიკას მოძრაობისას. (7.4) განტოლებაში ს 
სახუნის კოეფიციენტია. ქანქარას ღერძის ხახუნი არ მიიღება მხედველობაში. · 

(7.1) და (7.2) განტოლების გარდაქმნის შედეგად მივიღებთ 

თი5()+თLCთ(1)C05თ6(L)–თLდ2(L)5Iით(L)=I(L), (7.5) 

– “IL დ(L)§1იდ(L)-თ1I ი?(L)C05დ(L)=V(L)–იიდ, (7.6) 

თ(L)=LV(L)§Iით(1)– LIILL)C05#(%), (7.7) 

M5(1)=(6)-#C)-წ5(ჯ). 0.8) 
გამარტივების“ თვალსაზრისით დავუშვათ, რომ I. გაცილებით მცირეა M-თან შედარებით 

და ეს საშუალებს გვაძლევს უგულვ. ყბელვყოთ ჰორიზონტალური რეაქცია LL). მაშინ 
(7.8) გაზყოდება მიღეებს სახეს 

M5(L)=II(L) -წ5(L). (7.9) 

(7.5) და (7.6) განტოლებიდან გამოვრიცხოთ LI(ჯ) და V(L), მივიღებთ 

  

(I#იC?)დ(L)–იიწL5Iიდ(L)+იL5(L)C05#ი(+)=0. · (7.10) 

(7.10) განტოლების ყველა წევრის (I+თL9)-ზე გაყოფის შედეგად მივიღებთ 

დ (L)– 5 51იდ(+)+- 15 (L)C05#(L)=0, (7.11) 
L" L · 

სადაც ; 
! 1+თL " 
L=- (7.12) 

ამ სიდიდეს უწოდებენ ქანქარას ეფექტურ სიგრძეს- ნომინალური ამონახსნია 

სVIL)=20, 5L:L)=0, რდთ(L)20. თუ 5!იდ ღა C095თ ღავშლით ტეილორის მწკრივად ღა 

დავტოვებთ მხოლოდ წრფივ მდგენელებს, მაშინ (7.11) მიიღებს სახეს 

თ()--5 #(0+-1 5(1)=0. (7.13) 
L L 

მდგომარეობის ვექტორის X-ის კრუვეი ს ამოვირჩიოთ 

6 (L)=5(L 

6.(§)=5(5) ი 

6.(L)=5(()+L CL), 

6,(6)=5(0)+LVVI). 

წე) ფუნქცა წარმოადგენს  ქანქარს გადაადგილებას (7.9), და (7.14) 

წარმოადგენენ მდგომარეობის გაწრფივებულ განტოლებებს 
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§,I1)=6 > (CL), 

- _ 1 L 
6,(0)=–ც- ML) – დ ნე!) 

C ()= (7.15) §3(1)=6, (L), 

C 0)=8 +) =>“. | 60)= 6 (0) +)=თ დთ(L) =-- 1) – 6 (L I. 
4 L" | 3 4 

რომელიც ვექტორულ-მატრიცული სახით შემდეგნაირაღ წარმოგვიდგება., 

I1I0.1.0 ი 0 

· 0 –-L/M 0 09 I7/M 

XLCL)= XLCL)+ LLL), (7.16) 
0 0 0.) 0 

_ ' 
|-თ/LC ით #«/L 0 0 

სადაც X(L) = = 6,(L), 6,(L), 6კ(9), 6,(L) I. 

სისტემის პარამეტრებს აქვთ შემდეგი რიცხობრივ. მნიშვნეღობები 

ნ/M=1სეკ ', 
1/M=Iკგ ', 

C/L"=II,65სეკ 
7=0,842მ. 

ქანქარას ერთგვაროვან დიფერნციალურ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე 

0 1 0 09 

· 0 --/M 0 09 
X(L)= XL). (7.17) 

0 0 0 1 | 

ს 0 «/L0 
მატრიცის საკუთრივი მნიშვნელობები და ვექტორები გამოისახებიან აLე 

X=0, X:=-წ/M, Xვ=V თ/L" , Xა=-V §/L" 
ჟჭ 

1. 1 0 0 

'0 “| -/M 0 ი 
6,= , 5= , 6ვ= , 8კ= , (7.18) 

1 თ 1 1 

0 'L -ინ/M V </L! - #8. 
სადაც 

L M 
ზ 

თ- განსხვავებულია ნულისაგან. LI და ”) მატრიცებს აქვთ სახე 
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1 1 0 0 

0 –-L/M 0 0 
+ , (7.19) 

1 « I 1 

0 -თ წ„MV ნ/L -– V CL | 

- - 

1 M/ნ 0 0 

0 -M/L 0 0 

-1. | 

ჰ I = (7.20) 
172 

-I/2 – –_–..--= I2 1/2V LC 

#/M + / 

172 

-)/2 –--------...I2-I/2V LC 

- წ/M + / -,L ) 
სისტემის მოდებს წარმოადგენენ 

"VI 1 0 

ი -/M –-(I/MX 9 ცLV CL 

1 1 ' 

ი -თ წ/M V C/L | 

0 

0 ო/ ' 
კMV 8L (7.21) 

1 

_V 9/L' 

პირვეიით მოდა გვიჩვენებს; რომ იგი არ არის დამო, კიდებული ჰორიზონტალურ 

გადაადგილებებზე. ხოლო მესამე მოდა გვიჩვენებს გადაბრუნებული ქანქრას 
მდგრალო”--ს. 

თუ ურიკის ხახუნს უგულებელეყოფთ, L=0, მაშინ მივიღებთ 

X(+1=#XL(%), (7.22) 

სადაც 
0 10 0 

0 0.0 0 

#6 00 | (7.23) 

–”/L' 0 2/L" 0 

ბ. რიცხვებია 

# მატრიცის მახასიაშებელი 
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7,0, 2,=0, X.=// 8/L" , X,= – / 2/L (7.24) 
აღვილი მოსაძებნია, რომ არსებობს მხოლოდ ერთი საკუთრივი ვექტორი 

». (1.25) 

რომელიც შეესაბამება ორ ნულოვან მახასიათებელ მნიშვნელობას. 

? და M შეესაბამებიან საკუთრივი ვექტორები “ 

0 0 

0 9 
და · (7.26) 

I I 

V C/L" 'V §/L' 

არსებობს“ ჟორდანი ფორმის მხოლოდ ერთი ქვებლოკი 2X2 განზომილებით, ვინაიდან 

არ არსებობს“ 2 წრფივად დამოუკიდებელი საკუთრივი ვექტორი.საკუთრივი ვექტორი 9, 
არს L მატრიცის. გარდაქმნის პირველი სვეტი მაშინ მეორე სვეტი-ი2 გამოითვლება 

განტოლებიდან #6.=090, +ძ9, , ამ განტოლების ამონახსნს აქვს სახე 

0 1 

1 0 
9-= + I, (7,28) 

0 1 

1 0 

სადაც ჩ8- ნებისმიერი მუდმივაა.მივიღოთ 8=0. ვინაიდან ძვ ღა 9, წარმოადგენენ 

(7.26) გამოსახულებების საკუთრივ ვექტორებს. ვიჰოვოთ I გარდაქმნა: 

10) 0. | 0 

იი1 0! ი 
1= I I · (7.29) 

10 I 1. 
| I 

01 IVV–/L | -Vი/L 
# მატრიცის ჟორდანის ნორმალურ ფორმას აქვს სახე: ტრიცის უჟ ლღუო ფო 3 ე 

ბ 1 | 0 I 0 

· 0 ი | 9 | 0 

„–_ _-.. -–--- – · (7.30) 0 0 /=/L" | 0 

0 ი I 0 1 V -/L" 

# მატრიცას ექსპონენციალი უნდა მოიძებნოს განტოლებიდან სმ ჯა ჰე 

და აგრეთვე განტოლებებიდან (7.29) (7.30). 
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ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ გადაბრუსებული ქანქარს მდგომარეოიის განტოლებს #4 

მატრიცას აქვს შემდეგი მახასიათებელი რიცხვები და ვექტორები: 

= = + X=/თL  X =- /თ/C 2,0, ჯ.= -#> 2კ 9/L > 9/L 

1 1 09 0 

-=)9) „5 | +««M --) 9 = 0 
- I 1I” 2 თ ––. I . 4. 1 · 

0 -თ L/M C/L | წ“ /L 

(7.31) 
ცხადია, რომ მდგრადი მდგომარეობის ქვესივრცე წარმოიშობა 9. და 29 ვექტორებით, 

ხოლო არამდგრადი 6. და 6 ვექტორებით. იმ შემთხვევაში, თუ ხახუნს არ მივიღებთ 

მხვედველობაში ჩვენ გვექნება, რომ ნულ-სივრცეს შეესაბამება მახასიათებელი რიცხვი 

0 და წარმოიქმნება I მატრიცის პირველი ორი სვეტით: 

1 

, და 
–- 
C
-
C
ი
 

0 
1 (7.32) 
0 

ეს ორა „,)ეორი, საკუთრივ ვეექტორთან ერთად, რომელიც შეესაბამება თ/L" „ე.ი. 

( 0 

0 

1 (7.33) 

“| V 2/L. | 
ს რამი ი, სები, „ არამდგრადი მდგომარეობის ქვესივრცეს. მდგრად ქვესივრცეს 

ა კუთრივი ვექტორი: 

    
- 9 1 

9 (7-34) 
1 

LV /L” | 
ქანქარას გამოსასვლელად ავიღოთ კუთხე დ(ს, შევაღაროთ მდგომარეობები 

0 შა 

0 0 

და · (7.35) 
0 ძ 

9 

09 0 

მეორე მდგომარეობ, განსხვავდება » პირველისაგან (ნულოვანისაგან) იმით, რომ 

ურიკ და ჭანჭქარა გადაადგილდებიან ძილ მანძილზე.  ე-ი.სისტემა  , იმყოფება 
'ონასწორობამი თუ ზოღებული შემავალი სიგნალი ნულის ტოლია, მაშინ სისტემა 
წა იმავე მდგომარეობაში და  #)=0 ორივე შემთხვევათ» ცხადია. რომ ხდება 

ყი #(1%)-ს დაკვირვება. მაშინ ძნელია გაგება, თუ ამ ორიდან რომ 

მიუ მარეოხაში იმყოფება სისტემა: ე-ი- სისტემა არ არის მთლიანად დაკვირვებადი. “ 
(VL-) ადაბრუნებული ქანქარა. როგორც ვიცით. აღიწერება დიფერენციალური. განტოლებით 
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0 1 0 09 0 

· 0 -–წM 0 0 1/M 
X(L)= X()+L II). (7.36) 

0 0.0 I 0 

-ი/L 0 CL 0 0 

მართვადღობის მატრიცას აქვს სახე 

ი ! L 1 _L17_1 
MM. “ M MM „M M. 

–-–_._.... 
M M M M M M M 

= . დ , (7.37) 

0 0 0 –-– LM | 

8 ნწ შჩ6მ15.”შძშძ“„““' ბ L" L 1 
ჩანს, რომ მატრიცის რანგი 4-ის ტოლია ყველა პარამეტრების მნიშვნელობისათვის, 

ამიტომ სისტემა არის მთლიანად მართვადი. 
თუ გამოსასვლელ სიდიდედ ავიღებთ. »(L) ცვლადს თ(L)-ს სახით, მივიღებთ 

თ(L)=(-I/L",0,1/L",0)X(L). 
დაკვირვებადობის მატრიცას აქვს სახე 

| - 4. 0 4. 0 
I L ( L 

0 – 1. 0 „1 

L" L" 
0= (7.38) 

5) L 1 ი | 
ილ: “ი –“., 9 

L L I L L 

I 2 8 
0 –---1 - _1. 0 თი 1 

L L' L L' L 

ამ მატრიცის რანგი 3-ის ტოლია, ე. ი. სისტემა არ არის მთლიანად დაკვირვებადი. 
თუ დავუმატებთ გამოსასვლელი ცვლადის მეორე კომპონენტს ურიკის 5=(L) გადაადგილების 
სახით, მივიღებთ - ? ' 

-Iი-10 

VI). L L' |, (7.39) 

10 0 0, 

ეს გვაძლევს შემდეგი დაკვირვებადობის მატრიცას 
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_ _I 0 4 0 
L L 

1 0 0 0 

0 - 1. 0 = 
L” L 

0 1 09 0 

C0= (7.40) 

_ 5 L 1 _# 1 
L' M შე L L' 0 

L 
0 -” 0 0 

ყქ0 _- 5 1I -+- –_”ე.. 
L L' M L' L' L 

2 
L ”Cთსცს" 

მატრიცის რანგი 4 ტოლია, ე. ი. სისტემა არის დაკვირვებადი. 

ჩვენ იაჩვენეთ, რომ გადაბრუნებული ქანქარა არ არის მთლიანად! დაკვირვებადი, თუ 

დაკვირვებად ლცვლადათ ავიღებთ კუთხეს თ!) ახლა განესაზევროთ არადაკვირვეზადი 

მდგომარეობის ქ ვესივრცე 'ად სანახა ვია, რომ 0 დაკვირ, 'ვებადობის მატრიცა 

აღწარმოებულია ვექტორ-სტრიქონით –1,0,1,0), (0,-1,0,1),(0,1,0,0). 

ნებისმიერი ვექტორი X=C0I6 ,6,:6.,5,)' რომელიც ეკუთვნის ლ ნულ-სივრცეს, 

აკმაყოფილებს პირობებს +6+6=0, 
-6,+6კ50, (7.41) 

632=0. 

ეს იმასა ნიშნავ, რომ არადაკვირვებდი მდგომარეობის ქვესივრცე წარმოიქმნება 

ვექტორით 
· CიI(1,0,0,0). 

რომ მივიღოთ დაკვირვებადობის კანონიკური ფორმა ამოვირჩოთ ვექტორ-სტრიქონხი ს 

მატრიცის , პირველ “ სამ სტრიქონად. მეოთხე სტრიქონი ამოვირჩიოთ ნებისმიერად 

(I,0,0,C). 

ვიპოვრთ მატრიცები C და V 

-1 010 0001 
0 -101| ,+I0010 = = 7.42 

ს 10ს·ა.ო -”)იი) (7.42) 
1 000 0110 

გარდაქმნილ განტოლებათა სისტემას აქვს სახე 
0: 1 0 ·0: 0 

·, CL 0 წM:0,  |-IMM 
X (L)= · X (L)+ ML), (7.43) 

ი 0 –ნM:0 1/M 

050 LI :0 -0 | 

»C(:)=(1I/L",0,0,0) XV). 
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როგორც გამომდინარეობს (/.1+) გასტოღებიდას, ძღგოძარეობის, არდაქანის 
კომპონენტებს აქვთ სახე: ' თ“ ე ბიოლ) 

61(0)=-6,C0)+6.(0)=L%(%), 

61(9=-6 C)+6,(L)=L%(%), 
(7.44) 

6ვIL)=6.(L)=5(1), 

61((1=6,(L)=5(L). 

ჩანს, რომ მღგომარეობა და ქანქარას „იჩქარე ურიკას მიმართ და აგრეთვე, ურიკას 

სიჩქარე, შეიძლება აღვადგინოთ დაკვირვების ცვლადიდან, მაგრამ არ შეიძლება 

აღვადგინოთ ურიკას მდებარეობა. ადვილი სანახავია, რომ დაკვირვებადობს პოლუსებია 

– /M და +V 9/L , არადაკვირვებადობის პოლუსი ნულის ტოლია. 

გავიხსენოთ შემდეგი განსაზღვრა. მართვის წრფივი კანონი: 

V(L)=–წ(L)X(L)+VL) (7.45) 
არის სისტემისათვის 

ტ ე XCC)=#(1)X(L)+8(L)V(L) (7.46) 
ასიმპტოტურად მდგრადი მართვის კანონი, თუ შეკრული სისტემა 

XC+)=L#(L)–8(L)წ()1X(L)+8(1)C(L) (7.47) 
არის ასიპტოტურად მდგრადი. წ(L) არის უკუკავშირს გაძლიერების” კოეფიციენტების 

' 
მატრიცა. სხ არი ახალი შემავალი ცელადი. (7.47) სისტემს მდგრადობა მუდმივი 

კოეფიენტეის დროს დამოკიდებულია #-8ს, მატრიცს მახასიათებელ რიცხვებზე.ე თუ 

შე კრული სისტემის ყველა პოლუსები იმყოფებინ მარცხენას ნახ ეევარსიბრტყეში, მაშინ 

ცხადია, სისტემა არის ასიმპოტურად მდგრადი. 

გადაზრუნებული ქანქარას მდგრადობის დიფერენციალურ განტოლებას აქვს სახე: 

  

0 1 0 0 0 

L 
· ი -ყი090ი0ძ 1. . 
X(CL)=| 0 ი 0 1|XCL#|I M |/IILCL). (7.48) 

8. წ “0 
აღა ი მ 0 L L 

განვიხილოთ მართვის კანონი 

#I(L)=–(დ,,დე,დვ,და)X(L) (7.49) 

(7.48) და (7.49)-დან გამომდინარეობს, რომ 

0 1 0 0 

დ, #+დე %ი3 LM 

- "MM MI M. 
«0. = 7. #-8L 0 0 9 0 (7.50) 

უ>–_7//!!/7” 
L, L, 

ამ მატრიცის მახასიათებელ განტოლებას აქვს სახე: 

2 

ყე ევ ში , §%- 1. _ წელი ნის ნწ სირი“ წ ოვ) 
M L, M L, M. L 

დავუშვათ, "შეკრული სისტმის ყველა პოლუსები მოთავებულია თ წერტილში. მაშინ 
შე კრული სისტემის მახასითებელი „განტოლება ჩაიწერება სახეში: 

(§+თ)"=5 +405 +6თ 5240" 5+V" · (7.52) 
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გავუტოლოთ (7.51) და (7.52) განტოლებების კოეფიციენტები ერთმანეთს. 
მივიღებთ გამოსხულებებს დ;,თე.დვედავ მემათ. 

2 
C+ 
“წ. =4თ, 

M 

-3- – 5_ = 6თ“, 

C L (7.53) 
+ უ_.. – კღმ, 

M L, 

+ დი)+ი?2 _5_ _ თ. 

M L, 

ავიღოთ რიცხვითი მნიშვნელობები: 

I 0, 6. = 1,650? 
M L, 

1 ჰ4 ,' 
–-- =1 , L =0,842მ. 
M კბ 
თ=3L 1. 

წრფივი განტოლებების ამოხსნით მიივღებთ შემდეგ მართვის კანონს: 

L(L)=-(65,65,11,00,-72,60,-21,27)X(ჯL). (7.54) 
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