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530.145 

გ:2<5)-- 

სახელმძღვანელოში ფართოდაა განხილული როგორე ერთი ნა- 

წილაკის, ისე ნაწილაკთა სისტემის კვანტური მექანიკა და ელე)ტრონის 

რელატივისტური კეანტური მექანიკა. 

წიგნი განკუთენილია სახელმძღვანელოდ ფიზიკის ფაკულტეტის 

ს ჯუდენტებისათვის. 

CC /თბილისის უნივერსიტიტის აამომ/'მლობა, 1978



მეორე გამოცემის წინასიტყვაობა 

V-გნი წარმოადგენს მეორე შევსებულ და გადამუშავებულ გამოცემას. პირ- 
ვ:ლთი გამოცემიდან გავიდა თითქმის ორი ათეული წელი. მართალია, ამ ხნის გან– 
მ 4. ბაში /კენტურ მექანიკაში არსებითი („ცვლილებები არ მომხდარა, მაგრამ 
C იავიწა მასი აპარატი და მთელი რიგი ფუნდამენტური საკითხების გადმოცემის 
მ, ორა)ა. გარღა ამისა, აღნიშნულ დისციპლინაში გამოქვეყნდა მაღალმეცნიერულ 
დოსეზე დაწერილი მრავალი ნაშრომი. აქედან გამომდინარე, სახელმძღვანელოს 
ბეკერი თავი და პარაგრაფი ან თავიდან დაიწერა, ანდა არსებითად გადამუშავდა. 

წიგნი „აწერილიჰ იმ ვარაუდით, რომ შესაძლებელი იყოს ზოგიერთი საკითხის 
6 2 ჯგუფის ზამოტოვება. ამას დიდი მნიშენელობა აქვს, რამდენადაც 

2. 14 +5ჯ ჰეცკიალობის სტუდენტები ამ საგანს სხვადასხვა მოცულობის პროგრა- 

+ + სყაელობენ. 

სახკლმძღვანელოზე მუშაობისას თვალწინ გვედგა ჩვენი მასწავლებლისა და 
რან. ეტორის ვ. მამასხხლისოვის ნათელი სახე რომელიც, სამწუხაროდ, ვერ 

'აკ.ჯრო ამ? წიგნის ხელახალ გამოცემას. 

ი. ვაშაკიძე, გ. ჭილაშვილი



პირველი გამოცემის წინასიტქვაობა 

წინამდებარე კვანტური მექანიკის სახელმძღვანელოს დაწერას საფუძვლად 

დაედო ლექციების კურსი, რომელიც ორ ათეულზე მეტი წელია იკითხება თბი- 
ლისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის ფიზიკის ფაკულტეტზე პროფ. გ. ი. მამასახ- 
ლისოვის, ბოლო დროს კი, მისი მოწაფეების -– დოც, ი. შ, ვაშაკიძისა და დოც. 

გ. ა. ჭილაშვილის მიერ. | 

კურსი შეესაბამება იმ პროგრამას, რომელიც დამტკიცებულია სახელმწიფო 

უნივერსიტეტების ფიზიკისა და ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულტეტებისათვის. ამ 

სახელმძღვანელოსათვის დამახასიათებელია ის, რომ მასში | ფართოდაა განხილული 

როგორც ერთი ნაწილაკის, ისე ნაწილაკთა სისტემის კვანტური მექანიკა, და ელექ- 

ტრონის რელატივისტური კვანტური მექანიკა. | 

წიგნის ხარისხის მნიშვნელოვნად გაუმჯობესებას ხელი შეუწყო პროფ. 

გ. რ. ხუციშვილისა და პროფ მ. მ. მირიანაშვილის შენიშვნებმა, რომლებმაც ყუ- 

რადღებით წაიკითხეს მთელი წიგნი. ავტორები მათ უღრმეს მადლობას უცხადებენ. 
მადლობას მოვახსენებთ აგრეთვე ასპირანტ გ. ნიკობაძეს, რომელმაც გადაათვალიე– 

რა ხელნაწერის დიდი ნაწილი. I 

წინამდებარე კვანტური მექანიკის კურსი პირველი სახელმძღვანელოა ქართულ 
ენაზე და ამიტომ, ბუნებრივია, დაზღვეული არ იქნება ნაკლისაგან. ავტორები ი 

მოვნებით მიიღებენ მკითხველთა უმნიშვნელო შენი შვნასაც + რომელიც დაეხმარება 

მათ წიგნის ხარისხის შემდგომ გაუმჯობესებაში, 

ნაშრომის გამოსვლა ქართულ ენაზე გაამართლებს თავის მიზანს, თუ ნაწი- 

ლობრივ მაინც "'მეავსებს იმ ხარვეზებს, რომლებსაც სისტემატურად აქვთ ადგილი 

კვანტური მექანიკის საფუძვლების შესწავლის დროს და ხელს შეუწყობს ქართველი 

ახალგაზრდების მომზადების დონის ამაღლებას თანამედროვე ფიზიკის ამ მეტად 

მნიშვნელოვან დარგში. /



შესავალი 

XX საუკუნის დასაწყისისათვის ფიზიკა თავისი განვითარების გზაზე სერიო- 
ზულ სიძნელეებს წააწყდა. სიძნელეთა ერთი ჯგუფი შეეხებოდა სინათლის ყოფა- 
ქცევას. აღმოჩნდა, რომ სინათლის სიჩქარე არ არის დამოკიდებული არც დამკვირ- 

ვებლისა და არც სინათლის წყაროს მოძრაობაზე. სინათლის ასეთი თვისებები ვერ 

აიხსნა კლასიკური ფიზიკით და ამიტომ საჭირო გახდა იმ ზოგადი დებულებების 

გადასინჯვა, რომლებზე დაყრდნობითაც ჩამოყალიბებული იყო კლასიკური ფიზიკა. 

რადგანაც ყოველი მოძრაობა წარმოადგენს სხეულის მდებარეობის შეცვლას 
სივრცესა და დროში, ამიტომ ბუნებრივია, კლასიკური ფიზიკის ძირითადი დე- 

ბულებებიც დროისა და სივრცის თვისებებს შეეხებოდა. კლასიკური ფიზიკა უშვე- 

ბდა, რომ სივრცე არის ასოლუტური, დრო კი უნივერსალური. ამასთან, სივრცის 

აბსოლუტურობა ნიშნავს შემდეგს: რომ ავიღოთ ორი იდეალურად მყარი ღერო, 
რომლებიც სივრცის ერთ. რომელიმე ადგილას ტოლი არიან, მაშინ ეს ღეროები 

ერთმანეთის ტოლი დარჩება მიუხედავად ფარდობითი მოძრაობისა, რომელსაც 

ერთი ღერო მეორეს მიმართ შეიძლება ასრულებდეს. ასევე დროის უნივერსალურო- 
ბის ქვეშ იგულისხმება, რომ დროის მსვლელობა არ:ა დამოკიდებული იმ სხეულე- 

ბის მოძრაობაზე, რომლებშიც ეს დრო დაიმზირება. თუ ავიღებთ ორ იდეალური 

სიზუსტით მომუშავე საათს და დავუშვებთ, რომ სივრცის ერთი და იგივე ადგილას 

ეს საათები ერთი და იჭივე დროს უჩვენებენ; მაშინ დროის უნივერსალობაში 

უნდა გავიგოთ ის, რომ ამ საათების ჩვენება ყოველთვის თანხედენილი იქნება, 

მიუხედავად ფარდობითი მოძრაობისა, რომელიც ერთმა საათმა შეიძლება შეას- 

რულოს მეორის მიმართ. 

არავის არ ეპარებოდა ეჭვი ამ დებულების სისწორეში, სანამ მასზე დამყარე- 

ბული მექანიკა არ წააწყდა არსებით წინააღმდეგობებს. ამ წინააღმდეგობათა თა- 

ვიდან აცილება მოხდა სივრცის აბსოლუტურობისა და დროის უნივერსალობის 

ცნებათა უარყოფის გზით. 

ა. აინშტაინმა დაამტკიცა, რომ ნიუტონის მექანიკაში აღებული სივრცის 

აბსოლუტურობის და დროის უნივერსალობის ცნებები, საზოგადოდ, სინამ- 

დვილეს არ შეესაბამებიან და რომ სივრცე და დრო ფარდობით ხასიათს 
ატარებს, მანძილი სივრცის ორ წერტილს შორის, ისევე როგორც შუალედი 

დროის ორ მომენტს შორის, დამოკიდებულია ათვლის სისტემაზე. ორი მოვ- 

ლენა, რომელიც ერთდროულია ერთ რომელიმე ათვლის სისტემაში, არ არის 
ერთდროული სხვა ათვლის სისტემაში რომელიც ნებისმიერად მოძრაობს პირ- 

ველის მიმართ. 
იმ მექანიკას, რომელიც ემყარება სივრცისა და დროის ფარდობითობის დე- 

ბულებებს, რელატივისტურ მექანიკას უწოდებენ. როგორც ცნობილია, რელატივი- 

სტური მექანიკა უფრო ზოგადია და მისგან, როგორც კერძო შემთხვევა, მიიღება 
ნიუტონის მეჯანიკა რელატივისტური მექანიკა გამოიყენება ნებისმიერი სიჩქარე- 

5



ებისათვის, რომლებიც ნაკლებია სინათლის სიჩქარეზე. კლასიკური მექანიკა კი 

გამოსაყენებელი აღმოჩნდა მხოლოდ ისეთი სიჩქარეებისათვის რომლებიც გაცი- 

ლებით ნაკლებია სინათლის სიჩქარეზე. ამასთან, რელატივისტურ მექანიკაში მაქსი- 

მალური სიჩუარე, რომელიც შეიძლება სხეულს გააჩნდეს, ტოლია სინათლის სიჩ- 

ქარისა. რელატივისტური მექანიკის შექმნამ საშუალება მოგვცა კლასიკური ფიზი- 

კის მთელი რიგი წინააღმდეგობების ახსნისა მრავალი მოვლენა, რომელიც გაუ–- 
გებარი იყო კლასიკური მექანიკისათვის, მარტივად აიხსნა რელატივისტური მექა- 

ნიკით. 
მაგრამ ამ პერიოდში აღმოჩენილ იქნა მთელი რიგი ახალი ფაქტებისა, რო?» 

ლებიც ვერ აიხსნებოდა რელატივისტური მექანიკითაც. ეს ფაქტები ატომის ფი- 
ზიკას შეეხებოდა. 

XX საუკუნის დასაწყისში დამტკიცებულ იქნა, რომ ატომი შედგება დადე– 

ბითად დამუხტული ატომგულისაგან, რომლის ირგვლივ მოძრაობს ელექტრონები. 

სივრცისა და დროის ფარდობითობაზე დამყარებული კლასიკური ელექტროდინა- 

მიკა უძლური აღმოზნდა აეხსნა ატომის მდგრადობის საკითხი. საქმე ისაა, რომ 

ელექტრონები გულის ირგვლივ მოძრაობენ მრუდხაზობრივად, რის გამოც მათ 

გააჩნიათ აჩქარება. კლასიკური ელექტროდინამიკი თანახმად კი აჩქარებული 
მუხტი უნდა ასხივებდეს ენერგიას. ამიტომ კლასიკური ელექტროდინამიკით ელექ- 
ტრონი ენერგიის განუწყვეტელი კარგვის გამო თანდათან უნდა უახლოვდებოდეს 

გულს და ბოლოს მას უნდა ეცემოდეს. ექსპერიმენტული დაკვირვებები კი გვიჩვე- 
ნებს, რომ ატომი საკმარისად მდგრადი სისტემაა და იგი გარედან ჩარევის გარემე 

არ იშლება. გარდა ამისა, არსებობს მთელი Cიგი სხვა მოვლენებისა ატომის სფე- 

როში, რომლებიც ვერ აიხსნება როგორც ნიუტონის, ისე რელატივისტური მექა- 

ნიკის თვალსაზრისით. 

რადგან რელატივისტური მექანიკა საკმარისი არ აღმოჩნდა ატომური მოვ- 

ლენების ასახსნელად, ბუნებრივია ვიფიქროთ, რომ კიდევ არსებობს რაღაც დებუ- 

ლება, რომლითაც სარგებლობს ნიუტონის მექანიკა და რომელიც უცვლელად იქნა 

დატოვებული რელატივისტური მექანიკის ჩამოყალიბების დროს. ამასთან, გასაგე– 
ბია, რომ მას განსაკუთრებით დიდი მნიშვნელობა უნდა ჰქონდეს ატომური მოე– 

ლენების (ე. ი. მიკრო ობიექტების) შესწავლისას, რადგან მისი მცდარობა არ გა- 

მომჟღავნდა ისეთი დიდი სხეულების შესწავლის დროს, რომლებთანაც საქმე ჰქონ- 

და აინშტაინის მექანიკას. 

როგორც გამოირკვა, ეს დებულება შეეხებოდა ფიზიკური სიდიდის გაზომვის 
საკითხს როგორც რელახივისტურ, ისე კლასიკურ ფიზიკამი უშვებდნენ, რომ 
ნებისმიერი სიდიდე პრინციპულად შეიძლება გაიხომოს რაგინდ დიდი სიზუსტით. 
თუ დღეს ტექნიკის დონე ისეთია, რომ საზომ იარაღს აქვს გარკვეული # ცდომი- 
ლება, მომავალში,ტექნიკის განვითარებასთან ერთად, ცდომილება თანდათან შემცი– 

რდება და ბოლოს ნულს გაუტოლდება. ეს გარემოება ჩვენ შეგვიძლია ასეც გამოვ- 

ხატოთ: როცა დრო მიისწრაფის უსასრულობისაკენ C->თ), მაშინ ცდომილება მი- 

ისწრაფის ნულისაკენ (4-+0). 
რადგან კლასიკურ მექანიკას საქმე ჰქონდა დიდ (მაკრო) სხეულებთან, გა- 

ზომვისას დაშვებული ცდომილება გაცილებით ნაკლები იყო გასაზომ სიდიდესთან 

შედარებით. ამიტომ, ბუნებრივია, გაზომვისას დაშვებულ ცდომილებებს პრინცი- 

პული მნიშვნელობა არ ენიჭებოდათ. მაგრამ როდესაც ფიზიკა გადავიდა მიკრო 

ობიექტების შესწავლაზე, მდგომარეობა სრულიად შეიცვალა. საქმე ისაა, რომ 

გაზომვის პროცესი თავისთავად გულისხმობს გასაზომი იარაღისა და გასაზომი 
ობიექტის ურთიერთქმედებას. რადგან გაზომვას ახდენს ადამიანი, ამიტომ გასაზომი 
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იარაღი ყოველთვის მაკროსკოპულია (კლასიკურია). გასაზომი იარაღი გაზომვის პრო- 
ცესში იწვევს ცვლილებებს ან, როგორც ამბობენ, შეშფოთება შეაქვს გასაზომ ობიექტ- 
ში, მიკრო ობიექტის შემთხეევაში გაზომვის პროცესმა შეიძლება ისეთი დიდი შეშფო- 
თება შეიტანოს, რომ შე დეგად მიღებული (დომილება ისეთივე რიგისა გამოვიდეს, 

რაც თვით გასაზომი სიდიდე. ამგვარად, (ცდომილებას, რომელსაც არსებითი მნიშ.- 

ვნელობა არ ჰქონდა კლასიკურ მექანიკაში, დიდი როლი ენიჭება მიკრო ობიექტე- 

ბის შესწაჯლის დროს. თუ გასაზომი სიდიდის ზომას აღენიშნავთ „/4-თი, მაშინ ჩვენ 

შეგვეძლო პირიქითაც გვეთქვა, რომ, როცა #4>აბ, მაშინ გვაქვს დიდი სხეული, 

და იგი უნდა შევისწავლოთ კლასიკური მექანიკით, ხოლო როცა გასაზომი ობი- 

ექტი იგივე რიგისაა, რაც გაზომვისას დაშვებული ცდომილება, ე. ი. #--ბ, მაშინ 
ჩვენ საქმე გვაქვს მიკროობიექტთან, რომელიც უნდა შეისწავლებოდეს რაღაც ახალი 

ტიპის მექანიკით. იბადება კითხვა, ხომ შეიძლება ტექნიკის განვითარებით ცდომი- 

ლება # საკმარისად შემცირდეს და #4 –-+4 პირობა შეიცვალოს 4 >> #4 პირობით, 

ე. ი. მიკრო სხეული გახდეს მაკრო სხეული და თუ იგი წინათ კლასიკური მექა- 
ნიკით არ აიწერებოდა, ახლა უკვე ამ მექანიკას უნდა ემორჩილებოდეს. მაგრამ 

აღმოჩნდა, რომ თურმე არსებობს გაზომვის ცდომილების ისეთი ზღვრული მნიშე- 

ნელობა ტე, რომელიც ტექნიკის განვითარებასთან არ არის დაკავშირებული. გა- 

მოირკვა, რომ მიკრო სამყჯაროწი ზოგიერთ ფიზიკურ სიდიდეთა წყვილები ერთ- 

დროულად და ზუსტად პრინციპულად არ განისაზღვრება. ასეთი ფიზიკური სიდი- 

დეებია არაკომუტატურ ოპერატორთა საკუთარი მნიწვნელობები, რომელთა კერძო 

შემთხვევასაც წარმოადგენს ჰაიზენბერგის განუზღვრელობის თანაფარდობა კო- 

ორდინატისა და იმპულსისათვის 1 

ჩჯგბუ=2»ჩ, (1) 

სადაც “ი არის ზღვრელი ცდომილება, დაშვებული იმპულსის გაზომვაში, 4» კი 
ასეთივე ()დომილებაა, დაკავშირებული კოორდინატის გაზომვასთან. როცა 4ჯ=0, 

მაშინ 4,= თ და პირიქით. მნიშენელოვანი· აღენიშნოთ, რომ ამ ცდომილებებში 

არ იგულისხმება იარაღის სიზუსტესთან და დამკვირვებელთან დაკავშირებული ცდო- 

მილებანი. კოორდინატის: და იმპულსის განუზღვრელობის საკითხი პრინციპული 

საკითხია და იგი არ არის დაკავშირებული ტექნიკის განვითარებასა და დამკვირ- 

ვებლის დახელოვნებასთან, კოორდინატისა და იმპულსის ერთდროულად და ზუს- 

ტად გაზომვის შეუძლებლობა თვით მიკრო ობიექტების თვისებაა, 

როგორც ვხედავთ, დებულება გაზომვის შესახებ მეტად მნიშვნელოვანი ყო–- 

ფილა და თუ ჩვენ გვსურს ავხსნათ მიკრო სამყაროში მიმდინარე მოვლენები, 

საჭიროა მისი გათვალისწინებაც. 

კლასიკური მექანიკა, გარდა სივრცისა და დროის აბსსოლუტურობის დებულე- 
ბებისა, ემყარებოდა აგრეთვე მესამე დებულებასაც, რომლის თანახმად, პრინციპუ- 

ლად მაინც, შესაძლებელი იყო ყველა ფიზიკური სიდიდის ერთდროულად რაგინდ 

დიდი სიზუსტით გაზომვა. რელატივისტურმა მექანიკამ შეცვალა პირველი ორი 

დებულება, ხოლო დებულება გაზომვის შესახებ იგივე დატოვა. მიკრო სხეულები- 

სათვის კი საჭიროა სწორედ მესამე დებულების გადასინჯვა. გასაგებია, რომ მიკრო 
სხეულების მექანიკის ჩამოსაყალიბებლად გვაქვს ორი გზა: პირველის თანახმად 

უნდა შეიცვალოს კლასიკური მექანიკის მხოლოდ მესამე დებულება. ამ 'შემთხვევა– 

ში ნათელია, რომ სათანადო მექანიკა, რომელსაე კვანტურ მექანიკას უწოდებენ, 

1 ს არის პლანკის მუდმიეი გაუოფილი 2:(-ზე, ე. ი. M=7/I/2”. რიცხობრივად იგი ტოლია 

M=1,05 10“? ერგი სეკ. 
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იქნება არარელატივისტური, ე. ი. იგი გამოდგება მხოლოდ მცირე სიჩქარეებისა- 
თვის. მეორე შემთხვევაში კი ერთდროულად უნდა შეიცვალოს სამივე დებულება. 
ამ მექანიკას უწოდებენ რელატივისტურ კვანტურ მექანიკას. ამ უკანასკნელში გა- 

თვალისწინებული იქნება როგორც მიკრო სხეულების დამახასიათებელი თავისებუ- 

რებანი, ისე სივრცისა და დროის ფარდობითობის თვისებებიც. 

თუ რელატივისტური მექანიკის ჩამოყალიბება ისე შეიძლება, რომ სულაც 
არ ვისარგებლებთ კლასიკური მექანიკით, კვანტურ მექანიკას ის დამახასიათებელი 
თავისებურება აქვს, რომ იგი, ასე ვთქვათ, მოითხოვს კლასიკური მექანიკის არსე- 

ბობასაც. ამიტომაც კვანტური მექანიკა ჩამოყალიბდა კლასიკური ფიზიკის ანალო- 
გიის გზით. 

კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბება დაიწყო მას შემდეგ, რაც ლუი დე ბრო- 
ილის მიერ 1924 წელს აღმოჩენილ იქნა ნივთიერების ორმაგი ბუნება. დე ბროი- 

ლის თანახმად, არა მხოლოდ სინათლეს ახასიათებს ორმაგი ბუნება, ტალღური და 

კორპუსკულური, არამედ ნემისმიერ ნივთიერ ნაწილაკსაც. კერძოდ, აინშტაინის 

ცნობილი ფორმულები, რომლებიც აკავშირებენ სინათლის კორპუსკულების – ფო- 

ტონების დამახასიათებელ სიდიდეებს X”--ენერგიასა და 9 იმპულსს, სინათლის ტალ- 

ღური ბუნების დამახასიათებელ სიდიდეებთან თ-სიხშირესა და #-ტალღურ ვექ- 

ტორთან, ე. ი ფორმულები 

#X=წთ, ?ზ?=წჩL (2) 

დე ბროილის მიერ გავრცელებული იქნა ნებისმიერ მიკრო ნაწილაკზედაც. 

დე ბროილის ჰიპოთეზის თანახმად, ყოველ მიკრო ნაწილაკს, რომელიც 

მოძრაობს V სიჩქარით, უნდა შევუსაბამოთ X=1/#= ჩ/» ტალღის სიგრძე. 

რამდენიმე წლის შემდეგ ცდებით დამტკიცდა, რომ ნივთიერ ნაწილაკთა ნა- 

კადი კრისტალებზე გაფანტვისასს ისეთივე დიფრაქციულ სურათს იძლევა, რასაც 

». = ჩ/ს ტალღის სიგრძის მქონე სინათლის ნაკადი, სადაც II ნაწილაკის მასაა, 

ს კი –– მისი სიჩქარე. 

დე ბროილის ჰიპოთეზაზე დაყრდნობით ერვინ შრედინგერმა დაწერა კვან- 
ტური მექანიკის მოძრაობის განტოლება, რომელსაც შრედინგერის განტოლებას 

უწოდებენ. ცოტათი უფრო ადრე სხვა მოსაზრებებზე დაყრდნობით კვანტური 
მექანიკის განვითარებას საფუჰველი ჩაუყარა ვერნერ ჰაიზენბერგმა. 1928 წელს კი 

პოლ მორის დირაკმა შექმნა ელექტრონის რელატივისტური კვანტური მექანიკა. 
კვანტური მექანიკის დაფუძნებასა და განვითარებაში დიდი როლი შეასრულა ნილს 

ბორის, მას ბორნის, ვოლფგანგ პაულის და სხვათა შრომებმა.



ერთი ნაწილაჰის ჰმანბური მექანიკა 

თავი I 

კვანტური მექანიკის მოძრაობის განტოლება 

ატომური მოვლენების ერთიანი მეთოდით წესწავლის მიზნით საჭიროა კეან- 

ტური მექანიკის მოჰრაობის განტოლების დაწერა. როგორც ცნობილია, მოძრ:ო- 

ბის განტოლების გამოყვანა შეუძლებელია. ფიზიკაში, როგორც) წესი, ხდება მოძ- 

რაობის განტოლების პოსტულირება კერძო შემთხეევების.თვის ცნობილ კანონზო- 

მიერებათა განზოგადების საფუძველზე. იმის გამო, “ომ კვანტური მექანიკა კლა– 

სიკური მექანიკის ანალოგიის გზით ჩამოყალიბდა, ამ თავში მოძრაობის განტო- 

ლების დასაწერად გამოიყენება სწორედ ანალოგია კლასიკურ მექანიკასა და ოპტი– 

კას შორის. 

წინამდებარე თავში დაწერილია შრედინგერის მოძრაობის განტოლება, გარ- 

კვეულია ტალღური ფუნქციის ფიზიკური შინაარსი, სუპერპოზიციის პრინციპი 

და ნაჩვენებია, რომ კვანტურ მექანიკაში მდგომარეობის აღწერას აქვს სტატის- 

ტიკური ხასიათი. | 

1/ ანალოგია კლასიკურ მეკანიკასა და გეომეტრიულ 

! ოპტიკას შორის 

ანალოგია კლასიკურ მექანიკასა და გეომეტრიულ ოპტიკას შორის, ჯერ კი- 

დევ კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბებიდან დიდი ხნით ადრე. შემჩნეული იყო 

ჰამილტონის მიერ ჰამლტონმა მიუთითა, რომ გარეგნულად გეომეტრიული 

ოპტიკის კანონები ძალიან ჰგავს კლასიკური მექანიკის კანონებს, მაგრამ მან ვერ 

შეამჩნია მძლავრი შინაგანი კავშირი ამ ორ, ერთი შეხედვით, სხვადასხვა დარგს 

შორის. აღნიშნულ ანალოგიას ფიზიკური შინაარსი ლუი დე ბროილმა მისცა. 

როგორც აღვნიშნეთ, აინშტაინმა აჩვენა, რომ სინათლეს ორმაგი ბუნება 

ახასიათებს-–– ტალღური და კორპუსკულური. აინშტაინის თანახმად, სინათლე შეიძ– 

ლება განვიხილოთ როგორც ნულოვანი უძრაობის მასის მქონე ნაწილაკების (ფო– 

ტონების) ნაკადი. ეს მოსაზრება სინათლის ორმაგი ბუნების შესახებ დე ბროილმა 

განაზოგადა ნივთიერებისათვისაც !. მისი აზრით, არა მხოლოდ სინათლეს, არამედ 
ნებისმიერ ნაწილაკსაც ახასიათებს ორმაგი ბუნება ტალღური და კორპუსკუ- 

ლური. ამ მოსაზრების უკეთ გარკვევისათვის მოკლედ შევჩერდეთ კლასიკური 

მექანიკის, და გეომეტრიული ოპტიკის კანონების შედარებაზე და მივიდეთ იმ 

დასკვნამდე, რომელიც 1924 წელს გააკეთა დე ბროილმა და რომელიც საფუძვლად 

დაედო თანამედროვე კვანტურ მექანიკას. 

1 L ძ6 სI90810, IXI§56-წML1I00, Mი530ი0ი, ნეII§5 (1994); ასევე Lხ11. Mით. 47,446 (1921) 
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კლასიკური მექ,ცნიკა განვიხილოთ ერთი ნაწილაკის მოძრაობა დეკარტის 

მა“თკუთბა კოორდინატთა სისტემამი მოძრაობა შეგვიძლია აღვწეროთ ლაგრან- 

ჟის მეთოდით. შემოვიღოთ ლაგრანჟის ფუნქცია #(V, ყ. #; 2, V. წ: ჯ), ს-დაც 

თ. ყV.? სიჩქარის მდგენელებია. ეთქვათ, ნაწილაკი დროის საწყის ჯ=0 მომენტში 

იმყოფება სივრეის # წერტილში, გარკვეული დროის შემდეგ კი იგი გადავიდა 
8 წერტილში. კლასიკურ მექანიკის მიეზანია ვიპოვოთ ის გზა, რომლით:ც ნ.- 

წილაკი „4-დან 8-წერტილში იმოძრავებს, ნაწილაკი 4-დან ჯ-წერტილში შეიძ- 

ლება გადავიდეს მრავალი შესაძლო გზით. რომელი იქნება მათ შორის ჭეშმარიტი 
ტრაექტორია? ამ შეკითხვაზე პასუხს გეაძლე>ვს ჰამილტონის უმცირესი ქმედების 
პრინციპი. შემოვიღოთ ქმედების ფუნქცია. ქმედების ფუნქცია, ან მოკლედ ქმე- 

დება, განისახლვრება ფორმულით 

I · · 

5=I LC, ყ. #, X, ყ, 9; I)რ/. (1,1) 
0 

ჰამილტონის პრინციპის თანახმად, ნაწილაკი 4-დან 8-წერტილში გადასვლი- 

სას „აირჩევს“ იმ გზ.ს რომლის გასწვრივ ქმედების ფუნქციას აქვს ექსტრემა- 
ლური მნიშვნელობა, ე. ი. როცა ქმედების ვარიაცია ნულის ტოლია: 63 =0. ამ 

პირობიდან მივიღებთ მოძრაობის ლაგრანჟის განტოლებებს. 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ, როცა მოცემული გვაქვს ქმედება, მაშინ 

მისი საშუალებით შეგვიძლია განვსაზღვროთ ნაწილაკის იმპულსიც, სახელდობრ, 

გვაქვს შემდეგი ფორმულა: | 
ი=წყIX8059, 

თუ შემოვიღებთ თანატოლი ქმედების ზედაპირს, ე. ი. ფართეულს, რომელ- 

ზედაც ქმედებას აქვს ერთი და იგივე მნიშვნელობა 

9(X, ყ, #; ს)=8%ი, (1,3) 

მაშინ ნათელია, რომ ნაწილაკის იმპულსი მართობია 0 ანატოლი ქძედების ზედა- 
პირისა. ე. ი. ნაწილაკის ტრაექტორია და ტოლი ქმედების ზედაპირი ურთიერთ 

ორთოგონალურია. აღსანიშნავია, რომ კლასიკურ მე1-ნიკაში არც ქმედებას და, 

მაშასადამე. არც თანატოლი ქმედების ზედაპირს არავითარი ფიზიკური შინაარსი 

არა აქვს. კლასიკურ მექანიკაში ქმედების ფუნქცია მოიძებნება ჰამილტონ-იაკობის 

გ-ნტოლების ამოხსნით. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

<= +7// (,V5;7) > (1,4) 

(1,2) 

სადაც M არის ე. წ. ჰამილტონიანი 

1 
/I =-–-- (%.5)1+7X (-, 1). (1,5) 

2// 

XV („, §) წარმოადგენს პოტენციალურ ენერგიას, როცა ამოცანა სტაციონარულია, 
მაშინ პოტენციალური ენერგია დროზე არ არეს დამოკიდებული და ჰამილტონის 

ფუნქცია სრულ ენერგიას ემთხვევა // =#%, ამ დროს ადგილი აქვს ენერგიის 
შენახვას. ასეთ “შემთხვევაში ველს კონსერვატულსაც უწოდებენ. კონსერვატული 
ველისათვის ჰამილტონ -იაკობის განტოლება ღებულობს სახეს 

8=- 95, (1,6 
ი/



ე. ი. ენერგიაც ქმედების ფუნქციის საშუალებით განისაზღერება. (1,6)-ის ამო– 

სნით ადვილად მივიღებთ დამოკიდებულებას 
§(, I)=–-#+/4(ი. (1,7) 

4/ო-ს შემოკლებული ქმედების ფუნქციას უწოდებენ. ცხადია, რომ სტაციონარულ 
შემთხვევაში საკმარისია შემოკლებული ქმედების ფუნქციის „ცოდნა, რამდენადაც 
იმპულსისათვის გვექნება 

ი=ყ-მ05= ეყI904. (1,8) 

ხოლო ჰამილტონ იაკობის განტოლება მიიღებს IL= II LC, V/4) სახეს ან, რაც 

იგივეა, 
(- 4)1=2#(M-V 00): 0,9 

ადვილი საჩვენებელია რომ, მაგალითად, თავისუფალი ნაწილაკის (X =0) 

ქმედების ფუნქციისათვის მიეიღებთ გამოსახულებას 

5(,, ()=სL-– ML. (1,9. 

საინტერესოა აღინინნოს, რომ სტაციონარულ შემთხვევაში ჰამილტონის 

უმცირესი ქმედების პრინციპი დაიყვანება ე. წ. ლაგრანჟ-მოპერტუის პრინციპზე. 

რომელსაც აქვს შემდეგი გამოსახულება: 
8 

64 =8I (იძუ=0. (1,10) 
I 4 

ტალღური ოპტიკა; ჯერ განვიხილოთ ტალღის მოძრაობა ერთგვაროვან გა- 
რემოში. თუ რაიმე სიდიდის ცვლილება დამოკიდებულია დროზე და სივრცეზე 

#=ძ (LC–-თ (0,1) 

სახით, მაშინ ამბობენ, რომ ეს სიდიდე ტალღის სახით ვრცელდება და ს ფუნქ- 

ცია, რომელიც საზოგადოდ კომპლექსურიც შეიძლება იყოს, აღწერს ბრტყელ 

ტალღას 7:,, #, ჩვ დათ მუდმივებს შორის არსებობს გარკვეული დამოკიდებუ- 

ლება. გამოსახულებას 

0(0, 0=((ი–ი! (1,12) 

უწოდებენ ბრტყელი ტალღის ფაზას. L-ს ეწოდება ტალღური ვექტორი, ხოლო 

თ წარმი,ადგენს სიხშირეს. 

0(, 1)=9ს (1,13) 

გამოსახულებას უწოდებენ თანატოლი ფახის ზედაპირს. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

თ(უა=ML=#,>-+ #ყ-L ჩევნ; (1,14) 

ამ სიდიდეს უწოდებენ შემოკლებულ ფაზას. აშკარაა, რომ 

LM=ფ9XI80 0 ==X24 თ, (1,15) 

ე. ი. ტალღური ვექტორი მარ»ობია თანატოლი ტალღის ფაზის ზედაპირისა (ან 

თანატოლი შემოკლებული ფაზის ზედაპირის). შევნიმნოთ, რომ (1,12) ფორმუ- 

ლის თანახმად, 

ა=-- 90, (1,160 

ე. ი. ფაზის საშუალებით განისაზღვრება არა მხოლოდ ტალღური ვექტორი, 

არამედ სიხშირეც. 
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თუ სისტემის „-ღერქს მივმარ „ავთ M ვექტორის გასწვრივ, მაშინ გვექნება 

X:7=0ე+09%#, (1,17) 

ე. ი. თანატოლი ფაზის ზედაპირი წარმოადგენს #-ღერძის მართობ სიბრტყეს 

თ 9%ა 
§ნ=-ნ + –, (1,18) 

# # 

რომელიც გადაადგილდება სივრცეში ჟ-ღერძის გასწვრივ 24(=()// ფაზური სიჩ- 

ქარით. 
ცნობილია, რომ ტ ფუნქცია აკმაყოფილებს ტალღის, ან, როგორც მას ხში- 

რად უწოდებენ, დალამბერის განტოლებას 

მე 
ასა 1990, 0,19 

“ ი” 

სდაც + ლაპლასისანია. ამ განტოლების ერთ-ერთი ამონახსნი იქნება ბრტყელი 

ჰარმონიული ტალღა 

ს(/, #)= 40'IM-9/, (1,20) 

სადავ. 4 მუდმივი რიცხ-ია, რომელსაც ამპლიტუდას უწოდებენ. (1,20)-ის და- 

ლამბერის განტოლებაში შეტანით მივიღებთ ტალღურ ქექტორსა და სიხშირეს 

შორის ცნობილ დამოკიდებულებას /:? = თ?/ჯჯ?. 

ახლა განვიხილოთ ტალღის მოძრაობა არაერთგვაროვან გარემოში. ამ შემ- 

თხვევაში ფაზის გავრცელების სიჩქარე მუდმივი აღარ იქნება და ადგილმდებარეო- 

ბის ძიხედვით შეიცვლება, ე. ი. იგი დამოკიდებული “იქნება კოორდინატებზე 

«=V(). ტალღის განტოლება ამ შემთხვევაში მიიღებს სახეს 
2 · 

ას -! 9%-0 0,21) 

რადგან # ცვლადია, ამიტომ ამ განტოლების ამონახსნი „აღარ იქნება ბრტყელი 

ჰარგონიული ტალღა. ამონახსნი ჰარმონიული ტალღის ანალოგიით შეგვიძლია 

ვეძებოთ შემდეგი სახით: 
სC, ი0=4თფ09/10-ძი, (1,22) 

ერთგვაროვან გარემოში ტალღის მოძრაობის ანალოგიით /4(7)-ს შეიძლება ვუ- 

წოდოთ ამპლიტუდა, ICთ(#) -– თ1)-ს––ფაზა, ხოლო «)0)-ს-– შემოკლებული ფაზა. დ 

შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

დ = დი(ი)!'ი”, (1,23) 

სად:ც 5ი(ი) დამოკიდებულია მხოლოდ კოორდინატებზე და ტოლია 
ტე (0 = 4(ო/'(ი (1,24) 

თუ (1,23)-ს შევიტანთ ტალღის (1,21) განტოლებაში, მივიღებე:: 

თ? 

4%+ “- ბ, =0. (1,25) 
ტოლი ფაზის ზედაპირი განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

06=!(ს()-–თჯ=60ჯ. (1,26) 

აშკ:რაა, რომ 0=Cრა) განილულ შემთხვევაში, სახოგადოდ, სიბრტყეს აღარ წარ- 

მოადგენს. ტალღური ქექტორი განვსახღვროთ ფორმულით 

M#M=9208=ყწგ0%-· (1,27) 
.



მაშასადამე ტალღური ვექტორი კვლავ მართობია თანატოლი ფაზის ზედაპირისა, 

მაგრამ იგი მუდმივი აღარ არის და იცვლება წერტილიდან წერტილში გადასვლი- 

სახ. შემოვიღოთ სხივის ცნება. მრუდს, რომლის ყველა წერტილში მხების მიმარ- 

თულება ემთხვევა ტალღური ვექტორის მიმართულებას, უწოდებენ სხივს. მაშასა- 

დამე, სხივი და თანატოლი ფაზის ზედაპირი ურთიერთორთოგონალურია. აღსა- 

ნიშნავია, რომ სხიეს არავითარი ფიზიკური შინაარსი არ გააჩნია. 
როგორც (1,241 ფორმულიდან ჩანს, სე ფუნქციის განსაზღვრა დაიყვანება 

4 და თ ფუნქციების მოძებნაზე. ვიპოვოთ განტოლებათა სისტემა, რომლიდანაც 
განისაზღვრება ეს სიდიდეები. ამისათვის მოვძებნოთ 0ე(ს) ფუნქციის წარმოებუ- 

ლები კოორდინატებით. რადგან 

VM.=V/ი'” + 45 (წ9)ი””, (1,28) 
ამიტომ 

V?სე = (9-4 -+22 (C4Vთ) +; 4V:თ – 4 (წთ)ყი? (1,2% 

შევიტანოთ ეს გამოსახულება (1,25) ტალღის განტოლებაში, მაშინ ლიზე შე- 

კვეცის შემდეგ მივიღებთ: 
2 

ატ 40 დთ)-+ 2 4+1I2 (C,1/V დ)+ ,44დთდ)=0, (1,30) 
““ 

საიდანაც გამომდინარეობს: 

(34 _ (6დენ+ 5-0, ი.ვ!) 
4 “ 

2 C. +დ)+ბრ- 0. 
4 

განტოლებათა ეს სისტემა, ზუსტია და ტოლფასია ტალღის განტოლებისა. თუ ამ 

სისტემიდან ამოვხსნით 4 და «ნ-ს, შევიტანთ მათ (1,24)-შო, ვიპოვით რე-ს და, 

მაშასადამე, 9-საც; ამით ჩვენ გვეცოდინება (1.21) განტოლების ზუსტი ამონახსნი. 

არსებობს (1,31) განტოლებათა სისტემის ამოხსნის მიახლოებითი მეთოდი, 

რომელსაც გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოებას უწოდებენ, ხოლო ოპტიკის იმ 

მოვლენებს, რომლებიც ამ მიახლოებაში აიწერებიან – გეომეტრიული ოპტიკის მოვ- 

ლენებს. I 
გარემო რომ ერთგვაროვანი ყოფილიყო, მაშინ გვექნებოდა ჰარმონიული 

ტალღები მუდმივი ამპლიტუდითა და ტალღური ქექტორით; ამ შემთხვევაში, 
8 

(1,31)-ში CV4=2424=20Cთდ=-0 და მივიღებდით დ%#=-. ; ეს უკანასკნელი, რად- 

გან ერთგვაროვან გარემოში სიჩქარე ადგილმდებარეობის ფუნქცია არ არის, 
9 

უბრალოდ ტალღური ვექტორის განმარტებას იძლევა ცტ=-- =0005L. 
% 

გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოებაში გარემოს არაერთგვაროვნება ტალღის 

სიგრძის მანძილზე იმდენად მცირედ ითვლება, რომ ტალღის ჰარმონიულობის 

პირობები თითქმის შესრულებულია. გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოება სამართ- 
ლიანი იქნება იმ შემთხვევაში, როცა ტალღის სიგრჭის მანძილზე გარემო შეგვიძ 

ლია განვიხილო–თ როგორც ერთგვაროვანი, ტალღური ვექტორი კი--როგორც 
მუდმივი. ამ შემთხვევაში ჩვენ გვექნება პირობები: 

V4 ტტ X–““ «), X1-“ დ), (1,32) 
4 4 

)3



სადაც X არის ტალღის სიგრძე გაყოფილი 2»X-ზე, ე. ი. 

2. 1 ჯ-=- 4-1. 1,3ვ =ძწი (1,33) 

გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოება მნიშენელოვანია იმდენად, რამდენადაც 

შესაძლებელია ” სიჩქარისა და შემოკლებული დ ფაზის განსაზღვრა ამპლიტუ- 

დის განსაზღვრის გარეშე. რადგან განმარტებით #"=(VVნ)?=1/77?, ამიტომ, თუ 

გავითვალისწინებთ (1,32) უტოლობებს, (1,31) სისტემის პირველ განტოლებაში 

შეგვიძლია: უგულებელვყოთ ტ4 წევრი. მაშინ დაგვრჩება 

(დ)?== · , (1,34) 
9“ 

ხოლო X2?-ზე გამრავლების შემდეგ იგივე სისტემის მეორე განტოლება მოგვცემს 

2»? 24. VთC-+-4ტთX?=90. (1.35) 

თუ გავითვალისწინებთ (1,34) და (1.32) ფორმულებს, გვექნება | X?ათ | <1 

და, რადგან “თ =V, ამიტომ გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოების სამართლიანო- 

ბისათვის გვექნება პირობა I 

I CX | <-1. | (1,316) 

ამ შემთხვევაში (1,31) განტოლებათა სისტემა დაიყვანება (1,34) განტოლებაზე, 

რომელსაც ეიკონალის განტოლება ეწოდება. 

ახლა გავიხსენოთ ოპტიკაში კარგად ცნობილი ფერმას პრინციპი. ტალღური 

ვექტორის (1,27) განმარტებიდან ცხადია, რომ ' 

ძდ=ძ0=(სძი. | (1,37) 

ამ გამოსახულებიდან ავიღოთ ინტეგრალი სხივის გასწვრივ /4-დან )15-მდე 

8 

დ=|I (ძი (1,38) 
4 

ძ. აღებულია სხივის გასწვრივ. ფერმას პრინციპის თანახმად, ეს ინტეგრალი ნამ- 

ღვილ გზაზე ექსტრემალურ მნიშვნელობას ღებულობს შედარებით სხვა შესაძლო 

გზებთან, რომლებსაც იგივე საწყისი და საბოლოო მდგომარეობა აქეთ. ე. ი. 

8 

ბგთ=8 I (LV) =0. (1,39) 
4 

ი” VI ნ 
რადგან V=თ// და ==, ამიტომ (#VI)=C – – და გვექნება 

ბ | -”-გ/ #=0. (1,4თ) 
% 

მიღებული შედეგის შესაბამისად ფერმას პრინციპი ასე შეიძლება ჩამოყალიბდეს: 

#-დან 8 წერტილში გავრცელებისას „სხივი ირჩევს“ იმ გზას, რომლის გავლასაც 
მინიმალურ დროს ანდომებს. აშკარაა, რომ (1,39) სახით ფერმას პრინციპს შეგ- 
გიძლია ვუწოდოთ შემოკლებული ფაზის პრინციპი. 

14



ანალოგია. კლასიკური მექ:ნიკისა და ოპტიკის ზემოთ მიღებული ფორმუ- 

ლები საშუალებას გვაძლევს დავამყაროთ მათ შორის ანალოგია. ამ მიზნით ჩამოვ- 
წეროთ ფორმულები, რომლებიც მივიღეთ ამ პარაგრაფში: 

მექანიკა 

ქმედება 5(-, #) 
თანატოლი ქმედების ზედაპირი 

5 C,, (1=4% 

ქმედება კონსერვატულ ველში 
5(I, 11= 4 (0–#! 

თავისუფალი ნაწილაკის ქმედება 

5(,, ს=ჩნ–-# 

იმპულსი 

ი=V95=წ4 

  

ლაგრანჟ-მოპერტუის პრინციპი (შე- 

მოკლებული ქმედების პრინციპი) 

8 

84=8 | (0ძი=90 
4 

ჰამილტონ-იაკობის განტოლება კონ- 

სერვატულ. ველში 
(V,4)?= 2 (სხ-––7 (ო) 

ოპტიკა 

ფაზა 6 LC, 1) 

თანატოლი ფაზის ზედაპირი 

0 CV, )=89ა 

ფაზა ჰარმონიულ მიახლოებაში 

00, ე0=თ()-–ი/ 

ბრტყელი ტალღის ფაზა 

9(,, ()ლ–MC–თ! 

ტალღური ეექტორი 
«=X0=წ'სხ 

  

ფერმას პრინციპი (შემოკლებული 

ფაზის პრინციპი) 

8 

ბთდ=8 | («ჟი =0 

4 

ეიკონალის განტოლება 

(დ თ)==“- 
? 

ტალღური ოპტიკის ძირითადი გან– 

ტოლება 
X 

ბასა+ –-ს%-=0 
+“ 

ტოლი ქმედების ზედაპირი და სხივი აღებული არიან წყვეტილი ხაზებით, რადგან 

მათ კლასიკურ ფიზიკამი არავითარი ფიზიკური შინაარსი არა აქვთ; კლასიკურ 

ფიზიკაში აზრი აქვს მხოლოდ ნაწილაკის ტრაექტორიასა და ტალღის ზედაპირს. 

როგორც ვხედავთ, მათემატიკური ანალოგია კლასიკურ მექანიკასა, და ოპტიკას 

15



შორის ძალზე დიდია. საკმარისია დავუშვათ, რომ ფაზა და ქმედება ერთმანეთის 

პროპორციული სიდიდეებია, რომ ოპტიკისა და მექანიკის კანონები გარეგნულად 

ერთი და იგივე სახეს მიიღებენ. მართლაც, ავიღოთ, 

0=ი8. 0,41) 
აშკარაა, ი-მუდმივს უნდა ჰქონდეს ქმედების შებრუნებული განზომილება; რათა, 

კერძო შემთხვევაში, სინათლისათვის, ავტომატურად გამომდინარეობდეს აინშტაი- 
ნის ფორმულები #=1%თ და ი=ჩM საჭიროა ავიღოთ თ=1/ჩ. ამგვარად, გვექ- 

ნება 

5 06=-“-. 1.42 ს ( ) 

თუ ამ გამოსახულებას გავაწარმოებთ დროთი და გავითვალისწინებთ (1,6) და 

(1,16) ფორმულებს, მივიღებთ 

= =0C)0ჩ, 1,43 
ძ თ“ ( ) 

ხოლო, თუ (1,42) გამოსახულებიდან ავიღებთ გრადიენტს, ანალოგიურად ვაჩვენებთ, 

რომ 
0=-V5=ჩV8=ჩს. (1,44) 

ამგვარად, საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ ფორმულებს: 

=ჩთ, 01,45) 
–ნ=ჩV. (1,46) 

ნაწილაკისათვი”“ მივიღეთ ისეთივე თანაფარდობები, როგორიც გვქონდა 
სინათლისათვის. სწორედ ამაში მდგომარეობს დე ბროილის იდეა. მისი აზრით, სულ 

ერთია, ვილაპარაკებთ ნაწილაკზე, რომელიც ხასიათდება იმპულსითა და ენერგიით, 

ე. ი. ოთხვექტორით CC + #6), თუ ტალღაზე, რომელიც ხასიათდება ისეთი 

ტალღური ვექტორითა და სიხშირით (1(+. – 3) რომელიც დაკავშირებულია 

ნაწილაკის ენერგიასა და იმპულსთან (1,45) და (1,46) ფორმულებით ან #7=ჩX. 
დე ბროილის დამსახურება სწორედ იმაში მდგომარეობს, რომ ზემოთ აღნიშნულ 

ფორმალურ ანალოგიას მან ღრმა ფიზიკური აზრი მიანიჭა. (1,46) ფორმულიდან 

ცხადად ჩანს, რომ ყოველ ნაწილაკს, რომელსაც აქვს » მასა და მოძრაობს თ სიჩ- 
ქარით, შეესაბამება ტალღის სიგრძე 

ჯ=-ჩ, (1,47) 
ზს 

რომელსაც დე ბროილის ტალღის სიგრძეს უწოდებენ. აქვე ვაჩვენოთ, რომ დუა- 

ლური ბუნება გასათვალისწინებელია მხოლოდ მიკრო სხეულებისათვის. მაგალითად, 

სმ 
თუ ავიღებთ მაკროსხეულს, რომლის მასა »=1 გრ. და ი=10“–, მივიღებთ 

ეკ 
1.05.10“ 2? 
X=-  - –  სმ=1,05 10:13 სმ, 1, 

105 (1,48) 
რაც მეტად მცირე სიდიდეს წარმოადგენს. ახლა თუ ავიღებთ, მაგალითად ელექტ–- 

რონს, რომლის მასა რიგით 10“2? გრამია, მივიღებთ X=-1,05 · 10-39 სმ=105/, 
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რაც საკმარისად დიდი სიდიდეა. ეს კი იმას გვიჩვენებს, რომ დე ბროილის მო. 

საზრებები ნივთიერების ორმაგი ბუნების შესახებ დამახასიათებელია მხოლოდ და 

მხოლოდ მიკრო სხეულებისათვის. 

ბრტყელი ტალღა აიწერება (1,20) ფუნქციით, ამიტომ მისი ფაზის შესაბა– 
მისი ქმედების ფუნქცია იქნება 

80, ს=ჩ (IL -თ)=ნL“-#L (1,49) 

რომელიც ემთხვევა თავისუფალი ნაწილაკის ქმედების ფუნქციას. მაშასადამე, დე 
ბროილის მოსაზრების თანახმად თავისუფალ ნაწილაკს უნდა შევუსაბამოთ ბრტყე- 

ლი მონოქრომატული ტალღა 

თ (იL1--თ!) 
აი, (1= (1,50) 

აღსანიშნავია, რომ (1,42) ფორმულის თანახმად კავშირს ტალღური ოპტიკის გან- 

ტოლების ამონახსნსა და კლასიკური მექანიკის დამახასიათებელ ქმედების ფუნქ– 

ციას შორის ახორციელებს დამოკიდებულება 

ჯ 
–_ , / 

ჩარი (1,51) %(L, ()=6 

სადაც 5(, 1!) არის ქმედების ფუნქცია; კერძოდ, თავისუფალი ნაწილაკის შემ- 

თხვევაში იგი ტოლია (ი9L – თ/) გამოსახულებისა· 

„ § 9. შრედინბერის სტაციონარული მდბომარეობების ბანტოლება 

წინა პარაგრაფში მოტანილი სქემა გვიჩვენებს, რომ ანალოგია სრული არ 

არის. მართლაც, ჩვენ გვაქვს ეიკონალის განტოლება, რომლის ანალოგს წარმო - 

ადგენს ჰამილტონ-იაკობის გან ”ოლება. მაგრამ ეიკონალის განტოლება გეომეტ– 

რიული ოპტიკის მიახლოების შედეგია. ამიტომ, თუ ანალოგია სრულია, მაშინ 

ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაც რაღაც გარკვეული, გეომეტრიული ოპტიკის შე–- 

საბამისი მიახლოების შეღეგი უნდა იყოს. ჩვენ ვნახეთ, რომ კლასიკური მექანიკა 

არ გამოდგება ატომური მოვლენების შესასწავლად, ე. ი. არ ვარგა ჰამილტონ- 

იაკობის განტოლება. შესაძლებელია, რომ ჰამილტონ-იაკობის განტოლება ისევე 
მიახლოებითია, როგორც გეომეტრიული ოპტიკის ეიკონალის განტოლება, რომლის 

ანალოგიასაც იგი წარმოადგენს. იქნებ ამით აიხსნება ის გარემოება, რომ კლასი– 

კურმა მექანიკამ სრული მარცხი განიცადა ატომური მოვლენების შესწავლისას? 
ხომ არ შეიძლება დაიწეროს უფრო ზუსტი განტოლება, ვიდრე ჰამილტონ-იაკო– 

ბის განტოლებაა? მაგალითად, ოპტიკაში გეომეტრიული ოპტიკის ეიკონალის 

განტოლების გარდა არსებობს უფრო ზუსტი განტოლებაც, რომელსაც ტალღის 
განტოლება ეწოდება და რომელიც კარგად აღწერს ისეთ მოვლენებს, რომლებიც 

გეომეტრიული ოპტიკის გამოყენების ფარგლებს გარეთ იმყოფება. თუ ჩვენ ანა- 
ლოგიის გზით წავალთ, მექანიკისათვის უნდა ვეძებოთ ისეთი განტოლება, რომე- 
ლიც ტალღური ოპტიკის განტოლების ანალოგიური იქნება; ამრიგად, რათა დავწე– 
როთ ზუსტი განტოლება, რომლის ზღვრული შედეგი იქნება ჰამილტონ-იაკობის 
განტოლება, საჭიროა ვიპოვოთ ზუსტი ოპტიკური განტოლების (1,25) ანალოგიური 
განტოლება კლასიკური მექანიკისათვის, ე. ი. საჭიროა ტალღური ოპტიკის ანა- 
ლოგიური „ტალღური მექანიკის“ შექმნა. ეს ამოცანა გადაწყვიტა შრედინგერმა 
დე ბროილის შრომის გამოქვეყნებიდან ორი წლის შემდეგ. შრედინგერმა ტალღის 

2. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ- პილაშვილი 17



განტოლებაში გაითვალისწინა ნაწილაკთა ორმაგი ბუნება, ე. ი. (1,45) და (1,46) 
2 

თანაფარდობები. რადგან ი == IM, ამიტომ აღნიშნული თანაფარდობების გამო- 
“"“ 

ყენებით გვექნება (Cა?/ც? = ჯ2/ჩ? და, რადგან სრული ენერგია ტოლია გამოსახუ- 
ლების 

ჩ? 
M#-=-+V» (ი), (2,1) 

2” 

სადაც X (ა) პოტენციალური ენერგიაა, ამიტომ 

დ? 27 
CI=-;= წ! (M-7(C. (2,2) 

ამ გამოსახულების შეტანით ტალღის (1,25) განტოლებაში საბოლოოდ მივიღებთბ, 
ბ 

ას ()+ => (8–# ო)ბთ =0 (2.3) 
! 

ამასთან, 0 (0) ფუნქციას ნულოვანი ნიშნაკი მოვაცილეთ,. (2,3) განტოლებას უწო- 
დებენ შრედინგერის განტოლებას სტაციონარული მოძრაობისათვის. (1.23) ფორ- 
მულის ანალოგიით (2,3) განტოლების ამონახსნი უნდა გავამრავლოთ 6X9(-–– 10/)= 

=ტXი (– + #) მამრაულზე, ე. ი. 

– ჩნ 
Vი, ე=ს(0“. (2,4) 

აღმოჩნდა, რომ ”შრედინგერის განტოლება სწორად აღწერს ყველა ატომურ მოვ- 

ლენას, ამიტომ იგი წარმოადგენ ტალღური მექანიკის, ან, როგორც მას ახლა 

უწოდებენ, კვანტური მექანიკის საფუძველს. 
შრედინგერის” განტოლების თეორიული გზით, მკაცრი გამოყვანა ისევე რო- 

გორც ნიუტონის განტოლებისა, შეუძლებელია. იგი მხოლოდ არსებული თეორიის 

შემდგომ განვითარებას--განზოგადებას--–-წარმოადგენს, ამიტომ მისი სამართლია- 

ნობა შეიძლება მხოლოდ ცდით შემოწმდეს. 

აშკარაა, რომ შრედინგერის განტოლება თავისთავში ავტომატურად შეიცავს 

ნივთიერების ორმაგ ბუნებას, შევნიშნოთ, რომ (2,3) განტოლების მიღება შეიძ- 

ლება უმუალოდ დე ბროილის მოსაზრებებიდანაც. მართლაც, დე ბროილმა თავი- 

სუფალ ნაწილაკს შეუსაბამა ბრტყელი ტალღა 

+ (ი-––80 _ #6 
VV, ()=/46) =%0ი46 '(2,5) 

ცხადია, ს (0) აკმაყოფილებს განტოლებას 

2 
გტთო+ 1 #ს 00.=0, (2,6) 

სადაც # წარმოადგენს კინეტიკურ ენერგიას, რომელიც თავისუფალი ნაწილაკის 

შემთხვევაში ემთხვევა სრულ ენერგიას, როცა ნაწილაკი თავისუფალი არ არის, 

ე. ი, როცა პოტენციალური ენერგია X” C)#90, მაშინ კინეტიკური ენერგია (#-– 

–7C))-ის ტოლია ღა ამიტომ ბუნებრივია (2,6) განტოლების ისეთი განზოგადება, 

რომელიც მოგვცემს (2,3) განტოლებას. ' 

1 L. 50ხჩIიძ19ი967X, #ლხი. ძიL ჩხჯვ. 79. 36), (1926). 
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დ (ო-ფუნქციას ეწოდება ტალღური ფუნქცია; როგორც შემდგომში დავი–- 
ნახავთ, თითოეული კონკრეტული ამოცანისათვის საჭირო იქნება სათანადო შრე- 
დინგერის განტოლების ამოხსნის შედეგად ს ფუნქციის პოვნა, 

შევნიშნოთ, რომ დე ბროილისა და “მრედინგერის მოსაზრებები რამოდენიმე 

წლის შემდეგ (1927 წ) ბრწყინვალედ დადასტურდა ცდებით. დევისონმა და ჯერ- 

მერმა აღმოაჩინეს ელექტრონების დიფრაქციის მოვლენა და დაამტკიცეს, რომ 

ელექტრონების ნაკადი ისეთივე სახის დიფრაქციულ სურათს იძლევა, რასაც 
X=ჩ/ის ტალღის სიგრძის მქონე სინათლე. შემდეგ (1930 წ) ო. შტერნისა და 

მისი თანამშრომლების მიერ აღმოჩენილ იქნა ატომებისა და მოლეკულების ტალ– 
ღური ყოფაქცევა, რამაც საბოლოოდ დაადასტურა დე ბროილის მოსაზრების სი- 
ნამდვილე. ამჟამად ეჭვს არ იწვევს, რომ ნებისმიერ ნაწილაკებს: პროტონებს, 
ნეიტრონებს, პოზიტრონებს, მეხონებს და სხვა აგრეთვე ორმაგი ბუნება ახა- 

სიათებს. 
შევნიშნოთ, რომ შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობების განტოლება 

ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

Mს(0)=XV9C), (2,7) 
სადაც 

87 
#=---4+X7(0. (2,8) 

2”! , 

ეს განტოლება კი შეიძლება მივიღოთ კლასიკური მექანიკის სტაციონარული მდგო- 

მარეობის ჰამილტონ-იაკობის განტოლებიდან 

#CVC, V5)=#%, (2,9) 

თუ დავუშვებთ, რომ ამ განტოლების ორივე მხარე გამრავლებულია თ (ი) 

ფუნქციაზე, ხოლო იმპულსის კლასიკური გამოხატულება შეცვლილია ოპერა-· 

ტორით 
–ნ=V9=–-1:წ. (2,10) 

მართლაც, თუ იმპულსის ოპერატორის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ კლასიკური მე- 

ქანიკის ჰამილტონის ფუნქციაში 

=- ი+#7 (ო) (9,11) 
2/ 

და გავითვალისწინებთ, რომ V1=#4, მივიღებთ (2,8) ოპერატორს, რომელსაც 

ჰამილტონის ოპერატორს უწოდებენ. 

ამგვარად, შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობების (2,7) განტოლება 

ყოფილა ჰამილტონის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვ- 

ნელობების განტოლება; ამასთან, საკუთარი მნიშვნელობები სრული ენერგიის მნი- 

შვნელობებს ემთხვევა. აღვნიშნოთ, რომ (2,8) გამოსახულებას სრული ენერგიის ოპე- 

“რრატორსაც უწოდებენ, რამდენადაც (2,11) ჰამილტონიანი სრულ ენერგიას ემთხვევა. 

§ 8. შრედინბერის არასტაციონარული მდგომარერობების 

განტოლება 

წინა პარაგრაფში ჩვენ გამოვიყვანეთ შრედინგერის სტაციონარული მდგომა- 
რეობების განტოლება. სტაციონარულ მდგომარეობაში პოტენციალური ენერგია 
დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული. ახლა ვთქვათ საქმე გვაქვს არასტაციო- 
ნარულ”! მოძრაობასთან. შევეცადოთ დავწეროთ ისეთი განტოლება, რომელიც 
აღწერს ატომში მიმდინარე არასტაციონარულ პროცესებს. ამასთან ცხადია, რომ 

LI



არასტაციონარულ შემთხვევაში ტალღური ფუნქცია დროზე მხოლოდ თი( – ნი) 

ჰარმონიული მამრავლის სახით აღარ იქნება დამოკიდებული. ამგვარად, საჭიროა 
დაიწეროს ისეთი განტოლება, რომელიც ტალღური ფუნქციის მნიშენელობას 

=10>0 მომენტში განსაზღვრავს #6 C, ჯ) ფუნქციის ჯ=0 საწყისი მნიშვნელობის 

(ე. ი. თ C, 0)) საშუალებით. ისევ, როგორც სტაციონარულ შემთხვევაში, ამ 

განტოლების გამოყვანაც შეუძლებელია, ამიტომ საჭიროა მისი პოსტულირება. ამ 

საქმეში კვლავ დაგვეხმარება ანალოგია კლასიკურ მექანიკასთან. ამისათვის გავიხ- 
სენოთ, რომ შრედინგერის განტოლება მივიღეთ (2,9) კლასიკური მექანიკის ჰა- 

მილტონ-იაკობის სტაციონარული მდგომარეობების განტოლებისაგან ოპერატო- 

რებზე გადასვლით. ბუნებრივია შრედინგერის არასტაციონარული მდგომარეობების 
განტოლების მიღებაც ჰამილტონ-იაკობის არასტაციონარული განტოლებიდან 

ეკყრ V5, 1)=0. (3,1) 

ეს განტოლება ვერ აღწერს მიკროსამყაროს მოვლენებს, ამიტომ, ისევე, როგორც 

სტაციონარულ შემთხვევაში, საჭიროა ისეთი განტოლება დაიწეროს, რომელიც 

ანალოგიური იქნება ტალღური ოპტიკის დროზე დამოკიდებული განტოლებისა. 

(3,1) განტოლება გავამრავლოთ თ (, ჯ) ფუნქციაზე; გვექნება 

– სდ, #)+X#% (ო #9)=0; (3,2) 

ამასთან, უნდა ვიგულისხმოთ, რომ რამდენადაც იმ=V5=-:ნV ოპერატორს წარ- 

მოადგენს, #-იც ოპერატორი იქნება და იგი კვლავ (2,8) ფორმულით გამოიხა- 

მ ტება. ბუნებრივია, რომ > დროითი წარმოებულიც ოპერატორი იქნება. ამ 
' 

ოპერატორის მოძებნის მიზნით გავიხსენოთ, რომ კავშირს კლასიკურ და ტალღურ 

მოვლენებს შორის ახორციელებს ს-C0+ 5 ) ფუნქცია. ამ ფუნქციიდან გრა- 

დიენტის აღებით მივიღებთ (2,10) ოპერატორს, ხოლო დროის მიხედვით გაწარ- 

მოებით გვექნება 
05, -+ 0 
–სხს=-:7--V, 3,3) 
ა. ჩვ ( 

საიდანაც 

ავღღეს, (3,4) 
ძი ძL 

მაშასადამე, (3.2) განტოლება მიიღებს სახეს 

'მ9, 

1ჩ როი წ (,, LM) (3,5) 

ან, თუ გავითვალისწინებთ ჰამილტონის ოპერატორის (2,8) ფორმულას, შეგვიძლია 

დავწეროთ 
ა, 2 

ათრია  _ ჩაგა, ე4/თიბთ ა. (3,6) 
ძმ 2ჩ! 

ამ განტოლებას უწოდებენ შრედინგერის დროით ან არასტაცნონარულ მდგომა- 
რეობათა განტოლებას.ჯ რადგან (3,6) განტოლებაში დრო შედის ცხადად, ამიტომ 
% '



იგი წარმოადგენს კვანტური მექანიკის დინამიკურ განტოლებას და საშუალებას 

გეაძლევს შევისწავლოთ ფიზიკური სიდიდეების დროისა და სივრცის მიხედვით 

ცვლილება. 
(3,5) განტოლება დროითი წარმოებულის მიმართ პირველი ხარისხისაა, ამი- 

ტომ საკმარისია ერთი საწყისი პირობის ცოდნა. მაგალითად, საკმარისია ვიცოდეთ 
ფუნქცია ტბ (IL, 0) საწყის მომენტში, რომ განვსაზღვროთ #« (C, #) ფუნქცია დროის 
შემდგომ მომენტებში. 

იმ დროს, როცა კლასიკურ მექანიკაში პერიოდული პროცესები მხოლოდ 
დროის მიხედვით მეორე რიგის განტოლებებიდან მიიღებოდა, კვანტურ მექანი- 

კაში (3,5) განტოლებაში ჯ-მამრავლის არსებობის გამო, (3,5) დროის მიმართ 

პირველი რიგის განტოლება პერიოდულ პროცესებსაც აღწერს. აღსანიშნავია, 

რომ კლასიკურ მექანიკაში დროის მიმართ პირველი რიგის განტოლებები მხო- 

ლოდ შეუქცევად პროცესებს აღწერენ, მაგალითად, დიფუზიას, სითბოგამტარო- 

ბას და ა. შ- 

თუ შრედინგერის არასტაციონარული მდგომარეობების განტოლებას შევა- 

დარებთ სტაციონარული მდგომარეობების (2,7) განტოლებას, დავინახავთ, რომ 

არასტაციონარულ შემთხვევაში ენერგიის ოპერატორისათვის შეგვიძლია დავ- 

წეროთ 

ს-2ნზ. 7/ 0,7) 
-_ ძი! 

ენერგიის ოპერატორისათვის იგივე ფორმულას მივიღებთ, თუ იმპულსის ოპერა- 

ტორის გამოსახულებას გავავრცელებთ ოთხ-იმპულსზე #(ი, “–#” I მართლაც, 
(#4 

რომ დავწეროთ თ,--0X, მაშინ, რადგან X.ა=10 მივიღებთ (3,7)-ს, ასე რომ, 

კეანტურ მექანიკაში იმპულხეს ოთხ-ვექტორის ოპერატორს აქვს შემდეგი სახე: 

# (–ია, ჯ 4). (3,8) 
ძ 

ბოლოს საინტერესოა შევნიშნოთ, რომ ქმედების ფუნქციასა და იმპულსისა 

და ენერგიის ოპერატორებს შორის არსებობს შემდეგი კავშირი: 

ი=%5->- ნ, ს=-- 95 6 9, 
ძმ! % 

საკმარისია მოვახდინოთ ეს შეცვლა, რომ კლასიკური მექანიკის ჰამილტონ- 

იაკობის განტოლება მოგვცემს შრედინგერის განტოლებას: 

(3,9) 

ს §4. ტალღური ფუნქციის ფიზიკური შინაარსი 

ვთქვათ, რაიმე გარკვეული ამოცანისათვის ამოვხსენით შრედინგერის განტო- 
ლება და ვეპოვეთ ს ფუნქცია, რა აზრი მივაწეროთ ამ ფუნქციას? რა ფიზიკურ 

სიდიდეს შევუსაბამოთ ეს ფუნქცია? სიმარტივისათვის განვიხილოთ თავისუფალი 
ნაწილაკი, რომელიც მოძრაობს ჯ-ღერძის გასწვრივ, როგორც აღვნიშნეთ, ამ 

შემთხვევაში (2,6) შრედინგერის განტოლების ამოხსნა იქნება ბრტყელი ტალღა 

ს (XV, 8= 40'4+” აი, (4,1) 

აშკარაა, რომ თვით Vძ (X, |) ფუნქციას არავითარი ფიზიკური აზრი არ უნდა 
ჰქონდეს. მართლაც, თუ თავისუფალ ნაწილაკს, რომლის იმპულსია წ და ენერ- 
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გია # შევუსაბამებთ (4,1) ტალღას, მაშინ ამ ტალღის ფაზური სიჩქარე იქნება 

«#=C/ს ან დე ბროილის თანაფარდობის გათვალისწინებით #= #/ჯ; რადგან 

#M-=#6C და ნ =»IV, სადაც #1, მოძრაობის მასაა, ამიტომ მივიღებთ 

ი'=VV, (4,2) 
სადაც წყ ნაწილაკის შესაბამისი სიჩქარეა. უკანასკნელი ყოველთვის სინათლის 

სიჩქარეზე ნაკლებია, ამიტომ (4,2) ფორმულის თანახმად გამოდის, რომ ფაზური 
სიჩქარე სინათლის სიჩქარეზე- მეტია; როგორც ცნობილია, ფარდობითობის თეო- 
რიიდან, რეალურ პროცესებში ი«-ზე მეტი სიჩქარის მიღწევა პრინციპულად შეუძ- 

ლეზელია, ამიტომ უშუალოდ ს (ჯ, ) ფუნქციას ფიზიკური შინაარსი არ უნდა 

ქონდეს. 
გარდა ამისა, (4,1) ტალღა გავრცელებულია მთელს სივრცეზე და ამიტომ 

არ შეიძლება იგი შეესაბამებოდეს ნაწილაკს, რომელიც ლოკალიზებულია მხოლოდ 

სივრცის სასრულ არეში. 

ამ ორი წინააღმდეგობის თავიდან აცილება შეიძლება, თუ ნაწილაკს შევუ- 

საბამებთ ერთ მონოქრომატულ ტალღას კი არა, არამედ (4,1) ტალღათა ჯგუფს, 

რომელთა სიხშირეები და გავრცელების მიმართულება მოთავსებულია მცირე 

ინტერვალში, ასეთ ტალღათა ჯგუფს ტალღის პაკეტს უწოდებენ. თუ ავიღებთ ამ 

ტალღათა ჯგუფში რაიმე ცენტრალურ სიხშირეს თ: და განვიხილავთ სიხშირეთა 

ძალიან მცირე ინტერვალს #თ, რომელიც სიმეტრიულად არის განლაგებული თე-ის 

მიმართ, მაშინ პაკეტის ტალღური ფუნქცია მოიცემა გამოსახულებით 

თი“ 40/2 

V(, #= I #4 (თ) ტ(6M-თი ჟდ. (4,2) 
თი–4თ/2 

ვაჩვენოთ, რომ ეს ტალღური პაკეტი ფაქტიურად ლოკალიზებულია სივრცის 

სასრულ არეში და მისი მოძრაობის სიჩქარე (ე. წ. ჯგუფური სიჩქარე) ისეთივეა, 
როგორც ნაწილაკის სიჩქარე. 

ცხადია, რომ ზოგად შემთხვევაში თ არის /#-ს ფუნქცია, ამიტომ შეგვიძ- 

ლია # გავშალოთ (თ--თე)-ის ხარისხების მწკრივად, ე. ი. 

= | იჩ – 9% V (ი--თ,)? 44 ჩ=ჩM+ (=) ი რ) + (22). აი 1... + (4.4 

ვიგულისხმოთ, რომ ამპლიტუდა #(თ) სიხშირეზე დამოკიდებით იმდენად ნელა 

იცვლება სხვა სიდიდეებთან შედარებით, რომ მისთვის შეგვიძლია ავიღოთ მნიშე– 
ნელობა თ = თე წერტილში და ინტეგრალის ნიშნის გარეთ გავიტანოთ. ამასთა- 
ნავე, რადგან ტი ინტერვალი ძალიან მცირეა, (4,4) მწკრივში შემოვისაზღვროთ 

პირველი ორი წევრით. მაშინ (4,3) გამოსახულებისათვის გვექნება 

< ძI 
29 (50# –– (>) რი” | 

VI (CX, 1)= 4 ((აეპ6 . 

თი+4ი/2 ; (C3) M-/I 
გ LVძი 9 ძი 

თე– 4თ/2 

ანდა; თუ შემოვიღებთ ახალ ცვლადს 6=Cთ--თე, მივიღებთ 
· ა ტთ/ ; (>) »-/ დ 

V CV, 0=)4 (ე)6(ჩი»-«) I 6 4რ/ ძნ (4,5) 
–ქთ/2 
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ინტეგრალის ამოხსნით გვექნება 

24 318 %I(>) X– I 

VC, ი=ი რთი L2LLს0ი%/ _ (4,6) 
(«) – |) X–I 
ძთ /ი 

მიღებული VI (X, ჯ) ფუნქციის აბსსოლუტური მნიშვნელობის კვადრატისათვის შეგ– 

ვიძლია დავწეროთ 

"წ; («),”-'|) ჯ– 
ით 

IC) “-') 
გამოვარკვიოთ ამ გამოსახულების ყოფაქცევა დროის საწყისი მომენტისათვის 

C=0); გვექნება 
ს (29(%) | 
9)ბ–––|––!Xჯ 

2 Lით 75 

(C)) 
პირველ ნახაზზე მოცემულია ამ ფუნქციის გრაფიკი. X=0 წერტილში მას აქვს 
მაქსიმუმი, მაქსიმუმის შესაბამის კოორდინატს წუწოდებენ პაკეტის ცენტრს. თუ 

IMC,0)|“ 

IM/ (X,. #)|7=4|.4 (ა #12 1სრ0#“ (4,7) 

IVICV, 0),?=4,| 4 I? (4,8)   

მივიღებთ მხედველობაში, რომ შემდგომი მაქსიმუმები სწრაფად კლებულობენ 
სიდიდით, მაშინ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ფაქტიურად პაკეტი სასრულ არეშია 

გავრცელებული. კერძოდ, პაკეტის სიგანეს ვუწოდებთ იმ მანძილს, რომელიც 

გვაქს ცენტრიდან ორ უახლოეს მინიმუმს შორის (X, და –-X, წერტილები); 
აღვნიმნოთ იგი 24X-ით. (4,8) ფორმულის თანახმად, რადგან პირველი ნული 

გვექნება ცენტრიდაჩ #ტX მანძილზე, ამიტომ პაკეტის სიგანე შეგვიძლია განვსაზღვ- 
როთ პირველი მინიმუმის პირობიდან, ე. ი. 

+(-) #რ6X#V = #. (4,9) 
2 წძი/ა 

მაგრამ, რადგან #ტთ სიმცირის გამო (4,4)-ში შემოვისაზღვრეთ მხოლოდ ორი 

წევრით, ე. ი. მივიღეთ, რომ 
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##= («) ტთ, 
ით 

ამიტომ (4,9) ფორმულა მოგვცემს 

#ტ/ტთ= 2». (4,10) 

როგორც ვხედავთ, ყველაზე დიდი მაქსიმუმი გვაქვს კოორდინატთა სათავეში, 

ე. 9. ეს ტალღები სათავეში ერთმანეთს აძლიერებენ, შორ მანძილზე კი აქრობენ ს 
როცა (#0, მაშინ პაკეტი სივრცეში გადაინაცვლებს და მაქსიმუმისათვის 

საჭიროა პირობა 

(+) X–L= 0. 

ძია 
0 

Xჯ= 2) ჯ (4,11) 

C/- 70 

არის ის ადგილი, სადაც | VI(X», 1) |-ს აქვს მაქსიმუმი. (4,11) გამოხატავს ამ 
მაქსიმუმის, ე. ი. ტალღური პაკეტის მიერ განვლილ გზას ჯ დროის განმავლობაში. 

ამგვარად, ტალღური პაკეტი იმოძრავებს სიჩქარით 

V-(+) · (4,192) 
მჩ) 

ამ სიჩქარეს უწოდებენ ჯგუფურ სიჩქარეს. (4,6, ფორმულა გვიჩვენებს, რომ 
ტალღის პაკეტის ცენტრი ისე მოძრაობს, როგორც ბრტყელი ტალღა #ე ტალღური 

ვექტორით, თ,კ სიხშირითა და კოორდინატებისა და დროის ნელად ცვლადი 

ამპლიტუდით | გ | 
2/ (თა) ფე. წა» (2) X- ' 

I(2ა),”–') 
(ეს გამოსახულება ნელად ცვლადია იმიტომ, რომ არგუმენტში გვაქვს მცირე ტით 

სიდიდე). 
გამოვარკვიოთ ახლა, როგორია ჯგუფური სიჩქარე იმ ნაწილაკისა, რომელსაც 

ვუსაბამებთ ტალღათა ჯგუფს. რადგან 

ამ განტოლებიდან ამოხსნილი 

(4,13) 

XM?+=უ??+»“ი, #=ჩთ, 0=ჩVL, (4,14) 
ამიტომ 

(ჩთ)?= 0 (ჩ/ე?-L 0". (4,15) 

ამ გამოსახულების გადიფერენციალება მოგვცემს თძ(ა = 0?#MXI, საიდანაც ვღე– 

ბულობთ 

”=(2) = 9#-„, (4,16) 
ძ?/ა ძი 

ე. ი. ტალღათა ჯგუფის სიჩქარე ემთხვევა ნაწილაკის სიჩქარეს. ამგვარად, ისეთი 
შთაბეჭდილება იქმნება, რომ ნაწილაკი თითქოს შეგვიძლია განვიხილოთ როგორი 
ტალღათა ჯგუფი პაკეტი მაგრამ ტალღური პაკეტის შემოღება თავის მხრივ 

1 სინამჯვილეში უნღა დავწეროთ 4M4X>2:, რადგან პაკეტში გარკეეული წვლილი სხეა 

მაქსიზუმებსაც "შეაქვს. 
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აწყდება სერიოზულ წინააღმდეგობას, რომელიც გვაიძულებს ეს მოსაზრებაც უკუ- 

ვაგდოთ. სახელდობრ, დე ბროილის ტალღას ის დამახასიათებელი თავისებურება 

აქვს, რომ იგი დამოკიდებულია სიჩქარეზე (ეს ჩანს განმარტებიდან 7. = ჩ/»1”), 

ამიტომ სიცარიელეშიც კი ტალღები დისპეკრსიას განიცდიან. მაშასადამე, ტალღური 

პაკეტი არ შეიძლება რაიმე მყარსა და უცვლელს წარმოადგენდეს, იგი გარკვეული 
დროის გავლის შემდეგ, დისპერსიის გამო, სხვადასხვა სიხშირის ტალღებად უნდა 
დაიმალოს, რაც ნაწილაკის უცვლელ ზომას არ შეიძლება შეესაბამებოდეს. 

ტალღური ფუნქციის სწორი ფიზიკური შინაარსი განსაზზღლერული იყო 

მ. ბორნის მიერ! ბორნის თანახმად, ფიზიკური შინაარსი აქვს არა თვით 

დს(X ყ, #, 1) ფუნქციას?, არამედ მისი აბსოლუტური მნიშვნელობის კვადრატს, 

რომელიც ცდით შეიძლება გაიზომოს; სახელდობრ, 

ძI0 =|V (L, 1) |”ძL= ("ს ძ“ (4,17) 
გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ დროის / მომენტში ნაწილაკი მოხვდება სივრ- 

ცის ძL მოცულობაში. | დ (,, /)/7=0"ს კი იქნება ალბათობის სიმკერივე. ალბა– 

თობის ჩვეულებრივი განმარტების“ ”წედეგად ყველა ალბათობის ჯამი ერთის 

ტოლი უნდა იყოს, ე. ი. 
+თ 

I |დრC, #)I2ძ1=1. (4,18) 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს ალბათობას იმისა, რომ ნაწილაკი სადღაც იმყოფება, 

ე. ი. უბრალოდ ნაწილაკის არსებობის ფაქტს აღნიშნავს. (4,18) ამავე დროს 

ტალღური ფუნქციის ნორმირების პირობასაც წარმოადგენს. რადგან შრედინგერის 

განტოლება წრფივი დიფერენციალური განტოლებაა, ამიტომ მისი ამონახსნი და- 

მოკიდებული იქნება ნებისმიერ მუდმივებზე. ნორმირების (4,18) პირობა ერთი 

ნებისმიერი მუდმივის განსაზღვრის საშუალებას მოგვცემს. სახელდობრ“, ნებისმიერი 

მუდმივი ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ დაცული იყოს (4,18) ნორმირების პი- 

რობა; თუ (4,18) დაცული არ არის, მაშინ ი მოცულობაში მოხვედრის ალბა- 

თობა შემდეგნაირად ჩაიწერება 

LC 0Iძ% (4,19) 
+თ 

| 16 0/ძ+ 

4 გამოხატულების ინტეგრალი, რადგან მნიშვნელი მუდმივ რიცხვია, უდრის 

ერთს. 
ნორმირების (4,18) პირობა მოითხოვს, რომ ს-ფუნქცია იყოს კვადრატუ- 

ლად ინტეგრებადი, ე. ი. მას ჰქონდეს ისეთი სახე, რომელიც უსასრულობაში 
სწრაფად ისპი,ბა. ასეთი მდგომარეობა დამახასიათებელია დისკრეტული სპექტრი- 
სათვის. მაგრამ შრედინგერის განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს როგორც დისკრე- 

ტული, ისე უწყვეტი სპექტრი. უწყვეტი სპექტრისათვის (4,18) ტიპის ინტეგრალი 

განშლადია, ამიტომ საჭირო ხდება ტალღური ფუნქციის სხვა ტიპის ნორმირების 

შემოღება. ასე მაგალითად, ჩვენ შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ ალბათობა ნორ- 

1 M. 801», 20115, L. ის75. 37, 863, (1926), 
2 თვით ტალღურ ფუნქციას რომ ფიზიკური შინაარსი არა აქვს, ოქიდანაც ჩანს, რომ სა- 

ზოგადოდ იგი არის კომპლექსური სიდიდე. 
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მირებულია ძალიან დიდ, მაგრამ სასრულ მოცულობაზე, რომელიც შემდგომ 
უსასრულობისაკენ უნდა მივასწრაფოთ. ამასთან; ცხადია ნორმირების ხასიათი 
ფიზიკური სიდადეების მნიშვნელობაზე არ იმოქმედებს, 

სპექტრის ხასიათი დამოკიდებულია ამოცანის პირობებზე დისკრეტული 

სპექტრი დამახასიათებელია ბმული მდგომარეობებისათვის, როცა ნაწილაკის მო- 

ძრაობის არე შემოსაზღვრულია სივრცის სასრული არით, ე. ი. მოძრაობა ფინი- 

ტურია, ამ შემთხვევში თუ მიზიდვის პოტენციალური ენერგია ისეა ნორმირე- 

რებული, რომ უსასრულობაში იგი ნულის ტოლია, სრული ენერგია უარყოფითია 

#<0. შრედინგერის განტოლების ამონახსნს ფინიტური მოძრაობისათვის უნდა 

მოვთხოვოთ, რომ უსასრულობაში იგი სწრაფად ისპობოდეს. ასეთი სასაზღვრო 

პირობა უზრუნველყოფს განტოლების დისკრეტულ სპექტრს როცა მოძრაობა 
ინფინიტურია, მაშინ ნაწილაკს შეუძლია მოძრაობა მთელს უსასრულო სივრცე1?ი; 

სრული ენერეგია დადღებითია #>0 და სასაზღვრო პირობებში ასახული უნდა 

იყოს ის გარემოება, რომ ნაწილაკს შეუძლია გარკვეული ალბათობით უსასრუ- 

ლობაში მოხვეჯრა. ამ შემთხვევაში შრედინგერის განტოლების სპექტრი იქნება 

უწყვეტი, სრული ენერგია უწყვეტ მნიშვნელობებს მიიღებს და ტალღური ფუნქ- 
ციაც ენერგიაზე როგორც პარამეტრზე უწყვეტად იქნებ დამოკიდებული: 

ბ=ს (, #)- 
რადგან, საზოგადოდ, ს ფუნქცია გავრცელებულია მთელს სივრცეზე, ამი- 

ტომ არსებობს ალბათობა იმისა, რომ ნაწილაკი აღმოჩნდება სივრცის ნებისმიერ 

წერტილში; მაშასადამე, მკაცრი კვანტური მექანიკური მსჯელობის თანახმად ნაწი- 

ლაკი თითქოს მთელ სივრცეზეა „განფენილი“. 

ამგვარად, გვაქვს შემდეგი დასკენძ: შრედინგერის განტოლებიდან ნაპოვნ % 

ფუნქციას არავითარი ფიზიკური შინაარსი არა აქეს, ფიზიკური აზრი აქვს ამ 

ფუნქციის აბსოლუტური მნიშვნელობის კვადრატს, რომელიც მდებარეობის ალბა– 

თობის სიმკვრივეს გამოხატავს. 

აშკარა, რომ ს ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს გარკვეულ სასაზღვრო 

პირობებს. ამ პირობების სახე დამოკიდებულია კონკრეტულ ამოცანებზე, ე. ი, 

პოტენციალურ ენერგიაზე. მის შემდეგ, რაც ტალღური ფუნქციის აბსსბოლუტური 

მნიშვნელობის კვადრატს მივაწერეთ ალბათობის შინაარსი, ბუნებრივია, შრედინ- 

გერის განტოლების ამოხსნას მოვთხოვოთ შემდეგი პირობები, რომლებსაც სტან- 

დარტულ პირობებს უწოდებენ, ს ფუნქცია უნდა იყოს: 

1) უწყვეტი და ჰქონდეს უწყვეტი პირველი რიგის წარმოებულები, 2) სას- 
რულო, 3) ცალსახა. 

ტალღური ფუნქციისათვის უწყვეტობის, ს.სრულობისა და ცალსახობის მო- 

თხოვნა ფიზიკურად გასაგებია, რადგან მდებარეობის განმსაზღვრელი ალბათობა 

არ შეიძლება იყოს უსასრულოდ დიდი ანდა მრავალსახა. შრედინგერის განტო- 

ლება მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლებაა, ამიტომ, თუ პოტენციალური 

ენერგია სასრულოა (ამასთან შეიძლება უწყვეტი არც იყოს), მაშინ როცა მოლდე- 
მულია ტალღური ფუნქცია და მისი წარმოებულები რაიმე ზედაპირზე, შეგვიძ- 
ლია მოვახდინოთ მრედინგერის განტოლების ინტეგრაცია და ვიპოვოთ « (L, LM) 
ფუნქციის მნიშვნელობა ნებისმიერ წერტილში. მაშასადამე, რადგან ჩვენ გვსურს 
ტალღურმა ფუნქციამ ცალსახად განსაზღვროს ნაწილაკის მდგომარეობა, საჭიროა 

მოვითხოვოთ, რომ არა მხოლოდ სC, /) იყოს უწყეეტი, არამედ უწყვეტი უნდა 

იყოს მისი პირველი რიგის წარმოებულებიც. 

დაბოლოს, შევნიშნოთ, რომ რადგან ფიზიკური აზრი აქვს დ"ტ-ს, ამიტომ 

ტალღური ფუნქციები განსაზღვრული იქნება 6X0 (+ +თ) ფაზური მამრავლის სი" 
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ზუსტით, სადაც თ არის ნამდვილი რიცხვი. ამიტომ, ყოველი ფიზიკური სიდიდე, 
რომელსაც კი შემდეგში გამოეთვლით დს ფუნქციის დახმარებით, არ უნდა იცვ- 
ლებოდეს დს ფუნქციის ს6+I შეცვლის დროს; კერძოდ, აქედან გამომდინარეობს, 
რომ ის ნებისმიერი კოეფიციენტი: რომელიც უნდა განისაზღვროს ნორმირების 
პირობიდან, შეგვიძლია ჩავთვალოთ ნამდვილ სიდიდედ. 

ჩი 
„,9(5. დენის ვეკტორი, უწვეტობის განტოლება 

ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ შრედინგერის განტოლების ამონახსნის საშუალებით 
შეგვიძლია ვიპოვოთ დროის რომელიმე მომენტში ნაწილაკის მოხვედრის ალბა- 
თობა სივრცის ამა. თუ იმ ადგილას. კერძოდ, სს სიდიდე წარმოადგენს მდება- 

რეობის ალბათობის სიმკვრივეს, ცხბდია, რომ თუ ამ გამოსახულებას გავამრავ- 
ლებთ ელექტრონის მუხტზე, მაშინ იგი მოგვცემს ელექტრული მუხტის სიმკერი- 
ვეს. მისი საშუალებით შეგვიძლია ვიპოვოთ მასის სიმკვრივეც, ნაწილაკთა რი- 

ცხვიც და სხვა რადგან, ისევე როგორც კლასიკურ მექანიკაში, ადგილი უნდა 

ჰქონდეს მუხტის მუდმივობას, ნაწილაკთა რიცხვის შენახვასა და სხვა, კვანტურ 

მექანიკაში შესაძლებელი «ნდა იყოს უწყვეტობის განტოლების გამოყვანა. ქვე– 

მოთ ვაჩვენებთ, რომ ასეთი განტოლება მართლაც ადვილად მიიღება მრედინგერის 

განტოლებიდან. 

დავწეროთ შრედინგერის დროითი განტოლება 

#%=- " აა+#7C, #)#. (5,1) 
ი! 2» ' ” 

ამ განტოლებაში გადავიდეთ კომპლექსურად შეუღლებულზე; ამასთან, გავითვა– 

ლისწინოთ, რომ პოტენციალური ენერგია ნამდვილი ფუნქციაა; გვექნება 

_ 0ა" ჩ? –-,ნ--=-- ტა"+LX (, 1)". (5,2 ჩ= სახ 06 იბ ) 

(5,1) განტოლება გავამრავლოთ მარცხნიდან დ"-ზე, (5,2) კი ს-ზე და პირველს 

გამოვაკლოთ მეორე, მივიღებთ 

· ძა ის" ჩ? 
ჩI აზ -- +ს –– =–-–– ("ას – სიტის"). (5,3) #(ა I § C-) გე აბს - %აა') 

გარდავქმნათ ამ გამოსახულების მარჯვენა მხარე. ამისათვის გავითვალისწინოთ ვექ– 

ტორული ანალიზის შემდეგი ფორმულა: 

ძთ9IX #დ =Cდ ძ01V #- (MM 9X80 დ). (5,4) 

რამდენადაც ძთIV მძ დ=ტდ, გვექნება 
ძIX ("XV –5V ს )=6"ბს-–სას"- (V0", CVV)-–(Vა, წა”) (5,5) 

ბოლო ორი წევრი ერთმანეთს აბათილებს, ამიტომ დაგვრჩება 

დ"ბდ–ს45%6"=ძ0ძ(9 ("წს – სV6M). (5,5) 

ამგვარად, (5,1) განტოლება მიიღებს სახეს 

+ დ"ს = 2 ძIV (ტ"Vწს-- §V6%) (5,0) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

ი=L"ს, => 
წ



ნ ა 1=--CVს"- ს"VV), (5,8) 

მაშინ (5,6) განტოლება მიიღებს უწყვეტობის განტოლების კარგად ცნობილ გამო- 
ხატულ ებას 

ძა 
– – +9IVC1:=0. (5,9) 
ძL 

რამდენადაც 46 ალბათობის სიმკვრივეა, იმდენად, ბუნებრივია, ჰ-ს ვუწოდოთ 

ალბათობის დენის სიმკვრივის ვექტორი. (5,9) უწყვეტობის განტოლებას შეიძ- 
ლება მივცეთ ინტეგრალური ფორმა. ამისათვის განვიხილოთ რაიმე L-მოცულობა, 

რომელიც შემოსახღვრულია 8-ფართით და ავიღოთ ინტეგრალი (5,9) გამოსახულე- 

ბიდან მთელს მოცულობაზე; მივიღებთ 

ძ 
–--I 00% = (| ძI1IIძ+. 5,10 ; I I (510 

თუ მარჯვენა მხარისათვის გამოვიყენებთ გაუს-ოსტროგრადსკის თეორემას, გვეჟ1- 

ნება 

–>I 065 = 4 ჰ,ძვ. (5,11) 
- § 

ეს უკანასკნელი გვიჩვენებს, რომ აღებულ «+-მოცულობაში ალბათობის შემცირება 

დროის ერთეულში უდრის ალბათობის დენის ვექტორის ნაკადს «-მოცულობის 

შემომსაზღვრელ ჩაკეტილ ზედაპირში. 

იმის მიხედვით, თუ რა სიდიდეებთან გვაქვს საქმე (5,9), შეგვიძლია განვი- 

ხილოთ როგორც მუხტის ისე მასის, ნაწილაკთა რიცხვისა და სხვათა მუდმივობის 

კანონი. მართლაც, თუ გავამრავლებთ 0 და X-ს მასაზე, გვექნება 

0ა„=7%ს “დ, ჰ, 59%”! საწყ). (5,12) 

მუ იქნება მასის სიმკვრივე, ხოლო ჰ)I„ მასის სიმკვრივის ნაკადის ვექტორი. შესა- 

ბამისად (5,9)-ის გამრავლებით მასაზე მივიღებთ მასის უწყვეტობის განტოლებას. 

ასევე, აშკარაა, რომ თუ 6 ნაწილაკის მუხტია, მაშინ 

/,=ისბს, ჰ,=%"- (აVL%- “წა. (5,013) 
შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც მუხტის სიმკვრივე და ელექტრული დენის სიმ- 

კვრივის ვექტორი შესაბამისად. ხოლო (5,9) ამ შემთხვევაში გამოხატავს მუხტის 

მუდმივობის კანონს. 

როცა ალბათობა დროის მიხედვით არ იცვლება, მაშინ <4" =0 და უწყვე- 
L 

ტობის განტოლება მიიღებს მარტიე სახეს 

ძIV 1I=0. (5,14) 

ავიღოთ ამ გამოLსახ-ლებიდან მოცულობითი ინტეგრალი და შემდეგ გამოვიყენოთ 

გაუს-ოსტროგრადსკის თეორემა. გვექნება 

რ 9,ძ8=0; (5,15) 
5 
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მაშასადამე, ამ ”შემთხვევაში +-მოცულობის შემომსაზღვრელ ფართში ნაკადი 
ნულის ტოლია, 

აშკარაა, რომ დენის ვექტორის (5,8) ფორმულა შემდეგი სახითაც შეგვიძლია 

გადავწეროთ: 

)=“- ჩ //! (სV დ”) (5,16) 
ჯ»· 

სადაც //? აღნიშნავს კომპლექსურ ნაწილს. აღსანიზნავია, რომ როცა ტალღური 
ფუნქცია ნამდვილია, მაშინ დენის ვექტორი ნულის ტოლია. 

5 §(6 კვანტური მექანიკის სტატისტიკური ხასიათი 

ჩვენ ვნახეთ, რომ კვანტური მექანიკის ძირითადი განტოლების ამოხსნა სა– 

შუალებას გვაძლევს განვსაზლვროთ ნაწილაკის მდებარეობის ალბათობა, ე. 0. 

კვანტურ მექანიკას აქვს სტატისტიკური ხასიათი. გამოვარკვიოთ, რით არის გა- 

მოწვეული ალბათობებზე გადასვლისა და მოვლენების სტატისტიკური მეთოდით 
აღწერის აუცილებლობა. ამ საკითხის გასარკვევად განვიხილოთ წინა პარაგრაფის 

(4.10) ფორმულა 

ტ#7-%-X=2X 

რადგან 4»„= ჩ4ტ/, ამიტომ 
2–-1,6X= 2> (6,1) 

ეს დამოკიდებულება ცნობილია როგორც ჰაიზენბერგის განუზღვრელობის 'თანა– 

ფარდობა!). 24ჯ აღნიშნავდა პაკეტის ზომას, იგი წარმოადგენს სივრცის იმ ნა- 

წილს, რომელიც შეესაბამება ნაწილაკს, ე. ი. ნაწილაკის მდებარეობა ზუსტად კი 

არ განისაზღვრება, არამედ მისთვის მოცემულია კოორდინატის გაზომვის 4X შუა- 

ლედი. ამიტომ, ბX შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც კოორდინატის განუზღვრე– 

ლობის ზომა. ასევე, +), იქნება იმპულსის განუზღვრელობა. ჩვენ ვხედავთ, რომ 

კოორდინატისა და იმპულსის განუზღვრელობათა ნამრავლი უნივერსალური მუდ- 

მივია, ე. ი. თუ განუზღვრელობა იმპულსის გაზომვისას ნულის ტოლია, #ტ7.=0 

(ეს იმას ნიშნავს, რომ იმპულსის ჯ მდგენელს ზუსტად ვზომავთ), მაშინ განუ- 

ზღვრელობა კოორდინატის გაზომვაში 42= C. ამგვარად, როდესაც ნაწილაკის 

იმპულსის სიდიდე ზუსტად ვიცით, მაშინ ნაწილაკის მდებარეობის შესახებ არა–- 

ფერი არ ვიცით და პირიქით. შევნიშნოთ, რომ კოორდინატისა და იმპულსის 

ერთდროულად ზუსტად ცოდნის შეუძლებლობის საკითხი პრინციპული საკითხია 

და იგი არაა გამოწვეული გასაზომი იარაღის არა სიზუსტით ან ტექნიკის დონით. 

შევნიშნოთ, რომ სამ განზომილებიანი მოძრაობის დროს, (6,1)-თან ერთად 

გვექნებოდა ასეთიეე ფორმულები დანარჩენი ორი კოორდინატისათვისაც. 

რადგან კოორდინატი და იმპულსი აუცილებელია ნაწილაკის ტრაექტო- 
რიის დასადგენად, ამიტომ განუზღვრელობის თანაფარდობის თანახმად, კვანტურ 

მექანიკაში ნაწილაკის ტრაექტორიაზე ლაპარაკს აზრი არა აქვს. ამიტომაც ისმის 
საკითხი ნაწილაკი მხოლოდ მდებარეობის ალბათობის შესწავლაზე. ამითაა გა- 
გამოწვეული კვანტური მექანიკის სტატისტიკური ხასიათი. 

განუზღვრელობის თანაფარდობას ადგილი აქვს არა მხოლოდ იმპულსისა და 
კოორდინატისათვის. განუზღვრელ სიდიდეთა წყვილები კვანტურ მექანიკაში მრა- 
ვალია. ჩვენ ამ საკითხს “შევეხებით მაშინ; როცა მოვიყვანთ განუზღვრელობის 

  

1 VV. IიI500ს01ყ9. 261ხა. (. XI75. 43, 172, (1997)



თანაფარდობის ზოგად დამტკიცებას. წინასწარ შევნიშნოთ, რომ ჩვენ შეგვეძლო 
§ 4-ში # კი არ გაგვეშალა თ-ს ხარისხებად, არამედ, პირიქით, თ გაგვეშალა 
(#–- ე) ხარისხების მიხედვით, მაშინ სრულიად ანალოგიური მსჯელობით მივიღებ- 

ღით ფორმულას 
- ( ძი 14/ 
50 | ––––– 

''ყე ბ? ? ტა თ 

რომლის მინიმუმის წერტილი #ჯ დროისათვის განისაზღვრებოდა პირობით 

49 ა,ტ#= 27. 
ბ, 

| V(9, #))7=4'41 (6,2) 

საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ტ#=ჩბთ, მივიღებთ 

#ტ6#4ჯ=2»ჩ; (6,3) 

ე. ი. განუზღვრელობას აქვს ადგილი ენერგიასა და დროს შორისაც. აღვნიშნოთ, 
რომ ამ ფორმულის შინაარსი განსხვავდება კოორდინატისა და იმპულსისათვის 
დაწერილი განუზღვრელობის თანაფარდობის შინაარსისაგან,; ამ საკითხსაც ჩვენ 

შემდგომში გავარკვევთ. 
დაბოლოს ვაჩვენოთ, რომ განუზღვრელობის თანაფარდობას არ შეიძლება 

რაიმე მნიშვნელობა ჰქონოდა კლასიკურ მექანიკაში და რომ იგი მიკროსამყაროს 
დამახასიათებელ პრინციპს გამოხატავს. მართლაც დავუშვათ, რომ გვაქვს მაკრო 

სხეული 1 გრ. მასით. რა სიზუსტით შეგვიძლია ამ ნაწილაკის მდებარეობის გან- 
საზღვრა თუ სიჩქარის განსაზღვრაში დაშვებული „ცდომილება, მაგალითად, 

ბუა )ც-:17. რიგისაა? (6,1) ფორმულის თანახმად 
ეკ 

ა. 25ჩ  ჯ0-= სმ, (6,4) 
ტს 

ე. ი. ცდომილება კოორდინატის გაზომვაში ფაქტიურად ნულის ტოლია. ეს კი 
იმას ნიშნავს, რომ კოორდინატი ამ შემთხვევაში ზუსტად იზომება. თუ ახლა 
ავიღებთ ელექტრონს, რომლის მასა--10“-?7 გრამია, გვექნება, რომ #ტჯ-105 სმ., 
ე. ი. ამ შემთხვევაში კოორდინატის გაზომვის (ყდომილება 1 კმ-ის რიგისაა, რისი 
მხედველობაში მიუღებლობაც შეუძლებელია. 

როდესაც კლასიკურ მექანიკაში მოცემულია კოორდინატი და იმპულსი, 

მაშინ ამბობენ, რომ მოცემულია მდგომარეობაო. თუ ჩვენ ვიცით ნაწილაკის 
კოორდინატისა და იმპულსის მნიშვნელობები დროის ყოველი მომენტისათვის, 
მაშინ შეგვიძლია ვიპოვოთ ნაწილაკის დამახასიათებელი ყველა ფიზიკური სიდიდე. 
ამისათვის კი, კლასიკურ მექანიკაში საჭიროა ამოიხსნასს ნიუტონის მოძრაობის 

განტოლებანი. ამ განტოლებების ამოსახსნელად გვჭირდება საწყისი პირობები, 
რომლებიც განსაზღვრავენ საწყის მდგომარეობას (სამი კოორდინატი და სამი 
იმპულსის მდგენელი). საწყისი მდგომარეობითა და ნიუტონის განტოლებებით 
კლასიკურ მექანიკაში ნაწილაკის მოძრაობის ამოცანა ცალსახად იხსნება. მოკლედ 
რომ ვთქვათ, როდესაც კლასიკურ მექანიკაში „ნაწილაკის აწმყო“ ზუსტადაა 

განსაზღვრული, მოძრაობის განტოლებები საშუალებას გვაძლევს „ნაწილაკის მო- 
მავალიც“ ზუსტად განვსაზღვროთ. აშკარაა, რომ მიკროსამყაროში მდგომარეობის 
ასეთ. აღწერას აზრი აღარა აქვს. ამ შემთხვევაში ჩვენ ზუსტად არ გვეცოდინება 
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არათუ მომავალი მდგომარეობა. არამედ საწყისიც კი (ჰაიზენბერგის განუზღვრე- 
ლობის თანაფარდობის ძალით შეუძლებელია კოორდინატებისა და იმპულსების 

ერთდროულად ზუსტად გაზომვა!). მაგრამ ეს გარემოება სრულებითაც არ უშლის 

ხელს კვანტურ მექანიკას მოვლენები აღწეროს ახალი სიდიდეებით, რომლებიც 

დამახასიათებელი არიან მიკრო სამყაროსათვის და რომელთათვისაც გარკვეული 
საწყისი მონაცემებისა და შრედინგერის განტოლების დახმარებით აღვწერთ ყველა 

იმ მოვლენას, რომელსაც კი ადგილი აქვს მიკრო სამყაროში. ამ საკითხს დაწვრი– 

ლებით § 40-ში შევენებით. 

§ 7. სტაციონარული მდგომარეობა 

ახლა გამოვარკვიოთ, რას ვუწოდებთ სტაციონარულ მდგომარეობას კვანტურ 

მექანიკამში· როცა ნაწილაკი არ იმყოფება გარეშე ცვალებად ველში, მაშინ ნაწი- 

ლაკის ჰამილტონიანი დროზე ცხადად დამოკიდებული არ არის, ე ი. 

0 
=0. 7,1 მ (7,1) 

ამ შემთხვევაში შრედინგერის განტოლებაში 

ყი 
წ. თოი თოVC 9 (7,2) 

შესაძლებელია ცვლადთა განცალება ფურიეს მეთოდით. ამონახსნი ვეძებოთ ორი 

ს თ) და «#(I) ფუნქციის ნამრავლის სახით, ე. ი. 

V C, ()=%(იCდ() (7,3) 

და შევიტანოთ (7,2) განტოლებაში; მიღებული შედეგი გავყოთ თ (I) დ (ჯ) ნამ- 

რავლზე; გვექნება 

  

„ჟნ09 ო ძდ (ჯ) 

XV _ აო. (7,4) 
დ(0) ბი 

მარცხენა მხარე მხოლოდ დროის ფუნქციაა, მარჯვენა კი––კოორდინატების. ამი– 

ტომ ტოლობა მაშინაა შესაძლებელი, როცა თითოეული წევრი ამ შეფარდებისა 
მუდმივი რიცხვის ტოლია. ამ რიცხვს ცხადია ექნება ენერგიის განზომილება“ 
აღვნიშნოთ იგი #-თი; მივიღებთ: 

,ნ 99 =ჯ#C(), (7,5 

#ს(ა=ჯ#ს თ). (7,6) 

(7,6) წარმოადგენს ღროზე დამოუკიდებელ შრედინგერის განტოლებას. (7,5)-ის 

ამონახსნს ექნება შემდეგი სახე: 

დთ=4 ჩ (7,7) 
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ამიტომ შრედინგერის (7,2) განტოლების ამონახსნი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 
შემდეგნაირად: 

( _+85, 7,8 
VV, 0=8(4 1 რბ 

მდგომარეობას რომელიც აიწერება (7,8) ტიპის ფუნქციით, სტაციონარულ 

მდგომარეობას უწოდებენ. ამ შემთხვევაში ტალღური ფუნქცია დროზე მხოლოდ 

ჰარმონიულად არის დამოკიდებული 6ჯი C- 12) მამრავლის სახით. თუ (7,8) 

ამონახსნს შევიტანთ შრედინგერის (7,2) განტოლებაში, მივიღებთ შრედინგერის 

სტაციონარული მდგომარეობების (7,6) განტოლებას. 

სტაციონარული მდგომარეობა იმით ხ:სიათდება, რომ ამ მდგომარეობაში 

ალბათობა და დენის სიმკვრივის ვექტორი დროზე არაა დამოკიდებული. მართლაც, 

ალბათობისათვის გვექნება 

16(-0)=VI" C,0 1) VI (, ჯ)=8%" (ო დ (ი). (7,9) 

ასევე, რადგან დენის ზექტორის გამოსახულებაში შედის V7მVV" კომბინაცია, მასში 
დროის შემცველი წევრი ამოვარდება. 

ახლა ვთქვათ შრედინგერის (7,6) სტაციონარული მდგომარეობების განტო- 

ლებას აქვს დისკრეტული სპექტრი. ეს იმას ნიშნავს, რომ ენერგიებისათვის მი– 

ვიღებთ დისკრეტულ მიმდევრობას #,, 1,..-9,..., ასევე, ტალღური ფუნქციე- 
ბიც გადაინომრება და გვექნება თ,, თე,...ს,... და ამ შემთხვევაში (7,8) გამოსა– 

ხულებიდან გვექნება 
– ს 

V (., ჯ)=ს„(ე4. (7,10) 

რადგან შრედინგერის (7,2) განტოლება წრფივია, ამიტომ მას დააკმაყოფილებს 

შემდეგი წრფივი კომბინაციაც 

< – ჩი! 
VVC 0=2,0იბირ# " დ,1:) 

ი=1 

სადაც 0, ნებისმიერი, საზოგადოდ კომპლექსური. დროზე დამოუკიდებელი, მუდ- 
მივებია, (ცხადია, რომ _ (7,11) ფუნქცია იქნება შრედინგერის არასტაციონარული 

მდგომარეობების განტოლების ამონახსნი. 

შრედინგერის განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს უწყვეტი სპექტრიც. ამ შემ- 

თხვევაში მისი ამონახსნი უწყვეტად იქნება დამოკიდებული ენერგიაზე და ნაცვ- 
ლად (7,11)-სა გვევნება შემდეგი გამოსახულება: 

+= –+ჯნ! 
MC, 0= | 0(#)%(ი #9 იჯ. ფ,19) 

აღსანიშნავია მეტად მნიშვნელოვანი გარემოება, რომ არც (7,11) და არც (7,12) 

სტაციონარულ მდგომარეობებს აღარ გამოხატავენ. როცა სხვადასხვა სტაციონა- 

რული მდგომარეობების ენერგიები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, მაშინ ამ 
ფუნქციებით გამოთვლილი ალბათობა და ალბათობის დენის ვექტორი დროზე 

ვა



დამოუკიდებლები აღარ არიან. ამიტომ სტაციონარული მდგომარეობა ისეთ მდგო– 
მარეობას ეწოდება რომელიც ხასიათდება ენერგიის განსაზღვრული მნიშვნე- 

ლობით. 

ა § 8. სუპერპოზიციის პრინციპი 

კვანტური მექანიკი ერთ-ერთ ფუნდამენტურ პრინციპს წარმოადგენს სუ- 

პერპოზიციის პრინციპი რომელიც უშუალოდ ექსპერიმენტის შედეგია, 

განვიხილოთ რაიმე ფიზიკური #4 სიდიდე, რომელმაც შეიძლება მიიღოს 

მნიშვნელობათა დისკრეტული მიმდევრობა: 

#4 #4, ს/ი, (8,1) 

შესაბამისი მდგომარეობის ფუნქციები აღვნიშნოთ: 

დ, რდა,... მე,... (8,2) 

რომელიმე ს, ფუნქციის მოცემა ნიშნავს, რომ მისი შესაბამისი 4 ზუსტად უდრის 

4-ს, ე. ი. 4=//- 
სუპერპოზიციის პრინციპი ასე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ: თუ მოცემულ 

ფიზიკურ პირობებში ნაწილაკს შეუძლია იმყოფებოდეს თითოეულ (8,2) მდგო– 

მარეობაში, მაშინ მას შეუძლია იმყოფებოდეს მდგომარეობაშიც, რომელიც ხასიათ– 

დება (8,2) ფუნქციების წრფივი კომბინაციით, ე. ი. 

V-=M ძები (8,3) 
– 
ი5=1 

აღსანიშნავია, რომ სუპერპოზიციის ამ პირობას აკმაკოფილებს შრედინგერის გან- 

ტოლება, რამდენადაც იგი წრფივი განტოლებაა. შრედინგერის განტოლების ეს 

თვისება ჩვენ უკვე გამოვიყენეთ წინა პარაგრაფში. ამგვარად, მათემატიკურ ენაზე 

სუპერპოზიციის პრინციპი იმას ნიშნავს, რომ კვანტური მექანიკის ყველა განტო- 

ლება, რომელსაც კი აკმაქჟოფილებს ს ფუნქცია, წრფივი უნდა იყოს. 

თუ ცალკეულ რთ; ფუნქციას შეესაბამება გარკვეული ,1=/, მნიშვნელობა, 
(8,3) ფუნქციით განსაზღვრულ მდგომარეობას გარკვეული 4-სიდიდე აღარ შეესა- 

ბამება. 
განვიხილოთ თავისუფალი ნაწილაკის ორი სხვადასხვა მდგომარეობა 

! : 
დს. სით 

ა,თ=ი «,C)=ი" (8,4) 
პირველ ნაწილაკს აქვს განსაზღვრული იმპულსი 9, მეორეს კი წე. მათი სუპერ- 

პოზიციით მივიღებთ მდგომარეობას 

+ ი) IL ხა:L VC=თი·  +თიბ (6,5) 

რომელსაც განსაზღვრული იმპულსი აღარ შეესაბამება. ადვილი დასანახია, რომ 
| C, |2 არის ალბათობა იმისა, რომ იმპულსს აქვს ი=7, მნიშვნელობა, ხოლო | CI“ 
წარმოადგენს ი = წ, მნიშვნელობის ალბათობას. სუპერპოზიციის პრინციპი გვეუბ- 

ნება, რომ თავისუფალი ნაწილაკი შესაძლებელია ნაწილობრივ მოხვდეს მდგომა- 

83. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი ვვ



რეობაში, რომელშიაც აქვს ი, იმპულსი და ნაწილობრივ მდგომარეობაში, რომლის 

იმპულსი ჩ;-ის ტოლია, ამას აშკარად დავინახავთ, თუ ვიპოვით |VI(L)(2-ს. გვექნება: 

I 
+(–-ი)C 

| LC I/=|CთI+1Cთ ;+27:0,C 675.” ო , (8,6) 
ბოლო წევრი გამოხატავ, ინტერფერენციას აღნიშნულ ორ გარკვეულ მდგომა- 
რეთობას შორის. 

შევნიშნოთ, რომ სუპერპოზიციის პრინციპს ადგილი აქვს კლასიკურ მექა- 
ნიკაშიაც. ვთქვათ, გვაქვს რაიმე პერიოდული მოძრაობა, რომელიც ხასიათდება 
ს, ფუნქციებით ((=1, 2....), მაშინ კლასიკურ მექანიკაში VI (სუპერპოზიცია) 
ნიშნავს რაღაც ახალ მდგომარეობას, რომელიც განსხვავდება თ,, თ,,...ლს,,... 
მდგომარეობისაგან, მაგალითად, კლასიკურ მექანიკაში ს-ს შეკრება თავისთავთან 

ს +დ=20 გვაძლევს ახალ მდგომარეობას, რომელიც განსხვავდება მოცემული დ 
მდგომარეობისაგან (გავიხსეინოთ ორი ერთნაირი ამპლიტუდისა და ფაზის მქონე 
ტალღის შეკრება, რის შედეგადაც ვღებულობთ ტალღას, რომლის ამპლიტუდა 

ორჯერ აღემატება მოცემული ტალღის ამპლიტუდას). კვანტურ მექანიკაში კი ს 
და 0% ერთიდაიგივე მდგომარეობას გამოხატავს.



თავი II 

ოპერატორული ალრიცხვა 

მექანიკა თავისი განვითარების სხვადასხვა ეტაპზე მათემატიკის სხვადასხვა 

დარგებს იყენებდა. მათემატიკის ზოგიერთი დარგის შექმნა და განვითარება თვით 
მექანიკის განვითარების უშუალო შედეგი იყო. ასე მაგალითად, ნიუტონის მექა- 

ნიკის ჩამოყალიბებასთან დაკავშირებულია დიფერენციალური და ინტეგრალური 

აღრიცხვის შექმნა. აინშტაინის რელატივისტურმა მექანიკამ ფართოდ გამოიყენა 

ტენზორული აღრიცხვის მეთოდები. კვანტურ მექანიკასაც დასჭირდა მათემატიკის 

სპეციალური დარგები, სახელდობრ, ოპერატორული და მატრიცული აღრიცხვა. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ახალი მოვლენების აღმოჩენასთან ერთად, ხდება მათემატიკური 

მეთოდების გაღრმავება და მათემატიკის ახალი ცნებების გამოყენება. ძველი მეთო– 

დები და ცნებები, რომლებიც საკმარისი იყო ცნობილი მოვლენების ასახსნელად, 

აღარ გამოდგებიან ბუნების მოვლენების უფრო დეტალურ თავისებურებათა ასა- 

წერად. ატომური მოვლენების ახსნის აუცილებლობამ მოითხოვა ფიზიკაში ახალი 

მათემატიკური მეთოდების გამოყენება. იმ მათემატიკურ მეთოდებს შორის, რომ- 

ლებიც გამოიყენება კვანტურ მექანიკაში, ძირითადია ოპერატორთა თეორია, რომ–- 

ლის მთავარი დებულებანი მოცემულია ამ თავში. 

/§ 9. ოპერატორთა თვისებები 

# ოპერატორის ცნების ქვეშ იგულისხმება მათემატიკურ ოპერაციათა ის 

ერთობლიობა, რომელიც უნდა ჩატარდეს რაიმე დ () ფუნქციაზე, რომ მივიღოთ 

# (ი ფუნქცია. ე. ი. 

LჯCCა=/ (ი. (9,1) 

ჯ, შეიძლება იყოს ნებისმიერი ოპერაცია: კოორდინატზე გამრავლების, გაყოფის, 
#-ჯერ გაწარმოების და სხვა. 

კვანტურ მექანიკაში, ძირითადად, ისეთი ოპერატორები გამოიყენება, რო–- 

მელთაც აქვთ შემდეგი თვისება: 

ს (2, თი, 0|=2,0C ფთ დ,2) 
I 1” 

ასეთ ოპერატორებს წრფივ ოპერატორებს უწოდებენ. წრფივი ოპერატორია, მაგა” 
ლითად, ლაპლასის ოპერატორი 

ი? + მ! + ე! (9,3) 

' მ2 ძე ძი. ' 
ვნ



წოფივია აგრეთვე 

მ 
ჩლ=ლ=ი--–- 9,4) 

ძX ( 

ოპერატორი და ა. შ.1 

ოპერატორს ზოგჯერ შეიძლება ინტეგრალური სახეც ჰქონდეს; მაგალითად 

L/C0=I თღ(ი 9) / 00ძ". (9,5) 

ასეთ შემთხვევაში C (,, L) ფუნქციას ინტეგრალური ოპერატორის გულს უწო- 

დებენ ?. 
განვიხილოთ მაგალითად პუასონის განტოლება: 

#დ (-)=7 (ი; (9,0), 
L არის რადიუსვექტორი. ცნობილია, რომ (9,6)-ის ამონახსნს აქვს სახე 

1 იი) დო=-/-–I ფ-.' დ,7 
სადაც იძ.=ძ“ ძყ' ძ.' არის მოცულობის ელემენტი, (9,7) "შეგვიძლია ჩავწეროთ 

ოპერატორული სახითაც 

#–L (ს)=ჯ9 C), (9,8) 

სადაც 7») შემდეგი ინტეგრალური: ოპერატორია 

1 ძIL... 
0=- I –-იL დ,9V 

იანახმად განმარტებისა M ინტეგრალური ოპერატორის გული ყოფილა (9,6) 

განტოლების გრინის ფუნქცია: 

1 1 
== -“. 9,10 

6 4 |L:-V”| ( ) 

თუ (9,6)-ზე ვიმოქმედებთ მარცხნიდან #) ოპერატორით, მივიღებთ 

ჩ»ად=701X=ჯ. Cდ,11) 
ეს კი იმას გვიჩვენებს, რომ ნამრავლი #/# ერთხე გამრავლების “ტოლფასია. ამ 

გარემოებას ფორმალურად ასე წერენ 

##6=1. (9,12) 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 7) და 4 ოპერატორები ერთმანეთის შებრუნებულია, 
ე. ი. 

_ე=46+ ან 7-1=ტ. რ,13) 
საზოგადოდ, თუ ორი ოპერატორის ნამრავლი ტოლფასია ერთზე გამრავლებისა, 
მაშინ ამ ოპერატორებს ურთიერთ მებრუნებულს უწოდებენ. იმისათვის, რომ შემ- 
დგომში საშუალება გვქონდეს გამოსახულებების მოკლედ ჩაწერისა და ფორმალური 
ოპერაციების ჩატარებისა, ხელსაყრელია გამოვიყენოთ დირაკის აბსტრაქტული 
უსასრულო ვექტორული (საზოგადოდ კომპლექსური) სივრცის მეთოდი. დირაკის 

1 წრფივია მაგალითად, ჩვენს მიერ ია თავში განხილული ჰამილტონის ოპერატორი: 

ყლ=–- ხელთ (ო. 

7? შემდგომში მოცულობის ელემენტის აღსანიშნავად გამოვიყენებთ ძ;=ძXძყძ2 აღნიშვნას 
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აბსტრაქტულ სივრცეში შემოვიღოთ სკალარული ნამრავლი (თ | დ), რომელიც 

განვსაზღვროთ შემდეგნაირად: 
+თ 

(# |დ)= | ა"ხ)დოძ. რ,1I4) 

აშკარაა, რომ ასეთნაირად განმარტებულ სკალარულ ნამრავლს ექნება შემდეგი 

თვისებები: · 

(ს | დჯ"=(( | 9), (9,15) 

(ს | დ, +») =(% | თ,)2-(% | დ,); (9,16) 

თუ C არის მუდმივი, მაშინ “ 

(0) | დ1=C”%V% | 9), (9,17) 
(ს | 0=0C(4% | §); (9,18). 

როცა ს და დ ფუნქციები უწყვეტად არი:ნ დამოკიდებული რაიმე ჯ პარამეტრზე, 
მაშინ აშკარაა შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაც: 

რ ძა ს, 9დ + =( 9-6 | თდდ+(4I –--). 9,19 -; (9I§) (5 | 9+(9) 2X2 C,19). 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ შესრულებულია შვარც-ბუნიაკოვსკის უტოლობა! 

| (9 | დ) | 2<(% | 4) (დ | დ). (9,20) 

დაბოლოს ნათელია, რომ (#8 | აX>0; ამასთან, ნულთან ტოლობა გვექნება მაშინ, 

როცა ს იგივურად ნულის ტოლია. სიდიდეს 

+თ= თ 
(I §9)= | ს'სძი= | IV I დ,2) 

უწოდებენ ფუნქციის ნორმას. ამასთან, თუ ფუნქციის ნორმა სასრულია, მაშინ 

ს ფუნქცია კვადრატულად ინტეგრებადია. ასეთ შემთხვევაში ყოველთვის შეიძლება 
ნორმა ერთის ტოლი გავხადოთ 

+თ 

(ს I %)= | |დ(0I1ძ-=1). (9,22)_ 

ასეთ ფუნქციებს ნორმირებულს უწოდებენ. შევნიშნოთ, რომ ჩვენ ხშირად საქმე 

გვექნება ისეთ ფუნქციებთანაც, რომელთა ნორმა სასრულო სიდიდე არ არის. ასე 

მაგალითად, (ცხადია, რომ თავისუფალი ნაწილაკის შესაბამისი ტალღური ფუნქ- 

ციის, ე. ი. ბრტყელი ტალღის # ()= 40» (+ ი) ნორმ. უსასრულობის 

ტოლია. 

ახლა გავარკვიოთ, რას წარმოადგენენ ჩვენ მიერ ზემოთ შემოღებულ აბსტ- 

რაქტულ სივრცეში განხილული ვექტორები. ავიღოთ (დ | დ) სკალარული ნამ- 

  

1 შეარც-ბუნიაკოესკის უტოლობის გამოყვანა ადვილია, თუ გამოვალთ აშკარა გამოსახუ- 

ლებ 
(0#V+ხთ | იV+ხდ)= | თ | %(V | V)-+იხ"(თ | V)+0"ხ(V | თ)+4-(თ | დ) >9. 

ამ კვადრატული ფორმის არაუარყოფითობისათვის საჭიროა 

(V | 9) (თ) თ)––(# | დ) (დI ყ%)>9, 
რაც გეაძლევს დასამტკიცებელ უტოლობას, 
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რავლი და გავყოთ იგი ორ შემადგენელ ნაწილად (თ | და | დ)- პირველს დი- 
რაკის მიხედვით ეწოდება ბრა-ვექტორი, მეორეს კი-––კეტ-ვექტორი. ასეთი სახელ- 

წოდებები წარმოდგება ინგლისური სიტყვის „ფრჩხილების“ „ხI30M6L“+ შუაზე გა- 

ყოფით. ამასთან, თანახმად (9,15), თვისებისა 

(ს |"=(L» (9,23) 
ე. ი. ბრა-ვექტორის შეუღლებული წარმოადგენს კეტ-ვექტორს და პირიქით. თუ 
ყურადღებით დავაკვირდებით სკალარული ნამრავლის თვისებებს, დავინახავთ, რომ 

აბსტრაქტული სივრცის ვექტორებს ჩვეულებრივი ვექტორების (ოღონდ კომპ- 
ლექსური) ყველა თვისება გააჩნიათ. მაგალითად, (9,16)-დან ნათელია, რომ 

| 8, +) =| 8,#-LIM) (9,24) 
და სხვა. · 

თვითშეუღლებული ოპერატორები. შემოვიღოთ შეუღლებული ოპერატორის 

ცნება. მოცემული L ოპერატორის ერმიტულად შეუღლებული (და არა კომპ- 

ლექსურად შეუღლებული !) L·» ოპერატორი განისაზღვრება შემდეგი პირობით: 

(| Lდ1=(L"ს%Iჯა (9,25) 
ან ცხადი სახით ) 

+თ +თ ' 

| VXდძ”ი< | (+M)"დი:, (9,26) 

სადაც დ და დ ნებისმიერი ფუნქციებია რომლებიც ისპობიან ინტეგრების საზ- 

ღვარზე. 

კვანტურ მექანიკაში განსაკუთრებულ როლს თამაშობენ ე. წ. თვითშეუღ- 

ლებული, ანდა ერმიტული ოპერატორები. თუ ადგილი აქვს ტოლობას #+=X, 

მაში” ოპერატორს თვითშეუღლებული (ერმიტული) ეწოდება. ამ შემთხვევაში 

თანახმად (9,25) ფორმულისა გვაქვს 

(ს | დ)=(X#ს LV), (9,27) 
ანდა ცხადად ერმიტულობის პირობას შემდეგი სახე ექნება: 

| %' (CL ძი = | (L9)"თძი. (9,28) 

ვიპოვოთ ახლა იმ ერმიტული ო'ერატორების სახე, რომლებიც ფართოდ გამო- 

ითყენებიან კვანტურ მექანიკაში. ვაჩვენოთ, მაგალითად, რომ ოპერატორი #= 

= ი, სადაც თ ნამდვილი მუდმივია, ერმიტული ოპერატორია. ამისათვის 
თძX 

შევამოწმოთ (9,27) პირობა. გვექნება 

+თ ს +თ · 
I (I ა” მდ . 97 « )+= 1თ I (“ 8 +CV- 14-ი, 

“თ ძX ძX · _.. ძX ძX 

ე· ი, 

“თკ დ 
| +- რდ) ძ»=(ს” დ) | =0, 

-9იX > –= 
რადგან დს და დ პირობის თანახმად საზღვრებზე ისპობა. ჩვენ ვხედავთ, რომ 

(9,28) პირობა დაცულია და, მაშასადამე, რ ყოფილა ერმიტული ოპერა- 
X 
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ტორი. აშკარაა, რომ ოპერატორი #=6-“- არ იქნება თვითშეუღლებული, რად- 
X 

გან (9,28) პირობა დაცული აღარ არის. ამგვარად, თუ განვიხილავთ სამგანზო– 
მილებიან შემთხვევას, შეიძლება ვთქვათ, რომ ოპერატორი 

X#ჯ#=1%0V =რო თIმძ (9,29) 
არის თვითშეუღლებული. 

ასევე ცხადია რომ ყველა ნამდვილ. სიდიდეზე გამრავლების ოპერატორიც 
თვითშეუღლებულია. მართლაც, თუ L=X, რადგან კოორდინატი ნამდვილი სი- 

დიდეა, გვექნება 
(I Xი)=(X9)I«%). 

ცხადია, რომ ასევე ერმიტული იქნება კოორდინატების ნებისმიერი ნამდვილი 
ფუნქცია. ახლა დავამტკიცოთ, რომ ლაპლასის: ოპერატორიც ერმიტული ოპერა- 

ტორია. ამისათვის გავიხსენოთ, რომ #ტ=V “V შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემ- 

დეგი სახით: #=V%/I:((V). შევამოწმოთ (9,28) ერმიტულობის პირობა, ამისათვის 

განვიხილოთ (# | ბდ) სკალარული ნამრავლი. იგი ასე შეგვიძლია დავწეროთ: 

(ს | ტდა=(% | -––(VIXVდ) =(ი | – :Vდ,), (9,30) 
სადაც დ,=:Vთდ. გავიხსენოთ ახლა, რომ V/; ერმიტული ოპერატორია; მაშინ 

(9,30) ტოლობა მიიღებს სახეს 

(ს|ბდ)=(–-X#I|დ,). (9,3)) 
შევიტანოთ მარჯვენა მხარეში დ,=4Vდ და კვლავ გამოვიყენოთ 1V ოპერა- 

ტორის ერმიტულობის თვისება. შედეგად მივიღებთ 

(4 | ბდ)=(2% | 9). 
ამგვარად, ლაპლასის ოპერატორიც ერმიტული ყოფილა, ამრიგად, ჩვენ ვიპოვეთ 

შემდეგი ერმიტული ოპერატორები: 

X-ზე გამრავლების ოპერატორი, 

> (9,32) 

ა=თ- =-+ პა% უე" დ,33) 

შემდეგში ჩვენ დავინახავთ, რომ ფიზიკურ სიდიდეებს სწორედ ერმიტული ოპერა- 

ტორები შეესაბამება. მაგალითად, ჩვენ მიერ განხილული ჰამილტონის ოპერატორი 

ერმიტულია, რამდენადაც იგი შეიცავს ლაპლასიანს და პოტენციალურ ენერგიას, 

რომლებიც ერმიტულებია. 

ალგებრული მოქმედებანი ოპერატორებზე. 4 და 13 ორი ოპერატორის 
ჯამი ან სხვაობა ეწოდება ისეთ # ოპერატორს, რომლისთვისაც ადგილი აქეს 
ტოლობას 

Lს= 4ს+8 
ან ფორმალურად წ 

=4-+ 8. (9,34) 
ვიმოქმედოთ ახლა ტოლობაზე 

Lხ=თ 
მარცხნიდან # ოპერატორით. მივიღებთ 

MLსზ=LMდCდ=/. 
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ოპერატორს 

IL =7ILL (9,35) 

ეწოდება 1, და X ოპერატორების ნამრავლი. აშკარაა, რომ საზოგადოდ 

MI L# LII. მაგალითად, თუ L=X და #=>, მაშინ 
X 

(» =>) ს #-” ი) (9,36) 
' ძX მX 

როცა სI=M#L ოპერატორებს ურთიერთ გადასმადი ან კომუტატური ეწო- 

დებათ. 

ვთქვათ, მოცემულია ორი ოპერატორი 4 და # და ცნობილია მათი შეუღ- 

ლებული ოპერატორები 4" და 8... როგორ ვიპოვოთ ამ ორი ოპერატორის 

ნამრავლის შეუღლებული ოპერატორი (47)1? განმარტებით 

(ს | 489)=((4 8)"V | დ)- (9,37) 
გარდავქმნათ მარცხენა მხარე. ჯ#დ დროებით დ,-ით აღვნიშნოთ და გამოვიყენოთ 

შეუღლებულობის პირობა „4 ოპერატორისათვის 

(ს | 48თ)=(4% | 4დ,)=(414 | დ). (9,38) 

ახლა 41ს აღვნიშნოთ დროებით #დ,-ით და დ,-ისათვის შევიტანოთ ჯჯყ; გვექ- 
ნება 

(4.ს|დ, =(%,| 84%). (9,39) 
გამოვიყენოთ შეუღლებულობის პირობა 8 ოპერატორისათვის და შემდეგ C,-ისა– 

თვის კვლავ დავუბრუნდეთ #17 მნიშვნელობას; მივიღებთ 

(4, | 87) =(8'%, | დჯ=(.18“'4'% | დ). (9,40) 
ასე გარდაიქმნება (9,37) ტოლობის მარცხენა მხარე და გვექნება ტოლობა 

(8“4"% | დჯ=((.48)'% | 9), (9,4)) 
საიდანაც დავასკვნით, რომ 

C418)+= 8“ /+. (9,42) 

როცა 4ღაჯ ერმიტული ოპერატორებია, მაშინ 

C48)+=71 4 (9,43) 

ე. ი. 48 ჯერ კიდევ არ არის ერმიტული. 47#-ს ერმიტულობისათვის 4 და ჯ-ს 

ერმიტულობის გარდა საჭიროა მათი კომუტატურობაც1. 

ვაჩვენოთ, რომ მუდმივი რიცხვისათვის ერმიტულად 'შეუღლებულობა ემთხ- 

ვევა კომპლექსურად შეუღლებულობას. მართლაც დავუშვათ, რომ #=(, სადღაც 
დ რაიმე რიცხვია კომპლექსური ან ნამდვილი; მაშინ ოპერატორის შეუღლებუე- 

ლობის (9,15) პირობა მოგვცემს 

(ს | C-=(0ი'ა | დ). 
რადგან # მუდმივია, გვექნება, რომ 

0=(0')" (9,44) 

  

1 (9,422) ფორმულის გამოყენებით აღეილად ვაჩვენებთ, რომ ლაპლასიანი ერმიტული ოპე 
რატო რია. მართლაც, 4“= III) (7/01-=4, ე. ი. 4-=4. 
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საიდანაც 6+=6(6". კერძო შემთხვევაში, როცა C=ჯ მივიღებთ 

ჯხ-ჯვ%ზ–-- (9,45) 

დოცა 6 ნამდვილია, 0+=დ, ე. ი. ნამდვილი რიცხვი ყოველთვის თვითშეუღლე- 
ია. 

აღ როგორც მაგალითი ვაჩვენოთ: თუ ოპერატორი ერმიტულია, მისი შებრუ- 
ნებული ოპერატორიც ერმიტული იქნება. ვთქვათ, „18=1. ავიღოთ ერმიტულად 

შეუღლებული და გამოვიყენოთ (9,42), გვექნება, 8+/4+=1. ცხადია, რომ თუ 

4+= 4, მაშინ 8+== 41, მაგრამ მეორეს მხრით, 4“) = 8 და მაშასადამე 8+= #. 

ნათელია, ამიტომ, რომ ლაპლასის ოპერატორის შებრუნებული ოპერატორი #7, 

რომელიც განმარტებულია (9,9) ფორმულით, ერმიტული ოპერატორი იქნება. 

ა» § 10. ოპერაჭორთა საკუთარი ფუნქციები და 
საკუთარი მნიმვნელობები 

ავიღოთ რაიმე წრფივი ოპერატორი # და შევადგინოთ შემდეგი ერთგეა– 

როვანი განტოლება: 

X#.% =)ს, (10,1) 

სადაც » რაღაც პარამეტრია. ამ განტოლებას, სათანადო სასაზღვრო პირობების 

გათვალისწინებით, ნებისმიერი #. პარამეტრისათვის საზოგადოდ ამოხსნა არა აქვს. 

პარამეტრის იმ მნიშვნელობებს, რომელთათვისაც (10,1) განტოლებას აქვს არა 

ტრივიალური ამოხსნა (ს ნულს არ უდრის იგივურად) ეწოდება საკუთარი მნიშე- 
ნელობები, შესაბამის ამოხსნებს კი საკუთარი ფუნქციები. ხოლო (10,1)-ს უწო- 

დებენ საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას. საკუ– 

თარი მნიშვნელობების ერთობლიობას განტოლების სპექტრი ეწოდება. როცა სა- 

კუთარი მნიშვნელობები ისეთია, რომ ისინი შეადგენენ სიდიდეთა წყვეტილ მიმ- 
დევრობას ისე, რომ შეიძლება მათი გადანომერა 

XI, 1, მვე-აა რევია. (10,25 

მაშინ ამბობენ, რომ სპექტრი წყვეტილია (დისკრეტულია) ასეთ შემთხვევაში 
შესაძლებელია საკუთარი ფუნქციების გადანომვრაც: C,, დ,, თე,...ტ. როცა სა– 

კუთარი მნიშვნელობები უწყვეტად იცვლებიან რაიმე შუალედში, მაშინ სპექტრს 

უწყვეტი ეწოდება და ამ შემთხვევაში არ შეიძლება არც საკუთარი ფუნქციებისა 

და არც საკუთარი მნიშვნელობების გადანომვრა. ამ შემთხვევაში ფუნქციები 

უწყვეტად იქნებიან დამოკიდებული 2. პარამეტრზე (საკუთარ მნიშვნელობებზე) 

ს=%(C, X. 
როცა ერთ საკუთარ მნიშვნელობას შეესაბამება ერთი საკუთარი ფუნქცია, 

მაშინ ამბობენ. რომ სპექტრი მარტივია; ხოლო როცა ერთ საკუთარ მნიშვნელო- 

ბას რამოდენიმე საკუთარი ფუნქცია შეესაბამება, სპექტრს გადაგვარებული ეწოდება. 

ხოლო ფუნქციათა რიცხვი რომელიც ერთ საკუთარ მნიშვნელობას შეესაბამება, 

განსაზღვრავს გადაგვარების ჯერადობას. 

თუ (10,1) განტოლებას გავამრავლებთ მარცხნიდან დ" და ავიღებთ ინტეგ– 

რალს, გვექნება 
59" Lსძ«–2I სშაძი, 

საიდანაც შეგვიძლია განვსაზღვროთ საკუთარი მნიშვნელობა 

_ IV IV _ (§I 4) 
I ს"სძ. (§I4%) % , 

 



ახლა დავამტკიცოთ მეტად მნიშვნელოვანი დებულება, რომ ერმიტული ოპე- 

რატორის საკუთარი მნიშვნელობა ნამდვილი (არსი) სიდიდეა. რადგან (10,2) გა- 

მოსახულების მნიშვნელი ყოველთვის ნამდვილია, ამ დებულების დასამტკიცებლად 

საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ მრიცხველიც ნამდვილი “სიდიდეა. ავიღოთ (დ | Lს)" 

და გამოვიყენოთ #-ოპერატორის ერმიტულობის პირობა 

(ს | L9)"=(#L#9 | )= (01 LM). (10,3) 
ამრიგად, (10,2)-ის მრიცხველიც ნამდვილი სიდიდეა და, მაშასადამე, X»"=7., 

რაც ამტკიცებს დებულებას. ერმიტული ოპერატორების ამ თვისების გამო მათ 

განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭებათ კვანტურ მექანიკაში. /.. 

ბოლოს განვიხილოთ მაგალითი. ვიპოვოთ 

–- 2 თ– 10,4 
7% 2/ ძჯ? ' ) 

ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიშვნელობები. აღვილი შე- 

სამჩნევია, რომ ეს ოპერატორი ემთხვევა ჰამილტონის ოპერატორს ერთგანზომი- 

ლებიანი მოძრაობის შემთხეევაში, როცა პოტენციალური ენერგია X (X)=0, დავ– 

წეროთ საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 

1I959 (X) = #9 (X), (10,5) 

სადაკც ## ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობებია. ამ განტოლებას სასაზღვრო 
პირობების მიხედვით შეიძლება ჰქონდეს როგორც უწყვეტი, ისე წყეეტილი სპექ- 

ტრი. ჯერ ვიპოვოთ ისეთი ამონახსნები რომლებიც სასრულია, უწყვეტია და 

აქვთ უწყვეტი წარმოებულები მთელს X-ღერძზე. ამ მიზნით (10,5) განტოლება 

გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

“ (00161) 

  

+#?ს (9) C9, (10,6) 
ძი»? – 

სადაც 

2” 
ე? = ნ? · (10,7) 

როგორც ვიცით, (10,6) განტოლებას ექნება ორი წრფივად დამოუკიდებელი ამო- 
ნახსნი ! 

ას,0ე= 40%, თ.()= 86 IM, (10,8) 

სადაც „4 და # ნებისმიერი მუდმივებია. სასაზღვრო პირობები დაცულია ნების- 

მიერი ნამდვილი ჯ-თვის, რომელიც ძევს შუალეჯში --=<# =+თ, ე. ი., 

როცა ენერგია ,( უწყვეტად იცვლება (0, თ) შუალედში: 
0=#=C; (10,8”) 

მაშასადამე, აღნიშნული სასაზღვრო პირობების დროს (10,5) განტოლების სპექტრი 

უწყვეტია. ამასთან, ენერგიის ერთ მნიშვნელობას შეესაბამება ორი საკუთარი 
ფუნქცია, რაც იმას ნიშნავს, რომ (10,5) განტოლების სპექტრი ორჯერადად გადა- 

გვარებულია. 

რადგან (10,5) განტოლება წრფივია, ამიტომ ადგილი ექნება სუპერპოზიციის 

პრინციპს რა განტოლებას დააკმაყოფილებს ფუნქციაც 

ს 00ა= 40 M-+ 86-(%, (10,9) 
რომელსაც ზოგადი ამონახსნი ეწოდება. 
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ახლა (10,5) განტოლების ამონახსნს დამატებით დავადოთ შემდეგი სასაზღვრო 

პირობები: 

დ(0ე)=0, დ (თ)=0; (10,10) 

მაშინ პირველი პირობის გამოყენებით (10,9)-ს შეიძლება მივცეთ სახე 

დ(0=085)0 #X. (10,11) 

მეორე სასაზღვრო პირობა კი გვეუბნება, რომ 

910 X0=0, 00,12) 
რომლის ამონახსნია X0 = I), სადაც) #X=1, 2, 3..-. თუ გავიხსენებთ (10,7) ფორ- 

მულას საკუთარი მნიშვნელობებისათვის მივიღებთ 

22 2 
,- 5 # 00,13) 

2»ი? 

ე. ი. განტოლებას ჰქონია დისკრეტული სპექტრი: #,, #ე, I2ვ,.... რომელთა შე- 

საბამის ფუნქციებს ექნებათ სახე | 

სა 6ე=03)ს -“ჯ. (10,14) 

ენერგიის ერთ საკუთარ მნიშვნელობას შეესაბამება ერთი საკუთარი ფუნქცია, 

ამიტომ სპექტრი მარტივია ზემოთ ნაპოვნ ამონახსნებში შემავალი ნებისმიერი 

მუდმივების განსაზღვრა შეიძლება ნორმირების პირობით, რომელსაც ქვემოთ გან- 

ვიხილავთ. 
როგორც ვხედავთ, წყვეტილი სპექტრის ფუნქცია დამოკიდებულია ინდექსზე, 

რომელიც ღებულობს დისკრეტულ მნიშვნელობებს მაშინ, როცა უწყვეტი სპექტ- 

რის ფუნქციები უწყვეტად არის დამოკიდებული საკუთარ მნიშვნელობებზე. 

§ 11. პრონეკერ-ვეიერშტრასის სიმბოლო. და 

დირაკის ფუნქცია 

ფიზიკაში და მათემატიკაში ხშირად იხმარება ე. წ. კრონეკე5-ვეიერშტრასის 
სიმბოლო, რომელიც ასეა განმარტებული: 

1, როცა უპ=7»# 
ბი. = | 

0, როცა თ»:#%#% 

ცხადია, მ„, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც მეორე რანგის ტენზორი. 

განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ მას აქეს მხოლოდ ერთის ტოლი დიაგო– 
ნალური ელემენტები, იგი სიმეტრიულია, ე. ი. მ, =მგ„. ამ სიმბოლოს გააჩნია 

მთელი რიგი მნიშვნელოვანი თვისებები. განვიხილოთ ასეთი ჯამი 

? ბოი4ი· 
# 

ამ ჯამში ნულისაგან განსხვავდება მხოლოდ ის ერთი წევრი, სადაც მფე-ის ორიეე 

ინდექსი ტოლია. ამიტომ აშკარაა, რომ 

(11,1) 

2ზი„4.- 4»: (11,2) 
ი 

ეს არის ფე სიმბოლოს ფილტრაციის თვისება. 
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განვიხილოთ ინტეგრალი 

= 82 წილი: ძჯX 

2X1, 

როცა #=7, მაშინ #=1, ხოლო როცა თ 5#X, ჰ/ =0. ამგვარად 

- 1 32: 'ო= 

ბფი=უ- |" ის 9X (11,3) 

მაგრამ ფიზიკაში საქმე გვაქვს არა მხოლოდ ისეთ სიდიჯეებთან, რომელთა გა- 

დანომვრაც შეიძლება (ე, ი. სიდიდეებთან, რომლებიც დამოკიდებული არიან რაიმე 
მთელ ინდექსზე), არამედ ისეთ სიდიდეებთანაც, რომლებიც უწყვეტად არიან და- 

მოკიდებული გარკვეულ პარამეტრზე, ე. ი. როცა საქმე გვაქვს უწყვეტ სპექტრ- 
თან. ასეთ შემთხვევაში იძულებული ვართ ნ„ფიე-ის ნაცვლად შემოვიღოთ მისი 
ანალოგიური სიმბოლო უწყვეტი სიდიდეებისათვისაც. ასეთი სიმბოლო შემოღე- 
ბული იყო დღირაკის მიერ 1926 წელს და მას დირაკის 6 (ჯ) ფუნქციას უწოდებენ. 

იმისათვის, რათა 8 (X) ფუნქცია, უწყვეტი სპექტრისათვის ისეთივე თვისებები 
ჰქონდეს, რაც მფი-ს– წყვეტილი სპექტრისათვის, საჭიროა 6 (X) ფუნქცია განვ- 
მარტოთ ასე: 

ბით =I” X# (11,4) 
C-, X=6 

და 

მ 
Iწე (X–ი)0X =1 (11,5) 
> 

აქ აუცილებელია, რომ ც მოცემული იყოს საინტეგრაციო შუალედში. კერძო 

შემთხვევაში შეგვიძლია ავიღოთ თ«=0. C(X ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 

ნახ. 2. აშკარაა, რომ 8 (ჯ) ფუნქციის ეს გან-. 

საზღვრა არ ემთხვევა მათემატიკაში ცნობილი 
ფუნქციის განსაზღვრას, მაგრამ მიუხედავად 

ამისა, 6 (XV) ფუნქცია ყოველთვის შეგვიძლია 

წარმოვიდგინოთ როგორც რაიმე უწყვეტი 

ფუნქციის ზღვრული მნიშვნელობა. აღსანი”რნა- 

ვია, რომ ისეთი უწყვეტი ფუნქცია, რომელ- 
საც ექნებოდა (11,4ე) თვისება, სინამდვილეში 

არ არსებობს; სამაგიეროდ, არსებობს (11,5) 

X=მ8. ? ინტეგრალი. ამიტომ, საბოლოო ფორმულებში 
ნახ. 2 2(X–ი) ფუნქცია ინტე; რალქვეშა გამოსახუ- 

ლებაში უნდა 'მედიოდეს როგორც მამრავლი. 

შეიძლებოდა, რა თქმა უნდა, 2 (X) ფუნქცია სულაც არ შემოგვეღო და გვეხელ- 
მძღვანელა სტილტეესის ინტეგრალებით, მაგრამ ამ შემთხვევაში საჭირო იქნებოდა 

ძალიან რთული გამოთვლების ჩატარება, იმ დროს, როცა 9 (X) ფუნქციის საშუა- 

ლებით გამოთვლები გაცილებით მარტივია. 

2(X ფუნქციის განმარტებიდანვე ჩანს, რომ იგი ლუწი ფუნქციაა 

0(–X)=8 (X). (11,6) 

ასევე განმარტებიდანვე აშკარაა, რომ მას აქვს ფილტრაციის თვისება 

I/ (CV) 2(X––ით) ძჯ= / (0თ)- (11,7) 
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მართლაც, რადგან 8 (X-–თ) მხოლოდ მაშინაა ნულისაგან განსხვავებული, როცა 

X=ძ, შეგვიძლია ფუნქციის მნიშვნელობა ამ წერტილში ინტეგრალის ნიშნის გა– 

რეთ გავიტანოთ; დარჩენილი ინტეგრალი კი (11,5)-ის თანახმად ერთის ტოლია. 

კერძო შემთხევევაში, როცა თ=0, (11,7) მოგვცემს 

  

L70აბ00ძX=/C). (01,7 
სამი განზომილების შემთხვევაში გვაქვს ფორმულა 

0(ე=6(X)95(ყ)9(2. (11,8) 
ვაჩვენოთ, ახლა, რომ 

სე მჩ გე. 0I,9 
-თ XX 

მართლაც, როცა X=0, ზღვარი გვაძლევს უსასრულობას, ხოლო როცა X#90, 

510 #X 
ზღვარს საზოგადოდ მათემატიკურად აზრი არა აქვს. როცა #->თ, ძალიან 

· XX 

სწრაფად ცვალებადი ფუნქციაა, ან, როგორც ამბობენ, სწრაფად ოსცილირებადია, 

ამიტომ მისი საშუალო მნიშვნელობა ჯ-ის ნებისმიერად მცირე ინტერვალში ნულის 

ტოლი იქნება. გარდა ამისა, 

     

+თ +თ 
1 7 1 I 81ი MX ძალ. L I 510 L (LI,9 

2 ი # 2 1 

ამგვარად (11,9) სამართლიანია, ასევე მარტივად ვაჩვენებთ, რომ 

ცდ 5IჩX გი, „–“ (11,1თ 
ეთ =წX- 

განვიხილოთ ახლა შემდეგი გამოსახულება 

>I ეი ქ C 55 0, (11,10') 
%X 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა C->C0, თანახმად (11,9), გვექნება 
+თ 

1 
ზ0ე=– I. 11,11 მზია 2 1. #9 (11,11) 

ან – 

1 შ” (X-§')# ბ(IL-–.Lხ=–-– I(ჯL- დ! % , 8 (X-XI) 2 I ი ძL (11,11ი 

როგორც ვხედავთ, ეს ფორმულაც სრულიად ანალოგიურია (11,3), ოღონდ წყვე– 

ტილი +, # ინდექსების ნაცვლად გვაქვს უწყვეტი X და,X პარამეტრები. 
დავამტკიცოთ ახლა, რომ თუ თ>0, მაშინ სამართლიანია ფორმულა 

1 
6(თ:)= –- მ8(უ. (11,12) 

თ 

თუ გამოვიყენებთ (11,11) გამოსახულებას, გვექნება 

+თ 
- 1 
6(თ1= –– ტ(M6X 2), 11,13 (“ა 22 I. (11,131) 

MX5



ამ ინტეგრალში შემოვიღოთ ახალი ცვლადი თXL=(ჯ, მაშინ ძი7=C//თ. რადგან Cთ>0 
ინტეგრაციის საზღვრები იგივე დარჩება და, ამიტომ 

წ 1.1. 1 
8 (თX)= I 0'(Xძ(= ––- 6 (07%. (11,14 

2»თ თ 
  

(11,11) გამოსახულებიდან გამოვყოთ ნამდვილი ნაწილი, მივიღებთ მნიშვნელოვან 

ფორმულას 

  

6(9= 1 ნია IX0თX. (11,15) 
2 7. 

სამგანზომილებიან შემთხვევაში (11,11) ასე გადაიწერება: 

+= 

ა0=- ეა | თ; ძL, 01,160 

სადაც ძM=ძ/?.0#/,0თ/,. 
წინამდებარე კურსში დაგვჭირდება დირაკის § (+) ფუნქციის ზოგიერთი სხვა 

თვისებაც, რომელთაც ქვემოთ მოვიტანთ და რომელთა დამტკიცება არ არის 

ძნელი ზემოთ მიღებული ფორმულების გამოყენებით. ეს თვისებებია: 

X6 (X) =0, (11,17) 

#008(X--ძ)= / (0) (X-–თ), (11,18) 

+თ 

I 6(V ––X) 8 (V ––X) 0იX=5 (X -–X"") (11,19 

_ 9(X-–X) 
თო 2 (4) | (11,20) 

ს თX ჯ=XI   

სადაც X=X, არის დ(X=0 განტოლების მარტივი ფესვი. კერძო შემთხვევაში 

გვექნება მნიშვნელოვანი ფორმულა 

1 ,- - 
20 –ი5=2-. (8(X-თ)+9 (X+ძთ) |). (11,21) 

თ 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 8 (=) ფუნქციის წარმოებული აკმაყოფილებს პირობას 

„როლო. გ(ა. 01,2 
ძჯ 

ამასთან, წარმოებული კენტი ფუნქციაა თ-ისა, რამდენადაც 8 (X) ფუნქცია ლუწია, 
იმდენად იგი აკმაყოფილებს პირობას 

> · 

L28თ ძ» = | 1/2, როცა თ>0; (11,212) 
შ –1/2, როცა «<0, 

ადვილია ჩვენება, რომ 

ზC-0=-“ ბC-უბთ-ი?, 01,240 
? 
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სადაც M=LI/!“, ”'=L /” ერთეულოვანი ვექტორებია L და L"-ის გასწვრივ. რად- 

გან ;>0, ამიტომ ასეთი დელტა ფუნქციის განხილვის დროს ინტეგრირება აიღება 

#=0 წერტილიდან. 

თუ გავიხსენებთ, რომ სფერული ფუნქციები ჩაკეტილ სისტემას ადგენენ, 

მაშინ ჩვენ შეგვიძლია დავწეროთ 

დ + _ _ 

ბე 2) XIV (I) 7,, (10=8(0-–ი”, (11,25) 
("0,ი.-/ 

სადაც X,„ (0, დ) ფუნქციაში „ არგუმენტი აღნიშნავს იმას, რომ იგი დამოკი- 
დებულია ი =L/; ორტის #-ღერძთან შედგენილ 0 კუთხეზე და შესაბამის თ-აზი- გე კუ ე 7 
მუტზე; მაშასადამე, დირაკის 8(--I) ფუნქცია შეგვიძლია გამოვხატოთ შემდეგი 

მწკრივის სახით: 

გლობ რ-/9ჯ დ XX (>) X;თ(V”. 11,26 => 2 XI (იაო) (11,26) 
ჯან თ=-I 

დელტა ფუნქციის ამ წარმოდგენას ხშირად იყენებენ გაფანტვის თეორიაში. 

2 წ 15:/საკუთარი ფუნქციების ორთო-ნორმირება 
' 

ახლა მევისწავლოთ საკუთარი ფუნქციების ნორმირებისა და ორთოგონალო- 

ბის საკითხი. ჯერ განვიხილოთ დისკრეტული სპექტრის შემთხვევა, ე. ი. დავუშვათ, 

რომ ს ერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებია ძ,, C.,...0ჯ. დავამტკი- 

ცოთ, რომ ნებისმიერი ერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები ორთოგო- 

ნალური და ნორმირებულია. ამისათვის ვიგულისხმოთ, რომ გადაგვარებას ადგილი 

არა აქვს და დავწეროთ ორი რომელიმე ს, და ს, ფუნქციისათვის საკუთარი 

ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება: 

სსია=2?თზი, (12,1) 

#ზი =7იეხი- 

>» და 2 საკუთარი მნიშვნელობებია შესაბამისად დთ,, და დე-ისა. ავიღოთ პირ- 

ველი განტოლების კომპლექსურად შეუღლებული და შევადგინოთ სხვაობა 

სიL9ი დი (Lთ,)ზ= (1ი–-Xთ) დთ ს, (12,1) 

თუ მოვახდენთ ინტეგრაციას და გავიხსენებთ # ოპერატორის ერმიტულობის პი- 

რობას, გვექნება 

0სფ–ი) | 9ასიძ-=9. (12,2) 

განვიხილოთ ორი შემთხვევა. როცა #3#, მაშინ, რადგან გადაგვარება არა გვაქვს, 

ე. ი. #4 7#თ, მივიღებთ 

| 9თჭითძ-=0 „ხო2“ეინპა%ცი,7 
როცა ი=#1, მაშინ X.–- X,=0. ამ შემთხვევაში ინტეგრალი შეგვიძლია ავიღოთ 

ნებისმიერი სიდიდის. ჩვენ მივიღებთ, რომ იგი ერთის ტოლია, ე. ი. 

(ს„IV„ა=| §-ხი «=| | ს„M=I.  6-#2” 0225 
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ორთოგონალობის (12,2) და ნორმირების «12,2”) პირობები ერთად ასე ჩაიწე- 
რება 

(სო I9.:= | სოზი ძ”=ბოი, (12,3) 
სადაც ზუ: არის კრონეკერ-ვეიერშტრასის სიმბოლო. (12,3) პირობას საკუთარ 

ფუნქციათა ორთო-ნორმირების პირობას უწოდებენ.I შევნიშნოთ, რომ ორთოგო- 

ნალური ფუნქციები ყოველთვის წრფივად დამოუკიდებლები არიან. მართლაც, 
ფუნქციები რომ წრფივად დამოკიდებული ყოფილიყვნენ გვექნებოდა 

# 

3. იხ,=თ9+თ%+.-ჟ-+თხიე=0, (12,3– 

(51 

სადაც C, მუღმივი კოეფიციენტებიდან ყველა არ არის ნულის ტოლი. თუ გავამ- 
რავლებთ ამ ტოლობას თ; და ავიღებთ ინტეგრალს, მივიღებთ 

უთ! ბ ძ. = ას (12,4) 

საიდანაც გვექნება, რომ ყველა 0C,=0. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ორთოგონალური 

ფუნქციების სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

ახლა განვიხილოთ ორთო-ნორმირების საკითხი გადაგყარების შემთხვევაში. 

დავუშვათ, რომ ერთ საკუთარ მნიშვნელობას შეესაბამება ; საკუთარი ფუნქცია 

რ,, სა,-.. თე, ე. ი. ადგილი აქვს 

L5,–3ას,, ს = =78 90%. . სსა =XM (12,5) 

მაშინ აშკარაა, რომ #,, 4,,...ს„ ფუნქციებიდან შეგვიძლია შევადგინოთ უსასრუ- 
ლო რაოდენობის კომბინაციები, რომლებიც იგივე განტოლებას აკმაყოფილებს 

და ეკუთვნის იგივე 7. საკუთარ მნიშვნელობას. მართლაც, თუ ავიღებთ 

თ-X ი,” (12,6) 
(=1, 

და ვიმოქმედებთ მასზე XL ოპერატორით, მივიღებთ 

ი» 

#2 V- 29# ხო» 2 იმ 02,7 
ჭ51 

ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ს, ს... წრფივად 
დამოუკიდებლები არიან, ვაჩვენოთ რომ გადაგვარებული საკუთარი ფუნქციებიდან 

შეგვიძლია შევადგინოთ ისეთი წრფივი კომბინაციები, რომლებიც ორთო-ნორმი- 

რებულები იქნებიან. ამისათვის მოვახდინოთ ჯერ 0, ფუნქციის ნორმირება. ძ 

  

იყოს ნორმირების კოეფიციენტი. მაშინ ?/ #1V,0X=1, საიდანაც -- > 8 (V,ა. LV) 
თუ შემოვიღებთ ახალ დ, ფუნქციას, რომელიც ასეა განმარტებული 

შლ _ 
?1“–“ (12,8) 
' IV |9) ' 

მაშინ იგი ერთზე ნორმირებული იქნება. ავიღოთ ახლა ნებისმიერი ორი ისეთი 

ი, და 0, რიცხვი, რომელიც ერთდროულად ნულის ტოლი არ არის და შევადგი- 
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ნოთ ისეთი ახალი ფუნქცია დ:=0,დ,+ი0,ს,, რომელიც) ორთოგონალური იქნება 
დ,-თან, ე. ი. რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

0=(2%, | დ6=0;+თ (დ, | ს,). (12,9) 

«,, %, და, მაშასადამე, დ, და თ,-ის წრფივად დამოუკიდებლობის ძალით დ; ფუნქ- 
ცია იგივურად არ შეიძლება ნული იყოს. ადვილია იმის ჩვენება, რომ 

დე; კე” (12,10) 
· V (19 

იქნებ ნორმირებული ფუნქცია, რომელიც ამავ დროს ორთოგონალურია დ, 

ფუნქციასთან. შემდეგ შევადგინოთ დ; = C; დ,+C02 დ; სვ ფუნქცია, სადაც კოე- 
ფიციენტები CI, C:, 0, რომლებიც ერთდროულად ნული არ არის, ისე შევარ– 

ჩიოთ, რომ დ; ორთოგონალური იყოს დ, და დე-თან, ე. ი. ადგილი ჰქონდეს და- 
მოკიდებულებებს: 

(დ, | დე)=01-L ე (9, |თე)=0 და (დე|დეა=C;:+ია(დ,|ბე=0 (12,11) 

ბ, ბ,, და და მაშასადამე დ,, დე, 9, ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებლობის 
ძალით დე ფუნქცია არ შეიძლება იგივურად ნულის ტოლი იყოს. აქაც 

= ი 12,12, 

V/ (#1 და) ლა? 
იქნება ნორმირებული ფუნქცია, ორთოგონალური დ, და დ,-თან. შეგვიძლია ეს 

პროცესი გავაგრძელოთ მანამ, სანამ 0,, 0თ,,...ს,„ ფუნქციების ნაცვლად არ შემო- 

ვიყვანთ. ისეთ ახალ დ,, დ,,... დგ ფუნქციებს, რომლებიც ორთონორმირებული 
იქნებოა: 
მე მოვახდინოთ ახლა უწყვეტი სჰექტრის შესაბამისი ფუნქციების ნორმირება. 

უწყვეტი სპექტრის შემთხვევაში ტალღური ფუნქციების გადანომვრა ისე, როგორც 

ეს გვქონდა წყვეტილი სპექტრის ”შემთხვევაში, აღარ შეიძლება. თუ წყვეტილი 

სპექტრის შემთხვევაში გვქონდა, »L და » ინდექსებზე დამოკიდებული სფ და ს» 
ფუნქციები, უწყვეტი სპექტრის შემთხვევაში ტალღური ფუნქციები დამოკიდე– 
ბული არიან უწყვეტ 2. და X პარამეტრზე (საკუთარ მნიშვნელობაზე), ე. ი. 

ს, (0=ს (იჯ და 9,,(0=ტ(ი 7»). (12,13) 

ჩვენ ვნახეთ, რომ უწყვეტი სპექტრი ფორმალურად ისეთივე ფორმულებით 
უნდა დავახასიათოთ, როგორიც) გვაქვს წყვეტილი სპექტრის შემთხვევაში, ოღონდ 

წყვეტილი სპექტრის დამახასიათებელი მ„ე სიმბოლო უნდა შევცვალოთ დირაკის 
მე„=6(X-X) ფუნქციით. ამიტომ (12,3) ფორმულის ანალოგიით უწყვეტი 
სპექტრისათვის გვექნება შემდეგი ორთო-ნორმირების პირობა: 

+თ 

(ს I9,,)= | §"C, 2) § C”, 1)0#7=8 (X--7), (19,14) 

როცა ადგილი აქვს ამ პირობას, მაშინ ამბობენ, რომ V CI, ») ფუნქცია ნორმი- 

რებულია დირაკის 8(+--X») ფუნქციაზე, ანდა ნორმირება მოხდენილია 2. სა, 
თარი მნიშვნელობის _ სკალაზე. როგორც ვხედავთ, (12,14) ინტეგრალი, როცა 
#=X, განშლადია. ეს მდგომარეობა დამახასიათებელია უწყვეტი სპექტრისათვის!. 

1 შეიძლება „ჩვენება, რომ თუ უწყვეტი სპექტრის ფუნქციების ნაცვლად ავიღებთ მათ პა- 

კეტებს #-” 7 'თC, 2) ძ12, მაშინ ამ პაკეტების ნორმირება და ორთოგონალობა ზუსტად 
ისეთი იქნება, რაც დისკრეტული სპექტრის ფუნქციებისათვის, 

4. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 49



მოვახდინოთ მეათე პარაგრაფში განხილული მაგალითის შესაბამისი საკუ- 
თარი ფუნქციების ნორმირება. ჯერ განვიხილოთ დისკრეტული სპექტრი. შესაბა- 
მის ფუნქციას აქვს (10,14) სახე. (12,2') პირობის თანახმად გვექნება 

L) 

C'| ყე? (–. )4+=), (12,15) 
9 ძი 

საიდანაც C-სთვის მივიღებთ მნიშვნელობას C=(2/0)1/1. ამგვარად, განხილულ მა- 

გალითში ნორმირებულ დისკრეტული სპექტრის ფუნქციებს ექნებათ გამოსახუ- 

ლება ა 
/ 2 .-/ი2 ) 

= ––-ლ ო9ა : 12,16 დი (X) V იი (:>- (12,16) 

აშკარაა, რომ ეს ფუნქციები ორთრგონალურებიცაა. 

ახლა მოვახდინოთ უწყვეტი სპექტოის (10,9) ფუნქციების ნორმირება. ეს 

ფუნქცია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

ს, (+) = 40% (12,17) 

და ნორმირება მოვახდინოთ დირაკის 6 (:-–-#") ფუნქციაზე. გეექნება 
+თ 

| 9009, დ)ძ»=8 (+-#9. (12,18) 

შევიტანოთ (12,17) ფუნქციის მნიშვნელობა; მივიღებთ 

+თ “ 
4. | დ MM ძX=6(L- #9. (12,19) 

თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ დირაკის დელტა ფუნქციის (11,1 15 წარმოდგენას, 

დავინახავთ, რომ 2„4=(2»)“ !/2, მაშასადამე, 
1 

1, = _– თ,» (X) 1-5» 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ უწყვეტი სპექტრის განხილული ფუნქციის ნორმა 

განშლადია (თV| თ.) = თ. ამიტომაც არ შეიძლება მათი ნორმირება (12,2'”) პი- 

რობით. 

(IX, (12,20)   

– § 13. ნებისმიერი ფუნქციის გაშლა საკუთარი 

ფუნქციების მიხედვით 

განვიხილოთ ახლა ერთი მნიშენელოვანი საკითხი ფურიეს მწკრივთა თეო- 
რიიდან, ვთქვათ, გვაქვს ერმიტული ოპერატორი L და მისი ორთო-ნორმირებული 

სპექტრი; განვიხილოთ ჯერ დისკრეტული სპექტრის შემთხვევა. ვთქვათ, რომ /(-) 

არის რაიმე ნებისმიერი კვადრატულად ინტეგრებადი ფუნქცია და შევეცადოთ 
იგი გავშალოთ ს ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების მიხედვით. დავუშვათ, რომ 

ეს გაშლა მოვახერხეთ და მას აქვს შემდეგი სახე: 
I 

#/დ= 3ი„სი 0 +7იროი- (13,1) 
თონ 

> დ) არის ნამთი, ჩვენი მიზანია გამოვარკვიოთ, თუ როდის გეექნება ისეთი 
გაშლა, როცა ნაშთი ნულია და / (0) სავსებით დახასიათდება (13,1)-ის პირველი 

ხნ0



წევრით. ამისათვის საჭიროა იუ კოეფიციენტების სათანადოდ შერჩევა. ცდომილე- 

ბად არჩევენ შემდეგ სიდიდეს: 

0ა=| 1 #ი(ო/რ0= | /C0– რი თL ძი (13,2) 

საკუთარ სფ ფუნქციათა ორთო-ნორმირების გამო 

0გ=| | /(ო11ძ-– 3195 | / თოხაოძC– 

– 26 | /' თხი (ორ + 2) ინი. (13,3) 

ჩვენი მიზნისათვის საჭიროა ამ გამოსახულებას ჰქონდეს მინიმუმი თ» და 

  ი. კოეფიციენტების მიმართ. მინიმუმის %ი =0 პირობიდან გვექნება 
(0201 

–I/თობითოძ+ია=0, 03,3ჩ 
საიდანაც 

იო=| /რბი(ძი (13,4) 
ანალოგიურად 

იი = | ("თბი თ ძი. (13,5) 
კოეფიციენტების ეს ექსტრემალური მნიშვნელობანი შევიტაწოთ (13,3)-ში, მი- 

ვიღებთ: 

ია=| | 7 0,იი– 21 6. 03,6 
თ=0 

რადგან განმარტების თანახმად 2„>>0, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა მო- 

გვცემს 
» 

23 '<II/თLძი (13,7) 
თ5=0 

-7 
ამ უტოლობას ბესელის უტოლობას უწოდებენ, თუ / (ი) ნებისმიერი ფუნქციისა–- 

თვის “· 
11I0ი იგ=0 (13,7”) 

თ 

ან, რაც იგივეა, 

2)1.6=11= II/ოთ (1ძL. (13,7”) 
თ50 

მაშინ ს„ საკუთარ ფუნქციათა ერთობლიობას ეწოდება ჩაკეტილი. ასეთ შემთხ- 

ვევაში არ შეიძლება მოინახოს ისეთი სხვა ახალი ფუნქცია, რომელიც ორთოგო- 
ნალური იქნებოდა ყველა შ,, ფუნქციასთან, მაშასადამე, ჩაკეტილი ფუნქციები– 

სათვის ნაშთი #.=0 და ნებისმიერი /(.) ფუნქციისათვის გვექნება შემდეგი 
გაშლა: 

»#C00=5) 6თზი (ი, (13,8) 
ო50 

წ



+თ 

თ„= | %-C0/(იძი (13,9 

თუ-ს ფურიეს კოეფიციენტი ეწოდება. 
როცა ოპერატორის სპექტრი უწყვეტია, ე. ი. როცა ფუნქციებს აქვთ 

დ =% LC, 2) სახე, მაშინ ნებისმიერი ფუნქცია სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია 

გავშალოთ ფურიეს ინტეგრალად 

#/ 0=| ილაზ(02 03,1თ 

სადაც 
«(X=| / თ!" (რპ)აძ., (13,11) 

# (ი) შევიტანოთ (13,10) ფორმულიდან (13,11) ფორმულაში, მივიღებთ 

თ0)=| თ(M)I| ა"(C, X§9 CC 2)ძ-) ი". (13,12) 

იგივეობა რომ მივიღოთ, საჭიროა უწყვეტი სპექტრის ფორმულები აკმაყოფი- 

ლებდნენ პირობას 
+თ 

ჯ 9%'თ 280 X)ძ-=8 0-9; 03,13) 

ეს კი უწყვეტი სპექტრის ფუნქციების ნორმირების პირობაა. 

ნებისმიერი ფუნქციის გაშლას ერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქ- 

ციების მიხედვით დიდი გამოყენება აქვს კვანტურ მექანიკაში. 

ახლა ტალღური ფუნქციების სრულობის პირობა ჩავწეროთ სხვა სახითაც. 

ამ მიზნით შევიტანოთ (13,9) ტოლობით განსაზღვრული ფურიეს კოეფიციენტი 

(13,8) გაშლაში; გვექნება 

#/თ=> (I სა ლო/ლ ორ | „ო. 03,14) 

შევცვალოთ აჯაშვისა და ინტეგრაციის რიგი; მივიღებთ 

/თ= | #«/ღო (> სრმირ ), (13,15) 

საიდანაც ნათელია, რომ 

23 სი (ლო სო (0=6C(-“). (13,16) 

ამ ფორმულას უწოდებენ დისკრეტული სპექტრის ს» (ი) ფუნქციების სრულობის 
პირობას? თუ (13,11) კოეფიციენტს შევიტანთ (13,10) გაშლაში, სრულიად ანა– 

ლოგიურად მივიღებთ ს (, 2) უწყვეტი სპექტრის სრულობის შემდეგ პირობას: 

+Cთ 

I 8; დ ი„(-00.=8(--I ძტ3,17) 

_ეაეა'| 
1 ამ ფორმულის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს, მაგალითად, (11,26) გამოსახულება. 

ნ2



კვანტურ მექანიკაში ჩვენ გვხვდება ისეთი ოპერატორებიც, რომელთაც აქვთ რო- 

გორც დისკრეტული, ისე უწყვეტი სპექტრი; ამასთან, უწყვეტი სპექტრის ფუნქ- 
ციები ორთოგონალური არიან დისკრეტული სპექტრის ფუნქციებისა. აღნიშნულ 

შემთხვევაში ჩაკეტილ სისტემას ცალკე დისკრეტული და ცალკე უწყვეტი სპექტ- 
რის ფუნქციები აღარ ადგენენ, სრულ სისტემას ამ დროს ადგენენ ორივე სპექტ- 
რის ფუნქციები. ამიტომ ნებისმიერი ფუნქცია შეგვიძლია გავშალოთ ამ სრულ 
სისტემად; გვექნება 

თღ +თ 

#C)= გ იიბთ(რ0+ | 20)49(, ი» (13,18) 
თ.ო0 

სადაც ჯამი აიღება მთელი დისკრეტული სპექტრის მიხედვით, ინტეგრალი ––მთელი 
უწყვეტი სპექტრით. საკუთარ ფუნქციათა ჩაკეტილობის პირობას კი ექნება სახე 

+თ 

გი(რობთო+ | 9(0 9, (00X=8 (-- ე. (13,19) 

ამ გამოსახულებას ხშირად ფორმალურად ასეც წერენ ხოლმე 

(2,+|) 49 თა. C”)ძX=8 C–), (13,20) 
სადაც იგულისხმება, რომ 7. იღებს როგორც დისკრეტულ, ისე უწყეეტ მნიშევნე- 

ლობებს. 

§6+)კომუბატურ ოპერატორთა თვისებები 
კომუტატურ ოპერატორებს დიდი მნიშვნელობა აქვს კვანტურ მექანიკაში; 

კერძოდ დიდი გამოყენება აქვს შემდეგ თეორემას: 

კომუტატურ ოპერატორებს აქეთ საერთო საკუთარი ფუნქცია. ვთქვათ, 

მოცემული გვაქვს XL ღა I ოპერატორი, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

Mს= LსII. დავწეროთ #ჯL ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი 

მნიშვნელობების განტოლება 

LV =74. (14,1) 

ამ ტოლობაზე მარცხნიდან ვიმოქმედოთ M ოპერატორით; გვექნება 

M ს =).MV%. (14,2) 

კომუტატურობის ძალით'ეს ტოლობა ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

LL(7Iს%)=X(CMLს), (14,3) 

თუ აღვნიშნავთ #/ =V,, მივიღებთ 

LV,=7V). (14,4) 

ვიგულისხმოთ, რომ (14,1) განტოლებას აქვს ერთადერთი ამოხსნა1, ამისათვის 

საჭიროა, რომ (დ და 4«, ერთმანეთისაგან მხოლოდ მუდმივით განსხვავდებოდნენ, 

ე. 9. 
ს,=ს% (14,5) 

ან, თუ გავიხსენებთ თ, აღნიშვნას, მაშინ 

M%=ყსV. (14,6) 

  

1 აღნიშნულ თეორემას გადაგეარების შემთხვევაში, საზოგადოდ, ადგილი არა აქეს.



ამრიგად დს ფუხქცია აკმაკოფილებს |! ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და 

საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებასაც და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
ვაჩვენოთ. რომ ადგილი აქვს შებრუნებულ თეორემასაც. გარკვეულობის 

მიზნით განვიხილოთ დისკრეტული სპექტრი და დავუშვათ, რომ ს, არის საერთო 
საკუთარი ფუნქცია ორი # და M ოპერატორის, ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობებს: 

ჩLხე=2ჯ?აზი, (14,7) 

Xსე=სისი· (14,8) 

ვაჩვენოთ, რომ ჯ, და )1/ ოპერატორები კომუტატური არიან, ამისათვის 

პირველ ტოლობაზე მარცხნიდან ვიმოქმედოთ M#M ოპერატორით, მეორეზე კი– 

#-ით. მივიღებთ: 

I სსე=Xი Mდგ=2ისიზი, 

LსM#საე=სMაL9ი = ი?იხი-· 

თუ პირველს გამოვაკლებთ მეორეს, გვექნება 

(21ჩ-#11) სე =0. (14,9 

გავშალოთ ნებისმიერი დ(ჯ) ფუნქცია და 7/ ოპერატორის საერთო საკუთარი 

დს, ფუნქციების ფურიეს მწკრივად 

დ(0=5, ი„სი (ი- (14,10) 

რადგან (14,9) ტოლობა დაცულია ყველა დე (X) ფუნქციებისათვის. იგი დაცული 

იქნება ნებისმიერი დ (X) ფუნქციისათვისაც, საიდანაც დავასკვნით, რომ 

#ს=ჯსM. (14,11) 

იგივეს მივიღებდით ოპერატორებს უწყვეტი სპექტრი რომ ჰქონოდა. აღვ- 
ნიშნოთ, რომ იგივე თეორემებს ადგილი აქვთ ოპერატორთა ნებისმიერი რიცხვის 

შემთხვევაშიც. სახელდობრ, იმისათვის, რომ რამოდენიმე ოპერატორს ჰქონდეს 

საერთო საკუთარი ფუნქცია, საჭიროა ყველა ეს ოპერატორი ერთმანეთთან კომუ- 

ტატური იყოს. 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ “შემდეგი: თუ ოპერატორები კომუტატურნი 

არიან, მათ საერთო საკუთარი ფუნქცია აქვთ და, პირიქით, თუ ოპერატორებს 

აქვთ საერთო საკუთარი ფუნქცია, მაშინ ისინი ერთმანეთთან კომუტატურნი 

არია§, 

დავამთავრეთ რა ოპერატორთა ზოგიერთი თვისების შესწავლა, გავაკეთოთ 

შემდეგი შენი ?ვნები: 

1. კვანტურ მექანიკას საქმე აქვს წრფივ ერმიტულ ოპერატორებთან, ამიტომ 

ხშირად ერმიტულობასა ღა წრფივობას აღარ მივუთითებთ. ოპერატორებზე მოქ- 

მედებისას შეცდომა რომ არ დავუშვათ, საჭიროა ოპერატორს მარჯვნივ მივუწე– 
როთ ის ფუნქცია, რომელზედაც იგი მოქმედებს, როცა გვაქვს ოპერატორთა 
ნამრავლი, ყოველთვის უნდა დავიცვათ ოპერატორთა რიგი; ჯერ მოქმედებს დ-თან 
მარცხნიდან ყველაზე ახლოს მდგომი ოპერატორი, შემდეგ მარცხნიდან მეორე 

უახლოესი ოპერატორი და ა. შ. წინააღმდეგ შემთხვევაში, როცა ოპერატორები 

კომუტატური არ არიან, დავუშვებთ შეცდომას, ( გავიხსენოთ – Xს # X ძს მაგა- 
X 0X 

ლითი |. 
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2. ოპერატორთა ჯამის ხარისხში უნდა გავიგოთ ამ ჯამის მოქმედება თან–- 
მიმდევრობით იმდენჯერ, რამდენიც არის ხარისხის მაჩვენებელი, მაგალითად, ორი 

ოპერატორის კვადრატის შემთხვევაში 

(L+1/)1დ=(L+ M) (11+ M) 8=(ს?1+ LI + MIML+ M92) ს (14,12) 
და არა 

(L+1!)?8=(ს'+2#MI + M”)ს (14,13) 

ეს უკანასკნელი ტოლობა სამართლიანია მხოლოდ მაშინ, როცა # ღა M ოპერა- 

ტორები კომუტატურებია, ე. ი. როცა #M =MX#. 

3. როდესაც მოცემული გვაქვს L ოპერატორის რაიმე ფუნქცია / (L), 
მაშინ ასეთი რთული ოპერატორის მოქმედება უნდა განვიხილოთ როგორც / (ჯ) 

ოპერატორის მწკრივად გაშლა, ე. ი. 

მ/ LL? /ძ“/ (0=/C+L (++) +%(52) ... 14,14 
7 7 მჩ/ი 2!ჰV0#?/ი + ' ) 

ასე, მაგალითად, / (#)=0Xი (7) ოპერატორში იგულისხმება შემდეგი მწკრივი 

? თ ი 
კხ=1+XL+“ + ...ლ= ზ% -“- (14,15) 

2 ი.9 ჯ! 

4. ოპერატორსა და მის შესაბამის საკუთარ მნიშვნელობას ზოგჯერ ერთი- 

დაიგივე ასოთი აღვნიშნავთ. ოღონდ ოპერატორს თავზე „ქუდს“ -– #» -––გავუკეთებთ. 

ასე მაგალითად, იმპულსის ოპერატორს აღვნიშნავთ ი-თი, ხოლო მის საკუთარ 

მნიშვნელობას-– ჯ-თი, და ა, შ. თუ ოპერატორი ამავე დროს ვექტორიც არის, 

მაშინ იგი უფრო მუქი ასოთი იქნება აღნიშნული. მაგალითად, ი არის იმპულსის 

ეექტოროპერატორი, ხოლო ჯ» იქნება მისი საკუთარი მნიშვნელობა. 

§ 15. ბრა- და კეტ-ვექტორების თვისებები 

ჩვენ ადრე შემოვიღეთ დირაკის ბრა- და კეტ-ვექტორები. ახლა შევისწავ– 

ლოთ მათი ზოგიერთი მნიშვნელოვანი თვისება. ჯერ ერთი, ცხადია, რომ | 9) 

ვექტორზე წრფივი ოპერატორის მოქმედებით კვლავ კეტ-ვექტორს მივიღებთ 

წელია, (15,1) 

ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია დაეწეროთ რაიმე 4 ოპერატორის საკუთარი ვექტორე- 

ბისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 
M 

. 4I9%)=თ I ბ). (15,2) 
ამ განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს როგორც დისკრეტული, ისე უწყვეტი სპექტრი. 

დისკრეტული სპექტრის შემთხვევაში საკუთარი ვექტორები შეგვიძლია აღვნიშნოთ 

| დეა)-ით. როცა 4 ერმიტული ოპერატორია, მაშინ ეს ვექტორები ორთო-ნორ- 

მირებული იქნებიან პირობით 

(V | სო) =8»ი: (15,3) 

უწყვეტი სპექტრის შემთხვევაში საკუთარი ვექტორები შეგვიძლია აღვნიშნოთ 

| და)-თი, მაშინ მათი ორთო-ნორმირება შეგვიძლია მოვახდინოთ დირაკის დელტა 

ფუნქციაზე 
(სა, | დი) = 5 (თ' – ი). (15,4) 

წნ



აქვე მივუთითოთ, რომ ხშირად წერის გამარტივების მიზნით დირაკის ვექტორებს 

მხოლოდ მათი საკუთარი მნიშვნელობებით გამოხატავენ; ასე მაგალითად, ნაცვლად 

| ზო)-ისა წერენ | »I), ხოლო ნაცვლად | თა)-სი წერენ | თ). 
დირაკის ვექტორებს აქვთ ორი შესანიშნავი თვისება. ერთი, რომ ბრა და 

კეტ-ვექტორების ნამრავლი წარმოადგენს წრფივ ოპერატორს, ე. ი, 

" 

8= (დ | (15,5) 
წრფივი ოპერატორია. დამტკიცების მიზნით. ეს გამოსახულება გავამრავლოთ მარ- 

ჯვნიდან რაიმე, | XX კეტ-ვექტორზე; გვექნება 

8 I XXC= | 9ა(9 IX). (5,6 
(დ I 7) სკალარული ნამრავლბ მუდმივი რიცხვია, თუ მას აღვნიშნავთ ხ-თი, 

მაშინ 

8IXა=ხI9%), (15,7) 
რომელიც გვიჩვენებს, რომ კეტ-ვექტორზე რაიმე 8 ოპერატორი მოქმედებით 

მიიღება კვლავ კეტ-ვექტორი. 
მეორე თვისების თანახმად ბრა- და კეტ-ვექტორებისაგან შეგვიძლია შე- 

ვადგინოთ ერთეულოვანი ოპერატორი; კერძოდ, დისკრეტული სპექტრის შემთხვე– 

ვაში, შეგვიძლია დავწეროთ 

XIV.) (დე|=1, (15,8) 
ია1 

სადაც იგულისხმება, რომ (ს, ვექტორები ადგენენ სრულ სისტემას. (15,8) 

ტოლობის დამტკიცების მიზნით გავამრავლოთ იგი მარცხნიდან (ბ, | -ზე, ხოლო 

მარჯვნიდან. | ს„,)-ვექტორზე, გვექნება 

2ე(0ი | ზი) (IX I სო) =(ბ» I ბო.). (15,9) 

ი=1 

დირაკის ვექტორების ორთო-ნორმირების ძალით 

2ემოიმი, =მითი (15,10) 
»ი 

საიდანაც ფილტრაციის თვისების გათვალისწინებით მივიღებთ იგივეობას, უწყვეტი 

„·პექტრის შემთხვევაში ჩვენ შეგვიძლია შევადგინოთ შემდეგი ერთეულოვანი ოპე- 

რატორი: 
–+თ 

| ძთ | %«) (%ი|=1, (15,11) 

რომელიც ასევე მარტივად დამტკიცდება. 
როცა ოპერატორს აქვს როგორც დისკრეტული, ისე უწყვეტი სპექტრი, 

მაშინ სრულ სისტემას ადგენენ დისკრეტული და უწყვეტი სპექტრის ვექტორები, 
ამიტომ ერთეულოვან ოპერატორს ექნება სახე: 

+თ 

?, I (XX) (სო! + I ძთ | ზი) (თა | =1 (15,12) 

–თ



ბრა- და კეტ-ვექტორების (15,8) და (15,11) თვისებები დიდ შესაძლებლობებს 
იძლევა ამ ვექტორებზე ფორმალური ოპერაციების ჩატარებისა, რამდენადაც 
ოპერატორებს ან ვექტორებს შორის ყოველთვის შეგვიძლია ჩაესვათ ამ ტოლო– 
ბებით განსაზღვრული ერთიანები; მაგალითად, (X | დ) სკალარჯლი ნამრავლი 
ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

(X | 1=2, CX | ზი)(%ი | თა. (15,13) 

იბადება კითხვა, როგორ გადავიდეთ რაიმე ოპერატორის შესაბამისი დირაკის ვექ– 

ტორებიდან საკუთარ ფუნქციებზე? ამასთან, საკუთარი ფუნქციები შეიძლება 

დამოკიდებული იყოს სხვადასხვა ცვლადზე: კოორდინატებზე, იმპულსებზე და სხვ, 
კოორდინატების შერჩევას კვანტურ მექანიკაში წარმოდგენის შერჩევას უწოდებენ. 

როცა #=060(L), მაშინ ამბობენ, რომ არჩეული გვაქვს კოორდინატული, ან „X- 

წარმოდგენა“, როცა 06 =6(ი), მაშინ ტალღური ფუნქცია მოცემულია იმპელსურ 
ან, „0-წარმოდგენაში“ და ა. შ. ჯერ განვიხილოთ კოორდინატული წარმოდგენა; 

ამ მიზნით დავწეროთ რადიუსვექტორის (კოორდინატების) საკუთარი ვექტორე- 

ბისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 

#1 9,)=- | ბ, (15,14) 
აქ | #,)= | L) რადიუსეექტორის საკუთარი კეტ-ვექტორია. (15,14) განტოლებას 
უწყვეტი სპექტრი ექნება; თუ მას მარცხნიდან გავამრავლებთ (V,, | ==(L” | ბრა- 

ვექტორზე გვექნება 
(ს,II | სა=+(%. | და. (015,15) 

უწყვეტი ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობით 

(ა, I ს,)=VC'" I L)=5 (–, (15,16) 

ამიტომ კოორდინატულ წარმოდგენაში 

(=I% | –ა=-6დ– ლო. (15,17) 
საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ ნებისმიერ 7 () ოპერატორს კოორდინატულ 

წარმოდგენაში ექნება სახე 

(C IX | ა=X7იბ(– ო. (15,18) 

ამ ტოლობის დამტკიცება ადვილია, თუ გამოვალთ განტოლებიდან 

#თ | სX=#7 თI9), (15,19) 
საიდანაც 

| CI7 | 5C” | საძ” =X თ(C | 9), (15,20) 
რომელსაც აკმაყოფილებს (15,18) "გამოსახულება. 

როგორც ვხედავთ, საკუთარი | #) ვექტორები ადგენენ სრულ სისტემას, 
ამიტომ შეგვიძლია შემოვიღოთ მეტად მნიშვნელოვანი ერთეულოვანი ოპერატორი 

+თ 

I ძL | ა (-| =1, ““ (15,21) 

რომელსაც კოორდინატული ბაზისს ერთეულოვანი ოპერატორი ვუწოდოთ. 

(15,21) ფორმულის სამართლიანობა–ი ადვილად დავრწმუნდებით მარცხნიდან 
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(” I მარჯვნიდან კი | ა- ვექტორზე გამრავლებით და ორთო-ნორმირების (15,16) 

პირობის გათვალისწინებით. 

ახლა ჩავსვათ (15,21) ოპერატორი (ს | დ) სკალარულ ნამრავლში; გვექ- 

ნება 

(ს | თა=| ძ-(ს | ა (#- | დ). (15,22) 
თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ სკალარული ნამრავლის (9,14) განმარტებას, 

დავინახავთ, რომ 

(CC I9)=8თ; («I 0=4"C, 0523) 
მაშასადამე, თუ ჩვენ გვაქვს რაიმე 1 ოპერატორის საკუთარი | #X კეტ-ვექტორი 
და მას სკალარულად გავამრავლებთ კოორდინატული ბაზისის (L | ვექტორზე, 
მივიღ ებთ ამავ ოპერატორის კოორდინატული წარმოდგენი 0 (ა) ფუნქციას. 

როგოოც ვხედავთ, გვაქვს სრული ანალოგია ჩვეულებრივ ვექტორებთან. თუ 0, 

არის ჯ-ური ღერძის ორტი, მაშინ # ვექტორის 1-ური მდგენელის მისაღებად 
საჭიროა ” სკალარულად გავამრავლოთ C,-ზხე, ე. ი. #,კ=(#,6,). დირაკის ვექ- 

ტორის საშუალებით ანალოგიურად შეგვიძლია განესახღვროთ საკუთარი ფუნქცია 
სხვა ცვლადებში. ვთქვათ, მაგალითად, ჩვენ გვსურს დირაკის | ს» ვექტორიდან 

მივიღოთ საკუთარი თ (0) ფუნქცია იმპულსურ წარმოდგენაში. ამ მიზნით უნდა 

შემოვიღოთ იმპულსური წარმოდგენის ბაზისის (ი | ვექტორი, რომლის სკალა- 

რული ნამრავლი | 0X-სთან მოგვცემს იმპულსური წარმოდგენის საკუთარ თ (ი) 

ფუნქციას. ცხადია ამასთან, რომ 

(ი | ი1=68(ი–წჩ", (15,24) 
ხოლო იმპულსური ბაზისის ერთეულოვან ოპერატორს ექნება სახე 

+თ 

| ძი|იX(ი|=1. (15,25) 

ასევე ნათელია, რომ იმპულსურ წარმოდგენაში 

იი | Iია=75(ი–ი”. (15,26) 
სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით საკუთარ ფუნქციებს ნებისმიერ სხვა წარმოდ- 

გენაში. 

დირაკის ფუნქციის ფურიე-ინტეგრალად წარმოდგენის ფორმულის თანახმად 

ნათელია, რომ (15,24) ასე შეგვიძლია დავწეროთ: 

' ' 
–-ხი” დი”. წ ი 1 

'სლ----–- » (ი | –) >) IL 4 ი ძი, (15,27) 

საიდანაც, რამღენადაც ადგილი აქვს იგივეობას 

+თ 

(ი I 6–')= I (ი|ო CC I ი, (15,28) 

გვექნება 
–-?/, + 

(- | სა=%,(0)=(2»ს) ” იჩ (15,29) 

რომელიც წარმოადგენს ბრტყელ ტალღას. მაშასადამე, კოორდინატული და 

იმპულსური წარმოდგენების ბაზისური ვექტორების სკალარული ნამრავლი ბრტყელ 
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ტალღას გამოხატავს, ნათელია, რომ (LI ნ) სკალარულ ნამრავლში L და წ სი- 
დიდეები სრულიად სიმეტრიულად შედიან. I-ს განვიხილავთ ცვლადად, (წ-ს კი 
საკუთარ მნიშენელობად, თუ პირიქით ტალღური ფუნქცია მხოლოდ კომპლექსუ- 

რად შეუღლებელით იცქლება (# | LX=CL | ჩ)“. 
ადვილად ჩაიწერება შრედინგერის განტოლება დირაკის აბსტრაქტულ ვექ- 

ტორულ სივრცეში. მაგალითად, სტაციონარულ შემთხვევაში გვექნება 

ჩ | %)=# | 4). (15,3თ 

შრედინგერის განტოლების ასე ჩაწერა მეტად მოსახერხებელია სხვადასხვა წარმო- 
დგენაზე გადასვლის დროს. კოორდინატულ წარმოდგენაში (15,30)-დან ჩვენ მი- 

ვიღებთ შრედინგერის განტოლების ცნობილ სახეს, მართლაც, (15,30) გავამრავ- 
ლოთ კოორდინატული წარმოდგენის ბაზისის (L | ვექტორზე და თანაც გამოვი- 

ყენოთ (15,21) ოპერატორი; გვექნება: 

ICI VI 5 CC | 9) 0” = 8C | ბა- (15,31) 
კოორდინატულ წარმოდგენაში (15,18) ფორმულის თანახმად 

ჩ” 2 

(CI9 IC) = |–-ა+#რ|ბდ–რ, (15,32) 
2/1 . 

ამიტომ მივიღებთ 
2 

–აარ+7თაო=#ო, (15,33) 

რომელიც შრედინგერის ჩვენთვის ცნობილი სტაციონარული მდგომარეობების 

განტოლებას ემთხვევა. 

ასევე მარტივია დირაკის აბსტრაქტულ სივრცეში არასტაციონარული მდგო– 

მარეობების შრედინგერის განტოლების ჩაწერა. სახელდობრ, გვექნება 

ა2 |დ 0))=# | § CI). (15,34) 

| დ 0) შრედინგერი დროზე დამოკიდებული კეტ-ეექტორია. ცხადია, რომ 

(C | ს V))=სბს (L, ს) არასტაციონარული მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას წარ- 

მოადგენს. 

„§((6) პუასონის ფრჩხილები 

პუასონის კლასიკური ფრჩხილები. გავიხსენოთ ჯერ პუასონის კლასიკური 

ფრჩხილების განმარტება. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს განხოგადოებული კოორდი- 

ნატებისა და იმპულსების რაიმე ფუნქცია #'= XLძჯ შე ·-· ძი; 1) ქი. ი; ჯ). დავ– 

წეროთ მისი სრული წარმოებული დროით 

ი” _მL 259 92 რ). (16,1) 
მ" 221 ძი. თL მწ» იძ 

თუ შევიტანთ ი. და ჩ» მნიშვნელობებს ჰამილტონის განტოლებებიდან 

მ · _ _მ (16,2) 
ძა= ს #”#“ , 

მი» V, 
59



მივიღებთ 

2L მ ი, IX, (16,2) 
თ ძ! 

სადაც 

ლი/მშ მ” ძM ძL IM, #I= (-2>- 99 06,25 
ბ მი, მი, ძი, ძი, 

წარმოადგენს პუასონის კლასიკურ ფრჩხილებს (შემდგომში ვექტორულ ნამრავლს 
განსხვავების მიხნით (%X 8) აღვნიშნავთ). (16,2”) ფრჩხილები შეიძლება განვა- 
ზოგადოთ და ორი ფუნქციის კლასიკური პუასონის ფრჩხილები ასე განვმარტოთ: 

ძ/ მფ ძ/ იყ L/, §)= (> ა-ი %), (16,3) 
წ 2 მი, მი ძი, ძი, 

ასეთნაირად განმარტებულ პუასონის ფრჩხილებს აქეს შემდგი ძირითადი 

თვისებები: 

II, )=–Iფ, /I (16,4) 

I/, -0=0, ძი=ლ00M§ს%, (16,5) 

I/.+/., წ)=L/,, 8)+I I 61, (16,6) 

I/, -§)=I6C/, 91=06L/, ფL (16,7) 

L// » §)=/) I/,. -1+/:L/, 91, (16,8) 

L/, ფ 9.1 =8, L/, შ.)+ფ./, 5)), (16,9) 

I». 9,)1=8%/,, (16,1თ 

I9ჯ. 0,1=IიI, 0,)=9, (16,11) 

მ/ 
Iწა #1” კე, 

პუასონის კვანტური ფრჩხილები. ახლა ვნახოთ, რა სახე აქვს პუასონის 
კვანტურ ფრჩხილებს. პუასონის კვანტური ფრჩხილების გამოხატულება პირველად 

ნაპოვნი იყო დირაკის მიერ. მან დაუშვა, რომ პუასონის კვანტურ ფრჩხილებს 

ისეთივე მნიშვნელობა აქვს, რაც კლასიკურს, ოღონდ პუასონის კვანტური ფრჩხი- 

ლები აიღება ოპერატორებიდან და ისინი მოქმედებენ ს ფუნქციაზე, რის გამოც სა- 

ჭიროა დავიცვათ ოპერატორთა თანმიმდევრობის წესი. ამგვარად პუასონის კვან- 

ტურ ფრჩხილებს ექნებათ შემდეგი თვისებები: 

(4, 81=–L7, 4), (16,12) 

L4, 61<0, C:=6იი5ნ, (16.13) 

(4,+4,, 8)=1I4 8)+L4,, #I, (16,14) 

L4, 28)=ILC4, 8)=06L4, XI. (16,15) 

(4 წი წელ 4, L4» 8)+ I. 8) 4.. (16,16) 

(4, #,ხე= 8, (4, 8)+I4, 8) #8, (16,17)



, . L 
წ”, ყძ,)1=9,” (16,18) 

IV ძ)=I9,, ჩ,1=0, I, => (16,19) 
( 

გამოვიყენოთ (161წ.) და (16(%) თვისებები პუასონის კვანტური ფრჩხილების 

გამოსახულების დასადგენად. პირველ ტოლობაში ავიღოთ 8=7,ჩ,, მეორეში კი 

4#4= წი და მარჯვენა მხარეში თითოეული პუასონის ფრჩხილებისათვის გ:მოვიყე– 

ნოთ იგივე თვისებები. გვექნება 

(44., #,8.)=4, (4, 79,8.)+L4» 8,8) #,.=' 
რ #/ # ” # 

=#4,7), ( 4. M)+4, I 4, ჩ) 8,+ 7, (4) #. ) 4,+ L4,, 8, 1 9.4, 

ანალოგიურად მეორე განტოლება მოგვცემს 

ი ტ ი. #7. წვ რ # ი #ტ 4 

IM)/44ა, 71,18,1= 18,/4, (#4, 13.)+.18, | 4, 191ტ-+ 

+4 (4, 8,1) 8,+I4, #8.) 4.8,- 

ამ ორი უკანასკნელი ტოლობის შედარება გვაძლევს 

ტრ # M #M # # ” # #ტ # #4“ # # " #M 

418, I #4 18.)1+I4ს #) 8,4.= 8,4) #4), 13:)+L4), 8))4აე, 

საიდანაც, დაჯგუფებით, მივიღებთ: · 

' ი # #4 რ # # ჩ # ი # # # 

(418, 8,4) L4., #,)= L4,. 1X8)) (4-18,-– ქ8ე #4) 

ეს ტოლობა რომ იგივურად სამართლიანი იყოს ნებისმიერი ოპერატორისათვის, 

საჭიროა პუასონის კვანტურ ფრჩხილებს შემდეგი სახე ჰქონდეს: 

IM#, 8)=C(48 – 8 4), (16,20) 
სადაც 2 არის ყველა ოპერატორთან კომუტატური ოპერატორი, ე. ი. მუდმივი. 

რადგან შემდგომში პუასონის კვანტურ ფრჩხილებს ფიზიკური სიდიდეების შესა- 

ბამისი ოპერატორებიდან, ე. ი. ერმიტული ოპერატორებიდან ავიღებთ, ამიტომ 

უნდა მოვითხოვოთ, რომ პუასონის ფრჩხილებიც ერმიტული ოპერატორი იყოს: 

(4, 8)+=L4, 1)' (16,21) 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ თუ ეს პირობა შესრულებულია, როცა 4+=/4, 8+=78, 

მაშინ C არის წმინდა წარმოსახვითი სიდიდე. მართლაც, რადგან §+=ი0", ამიტომ 

გვექნება 

L4, 8)+=ა-(8+4+- ტ4+81)= -- (48–= 84. (L16,22) 

მეორეს მხრიფ, რადგან ადგილი აქვს (16,20) და (16,21) ტოლობებს, ამიტომ 

§ხ=--ი, ე. ი. მართლაც C წმინდა წარმოსახვითი რიცხვია რათა შემდგომში 

პუასონის კვნტური ფრჩხილებიდან განსაზღვრული ფიზიკური სიდიდეები სწორი 
განზომილებისა გამოვიდნენ და „ცდის მონაცემებს ემთხვეოდნენ, საჭიროა ავიღოთ 

06= (16,23) 52 
ნწ 

6)



სადაც ჩ პლანკის მუდმივია. ამგვარად, პუასონის კვანტურ ფრჩხილებს ექნება 
სახე 

| 

(4, 8)= +(4 8-8 #4. (16,24) 

ადვილად შეიძლება  ფმოწდეს, რომ ასეთნაირად განმარტებულ კვანტურ 

ფრჩხილებს აქვს ყველა ის თვისება, რომელიც ზემოთ მოცემულია (16,12)--–(16,19) 

ფორმულებით. 

როცა პუასონის ფრჩხილები ნულის ტოლია, 

# (3 1 ჩი. #ტ ტ 7 

L4, 72)=- (48-174)=0, (16,25) 

მაშინ 48=7#4 ე. ი. ოპერატორები კომუტატური არიან. 

# 4 4#4:-# » წა # 

(4,8)C48–= 84=--L4, #7) (16,26) 
1 

სიდიდეს კომუტატურს უწოდებენ. 

განვიხილოთ ასეთი ფრჩხილები |, /იი|. განმარტების თანახმად, გვექ- 
რო 

ნება: 

9 = 1 I ცე) -/9%I 16,27 |=./თ ათ - =V #5. 0627 

საიდანაც, გაწარმოების ოპერაციის ჩატარების შემდეგ, მივიღებთ 

L2 /CI= +-9# + 5. /თ |–; 97, (16,28) 
1 ძ» ძ>» 

კერძო შემთხვევაში, როცა / (X)=X, გვექნება, რომ 

>. (16,29) 
ჯ ძჯX 

ე. ი. ასეთი პუასონის ფრჩხილები ერთზე გამრაელების ოპერატორის ტოლფასია. 
რადგან პუასონის კვანტური ფრჩხილები ოპერატორებიდან აიღება, ბუნებრივია 
(16,2) მოძრაობის განტოლება ოპერატორებისათვის შემდეგნაირად განზოგადდეს: 

44 4 +IM% 4) (16,30) 

სადაც # წარმოადგენს ჰამილტონის ოპერატორს. ამ გამოსახულებას უწოდებენ 
ოპერატორის დროითი წარმოებულის ფორმულას ან მოძრაობის კვანტურ გან- 

ტოლებას. ამ ფორმულით განსაზღვრულ დროით წარმოებულს გაწარმოების ყველა 
თვისება გააჩნია, ოღონდ, რადგან საქმე გვაქვს ოპერატორებთან, ყოველთვის უნდა 

დავიცვათ ოპერატორთა რიგი. ვიპოვოთ, მაგალითად, > (M) წ.რმოებული. 
( 

(16,30) ფორმულის თანახმად გვექნება 

ძ/, 
თ (,0-9% #+#%ა1 (II, #)+Iწ, LI, (16,31)



ან დაჯგუფებით მივიღებთ 
ძ ტ # ძმ ” #7. 
კ I2 პი= X +LV, 0) #+1|%+M.#I I. (16,32) 

საიდანაც საბოლოოდ შეგვიძლია დაწეროთ 

–_ -C# შ/)= 9». + 14M. (16,33) 
ა ი! 

ასევე ნათელია, რომ ს პერტორთა ჯამის წარმოებული უდრის წარმოებულთა 

ჯამს და ა. შ. 

სავარჯიშო მაგალითები 

მ CI 

1 ვიმოქმედოთ L= (5-+) ოპერატორით რაიმე ' ფუნქციაზე. 

მ 3 

2. ვიმოქმედოთ #= (> +4) ოპერატორით რაიმე V ფუნქციაზე. 4=0003%. 
ჯ 

ძ 8 

3, ვიმოქმედოთ #= 0++) ოპერატორით რაიმე V ფუნქციაზე. გამოეარკვიოთ რ» 
V 

ტომაა, რომ მეორე და მესამე მაგალითის შემთხე ევაში შეგე: იძლია ოპერატორის როგორც ორი 

წევრის ჯამის კეადრატის წარმოდგენა, პირველ შემთხვევაში კი არა. 

4. თუ 4 და ჩ '“პერატორებია, იქნება თუ არა ერთმანეთის ტოლი ორი ოპერატორი 

იXი(4 + ჩ) და 6Xი (8 + 4) 

5. თუ მოცემულია, რომ Lი=7V, მაშინ ეაჩვენოთ, რომ Lიუ=77/V (M-მთელი რიცხვია 

=1, 2, 3,...). 
# 

6. თუ მოცემულია 'ა=7V, ვაჩვენოთ, რომ L 1%=4-1V. 

7. რის ტოლი იქნება. 8=0X6 (4) ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობა, თუ #4 ოპერა- 
ტორის საკუთარი მნიშენელობა ტოლია თ-სი? 

8, ვაჩვენოთ, რომ თუ ნებისმიერ 4 ოპერატორს აქეს შებრუნებული, მაშინ იგი ერთად- 

ერთია, 
9. ვაჩვენოთ, რომ პუასოწის ფრჩხილი ს 

: 9, ფ– თ. _ + 501 0. X | 

სადაც თ=0005L, დამოკიდებული არ არის = 

10. იგიეე ვაჩეენოთ პუასონის შემდეგი ფრჩხილისათვის 

4 (00 2 4 + (51 9 ) 4 ჯ 3 5710) X –" 102 C. 7; · 

ძ ძ 
11, ვიპოვოთ პუასონის | X 7 –+0ძ?;?, 510 0X-X+ხX 1 ფრჩხილის გამოსაზულება (თ და ხ 

X 

მუდმივებია). 
მ მ 

12. ვაჩეენოთ, რომ #=X 2» და #M = შე“ ოპერატორები ერთმანეთთან კომუტატურია. » 
13. დავამტკიცოთ, რომ პუასონის ფრჩხილები –-/M ((2წ), I)I=8, სადაც 8 მუდმივი ვექ- 

ტორია. 
14. დავამტკიცოთ, რომ ადგილი აქეს ფორმულას 

სიე ბეე 2 / MM ებტ 854 -ჩ4,5 (4,+5;(5) ( #4, L4,8))+...+.



  

ტ თ #. #- 31 (44) 
2 ის მები /X-.ი 

ვიპოვოთ წარმოებულები. ცხადია, რომ 

M 

-44 24 4 8-4 _,M 8 4,-M => (4 8 –_ 8 წევა 
ძ. 

ან, თუ გავიხსენებთ პუასონის ფრჩხილების განმარტებას, მივიღებთ 

„ 

94M. 1 4 (4, ჩეყ-Mაე 
ძ ჯ 

სრულიად ანალოგიურად ამ გამოსახულების გაწარმოებით გვექნება 

  

#” 

ძ1M 4 4 ”.. # =|--) 4.4 , -14 7/ (§) 6-4 (4 (#ტ, 8))46 
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თავი III 

მატრიცული აღრიცხვის ელემენტები 

ამ თავში ჩვენ შევისწავლით მატრიცული აღრიცხვის ძირითად ელემენტებს, 
რამდენადაც კვანტურ მექანიკაზი ოპერატორებთან ერთად მატრიცებიც გამოიყე- 

ნება. ამასთან აღსანიშნავია, რომ ოპერატორსა და მატრიცას შორის განსხვავება 

არ არსებობს, ეს არის ერთი და იგივე სიდიდის ორი სხვადასხვა წარმოდგენა. 

მაგრამ სანამ ეს გაირკვეოდა, ეგონათ, რომ კვანტურ მექანიკას ორი ერთმანეთი- 

საგან განსხვავებული მეთოდი ჰქონდა: ოპერატორული და მატრიცული. გარკვეულ 

პერეოდმი ეს ორი მეთოდი ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად ვითარდებოდა. ოპე- 

რატორული მეთოდით სარგებლობდა შრედინგერი, მატრიცული მეთოდი კი, პირ- 

ველად რამდენადმე ადრე, შემოიღო ჰაიზერბერგმა. შრედინგერის მექანიკას ტალ- 

ღურ მექანიკას უწოდებდნენ, ჰაიზენბერგისას კი –– მატრიცულს. შემდგომში შრე– 

დინგერმა და ეკარტმა იპოვეს კავშირი ამ ორ მეთოდს შორის და ეს გაერთიანე- 

ბული მეთოდი დაედო საფუძვლად თანამედროვე კვანტურ მექანიკას. 

ყCI. ოპერატორის სახე სხვადასხვა წარმოდგენაში 

დავუშვათ გვაქვს წრფივი ოპერატორი 4, რომელიც შეიცავს კოორდინა- 

ტებზე ჩასატარებელ ოპერაციებს. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ოპერატორი 

განსაზღვრულია კოორდინატულ წარმოდგენაში. ხშირად საჭიროა იგივე ოპერა- 

ტორის სახის მოძებნა სხვა რომელიმე წარმოდგენაში, მაგალითად: იმპულსურში, 

ენერგეტულში და სხვა. 
ვთქვათ, 4 –– ოპერატორი, რომლის სახე მოცემულია კოორდინატულ წარ- 

მოდგენაში, გვსურს გამოვხატოთ რაიმე 8 ოპერატორის შესაბამისი საკუთარი ხ 

მნიშვნელობების წარმოდგენაში. გარკვეულობის მიზნით ვიგულისხმოთ, რომ 8 
ოპერატორის სპექტრი დისკრეტულია, მაშინ 

ჰმხა(ი=ხებ, დ. (17,1) 

ამ განტოლების ამონახსნების ''აზუალებით შევადგინოთ შემდეგი გამოსახულება: 

#” +თ ჩ 

(ს |41%1= | ბგო 44ი( ძი. (17,2 

მივიღებთ გარკვეულ რიცხვებს რომელთა ერთობლიობას უწოდებენ მატრიცას. 
ჩ 

თვით (სი | 4) ს„)-ს, რომელიც შეგვიძლია ასეც აღვნიLნოთ 
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+ი. ... , 
4იი=(| 4|ი1=|  შძო() 4%ა(ი ძ- (17,3) 

მატრიცულ ელემენტს უწოდებენ; ამასთან »I, #=1, 2,... C<. 

განხილულ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ფა მატრიცა განსაზღვრულია 8 

ოპერატორის (0,) საკუთარი ფუნქციებისჯწარმოდგენაში. ამ (დგ) საკუთარ ფუნქ- 
ციებს წარმოდგენის ბაზისს უწოდებენ. ცხადია, რომ ერთი და იგივე ოპერატო- 

რიდან სხვადასხვა წარმოდგენის ბაზისის არჩევით სხვადასხვა მატრიცას მივიღებთ, 

4. რიცხვების ერთობლიობა შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი კვად- 

რატული ცხრილის სახით: 

4 41 4. 
4= ·, 42 2 , 07,4 

4= =9”“/წმძ–““ 

რომელსაც მატრიცას უწოდებენ. # ინდექსი მიუთითებს სტრიქონს, #ჯ კი –– სეეტს. 
აშკარაა, რომ ჩვენს შემთხევევაში ;ჯ და 7 ერთი და იგივე ფარგლებში იცვლება, 
ამიტომ მატრიცა კეადრატული იქნება, ე. ი. მას სეეტებისა და სტრიქონების 

ტოლი რიცხვი ექნება. 
როცა მატრიცის წარმოდგენის ბაზისი უწყვეტი სპექტრის ფუნქციებია 

(სC, 2)), მაშინ მატრიცულ ელემენტს ექნება შემდეგი სახე: 

+თ , 

(იI 4)თბ=4იი= | ს" თ) 4%C, ი) ძ. 07,5) 

შემდეგ პარაგრაფებში განხილულია მატრიცათა ძირითადი თვისებები. 

§/18 მატრიცათა ჭზობადი თვისებები 

სვეტების (ან სტრიქონების) რიცხვი განსაზღვრავს კვადრატული მატრიცის 

რანგს. (17,4) მატრიცის რანგი უსასრულობის ტოლია. ჩვენ 'შემდგომში საქმე 

გვექნება სხვადასხვა რანგის მატრიცებთან. 
მატრიცულ ელემენტებს, რომელთათვისაც > =7, უწოდებენ დიაგონალურ 

ელემენტებს. ისეთ მატრიცას, რომელშიაც ნულისაგან განსხვავებულია მხოლოდ 
4.» ელემენტები, უწოდებენ დიაგონალურ მატრიცას, ე. ი. 

40 9ი 0 0... 

4=)| ი 4.0. «თ... 08.1) 
0. 0 #ც 0... 

დიაგონალურ ელემენტებს ეწოდება მატრიცის საკუთარი მნიშვნელობები: დიაგო- 

ნალური ელემენტების ჯამს 4.1+ 4,,+ „4ვე4--..+ 4 თ უწოდებენ მატრიცის 
კვალს და აღნიშნავენ ასე1 

5#X(C4)= %)4( (18,2) 
(51 

  „--- 

1 იკითხება ისე „შპური „-სი4“. 

66



დიაგონალურ მატრიცას წარმოადგენს კრონეკერ-ვეიერშტრასის მატრიცა, 
რომლის მატრიცული ელემენტები შეგვიძლია განვიხილლოთ როგორც ერთეულო- 
ვანი ოპერატორის ხა მატრიცელი ელემენტები 

= „=/ აუთტ,ო რთ. (18,3) 
ან, მატრიცის სახით, 

1000... 

2-I0100 ც8ვი 
001 

აშკარაა, რომ ერთეულოვანი (18,3”) მატრიცა ნებისმიერ წარმოდგენაში ერთეუ- 

ლოვანია. ნათელია აგრეთვე, რომ ნებისმიერი დიაგონალური მატრიცა მ„ფი-ის 
საშუალებით ასე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

4ოა=4იზოი- (18,4) 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს რაიმე # მატრიცა. მის კომპლექსურად შეუღ- 

ლებულს უწოდებენ ისეთ მატრიცას, რომელიც მიიღება, თუ ყველა თ ელე- 
მენტს შევცვლით მისი კომპლეკსურად შეუღლებულით, ე. ი. #.,-ით. მაგალი- 

თად, მეორე რანგის მატრიცის შემთხვევაში 

ბანი“ (6), იმ 
IL) 122 წით/ი 

ტრანსპონირებულს უწოდებენ ისეთ მატრიცას, რომელაც მიიღება #ჯ მატ- 
რიციდან ყველა სვეტის სათანადო სტრიქონებით შეცელისას, აშკარაა ტრანს- 

პონირებული მატრიცის ელემენტი მიიღება თუ #»ი ელემენტში ჯ-ს შე- 

ვცვლით ჯ»-ით. ტრანსპონირებულ მატრიცას თავზე უკეთებენ –– ნიშანს (ტილდა). 
მაგალითად, მეორე რანგის მატრიცის შემთხვევაში 

X=(ჯ" ”). (18,6) 
IL) 17% 

ჩ-ის ერმიტულად შეუღლებულ #” მატრიცას უწოდებენ ისეთ მატრიცას, 
რომლის მისაღებად საჭიროა სვეტები შევცვალოთ სტრიქონებით და გადავიდეთ 

კომპლექსურად შეუღლებულზე, ე. ი. რომლის მატრიცული ელემენტებია Lი». 
მაგალითად, თუ #L მეორე რანგის მატრიცაა, მაშინ 

LსL+= Lს 4). (18,7– 
1L)3 I 

როცა L+=ჯ, მაშინ მატრიცას თვეითშეუღლებული ანდა ერმიტული ეწოდება, 
ერმიტულია, მაგალითად, მატრიცა : 

ჩ-(; 1), ძ08,8) 
1: ხ, 

სადაც თ ღა ხ ნამდვილი რიცხეებია. მართლაც 

კეულიუფი იგი 
თვითშეუღლებულობის პირობა მატრიცული ელემენტებისათვის ასე დაიწერება 

Lთი= ჩი: (18,9) 
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ს , 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ როცა L ოპერატორი ერმიტულია, ე. ი. I+=X, მა- 

შინ მისი შესაბამისი მატრიცაც ერმიტული იქნება. მართლაც, ავიღოთ 

,” · #,.? · 

სთოი=(სხთ | ჩLხი) და XLით= (ს | #სთა"=(ჩსი Lდა)- (18,9) 

ცხადია, რომ ს ოპერატორის ერმიტულობის გამო (გავიხსენოთ ფორმულა (9,27)) 

გვექნება 

Lსთი» –- Iო=(ზი | Lსხი) –– CL%ი | ზე) =90, 

ე. ი· ჩოი =X:,, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 
ხშირად შეიძლება შეგვხვდეს შემდეგი ტიპის მატრიცები: 

4, 0 0... 8, 8... 
4=| 4.9 9 , 8=| 0 90...0 1, 08,1თ 

400 0 0 

ე. ი. ისეთი მატრიცები, “რომელთაც ნულისაგან განსხვავებული აქვთ მხოლოდ 

ერთ სვეტზე ან ერთ სტრიქონზე მოთავსებული ელემენტები ფორმალურად ეს 

მატრიცები შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირად: 

4 

4= 4: , 8=C8,8;,... 8.) (18,10 

ცხადია, რომ არ. 

8. 

4+=(41 41... 4; ფ+=| 1 |. (18,11) 

8) 
შევნიშნოთ, რომ მატრიცის ნულთან ტოლობა ნიშნავს იმას, რომ ამ მატ- 

რიცის ყველა ელემენტი ნულის ტოლია. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ყოველი მატრიცა თავის საკუთარ წარმოდგენაში 

დიაგონალურია. ვთქვათ, # ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებია #,, თ... დი. 

საკუთარი მნიშვნელობებით: 2,, X,-.. #ი,.. ს» ე. ი. გვაქვს განტოლება 

ჩხელ–პება. (18,11ე 

ჯ-ის მატრიცული ელემენტის პოვნა თავის საკუთარ წარმოდგენაში ნიშნავს იმას, 

რომ ჩო,» მატრიცული: ელემენტი უნდა შევადგინოთ ჯ-ის საკუთარი ფუნქციე- 

ბით. მაშინ (18,11”)-ის ძალით და ს.ც ფუნქციები“ ორთო-ნორმირების პირობის 

გამოყენებით მივიღებთ 

Lთ»=I| 98 ჩსაძნ=პ, ზოი, (18,12) 

რაც ამტკიცებს მატრიცის დიაგონალობას, ცხადია, რომ დიაგონალზე მოთავსებუ- 

ლია L-ის 2, -საკუთარი მნიშვნელობები. 
მაგალითად, ენერგეტულ წარმოდგენაში ენერგიის ოპერატორის # თი მატ- 

რიცა დიაგონალურია, ე. ი. 

#Mთი= სიმთი (18,13) 
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ან, გაშლილი სახით, 
0 

1% 
ჯ 
0 
0 0 ხ

C
C
 

9
0
C
0
C
 

M= (18,14) 

როცა ბაზისი უწყვეტი სპექტრის ფუნქციებია, მაშინ საკუთარ წარმოდგე- 

ნაში მატრიცა ტოლი იქნება შემდეგი სიდიდის: 

(“I სIთა=იბC" – ი). (18,15) 

§(19) მოკმედეგბანი მატრიცებზჭე 

მატრიცათა შეკრება. როდესაც ჩ=#4 + 8, მაშინ 

ჩოი => 4თი + 8ოი: (19,1) 

მაშასადამე, ორი მატრიცის შესაკრებად საჭიროა შესაბამისი მატრიცული ელემენ- 

ტები შევკრიბოთ; მაგალითად, 

(4944)+(2ფ")= (4 + 8.0 4,9 8). (19,2) 

' საშა 8» 4:, + 8: 422 2982 41, 47 
მატრიცათა გამრავლება. ვიპოვოთ მატრიცათა გამრავლების წესი. ვთქვათ, 

ჯ= 48; განმარტების ძალით 

(48)»= |9 48ა,ძ 091) 

წელი. გამოხატულება წარმოადგენს რაღაც ფუნქციას. გავშალოთ იგი სა(ი) 

ორთოგონალური ფუნქციების მიხედვით 

8ა,რ= 9 იმით. (19.4) 
MM 

ვნახოთ, რის ტოლია იძუ. ამისათვის ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ მარცხ- 

ნიდან #ჯ(ო)-ზე და ავიღოთ ინტეგრალი. მივიღებთ 

8-= | სი 84%,რ ძ-=V- (19,5) 

ამგვარად, ი6გ= 8».ი და ამიტომ 

8%,0=% შიათ. 09.0 
” 

შევიტანოთ (19,6) გამოსახულება (19,3) განტოლებაში 

(48)»= 2, ჩ8იი I" 4 სთ იL = 2, მიი 4სი: (19,7) 

MI ”ი 

საბოლოოდ ორი მატრიცის ნამრავლის · მატრიცული ელემენტებისათვის ვგღებუ- 

ლობთ შემდეგ ფორმულას: 

(418). = 2, 4.თ.მიი: (19,ზ) 
-= 

აჯამვა »I-ით ხდება ერთიდან მატრიცის რანგის განმსახღვრელ რიცხვამდე. 
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ვიპოვოთ, მაგალითად ორი, მეორე რანგის მატრიცის ნამრავლი. თანახმად 
ფორმულისა, გვაქვს: 

(48),= %, 41, 3თ)= 4, 8,)+ 4.2 8: 

(48),= 2) 4)თ 3ი:= 4) 80+4) ხი, 
” 

(19,8) 

(48),,= %) 4აი, 8 თ1= 42, 8,+ 4: 8: 

(48)»=%) 43ი 3 2= 42) 8)კა“L 4აე 8... 

ამიტომ ” 

“4, 4”) (> <1 > 4.8, + 4,8. +), 8,:+ 4» M2) - 09თ 

4»! 45:/ Lს18ე, 8: 4» 8,,+ 4::8:, 4: 8,+ 47 8. 

მაშასადამე, ორი მატრიცის გამრავლებისათვის საჭიროა პირველი მატრიცის პირ- 
ველი სტრიქონის ელემენტები გავამრაულოთ მეორე მატრიცის პირველი სვეტის 

შესაბამის ელემენტებზე და ავჯამოთ. მივიღებთ ნამრაე-ლის პირველი სტრიქონის 

პირველ ელემენტს. დანარჩენი ელემენტების მისაღებად საჭიროა პირველი მატრი- 

ცის იგივე სტრიქონი გავამრავლოთ მეორე მატრიცის მეორე, მესამე და ა. შ. სვე- 

ტებზე. ნამრავლის მეორე სტრიქონის მისაღებად პირველი მატრიცის მეორე სტრი- 

ქონს ვამრავლებთ მეორე მატრიცის სვეტებზე და ა. შ. საინტერესოა აღვნიშნოთ, 

რომ მატრიცათა გამრავლების ფორმულა მარტიეად მიიღება დირაკის ბრა- და 

კეტ-ვექტორების გამოყენებით. ამისათვის განვიხხლოთ რაიმე სრული სისტემა 

|დო)=|»:) ვექტორებისა და შევადგინოთ ერთეულოვანი ოპერატორი 

XI), (LI=1, ( (XL | ს) = მთი) (19,10) 

: 

მაშინ ამ ოპერატორის ჩასმით (ი | 481) მატრიცულ ელემენტში მივიღებთ 

(თ | 48Iი)= 2. (»I 4IM) (LI 8 IM), (19,11) 
L 

რომელიც ემთხვევა (19,8) ფორმულას. 
ანალოგიურად მივიღებთ სამი მატრიცის ნამრავლის ფორმულას; კერძოდ, 

გვექნება 
C» | 4780 |I) = 3) 2, (MI 4 IM (სI 811101011) (19,12) 

LI 

ან სხვა აღნიშვნებში 

(48თ»» = X 3 4.86» (19,13) 
უი 

ამ ფორმულას ადვილად განვაზოგადებთ V-მატრიცის ნამრავლისათვის 

(400 (9... 4), = 232. 2, ქის მთ, 4. (19,14) 

ს” ჩV-) 

ისევე როგორც ოპერატორები, მატრიცებიც წეიძლება იყოს როგორც კომე- 
ტატური, ისე არაკომუტატური. არაკომუტატური მატრიცებია, მაგალითად; 
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0 –; 1.0 01 
4= , 8= , 0= . 9,15 

C ი) 8 (ს _) 9 C ი) 0215 

მართლაც, ადვილად შევამოწმებთ, რომ 

48 % 84; 4C% C4; 80% C0>. 

მატრიცის გასამრავლებლად რაიმე 2. რიცხვზე საჭიროა მისი ყველა ელემენ– 

ტი გავამრავლოთ ამ რიცხვზე. ე. ი. 

ჯ(4.4.)- ო არა). (19,16) 

4: -4:. #45, 142 

აშკარაა, რომ ყოველი რიცხვი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც ნებისმიერი 
რანგის ისეთი დიაგონალური მატრიცა, რომლის დიაგონალზე მოთავსებულია ეს 

რიცხვი. მაგალითად, 

4:00 0 0...0 
0 40 0 

4=| 0 0 #4 9...0 (19,17) 

0 0 0...... 4 

ნულოვანი მატრიცა ეწოდება ისეთ მატრიცას, რომლის ყოველი ელემენტი 

ნულის ტოლია. 

ვიცით რა ორი მატრიცის გამრავლების წესი, ვაჩვენოთ, რომ, თუ L=48, 

მაშინ 

(48)+=7#' 4). (19,18) 

მართლაც, განმარტების ძალით 

(48)ჯ„=(48)::= > 42 მხ = 24 8: 

თუ უკანასკნელ ჯამში წევრებს გადავაადგალებთ, რის უფლებაცა გვაქვს, რადგან 

მატრიცული ელემენტები ჩვეულებრივ რიცხვებს წარმოადგენენ, მივიღებთ დასამტკი– 
ცებელ (19.18) ტოლობას. (19,18)–დან ჩანს, რომ, თუ 4+ = 4 და 181 = 7, ეს ჯერკიდევ 

არ ნიშნავს იმას, რომ ნამრავლიც ერმიტული იქნება. ნამრავლის ერმიტულობისათვის 

დამატებით საჭიროა # და # მატრიცების ყომუტატურობა. დავუშვათ, რომ „4 

და # ერმიტული მატრიცებია და განვიხილოთ სხვაობა 48-,84=0. ცხადია, 

(დ მატრიცა არ იქნება ერმიტული, რადგან C+=-- C, ამიტომ გასაგებია, რომ 

გამოსახულება 
C=1:(48-–84) (19,19) 

უკვე ერმიტული იქნება. 
4 და # მატრიცებს უწოდებენ ურთიერთ შებრუნებულს, თუ ადგილი აქვს 

ტოლობას 

48=1, (19,20) 

ე. ი. 4=ჯ%“1 და 8=4 1 ანუ 44-1=1. აღენიშნოთ, რომ ყველა მატრიცას 

როდი გააჩნია შებრუნებული მატრიცა; როგორც მტკიცდება, 4 მატრიცას მაშინ 

გააჩნია შებრუნებული „41 მატრიცა, როცა ამ მატრიციდან შედგენილი დეტერ- 

მინანტი IC 4 # 0. ასეთ მატრიცებს ეწოდება არასინგულარული მატრიცები. 

შემდგომში ჩვენ საქმე გვექნება მხოლოდ არასინგულარულ მატრიცებთან. აღვი- 
ლად შემოწმდება, რომ 

?|



(48)-1=8 1 44, 

(480) 1=C 18-14 1; 

მართლაც, პირველ ტოლობას რომ აღჯგილი ჰქონდეს, საჭიროა დაცული იყოს 

პირობა 489 14“1=1. ეს უკანასკნელი კი გამომჯინარეობს ტოლობიდან 

ც8-1= 44-1=1. 
48=1 ნამრავლის მატრიცული ელემენტები შემდეგნაირად შეგვიძლია ჩა- 

ვწეროთ: 

(19,21) 

1, 4. ჰმხი=9იი: (19,22) 

# 

ან, რადგან 8= 4-1, გვექნება 
2 4. 4”ივნნიი (19,23) 

#( 

§(950) უნიტარული მატრიცები 

უნიტარული მატრიცები კვანტურ მექანიკაში დიდ როლს ასრულებენ. უნი- 
ტარული §-მატრიცა განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

55+=51%5=1. (20,1) 

ამ ტოლობას მატრიცულ ელემენტებში ექნება სახე 

2,5=:85 = 2)35#5ს=ბიი, (20,2) 

ჯ # 

ან, რამდენადაც 32„=35ჯ», გვექნება 

2 5." 5 = 235 ზაილ=ოი: (20,3) 

ჯ #; 

(20,1) განმარტებიდან ჩანს, რომ §+=§8 “1, ე. ი. უნიტარული მატრიცა, საზოგა- 

დოდ, ერმიტული არ არის (იგი რომ ერმიტული იყოს, გვექნებოდა 5+= 851). ცხა- 

დია, რომ მხოლოდ ისეთი მატრიცა იქნება ერთდროულად უნიტარულიცა და 
ერმიტულიც, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას; 5+9=1, 8571=1. 

საკუთარ ფუნქციაზე უნიტარული მატრიცის მოქმედებით მივიღებთ ახალ 

ფუნქციას, რომელიც დკ-ით აღვნიშნოთ, ე. ი. 

დაკ==5ჰ. (20,4) 

ამ გარდაქმნას უნიტარულ გარდ:ქმნას უწოდებენ, შებრუნებულ გარდაქმნას ცხა- 

დია ექნება სახე: 

სა =5“1.კ=5+ ბ,. (20,5) 

ასევე ნათელია, რომ რამდენადაც (§ყე% = ტ+ყ+, იმდენად კომპლექსურად შეუღ- 
ლებული ფუნქცია უნიტარული გარდაქმნის დროს მიიღებს სახეს 

3:=ტ0% 84. ! (20,6) 

ახლა გამოვარკვიოთ როგორ გარდაიქმნები მატრიცა, როცა ს ფუნქციებზე 
მოხდენილია უნიტარული გარდაქმნა. /#-მატრიცა, აღებული |§ხგ) უნიტარული 

გარდაქმნების ბაზისში, აღვნიშნოთ 4”-ით, მაშინ 

4ი„= |(5%)" 4 (8%,) ძ%= | #4 ს, ძი, (20,7) 

==
? 

დ
ა



სადაც 
#44. =85+ 48. (20,8) 

გამოვარკვიოთ უნიტარული გარდაქმნების შინაარსი. ამ მიზნით ვისარგებ- 
ლოთ აბსტრაქტული ვექტორული სივრცით, რომელშიაც მოვახდინოთ უნიტარუ- 

ლი გარდაქმნა კეტ-ვექტორზე; გვექნება 
# 

|9,) =5|2%). (20,9 
გავამრავლოთ ეს გამოსახულება სკალარულად კოორდინეტული ბაზისის ერთეუ- 

ლოვან (L | -ვექტორზე 
(I 8,)=(| 514). (20,109) 

მოვახდინოთ რაიმე სხვა ერთეულოვანი ბაზისის ოპერატორის ჩასმა 59 და |C)-ს 
შორის. ავიღოთ, მაგალითად, იმპულსური ბაზისი ვიღ გალითად ულხსუ 

+თ 

| ძი|ი)(ი1=1, (20,11) 

მაშინ გვექნება 

CIV,ა= | C | 510) (91%) ძი. (20,12) 
ჩვენ ვიცით, რომ (L| ს,) =%,(), ხოლო (დ | 6) =V#6); მაშასადამე, (20,12) ”უნი– 
ტარული გარდაქმნა გამოხატავ, ერთე ცვლადებიდან მეორეზე გადასვლას (ჩვენს 

შემთხვევაში იმპულსებიდან კროორდინატებზე გადასვლას). ასეთ გარდაქმნას კი 

როგორც ვიცით, კანონიკურს უწოდებენ. მაშასადამე, უნიტარული გარდაქმნები 

წარმოადგენენ კანონიკურ გარდაქმნებს. (20,12) გარდაქმნის შემთხვევაში კავშირს 

კოორდინატებსა და იმპულსებს შორის ახორციელებს (CI 510) უწყვეტი მატ– 

რიცა; როცა გადასვლა ხდება ერთი დისკრეტული წარმოდგენიდან მეორეზე, მა- 

შინ გვექნება 

თხა =3 (511) (|). დი,L3) 
' 

უნიტარულ გარდაქმნებს მთელი რიგი მნიშვნელოვანი თვისებები აქვთ. ვაჩ- 

ვენოთ, მაგალითად, რომ საკუთარ ფუნქციებზე უნიტარული მატრიცის მოქმედე- 

ბით ფუნქციის ნორმა არ იცვლება. ვთქვათ (თ I დ)=1; ჩავატაროთ ს ფუნქციაზე 

(20,4) უნიტარული გარდაქმნა, მაშინ გვექნება 

(5ს | 5%) =(5+8% | ს) = (8 | ბ). (29,14) 
ადვილი საჩვენებელია, რომ უნიტარული გარდაქმნის დროს ოპერატორის საკუ- 

თარი მნიშვნელობები არ იცვლება. ვთქვათ, 4ხ=ის და ჩავატაროთ ფუნქციებზე 

უნიტარული გარდაქმნა; გვექნება 4 (50)=თძ (5ტ). გავამრავლოთ ეს ტოლობა 
მარცხნიდან §+ ოპერატორზე. რადგან 5+8=1, ამიტომ მივიღებთ 

(5 45)ს=C0%, (20,15) 

რომელიც გვიჩვენებს, რომ როგორც 4, ისე 5+ 48 ოპერატორებს ერთი და იგივე 

საკუთარი მნიშენელობები აქეს. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ უნიტარული გარდაქმნა ინვარიანტულს სტოვებს მატ- 
რიცის კვალს -– დიაგონალური ელემენტების ჯამს. ავიღოთ (20,8) ტოლობის მატ- 

რიცული ელემენტი დ 
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4. და 2 უი" 45: (20,16) 

მატრიცის შპურის მისაღებად საჭიროა ამ გამოსახულებაში ». გაუტოლოთ X-ს 

და ავჯამოთ; გვექნება 

3ხ 4'= 3 2) 4 2) მა+ 5, (20,17) 
#1 ი 

ჯამი „I-ით (20,2) პირობის თანახმად გვაძლევს მ,,-ს, ასე რომ, ფილტრაციის 

შემდეგ დაგვრჩება 
8ე 4=8ს 4=ჰსე. (20,18) 

მაშასადამე, მატრიცის დიაგონალური ელემენტების ჯამი მართლაც ინვარიანტუ- 

ლი რჩება უნიტარული გარდაქმნების დროს, 

ვაჩვენოთ, რომ თუ » არის ერმიტული ოპერატორი, მაშინ §= 0X) 1ჩ) 

იქნება უნიტარული; თანაც § უნდა გავიგოთ როგორც შემდეგი მწკრივი: 

6§-% ა- ( ჯე)”. ღ0,19 

რადგან 1:+=–-2, ამიტომ 5+=68ჯი (– #1), საიდანაც 5+5=1, რაც ამტკიცებს 

858=0Xი CI) ოპერატორის უნიტარობას. 

ამგვარად, ყოველი უნიტარული ოპერატორი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 
შემდეგი სახით: 

გ 
8=VM, (20,2თ 

სადაც ჩ– ერმიტული ოპერატორია. კერძო შემთხვევაში, როცა წლ ნამდვი- 

ლი მუდმივი რიცხვია, 8-9 უნიტარული ოპერატორი გამოხატავს ტალღური 

ფუნქციის ფაზის ცვლილებას. 

დროზჯე დამოკიდებული უნიტარული გარდაქმნები 

უნიტარულ გარდაქმნას დიდი მნიშვნელობა აქვს კვანტურ მექანიკაში. დრო- 
ზე დამოკიდებული გარკვეული უნიტარული მატრიცის დახმარებით შესაძლებელია 

აღწერილი იქნას ტალღური ფუნქციის ცვლილება დროის მიხედვით. ეს იმას ნიშ- 
ნავს, რომ უნიტარული მატრიცების გამოყენებით შესაძლებელია იგივე ”შედეგების 
მიღება რასაც შრედინგერის განტოლება იძლევა. 

დავუშვათ, ვიხილავთ სტაციონარულ შემთხვევას, ე. ი. შემთხვევას, როცა 
ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული. დავწეროთ ჰამილტონის 
ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობის განტოლება. 

თუ გარკვეულობის მიზნით ვიგულისხმებთ, რომ ენერგიის სპექტრი დისკრეტე- 

ლია, მაშინ გვექნება» 

MM, =1ებ,. (21,1) 

შემოვიღოთ ოპერატორი 

I”. თ 2 = ლული 90=6 1 ”“= »(=““) –, 21,2) 
ი 2 ჩი %I ( 
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რომელიც იქნება უნიტარული, რამდენადაც M არის ერმიტული ოპერატორი, ე. ი. 

  

§'() 50)=1. (21,3) 

ვიმოქმედოთ ამ ოპერატორით #დ,(I) ფუნქციაზე. გვექნება 

80 თ=2( ი) ოო | რ),4 

(21,1) განტოლებიდან ადვილი დასანახია, რომ 9 და() = #9” სე(ი, ამიტომ 

=V%VI) 5-% ” ჯი) 5(0 ს„ი >( ჯ ) # 'ო), (21,5) 

მარჯვენა მხარე კვლავ ექსპონენტით გამოვხატოთ; გვექნება 

-+ 
80) ბა(0=6 L# ”” ბ,(ი (2),0 

ან, რაც იგივეა 
L. ჯ 

ი-ს ეთ =6 ბ ი ტა(ი. დ1,7) 
ახლა ვთქვათ მოცემული გვაქეს ტალღური ფუნქციის მნიშვნელობა დროის 

საწყის #=0 მომენტში, ე. ი. ფუნქცია ს,(, 0). გავშალოთ იგი თა() ტალღური 

ფუნქციების მიხედვით ფურიეს მწკრივად 

ს(, 0 =2,თ ჭი. (21,8) 

ამ ტოლობის “ორივე მხარეზე ვიმოქმედოთ (21,2) უნიტარული ოპერატორით; 

გვექნება 
ვობ( თ= 3). 5(0 (ი. (2,9) 

ჩი 

(21,601 ტოლობის თანახმად კი მივიღებთ 
-L წ! 

80)%C, თ0= 5. თბი ი დ0),თ 

მარჯვენა მხარე წარმოადგენს VI(C-, #) ფუნქციას, ასე რომ გვექნება შემდეგი გამო– 

სახულება: 

VIC,, 1)1= 5(1) ტ(V, 0); (21,11) 

ეს ფორმულა შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც დამოკიდებულება, რომლის მიხედ- 

ვით ტალღური ფუნქციის საწყისი მნიშვნელობიდან შეგვიძლია ვიპოვოთ ტალ- 

ღური ფუნქცია დროის ნებისმიერ შემდგომ მომენტში. ასე, რომ (21,11) დამო– 

კიდებულება სავსებით ეკვივალენტურია შრედინგერის დროითი განტოლებისა. 

აღსანიშნავია, რომ (21,11)-ით განსაზღვრული დროზე დამოკიდებული ფუნქ- 

ციის ნორმა მუდმივი სიდიდეა, იგი დროის მიხედვით არ იცვლება. მართლაც, 

(VI(V | ICI) = (5%C) | §%(0)) = (518V(9) | #(9)) (21,12) 

რადგან 8+9=1, ამიტომ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ტალღური ფუნქციის ნორმა 

ღროის მიხედვით არ იცვლება. იგივე შეგვიძლია დავამტკიცოთ შრედინგერის გან- 
ტოლების გამოყენებითაც. ამისათვის ვიპოვოთ (VII) | VICI)) სკალარული ნამრავ- 

ლის დროის მიხედვით წარმოებული 

7წ



მა ყია ყე ი ის 4 (IX) IIVIV)= ( –- | Vა+(VI –<- 3, 21,13 ე (1(01 ))= ( => IV)+(V%I =>) ( ) 

ყ; · 
შრედინგერის განტოლების მიხედვით ღ =- > ჩი, ამიტომ 

( 

4 0006 = + ICVII ზს – (MI #Mჩ). თ 14 

# -ოპერატორის ერმიტულობის გამო მარჯვენა მხარე ნულის ტოლია; მაშასადამე, 

(MIV) I MIV)) ნორმა მართლაც მუდმივი ყოფილა. 

§62. საკუთარი მნიმშვნელობებისა და საკუთარი ფუნქციების 

მოძებნის მატრიცული მეთოდი 

დავუშვათ, რომ საჭიროა ვიპოვოთ საკუთარი X» მნიშვნელობები და საკუ–- 

თარი ს ფუნქციები 

ს =)ს (22,1) 
ოპერატორული განტოლებისა. წინათ ამ განტოლებას ვხსნიდით ჯ-წარმოდგენაში, 
როგორც დიფერენციალურ განტოლებას. ახლა ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ საკუთარი 
მნიშვნელობები და საკუთარი ფუენქციები მატრიცული მეთოდით. ამ მიზნით ჩა- 
ვწეროთ ჯერ (22,1) განტოლება მატრიცული სახით. ამისათვის გადავიდეთ ახალ 
წარმოდგენაზე; ვიგულისხმოთ, რომ ახალი წარმოდგენის სპექტრი დისკრეტულია, 

მაშინ ' 

%= 2 იი სი(ი. (22,2) 

შევიტანოთ ეს გამოსახულება 08,1)-ში, გავამრავლოთ ს.,(უ-ზე, ავიღოთ ინტეგ- 

რალი და გამოვიყენოთ ს, ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობა. გვექნება 

2, ძი თოი = 13% ძინთი, 

” ჩ 

საიდანაც 

?, რი(სოი – X- მოი| =0. (22,3) 

MჩM 

მივიღეთ უსასრულო რიგის ალგებრულ განტოლებათა სისტემა ი, ფუნქციებისა 
და #. საკუთარი მნიშვნელობების განსასაზღვრავად. თუ ვიპოვით ამ განტოლების 
ამონახსნებს, გვეცოდინება (22,1) განტოლების ამონახსნებიც; მაშასადამე, გვეცო- 
დინება 9 საკუთარი ფუნქციები. ამგვარად, ახალ წარმოდგენაზე გადასვლით (22,1) 

დიფერენციალური განტოლება დავიყვანეთ (22,3) ალგებრულ განტოლებათა სის- 
მაზე. 

ი ალგებრიდან ცნობილია, რომ (22.3) განტოლკბათ.ა სისტემას ნულისაგან გან- 
სხვავებული ამონახსნი აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა სისტემის დეტერმინანტი ნულის 
ოლია 

დლ Iს. ა მხვ ·>. Lე... 

IL Lა–. მივ: 

IL! სვ ILვე–-#. =0, (22,4) 

ჩო) წო ჩოთ – 7...



ეს უკანასკნელი წარმოადგენს X-ს მიმართ უსასრულო ხარისხის განტოლებას. რად- 

გან ჯ# ოპერატორი ერმიტულია, ამიტომ (22,4) განტოლების ფესვები X=2., 2), 

7ვს---X. ნამდვილი სიდიდეებია. ფესვების ის ერთობლიობა, რომლისათვისაც (22,3) 

განტოლება ამოხსნადია, იქნება სწორედ L ოპერატორის საკუთარი მნიშვნე- 

ლობები. 

ვთქვათ, ვიპოვეთ (22,4) განტოლების რომელიმე ფესვი X=7,; შევიტანოთ 

იგი (22,3) განტოლებათა სისტემაში 

2, ილა) (თა – »» 6იი) =0, (22,3”) 

რომლის ამოხსნაც მოგვცემს 

თ,=თI(7»), (ა =ძი(#-#) ··· იე =C6დ (2). (22,5) 

ცხადია, რომ ი,0.,) შეადგენენ საკუთარ ფუნქციას ახალ წარმოდგენაში, რომლე- 

ბიც შეესაბამებიან ერთ საკუთარ მნიშვნელობას 7 =27გ. 

თანახმად (22.2) ფორმულისა 7#=72, საკუთარი მნიშვნელობის შესაბამის 

ტალღურ ფუნქციას თ-წარმოდგენაში ექნება შემდეგი სახე: 

%»(ი= 3)იილს) ზი), (22,6) 
წ 

ანალოგიურად ვიპოვით სხვა საკუთარი მნიშვნელობების შესაბამის ტალღურ 
ფუნქციებსაც ახალ წარმოდგენაში: (თე(#,)), (თი(X)| ··· (თი(-თ)). ასე რომ ჯ წარ- 

მოდგენაში (22,1) განტოლებისათვის აღნიშნული პროცედურის ჩატარების შემდეგ 

მივიღებთ ყველა საკუთარ მნიშვნელობასა და საკუთარ ფუნქციას. 
როგორც ვნახეთ, ყოველი მატრიცა თავის საკუთარ წარმოდგენაში დიაგო- 

ნალურია, ე, ი. ჩოი=7# მთი, სადაც #7. არის -ური საკუთარი მნიშვნელობა. 

ამიტომ # ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობის მოძებნის ამოცანა შეგვიძლია 

დავიყვანოთ L ოპერატორის შესაბამისი მატრიცის დიაგონალურ სახეზე დაყვანის 

ამოცანაზე, ე. ი. ჯ ოპერატორის საკუთარი 7» მნიშვნელობების მოძებნა ეკვივა– 

ლენტურია ჩუ, მატრიცის დიაგონალურ სახეზე დაყვანის. დიაგონალზე მდგომი 
რიცხვები მოგვცემს შესაბამი” ოპერატორის საკუთარ მნიშვნელობებს. მატრიცის 

დაყვანას დიაგონალურ სახეზე ახდენს უნიტარული მატრიცები. 

– §/68,ჰკავშირი მატრიცის ორ სხვადასხვა წარმოდგენას შორის 

ახლა დავამყაროთ კავშირი მატრიცის ორ სხვადასხვა წარმოდგენას შორის. 

ვთქვათ, გვაქვს მატრიცის წარმოდგენის ორი ბაზისი. ერთი რაიმე ჩ-ოპერატორის 
(რი) დისკრეტული სპექტრის ფუნქციები და მეორე #/ ოპერატორის საკუთარი 

ფუნქციების (დ.ე) ერთობლიობა. პირველ ბაზისში მატრიცა აღვნიშნოთ „I, მეო–- 

რეში კი – 4” -ით. მაშინ მატრიცული ელემენტის განმარტების თანახმად გვექნება 

42.= | ბიე 49აო ი (23,1) 
და 

41 = |დო4ფოიძ. დვ,2)



ჩვენი მიზანია გამოვარკვიოთ, თუ რა კავშირი არსებობს ერთი და იგივე 

ოპერატორის ამ ორი სხვადასხვა წარმოდგენის მატრიცას შორის. ამ მიზნით ერთი 

წარმოდგენის ბაზისის ფუნქციები გავშალოთ მეორე ბაზისის ფუნქციებად. გავშა- 

ლოთ. მაგალითად, დ,(ი) ფუნქცია »,(.) ფუნქციების მწკრივად. გვექნება 

ს,(ი = 1.5. დო. (23,3) 
I 

ამასთან, §,„ ფურიე-კოეფიციენტს ექნება ორი ინდექსი, რამდენადაც გასაშლელ 
ფუნქციას თვითონ აქვს ჯ-ინდექსი ცხადია, რომ #5, მატრიცა განისაზღვრება 
ტოლობით 

8, = | ს,(ი დI(ი «. (23,4) 

შევიტანოთ (23,3) ფუნქცია (23,1) მატრიცულ ელემენტში; გვექნება 

4=ი=2 23% 3ი I დჯ(ი 4დ/(ი ი. (23,5) 
'..! 

ან, (23,2) განმარტების თანახმად, მივიღებთ 

4იი= 2) 2) მთ 4MI წი (21,6) 
I 

შეუღლებული მატრიცის განმარტებით 5„= 757; ასე რომ, 

4ჩა= 2, 9 8: 4118: (23,7) 
LL 

მივიღეთ საძიებელი კავშირი. გამოვხატოთ იგი მატრიცული სახით. თუ გავიხსე- 
ნებთ სამი მატრიცის გამრავლების ფორმულას, შეგვიძლია დავწეროთ 

4 =§5“'-4”8. (213,8) 

ამგვარად, მატრიცის ორ სხვადასხვა წარმოდგენას შორის კავშირს ამყარებს 8 -მატ- 

რიცა. ვაჩვენოთ, რომ იგი უნიტარული მატრიცაა, ე. ი. რომ 5,5=5§5+=1. ამ 

მიზნით (23,3, ფუნქციებიდან შევადგინოთ სკალარული ნამრავლი 

| ზიზი ძ-= 2, თი 3 | თი ძი (23,9) 
#. 

საიდანაც 9, და დე ფუნქციების ორთო-5ო უმირების ძალით მივიღებთ 

2) ში მ =მთი: (23,10) 

') 

ან, რადგან 5:„= 55, გვექნება 5+8=1. ასევე დამტკიცდება, რომ 59+=1. მა- 

შასადამე, §5-მატრიცა ყოფილა უნიტარული. 

ყ§(-X/ ერმიტული მატრიცის დაყვანა დიაგონალურ სახეზე 

როგორც ვაჩვენეთ, ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნი- 
შვნელობების მოძებნა (ე. ი. დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა) ეკვივალენ- 

ტურია ამ ოპერატორის შესაბამისი რაიმე ბაზისში აღებული მატრიცის დიაგონა- 
ლურ სახეზე დაყვანისა. ამიტომ თავისთავად ცხადია, რომ მატრიცის დიაგონა- 
ლურ სახეზე დაყვანის ამოცანა ერთ-ერთი ფუნდამენტური ამოცანაა. ამ ამოცანის 
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გადაწყვეტაში გვეხმარება უნიტარული მატრიცები რამდენადაც, როგორც წინა 

პარაგრაფში ვაჩვენეთ, ისინი ამყარებენ კავშირს მატრიცის სხვადასხვა წარმოდ- 

გენებს შორის. ამ თვალსაზრისით ერმიტული ოპერატორის დიაგონალურ სახეზე 

დაყვანის ამოცანა შემდეგნაირად ისმება. თუ მოცემულ ერმიტულ მატრიცას დია- 

გონალური სახე არა აქვს, მაშინ საჭიროა ისეთ ახალ–ლ წარმოდგენაზე გადასვლა, 

რომელშიაც მატრიცა დიაგონალური იქნება. ერთი წარმოდგენიდან მეორეზე გადა– 

სვლას კი ახორციელებს უნიტაროღი მატრიცები, ამიტომ საჭიროა მოიძებნოს 

ისეთი უნიტარული მატრიცა, რომელიც მოცემულ ერმიტულ მატრიცას დიაგონა- 

ლურ სახეზე დაიყვანს. გავიხსენოთ წინა პარაგრაფის (23,8) ფორმულა, რომელიც 

მარცხნიდან § მატრიცაზე გამრავლებით და §85+=1 პირობის გათვალისწინებით, 

მიიღებს სახეს 5 4 = "#19. ან, მატრიცულ ელემენტებში, 

38» 4#”ა= 2, 4#M 5ყი (24,1) 

რ ჯ 

მოვითხოვოთ, რომ 4 მატრიცა ახალ წარმოდგენაში იყოს დიაგონალური, ე. ი. 

“4:1=V8,|, მაშინ 

ბ, 5” 4” = 4M 5 (24,2) 

7M 

ცხადია, რომ 4:=C რიცხვია. თუ აღვნიშნავთ 5„=8ი, მაშინ (24,2) შემდეგ– 

ნაირად გადაიწერება: 

2338» 4რჩოი=05» (24,3) 

V ' 

ან, რადგან 8, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც სა 9, ამიტომ 
” 

2) (მიი –- მით) 5თ=0. (24,4) 

მივიღეთ უსასრულო რიგის ალგებრულ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა. ამო- 

ხსნისათვის საჭიროა სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლი იყოს 

4ი-ი 4, 4ე 

4: 4ი–იძ 4: 
, , , =0. 4,5 

4ეს “რვა, “ძევ –“ ფე... (24,5) 

(24,5) ზღუდავს ი-ს; იგი თ-ს მიმართ უსასრულო ხარისხის განტოლებაა. მისი 

ამოხსნა მოგვცემს ფესვებს თ, რთი, თვ,.-· «თ, ე. ი. 7477, 420-.. 4 თ  დიაგონალ– 

ზე მდგომ საკუთარ მნიშენელობებს. ფესვების ამ მნიშვნელობების (24,4) განტო- 

ლებაში შეტანით ღა ამოხსნით მივიღებთ თითოეული ფესვი” ”შესაბამის” 5» 

ერთობლიობას: 

5)(თ)), ბე:(ძ,),... 5 ა(ი)), 

5+X0.), 5ა(ი.) ·“.-5C (თ), (4 6 

5)(თთ), ხა(თ=) ... 5თ(ძ>). 

IL)



მაგრამ აღნიშვნის ძალით თ = -4;, და 5ი= 9, ამიტომ 

5.(თ), 5)2(0)) ... 5", თ(ია 

5:,(ძთ.), 8:X0+) ... 5. (ძე), (24,7) 

ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ იმ 9 მატრიცას, რომელსაც აღებული მატრიცა დაჰყავს 

დიაგონალურ სახეზე. თვით თ,= 4;ჯ, ძა= 48, რგ= 4ჯ: ·--თ» = 4 თ წარმოად- 

გენს დიაგონალურ სახეზე დაყვანილ მატრიცის ელემენტებს. 

რადგან კომუტატურ ოპერატორებს აქვთ საერთო საკუთარი ფუნქციები, 
ამიტომ კომუტატური მატრიცები ერთდროულად შეიძლება დავიყვანოთ დიაგო- 

ნალურ სახეზე. 

§ 955, შრედინბერის განტოლება მატრიცული სახით 
' 

როგორც ვიცით, შმრედღინგერის დროით განტოლებას კოორდინატულ წარ- 

მოდგენაში აქვს სახე 
თ მV(,1) 

% 
=წMC, ი. (25,1) 

შევეცადოთ ეს განტოლება ჩავწეროთ მატრიცულად. ამ მიზნით შემოვიღოთ რაი- 

მე ერმიტული ოპერატორის დისკრეტული სპექტრის (ს) ბაზისი და VMIC, 

ფუნქცია გავშალოთ ფურიეს მწკრივად 

VI, #1= 2, დარ) ბი(ო, (25,2) 

850 

სადაც თ(I) ფურიეკოეფიციენტი დამოკიდებულ» იქნება მხოლოდ დროზე. (25,2) 
გამოსახულებ» შევიტანოთ (25,1) განტოლებაში და მიღებული შედეგი სკალარუ- 

ლად გავამრავლოთ ს/,(,) ფუნქციაზე; გვექნება 

· ით, (ე შო _ (I. ე §ვ3 
_ჩ 2 თ 19% და CთL= 2 9ი( | სისი თI. (2 3) 

ბაზისის ფუნქციების ორთო-ნორმირების ძალით საბოლოოდ მივიღებთ 

ცუ მით _ აყ ათ,(), 5,4) 
V( –“ ” 

სადაც M „ა წარმოადგენს ჰამილტონის ოპერატორის მატრიცულ ელემენტს 

#ი.= | მირი#%ირძ. (25,9 
(25,4)-ს უწოდებენ შრედინგერის მატრიცულ განტოლებას. თუ დ,() ფუნქციათა 

ერთობლიობას წარმოვიდგენთ ერთსვეტიანი მატრიცის სახით, მაშინ მატრიცათა 
გამრავლების წესის გამოყენებით (25,4ე შრედინგერის განტოლებას შეიძლება 
მივცეთ შემდეგი გამოხატულებაც: 

(MC)! Mსც ყა #M.თ დ§,() 

ს ძ 9; 8 Iს IM% ': §,(0 (95.6) 

“წ. : . . : 
თ-() 'ლულძლთ დთდ.()



ამ განტოლების დახმარებით მოცემული Cთ,(0) საწყისიჯმნიშვნელობით განვსაზღვ- 
რავთ რთ,(,)) სიდიდეებს, რომელთა შეტანით (25,2) გამოსახულებაში ვიპოვით 

ს(-C, ,) საძიებელ ფუნქციას. 
განვიხილოთ სტაციონარული შემთხვევა და დავუშვათ, რომ ჰამილტონიანი 

დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული; ამ შემთხვევაში, იგი წარმოადგენს სრუ- 

ლი ენერგიის ოპერატორს. განვიხილოთ ენერგეტული წარმოდგენა, ე· ი. ისეთი 

წარმოდგენა, როცა ბაზისად აღებულია M9ბ,= წ,ბა შრედინგერის განტოლების 
დისკრეტული სპექტრის საკუთარი ფუნქციები. ამ შემთხვევაში, (თავის საკუთარ 
წარმოდგენაში!), ჰამილტონიანის შესაბამისი მატრიცა იქნება დიაგონალური 

ჰსიაა=(%»| #7 I ს„ა=(%აI 8.19) = წა მთი (25,7) 

მაშასადამე, ენერგეტულ წარმოდგენაში შრედინგერის (25.4) განტოლება მოგვცემს 

ს 4ის = საზი (25,8) 
( 

საიდანაც 

-,5ოL 
დ»(C) -= დე(0) 6 ტ (25,9) 

მივიღეთ ცნობილი შედეგი, რომ სტაციონარულ შემთხვევაში ტალღური ფუნქცია 
დროზე ჰარმონიულად არის დამოკიდებული. (25,2) ფორმულის თანახმად ტალ- 

ღური ფუნქციისათვის მივიღებთ 

C 
-. ი 

VV, /)= 3) იგ ბი() 4 ტ (25,10) 

სადაც იგ = დ თე(0) მუდმივი რიცხვია. მივიღეთ ჩვენთვის უკვე კარგად ცნობილი 

ტალღური ფუნქცია კოორდინატულ წარმოდგენაში. 

§ 90. მატრიცების გაწარმოება დროით, მატრიცა 
ენერბეტულ წარმოდგენაში 

ჩვენ ადრე დავწერეთ ოპერატორის დროის მიხედვით გაწარმოების ფორ- 

მულა, ახლა გამოვიყვანოთ ანალოგიური ფორმულა მატრიცის წარმოებულისათ- 

ვის. რადგან განმარტების თანახმად 4თოი=(%, | 410,). ამიტომ ამ გამოსახულე- 

ბის დროის მიხედვით სრული წარმოებულისათვის გვექნება 

4ი.”ი ძა, : ტროა ( 990) 41V)+C6»| 4I%ა+CI41%2) 26.1) 
ტალღური ფუნქციის დროითი ხმოვბელი განესაზღვროთ ს რეუნვერის განტო–- 

ლებიდან; მივიღებთ 

ი4. ძ4 1 , , ჯ ჩ. 
–-05=I –(Mსხიო| 4|)ზი)– -– ი 26,2) ი =(%7) ++ (89 4)სა– ა ფი 4IMია ( 

# ოპერატორის ერმიტულობის გამო შეგვიძლია დავწეროთ 

“2 ლ” მ4 1 4” .. 34თი (094 – (9 4– ჩი 26,3) 2 = (+). +060»! + V4-4#Iსა ( 
წ. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 8!



საიდანაც საბოლოოდ გვექნება 

ძტიი მ4 ი ოლი (20-ე LI9M, 4)თი 26,4, შს (+ თი ი ' 
მეორე მხრივ, თუ ოპერატორის დროის მიხედვით გაწარმოების 

· , 

94 მი4 ი (26,5) 
თ! ძ% 

ფორმულას გავამრავლებთ მარცხნიდან ს, ფუნქციაზე, ხოლო მარჯვნიდან V,,„()-ზე 

და გავაინტეგრალებთ, მივიღებთ 

ძ4 ძ4 “” 
–=––) =(–) + IM, 4)თი- 26,6 

მაშასადამე, (26,6) და (26,4)-ის შედარება მოგვცემს 

5955= (22) ; (26,7) 
CV ძ! /თ»ი 

ე. ი. მნიშვნელობა არა აქვს მატრიცულ ელემენტს უშუალოდ გავაწარმოებთ 

დროთი, თუ ოპერატორს ჯერ გავაწარმოებთ, შემდეგ კი მატრიცულ ელემენტს 

ავიღებთ. 

(26,4)-ს უწოდებენ კვანტური მექანიკის მოძრაობის განტოლებას მატრიცუ- 

ლი სახით. როცა ოპერატორი დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული, მაშინ 

მოძრაობის განტოლება მიიღებს სახეს 

ძ4იი 

ძ! 

ახლა განვიხილოთ მატრიცები ენერგეტულ წარმოდგენაში, ჩვენი მიზანია 

4 ოპერატორი გამოვხატოთ ენერგიის ოპერატორის დისკრეტული სპექტრის ბა- 

ზისში. მაშასადამე, ბაზისი წარმოადგენს 

სბა„= ჯეს, (26,9) 

განტოლების საკუთარი ფუნქციების ერთობლიობას. ენერგეტულ წარმოდგენაში 

= (9, წის (26,8) 

#/ დიაგონალური მატრიცაა. ე. ი, 

სჰთილ=Xჯიზიი: (26,109) 

ვთქვათ 4 ოპერატორი დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული; მაშინ 

(26,8) ფორმულის თანახმად 

  

თ4ტიი ჯ ჩტ # # 
–ობ- (IM 4-4 ჩათი: 26.11) 27 ს ბოი ( 

ან, თუ გამოვიყენებთ ორი მატრიცის გამრავლების წესს, შეგვიძლია დავწეროთ 

ძ4ტ4იი 1 | 
აებაე=––_ ჩექ 4 4 2 /) 26,12, “სხ სC2 ორი 24 მი (26,12) 

საიდანაც, (26,10) ფორმულის გათვალისწინებით გვექნება 

ძ4ო. _ ? - - 
მ = +I2> მეთ 4ი– გრი ზი #ი | · (26,123) 
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ჩავატაროთ ფილტრაცია და შემოვიღოთ ბორის სიხშირე 

სითელ–ჩი“-#ი, (26,14) 

მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ 

კრფიბ ა ი, 4#თისი. (26,15) 

ამ ფორმულის მიხედვით შეგვიძლია დავწეროთ ნებისმიერი სიდიდის შესაბამისი 

მატრიცის დროითი წარმოებულის ფორმულა ენერგეტულ წარმოდგენაში. ასე 
მაგალითად, კოორდინატისა და იმპულსისათვის გვექნება: 

მთით ა, ჩთი(ი), 
ძ 

(26,16) 
-რნთი!ს, =2?თო,თი ჩთი(ი, 

ძ 

ხოლო ნიუტონის განტოლება მატრიცულად ასე ჩაიწერება: 

ი თი( 
# 4 5თისს. =–- სიტი #თი(ჯ), (26,17) 

ძჯ? 

მატრიცული წარმოდგენა კვანტურ მექანიკაში შემოტანილი იყო ჰაიზენბერგის 

მიერ. შემდგომ იგი განვითარებული იქნა თვით ჰაიზენბერგის, ბორნისა და იორ- 

დანის შრომებში. ჰაიზენბერგი გამოდიოდა შესაბამისობის კანონიდან და აღნიშ- 

ნავდა, რომ რადგან კლასიკურ მექანიკას მიკროობიექტებზე გამოყენებისას გააჩ- 

ნია პრინციპული წინააღმდეგობები, ამიტომ კოორდინატს, იმპულსს და ა. შ. 

ფიზიკური აზრი არა აქვს, რადგან ფიზიკური სიდიდეები პრაქტიკულად განისა– 

ზღვრება არა კოორდინატების და იმპულსების საშუალებით, რომლებიც კლასი– 

კური მექანიკის თანახმად წარმოადგენს დროის გარკვეულ ფუნქციებს, არამედ 

ისეთი სიდიდეების საშუალებით, რომლებიც დამოკიდებულია ორ ინდექსზე, ამი–- 
ტომ ეს სიდიდეები სინამდვილეში წარმოადგენენ მატრიცებს. ჰაიზენბერგის თანახ– 

მად, აზრი აქვს კოორდინატის, იმპულსისა და ა. შ. მატრიცებს, რომლებსაც ასე 

განმარტავდა: 

, 
Xთი(,)=Xოი ლოი ',' წყი–წა და ა. შ. 

მან დაუშვა, რომ ნიუტონის განტოლება სამართლიანია მატრიცული სახით და 

ჩამოაყალიბა მექანიკა, რომელსაც მატრიცული ან მიკრომექანიკა უწოდეს. ჰაი- 

ზენბერგმა დამატებით შემოიღო ე. წ. დაკვანტვის წესი რომლის შინაარსი არის 

ის, რომ პუასონის ფრჩხილების მნიშვნელობა იმპულსისა და კოორდინატისათვის 

I. XI=1 ჩაწერილია მატრიცული სახით. სახელდობრ: 

” , 9. 

(0> XL X0>»)თ»ი ლ–-–0უფჯი, 
I 

ჩ გ ჩ _ 

(მე ყ –– ყმყათი=–-ნთი, (26,18) 
? 

, , ბ 
(0: 8–– 7მ;)თი= _ ნოი: 

?



დიდხანს ეგონათ, რომ შრედინგერი, ტალღური მექანიკა და ჰაიზენბერგის 

მიკრომექანიკა სხვადასხვაა; მაგრამ შრედინგერმა შემდეგში აჩვენა, რომ წრედინ- 

გერის ოპერატორებსა და ჰაიზენბერგის მატრიცებს შორის არსებობს ჩეენს მიერ 

ზემოთ განხილული კავშირი #„„= | #» ჩი, ძ სადაც #, ტალღური ფუნქციაა, 
აღმოჩნდა, რომ ორივე ეს მექანიკა ერთი და იგივე მოვლენას აღწერს ორ სხვადა- 

სხვა წარმოდგენაში. სწორედ ამ „ორი“ მექანიკის გაერთიანებამ მოგვცა თანამედ- 

როვე კვანტური მექანიკა. თანაც ორივე მეთოდი ერთი და იგივე მნიშვნელობისაა, 
თუ ზოგიერთი მოვლენები უფრო ადვილად აიწერება შრედინგერის ოპერატორუ- 

ლი მეთოდით, სამაგიეროდ სხვა ტიპის მოვლენების აღწერა უფრო ადვილია ჰაი- 

ზენბერგის მატრიცული მეთოდით. ჰაიზენბერგის მეთოდი განსაკუთრებით მნიშვნე- 

ლოვანია ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნის დროს. 

§ 27. შრედინბერისა და ჰაიზენბერგის წარმოდგენები 

კვანტურ მექანიკაში ფიზიკური სიდიდეების დროის მიხედვით ცვლილების 

აღსაწერად გამოიყენება ორი მეთოდი, რომლებიც ცნობილია შრედინგერისა და 

ჰაიზენბერგის წარმოდგენების სახელწოდებით. განვიხილოთ თითოეული მათგანი 

ცალ-ცალკე: 
შრედინგერის წარმოდგენა. მრედინგერის წარმოდგენაში ოპერატორები დრო- 

ზე არ არის დამოკიდებული, ამიტომ დროში ცვლილებას აღწერს ტალღური ფუნქ- 

ცია, რომელიც აკმაყოფილებს შრედინგერის არასტაციონარული მდგომარეობების 

განტოლებას. როგორც ვიცით, ტალღური ფენქციის დროში ცვლილება შეგვიძლია 

აღვწეროთ დროზე დამოკიდებული უნიტარული მატრიცითაც 

VL, ჯ(1=5(M) ს(ო, (27,1) 

სადაც ,. 
50)=ა ·“, 80)=1, (27,2) 

IM –– წარმოადგენს სტაციონარული მდგომარეობის ჰამილტონიანს, ფუნქცია #ტ() 

კი აღნიშნავს VV(,, ()-ს მნიშვნელობას #=0 მომენტში, ე. ი. VI(C,, 0) ფუნქციას. 

ამგვარად, შრედინგერის წარმოდგენაში, ოპერატორები დროზე დამოკიდებუ- 

ლი არ არის, ტალღური ფუნქციები კი დროზეა დამოკიდებული. 

ჰაიზენბერგის წარმოდგენა. ჰაიზენბერგის მეთოდში გეაქეს შებრუნებული 
სურათი; ამ წარმოდგენაში ტალღური ფუნქციები დროის მიხედვით არ იცვლება, 
ხოლო ოპერატორები დროის ფუნქციებია. მაშასადამე, ჰაიზენბერგის წარმოდგენა- 

ში დროზე დამოკიდებულება ფუნქციებიდან ოპერატორებზეა გადატანილი. შრე- 

დინგერის წარმოდგენაში ტალღური ფენქცია იყოს VIC-, (), ჰაიზენბერგისაში კი –– 

ჯი). „სევე, ჰაიზენბერგის წარმოდგენაში ოპერატორი აღვნიშნოთ 4 0)-თი, შრე- 

დინგერის წარმოდგენაში კი 4-თი. 

ცხადია, რომ VV,/) და %() ფუნქციებს შორის კავშირს ახორციელებს 

5() მატრიცა. (27,1) ფორმულიდან გასაგებია, რომ ჰაიზენბერგის წარმოდგენაში 

ტალღურ ფუნქციას ექნება გამოხატულება 

დ(-)=5”%() M(V, #). (27,3) 
“ 

1 იგივე დამოუკიდებლად გააკეთა ეკარტმა, 
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როგორც ვიცით, უნიტარული გარდაქმნით აგრეთვე დამყარდება კავშირი ჰაიზენ–- 

ბერგის წარმოდგენის 7(/) და შრედინგერის წარმოდგენის 4 მატრიცებს შორი- 

საც; გვექნება 
40)=8%Cთდ 450), ღ7,4) 

ჯL=0 საწყის მომენტში ორივე წარმოდგენის სიდიდეები ერთმანეთს ემთხვევა, რამ- 

დენადაც VI, 0)=%(,) და 5(01=1. ამიტომაც (27,4) შეჯვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც ტოლობა 

4(00=5+0) 4(0) 8C, (27,5) 
ე. ი. როგორც ჰაიზენბერგის ოპერატორის ცვლილება დროში. ამიტომ, ჰაიზენ- 

ბერგის ოპერატორის ტ/ უსასრულოდ მცირე დროში (ცვლილება განსაზღვრული 

იქნება ფორმულით 

40+40=8%20 4() %2ი. (7,6) 
ამ ტოლობაში შევიტანოთ (27,2) ოპერატორი, რომელიც გავშალოთ მწკრივად 

და, ტ/-ს სიმცირის გამო, წევინარჩუნოთ მხოლოდ პირველი რიგის უსასრულოდ 

მცირე სიდიდეები; გვექნება 

40+ბ0=() + + #MI+-.+)40() _ + #M+--+)- 

= #0++ (M 4– 49) M+...+ (27,7) 

თუ ამ გამოსახულებაში გადავალთ ზღვარზე, როცა 4#4ჯ1->0, მივიღებთ ჩვენთვის 

უკვე კარგად ცნობილ ფორმულას 

ძ4(0 – CV, 4). (27.8) 
ძ 

ახლა ვიპოვოთ მატრიცული ელემენტი ჰაიზენბერგის წარმოდგენაში. ცხადია, რომ 

ამ წარმოდგენაში 
” 

4ოა(0= | ბთ 40 %იოძ. (27,9) 

გამოვიყენოთ (27,4) ფორმულა და „74() ჰაიზენბერგის წარმოდგენის ოპერატორი 

გამოვხატოთ შრედინგერის 4 ოპერატორით; გვექნება 

#თი(0= | 9”(0(§+48) ბ,(ი ძ-. დ7,10) 

განვიხილოთ ბაზისი, რომლის ფუნქციები ენერგიის ოპერატორის საკუთარი ფუნქ- 
ციებია, მაშინ (27,8) ფორმულის თანახმად მივიღებთ 

#4იოი('()=4თი ეთი , (27,1 1) 

სადაც თ„ფე ბორის სიხშირეებია ხოლო #»„ა= #,ფი(0) ღროზე დამოუკიდებელი 

მატრიცული ელემენტები განისახღვრება ფორმულით 

4თა= | ზი(ი 4სა(ო ძი”. (7,12) 

მაშასადამე, ჰაიზენბერგის მატრიცული ელემენტები აღებულია შრედინგერის ოპე- 
რატორიდან სტაციონარული მდგომარეობის ტალღური ფუნქციების მიხედვით. 

§§



(27,11) ფორმულიდან ცხადია, რომ 

ძ/#»»() 

ძი 

რომელიც წარმოადგენს ჰაიზენბერგის წარმოდგენის ოპერატორის წარმოებულის 

ფორმულას ენერგეტულ წარმოდგენაში. 

=1?0თი4თი!) (27,13). 

სავარჯიშო მაგალითები 

=-ს ა)=-ს თ-ს 
მატრიცების საკუთარი მნიშვნელობები. ამისათვის საქიროა ისისი დავიყვანოთ დიაგონალურ სა- 

ხეზე. რადგან ძვ-ს უკეე აქვს დიაგონალური სახე, ამიტომ აშკარაა, რომ მისი საკუთარი მნიშვ- 

1. მოვძებნოთ 

ნელობებია +1. ვაჩვენოთ, რომ იგივე საკუთარი მნიშვნელობები აქეს ძ, და “ს მატრიცებსაც. 

ამ მიზნით გამოვიყენოთ ზემოთ მიღებული შედეგები. ჩეენს შემთხვევაში ჩეც=“-42= 0, 4,:= 

=/7,1=1, ამიტომ (24,5) განტოლებას ექნება სახე 

I-ი 1 

| 1 –ი 

0ე)=4;1=1, ძვ= 4::=-- 1, მაშასადამე, დიაგონალზე მოთავსებულია 1 და -- 1; ასე რომ საკუ- 

  

=0, ე. ი, 02=1, 

თარი მნიშვნელობა ყოფილა +1. სავსებით ანალოგიურად თყ-ისათვის, რადგან 47,=#;,=9, 

ჯეფ) და 4: 5=!' (24,5) განტოლება მოგვცემს 

  
=0, ე. ი. ც?1=1, 

  L( –«ძ 

საკუთარი მნიშვნელობები ისევ +1-ის ტოლია. 

ახლა მოვძებნოთ ის უნიტარული მატრიცა 5, რომელიც თძ;:-ს დაიყეანს დიაგონალურ სა- 

ხეზე. ამისათვის შევიტანოთ ფესვების მნიშენელობა (24,4) განტოლებაში. შევიტანოთ ჯერ 

ძუ=+1. გვექნება სისტემა: 

–5)+5:=0, 

51–53=0, 

საიდანაც 5კ=5ჯე, ე. ი. თანახმად (24,7)-სა, 5)1=5)კვ, მეორე ძ=-–-1 ფესვის შეტანა მოგვცემს 
§:)=- 5ჯ. ამგვარად 

§ §, §-( 11 )) 
5, –5ა, 

გამოვიყენოთ უნიტარობის პირობა 55+=1. ეს პირობა გაშლილი სახით ასე დაიწერება: 

(თ _9)(§ _%)-ტ 9 
5 59 / საც 5: 9.1 

თუ ჩავატარებთ გამრავლებას და გავიხსენებთ, რომ მატრიცები ტოლია, როცა მათი ყველა შესა– 

ბამის0 ელემენტი ტოლია, მივიღებთ შემდეგ ტოლობებს;: 

2(5,)1=1, 55:55: =0, 5,5: –5:8,=0 და 2(5,1ბ=I, 
საიდანაც გამომდინარეობს: 

1 1 
5= ++5 ((თ, 5ი=2>-75 იჩ 

აქ თ და 8 ნებისმიერი ფაზებია, ამგვარად 

§-. 1 (ი (Iთ) თი) 

_ “თ 7 2 VიXიV0), –იXი()/. 
ჩზ



ადეილად შევამოწმებთ, რომ მართლაც 50:5+ წარმოადგენს დიაგონალურ მატრიცას +1 საკუ- 

თარი მნიშვნელობებით. როგორც ვხედავთ, უნიტარული მატრიცები, რომლებსაც მატრიცა დაჰყავს 

დიაგონალურ სახეზე, მრავალი ყოფილა. აშკარაა, რომ რადგან თ და #8 ნებისმიერებია, ამიტომ 

შეგეიძლია ავიღოთ თ=/#0=0, მაშინ გეექნება 

§ 1 1 1 

->--75 ს –)1/. 

2. რატომ არ შეიძლება ამ უნიტარული მატრიცით 0. 9 ი. მატრიცების ერთდროულად 

დიაგონალურ სახეზე დაყვანა? 

1. ვაჩვენოთ, რომ ძა თ” ძ, მატრიცები ერმიტულებიც არიან და უნიტარულებიც. 

4. ვაჩვენოთ, რომ მსგაესი გარდაქმნის დროს დეტერმინანტი არ იცვლება, 

ამოხსნა: მართლაც, გეაქვს 

8=C4C-). CC-1=1 

განვიხილოთ ამ ტოლობის დეტერმინანტი 

LX! (8)=1/ (C) IXI (4) LXI! (C-–!). 

რადგან CC-1=1, ამიტომ IX/ (C) #M6/ (C-1)=1 და მივიღებთ 

02! (C4C-1)=1#! (#4). 

5. ეთქვათ მოცემული გეაქეს მეორე რანგის მატრიცა 

იხ 

4 -ს ი 

სადაც თ, ხ, ძ ნამდვილი რიცხეებია. ვიპოვოთ ამ მატრიცის საკუთარი მნიშენელობები იმ პირო–- 

ბის გამოყენებით, რომ 50/,=504/? და #010/ (545“)=L#2! (5475-1) = MM! (477), სადაც 477 

არის 47 მატრიცა იმ წარმოდგენაში, სადღაც იგი დიაგონალურია. 

ამოხსნა: აშკარაა, რომ 

5ი #7=ი-+9ძ, IX-XI 4'=0ძძ--ნ?%. 

თუ 477 მატრიცის დიაგონალურ ელემენტებს აღვნიშნაეთ ი, და /ე-ით, გვექნება შემდეგი პირო- 

ბები: 

§ი 47=09-+ძ=0ი)+7ი 
და 

LI 4=0ძძ-–-ხზ=0)M% 

ან, თუ გამოვიყენებთ ვიეტას თეორემას კვადრატული განტოლების ფესვების შესახებ, მივიღებთ, 

რომ #,ე ღა II მნიშვნელობები მოიძებნება შემდეგი კვადრატული განტოლების ამოხსნით: 

ო"–(5ი 4") + 99I 47=9, 

1 4 
ჩა=> 5ი 4? + 5 (ჯ)-ი« 4“', 

ძ+ძ 0+ძ"? 
=- –- _–-- – ხშ. სა-“ + (“1“) – «,– ატ 

6. გამოარკვიეთ, ექნება თუ არა შებრუნებული შემდეგ მატრიცას: 

(+ ») ი ხ)' 
თ და 6 რიცხეებია. 

7. დავამტკიცოთ, რომ 5ი (48)=5ი (84). 
ამოხსნა: მატრიცის კვალის განმარტებით 

§ი(48)= 2) (48)ჯი= 3. 2) ტი» 8Mი- 
ჩ ი # 

საიდანაც 

ან, რაც იგივეა, 
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მატრიცული ელემენტები რიცხვებია, ამიტომ შეგვიძლია მათი გადასმა. ასე რომ, გეექნება 

5ი (48)=2) » 8Mი 4ი#=87ი(8#4). 
ი. 

8. დავამტკიცოთ, რომ კვალის მნიშვნელობა არ შეიცვლება 5/-ის ნიშნის ქვეშ მატრიცათა 
ციკლური გადასმით, ე. ი. რომ 

§0(48C)=5ი(C48)=5ი (8C#). 

9. ვაჩვენოთ, რომ # მატრიცაზე მსგაესი გარდაქმნის ჩატარებით კეალი არ იცვლება. 

მართლაც, 

50(C4C-1)=5ი (C-1C/4)=50ი (#4). 

10. ეაჩვენოთ, რომ უნიტარული ოპერატორის საკუთარი მნიშენე-–ობა მოდულით ერთის 

ტოლია. 
11. ვიპოვოთ განტოლება, რომელსაც აკმაყოფილებს დროზე დამოკიდებული უნიტარული 

გარდაქმნა 

§(0=6Xი (– + ») · 
ჩჯ 

ამოხსნა: რადგან ჰამილტონიანი დროს ცხადად არ შეიცავს, ამიტომ უშუალო გაწარ. 

მოებით დავინახავთ, რომ 5(/) ოპერატორი აკმაყოფილებს განტოლებას 

05(/) 

მ( 

რომელიც გარეგნულად ემთხვევა შრედინგერის განტოლებას, 

“ს   
M 

=/75(/),



თავი I 

ფისიკ6ურ სიღიღდღეთა ოპერატორებით წარმოდგენა 

მეოთხე თავში განხილულია კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპოთეზა, რომ- 

ლის მიხედვით ყველა ფიზიკურ სიდიდეს კვანტურ მექანიკაში შეესაბამება წრფივი 

ერმიტული ოპერატორი. ნაპოვნია ფიზიკური Lიდიდეების შესაბამისი ოპერატო- 

რების კონკრეტული გამოხატულებანი. 

2 §68გ)კვანტური მეკანიკის ძირითადი ჰიპოთეზა 

როგორც უკვე ვიცით, კვანტური მექანიკის მოძრაობის განტოლებას წარ- 

მოადგენს შრედინგერის განტოლება, რომელიც სტაციონარული მდგომარეობისათ- 

ვის იწერება შემდეგი სახით: 

აარ+ 30 (8–7თ)სთ 0. (28,1) 

ეს განტოლება შეგვიძლია გადავწეროთ ოპერატორული განტოლების ფორმითაც; 

სახელდობრ, გვექნება 

სს თ=#ა4თ, 
(28,2) 

საღაც # ოპერატორი განისაზღვრება ფორმულით 
წ) 2 

898=–- MM გე ჯდ, 
(28,3) 

VV//I 

რომელსაც ჩვენ სრული ენერგიის ოპერატორი ან სტაციონარული მდგომარეობის 

ჰამილტონიანი ვუწოდეთ. ეს ოპერატორი არის წრფივი და ერმიტული. ერმიტუ- 

ლი ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობები ნამდვილია, ამიტომ (28,2) განტოლე– 

ბაში 7 იქნება ნამდვილი სიდიდე. (ცხადია, ეს ასეც უნდა იყოს, რამდენადაც 

შრედინგერის განტოლებაში # არის სრული ენერგია, რომელიც ცდაზე იზომება 

და ამიტომ იგი შეუძლებელია ნამდვილი არ იყოს. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ შრედინგერის განტოლების ამოხსნა და ენერგიის მნიშვ- 

ნელობებისა და ტალღური ფუნქციის მოძებნის ამოცანა ეკვივალენტურია ენერ- 

გიის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების მო- 

ძებნისა. 
აღვნიშნოთ, რომ ფიზიკას საქმე აქვს არა მხოლოდ ენერგიასთან, არამედ 

მთელ რიგ მნიშვნელოვან სიდიდეებთან, იმპულსთან, იმპულსის მომენტთან და 
ასე შემდეგ. ამიტომ ბუნებრივია ვიფიქროთ, რომ სხვა ფიზიკური სიდიდეების 

მნიშვნელობებიც, რომლებიც (ცდაზე იზომებიან, აგრეთვე უნდა წარმოადგენდეს 

(28,2) განტოლების ანალოგიური ოპერატორული განტოლების საკუთარ მნიშენე- 
წ9



ლობებს. მაგრამ ოპერატორს საზოგადოდ ექნება არა (28,3) სახე, არამედ სხვა, 

შესაბამისად განხილული ფიზიკური სიდიდისა. 

ამგვარად, ჩეენ შეგვიძლია დავუშვათ, რომ ოპერატორის საკუთარი მნიშვნე- 

ლობანი ეს ის მნიშვნელობებია, რომლებსაც ამ ოპერატორის შესაბამისი ფიზი- 

კური სიდიდე იღებს გაზომვის პროცესში. 

რადგან ფიზიკური სიდიდის ცდით გაზომილი მნიშვნელობები აუცილებლად 
ნამდვილი რიცხვებია, ამიტომ ზემოთ დამტკიცებული თეორემის ძალით ამ ფი- 
ზიკური სიდიდის შესაბამისი ოპერატორი ერმიტული უნდა იყოს. 

იმის გამო, რომ კვანტურ მექანიკაში სამართლიანია სუპერპოზიციის პრინ- 
ციპი, ფიზიკური სიდიდის შესაბამისი ოპერატორი წრფივიც უნდა იყოს. 

ამჯვარად, ყოველ ფიზიკურ სიდიდეს უნდა შევუსაბამოთ წრფივი ერმიტული 
ოპერატორი. ბუნებრივად იბადება კითხვა, როგორ ვიპოვოთ მოცემული ფიზიკური 

სიდიდის შესაბამისი ოპერატორი. ამ საკითხის გარკვევაში დაგვეხმარება კლასი- 

კური მექანიკა. რადგან კვანტური მექანიკა აიგება კლასიკური მექანიკის ანალო - 

გიით, ამიტომ კვანტურ მექანიკაში დინამიური ცვლადები ისეთივე რჩება, რაც 

კლასიკურ მექანიკაში. ამ ცვლადების თავისებურება ის არის, რომ ისინი ახალ 

მათემატიკურ ბუნებას ავლენენ––გამოიხატებიან ოპერატორებით, 

ზემოთ თქმული წარმოადგენს იმ ჰიპოთეზის შინაარსს, რომელიც ერთ-ერთი 

მნიშვნელოვანია კვანტური მექანიკის სხვა ჰიპოთეზებს შორის; ჩვენ მას კვანტური 

მექანიკის ძირითად ჰიპოთეზას ვუწოდებთ. კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპო- 

თეზა ასე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ: 

ფიზიკური სიდიდეები აიწერება წრფივი ერმიტული ოპერატორებით. ამ 

ოპერატორების საკუთარი მნიშენელობები იძლევა ცდაზე გაზომილი ფიზიკური 

სიდ-დის მნიშვნელობებს, ხოლო ოპერატორთა შორის ისეთივე დამოკიდებულე- 

ბან” არსებობს როგორც ამ ოპერატორების შესაბამის ფიზიკურ სიდიდეებს 

შორის კლასიკურ მექანიკაში. 

ასე, მაგალითად, რადგან კლასიკურ მექანიკაში სრული ენერგია წარმოად- 

გენს კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამს, ამიტომ კვანტურ მექანი- 

კამი ენერგიის ოპერატორი უნდა წარმოადგენდეს კინეტიკური და პოტენციალუ- 

რი ენერგიების ოპერატორთა ჯამს რადგან კლასიკურ მექანიკაში კინეტიკური 
ენერგია იმპულსთან დაკავშირებულია შემდეგი ფორმულით: 

95-21 Cთ+ი:+იშ, (28,4) 
2) 24 , 

ამიტომ კვანტურ მექანიკაში კინეტიკური ენერგიის ოპერატორი იქნება 

კ, _ = 2 

ამასთან, შემდგომში, რადგან »-ით მაგნიტური კვანტური რიცხვი გვე ქნება აღნიშ- 

ნული, მასას ს-ით აღვნიშნავთ. 

კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპოთეზის თანახმად მოძრაობის კვანტურ 
განტოლებას მივიღებთ, თუ კლასიკური მოძრაობის განტოლებაში 

, (28,5) 

-=-C +V 4 (28,6) 

გადავალთ ოპერატორებზე, ე. ი, დავწერთ 

ძი



# ”« 

94. 94 _ ,ჩ,4, (8,7) 
თ ძ 

სადაც # ჰამილტონის ოპერატორია. (28,7) გამოსახულება ჩვენ უკვე განვიხი- 
ლეთ როგორც ოპერატორის დროითი წარმოებულის ფორმულა. 

სრულიად ანალოგიურად დავწერთ კვანტური მექანიკის სხვა ფიზიკური 

სიდიდეების ოპერატორებსაც. 
ამის შემდეგ მთავარია კონკრეტულად მოეძებნოთ ფიზიკური სიდიდეების 

შესაბამისი ოპერატორების გამოხატულებანი. 

ფიზიკური სიდიდეების შესაბამისი ოპერატორების კონკრეტული სახის და- 

სადგენად, როგორც ოპერატორთა და მატრიცათა თვისებების განხილვის დროს 

დავინახეთ, საჭიროა წარმოდგენის შერჩევა. 

ჰამილტონის ოპერატორში შედის ორი წევრი, რომელთაგან პირველი შეი- 

ცავს ლაპლასიანს, მეორე კი წარმოადგენს პოტენციალურ ენერგიას ლაპლასიანი 

შეიცავს კოორდინატების მიხედვით წარმოებულებს, პოტენციალური ენერგია კი 

ოპერატორი არ არის, ან, როგორც ამბობენ, „გამრავლების ოპერატორია“ 78 =%I. 

ასეთი თვისება კი აქვს დამოუკიდებელ ცელადს და ამ (კვლადის ფუნქციას. ამი- 

ტომ ჩვენ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ წ2 ოპერატორი დაწერილია კოორდინატულ 

წარმოდგენაში. მართლაც, იგი შეიცავს კოორდინატების ფუნქციას, კოორდინა- 

ტების მიხედვით წარმოებულებს და მოქმედებს თ-ზე, რომელიც აგრეთვე სიერცულ 
კოორდინატებზეა დამოკიდებული. მაშასადამე, როდესაც შრედინგერის განტოლება 

დავწერეთ ჩვენ „შემთხვევით“ აგვირჩევია „კოორდინატული წარმოდგენა“. ამ 

წარმოდგენაში დამოუკიდებელი ცვლადები, რომლებზედაც დ ფუნქციაა დამოკი- 
დებული, არის სივრცული კოორდინატები; კოორდინატები და მათი ფუნქციები 
გამრავლების ოპერატორებია, ხოლო ყველა სხვა ოპერატორი გამოხატული იქნება 

კოორდინატებზე ჩასატარებელი ოპერაციებით. 
მატრიცათა ენაზე ყოველი ფიზიკური სიდიდის შესაბამისი მატრიცა, თავის 

საკუთარ წარმოდგენაში დიაგონალურია მაშინ, როცა სხეა სიდიდეების შესაბამისი 

მატრიცები დიაგონალური არ არიან. 

რადგან კოორდინატულ წარმოდგენაში L გამრავლების ოპერატორია, ამიტომ 
კოორდინატების საკუთარი მნიშვჩელობების განტოლება ასე დაიწერება: 

VI) = წეV(I)- (28,8) 

ამ განტოლების ამონახსნი იქნება დირაკის დელტა ფუნქცია 

ს,, (-)= 48 C–წ), (28,9) 

სადაც 4 ნორმირების მუდმივია. იგი შეგვიძლია განვსაზღვროთ უწყვეტი სპექტ- 
რის ნორმირების პირობიდან 

+თ 

| 9'რჯიდC, ი)0C=6(---ია), (28,10) 

რომელშიც (28,9) ფუნქციის შეტანით მივიღებთ 4=1. მაშასადამე, 

სC, #,)=8(---) (28,11) 
მიღებული ტალღური ფუნქცია ყველგან ნულია, გა L=L ტ სა. სა იგი უსასრულობა ხლება. ყველგან ნულია, გარდა L=Vე წერტილისა, სადაც 

9)



ქვემოთ ჩვენ განვიხილავთ ფიზიკური სიდიდეების შესაბამის ოპერატორებს 
კოორდინატულ წარმოდგენაში. შემდეგ თავში ვაჩვენებთ, რომ სხვადასხვა წარ- 
მოდგენის ტალღურ ფუნქციებს და ოპერატორებს შორის არსებობს გარკვეული 

კავშირი. 

– § აე. იმპულსის ოპერატორი 

ვიპოვოთ იმპულსის ოჰერატორი კოორდინატულ წარმოდგენაში. ეს ოპერა- 

ტორი სხვადასხვა გზით შეგვიძლია მოვძებნოთ. კვანტური მექანიკის ძირითადი 
ჰიპოთეზის თანახმად კვანტური მექანიკის ჰამილტონის ოპერატორი მიიღება კლა- 

სიკერ ჰამილტონიან ში 

1 
2 (0:+/08+ #:) + M”(წ #) (29,1) 

ოპერატორებზე გადასვლით; შედეგად მივიღებთ (28,3) ოპერატორს, საიდანაც 

ჩანს, რომ იმპულსის ოპერატორს ექნება სახე 

ჩ=-/X (29,2) 
ან მდგენელებში: 

/ 0 , წ ჟ” # ძ 
„ა= -72-, ჩელ=–-?ჩ-, ჩმ,=-–-1:ნ-“-. (29,3) 

” ძ+- , ძყ ” ძ2 

ჩვენ შეგვეძლო აგვერჩია საწინააღმდეგო ნიშანიც, მაგრამ შევთანხმდეთ და იმ- 

პულსის ოპერატორი სწორედ (29,3) ფორმულებით განსახღვრული სახით ავირ- 
ჩიოთ. რადგან კვანტურ მექანიკაში ოპერატორები განსაზღვრულია უნიტარული 

გარდაქმნის სიზუსტით, ამიტომ ასეთი შერჩევა ფიზიკურ შედეგებზე არ იმოქ– 

მედებს. 

იმპულსის ოპერატორის გამოსახულება შეგვიძლია ვიპოვოთ პუასონის კვან- 

ტური ფრჩხილების დახმარებითაც. კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპოთეზის 

თანახმად პუასონის ფუნდამენტურ ფრჩხილებს კოორდინიტულ წარმოდგენაში 

ექნება შემდეგი სახე: 

Iნი =1=2/. (9 L=1, 2, 3), (29,4) 
ეს ფრჩხილები :იღება ოპერატორებიდან და მაშასადამე, ისინი თითონაც ოპერა- 

ტორს წარმოადგენენ, რომელიც მოქმედებს ს ფუნქციაზე. განვიხი-ლოთ ერთგან- 

ზომილებიანი შემთხვევა; მაშინ Iჩ., 21=1 და პუასონის კეანტური ფრჩხილების 

(16,24) განმარტების ძალით გვექნება 

+L ».ნ–”»|V=ს (29,5) 

ამ ოპერატორულ განტოლებას კი აკმაქოფილებს 0.= –:ჩ >. ასევე. ადვი- 

ლაღ ვიპოვით დანარჩენი ორი მდგენელის ოპერატორებსაც. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ იმპულსის ოპერატორი ერმიტული ოპერატორია. კოორ- 
დინატულ წარმოღგენაში იგი დაკავშირებული აღმოჩნდა გრადიენტთან. 

ვიპოვოთ ახლ, იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი 
მნიშვნელობები. ამისათვის საჭიროა დავწეროთ სსკუთარი ფუნქციებისა და საკუ– 

თარი მნიშვნელობების განტოლება 

92



ი ს,(თ, ყ, 2)= მზე(X, ყ. 2) (29,6) 

მ; ' 
1, 1, M ერთეულოვანი ვექტორებია „«, ყ, და #-ღერძების გასწვრივ. (29,6) განტო- 

ლება მიიღებს სახეს: 

ნ „ძ · 1) · · +( | 0) 9.4 >) M,(», V, 9) = 00-+1ი/)+Mი,)ბეC, ყ, თ. (29,7) 
ჯ მს მყ 02 

შევიტანოთ ხ-ს მნიშვნელობა და გავიხსენოთ, რომ დ =I –კ) –+'> სადაც 
«§ /V 

ამ განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სამი ფუნქციის ნამრავლის სახით: 

  

ს, = ბი, (2) ბ,, (V) ზი, (2, C9,8) 
თუ შევიტანთ (29,ზ8)-ს (29,7)-ში, მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

ძირ + „ათ, 

რაი > ჩ:'სი, (2). 

ამ განტოლებების ამონახსნებს ექნება სახე: 

ჯჩიV 36? (29,10) "ი. 

ზი, (2) =0,6" , ზი,(ყ)= 0:06 სი, (2)= ძეტ 

ახლა საჭიროა განისაზღვროს საკუთარი მნიშვნელობები ი;, /კ, 0,. საკუ- 
თარი მნიშვნელობების განსაზღვრის საშუალებას მოგვცემს სასაზღვრო პირობები 

(სტანდარტული პირობები). (29,10) ფუნქციები უწყვეტია და აქვთ უწყვეტი 
წარმოებულები, ასევე ისინი ცალსახა ფუნქციებია ეს ფუნქციები მხოლოდ და 

მხოლოდ მაშინ შეიძლება სასწული არ ყოფილიყო, #,, მ), 0, წარმოსახვითი 

რიცხვები რომ იყოს. მაგრამ ი ოპერატორი ერმ-ტულია, მაზასადამე, ჯ#,, ჩ,, #0, 

ნამდვილი სიდიდეებია. (29,10) ფუნქციები ამიტომ სასრული იქნებიან ნებისმიერი 
მ... მე, 0;-სათვის – თ და + თ შუალედში, ე. ი. იმპულსის ოპერატორის 

სპექტრი ყოფილა უწყეეტი. (29,10) ფუნქციებში განსასაზღვრავი დაგვრჩა C,, C,, 
ივ მუდმივები. რადგან იმპულსის ოპერატორის სპექტრი უწყვეტია, ამიტომ ნორ- 
მირება უნდა მოვახდინოთ დირაკის ღელტა ფუნქციაზე სახელდობრ, უნდა 

გვქონდეს 
+თ=თ 

| %2:49სი,(2)02=ბ(ი;–იი. 

თუ შევიტანთ ფუნქციების მნიშვნელობებს, მივიღებთ: 

4: 4 C0;:-ი,)» 
I კ01% ” 0959=06(0:–ი.)- 

გავიხსენოთ (11,11) ფორმულას, მაშინ გვექნება:



დ2»გ (55->) =8(0:–/.). 

მაგრამ ი>0 დროს ბ(02) =–“ გრა, ამიტომ 
თ 

2»606(0,--ჩ») =C%0;--:), 
თუ ამ გამოსახულებიდან ავიღებთ ინტეგრალს, გვექნება 

2Xჩ01=1. (29,11) 

ამგვარად, იმპულსის სკალაზე ნორმირებულ ფუნქციას ექნება სახე: 

'ი.ჯ 

რთა. (დ) = ლან) ებ (29,12) 

სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ იგივე მნიშენელობას ი, და 0, კოეფიციენტები- 

სათვის, ხოლო სრული საკუთარი ფუნქციისათვის (29,8ვ) ფორმულის თანახმად 

გვექნება 
3 0.X+ჩყ9+»9 

(29,13) დ%,(თ, ყ, ი=(2,ჩ) 6 

ანდა 

' დო 
სო=(0»ნ) “ა (29,14) 

რომელიც წარმოადგენ,” ბრტყელ ტალღას. მაშასადამე, იმპულსის ოპერატორის 

საკუთარი ფუნქცია ყოფილა ბრტყელი ტალღა. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. დავამტკიცოთ, რომ (07, X 1= იი/“). 
4 / #4 –_–_ 

2. ეაჩვენოთ, რომ კომუტატორი #6 –- X#, სადაც # = V“V იც? +ჩ“ ტოლია შემდეგი 
ჯ 

გამოსახულებისა 

(ი. 
#4 

წ 

#ჩ # 

ნXI-X5= 

მითითება: წ-ა ოპერატორი უნდა გაეიგოთ, როგორე V + 02 ფესვის მწკრივად 

გაშლა. 

3. დავამტკი,: , რომ ი =|ტ1 ძ _% დავამტკიცოთ, რომ (0ჯ, /(X)) I» 3> I |-+ 

9 § 30. ნებისმიერი ფუნქციის ბაშლა იმაულსის 

ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების მისედვით 

რამდენადაც ჩვენ ვიპოვეთ იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები, 
შეგვიძლია გამოვიყენოთ (13,10) ფორმულა და ნებისმიერი X"C) ფუნქცია გავ- 
შალოთ ამ საკუთარი ფუნქციების ფურიეინტეგრალად, 

გვექნება 
+თ ' 

1 კი. 
#რო=-- XV, I ი(იX მ. კი, (30,1) 

# –თ 
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სადაც ფურიეკომპონენტი ი(ი) განისახღვრება ფორმულით 

თ(ი)= –– 1 რ _1" ძ. (30,2) 0256) 1. · , 
  

ამ ფორმულებში ძნ =ძი.,ძიკძი, იმპულსური სივრცის მოცულობის ელემენტია. 

იმპულსის ოპერატორის საკუთარ ფუნქციებად გაშლის ფორმულები ადვი- 

ლად შეიძლება გამოვიყვანოთ დირაკის აბსტრაქტული სივრცის მეთოდის გამო- 

ყენებით. ჩვენ ვიცით, რომ XV) =(IIM). მოვახდინოთ ერთეულოვანი 

| იიIიX(01 =1 (30,3) 
ოპერატორის ჩასმა; გვექნება 

(== | (C-|ნ)(ი| წაძი. (30,4) 
(15,29) ფორმულის თანახმად (L| ს) ფუნქცია გამოხატავს (29,14) ბრტყელ ტალ– 

ღას, ამიტომ (30,4)-დან მივიღებთ 

+თ ჯი 

#0 =   

ოღონდ დირაკის მეთოდის გამოყენების დროს უნდა გვახსოვდეს, რომ ფუნქცია 

და მისი ფურიეკომპონენტი ერთი და აგივე ასოთია აღნიშნული და მათ შორის 

განსხვავებას მიუთითებს მხოლოდ არგუმენტი. 

სრულიად ანალოგიურად (30,2) ფორმულას მივიღებთ შემდეგი ტოლობიდან 

+თ 

(ილ =. | (იI0C-|ჯაძი. (30,6) 

მართლაც, რამდენადაც. (9I-) = (#I01"= 6ჯC), მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას. 

ა § 3I. იმპულსის მომენტის ოპერატორი 

ახლა ვიპოვოთ იმპულსის მომენტის შესაბამისი ოპერატორი კოორდინატულ 

წარმოდგენაში. რამდენადაც იმპულსის ოპერატორი ნაპოვნი გვაქვს, მომენტის 

ოპერატორის სახის დადგენა სიძნელეს აღარ წარმოადგენს. 

ნაწილაკის იმპულსის მომენტის ოპერატორის მოსაძებნად გავიხსენოთ, რომ 

კლასიკურ მექანიკაში ნაწილაკის იმპულსის მომენტი რაიმე ცენტრის მიმართ განი– 

საზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

I =IIXVს), (31.1) 

ან, მდგენელებში, 

ს=ყ0,-#/იყ, 

ხყ= 80მ,--Xი,, (31,2) 

ს =ქ2მცს-ყიმ:, 

სადაც L ნაწილაკის რადიუსვექტორია, 9 კი–-მისი იმპულსი. კვანტური მექანიკის 

ძირითადი ჰიპოთეზის თანახმად, იმპულსის მომენტი იგივე ფორმულებით განი- 
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საზღვრება, ოღონდ ჩვეულებრივი სიდიდეების ნაცვლად უნდა ვიგულისხმოთ სათა- 

ნადო ოპერატორები; თუ გავიხსენებთ იმპულსის ოპერატორის გამოსახულებას, 

მივიღებთ, რომ იმპულსის მომენტის მდგენელების ოპერატორებს „ჯ-წარმოდგე- 

ნაში“ აქვთ შემდეგი სახე: 

_ი0> 5) 

ს=+( 73 22 (31,3) 

ს-2-1-2) 
სანამ. საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების მოძებნაზე გა- 

დავიდოდეთ, შევისწავლოთ მომენტის ოპერატორის ზოგადი თვისებები. 

ვიპოვოთ მომენტის პროექციების კომუტაციის თვისებები კოორდინატებთან, 

იმპულსებთან და ა. შ. თუ გავიხსენებთ პუასონის ფრჩხილების (16,16) თვისებას 
” ს) რ – 

და, რომ |(ი,,სI=I>/, თა1=0 ასევე (0, >,1=6,», მივიღებთ: 

II ჯI = Iყნ,, თ) (20, თ)=0, 

V„V 

II, VI= I2 მ.,VI – თ V)=9, (3,4) 

IL, 2) = Iჯ ჩ,, 2 I/?., #) = 

ასევე , 
I» ყ)= IV ' ჩ) _ IM ყ)=–-2 ' VყI =–-ჩწ ც) 5) 

II, 2) = I60ჯ, 2) –– (20,, 21=– (ი,, #)ლ– –> 

და ა. შ. ადვილად დავინახავთ, რომ საზოგადოდ §,„იე ტენზორის დახმარებით 
შეიძლება დავწეროთ? 

უ–_–_.. (31,6) 
ასე, მაგალითად, 

(წი. თ)=– მაიაზე =, II.,21=– 83:>:=Vყ და ა. შ. 

ახლა ვიპოვოთ მომენტისა და იმპულსის თ მატორის კომუტაციის ფორმულები. 

თუ გავიხსენებთ, რომ (<>V/ თ|-7 უღ). ზეექნება: 

ბი? ძ , , 

სი ჩ-)=- -“-1.=-–=– (0, -– ი) = 0, 1(.M) 2» ჯ პ» Vნ 2ჩყ, 

I, ჩ)=- 5 დთი.–თხ)=0, (3),7 
ძყ 

I, > == თწს– Vნ.)= 0 
ძ2 

  

;' · 

მ/ოი-ტენზორის თჟეისებების შესახებ იხილეთ: ვ. მამასახლისოვი, გ. ქილაშვილი, თეო- 
რაული ფიზიკა, 1 შექანიკა, 1967, 
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ასევე , ა გ 
4 4 
V., ჩე)ლ––-1=- -“ ფV96, ი ე)=-–-/,. ჯ ყ ბ, + მწ ყი #ჩნ,) 27; 

ან ზოგადად, 

,ნ»1=– 6,აე ხი. (31,8) 

, 
ვიპოვოთ ბოლოს III 1) ფრჩხილების გამოსახულება. აშკარაა, I. 7) = 

#/ # წ 

= LI MI = II, I,1I==0· შემდეგ, (31,8) ფორმულების გათვალისწინებით ადვილად 

მივიღებთ 

ჩა სა რჩ # ჩა რ # ტ ჩ 

IL, IM 1=IIჯ, 2 0-–- ნ.) = II,, 20.) – IV ჯ0;| = 

M # ი # # # ' 

= LI„, 2)?» <2 ჩ,)ლ–8/3 V ჩ.+>6,#ი=Vნ--თჩ,= = (31,8ე 

სრულიად ანალოგიურად მიიღება ფორმულები M, I 7,-ის სხვა კომბინაციები- 

სათვის; ასე, რომ, სახოგადოდ, შეგვიძლია დავწეროთ: 

I მი) =–- მირ: (31,9) 

მიღებული ფორმულა გვიჩვენებს, რომ მომენტის მდგენელების ოპერატორები 

ერთმანეთთან კომუტატური არ არის, ე. ი. მათ არ შეიძლება ჰქონდეთ საერთო 

საკუთარი ფუნქციები. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მომენტის კვადრატის ოპერატორი კომუტატურია მო- 

მენტის მდგენელების ოპერატორებთან. მართლაც, რადგან 

„ას,„... (31,10) 

თანახმად (16,16) ფორმულისა გვექნება 

” M #4 ი # # V" (XI #/ 

III, 1) = II, 1,I+ II ს) +, ბ1L.)= 

რტ ”M წ3 # ჩ # ი # 4 #/V ტიტი 

= 1 II, სI+ IL, (11 + '.I 7; +ILI, წუ (31,11) 

თუ გამოვიყენებთ (31,9) ფორმულას, მივიღებთ 

რ # " რ# ი რ #რ# ი! # 

(I, სც =–/:(> I + (ყა) 89:1(ყ (++ 1:Iს)= 

= სხს+1ს–0, 1 + ს)=0. 61,123 

სავსებით ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 1,, 7 მდგენელებიც კომუტატურებია 
1?-თან; ამგვარად, გვაქვს 

#, # #/ # M" # 

II?, 1-1=L(I?, 1,)= II, 1.1=0. (31,13) 

რადგან I I 7, ოპერატორები ერთმანეთთან კომუტატური არ არის, 

ამიტომ საერთო საკუთარი ფუნქცია შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ “2 და მომენტის 

რომელიმე ერთ მდგენელს. 
ჩვენ ვხედავთ, რომ პუასონის კვანტური ფრჩხილების გამოსახულებანი ფი- 

ზიკური სიდიდეებიდან სავსებით ისეთივეა,ა როგორც კლასიკურ მექანიკაში, 
ოღონდ კვანტურ მექანიკაპი ნაცვლად ამ სიდიდეების, განიხილება მათი ოპე- 
რატორები. 

7. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 97



§ ვი, მომენტის ოპერატორი სფერულ კოორდინატებში 

მომენტის ოპერატორისათვის ხშირად ხელსაყრელია სფერულ კოორდინატებზე 

გადასვლა. ამ მიზნით შემოვიღოთ სფერული კოორდინატები: 

2=4- 510 0005დი, 0<7=Cთ 
2,1 

Vყ=7ჯ5005)დ, 0<:0<7» (32,)) 

#=#0058, 0=დთდ=<2% 
ან, რაც იგივეა, 

თ + ?ყ=7 510 063!9 (32,15 

6თ=“- 00§ 0: 

განვიხილოთ ოპერაცია 2, გვექნება 

დ 

0. _ 0ძთკ ძმ _ -0 02. (32,2) 
მდ ძღაძდ ძIძდ 02 0დ 

რადგან %  _ „ყემეი დ=–-V 9 “ვი 0 C0§ დ=> და % _ი, ამიტომ 
ძდ ძდ ძჯ 

უკანასკნელი ფორმულა მიიღებს სახეს! 

მ _ფ,ფ90  ყ.მ. (32,3) 

ძდ ძყ ძ>» 

მაშასადამე, თუ გავიხსენებთ (31,3) ფორმულას, შეიძლება დავწეროთ 

ს= 4952, (2,4) 
ბჯ ძდ” 

ამგვარად, მომენტის # მდგენელის ოპერატორი გამოვხატეთ სფერულ კოორდი- 

ნატებში, დანარჩენი ორი მდგენელის გამოსახატავად სფერულ კოორდინატებში 

ხელსაყრელია ჯერ > +#7, კომბინაციების გამოხატვა ამ კოორდინატებში. თუ 

გავითვალისწინებთ (32,1) ფორმულებს, ადვილად მივიღებთ 

0. _ მ მძ» მ ძყ მ ძ2 99%, 0ყV, ბ% _ 
ძს “ძი მი ძმყმმი ძ;:ძი 

9. ძ ძ <0 + 'ხ3ლლვა. (32,5) 
9 (« ძთ მყ) მ 

(31,3) ფორმულებიდან შევადგინოთ (1 + II) კომბინაცია. მარტივი დაჯგუფების 

შემდეგ მივიღებთ 

ძ. + #)ტ=% | «2 +:9 –(+ ი. (32,6) 
0Xჯ 

(32,11) ფორმულების დახმარებით გვექნება 

ტ # ჩI 

0, + 2) 9= ჩ4 წ 2-2 ცი 0 2 + 
V 

, "I 1 
«+ #76 608 0 მს _ კენ 2) =ჩ 44 | ?(დ-– IV) 6ხე გ9 + 

ძ» ძ2 მყ



+(-–-2ყ)ბLყ ცი , 8100 2) =ჩ-6“% | იხ 0 | ჯ % 21) +: 
ი» ძ2 ძ>2 ძV 

+ 1609 ( თ ილი) #ხ9 ი”). (32,7) 
ძ>» ძ2 

თუ გავითვალისწინებთ (32,5) ფორმულას, შეიძლება დავწეროთ 

რ # (დ ძმ + 6 ძ 

C> + მ.ხ.) = ჩჭტ | 28 ' 30Lფ XL (32,8) 

  

(31,ვ1) ფორმულიდან ჩანს, რომ 1. და სყ წმინდა ვითარსი სიდიდეებია, ამიტომ 
# ჩ) # ” 

02 + 4)” =( – 1 + შყე)ლ=–0, – 1) და, მაშასადამე, (32,8) ფორმულის თა- 

ნახმად 0. –_ 2) ოპერატორისათვის სფერულ კოორდინატებში მივიღებთ 

0. _ ში) =–წჩნ «4! + – «ისგ0 2-ს, (32,9) 

(32,8) და (32,9) ფორმულებიდან შეიძლება განვსაზღვროთ I. და შ-ის სახე სფე- 

რულ კოორდინატებში; რადგან შემდგომში ამ ოპერატორების გამოსახულებებს 

სფერულ კოორდინატებში არ გამოვიყენებთ, ამიტომ ამ განსაზღვრაზე აღარ შევ– 

ჩერდებით. 

ჩვენთვის დიდი მნიშვნელობა ექნება მომენტის კვადრატის ოპერატორის სახის 

დადგენას სფერულ კოორდინატებში. ამას ადვილად მოვახერხებთ (32,8) და (32,9) 

ფორმულების დახმარებით; მართლაც, ადვილად შევამოწმებთ, რომ ადგილი აქვს 

შემდეგ იგივეობას. 

#” M # # წ ტრ ” რი ტ# ჩრ #ტ # 

I = 0) + + ს=(1:+L ?/ც) (2 –-11ე)– %(Iც(2 – 12 ს) + ს (32,10) 

ან, (31,8) ფორმულის თანახმად, 

M= 0+ #,) 0, 4)–ჩმ, + 1. (32,11) 

ვიპოვოთ ჯერ 0.+ M)(L. = წ) გამოსახულება. თანახმად (32,8) და (32,9) ფორ- 

მულებისა შეგვიძლია დავწეროთ: 

0» + (ს) 0. -–))ს= 
| II <-MMიშ) 9 კ ჯახყმ >) | „რ 9% –6(- რამ 2) I" ც2,12) 

08 ძდ ძმ ძდ 

გაწარმოების ოპერაციის ჩატარების შემდეგ მივიღებთ 

0+9) 01 – შე= –- ხმ % + იი09 4 ი9ნ09 მ 32,13) 2 + 7) 0) – 9,)= -- 9 _ს| ახ-09 | ეცხლ XV. , 
7 ' L ი ძმ 8 ძ»" 23, ( 

თუ შევიტანთ (32,13) და 1, =-– = 2 გამოსახულებას (32,11)-ში, გვექნება 
? ძდ



#· 
·   აბ! “ე დს 1 =>) (82,14) 

  

L ძი? სოფი ძდ? 

ან 1 
(მ= – ჩ?ტი, (32,15) 

სადაც 

1 მ/. ძ 1 იძ? 
პაც ა= –/ ყვის –– 32,16 
საასაასუუ 2ნ / ' 31050 ძი? 2,1 

არის ლაპლასის ოპერატორის კუთხური ნაწილი. მას ხშირად ლეჟანდრის ოპერა- 
ტორსაც უწოდებენ. ამგვარად, მომენტის კვადრატის ოპერატორი ლეჟანდრის 

ოპერატორთან დაკავშირებული ყოფილა (32,15) ფორმულით. 

§ ვვ. მომენტის მდბენელისა და კვადრატის ოპერატორის 

საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიშვნელობები 

რადგან მომენტის კვადრატის ოპერატორი კომუტატურია მომენტის მდგენე– 

ლის ოპერატორთან, ამიტომ ამ ორ ოპერატორს ექნება საერთო საკუთარი ფუნქ- 

ცია. ვიპოვოთ ჯერ მომენტის ჯ; მდგენელის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები 

და საკუთარი მნიშვნელობები. ამისათვის დავწეროთ საკუთარი ფუნქციებისა და 

საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 

7,თ=1,თ. (33,1) 

თუ შევიტანთ 1, = + მივიღებთა 

ათ _ მ. 
იი– ჩ 

ქ, არის მომენტის 2 მდგენელის ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობა. ამ განტო- 
ლების ამოხსნას ექნება შემდეგი სახე: 

(33,1”) 

თ=ი/C.ს) 6Xი (““), (33,2) 

სადაც 6C= 0003L, /(C-., მ) კი # და 0 ნებისმიერი ფუნქციაა. მოითხოვება, რომ თ 

ფუნქცია იყოს უწყვეტი, სასსრულო და ცალსახა ამ ფუნქციის უწყვეტობა და 

სასრულობა აშკარაა. რადგან დ იცვლება 0 და 2» შუალედში, ამიტომ როდესაც 

2 კუთხის შემოწერის შემდეგ «% დაუბრუნდება თავის საწყის მნიშვნელობას, 
6. ფუნქციის ცალსახობისათვის საჭიროა, რომ მისი მნიშვნელობაც (დ-L2X)-ზე 

იის თავს დაუბრუნდეს. ამგვარად, ი(#) ფუნქციის ცალსახობისათვის საჭიროა 
დ? ფუზქცია იყოს პერიოდული 27 პერიოდით, ანუ 

«(დ +2+) = «(დ). (33,2) 

ამ პირობის გამოყენება (33,2)-ზე მოგვცემს 

0CXI) /(რელ > 25 | =თი(%%). 

ეს ტოლობა კი მზოლოდ მაშინ იქნება დაცული, როცა თიი( >-2ი )= 1. ამისათვის 

კი საჭიროა, რომ 
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ს = „ნ, (33,3) 

სადაც + მთელი დადებითი ან უარყოფითი რიცხვია ნულის ჩათვლით, ე. ი. 

#=0, +1, +2, +3+... 

ამგვარად, მოძრაობის რაოდენობის მომენტის მდგენელის (ჩვენს შემთხვევაში #„ 

მდგენელის) საკუთარი მნიშვნელობა იკვანტება., მას შეუძლია მიიღოს პლანკის 
მუდმივის მხოლოდ მთელი ჯერადი მნიშვნელობანი. ამასთან, მისი მნიშვნელობები 

დამოკიდებულია „ს მთელ რიცხვზე. ამ რიცხეს მაგნიტურ კვანტურ რიცხვს უწო- 

დებენ. მაშასადამე, მომენტის » მდგენელის ოპერატორის საკუთარ ფუნქციებს 

ექნებათ შემდეგი სახე: 

«M(«) = C/ (-, ს)0!”7. (33,4) 

შემდგომი მიზნებისათვის მნიშვნელოვანია ამ ფუნქციის მხოლოდ დზე და- 

მოკიდებული ნაწილის “მესწავლა. აღვნიშნოთ 

იჩე,(უ) =C (59. (33,4”– 

ი მუდმივი შეგვიძლია განვსაზღვროთ ნორმირების პირობიდან; რადგან მომენტის 

მდგენელისათვის მივიღეთ დისკრეტული სპექტრი, ამიტომ ნორმირების პირობას 

ექნება შემდეგი სახე: 

2» 

| თათიით = 1. (33,4“) 
ე 

თუ შევიტანთ თ,,-ის მნიშვნელობას (33,4”)-დან, მივიღებთ დ = (2X) “'/2. ამგვარად, 
მომენტის - მდგენელის ნორმირებული ფუნქციისათვის გვექნება 

1 
=-–->= ეი (33,5) 

თიო(დ) V” 2» აას 

(11,3) ფორმულის თანახმად ნათელია, რომ თედ) ფუნქციები ორთოგონალურიც 

არიან, 
ახლა ვიპოვოთ მომენტის კვადრატის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი 

მნიშვნელობები. 1“ის საკუთარი მნიშვნელობა აღენიშნოთ |, მაშინ საკუთარი 

ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

I"X(§, დ) = I?X (0, დ). (33,6) 

თუ შევიტანთ . ოპერატორის გამოსახულებას (32,15) და (32,16) ფორმულებიდან, 

გვექნება 
) ძ(/. +) 1 ძე. I 

–- | 8ა0-- |– ––-–-+ –-V=0. 33,7) 
8100 ი 00 / ' §10?0 იდ? ' ჩ? ' 

ეს კი წარმოადგენს სფერული ფუნქციების განტოლებას. საჭიროა ვიპოვოთ ამ 
განტოლების ისეთი ამოხსნა, რომელიც აკმაყოფილებს სტანდარტულ პირობებს 

(უწყვეტობა, სასრულობა, ცალსახობა). მათემატიკიდან ცნობილია, რომ ამ სა- 

საზღვრო პირობებში (13,7) განტოლებას ამოხსნა აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა 
შესრულებულია პირობა 

  

CV , –- =IC+1)- ვე,” ე =10+1) (33,727 
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სადაც 1 არის მთელი დადებითი რიცხვი ნულის ჩათვლით. მაშასადამე, მომენტის 
კვადრატის საკუთარი მნიშვნელობებისათვის მივიღებთ 

11= ჩ“!(I+1), (33,8). 

ე. ი. მომენტის კვადრატი იკვანტება. 1-ს უწოდებენ აზიმუტალურ კვანტურ. 
რიცხვს. ცნობილია, რომ ყოველი მოცემული 1-ისათვის არსებობს (33,7) განტო– 

ლების წრფივად დამოუკიდებელი 21+1 ამონახსნი. ეს ამონახსნები სფერულ ფუნ- 

ქციებს წარმოადგენენ; ისინი დამოკიდებული არიან ორ მთელ რიცხვზე 1-ზე და 

»1-ზე. ამ ფუნქციებს X,„(0,დ)-თი აღნიშნავენ და განმარტავენ "შემდეგნაირად: 

    თ(0,დ)=(--1)რე // 21+1 (ა! ი 0)გ'ოდ ვვ,9 #9 დ -C- რ XII 0-9 იდი ნაირი _ (9,9 
აქ #Cლ=0,+1, +2, +,..-+ 1, ე. ი. I იღებს სულ 21+ 1 მნიშვნელობას. ეს ფუნ- 

ქციები ორთო-ნორმირებულია პირობით 

დ 92 

I | 7.0, დ)V,»(მ, თ)02=6/,მოთ., (33,10) 

0.0 
სადაც 

C(:=51)ი 0იმძდ (33,11» 
სხეულოვანი კუთხეა. 

(33,9) განმარტებაში შემავალ #,„(005 '6)– ს ლეჟანდრის მიკავშირებულ პო– 

ლინომს უწოდებენ. იგი ლეჟანდრის #,(005 0) პოლინომთან 

_ი - ჯი 9-3 > 2 (-)), (==08 0) (33,12) 

შემდეგნაირადაა დაკავშირებული 

ჩ,ო(60=(0) “ტტ! 7 XVI), (33,13) 

სადაც 0<7#<:/. როცა III > 1, მაშინ, ცხადია, ჯX,,,(§6)=0. ნათელია, რომ ლეჟანდ– 
რის მიკავშირებული პოლინოში ასეც შეგვიძლია წარმთვიდგინოთ: 

  (–13)!+რ” (I1-LII)! “მ. ფო ა 

=–%ი იძია. 2) ილი ნ». (43,14) 
ეს გამოსახულება განმარტებულია I-ის ორივე ნიშნისათვის და –-I<7:<-LL. 
აღვილი დასანახია, რომ ჯ#,ა(6)=#I(C) და შესრულებულია ტოლობა 

ს,უ--0=(-1/”ი”ჩ,ფCდ) (33,15) 

როგორც ლეჟანდრის, ისე ლეჟანდრის მიკავზირებული პოლინომები ორთო-ნორ- 
მირებელი არიან; სახელდობრ, 

#)თ(§)= 

  

+1 
I #ჩ.(0XVCძC = 20) - (33,16) 

და 

+ 2 (0+».! 
?,,,(C)17ჯი, ყძნC- _–_–_ !' გ. 33,17 L7 რიან სი (33,17)



აშკარაა, რომ სფერული ფუნქციებისათვის გვექნება შემდეგი დამოკიდებულება: 

XIXV(9, დ)=(– 1)”XV „(9,დ) (33,18) 
ამ ტოლობის სამართლიანობა ადვილად შემოწმდება სფერული ფუნქციის 

განმარტებიდან და ლეჟანდრ“ის წკავშითე% ლი პოლინომის შემდეგი თვისებიდან: 

0 0» ა, C ნ). (33,19) LI თ(6)=(–1)” მ.» ო 

ასევე ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

1თ(+--მ, >-L დ) =(–-1)(XIV»(0, დ) (33,20) 

მტკიცდება, რომ ადგილი აქვს მეტად მნიშვნელოვან დამოკიდებულებას, რომელ- 
საც შეკრების ფორმულას უწოდებენ. ამ ფორმულას აქვს შემდეგი სახე: 

თ 4! 
# |(თ053 წ)=-" – იბ) ბ) MV XII), დ,)X (მა, ღ.), (33,21) 

2+1 (50 თ“, 

სადაც 0 არის კუთხე (0,, დ,) და (მე, C,) კუთხეებით განსახღლერულ ორ მიმარ– 

თულებას შორის. 

მოვიტანოთ სფერული ფუნქციების გამოსახულება 1-ის რამდენიმე მნიშვნე–- 

ლობისათვის. ავიღოთ 1=0 (#=0), 1=1 (IL+C=0, 1) და 1=2 (1=0, -+1,+2). 

გვექნება: 

  

Xგ-ა(9, დ) =(4X) -9, (33,22) 

X,ი(მ, დ) = V/ ითა ზ, (33,23) 

X,>კ,(9, დ)==+ I/ §– ყ)ი 00>+!Iთ, (33,24) 

X7.ა(მ, დ)= // +> (3 C05“0-–1), (33,25) 

X5ი+|!(0) = -- I/ > 910 0 C080 +!“ , (33,26) 

X-ა+:(0, დ) = I/ §=- 81070 გ +% (33,27) 

ცხადია, კერძო შემთხვევაში, როცა 1#+=0, გვექნება კავშირი 

  

1 

4: ა? 
05 0) = ”Iე(0)- ჰ3,28 X#; (005 0) (7 =-) XI)(0) ( ) 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი რეკურენტული ფორმულები: 

– ო “+L1)((+1-+1) 
0030» ი" 0, =(5 

ა, 9=1- 2+CI)(21+3) დს)? XI+.»(მ, დ)+ 

| (1––2)L)(L-L»I) 
1 

იამ, ვვ,29) ი ათი! XI _1.თ(0; დ) (



0+1+1XL+M%+2) 1)1+#L+2) | ე XIკ1ს ო+)(0/დ) –– Iი მ ჩ 0, = 50 0 თ (ხდ) (| C1+))(21+3) 

_ | რი. =»)0-»-I) | "ი თაC0.9)) გრ, (33,30) 
(21– 1X21+1) 

2 მ0–»+ |” (0, დ) + I+)თ-I"" 
(21-+-1)(21+3) 
  810 0 XI(0, დ) =– | 

: #I-თ -I(9, დ) |“. (33,31) 
| (1+»!)(1+»1–1) 

(21––1X21+1) 

I როგორც ვხედავთ, მომენტის კვად“ატის საკუთარი მნიშვნელობები დამოკი- 
დებულია მხოლოდ ერთ 1 კვანტურ რიცხვზე, მაშინ როცა საკუთარი ფუნქციები 
1უ(9,დ) ორ 1 და # კვანტურ რიცხეებზეა დამოკიდებული. ამიტომ ერთ საკუ- 

თარ მნიშვნელობას შეესაბამება 21+) საკუთარი ფუნქცია, რაც ნიშნავს, რომ 
ადგილი აქვს 21+1 ჯერად გადაგვარებას. კერძო შემთხვევაში, როცა 1=0, მაშინ 

#=0 და გადაგვარება არა გვაქვს. 

ამ პარაგრაფის დასაწყისში აღენიშნეთ, რომ 2 და 4“, ოპერატორებს სა-- 

ერთო საკუთარი ფუნქცია უნდა ჰქონდეთ. ადვილად დავინახავთ, რომ (33,9) 

თ ფუნქცია, რომელიც 1?-ის საკუთარ ფუნქციას წარმოად- 

გენს, აკმაყოფილებს აგრეთვე (33,1მ) განტოლებას. მართ- 
ლაც, თუ შევიტანთ 7”,,(0, დ) ფუნქციას (33,1”)-ში, მივი– 
ღებთ # =1,/ჩ, რაც ემთხვევა (33,3). ამგვარად XI»(0, დ)-ს 

» ინდექსი ყოფილა I|,-ის საკუთარი მნიშვნელობების 

დამახასიათებელი, მაგნიტური კვანტური რიცხვი. 

მოვიტანოთ ზემოთ მიღებული შედეგების გეომეტ- 

რიული ინტერპრეტაცია. (33,8) ფორმულიდან გვაქვს 

III=CნწV 10 +1), (33,32) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ მომენტი არ შეიძლება 

ნებისმიერი იყოს, ხოლო (23,ქ) ფორმულის თანახმად მო- 

მენტის ვექტორს სივრცეში ისეთი მიმართულება უნდა 

ჰქონდეს, რომ მისი მდგენელი §-ღერძზე მხოლოდ და 

მხოლოდ ჯ)ჩ მნიშვნელობებს იღებდეს. ავიღოთ ჟ-ღერძი 

და მის რომელიმე წერტილში მოვდოთ მომენტის ვექტორი. 

შემოვხაზოთ ამ წერტილის ირგვლივ ისეთი ნახევარი წრე, 

რომლის რადიუსია II |=:6ნI/ I1+1), მაშინ მომენტის ვექ- 

ტორი ისეთ ორიენტაციას უნდა იკავებდეს სივრცეში, რომ მას 9#-ღერიზე ჰქონ- 

დეს ხოლოდ %ემღეგი მდგენელები: 
1:=ჩI. წ(– 1),... ჩ, Cს–ზ,... – ჩე 1), – წI. (33,33) 

ჩვენ ვხ ედა;თ, რომ კეანტურ მექ.ნიკაზი მომენტის ვექტორი იმით ხასიათ- 
ღება, რომ, ჯერ ერთი, მას შეუძლია სივრცეში მიიღოს მხოლოდ მკაცრად გან.. 

საზღვრული ორიენტაცია და, მეორე, მომენტის ეექტორის სიგრძე არ ემთხვევა 
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· მის მაქსიმლურ პროექციას |II # 1ჩ. ასეთ ვექტორებს კვანტურ ვექტორებს 

უწოდებენ. 
იმ კერძო შემთხეევაში, როცა 1.1 (33,8) ფორმულის თანახმად შეგვიძლია 

დავწეროთ 1 == 1წ, რაც ბორის დაკვანტვის პირობას ემთხვევა. მაშინ მომენტის 

ვექტორის მაქსიმალური პროექცია მომენტის ვექტორის სიგრძეს უტოლდება. 

მე-3 ნახახზე მოტანილია კერძო შემთხვევა როცა 1=2. ამ შემთხვევაში 

მომენტის სიდიდე III = M/ 2 . 3 სL=.I/ 6 ჩ და მას ექნება მხოლოდ პროექციები: 
ს=2ჩ, 1ჩ,0, –1ჩ, --21, ე. ი. მომენტის ვექტორმა შეიძლება მიიღოს მხოლოდ 
5 ორიენტაცია. ამ მოვლენას სივრცითი დაკვანტვა ეწოდება და, როგორც აღვნიშ- 

ნეთ, იგი ცნობილი იყო ჯერ კიდევ ელემენტარულ კვანტურ თეორიაში. 

პრაქტიკულ შემთხევევაში გამოყოფილ # მიმართულებას წარმოადგენს მაგნი– 
ტური ველის დაძაბულობის მიმართულება. ამ შემთხვევაში 27 განსაზღვრავს მო– 

მენტის პროექციის მნიშვნელობას მაგნიტური ველის დაძაბულობის გასწვრივ. 
აქედან წარმოდგება, სწორედ, მისი სახელწოდება--მაგნიტური კვანტური რიცხვი. 

მომენტებს ხშირად ზომავენ ჩ ერთეულებში, მაშინ (33,8) და (33,1) ფორ- 

მულები მომენტის კვადრატისა და დ მდგენელის საკუთარი მნიშვნელობებისათვის 

მოგვცემენ: 
I1=1((+1), 1, =7- (33,34) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ IL აზიმუტალური კვანტური რიცხვის ფიზიკური შინაარსი 

ისაა, რომ იგი წარმოადგენს მომენტის პროექციის მაქსიმალურ მნიშვნელობას. 

შენიშვნა. აშკარაა, რომ საზოგადოდ, როგორც 4. ისე ” ოპერატორების 

განტოლებებს დააკმაყოფილებს (33,9) გამრავლებული რადიუსის ნებისმიერ ფუნქ- 

ციაზე, ეს ი. ფუნქცია 
7:00 X7,ა(9, დ), (33,35) 

მაგრამ #0) ნებისმიერი ფუნქციის გ-ნსაზღერა მხოლოდ მომენტის ოპერატორე· 

ბიდან შეუძლებელია. ეს იმას ნიშნავს, რომ მოძრაობის სრული დახასიათებისათვის 

კიდევ უნდა არსებობდეს ისეთი მესამე ოპერატორი, რომელც კომუტატურია L. 

და 1?-თან, მაშასადამე, ექნება საერთო საკუთარი ფუნქცია ამ ოპერატორებთან. 

შემდეგში ვაჩვენებთ, რომ ასეთ ოპერატორს ცენტრალური სიმეტრიის ველში 
წარმოადგენ” ენერგიის, ოპერატორის რადიალური ნაწილი. ეს უკანასკნელი კი 

მოგვცემს შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლებას, რომლის ამოხსნი–- 

თაც დავადგენთ 7:ც1-ის სახეს. ამგვარად, ნაწილაკის მოძრაობის სრული ხასიათის 

დასადგენად საჭიროა შრედინგერის განტოლების ამოხსნა. L და 1,-ის საკუთარი 
ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების მოძებნით ჩვენ ვიცით ნაწილაკის მოძ- 
რაობის მხოლოდ კინემატიკერი მხარე. დინამიკური თვისებების დასადგენად კი 
საჭიროა შრედინგერის რადიალური განტოლების ამოახსნა, ამიტომ ხშირად | და 

” კვანტურ რიცხვებს კინემატიკურ კვანტურ რიცხვებსაც უწოდებენ. 
აღენიშნოთ, რომ კვანტურ მექანიკაში იმპულსის მომენტს ორბიტალურ 

მომენტსაც უწოდებენ, ხოლო მის შესაბამის კვანტურ 1 რიცხეს––-ორბიტალურ 
კვანტურ რიცხვს როცა L მოცენულია, მაშინ განსაზღვრულია ორბიტალური 

მომენტის სიგრძე ხ5M/ 10 +-1), ამიტომ, ხშირად, როდესაც ამბობენ მოცეზჟლია 

ორბიტალური მომენტის მნიშვნელობაო, გულისხმობენ რომ განსაზღვრულია 1 
კვანტური რიცხვი. მაგალითად, როცა ამბობენ ორბიტალური მომენტი უდრის 

2-ს, ეს იმას ნიშნავს, რომ 1=2, მომენტის სიგრძე კი ჩყ/ 6 -ის ტოლია. 
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§ ე4, სრული ენერგიის ოპერატორი. ჰამილტონიანი 

ენერგიის ოპერატორი ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი ოპერატორია კვანტურ 
მექანიკაში თუნდაც იმიტომ, რომ შრედინგერის განტოლება–– კვანტური მექანიკის 

მოძრაობის განტოლება –– წარმოადგენს ამ ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და 

საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას 

როგორც კლასიკური მექანიკიდან არის ცნობილი, ჰამილტონიანი ფუნქ- 

ციაა კოორდინატებისა და იმპულსების. მას ველში მოძრავი ერთი ნაწილაკისათვის, 
დეკარტის კოორდინატებში, აქვს შემდეგი სახე: 

=- C01+7+70+X#რ ი. (34,1) 

კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპოთეზის თანახმად, კოორდინატულ წარმოდგე- 

ნაში, ჰამილტონის ოპერატორს ექნება გამოსახულება 

, 2 
ს#=-–- ჩაკ», I). (34,2) 

2. 
სტაციონარულ შემთხვევაში, როცა პოტენციალური ენერგია დროზე ცხადად 

არ არის დამოკიდებული, კლასიკური ჰამილტონის ფუნქცია სრულ ენერგიას ემთხ– 

ვევა. შესაბამისი ჰამილტონის ოპერატორი გამოხატავს სრული ენერგიის ოპერა- 

ტორს, რომელსაც კვლავ # -ით აღვნიშნავთ, ე. ი. 
8 

ი/= M,., „თ. (34,3) 
2. 

როგორც აღვნიშნეთ, ამ ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვ- 

ნელობების განტოლება 

Iს=7#4 (84,4) 
შრედინგერის განტოლებას ემთხვევა; მრედინგერის დროით განტოლებაში 

„ძი , 
უჩ –– =Mბ, (34,5) 

ძ 

კი მონაწილეობს (34,2) დროზე დამოკიდებული ჰამაელტონის ოპერატორი. 
აღსანიშნავია, რომ (34,4ტ განტოლები> საკუთარი მნიშვნელობები სრულ 

ენერგიას წარმოადგენენ. კვანტურ მეჯანიკაში სრული ენერგია არ არის ჯამი კინე- 
ტიკური და პოტენციალური ენერგიებისა. ეს რომ ასე ყოფილიყო, მაშინ, განუზ- 
ღვრელობის პრინციპის თანახმად, ერთდროულად და ზუსტად ვერ გავზომავდით 

კინექიკურ ენერგიას (როგორც იმპულსების ფუნქციას!) და პოტენციალურ ენერ- 

გიას (როგორც კოორდინატების ფუნქციას"); მაშასადამე, ვერ განვსახღვრავდით მათ 
ჯამსაც. მართალია კვანტურ მექანიკაში სრული ენერგიის ოპერატორი წარმოადგენს 
კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ოპერატორების ჯამს, მაგრამ აქ. არა- 

ვითარი წინააღმდეგობა არა გვაქვს, რამდენადაც ოპერატორი მათემატიკური სიმ- 

ბოლოა დღა არაა დაკავშირებული გაზომვის პროცესთან; რაც შეეხება სრული 
ენერგიის ოპერატორის საკუთარ მნიშენელობას, იგი იზომება როგორც ერთი მთლი- 

ანი სიდიდე. 
ისევე, როგორც კლასიკურ მეჟ:ანიკაში, კვანნტურშიაც ამოცანის ხასიათს გან- 

ს.ზღვრაგვს პოტენციალური ენერგია. ჰამ 'ლტონიანში შემავალი კინეტიკური ენერ- 

გიის ოპერატორი 
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ჯ=-=->-24 (34,6) 

ნებისმიერი ამოცანისათვის ერთნაირია; რაც 'შეეხება პოტენციალურ ენერგიას, მას 

სბვადასხვა ამოცანისათვის სხვადასხვა სახე აქვს. ამასთან, პოტენციალური ენერგიის 

კონკრეტული გამოსახულების შესაბამისად, შრედინგერის განტოლების ამოხსნა 

შესაძლოა ხელსაყრელი აღმოჩდეს სხვადასხვა კოორდინატთა სისტემაში. ამ მიზნით 

მეტად დიდი მნიშენელობა აქვს ჰამილტონიანის ჩაწერას ყველა შესაძლო კოორ- 

დინატებში. ამისათვის კი საკმარისია მხოლოდ და მხოლოდ ლაპლასიანის გამოხა–- 

ტულების დაწერა აღნიშნულ კოორდინატებ?ი. 

ლაპლასიან ზებისმერ ორთოგონალურ კოორდინატებმი აქვს შემდეგი 

  

სახე: 1 

#4= 1 | 092 2.) + 
მ იევვ L 0I)ს #ეე 0 

+ 9. (უ'ა + 0 (უა +), (34,7) 
მ. L MM. 0!ი მც ს Mვ მMე 

სადაც 7) Mე, M#ვე ე· წ. ლამეს პარამეტრებია: 

ძთ V , /ძყ ) მ? 1 
IV =| –– –“ I +I– I, (34,8) 
“ >) + (+ "ი" 

ხოლო V,, #:, ე ის კოორდინატებია, რომლებზედაც გესურს გადასვლა », Vყ, # 

დეკარტის კოორდინატებიდან. სფერულ კოორდინატებში #,=#, (:=0, Vვ=თ, 

ხოლო #,,=1, /ეა=7, /ვვ=7- 510 0. 
შედეგად სფერულ კოორდინატებმი ლაპლასი“ ოპერატორებისათვის მივიღებთ 

გამოხატულებას 

  

ტ-.1 9 / =)+“9%, (4,9 
#+ ძ» ი” + 

სადაც 
.... 1 იძ? ტეა= --L 9 (ვენ =–) - 9. ფ4,1თ) 

9? ვეძ ქხს ხუმსაეუ= 
წარმოადგენს ჩვენთვის უკვე კარგად ცნობილ ლეჟანდრის ოპერატორს, 

ჰამილტონიანში სფერულ კოორდინატებზე გადასელა ხელსაყრელია, როცა 

პოტენციალურ ენერგიას ცენტრალური სიმეტრია ახასიათებს. რადგან იმპულსის 

მომენტის ოპერატორის კვადრატი განსახღერულია Iმ=-–-M9%ი,, ფორმულით, ამი– 
ტომ ჰამილტონის ოპერატორი ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრავი ნაწილა- 

კისათვის ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

21 0/,ძ ) ჩ 
აეაეს_ – L + V7LCე- (34,11) 

2), 2 ძე 7 მ» . 2სჯ“ 7 

ჰამილტონიანის ეს გამოსახულება შეიძ ება სავსებით დავამსგავსოთ ცენტრალური 

სიმეტრიის ველის შესაბამის კლასიკურ ჰამალტონიანს, თუ ”შემოვიღებთ შემდეგ 
ოპერატორს: 

  

  

1 იხილეთ, მაგალითად, „ტესზორული აღრიცხვის ელემენტები“ გ. ჭილაშეილი, თს– გამომ- 
ცემლობა, 1978 წ · ' · · 
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ა»,=-ნ =3--#(>+ +). (34,12) 
ძ» მ» + „+ 

მართლაც, რადგან 

ი აე=- ხპ/9 3 (თ, 1ა))=. LL თ. ვ34,13 #Xს= (2 –I(2-+ 58 თ ( ა (84,13) 

გვექნება 
, 1/ „” წ · 

I = იL #M+ -> ) +#C), (34,14) 
2ყ ე" 

როგორც ვხედავთ, », ყოფილა რადიალურა იმპულსის ოპერატორი. 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით ჰამილტონიანის გამოხატულებას სხვა ნე- 

ბისმიერ ორთოგონალურ კოორდინატებშიაც. 

სავარჯიმო მაგალითები 

გამოიკენეთ ლაპლასის ოპერატორის (34,7) გამოსახულება და დაამტკიცეთ, რომ 

1. ცტლინდრულ კოორდინაჯებში (0, თ, 2) მას აქვს შემდეგი საზე; 

-.2(,2)+4 24 
იძ ჩX)1 ი“ ძ 

(M,,=1, M:ა:=0, /(ვე = 1) 
2. პოლარკოორდინატებში სიბრტყეზე (ი, თ) გვექნება 

1 2 

იძიეს ძე/ (ძი 
ვ. პარაბოლურ კოორდინატებში (§. >), «) გვექნება 

(M- 619, .=5+X, M-ლ ) 
% 4უ 

4”ბა/ პპ მ მ 1 ი ბტ=-“ |I|?“(/იი –” ))| 7/უ ი 5429. 
II (>) თ თ)+> მდ? 

§ 35, მრედინბერის განტოლება ფარდობითი მოძრაობისათვის 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით ერთ ნაწილაკს ველში. ახლა შევისწავლოთ ორი 
ნაწილაჯის ფარდობითი მოძრაობა. ვ იქვათ, გვაქეს ორი ნაწილაკის სისტემა », და 

XI მასებით. ამ ნაწილაკების ურთიერთქმედების ენერგია აღვნიშნოთ ”-თი. ცხა- 

ღია, ტომ პოტენციალური ენერგია დამოკიდებული იქნება მხოლოდ ნაწილაკთა 

მორის მანძი=ზე ს), და შესაძლოა დროზე. ასე რომ, /=V(,–/,ი, IL). ამ 

ორი ნაწილაკის სისტემის შესაბამისი კლასიკური ჰამილტონის ფუნქცია ასე დაიწე- 

რება: 
· 2 

სჩ=-+ > 4VC--5, 0, (5,1) 
2ის 27% 

სადაც 0) ღა ს, შესაბამისად პირველი და მეორე ნაწილაკის იმპულსებია. ძირი- 
თაღი ჰიპოთეზის თანახმად განხილული ამოცანის შესატყვისი კვანტურ-მექანიკური 

ჰამილტონიანი მიიღებს სახეს 
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ე? ჩნ? 
= -- ჩი ბ, +7(C,-–ჩჩ, 0; 35,2 

# 2”, 1 2/M) 1წრ ი ი; ( ) 

ბ, და #6, ლაპლასიანებია აღებული პირველი და მეორე ნაწილაკის კოორდინატე- 

ბის მიხედვით. ამის შემდეგ მრედინგერის განტოლების დაწერა ძნელი აღარ არის. 

სახელდობრ, გვექნება 
ნ 0MVC,. ს; 0) _ 

ი 

იმის გამო, რომ პოტენციალური ენერგია დამოკიდებულია მხოლოდ ნაწილაკთა 

შორის მანძილზე და არა ცალკეული ნაწილაკის მდებარეობაზე, ამიტომ შესაძლე– 

ბელია აღნიშნული ორი ნაწილაკის ამოცანის დაყვანა ერთი ნაწილაკის მოძრაობაზე, 
ისევე, როგორც ამას ადგილი აქვს კლასიკურ მექანიკაში. 

შემოვიღოთ იაკობის კოორდინატები: 

MV (ს I, I). (35,3) 

7,I, + ეL2 
IM= სხ, L-= (35,3ი0 

71 +79 

ლაპლასის #ტ, და 4, ოპერატორები განოვზატოთ ამ ახალ (ევლადებში; ამისათვის 

წინასწარ ვიპოვოთ ს=-- ღა 23, => ოპერატორები; გვექნება 
იძ; 

  

1 2 

ძ 0; ი იჯ მძ ძი მძ 
დC =- ი ე- ბონა .--., (35,4) 

1 ში, მდ ძ- %- 00 ძე ძLხ ძო 

საიდანაც მარტივად მივიღებთ: 

” 
:=V,+ -–-–- წ, VIC V- MM 193 (35,5) 

=-V+ “ დღი. V9 კსოლი, VC 

V, და წე ოპერატორების კვადრატში აყვანით ვიპოვით ლაპლასიანებს #, = წ?, 
4,==X2. ასე რომ, (35,2) ჰამილტონიანს ექნება სახე: 

#M=-Mა ჩას” (35,6) 
2V 2M" ” ” 

სადაც #, აღნიშნავს ლაპლასის ოპერატორს ფარღობით IC, V, 2) ვექტორის 

კოორდინატებით, ხოლო #ა-–-–სიმძიმი” ცენტრს IL (X, X, 2) ვექტორის კოორ- 

დინატებით. (35,6) გამოსახულებაში ს დაყვანილი მასაა, ## კი სრულ მასას წარ– 

მოადგენს: 

_ შეიხ 
I = I, +“ (35,7) 

თM + თბი 

პოტენციალური ენერგია სიმძიმის” ცენტრის კოორდინატებს არ შეიცავს, 

ამიტომ მისი მოძრაობა შეგვიძლია ან ცალკე გამოვყოთ, ანდა საერთოდ ამოვაგდოთ 

ათვლის სისტემის ინერციის ცენტრში მოთავსებით. 
შრედინგერის განტოლებას იაკობის კოორდინატებში ექნება სახე 

ს MC. ნი წ”. ნ) 
ჩი) =) “ ს ას) –“-ბიხწM(, IX, ჯ). 35,8 ილი | 2-%++XC0 – 3 3. C ნ, ე.  (35,8)



გამოვიყენოთ „ცვლადთა განცალების ფურიეს მეთოდი და ამონახსნი ვეძებოთ შემ- 

დეგი ნამრავლის სახით: 

V'C, , 1)=%ა(L, ა) დ(). (35,9) 

ეს ფუნქცია შევიტანოთ (35,8) განტოლებაში და შედეგი გავყოთ ამავე ფუნქციაზე; 

მივიღებთ 
2 

1 წ. მხილ 0) ე ჩა სასი #Cდ 01 + 

    

ზი(”, 7) ძL 2ყს. I 
წ 

_“" ა„-თ(იე)= 35,10 + 27(დ(წ) ი (0 = ( ) 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 

ი% 12 L ა ტად, ()– #”C, 04ეC, #0)=1/ტ.C,0, (35,11) 
2ტ 

თდ(წ)=-- 1)” დენ), 35,12 2# ( ( ) 

I1% ენერგიის განზომილების მქონე მუდმივია. 

(35,12) განტოლება აღვილად ამოიხსნება. იგი გამოხატავს სისტემის სიმძი- 
მის ცენტრის თავისუფალ მოძრაობას. მას აკმაყოფილებს ბრტყელი ტალღა 

იი 

  

თია=(02» ს; #4 (35,13) 
სადაც 

ნ? 

#=-2: (35,14) 

წარმოადგენს ინერციის ცენტრის გადატანითი მოძრაობის ენერგიას, ხოლო ნორ– 
მირება მოხდენილია პირობით: 

5« +თ 

I თი.(წ) თ,(წ)ძჩ =2(C”-– ჩნ). (35,15) 

ამგვარად, ამოზსნას ექვემდებარება მხოლოდ (35,1)) +რედინგერის განტო- 
ლება, რომელიც აღწერს სისტემის ფარდობით მოძრაობას. შემდგომში ლაპლა- 

სიანს L ინდექსს ჩამოვამორებთ და ვიგულისხმებთ, რომ იგი აიღება ფარდობითი 

კოორდინატების მიხედვით. მაშასადამე, ფარდობითი მოძრაობის შესასწავლად 
უნდა ვისარგებლოთ განტოლებით 

ცნ + – ბეთ, 0 = M%ე(ი #), (35,16) 
სადაც 

, 2 
#= – Mა+76,) (35,17) 

2 
ფარდობითი მოძრაობის ჰამილტონიანია. ხელსაყრელია (35,16) განტოლებიდან 
გამოვრიცხოთ გადატანითი მოძრაობის ენერგია. ამისათვის შემოვიღოთ ახალი 

ტალღური ფენქცია 
“V 

Mის=90 04 " (35,186) 
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მაშინ შრედინგერის ფარდობითი მოძრაობის შესაბამისი განტოლება მიიღებს 

სახეს 

„კ თრო0 _ ხვითი. (35,19 

(35,9) ფორმულის თანახმად, სრული ტალღური ფენქცია გამოხატული იქნება "'შემ– 
დეგნაირად: 

=რ68-”ი 
VIC,, 0)= «LC, #) (35,20) 

(2Xჩ) /2 დ 

სადაც V(C., ,) წარმოადგენ” ფარდობითი მოძრაობის შესაბამისი შრედინგერის 
(35,19) განტოლების ამონახსნს. 

როცა ფარდობითი მოძრაობი ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არ არის 

დამოკიდებული, მაშინ 

=1277 
ბრო ხ=%თა ტ (35,21) 

და (35, 19) განტოლება გადაიქცევა /79(0=7X#%() განტოლებად, რომელსაც 
გაშლილად ექნება შემდეგი სახე: 

ბათო + 2 “ი? "ა V(ო)ბთ = (35,22) 

ამ განტოლებაში /, ფარდობითი მოძრაობის ენერგიაა. (35,22) ადრე განხილული 

შრედინგერის განტოლებისაგან ფორმალურად იმით განსხვავდება, რომ ნაწილაკის 

მასა შეცვლილია ორი ნაწილაკის დაყვანილი მასით. 

ამგვარად, ორი ნაწილაკის სისტემის კეანტურ-მექანიკური მოძრაობა ორ 

ნაწილად გაიყო. ერთია ნაწილაკთა ურთიერთფარდობითი მოძრაობა, რომელიც 

აიწერება (35,19) ან, სტაციონარულ შემთხვევაში, (35,22) განტოლებით»; ამ გან– 

ტოლების ამოხსნა დამოკიდებულია ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიის 
სახეზე და, მეორე, ინერციის ცენტრის თავისუფალი მოძრაობა, რომელსაც ყველა 

ამოცანაში ერთი და იგივე (35,13) ბრტყელი ტალღა შეესაბამება. 

თუ გადავალთ ინერციის ცენტრის სისტემაზე, რომელშიაც სისტემის იმპულ–- 

სი ღ–=0, მაშინ ინერციის ცენტრის თავისუფალი მოძრაობა ამოვარდება და შე- 

სასწავლი დაგვერჩებ მხოლოდ ნაწილაკთა ურთიერთფარდობითი მოძრაობა. 
ამგვარად, ორი ნაწილაკისაგან შედგენილი სისტემის მოძრაობის შესწავლა დაიყ- 
ვანება ერთი ფიქტიური ნაწილაკის მოძრაობაზე, რომლის მასა დაყვანილი მასის 

ტოლია. 

წ §, 30. შრედინგბერის განტოლება ელექტრომაბნიტურ ველში 
მოძრავი ნაწილაკისათვის 

ვთქვათ, ნაწილაკს გააჩნია 6 მუხტი და იგი მოძრაობს ელექტრომაგნიტურ 

ველში, რომლის ვექტორპოტენციალია #, სკალარპოტენციალი კი დ. ელექტრო– 
მაგნიტური ველის 8 ელექტრული და #7" მაგნიტური დაძაბულობები, როგორც 

ცნობილია, გამოისახება ფორმულებით: 

ტე 

C %"” (36,1) 
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# და დ პოტენციალებს ფიზიკური "მინაარსი არ გააჩნიათ, რამდენადაც ისინი 

ცალსახად არ არიან განსაზღვრული. ფიზიკური შინაარსი აქვთ ველის დაძაბუ- 

ლობებს დ და 02. რომლებიც ცდაზე იზომებიან. (36,1) ფორმულების მიხედვით 

აფ და 7 ის ერთი და იგივე სიდიდეები 'მშეგვიძლია მივიღოთ # და დ-ს სხვადასხვა 

მნიშვნელობებით. 

ადვილად დავინახავთ, რომ (36,1) ფორმულებში, თუ ნაცვლად /# და დ 

პოტენციალებისა განვიხილავთ გამოსახულებებს; 

#”:= + X/C, ჩუ, (36,2) 

1 იძ/იიტ 
დ =ჯ მ 

სადაც /C, 1) კოორდინატებისა და დროის ფუნქციაა, მაშინ 8 და ტ//-ის მნიშვნე- 

ლობები უცვლელი დარჩება. (36,2) ფორმულებს გრადიენტულ გარდაქმნებს 

უწოდებენ. მაშასადამე, ველის თეორიაში ვექტორ ღა სკალარპოტენციალები გან- 

სახღვრულია გრადიენტის სიზუსტით. თუ მოვითხოვთ, რომ ნებისმიერი /(L, 1) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს დალამბერის განტოლებას, მა?ინ პოტენციალებს შეგვიძ- 

ლია მოვთხოვოთ ე. წ. ლორენცის ჭალიბრობის პირობა 

, 

ძეეჩ+ 1:% -0, (26,3) 

შემდგომში განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი იქნება იმ შემთხვევის განხილვა, 

როცა მუხტი მოძრაობს სინათლის ელექტრომაგნიტურ ველში. ამ დროს ზოგადო- 

ბის დაურღვევლად შეგვიძლია დავუშვათ, რომ დ =0 და, მაშასადამე, (36,3) პი- 
რობის თანახმად, 01X# =:0. ვექტორპოტენციალი სინათლისათვის განისაზღვრება 

დალამბერის განტოლებიდან 

ბგ“ =0. (36,4) 

ამ განტოლების ტიპიური ამონახსნი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ბრტყელი ტალ- 
ღის სახით L ტალღური კექტორით ღა თ სიხშირით: 

1 
(I, ()= 40% 605(MC-–– (აჯ) = > ქალის L 2 მოი მოის, (36,5) 

სადაც V არის ელექტრული ველის დაძაბულობის ვექტორის ორტი, ე. ი. პოლა–- 
რიზაციის მიმართულება; ამასთან, /=თ/ც. 

გელის დაძაბულობებს ექნებათ სახე: 

8=4ა0V#L5I0(M-C--თ/), (36,6) 

97 =-–-IMLXVI 4ე 810(MC -–თ/). (36,7) 
როგორც ცნობილია, ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი დადებითად დამუხტუ- 
ლი ნაწილაკის იმპულსი და პოტენციალური ენერგია ველის კლასიკურ თეორიაში 

ასე იცვლება: 

ხნ-ი- -“-#, 
წ (36,7) 

V->-V +269. 

მაშასადამე. კვანტურ მექანიკაშ- საჭიროა მოვახდინოთ შემდეგი შეცვლა: 
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ჩ ი _ 1 ს=-:ჩა –-4ტ/ 

9 6 (36,8) 
V-“>V/ +ძთ4. 

რადგან პოტენციალები კოორდინატების ფუნქციებია, ამიტომ ისინი გამრავლების 

ოპერატორები იქნება. ამგვარად, კვანტურ მექანიკაში ელექტრომაგნიტურ ველში 

მოძრავი დადებითი მუხტის ჰამილტონიანს ექნება გამოხატულება 

ჩ=4+Cთდ- 4 ტ)?+ VI 0) + C. (36,9) 2VM ი 

მოვძებნოთ ამ ოპერატორის ცხადი სახე. ამისათვის ვიპოვოთ შემდეგი ოპერატორი: 

დ - --#აბ= ჯ თ.– + 4) (0 – “49 (36,10) 
თ51 

ან, თუ გავხსნით ფრჩხილებს, მაშინ 

თ --–-#ზ= V II + => –-“ დ.4-+ 4ი09)) ფ6,11) 
თ»1 6 

ვიპოვოთ ნ 4-+ 4- ი გამოსახულება. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ (16,28) 

ფორმულის თანახმად გვექნება 

  

  

  

                 

ჩ-#2- „-8.=-76 ძ49 (36,12) 
0+> 

თუ ორივე მხარეს დავუმატებთ 2457» სიდიდეს, მივიღებთ 

ტ/ ” ' . 4 

მ-4-+4-ბი = 2.4იუი–-4ჩ · (36,13) 
მჯ 

და, მაშასადამე, 

, 1 ., 2 3 , 

(1 -- #ა)?= 1? #72 –-%, 4თჯი + 

6 თა1 C 

1ჩ.ა <5 ძ4 “ლი +-+M 2. VI 4. 36,14 
ი ლმ?“ი ” 2 L ( ) 

შევიტანოთ ეს გამოსახულება (36,9)-ში და გავითვალისწინოთ, რომ ი? = – ჩ?ა? 

ვ 
და “ვ 922 =ძIV ს. მივიღებთ 

ჩ? ჩ.კ 
#--ბ--რ ი)+ -% (36,15) 

2 
თუ სამილტონიანს ; ს ლქტრომანიტური კელის გარშე (4=6რ=0) აღვნიშ- 

ნავთ #ე-ით, მაშინ ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი დამუხტული ნაწილაკის 
ჰამილტონიანი ასე დაიწერება: 

,·» იხ .. ( #წ= 70. -ზ8 ტი) + 29% კატ + გ“ ტთა. ი “ (ი) 2 2ცდ დ (36,16) 

8. ი. ვაშაკიძე, ე. მამასახლისოვი, გ. ჰილაშეილი 113



შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობის განტოლებას #%ს= #ს ელექ- 

ტრომაგნიტური ული შემთხვევაში ექნება სახე 

1 
                                     =სს.  (36,17) 

იი პოტენციალები. ისე შელია ფარჩის რომ დ=ძIV#=0, მაშინ 

(36,16) გამოსახულება საგრძნობლად გამარტივდება. კერძოდ, 

#/ / / 2 

9 =/ი- -- (ტი) + –“ -- #?, (6,18) 
(7 2(L6” 

თუ გარდა ამისა ველი სუსტია, მაშინ #?-ის შემცველი წევრი, როგორც მეორე 

რიგის მცირე წევრი, შეგვიძლია უგულებელეყოთ, მაშინ ჰამილტონიანი მიიღებს 

გამოხატულებას 

#= ყა – -% (ტი). (36,19) 
MC 

შესაბამისი შრედინგერის განტოლება ასე შეიძლება დავწეროთ: 

– გებს ებ (ჩობ+#7Cთ#= XV. (36,20) 

კერძო შემთხვევაში, ელექტრონისათვის, რომელსაც აქვს უარყოფითი მუხ- 

ტი, ზევით მიღებულ ფორმულებში საჭიროა მოვახდინოთ 6->–6 შეცვლა 

შევნიშნოთ, რომ ძI§9 #=0-ის დროს (მაგალითად, ერთგვაროვანი მაგნიტუ- 

რი ველისათვის), (36,12) ტოლობის ძალით, # და 0 ერთმანეთთან კომუტატურია. 

შენიშვნა: როცა გვაქვს შრედინგერის განტოლება ელექტრომაგნიტური 

2 
ველის გარეშე შს-(-+ »” M. მაშინ დ" ფუნქციაც იგივე განტოლებას აკმა- 

CL 

ყოფილებს, მართლაც, რადგა” # და ი? ნამდვილი სიდიდეებია, 1205%= 
17 

= C ს + # ". ელექტრომაგნიტურ ველში კი + მუხტის მქონე ნაწი- 
ს 

ლაკი აკმაყოფილებს განტოლებას 

895=-+C – + #ე%+V79+ იყი. (35,21) 
2V რ 

თუ გადავალთ კომპლექსურად შეუღლებაზე, მაშინ ი" ფუნქცია დააკმაყოფილებს 

განტოლებას 

1... 

8M=>-I0 + + ჩეზე“ - #9" + იდა”, (36,22) 

ე. ი. იმ მდგომარეობაში, როზლიე, ხასიათდება დ" „ფუნქციით, ნაწილაკის კამ- 

პულსი ველში უდრის არა „ = ი – «-. არამედ „ = ი + +, სადაც ი 

ნაწილაკის იმპულსია თავისუფალ მდგომარეობაში“ 
მაშასაღამე, მუხტის ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრაობისას საჭიროა მთ- 

ვახდინოთ შემღეგი შეცვლა: 
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ის" + (0-+ 4 აბ” ის->დ – +. (36,243) 

ამ ფორმულების გამოყენებით ადვილად გამოვიყვანთ ალბათობის დენის ვექტორის 

ფორმულას. (5,8)-დან მარტივად მივიღებთ 

= მ ტებ ს“წზ)– -2C #აბტ. (36,240 
2ყ), LC 

მაშასადამე, ელექტოომაგნიტურ ველში დამატებით ჩნდება 

– 5 ტის (36,25) 
ს“ Vსი- ( 

სიდიდე. (ცხადია, რომ ველში მოძრავი. ნაწილაკის ალბათობის სიმკვრივე კვლავ 
ს?”ს გამოსახულებით განისაზღვრება.



თაპიV 

მდგომარეობის კვანრური აღწერა 

ამ თავში განხილულია მდგომარეობის აღწერა კვანტური მექანიკის თვალ- 

საზრისით. მდგომარეობის კვანტური აღწერა პრინციპულად განსხვავდება მდგო– 

მარეობის კლასიკური აღწერისაგან. ამის მიზეზი ის არის, რომ კვანტურ მექანი- 

კაში ყველა სიდიდე ერთდროულად და ზუსტად არ იზომება. ამ ფაქტის ნათელ 

ილუსტრაციას წარმოადგენს ჰაიზენბერგის განუზღვრელობის პრინციპი კოორდი- 
ნატისა და იმპულსისათვის. 

ნაპოვნია პირობები, როდესაც შესაძლებელია რამდენიმე ფიზიკური სიდი- 

დი ერთდროულად და ზუსტად გაზომვა.ა დაწერილია კვანტურ-მექანიკური 

საშუალო მნიშვნელობის მოსაძებნი ფორმულა. გამოყვანილია ფორმულები ტალ- 

ღური ფუნქციის ერთი რომელიმე წარმოდგენიდან სხვა წარმოდგენაში გადასვ- 

ლისა შემოტანილია სიმკვრივისს მატრიცა და განხილულია მისი საშუალებით 

მდგომარეობის კვანტური აღწერის მეთოდი. ბოლოს განხილულია ერენფესტის 

განტოლებები, 

§ 37. ვიზიკური სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა 

განუზღვრელობის თანაფარდობის ძალით კოორდინატისა და იმპულსის ერთ- 
დროულად და ზუსტად გაზომვა შეუძლებელია. ქვემოთ ჩვენ დავინახავთ, რომ 

კვანტურ მექანიკაში ასეთი” განუზღვრელი წყვილები მრავალია. კერძოდ, არაკომუ- 

ტატურ ოპერატორთა საკუთარი მნიშვნელობების ერთდროულად და ზუსტად 

გაზომვა არ შეიძლება. ის ფაქტი, რომ სიდიდეს გარკვეული მნიშვნელობა არა 

აქვს, იმას ნიშნავს, რომ მისი განსაზღვრა ერთი და იმავე მდგომარეობაში მყოფი 

ნაწილაკისათვის მკვეთრად განსხვავებულ შედეგებს მოგვცემს. კვანტურ მექანიკა– 

ში იგულისხმება, რომ თუმცა ცალკეული გაზომვის შედეგი შემთხვევითია, მრავა- 

ლი ცდით მიღებული სიდიდეთა საშუალო მნიშვნელობა სრულიად გარკვეულია 

და განისაზღვრება იმ მდგომარეობით, რომელშიაც იმყოფება ნაწილაკი. ჩვენს 
მიზანს წარმოადგენს ფიზიკური სიდიდის კვანტურ-მექანიკური საშუალო მნიშვნე– 
ლობის განმსაზღვრელი ფორმულის გამოყვანა. 

გავიხსენოთ ცნება სამუალო მნიშვნელობის ან სიდიდის მათემატიკური მო– 
ლოდინის შესახებ·ა რომელიც მოცემულია ალბათობის თეორიაში. განვიხილოთ 

დისკრეტული სიდიდეების შემთხვევა. ვთქვათ » სიდიდეს შეუძლია მიიღოს მნი–- 
შვნელობანი: 

რ, შევ რვაბიაშცეი ა. (37,1) 
შესაბამისი ალბათობანი აღვნიზნოთ 

#წი მ0ცა'>-?ნცე:.. (37,2) 
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მაშინ როგორც ალბათობათა თეორიიდანაა ცნობილი, 2. სიდიდის მათემატიკურ 

მოლოდინს, ან საშუალო მნიშვნელობას, უწოდებენ გამოსახულებას 

7 = 9», (37,3) 
/2 

სადაც იგულისხმება, რომ ალბათობა ნორმირებულია ერთზე 

2, 10,=1. (37,4) 
” 

იმ შემთხვევაში, როცა » სიდიდე იცვლება უწყვეტად (2.,, 7.) არეში, ალბათობა 

იმისა, რომ მისი საშუალო მნიწენელობა ძევს (., #+ძ7) შუალედში იქნება 

#00)ძ2.; მაშინ საშუალო მნიშენელობისათვის გვექნება 

” 

X= | X60.)რ).. (37,5) 
” 

ამასთან, კვლავ იგულისხმება, რომ ალბათობა ნორმირებულია ერთზე 

#7 

| თლა ძ1=1. (37,6) 
7. 

როცა ალბათობა ნორმირებული არ არის, მაშინ საშუალო მნიშვნელობისათვის 

გვექნება ფორმულა 
IIაი0ათ. 
I +0ა ი». 

ახლა გადავიდეთ კვანტურ მექანიკაზე. ვთქვათ ჩვენთვის ცნობილია შრე- 

დინგერის განტოლების ამონახსნი (ო, მაშინ როგორც ვიცით |0|I?ძL გამოხატავს 

ნაწილაკის მდებარეობის ალბათობას და კოორდინატების რაიმე 4() ფუნქციის 

საშუალოსათვის პირდაპირ შეგვიძლია გამოვიყენოთ (37,7) ფორმულა 

_  (4ო თბი 
4 ე –__>>_ (უს= 

IILI" 
სანამ 4C) გამრავლების ოპერატორია, (37,8) გამოსახულება ასეც შეგვიძლია გა- 

დავწეროთ: 

(37,?) 
<- 
#.= 

(37,8) 

=% I5"4რო ს. 

რი ჩარი 
მაგრამ, როცა „ ოპერატორს წარმოადგენს, (37,8) ფორმულის გადაწერა (37,9) 

სახხთ აღარ შეიძლება. მიუხედავად ამისა კვანტური მექანიკის” თავისებურება 
გვკარნახობს, რომ კვანტურ მექანიკური საშუალო განვმარტოთ შემდეგი ფორ- 

მულით: 

(37,9 

  

+თ , 
| 9'თ 4ს(ოძ- , 

4გ--ლთ= = (1419) ვ37,10) 

+2 თი” ს. 
I ს" (ოსოიL 
–ო



როცა ტ ფუნქცია ნორმირებულია ერთზე, მაშინ (37,10) მიიღებს სახეს 1 

+თ 

24= | დ"/%ძ-= (თL4|4). ფ7,11) 

საშუალოს ასეთი “განზოგადება აუცილებელია, რამდენადაც სხვა გზით ვერ 

მივიღებდით ფორმულას, რომლის მიხედვით საშუალო მნიშვნელობას ექნებოდა 

საშუალო სიდიდის ყველა თვისება. მაგალითად, როცა სიდიდეს გარკვეული მნიშე- 

ნელობა აქვს, მაშინ მისი საშუალო ამ სიდიდეს უნდა ემთხვეოდეს. კვანტური 
მექანიკის თანახმად სიდიდეს გარკვეული მნიშვნელობა აქვს იმას ნიზნავს, რომ 

/498= ტრ, მაშინ საშუალოსათვის გვექნება 

4=Iს6'4სძ”-= 4Iს"სძი=/. (37,12) 
(37,11) განმარტებიდან აგრეთვე გამომდინარეობს, რომ ჯამის საშუალო მნიშვნე– 

ლობა უდრის საშუალო მნიშვნელობათა ჯამს; მართლაც, როცა 4= #+ M, მაშინ 

IL" 4იძი= Iს"#L%ძ» + (6"Mაძ-, (37,13) 
საიდანაც 

4=#ს+ I. (37,14) 

(37,11) განმარტებიდან ასევე მარტივად გამომდინარეობს საშუალოს ყველა სხვა 
თვისება. 

როცა საშუალო მნიშვნელობას განვმარტავთ დროზე დამოკიდებული ფუნქ- 

ციებით, მაშინ საშუალო სიდიდე დროის ფუნქცია იქნება 

2406 = Iს" C, 0 4სC, #) იძ-=(%()14I%C.'). (7,15) 
ახლა ვიპოვოთ საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა მატრიცული სახით. ამ 

მიზნით გავშალოთ თ) ფუნქცია რაიმე დისკრეტული სპექტრის მქონე ოპერა- 

ტორის საკუთარი (ს,) ფუნქციების მწკრივად 

ათ=2, ძიზი(ი, (37,16) 

სადაც ძა ფურიქკოეფიციენტია. ეს ფუნქცია შევიტანოთ (37,11) განმარტებაზი; 

გვეჟნება 

4= 2 2ე0ენი 1054 სეძო (37,17) 
იო 

თუ გავიხსენებთ მატრიცული ელემენტის განმარტებას, შეგვიძლია დავწეროთ 

#4=2, 2) იურიაია: (37,18) 
». 

ამ ფორმულით გამოითვლება ნებისმიერი ფიზიკური სიდიდის საშუალო მნიშვნე- 
ლობა. როცა მატრიცა მოცემულია თავის საკუთარ წარმოდგენაში, მაშინ #4„, = 

=/ე2თი და (37,18)-ღან მივიღებთ 

1 კვანტურ მშექანი,-ში საშუალო მნიშვნელობას ხშირად ასეც ,აღნიშნაეენ /#= (4); ამ აღ– 
ნიშვნას ზოგჯერ ჩვენც გამოვიყენებთ. ' ' ' · 
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4=24ო|ია. (37,19) 
წ)! 

თუ ძუ კოეფიციენტების ერთობლიობას განვიხილავთ როგორც ერთსტრიქონიან 

მატრიცას 

დ"!=(0, 0; თე··.), (37,2თ 

ხოლო ი,, კოეფიციენტების ერთობლიობას როგორც ერთსვეტიან თ-მატრიცას, 

მაშინ სამი მატრიცის გამრავლების წესის თანახმად (37,18) შეგვიძლია შემდეგი 

სახითაც გადავწეროთ: 

#=თ+/Cთ. (37,21) 

ეს არის საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა მატრიცული სახით; ამასთან, 4 არის 

მატრიცა, რომლის ელემენტებია #/1„». 
ვიპოვოთ საშუალო მნიშვნელობის ცვლილება დროის მიხედვით. (37,15) 

ფორმულის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

94- (9 | #8)+(6)4 ს)+(0(4(%) (27,22) 

მარჯვნივ მეორე წევრი წარმოადგენს მ4 ს საშუალოს. პირველ და ბოლო წევრში 
მ! 

ძს ძა 1.2 
2 განვსაზღვროთ შრედინგერის განტოლებიდან 3. უზ: გვექნება 

წ ' ? 

944 _ 
V/) 

თუ გავიხსენებთ პუასონის კვანტური ფრჩხილების განმარტებას, საბოლოოდ მივი– 

ღებთ: 

24. (C + (M 4 – 4 #ჩ)ბა. (37,23) 

ი4 _ ძე. 9 ეც 490=–“ | IM,4); 7,24 2! 21 + (37,24) 

მეორე მხრივ, მოძრაობის კვანტური განტოლების გასაშუალოებით გვექნება 

44-94 , (წ), (37,25) 
საიდანაც მივიღებთ 

ძე _ 34 94 _ 94. 37,26 
ძ! ძ! ( ) 

ე. ი. ოპერატორის საშუალო მნიშენელობის წარმოებული დროით უდრის ოპე- 

რატორის დროის მიხედვით წარმოებულის საშუალოს. (37,26) თვისებაც კლასი- 

კური საშუალო მნიშვნელობის ერთ-ერთ თვისებას ემთხვევა. 

§ 88. ერთი წარმოდგენის ფუნკციიდან მეორეზე გადასვლა 

აქამდე ჩვენ ვსარგებლობდით კოორდინატული წარმოდგენით. ამ ”ემთხვევა- 

ში, |V(X, ყ, 2))?2ძ16 გამოხატავდა ნაწილაკის მოხვედრის ალბათობას ძL მოცუ- 

ლობაში. ხშირად საქიროა არა მხოლოდ მდებარეობის ალბათობის განსაზღვრა 
არამედ ნაწილაკის იმპულსის, ენერგიის, მომენტის და ა, შ. ალბათობების განსა- 

ზღვრაც. აშკარაა ამისათვის საჭიროა დ ფუნქცია ისე გარდავქმნათ, რომ დამო- 
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უკიდებელ ცვლაღებად გვქონდეს არა კოორდინატები, არამედ იმპულსები, ენერ- 

გია, მომენტი და ა. შ. ან, სხვანაირად რომ ვთქვათ, საჭიროა კოორდინატული 

წარმოდგენიდან გადავიდეთ ახალ წარმოდგენაზე: იმპულსურზე, ენერგეტულზე 

და ა. შ. ჩვენი მიზანია გამოვარკვიოთ, თუ როგორ ხდება ერთი წარმოდგენის 

ტალღური ფუნქციებიდან მეორე წარმოდგენის ფუნქციებზე გადასვლა. 

დავუშვათ, რომ მოცემული გვაქვს ტალღური ფუნქცია #(C) კოორდინატულ 
წარმოდგენაში. როგორ გადავიდეთ ახალ წარმოდგენაზე? ამისაოვის საჭიროა გა- 

მოვარკვიოთ, თუ რა სახე ექნება ტალღურ ფუნქციას ახალ ცვლადებში. 

განვიხილოთ ჯერ დისკრეტული სპექტრის შემთხვევა. ვთქვათ, ჩვენ გვაინ– 

ტერესებს იმ ფიზიკური სიდიდის “შესაბამის ჩ ოპერატორის წარმოდგენაზე გა- 

დასვლა, რომელსაც აქვს დისკრეტული სპექტრი: 

დი თე. 'ვ...ი,... (38,1)“ 

აშკარაა, რომ # ოპერატორის ერმიტულობის გამო (38,1) ფუნქციები ორთო- 

ნორმირებული იქნებიან. კოორდინატული წარმოდგენის სე ტალღური ფუნქცია 

გავშალოთ (38,1) ფუნქციების მიხედვით. თანახმად (13,8) ფორმულისა გვექნება 

V90= 3) იბა(ი, (38,2) 
#=1 

სადაც კოეფიციენტი 6, განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

თ= IV C) 91 (ი ძ-. (38,3) 
ადვილია იმის ჩვენება, რომ 6, კოეფიციენტების ერთობლიობა წარმოადგენს 
ტალღურ ფუნქციას L ოპერატორით განსაზღვრული ფიზიკური სიდიდის წარმო- 
დგენაში. კერძოდ ვაჩვენოთ, რომ |? არის ალბათობა იმისა, რომ იმ მდგომა- 
რეობაში, რომელიც #%(ი-ით აღიწერება, ნაწილაკის დამახასიათებელ X ფიზიკურ 
სიდიდეს აქვს მნიშვნელობა #»=2. 

ამისათვის ვიპოვოთ I, ოპერატორის შესაბამისი ფიზიკური სიდიდის საშუა- 

ლო მნიშვნელობა, თანახმად (37,11) ფორმულისა, გვაქვს 

2= | 8" თIM!ბ(ო ძ-, (38,4) 
თუ %() ფუნქციის მნიშვნელობას შევიტანთ (38,2) ფორმულიდან, მივიღებთ 

2= 2) ი თო ჩხალო თI. (38,5) 

I. 

რადგა” ბ,(ე ფუნქციები სჯ ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებია ამიტომ 

სმ = იმი; შედეგად 2. მიიღებს “შემდეგ სახეს: 

2= 2,2) თ 2 | VL(0 დი(ო ძI. (38,6) 
ჩ» 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ს,() ფუნქციები ორთო-ნორმირებულია, შეიძლება 

დავწეროთ 
2= X2, ის 0ი#ენსი (38,7) 

ჩი 
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რაც საბოლოოდ მოგვცემს 

2= 210, . (38,8) 
I; 

თუ (38,8)-ს შევადარებთ (37,3) ფორმულას, მართლაც დავინახავთ, რომ 

10გ == I C, I (38,9) 

ასრულებს ალბათობის როლს. სახელდობრ, იგი გამოხატავს იმის ალბათობას, 

რომ ფიზიკურ 7» სიდიდეს ეჟგნება 1», მნიშვნელობა. «(C) ფუნქციის გაშლის კოე–- 

ფიციენტთა ერთობლიობა I-,) ყოფილა ტალღური ფუნქცია ახალ წარმოდგენაში. 

როცა გვინდა გადასვლა ისეთი ფიზიკური სიდიდის წარმოდგენაზე, რომელსაც 

აქვს უწყვეტი სპექტრი, საჭიროა კოორდინატული #თ(,) ტალღური ფუნქცია გა- 

ვშალოთ უწყვეტი სპექტრის შესაბამისი ტალღური VI, X) ფუნქციების მიხედვით 

ფურიეს ინტეგრალად, ე. ი. 

90 =| 0)4(რ2)0).. (38.10) 

სრულიად ანალოგიურად წყვეტილი სპექტრისა, კომპონენტი 

თ(-) = I ს(ოე სიძ. (38,10) 

იქნება ტალღური ფუნქცია ფიზიკური „7 სიდიდის წარმოდგენაLი“. სახელდობრ, 

|0(73 |?ძ). გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ სიდიდე > მოხვდება (24, #.-L ძ)) შუა- 

ლედში. შევნიშნოთ, რომ ტალღური ფუნქციები ახალ წარმოდგენაში ნორმირებული 

იქნება, თუ ისინი ნორმირებული იყვნენ ძველ წარმოდგენაში. მართლაც, თანახმად 

(38,2) ფორმულისა, გვექნება 

Iა"%ი-= 2C2 | #9, ძ-= 2, თი. 2.= 2ICთI=1.  (38,11) 
ჩი „ი #ჯ 

უწყვეტი სპექტრის შემთხვევაში თანახმად (38,10) ფორმულისა, შეიძლება და- 

ვწეროთ 

| 'თაო#= |# | | «თ «ძაი" 05 ბCრპა 6" (ი»)=. 
= II «"0) ი 0აძ>VX | ს” C, 29 ს (იპ) ძ»= 1, (38,12) 

რადგან 

| §"(C25 9 (ოჰ ძ-=80"–X), (38,13) 
ამიტომ 

| ს'(ობ (აძ = | ი"0აი0არ>1. (38,14) 

შემდგომში განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი იქნება იმპულსურ წარმოდგენა- 

ზე გადასვლა. ამ მიზნით, რადგან იმპულსის ოპერატორის სპექტრი უწყვეტია, 

საჭიროა ტალღური ფუნქცია კოორდინატულ წარმოდგენაში გავშალოთ ფურიეს 

ინტეგრალად იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების მიხედვით. ეს გაშლა 

ჩვენ ნაპოვნი გვაქვს § 30-ში, ამიტომ ტალღურ ფუნქციას იმპულსურ წარმოდ- 

გენაში (30,2) ფორმულის თანახმად ექნება შემდეგი სახე: 

_/C ც C(0)=დ0»ნ) “ | ათა ძი (38,15) 
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|ი(0)Iინ გამოხატავს ალბათობას იმისა რომ ნაწილაკის იმპულსი ძევს (ი, + 

+ძი) შუალედში. 
ჩვენ ზემოთ განვიხილეთ კოორდინატულიდან ახალ წარმოდგენაზე გადასვლა. 

აშკა“აა, რომ იგივე ფორმულები სამართლიანია ერთი ნებისმიერი წარმოდგენი- 

დან მეორე ნებისმიერ წარმოდგენაზე გადასასვლელად. ამგვარად, გეაქვს მნიზვნე- 
ლოვანი შედეგი: 

თუ მოცემული გვაქვს ტალღური ფუნქცია ერთ რომელიმე წარმოდგენაში, 

მაშინ იმისათვის, რათა გადავიდეთ რაიმე სხვა ფიზიკური სიდიდის 'შესაბამის 

წარმოდგენაზე, საჭიროა მოცემული წარმოდგენის ტალღური ფუნქცია გავშალოთ 

ამ ფიზიკური სიდიდის შესაბამისი ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების მწკრივად 

(როცა ოპერატორს აქვს დისკრეტული საექტრი) ან ინტეგრალად (როცა ოპერა- 

ტორს აქვს უწყვეტი სპექტრი) გაშლის კოეფიციენტი (კომპონენტი) წარმო- 
ადგენს სწორედ ტალღურ ფუნქციას ახალ წარმოდგენაში. 

§ 28-ში აღვნიშნეთ, რომ ყოველი ოპერატორი "თავის საკუთარ წარმოდგე- 

ნაში გამრავლების ოპერატორია, იმ დროს როდესაც სხვა ოპერატორებს ამ წარ- 

მოდგენაში შეიძლება ჰქონდეთ რთული სახე. მაგალითად, „ჯ-წარმოდგენაში“ კო- 

ორდინატი და მისი ნებისმიე“ი ფუნქცია გამრავლების ოპერატორებია, იმპულსი 

კი გამოხატავს ი=-–-ჯC ოპერაციას. ასევე იმპულსურ წარმოდგენაში იმპულსი 

და მისე ნებისმიერი ფუნქცია გამრავლების ოპერატორი იქნება, კოორდინატი 

კი- რთული ოპერატორი. ვიპოვოთ ამ ოპერატორის სახე. ამისათვის, ისევე, რო– 

გორც იმპულსის ოჰერატორის მოძებნისას მოვიქეცით, გამოვიდეთ პუასონის 

ფრჩხილების თვისებიდან. ჩვენ გექონდა, რომ (/.., X=1, გავამრავლოთ ეს ფრჩხი- 

ლები ი (0) ფუნქციაზე და გამოვიყენოთ პუასონის ფრჩხილების განმარტება; 

გვექნება 
– (9. X – Xჩ,) თ (ი,)=C (ი,). (38,16) 
ი 

ამ განტოლებას კი აკმაყოფილებს შემდეგი გამოსახულება: 

==, მ... (38,17) 
ძი. 

სრულიად ანალოგიურად გვექნება 

0#=:ნ-2, 2=:ნ -9. (38,18) 
მჩ ბი, 

ან, ვექტორულად, ა 
(=:1ნ- -=:ნწ,. (38,19) 

მი ” 

რადგან ვიცით კოორდინატისა და იმპულსის ოპერატორები „0-წარმოდგენაში“, 

შეგვიძლია ამ წარმოჯგენაში ვიპოვოთ სხვა ნებისმიერი ოპერატორის სახეც. მა– 

გალითად, ენერგიის ოპერატორისათვის მივიღებთ გამოსახულებას 

2 

#=“+XCV + ,0, (38,20) 
2L ძი 

სადაც MCნ6V,.,) არის პოტენციალური ენერგიის ოპერატორი. შრედინგერის 
არასტაციონარული მდგომარეობების განტოლებას იმპულსურ წარმოდგენაში ექნე- 

ბა “წემდეგი სახი: 
2 

” თხე 0+- ით, ე= 75900, (38,21) 
იი 24 ი% 
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სტაციონარულ მდგომარეობაში მარჯვნივ, ნაცვლად L§წ 4 ოპერატორისა, სრული 

ენერგია დაიწერება · 

თ რიე) +1:) ი(0) = 16 (ი). (38,22) 

როცა ტალღური ფუნქცია განსაზღვრულია ერთ წარმოდგენაში, მაშინ სხვა 
რომელიმე წარმოდგენაში ტაღღური ფუნქციის საპოვნელად საჭიროა ზემოთ მი- 

ღებული ფორმულების გამოყენება თუ ტალღური ფუნქცია ცნობილი არ არის 

არც ერთ წარმოდგენაში, მაშინ საჭიროა 'მრედინგერის განტოლების ამოხსნა სა- 

სურველ წარმოდგენაში. ამასთან, მნიშვნელოვანია აღინიშნოს, რომ ერთი და 

იმავე ამოცანის ამოხსნა სხვადასხვა წარმოდგენაში განსხვავებული სირთულისა 

შეიძლება იყოს. ამიტომ კონკრეტული ამოცანის გადაწყვეტისას დიდი მნიშვნე- 
ლობა აქვს წარმოდგენის შერჩევას. 

§ 89. ჰაიზენბერბის განუზღვრელობის თანაფარდობა 

ჩვენ ადრე ვაჩვენეთ, რომ კვანტურ მექანიკაში ადგილი აქვს ე. წ. ჰაიზენ- 

ბერგის განუზღვრელობის თანაფარდობას კოორდინატებისა და იმპულსებისათვის. 

თურმე, კოორდინატისა და იმპულსის განუზღვრელობა ოპერატორთა ენაზე იმას 

ნიშნავს, რომ კოორდინატისა და იმპულსის ოპერატორები ერთმანეთთან არ კომუ– 

ტირებენ; სახელდობრ, როგორც ვიცით, მათი პუასონის ფრჩხილები ტოლია 

ერთის (0., X)=1+ჯ მაგრამ კვანტურ მექანიკაში ბევრია ისეთი ფიზიკური სიდიდე, 

რომელთა შესაბამისი ოპერატორები ერთმანეთთან კომუტატური არ არიან, ამი- 
ტომ განუზღვრელობის თანაფარდობას ადგილი ექნება ნებისმიერი ისეთი ორი 

ფიზიკური სიდიდისათვის, რომელთა შესაბამისი ოპერატორები გადასმადი არ 

არიან, 

განვიხილოთ ორი ერმიტული ოპერატორი წ და #. დავუშვათ, რომ ეს 

ოპერატორები არაკომუტატურია და გვაქვს შემდეგი ტოლობა: 
 # 

I#,71#) ს = 0%, (39,1) 
# 

სადაც ზ აგრეთვე ერმიტული ოპერატორია. კერძო შემთხვევაში 0 ოპერატორი შე– 

იძლება მუდმივიც იყოს. კანონიკური L და M# ოპერატორებისათვის 0=1 (მა- 
გალითად ჯ»» და ჯ-ისათვის). 

ს ფუნქცია ცხადია საკუთარი ფუნქცია არ იქნება ჯ და M ოპერატორებისა. 

განვიხილოთ » და M# ოპერატორთა საშუალო მნიშვნელობები 

ჩ=(ს1სI 9» M# =(სI1I|ტ)» (39,2) 
შევადგინოთ ფლუქტუაციები 

(%#)ზ =(ნ – I)?, (410)1= (71 -–- 172. (39,3) 
დავამტკიცოთ, რომ თუ შესრულებულია (39,1) ტოლობა, მაშინ 

(21ე“ (61#)1> ლ (6, 9,4 

რომელსაც განუზღვრელობის ზოგად თანაფარდობას ვუწოდებთ. დამტკიცების 

მიზნით შემოვიღოთ აღნიშვნები: 
წა # ხა – +" #” 

6=ბხ= ს - IL ხ=46M=M–-V, (9,5 
18



მაზ-ნ (39,1)-ის თანახმად 

I4+# ნ-+17) =6. (39,0) 
რადგან # და 1/ ჩვეულებრივი რიცხვებია, ამიტომ 

L6 9) = კრ ხ– 60) =0. (39,7) 
შევადგინოთ სკალარული ნამრავლი 

(იხ ხ0) = | ( «469 « (39,8) 
და განვიხილოთ მისი წარმოსახვითი ნაწილი. აშკარაა, რომ 

2ჯ7(6 #| წს) =(0%| სსა––(იტ| ხდა“. (39.9) 
წ გ M 

თუ გამოვიყენებთ სკალარული ნამრავლის თვისებას (ი VI ხ 8)" = (ხ6%I თბ), 
მაშინ მივიღებთ 

2: MXI(CC ი Iნ6) = (ტ|)6ხ– ხთ IV). (39,10) 

(39 7) გამოსახულების გასაშუალებით დაM39,10)-ის გათვალისწინებით გვექნება 

2 Iთ(CII6 § )= + 6, ფ9,!1) 
ჯ 

სადღაც 06=(4|01). (39,11) გამოსახულების მოდულის კვადრატისათვის გვექნება 

შემდეგი უტოლობა: 

ს?) 0L=4IIMCC 66 2)I < 4I(6 # |ნV)I". (39,12) 
დაბოლოს, თუ გამოვიყენებთ შვარკ-ბუნიაკოვსკის (9,20) უტოლობას შეგვიძლია 

დავწეროთ 
ნ? # , # ' ” , 

-;I0I" <1 (ის | ხს)I1=(ი%I იV)( ხს | ხს). (39,13) 
რ M რტ წ) 

რ და ს ერმიტული ოპერატორებია, ამიტომ (რს | 46) =– (416'Iს) და (ნს | ხ§) = 
= (4|L”|»).. მაშასადამე 

2 _ , _ 
-VI65 (4 16") (8/ს”ხა = (67”(X2#1, ფც9,14) 

რაც ემთხვევა დასამტკიცებელ ფორმულას. 
ტ – 

რ:დგან იმპჰულსისა და კოორდინატების პჰუასონის ფრჩხილები (/,, XLI = 6, 

ამიტომ გვეჟნება ჰაიზენბერგის განუზღვრელობის პრინციპის ზოგადი გამოხატვა 

კოორჯინატისა და იმპულსის მდგენელებისათვის: 

(ტი.) რი:>=+-, (39,15) 

_ 2 

(ბი! (ბყშ>-, (39,16) 
_- 2 

(4/:)? (32)2 >=+. (39,17)



ათვლის სისტემა ყოველთვის შეგვიძლია ისე შევარჩიოთ, რომ X,= ჩ, = 0, 

მაშინ _ –__ 

ფ2ეზ=X და (%0)?=/1. (39.18) 
და (39,18) ფორმულა ასე გადაიწერება: „ 

ჯ 21>-+. (39,18”) 

საიდანაც 

MI »? I/ 2 > 4, (29,19) 

განუზღვრელობის პრინციპის გამოხატულება კორრდინატისა და იმპულსისათვის 

შეიძლება შეგვხვდეს ერთ-ერთი ზემოთ განხილული სახით. 

როგორც ვიცით, ენერგიის ოპერატორი # = 1ჩ 3. და (| დრო კანონიკუ- 

რად შეუღლებული სიდიდეებია (ე. ფორმალურად პუასონის ფრჩხილები 

IX, I1=1). ამიტომ გვექნება 

ბტ80> 3. (39,20) 

ამ თანაფარდობას უწოდებენ განუზღვრელობის თანაფარდობას ენერგიისათვის, 

თუმცა მას არაფერი აქვს საერთო განუზღვრელობის იმ შინაარსთან, რომელიც 

(39,18) ფორმულას ახასიათებს. 

როცა ამბობენ, არსებობს განუზღვრელობა კოორდინატსა და იმპულსს შორის, 

აუცილებლად გულისხმობენ, რომ ეს ორი სიდიდე არ შეიძლება ერთდროულად ზუს- 

ტად გაიზომოს, იმ დროს როცა ენერგია შეიძლება ზუსტად გაიზომოს დროის ნების- 
მიერად ზუსტად განსახღვრულ მომენტში. სიდიდე აბL= სM-X არის სხვაობა 

დროის სხვადასხვა მომენტში ზუსტად გაზომილ ენერგიის მნიშვნელობებს შორის 

და არა ენერგიის განუზღვრელობა დროის განსაზღვრულ მომენტ?ი. ჩვენ შეგვიძ- 

ლია ##-ს ქვეშ ვიგულისხმოთ კვანტურ მექანიკური სისტემის (მაგალითად ატო- 

მის) «ღგზნების ენერგია, მაშინ გ” წარმოადგენს სისტემის აღგზნებულ მდგომა- 

რეობაში ყოფნის ხანგრძლიობას. (39,20) თანაფარდობა ამ შემთხვევაში ნიშნავს, 
რომ რაც დიდია აღგზნების ენერგია, მით ნაკლებია აღგზნებული მდგომარეობის 

სიცოცხლის ხანგრძლივობა. 

განუზღვრელობის თანაფარდობის გამოყენებით ხშირად მარტივად შეიძლება 
დადგინდეს მთელი რიგი მნიშვნელოვანი კვანტური დამოკიდებულებანი. საილუს- 

ტრაციოდ განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

1. ვიპოვოთ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგიის მინიმალური მნი- 

შენელობა. როგორც ვიცით, ასეთი ოსცილატორის პოტენციალური ენერგია განი- 

საზღვრება ფორმულით #თრ=-- ცთ?X?, სადაც I. მასაა, (ფ)-სიხშირე. ჰამილტო- 

ნის ოპერატორს ექება საე 

=#: 26->- ხა ჯ (39,21) 

ცხადია, ენერგიის საშუალო რაშენელობა განისაზღერება ფორმულით 

–_ უმ 9 2 
#=4#> L 89 X. 39,22 2 I ით ( ) 
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შევიტანოთ (38,18)-დან X-ის მნიშვნელობა. მივიღებთ 

ლ. 8: _ საჩ) 
M=>ევ“+“-=:-· 39,23) 

2/ + 80» ( 

ვიპოვოთ ამ გამოსახულების ექსტრემალური მნიშვნელობა ჩ3-ის მიმართ. ამისა– 

თვის ამოვხსნათ ძX / 00:==0 განტოლება; მივიღებთ (0:),.(= > სინ, რაც ენერ- 

გიის მინიმალური მნიშვნელობისათვის მოგვცემს 

შაა>1%X. (39,24) 

2. ვაჩვენოთ, რომ შეუძლებელია ელექტრონის არსებობა ატომის გულში. 
ელექტრონის საშუალო კინეტიკური ენერგია, (39.18) ფორმულის თანახმად, იქნება 

  ნ=”->-5%-, (39,25) 

სადაც |/ 22 შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ელექტრონის ლოკალიზაციის 

ზომა, რომელიც ატომგულის საშუალო რადიუსის რიგისაა. თუ (39,25)-ში შევი- 

ტანთ ს/ 2 –-10“)3 სმ, ს=10“?% გრ. გვექნება 

X#C==101ბე77 = 101 M6X ; (39,26) 

ასეთი იქნება ელექტრონის მოძრაობის ენერგია გულში, ელექტრონის პოტენცია- 

ლური ენერგია კი, ==, 12116M/-ის რიგისაა. ეს იმას ნიშნავს, რომ ასეთი მცი- 

რე მიზიდვის ენერგია ელექტრონს ატომის გულში ვერ დააკავებს. 

3, განუზღვრელობის. თანაფარდობიდან შეგვიძლია დავადგინოთ ის არე, 

საჯაც მნიშვნელოვანია კვანტური ეფექტები. მართლაც, 

  

MM 2>--==-–ე-, (39,27) 
V #? #V ა? 

მაგრამ 23 რიგით დე-ბროილის ტალღის სიგრძი” ტოლია, ამიტომ კვან–- 

#V ა? 
ტური ეფექტები მნიშვნელოვანი იქნება იმ არეებში, რომლებისთვისაც დაცულია 

» 
უტოლობა X>Xც სადაც #ი=-- კომპტონის ტალღის სიგრძეა. 

C 

4. ვიპოვოთ, რისი ტოლია მეზონის მასა. გამოვიყენოთ განუზღვრელობის 
თანაფარდობა ენერგიისა და დროისათვის. ვიგულისხმოთ, რომ გვაქვს ნუკლონი 

(ნეიტრონი ან პროტონი), რომელიც ასხივებს” და შთანთქავს მეზონს, მეზონის 
მასა იყოს #., რადგან გამოსხივებული მეზონის უძრაობის ენერგია #.0?-ის ტოლია, 
ამიტომ, თანახმად (39,20) ფორმულისა, გვექნება 

ჩხ 

IL-6? 

მაქსიმალური მანძილი, რომელზედაც შეიძლება გამოსხივებული მეზონი დაშორ- 
დეს ნუკლონს, იქნება –– 64, ე. ი, 
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ბათუს, => = 024 ჩ__ %X%. (39,28) 

ს? 

სადაც #4X,ა„ შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც მეზონის ლოკალიზაციის ზომა. 

თუ მოვითხოვთ, “რომ 4ტ/ეიე სიდიდის რიგით ატომგულური ძალების რადიუსის 

ტოლი იყოს, ე. ი. ტ”უა.–-10“-13 სმ, მაშინ მივიღებთ ,#,–-200ყ,. 

5. გამოვა”კვიოთ ერთი მნიშვნელოვანი საკითხი. განუზღვრელობის თანა- 
ფარდობის არსებობის განო ტრაექტორიას კვანტურ მექანიკაში აზრი არა აქვს, 

ჩვენ კი ვიცით, რომ ვილსონის კამერაში მთელი რიგი დაკვირვებების დროს ხედა- 
ვენ ნაწილაკის ტრაექტორიას და მის ფოტოგრაფირებასაც ახდენენ. ამიტომ თით– 
ქოს წინააღმდეგობა გვაქვს განუზღვრელობის თანაფარდობასთან; მაგრამ მარტი- 
ვად ვაჩვენებთ, რომ სინამდვილეში აქ არავითარი წინააღმდეგობა არა გვაქვს. 
მართლაც, «ოცა იმპულსის გაზომვის ცდომილება ძალიან მცირეა თვით იმპულ– 

სის სიდიდესთან შედარებით, ე.ი. როცა 

ბი.«<ი., ბი,<ია), ბმ.<იჩ., (39,29) 

მაშინ ტრაექტორიას გარკვეული აზრი აქეს და სწორედ ამ შემთხვევაში ვხედავთ 

მას ვილსონის კამერაში. გამოვითვალოთ, როგორი უნდა იყოს კვალის ხაზოვანი 
ზომა ვილსონის კამერაში, რომ შესრულებული იყოს (33,29) უტოლობები. განუ- 

ზღვრელობის თანაფარდობის თანახმად, კვალის ხაზოვანი ზომა შეიძლება გან- 

ვსაზღვროთ ფორმულით 
ბე–-ჩ/ბი,. (39,30) 

დავუშვათ, კამერაში გადის ნაწილაკი, რომლის ენერგია ტოლია 1 7I16M/-ის. ამ 

შემთხვევაში ნაწილაკის იმპულსი ტოლი იქნება 0=V/ 2LL = 5,4.10-!7 გრ. სმ. 

სეკ-1, თუ ვიგულისხმებთ, რომ ი.ლ=4ტი,, მაშინ ტ.--10-10 სმ. ამიტომ ტრაექ- 

ტორის რომ აზრი ჰქონდეს, საჭიროა კვალის ხაზოვანი ზომა გაცილებით 

მეტი იყოს 10-19? სმ-ზე, რაც დაკვირვებული ტრაექტორიებისათვის ვილსონის კა– 

მერაში დაცულია. 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბების დასაწყის 

პერიოდში ნაწილაკის ტრაექტორიის გამოჩენა ვილსონის კამერაში გაუგებარ მოვ- 

ლენას წარმოადგენდა. სწორედ ამ მოვლენის ახსნამ მიიყვანა ჰაიზენბერგი განუ- 

ზღვრელობის თანაფარდობის აღმოჩენამდე. 

§ 40. მდგომარეობის კვანტური აღწერა 

როგორც ცნობილია, კლასიკურ მექანიკაში ნაწილაკის (ან ნაწილაკთა სის- 

ტემის) აღწერისათვის საჭიროა ამოიხსნას მოძრაობის განტოლებანი შესაბამისი 

საწყისი პირობების გათვალისწინებით. კლასიკურ მექანიკაში მდგომარეობა სავსე- 

ბით განსაზღვრულია, როცა ცნობილია ნაწილაკის მდებარეობა და იმპულსი. 

როდესაც მოცემულია ნაწილაკის მდებარეობა და იმპულსი დროის საწყისი ჯ=0 

მომენტისათვის, კლასიკური მექანიკის მოძრაობის განტოლება საშუალებას გვაძ- 

ლევს ვიპოვოთ ნაწილაკის მდგომარეობა დროის ყოველი შემდგომი მომენტისა- 

თვის. მაგალითად, თუ ნაწილაკისათვის ვიპოვეთ ნიუტონის განტოლების ამონა- 

ხსნები: 

ჯ= I#I(ს), ყ= /5(I), 2= /ვ(), 
მაშინ მათი საშუალებით შეიძლება ზუსტად გამოითვალოს დროის მოცემული 

მომენტისათვის ყველა სხვა სიდიდე, მაგალითად, იმპულსი, ენერგია და სხვა. 
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იბადება კითხვა, როგორ უნდა მოხდეს ნაწილაკის (ან სისტემის) მდგომა- 

რეობის აღწერა კვანტურ მექანიკაში კვანტურ მექანიკაში რომ მდგომარეობა 

კლასიკური მექანიკის ანალოგიურად, კოორდინატითა და იმპულსით ვერ დახასიათ– 

დება, ჩანს განუზღვრელობის თანაფარდობის არსებობიდან, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ 

ტთა ტი,--ჩნ. (40,1) 

ეს იმას ნიშნავს, რომ კოორდინატის განსაზღვრის ცდომილება დაკავშირებულია 

იმპულსის განსაზღვრის ცდომილებასთან ტბ. -–- 1ს/4ი,. არსებითია, რომ ნ უნი- 

ვერსალური მუდმივია; ასე რომ უკანასკელი ტოლობა არ არის დამოკიდებული 

არც იარაღის სიზუსტეზე და არც დამკვი”ვებლის მოხერხებულობაზე, თუ იმპულ- 
სი განსაზღვრულია ზუსტად, ე. ი 24/0.=90, მაშინ ცდომილება კოორდინატის 

განსაზღვრაში +ჯ= C. ეს იმას ნიშნავს, რომ ნაწილაკის კოორდინატს გარკვეული 

მნიშვნელობა არა აქვს. უკანასკნელი შედეგია იმ ზეგავლენისა, რომელსაც ახდენს 

იმპულსის განმსაზღვრელი იარაღი მიკროობიექტზე. 

§ 39-ში ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ განუზღვრელობის თანაფარდობას ადგილი აქვს 

მთელი რიგი სხვა ფიზიკური სიდიდეების წყვილებს მორისაც-–-ე. წ. კანონიკურად 

შეუღლებულ სიდიდეებს მორის. ამგვარად, კვანტურ მექანიკაში არსებობს ისეთი 

ფიზიკური სიდიდეები, რომელთა ზუსტი გაზომვა ხელს უშლის სხეა სიდიდეების 

მნიშვნელობების” ცოდნა ამიტომ კვანტურ მექანიკაში მდგომარეობის დახასია თე– 

ბას კოორდინატითა და იმპულსით აზრი არა აქვს, რადგან მათ ერთდროულად 

ზუსტად განსაზღვრული მნიშვნელობები არა აქვთ. აშკარაა, რომ კვანტურ მექა- 

ნიკაში მდგომარეობა უნდა დავახასიათოთ სხვანაირად. კერძოდ, იმ ფიზიკური 

სიჯიდეებით, რომელთა გაზომვა ერთდროელად შეიძლება. თანაც ნათელია, რომ 

სხვადასხვა ამოცანაში მდგომარეობის დამახასიათებელი ფიზიკური სიდიდეები სულ 

სხვადასხვა იქნება. 

თუ რამდენი ფიზიკური სიდიდით უნდა დახასიათდეს ესა თუ ის მდგომა- 

რეობა, დამოკიდებულია სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვზე. კლასიკურ 

მექანიკაში, თუ სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი არის #, მა ინ მდგომა– 

რეობა ხასიათდება 2: სიდიდით (C კოორდინატითა და # იმპულსი»). ირკვევა, 

რომ კვანტურ მექანიკაში მდგომარეობის დასახასიათებლად ორჯერ უფრო ნაკლები 

რიცხვი გვაქვს კვანტურ მექანიკაში ამა თუ იმ ამოცანის გადაწყვეტა ნიშნავს 

'მრედინგერის განტოლების ამოხსნას. როეა მოცემული გვაქვს ტალღური ფუნქ- 

ციის საწყისი ა(,, 0) მნიშვნელობა, მაშინ შრედინგერის დროითი განტოლება 
საწუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ ტალღური ფუნქცია დროის ნებისმიერ შემდგომ 

მომენტჯ2ი, ე. ი. მოცემული საწყისი განაწილების ალბათობის საშუალებით შესაძ- 

ლე%ელია განისაზღვროს განაწილების ალბათობა დროის ნებისმიერ შემდგომ მო- 

მენტში. განსაზღვრულობის მიზნით განვიხილოთ სტაციონარული მოძრაობა, 'ესა- 
ბამის დრედინგერის განტოლებას აქვს სახე 

წს = 8. (40,2) 

ამ განტოლების სათანადო სასაზღვრო პირობებში ამოხსნის შედეგად ვიპოვით 
ენერგიასა და ტალღურ ფუნქციას, რადგან შრედინგერის განტოლება მოძრაობის 

განტოლებაა, ამიტომ ბუნებრივია დავასკვნათ, რომ M(I) ფუნქცია განსახლვრავს 
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მოცემული ამოცანის კვანტურ მდგომარეობას. ს--ფუნქცია შეიცავს მაქსიმალურ 
ინფორმაციას, რისი მოცემაც კი შეუძლია კვანტურ მექანიკას. 

ცხადია, რომ სისტემის დასახასსიათებლად მხოლოდ სრული ენერგიის განსა- 
ზღვრა საკმარისი არ არის. ჩვენ დაგვჭირდება სხვა ფიზიკური სიდიდეების ცოდ- 
ნაც. მაგალითად, იმპულსის, იმპულსის მომენტის და სხვა. ამიტომ საჭიროა გა- 
ირკვეს, თუ #-ფუნქციით დახასიათებულ კვანტურ მდგომარეობაში როდისაა შესა- 

ძლებელი ენერგიასთან ერთად სხვა ფიზიკური სიდიდეების განსაზღვრაც. რადგან 
აღნიშნული სიდიდეების მოძებნა გვაინტერესებს #-მდგომარეობაში, ამიტომ სხვა 
რომელიმე ფიზიკური სიდიდის საპოვნელად, იგივე თ-ფუნქციისათვის ადგილი 

უნდა ჰქონდეს განტოლებას 

წელ (40,3) 

სადაც თ ჩვენთვის საინტერესო ფიზიკური სიდიდეა, 4 კი მისი შესაბამისი ერმი- 

ტული ოპერატორი. ან, სხვანაირად რომ ვთქვათ, ს ფუნქციით დახასიათებულ 
მდგომარეობაში ენერგიასთან ერთად ი-ფიზიკური სიდიდის გაზომვა რომ შეიძლე- 

ბოდეს, საჭიროა ტ ფუნქცია საერთო საკუთარი ფუნქცია იყოს M# და 4 ოპერა- 
ტორებისა, ე. ი. საჭიროა, რომ ეს ოპერატორები ურთიერთკომუტატურნი იყვნენ: 

#4 = 2#V. თუ იგივე მდგომარეობაში გვაინტერესებს კიდევ სხვა რაიმე ხ ფიზი- 

კური სიდიდის განსაზღვრა, მაშინ შესაბამისი 8 ოპერატორი კოზუტატური უნდა 

იყოს როგორც ჰამილტონიანთან, ისე 4 ოპერატორთანაც. 
ამგვარად, მივიღეთ მეტად მნიშვნელოვანი დასკვნა: თტ-ფუნქციით დახასია- 

თებულ კვანტურ მდგომარეობაში ერთდროულად და ზუსტად გაიზომება ყველა 

ის ფიზიკური სიდიდე, რომელთა შესაბამისი ოპერატორებისათვის დ იქნება საერთო 

საკუთარი ფუნქცია, ან სხვანაირად, რომელთა შესაბამისი ოპერატორები კომუტა- 

ტური იქნებიან როგორიც ერთმანეთთან, ისე ჰამილტონიანთან. 

თავისთავად ცხადია, რომ ჰამილტონიანთან არაკომუტატური ოპერატორების 

საკუთარი მნიშვნელობების მოძებნა, ს-თი დახასიათთებულ მდგომარეობაში, შეუძ- 
ლებელია. რადგან იმპულსის ოპერატორი კომუტატური არ არის კოორდინატთან 

Iნ,, ჯ1=1, ამიტომაც აქვს ადგილი კოორდინატისა და იმპულსის განუზღვრელო- 

ბას. ასევე, როგორც ვნახეთ, იმპულსის მომენტის მდგენელების ოპერატორები 

ერთმანეთთან კომუტატური არ არიან, რის გამოც მათი საკუთარი მნიშვნელობე– 

ბის ერთდროულად ზუსტად განსაზღვრა შეუძლებელია. ერთდროულად შეიძლება 
გაიზომოს მომენტის კვადრატი და მისი მხოლოდ ერთ-ერთი მდგენელი. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ რაიმე მდგომარეობაში, რომელიც აიწერება ს 

ფუნქციით, ყველა ფიზიკურ სიდიდეს როდი აქვს გარკვეული მნიშვნელობა. ჩვენ 
ვხედავთ, განსხვავებით კლასიკური მექანიკისაგან, რომ ფიზიკურ სიდიდეთა ერ- 

თობლიობა ორ ჯგუფად იყოფა. ერთ ჯგუფს მიეკუთვნება ის სიდიდეები, რომელ- 
თა შესაბამისი ოპერატორებისათვი” სტ ფუნქცია წარმოადგენს საერთო საკუთარ 

ფუნქციას და რომლებსაც, მაშასადამე, განხილულ მდგომარეობაში აქვს გარკვეუჟ- 
ლი მნიშვნელობა. ფიზიკური სიდიდეები ერთობლიობას რომლებიც აღებულ 
მდგომარეობაში ერთდროულად ზუსტად გაიზომება, უწოდებენ გასაზომ სიდიდეთა 

სრულ კრებულს. ფიზიკურ სიდიდეთა მეორე ჯგუფს შეადგენენ დანარჩენი სიდი- 
დეები, რომელთათვისაც ს ფუნქცია არ წარმოადგენს საკუთარ ფუნქციას და 

რომელთა ოპერატორებიც წინა ჯგუფის ფიზიკურ სიდიდეთა შესაბამის ოპერა- 
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ტორებთან კომუტატური არ არიან. ა ჯგუფის სიდიდეებზე ამბობენ, რომ მათ იმ 
მდგომარეობაში, რომელიც აიწერება 80) ფუნქციით, გარკვეული მნიშვნელობა 
არა აქვთ. 

მდგომარეობის აღწერას V(.) ფუნქციით, რომლის საშუალებით განისაზღვ- 

რება ერთი ჯგუფისა ფიზიკურ სიდიდეთა მნიშვნელობა, ე ი. ფიზიკურ სიდიდეთა 

სრული კრებული, უწოდებენ მდგომარეობის კვანტურ აღწერას. 

ამგვარად, თუ ვიცით ტალღური ფუნქცია #« (L), მაშინ კვანტურ მექანიკაში 
მდგომარეობა განსახღვრულია და შესაძლებელია მოვძებნოთ ფიზიკურ სიდიდეთა 

სრული კრებული. 

ახლა იბადება კითხვა, ს ტალღური ფუნქციით განსაზღვრულ მდგომარეობა- 

ში რა შეიძლება ვიცოდეთ მეორე ჯგუფის, ე. ი. არაკომუტატურ ოპერატორთა, 

საკუთარი მნიშვნელობების შესახებ? მართალია, როგორც ზემოთ გავარკვიეთ, ამ 

ჯგუფის სიდიდეებს ზუსტად განსაზღვრული მნიშვნელობები არა აქვთ, მაგრამ დ- 

მდგომარეობაში წეგვიძლია ვიპოვოთ მათი კვანტურმექანიკური საშუალო მნიშვნე- 
ლობები ჩვენთვის ცნობილი ფორმულით 

(»)=(4 | LL ყ). (40,4) 
მდგომარეობის კვანტურ აღწერასთან მჭიდროდაა დაკავშირებული ბორის ე. წ. 
დამატებითობის პრინციპი, რომელიც მან ჩამოაყალიბა 1928 წელს და ამით საფუ- 
ძველი ჩაუყარა კვანტური მექანიკის 'ე. წ. კოპენპაგენისეულ ინტერპრეტაციას. 

ბორის თანახმად, კვანტურ მექანიკაში ყოველი ფიზიკური სიდიდე თავის 

კანონიკურ შეუღლებულ სიდიდესთან ერთად ადგენს გარკვეულ წყვილს (მაგალი– 
თად, ი, და 2, # დღა ( და სხვა მრავალი), რომელთაგან მხოლოდ ერთი შეიძ- 

ლება ზუსტად გაიზომოს. ბორის მიხედვით გასაზომ სიდიდეთა ერთობლიობა იყო- 

ფა ორ ერთმანეთის გამომრიცხავ ჯგუფად, რომლებიც ერთმანეთის მიმართ არიან 
დამატებითობაში იმ თვალსაზრისით, რომ მათ ერთობლიობას შეეძლო მოეცა სი–- 

სტემის სრული აღწერა კლასიკური მექანიკის თვალსაზრისით. ამაში მდგომარეობს 

სწორედ ბორის დამატებითობის პრინციპის შინაარსი. 

როდესაც ზემოთ მდგომარეობის კვანტურ აღწერას ვსწავლობდით, ყველგან 

ვგულისხმობდით, რომ სისტემას ტალღური ფუნქცია გააჩნია. ასეთ მდგომარეობა- 

ში ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ნებისმიერი ფიზიკური სიდიდე, რომელთა შესაბამი 

ოპერატორებისათვის ს არის საერთო საკუთარი ფუნქცია. მაგრამ კვანტურ მექანიკაში 

ჩვენ გვხვდება ისეთი მდგომარეობებიც, რომლებსაც ტალღური ფუნქცია არ გააჩნიათ. 

ვთქვათ, მაგალითად, ალბათობა იმისა, რომ კვანტურმექანიკური სისტემის რაიმე 

7 ფიზიკური სიდიდე ღებულობს »=2.# მნიშვნელობას არის 1 გ=I!თიI ცხადია, 
რომ ამ ალბათობიდან ჩვენ ვერ განვსაზღვრავთ თვით ი, კოეფიციენტებს, ამიტომ 

ლC- 

სიო = 3, ი„სიო (40,5) 
»=0 

გაშლის ფორმულის გამოყენებით ვერ ვიპოვით V( ფუნქციას. მაშასადამე, ამ 

შემთხვევაში, სისტემას მართლაც არ ექნება ტალღური ფუნქცია. კვანტურ მდგო- 
მარეობას, რომელსაც ტალღური ფუნქცია არა აქეს, ნარევს უწოდებენ. ნარევის 

აღწერა შესაძლებელია ე. წ. სიმკვრივის მატრიცით. 

1ვე



–-§MI. სუფთა მდგომარეობა და ნარევი. სიმკვრივის მატრიცა! 

1. როგორც § 40-ში აღვნიშნეთ, თუ ნაწილაკს (ან სისტემას) გააჩნია ტალ- 
ღური ფუნქცია, მაშინ ჩვენ გვაქვს მაქსიმალური ცნობები ამ ნაწილაკის შესახებ, 
ე. ი. ვიცით ყველაფერი ის, რის მოცემაც შეუძლია კვანტურ მექანიკას. ასეთ 

შემთხეევაში„ როგორც აღვნიშნეთ, ამბობენ, რომ სისტემის მდგომარეობა არის 
სუფთა ვიცით რა ტალღური ფუნქცია, ჩეენ ამ მდგომარეობაში შეგვიძლია ვი- 

პოვოთ გასაზომ სიდიდეთა სრული კრებული და ყველა სხვა ფიზიკურ სიდიდეთა 
საშუალო მნიშვნელობები. 

ვთქვათ, ზსისტემა შეიძლება იმყოფებოდეს სხვადასხვა სუფთა მდგომარეობა- 

ში, რომელთა ტალღური ფუნქციები შესაბამისად იყოს 

დე, რე, ლე, «ში; (41,1) 

მაშინ, როგორც ვიცით, სუპერპოზიციის პრინციპის ძალით ტალღური ფუნქცია 

ს= +", (41,2) 
ჯ51 

(C, გამოხატავს მდგომარეობის ალბათობის ამპლიტუდას) აგრეთვე შესაძლო მდგო- 
მარეობას გამოხატავს. სუპერპოზიციაში თითოეული კერძო მდგომარეობა შედის 

განსაზღვრული ამპლიტუდით, ე. ი, გარკვეული მოდულით და გარკვეული ფაზით 
C,=ICV|2XნCთ), სადაც თ ნამდვილი რიცხვია. ამგვარად, თუ (41,1) ფუნქციები 

კერძო სუფთა მდგომარეობათა ტალღური ფუნქციებია, მაშინ მათი სუპერპოზი- 

ციაც სუფთა მდგომარეობას შეესაბამება. თუ ვიცით სუფთა მდგომარეობის ფუნქ- 

ცია, შეგვიძლია ვიპოვოთ ალბათობის სიმკვრივე. სახელდობრ, ალბათობის 'სიმკვ– 

რივეს მოგვცემს ტალღური ფუნქციის აბსოლუტური მნიშენელობის კვადრატი “, 

117 =|4#)“- (41.3) 

როცა მდგომარეობა ხასიათდება (41,1) ფუნქციათა ერთობლიობით, მაშინ ალბა– 

თობის სიმკვრივეს მოგვცემს (41,2) გამოსახულების აბსოლუტური მნიშვნელობის 

კვადრატი 

V = |8.=2) CIC»ML 9 =3)0499+ 2, Cთ;C,ა;ს,. (41,4) 
# (1 (> 

რაიმე ჯ ოპერატორის შესაბიმისი » ფიზიკური სიდიდის საშუალო კი შეგვიშ-. 

ლია ვიპოვოთ შემდეგი ფორმულით: 

0 = | ს" #სძ» = 2,0:C | :-%02= 2.0:L.0»: (4,5) 
(.ჩ წ”.L · 

2. კვანტურ მექანიკაში შეიძლება საქმე გვქონდეს ისეთ მდგომარეობასთანაც, 

რომელსაც გარკვეული ტალღური ფენქცია არ გააჩნია. ასეთ მდგომარეობას უწო- 

დებენ ნარევს, ნარევთან ჩვენ საქმე გვაქვს მაშინ, როდესაც ადგილი არა აქვს 
სრულ გაზომვას, რის გამოც სისტემის დახასიათება ამა თუ იმ ტალღური ფუნე- 

ციით სხვადასხვა ალბათობით ხდება, ე. ი. სისტემის დასახასიათებლად მხოლოდ 

  

1 ეს საკითხი უფრო დაწვრილებით განხილულია ჟურნალებში IXIIVა. 116. M06V, L #01 

49, 1996, #სCV. 0L Mი00, LI X5, ჰიისის/ 1, 701 29. 1957, (ს. Lა900)- 
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(41,1) ფუნქციების ერთობლიობა საკმარისი აღარ არის. იმისათვის, რათა მდგო- 
მარეობა დავახასიათოთ (41,1) კერძო სუფთა მდგომარეობებით, საჭიროა დამატე- 

ბით ვიცოდეთ ამ ფუნქციებით განსაზხღერულ სეფთა მდგომარეობათა დამახასია- 
თებელი ალბათობებიც /,, /ე....მი. ან, სხვანაირად რომ ვთქვათ, უნდა ვიცოდეთ 

ის ალბათობებიც, რომლებიც გვიჩვენებენ” თუ ნარევში როგორი სიხშირით 
გვხკღდება სუფთა მდგომარეობები. ამგვარად, ნარევის დასახასიათებლად ნაცვლად 

(41,1) ფუნქციებისა საქიროა ვიცოდეთ» შემდეგი ერთობლიობა: 

ბ, ზა, ზე, · -ზი 

იჩ, 0 მ-ი, 
(1,6) 

სადაც 7! პარის თ ფუნქციით დახასიათებული სუფთა მდგომარეობის ალბათობა 
არევში. ამასთან, 

2,0,=1. (41,7) 
151 

თუ დ0,ე,=/0,=..=/ჩ/ა=1, მაშინ მივიღებთ სუფთა მდგომარეობას, ე. ი. ნარევი 
წარმოადგენს გაცილებით უფრო რთულსა და ზოგად მდგომარეობას სუფთა მდგო– 
მარეობასთან შედარებით. იმისათვის, რომ გასაგები გახდეს, რა განსხვავებაა ნა- 

რევსა და სუფთა მდგომარეობას შორის, ვიპოვოთ მდგომარეობის ალბათობა ნარე– 

ვის შემთხვევაში და იგი შევადაროთ (41,4) ფორმულას. 

ნარევის დროს ალბათობა იმისა, რომ ს,(ოი-ით დახასიათებული ნაწილაკი 

(სისტემა) მოხვდეს სივრცის ერთეულოვან მოცულობაში, იქნება |თ,()?, ხოლო 

ალბათობა იმისა, რომ საერთო მდგომარეობიდან შეგვხედეს ის მდგომარეობა, 
რომელიც ხასიათდება #6,C–) ფუნქციით, არის ი,; ამიტომ, /-ურ მდგომარეობაში 
მყოფი ნაწილაკის ალბათობის სიმკვრივე იქნება ი, |0, (უ|?, ხოლო სრული ალბა- 
თობის სიმკვრივეს ექნება საზე 

LI 

I7C)= 201 %0L. (41,8) 
#51 

თუ ამ ფორმულას შევადარებთ (41,4)-ს, დავინახავთ, რომ ალბათობის სი- 

მკვრივეები სუფთა მდგომარეობებისა და ნარევის დროს ერთმანეთისაგან განსხვავ- 

დება. სუფთა მდგომარეობაში სუპერპოზიციის გამო მივიღეთ ინტერფერენცია 

სხვადასხვა მდგომარეობას შორის; ნარევის შემთხვევაში კი ასეთ ინტერფერენციას 

ადგილი არა აქვს. 

სუფთა მდგომარეობაში ალბათობის გამოთვლის დროს იკრიბება ამპლიტუ- 

დები, ნარევის დროს კი–-ინტენსიობები, აქ ისეთივე მდგომარეობა გვაქვს, რო– 

გორც ოპტიკაში კოჰერენტული და არაკოჰერენტული ტალღების შეკრების დროს. 

აშკარაა, რომ ნარევის დროს რაიმე ფიზიკური სიდიდის საშუალო მნიშვნე- 

ლობისათვის გვექნება ფორმულა 

# ჩ (2 # 

05=1) ი, | «1: L§,ით= 3. ი,(9,IIIს ა. (4,9 
(51 (51 

3. ნარევის დასახასიათებლად, ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად, ნეიმანისა 
და ლანდაუს მიერ შემოღებული იყო სტატისტიკური, ან, როგორც მას ხშირად 
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უწოდებენ, სიმკვრივის მატრიცის ცნება1. როგორც ვნახეთ, სუფთა მდგომარეობა- 
ში სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა გამოისახება (41,501 ფორმულით, ხოლო ნა- 
რევის შემთხვევაში (41,9) და (41,3)-ის ძალით 

(X= 2,0, (Xა = 2,2,2,ი,0500L.,0,Cთ; (41,1თ 
” ჩ თი 

# მიუთითებს გარკვეულ მდგომარეობაზე. 

გამოსახულებას 

ჩი„= 20 0:000,0) ტ1,11) 
ჯ 

უწოდებენ სიმკვრივის მატრიცას. ამ მატრიცის დახმარებით ფიზიკური სიდიდის 

საშუალო შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

(1:= გიოს = 2.61)» (41,12) 

”სჩ ჩ 

ან, თუ გავიხსენებთ მატრიცის კვალის განმარტებას, გვექნება 

(+--X=53ი(L) (41,13) 

აშკარაა, რომ სიმკვრივის მატრიცის დიაგონალური ელემენტი 

ჩ„„= 2, 0,100: '>9 (41,14) 
#ჩ 

გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ ნარევში » ფიზიკურ სიდიდეს ჰქონდეს #=2, 
მნიშვნელობა, ე. ი. გამოხატავს სისტემის მოხვედრის ალბათობას მდგომარეობაში, 

რომელიც ხასიათდება ს, ფუნქციით. 
(41,13) ფორმულა უნდა განვიხილოთ როგორც სიმკვრივის მატრიცის გან- 

მარტება. იგი საშუალებას გვაძლევს აღებული კვანტური მდგომარეობისათვის სამ- 
კვრივის მატრიცის მოძებნისა ნარევში ზოგიერთი ფიზიკური სიდიდის საშუალო 
მნიშვნელობების გაზომვით. 

სიმკვრივის მატრიცა იმ რანგისაა, რამდენი დამოუკიდებელი მდგომარეობი- 
თაც გამოხატულია (41,2) სუფთა მდგომარეობა. ეს რიცხვი შეიძლება იყოს რო- 
გორც სასრულო, ისე უსასრულო. სიმკვრივის მატრიცის ელემენტები, საზოგადოდ, 

კომპლექსური რიცხვებია, მთელი მატრიცა კი ერმიტულია. მართლაც, (40,192) 

განმარტების თანახმად, რადგან საშუალო მნიშვნელობა ნამდვილია, ამიტომ 0+=ილ, 

. ი. 
· 0ნ„ია=მით: (41,15) 

სიმკვრივის მატრიცას შეიძლება მოვთხოვოთ ნორმირების შემდეგი პირობის 

შესრ: ბა: 
ვღუღე 50 0=1. (41,16) 

მართლაც, მოვითხოვოთ, რომ ერთეულოვან #=1 ოპერატორს ჰქონდეს ერთის 
ტოლი საშუალო მნიშვნელობა, მაშინ (41,13) დაემთხვევა (41,16) ნორმირების 

პირობას. 

4. ახლა განვიხილოთ სიმკვრივის მატრიცა სხვა ასპექტში. ვთქვათ გვაქვს 
იზოლირებული სისტემა, რომლიდანაც გამოყოფილია მცირე ქვესისტემა. ქვესის- 
ტემის დამახასიათებელი ყველა კოორდინატი აღვნიშნოთ ჯ-ით, სისტემის დანარ- 

1 იხ, VI, 10M LXIV, 1958 L., 39იXCX 3. 
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ჩენი ნაწილის კოორდინატთა ერთობლიობა კი C-თი. ვთქვათ, მთელი ჩაკეტილი 
სისტემა იმყოფება რაიმე კვანტურ მდგომარეობაში, რომელიც ხასიათდება Vთ(თ, 6) 

ტალღური ფუნქციით. დავუშვათ, 7». არის გამოყოფილი ქვესისტემის დამახასიათე- 

ბელი რაიმე ფიზიკური სიდიდე. მისი შესაბამისი ოპერატორი » იმოქმედებს მხო. 

ლოდ ჯ კოორდინატზე, ამიტომ ჯ. საშუალო მნიშვნელობისათვის შეგვიძლია და- 

ვწეროთ 

(X=|I | ა"C, 6 ჩსC,წ)ძთ ინ. (41,17) 

შემოვიღოთ შემდეგი უწყვეტი მატრიცა: 

(თI6IXX= I+ა", C) დ (;, 6) ძნ. (41,18) 

ამ სიდიდეს უწოდებენ სიმკვრივის მატრიცას, ცხადია, რომ იგი არის ერმიტული 

(XI0IX )"=(XI0IX). (41,19) 
ამ მატრიცის დიაგონალური ელემენტი 

(XI6) = | IV C., 6114 CL,20) 
გვაძლევს X კოორდინატის განაწილების ალბათობას. 

რადგან კოორდინატულ წარმოდგენაში ჯ ოპერატორი შეგვიძლია წარმო- 

ვიდგინოთ შემდეგი სახით: 
M # 

(X IMIXX= #6(X-X”), (41,21) 

ამიტომ (40,17) საშუალო მნიშვნელობისათვის გვექნება 

05:=| | | ს“ თ", 6 (=1#I აბდ, 6 ძწი» ძ»', (41,22) 

ოპერატორი ჯ' კოორდინატზე არ მოქმედებს, ამიტომ (41,22) ფორმულას (41,18)– 
ის გამოყენებით შეგვიძლია მივცეთ სახე: 

(+0=IVCXIIIX) (XV ILIXა ძფძ» (41,23) 

ან, რაც იგივეა, 

0) =IVC | 0LIX)ძ==80(01)), (41,24) 

სადაც 50 აღნიშნავს ინტეგრალს დიაგონალური ელემენტებიდან. 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ სიმკვრივის მატრიცის საშუალებით შეიძლება 
გამოვითვალოთ ნა არევში ნებისმიერი ფიზიკური სიდიდის საშუალო. ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ სიმკვრივის მატრიცა შეგვიძლია გამოვიყენოთ მდგომარეობის აღსაწე- 
რად იმ შემთხვევაში, როცა სისტემას ტალღური ფუნქცია არ გააჩნია. ამასთან, 

მდგომარეობის აღწერა სიმკვრივის მატრიცით ზოგადია და გამოდგება მაშინაც, 

როცა მდგომარეობა სუფთაა. 
ვიპოვოთ სიმკვრივის მატრიცის ცვლილება დროის მიხედვით. ჩვენ ვიცით, 

რომ უნიტარული §() მატრიცით შეგვიძლია აღვწეროთ სისტემი” ტალღური 
ფუნქციის ცვლილებ დროში. კერძოდ, თ(,ჯ) = 5(I)8L(0), სადაც §() = 

=თ(-# ჯ 1 გამოვარკვიოთ ტალღური ფუნქციის ასეთი უნიტარული 
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გარდაქმნის დროს როგორ გარდაიქმნება სიმკვრიეის მატრიცა, სიმკვრივის მატრი– 
ცა ჯ#:=0 მომენტში აღვნიშნოთ ი(0)-ით. მაშინ (41,18) განმარტება ფორმალუ- 
რად ასე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

0(0) = Iს (0)) (დ (0)I. (41,25) 

რადგან 

|0(§)) = 51% (0)), (« (9)|= (V (0)15“, (41,26) 
ამიტომ 

50(0)5! = IV (I)) (4%(0L (41,27) 
მაშასადამე, 

0(()=50(0) 5“. (41,28) 

ვიპოვოთ ამ გამოსახულების დროის მიხედვით კერძო წარმოებული 

მ0 _ შ5 „-ე§+ | ყიდ). ტ5 ოევისო 0(0) 5“ + 59(9) წწ, (41,29) 

5940) ოპერატორის განმარტებიდან ცხადია, რომ 

ძ5_ _ 17 ძა IM + 98, “-=5-957 (41,30) 

ამ გამოსახულებების შეტანით (41,29) წარმოებულში საბოლოოდ მივიღებთ გან- 
ტოლებას 

ძი _ 
ძL 

რომელსაც აკმაყოფილებს სიმკვრივის მატრიცა. 

ფიზიკური სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა ამ შემთხვევაში განისაზღვრება 

ფორმულით 

– (წი 0V)), (41,31) 

(.(0)) =50(Lი (ს). რ1,32) 
შევიტანოთ ი()-ს მნიშვნელობა (41,28) ფორმულიდან და შპურის ნიშნის ქვეშ 
მოვახდინოთ ციკლური გადანაცვლება 

(X9)) = 50CL90(0)5+) = 5ი(5+#80(0)); (41,33) 
მაშასადამე, საბოლოოდ მივიღებთ 

(+ (0) = 8იILC)0(0)), (41,34) 

ე. ი. სიმკვრივის მატრიცის დროზე დამოკიდებულება გადატანილია ოპერატორზე. 

+ § 45. მოძრაობის კვანტური ბანტოლებები 

როგორც ცნობილია, კლასიკურ მექანიკაში ნებისმიერი CI, ყ, #, ჩ.ა,ი,; 0 
ფუნქციის დროით წარმოებულს 

ძL _ 
ძL 

უწოდებენ კლასიკური მექანიკის მოძრაობის განტოლებას, სადაც II არის ჰამილ- 

ტონის ფუნქცია. თუ # დროის ცხადი ფუნქცია არ არის, მაშინ 

0» –-+Iწ, XI, 42,1 7» + 1 (42,1) 
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ი 4; _ ცო. 2,3 
“ 

როცა X=ჟჯა და X=/Mთ გვექნება: 

09% წყ» „)=9#. (თ=1,2,3), (42,3) 
ი! ძი» 

იი IL რი. სა) 09%, 42,4 
ძ: IV 09) ძა. ' | 

რომლებიც ჰამილტონის მოძრაობის განტოლებებს წარმოადგენენ. 
კვანტურ მექანიკაში, ანალოგიით გამოსახულებას 

4 ი ე 7,4 (42,5) 

მოძრაობის კვანტური განტოლება ეწოდება. როცა 4 დროზე ცხადად არ არის 

დამოკიდებული, მაშინ 

ი! = LX), (42,6) 

სადაც წ ჰამილტონის  თპენატორია. 

ვიპოვოთ კოორდინატისა და იმპულსის მოძრაობის განტოლებანი. გვექნება: 

2 =(M, 291, (42,7) 

იმ #4» 

მ. = L9,მი). (თ=1, 2, ვ). (42,8) 

ამ განტოლებებს შეგვიძლია ვუწოდოთ ჰამილტონის კვანტური განტოლებები. გი- 

პოვოთ LM, თ) და (წ, ი.) პუასონის ფრჩხილების ცხადი გამოსახულებანი, 
ამისათვის გავიხსენოთ, რომ ჰამილტონის ოპერატორს აქვს სახე 

#M= 2 2 ს 81 #C, ყ, 2, 1). (42,9) 
#8 

რადგან კოორდინატები კომუტატური იქნებიან პოტენციალურ ეჩერგიასთან რო– 
გორც კოორჯინატების ფუნქციასთან, ამიტომ 

ძ 1 ჩ 1 ჩ , , 
ი 2.2 II, 2) = 2; >. (05 I0გ,თი1+ (მგ. 21#ე.. _ (42,10) 

8 ჩ 

ჩვენ ვიცით, რომ. (იგ, თ.) = 82, ამიტომ 
ძა _ ართი 42,11 I მ! ჩ« ( ) 

ე. ი. იმპულსის ოპერატორი მასისა და სიჩქარის ოპერატორის ნამრავლის ტოლია. 
ანალოგიურად, (42,8) ფორმულის მიხედვით, იმპულსის ოპერატორის დროი– 

თი წარმოებულისათვის გვექნება 
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# · 

ძი» - 0” 
_–-=I7/,მთ)=–- . (42,12) 

ძ! “I ძ»= 

ან ვექტორულ აღნიშვნებში 

490 _ – ფოგ I, (42,13) 
ძL 

რომელიც წარმოადგენს ნიუტონის განტოლებას ოპერატორული სახით. როგორც 

ვხედავთ, კვანტურ მექანიკაში სავსებით ისეთივე დამოკიდებულებები გვაქვს, რო- 

გორც კლასიკურ მექანიკაში, ოღონდ ოპერატორული სახით. 

+ § 43. ერენფესბის განტოლებები 

კვანტური მე)ანიკის ძირითადი ჰიპოთეზის თანახმად, კლასიკური მექანიკის 
ფიზიკურ სიდიღეებს წრფივი ერმიტული ოპერატორები შევუსაბამეთ. აშკარად 

ჩანს, რომ რაღაც ღრმა კავშირი არსებობს კლასიკურსა და კვანტურ მექანიკას 

შორის. ახლა ჩეენ ვაჩვენებთ, რომ ასეთი კავშირი მართლაც არსებობს და ამ 
კავშირის გამოხატულებას წარმოადგენს ერენფესტის განტოლებები. მათი შინააC–- 

სი მდგომარეობს იმაში, რომ მიკროსკოპული სხეულების მოძრაობის დამახასია– 

ოებელე ფიზიკური სიდიდეების საშუალო მნიშენელობები ისევე იქცევა როგორც 

კლასიკური მექანიკის შესაბამი სიდიდეები. ამ დებულების დასამტკიცებლად საკ- 

მარისია ვაჩვენოთ, რომ მიკროობიექტის იმპულსისა და კოორდინატის საშუალო 

მნიშენელობები ისეთსავე განტოლებებს ემორჩილება, როგორსაც შესაბამისი კლა- 
სიკური სიდიდეები. 

წინა პარაგრაფში ჩვენ დავინახეთ, რომ 

. ს , 

მ თ ნ ძი>_ _ მ, X» („=1,2,3) ტ3,1) 
ი M# რ! მ=> 

ვიპოვოთ ამ გამოსახულებათა საშუალო მნიშვნელობები. ამიხათვის საკმარისია ეს 

ტოლობები მარცხნიდან გავამრავლოთ დ 9-ზე, მარჯენიდან დ-ზე, და ავიღოთ ინ- 

ტეგრალი მთელს სივრცეზე; გვექნება 

=> )- 72 _ _ 7 
  

  

– თი, =- ?“ 43,2 
ს. == (4,2 

- 
რადგან –““ = 9.4, ამიტომ 
სალ წ ტ 

ძ– 1 იძ მ» 
–ჟ7ცა = –“ეი=-–-- .. 43,3 
მ! ცით “89. ე (43) 

როგორც ვიცით, ==, <= , ამიტომ მეორე განტოლება ასეც შეგვიძლია გადა– 

ვწეროთ: 

ძი _ მ”. იყ _მ” იძი _ ი” 98-“ კლ ხუ=– ფე. ფო - <>. (43,34) 
ან, ვექტორული სახით 

ი” 
"ა ითი” = – | სხდ/სძ”. (43,5) 
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ამ განტოლებებს ერენფესტის განტოლებებს უწოდებენ. ეს განტოლებები მართ- 

ლაც გეაჩვენეპენ, რომ კოორდინატების საშუალო მნიშვნელობები აკმ ყოფილებენ 

კლასიკური მექანიკის მოძრაობის ნიუტონის განტოლებებს. თუ ძალის საწუალო 

მნიშვნელობა ნულის ტოლია, ე. ი. M-=0, მაშინ -- -6 და 0>=ოთი5ს, ე.ი. 

როცა ნაწილაკი იზოლირებულია, მაშინ საშუალო მნიშვნელობისათვის დაცულია 

ინერციის კანონი. ამის შესახებ ამბობენ, რომ „იზოლირებული ნაწილაკის ალბა- 

თობის სემძიმის ცენტრი მოძრაობს სწორხაზობრივად და თანაბრად“. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. დავამტკიცოთ, რომ ფინიტური მოძრაობის:თვის ი(V)=-2(7), სადაც ” არის პოტენცია 

ლურ” ენერგიის ერთგვაროვნების რიგი. (V) და (7) წარმოადგენენ ნაწილაკის პოტენციალური და 

კინეტიკური ენერგიების კვანტურმექანიკურ საშუალო მნიშვნელობებს. 1ეირიალის თეორემა). 

ამოხსნა: თუ პოტენციალური ენერგია კოორდინატების ერთგვაროვანი ფუნქციაა, რომ. 

ლის ერთგვაროვნების რიგი /-ის ტოლია, მაშინ ეილერის თეორემის თანახმად შეგეიძლია დავწეროთ 

ვ 
მV 

იVI), X-, Xვ) => 2, წლ () 
=1 ) 

განვიხილოთ შემდეგი სხვაობა: 

, 3, ვ 
3 9მშV 2 ოV= V ჩM .- – 2 2, 2 2, ” მ»; (2 

1=1 )1)=1 

· · · პV 
რმელიც, თუ გავიხსენებთ, რომ 0/ლთ/ასX) და 9)== – მ», ასეც გადაიწერება: 

/ 

, 3 , .·. · 

27-MV = 23) (X0)+ი) ჩ)- ს“ კ 
1=1 

გამვახალოთ ფავატერა მოჰრაობა, ამ შემთხვევაში ენერგიის სპექტრი იქნება დისკრეტული. მო- 
ვახდაზოთ (3) გამოსახელების გასაშუალოება ამ დისკრეტული სპექტრის ტალღური ფუნქციების 
მიხედვით. გაჰაშუალოება ეკვიქალენტურია დიაგონალური მატრიცული ელემენტის აღებისა, ამიტომ 
შეგვიძლია დავწეროთ ' 

3 

ო–ი(7)=C- ით = 2, 2 (წ) თა(მ))ტთუ-VX/)თა (6/)#თ) 
|=1 # 

ენერგეზულ წარმოდგენაში 

· 
( XI)ოთხლ!თითჩ(X))ი"; (0))სთ=1CთMი!(0/)ჩთ, 

ამიტომ ამ მნიშვნელობების შეტანით წინა ფორმულაში მივიღებთ 

ვ 
· ; %I 

2(#7, –ი(V)=:I 7 2, (თოსჩ+თსთ)(XI)თM(0;)Mთ, 
1:11 # 

რადგან თ.M=–-თIMთ, ამიტომ მარჯეენა მხარე ნელის ტოლია და ადგილი ექნება დასამტკიცებელ 

ტოლობას 

ი(V)=2(1), რ) 
138



რომელსაც კვანტური მექ,ნიკის ეირიალის თეორემას უწოდებენ. აღსანიშნავია, რომ განსხვავებით 

კლასიკური მექანიკის ეირიალის თეორემისაგან კეანტურ მექანიკაში აიღება პოტენციალური და 

კინეტიკური ენერგიების არა დროითი, არამედ კვ-ნტურმექანიკური საშუალო. 

როცა 7=2 (ჰარმონიული ოსცილატორი), მაშინ (V)=!17) ზოლო, როცა #2=-1 (კულო- 

ნური მიზიდვა) (V)=-–2(7) და ა. შ. ეირიალის თეორემა ადვილად განზოგადდება ნაწილაკთა 

სისტემის შემთხვევა'მი. 

2. აჩვენეთ რა სახე ექნება განუზღვრელობის თანაფარდობას მომენტის 2-მდგენელისა 

ჩ ძ 
(+-+ 2) და აზიმუტალურ დ კუთხეს შორის. მიღებული შედეგი ახსენით ფიზიკურად, 

! დ 

3. გამოიყენეთ (39,ტ), ფორმულა და დაწერეთ განუზღერელობის თანაფარდობა მომენტის 
/ გ # 

მდგენელებისათვის. (გაიხსენეთ, რომ (/ , /გ 1)=– –– 808»).



თავი VI 

შრედინგერის განტოლების ინვარიანრობა ლა 
შენახვის კანონები 

შრედინგერის განტოლებას მთელი რიგი ინვარიანტული თვისებები გააჩნია. 

მათ შესწავლას დიდი მნიშვნელობა აქვს კვანტურმექანიკური მოძრაობის ხასიათის 

დადგენის თვალსაზრისით. ჩვენ განვიხილავთ შრედინგერის განტოლების ინვარიან- 

ტობას მომავლის წარსულით შეცვლის მიმართ (ე. ი. ჯ->-–-ჯ გარდაქმნის მიმართ), 

ივარიანტობას გალილეის და გრადიენტული გარდაქმნების მიმართ და სხვა. 

ჩვენ ვიცით, რომ ოპერატორები კვანტურ მექანიკაში განსაზღვრულია კანო– 

ნიკური გარდაქმნების სიზუსტით, ამიტომ საჭიროა ვაჩვენოთ, რომ შრედინგერის 

განტოლებიდან გამომდინარე შედეგები არ შეიცვლება მასზე კანონიკური გარდა- 

ქმნების ჩატარების შედეგად. 

ჰამილტონიანის ინვარიანტობასთან სხვადასხვა გარდაქმნების მიმართ დაკავ- 

შირებულია შენახვის კანონებიც. ამასთან, კვანტურ მექანიკაში გარდა კლასიკურში 
ცნობილი შვიღი ადიტიური მოძრაობის ინტეგრალისა, კიდევ გვაქვს ლუწობის 

შენახვის კანონი, რომელსაც აგრეთვე ფუნდამენტური მნიშვნელობა აქვს. 

§ 44. შრედინბერის განტოლების ინვარიანტული თვისებები 

ვაჩვენოთ, რომ შრედინგერის განტოლება ფორმას არ იცვლის-–-ინვარიან- 

ტული რჩება მთელი რიგი გარდაქმნების მიმართ. ინვარიანტობის ეს თვისება 
ხელს გვიწყობს ღრმად ჩავწვდეთ შრედინგერის განტოლებიდან გამომდინარე ფი- 
ზიკურ შედეგებს. ამასთან, შრედინგერის განტოლების ინვარიანტობა ისე კი არ 
უდა გავიგოთ, რომ გარკვეული გარდაქმნების მიმართ იგი საზოგადოდ არ იცვ- 
ლება, არამედ ინვარიანტობა გულისხმობს, რომ განტოლებას გარეგნულად იგივე 
ფორმა რჩება, ტალღური ფუნქცია კი შეიძლება შეიცვალოს, ოღონდ ეს ცვლი- 
ლება ისეთი იქნება, რომ მისი საშუალებით გამოთვლილი ფიზიკურე სიდიდეები, 
როგორიცაა: ალბათობის სიმკვრივე, დენის ვექტორი, საშუალო მნიშვნელობა და 

სხვა უცვლელი დარჩება. ან სხვანაირად, შრედინგერის განტოლებას აქვს ინვა- 
რიანტული ფორმა რაიმე გარდაქმნის მიმართ, თუ იგი იღებს შემდევ სახეს: 

+ მ“ , 
1ს –--= #4; 44,1) 2 დ C 

ამასთან, ახალი + ფენგციით გამოთვლილი ზემოთ ჩამოთვლილი სიდიდეები არ 

უნდა შეიცვალოს. 

თუ გარდავბნის დროს შეაცვალა ჰამილტონიანიც, ინეარიანტობას ადგილი 
ექნება მაშინ, როცა ახალი ჰ-მილტონიანითა და ახალი ფუნქციებით ფიზიკური 
სიდიდეების სწორი მ5იშვნელობანი მიიღება. 
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ინვარიანტობა გალილეის გარდაქმნების მიმართ. ღავწეროთ შრედინგერის 

ფარდობითი მოძრაობის შესაბამისი განტოლება 

, 2 
ხოოი = ს) ა4+#C, ი) არი (44,2) 

ძL 2ა, 

ამასთან გავიხსენოთ, რომ ფარდობითი რადიუLსვექტორი L=-,–-L,. ვთქვათ, (44,2) 

განტოლება დაწერილია რაიმე უძრავი ათვლის სისტემის მიმართ. გადავიდეთ ახალ 

ინერციულ სისტემაზე, რომელიც პირველის მიმართ მოძრაობს V=6000M5ს სიჩქა– 

რით. მაშინ უძრავ სისტემაში განსაზღვრულ L,, L, რადიუსვექტორებსა და იგივე 

ნაწილაკების L|;, #- რადიუსეექტორებს შორის მოძრავ სისტემაში, გალილეის თა– 

ნახმად, გვაქეს კავშირი 

L,–L-+LVI, 1.=I11+VI, #L=1" (44,3) 

საიდანაც ჩანს, რომ L--წ,=1-–-, ე. ი. გალილეის გარდაქმნების დროს #=L”. 

ცხადია, რომ გალილეის გარდაქმნების მიმართ არ შეიცვლება არც ჰამილტონიანი 
და არც ტალღური ფუნქცია, ე. ი. შტრიხიან სისტემაში შმრედინგერის განტოლება 

ინვარიანტული დარჩება. ჩვენ ვიცით, რომ გალილეის გარდაქმნები სამართლიანია 

მცირე სიჩქარეებისათვის, ამიტომ შრეღინგერის განტოლება გამოდგება მხოლოდ 
ისეთი ნაწილაკებისათვის, რომელთა სიჩქარე გაცილებით ნაკლებია სინათლის სიჩ– 

ქარეზე ხ<ი. შრედინგერის განტოლება რომ აღწერდეს დიდი სიჩქარეებით მოძრავ 

ნაწილაკს, მაშინ იგი ინვარიანტული უნდა იყოს ლორენცის გარდაქმნების მიმართ, 

რასაც ადგილი არა აქვს, რამდენადაც ლორენცის გარდაქმნები დროისა და სივრ- 

ცის მიმართ სიმეტრიულია, შრედინგერის განტოლებას კი ასეთი სიმეტრია არა 

აქვს––ამ განტოლებაში დროითი წარმოებული პირველ ხარისხში შედის, სივრცული 

კი – მეორე. 

შრედინგერის განტოლების ინვარიანტობა მომავლის წარსულით შეცვლის 

მიმართ. ახლა გამოვარკვიოთ როგორ იცვლება შრედინგერის განტოლება L->-––ჯ 

გარდაქმნის დროს. როგორც ცნობილია, კლასიკური მექანიკის განტოლებები, 

ასეთი შეცვლისას ინვარიანტული რჩებოდა. განვიხილოთ იზოლირებული სისტემა 

ან ისეთი სისტემა, რომელიც მუდმივი გარეშე ველების მოქმედებას განიცდის. ასეთი 

სისტემის ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული. 

შრედინგერის განტოლებაში შევცვალოთ L->--ჯ-თი, მაშინ გვექნება 

ს –_ , 

“გ რ-ი =VM9MVC(L –-). (44,4) 
მ! 

გადავიდეთ კომპლექსურად შეუღლებულზე; მივიღებთ 
ს)“ == 

ჩ როი = წ'ტპ(C,–ჩ- (44,5) 

ფიზიკურ ამოცანებში, როცა ურთიერთქმედების პოტენციალი მხოლოდ კოორ- 

დინატებზეა დამოკიდებული, მაშინ ჰამილტონიანი ნამდვილია #%= #1). ამის გა- 

მო, (44,5)-დან გვექნება 
7ნ ძს” C, ი 

=წ4' , LM 44,6 2 ბიო ი (44,6) 

_ --_ 

1 დროის ინეერსიის საკითხი, როცა ჰამილტონიანი არაა ნამდეილი (მაგალითად, ნახევარ- 

სპინიანი ნაწილაკებისათვის) განხილულია § 135-ში. 
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სადაც ს (C, /11= 861? (I, – 8). ამგვარად, შრედინგერის განტოლებას ინვარიანტული 
სახე აქვს. 

გრადიენტული ინვარიანტობა. როგორც დავინახეთ, შრედინგერის განტოლე- 
ბას ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი დადებითად დამუხტული ნაწილაკისათვის 
აქვს სახე 

9 , 2 
ცი – კა გ-C ჩ) ს+იის LX (, #)ყ. (44,6) 

ი 2. 6 

როგორც მივუთითეთ # და დ პოტენციალებს ფიზიკური შინაარსი არა აქვთ, 

რადგან ისინი ცალსახად არ არიან განსაზღვრული. სახელდობრ, ჩვენ ვაჩვენეთ, 

რომ მაგნიტური და ელექტრული დაძაბულობის ვექტორები არ შეიცვლება თუ 

ნაცვლად # და დ პოტენციალებისა ავიღებთ "შემდეგ გამოსახულებებს: 

= #-+V/, , 

1 ძ/ 
– 22. 44,7 დ'=დ ონლ ( ) 

ან, როგორც ამბობენ, ადგილი აქვს გრადიენტულ ინვარიანტობას, თავისთავად 

ცხადია, რომ ამის გამო (44,6) განტოლებას აზრი ექნება მხოლოდ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა იგი იქნება გრადიენტულად ინვარიანტული, ე. ი. როცა მისგან 

გამომდინარე შედეგები არ იქნებ დამოკიდებული პოტენციალების შერჩევის 

(44,7) არაცალსახობაზე. 

მაშასადამე, თუ ჩვენ (44,6ე) განტოლებაში ნაცვლად # და დ პოტენციალე- 

ბისა შევიტანთ (44,7)-ით განსაზღვრულ /” და დ”-ს, მაშინ შრედინგერის განტო- 

ლებიდან გამომდინარე ფიზიკური შედეგები არ უნდა შეიცვალოს. 

(44,6) განტოლება დავწეროთ #' და დ” პოტენციალებისათვის; ამავე დროს 

გავითვალისწინოთ, რომ ასეთი გარდაქმნისას შეიძლება შეიცვალოს ტალღური 

ფუ5ქცია_; ახალი ტალღური ფუნქცია აღვნიშნოთ დ”-ით. ამგვარად, 

ჩ 2 10 / აი. 10 Cგ. ით | ა +ი( I =2 '+7 ს". (44,8) 
ძმ 2LL 0 6 , წ ძ წ წ. 

რადგან ”” იგივე ფიზიკურ მდგომარეობას უნდა გამოხატავდეს, ამიტომ დ-საგან 
იგი, შეიძლება განსხვავდებოდეს მხოლოდ უნიტარული გარდაქმნით. მოვითხოვოთ, 
რო 

ჯი 
ა2IC 0) 

ა =ა4M. '  ტ, (44,9) 
აშკარაა, რომ 

, I 

თ = ჯა ნი _ 6 მ/. ს” Iს ; 44,10) 
: ის ი ი 0! ( 

ასევე , 
(0-4ტ- 57, (86-48 49, M- 

2" C 6 ი 6 

( , ; 
=2X>(6--9%-#) ს. (44,11) 

2ს ი 

ამ გამოსახულების შეტანით (44,8) განტოლებაში მივიღებთ (44,6) განტოლებას. 
რადგან / (,, /) ნამდვილი ფუნქციაა, ამიტომ ტალღური ფუნქციის ასეთი გარ- 
დაქმნის დროს არ შეა,,ვლება არც ერთი ფიზიკური სიდიდე. 

142



მაშასადამე, შრედინგერის განტოლება ინვარიანტული ყოფილა (44,7) გარ- 

დაქმნის მიმართ, ანდა როგორც ამბობენ, ადგილი აქვს შრედინგერის განტოლების 
გრადიენტულ ინვარიანტობას. 

ინვარიანტობა კანონიკური გარდაჟგმსების მიმართ. შრედინგერის განტოლება 

გავამრავლოთ დროზე დამოუკიდებელ სანიტარულ 8. ოპერატორზე. გვეჟნება 

ნ 4 8ა=8 74, (44,12) 

რომელიც გადავწეროთ იგივურად 

წ +: (8%)=§ II §“( 8). (44,13) 
შემოვიღოთ აღნიშენები: 

#'=85 # §1+, ბ”'=ყ%, (44,14) 
მაშინ გვექნება 

„0 »,., ის ---= #0, (44,15) ი 
ე, ი. განტოლებას გარეგნულად ეკნება ინვარიანტული ფორმა. ამასთან, როგორც 

ვიცით, უნიტარული გარდაქმნა ეკვივალენტურია კოორდინატთა სისტემის შეცვლის, 

ამიტომ ახალ სისტემაში განსაზღვრულ ფიზიკურ სიდიდეებს ისეთივე სახე ექნებათ, 

რაც ძველ სისტემაში. ასე მაგალითად, ენერგიის საშუალო მნიშვნელობისათვის 

გმექნება _ , , 
#6=|ტ'' M ს ძ-= |6" ჩ რძ. (44,16) 

მაშასადამე, 18 ორივე სისტემაში ერთი და იგივეა. 

§ 45. უსასრულოდ მცირე ბარდაქმნის ოპერატორები 

როგორც კლასიკურ მექანიკაში, კვანტტურშიც უსასრულოდ მცირე გარდა- 

ქმნებს დიდი მნიშენელობა აქვთ. კლასიკურ მექანიკაში ჰამილტონის ფუნქციის 

ინვარიანტობა უსასრულოდ მცირე გარდაქმნების მიმართ გვაძლევს ამა თუ იმ 
ფიზიკური სიდიდის შენახვის კანონს. ეს გარემოება სამართლიანია კვანტურ მე- 
ქანიკაშიც, ამიტომ ამ პარაგრაფში განვიხილავთ უსასრულოდ მცირე გარდაქმნის 

ოპერატორებს და მათ თვისებებს. 
ტალღური ფუნქციის ცელილება კოორდინატების გარდაქმნისას შეგვიძლია 

განვიხილოთ ორი მეთოდით. ერთი, როცა ცვლილებას განიცდას წერტილთა 
მდებარეობის გამომხატველი რადიუსვექტორები, კოორდინატთა სისტემა კი უცვ- 

ლელი რჩება და, მეორე, როცა იცვლება კოორდინატთა სისტემის მდებარეობა, 

წერტილთა რადიუსეექტორები კი ადგილზე რჩება. ჩვენ ვისარგებლებთ პირველი 
მეთოდით. 

მეტად დიდი მნიშვნელობა აქვს კერძო ტიპის გარდაქმნებს, როცა ნაწილაკთა 

მდებარეობის დამახასიათებელი რადიუსვექტორები წაინაცვლებენ რაიმე (ი ვექ- 
ტორზე, მობრუნდებიან გარკვეულ კუთხეზე, განიცდიან ინვერსიას და სხვა. შე- 

მოვიღოთ თ ოპერატორი, რომელსაც ის თვისება აქვს, რომ L რადიუსვექტორზე 
მოქმედებისას ახალ L რადიუსვექტორს იძლევა 

ხ,=. (45,1) 
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შებრუნებულ გარდაქმნას ექნება სახე 

L-C606- I. (45,2) 

მაგალითად, ი ვექტორზე წანაცვლებისას 
# CL 

ლა (ეე)I=L+ინ, %5!“1(0)1=L--ი. (45,3) 

მდ კუთხეზე მობრუნებისას კი 

ბ დდ)+=++IბდX., 0-1(8დ)-=(--IბდXIV), (45,4) 
სადაც მდ არის ვექტორი, რომლის სიდიდე აღნიშნავს მობრუნების კუთხეს, მი– 

მართულება კი ემთხვევა ბრუნვის ღერძს და განისაზღვრება ბურღის წესით, 
როცა 

ძ9:=--, (45,5) 

მაშინ ბ-ს ინვერსიის ოპერატორი ჰქვია. 
ახლა გამოვარკვიოთ, როგორ გარდაიჟმნება ტალღური ფუნქცია. გამოვიდეთ 

აშკარა ტოლობიდან 
ს (- )=ს თ), (45,6) 

სადაც ს” აღნიშნავს ტალღური ფუნქციის ახალ მნიშვნელობას, რომელიც) მიიღება 

ძველ ტალღურ ფუნქციაზე გარკვეული გარდაქმნის ჩატარების შედეგად. 
შემოვიღოთ გარდაქმნის ოპერატორი # (0), რომელსაც აქვს თვისება #ს=4”. 

მაშინ 

8 Cდ)ს ლ0=4/ (ო=ბდ. (45,7) 
აშკარაა იმიტომ, რომ 

ჩ0)ბტ(ო=45C6-0, (45,8) 
საიდანაც მივიღებთ 

#08 (ო=8 დ-ი. (45,9) 
ეს არის ძირითადი ფორმულა, რომლითაც ჩვენ შემდგომში ვიხელმძღვანელებთ. 

ყველა უსასრულო მცირე გარდაქმნის ოპერატორისათვის ერთსა და იმავე # აღნი- 

შენას გამოვიყენებთ; მათ ერთმანეთისაგან განვასხვავებთ გარდაქმნის შესაბამისი 

ინდექსით. ასე მაგალითად, 7% იქნება წანაცვლების ოპერატორი #0 ევექტორზე, 

(+-–მობრუნება დ კუთხეზე და ა. შ. 

წანაცვლება უსასრულოდ მცირე ვექტორზე. ვიპოვოთ უსასრულოდ მცირე 

6–ვექტორზე წანაცვლების ოპერატორის ცხადი გამოხატულება. (45,9) და (45,3) 
ფორმულების თანახმად 

769 C00=49 (-ი). (45,10) 

რადგან 6 უსასრღლოდ მცირე ვექტორია, ამიტომ თ (”--2) გავშალოთ მწკრივად 

· 1 
Mია თ-I 1--(CV)+ - დწ+...+ |ჭო. (45,11) 

თუ გამლაში შევინარჩუნებთ § ვექტორის პირველ ხარისხს, მაშინ უსასრულოდ 
მცირე წანაცვლების ოპერატორი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

. 8 # # 
#4=1---C ი), (45,12) 
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სადაც ჩ=-V იმპულსის ოპერატორია, შებრუნებულ ოპერატორს კი შემდეგი 
სახე ექნება: 

#.'=1+ + რდი): (45,13) 

შევნიშნოთ, რომ რადიუსეექტორის წანაცვლება 8 ვექტორზე გამოიხატება ფორ- 

მულით 

L=7ე! (45,14) 
მართლაც 

-0 + -– 6) | : | 1– +-რ) |=:+I60, “=>, (45,14) 

რამდენადაც (60), LI) პუასონის ფრჩხილები, როცა 6 მუდმივი ვექტორია §-ის 

ტოლია, 

ასევე ადვილად ვაჩვენებთ, რომ თუ ჩოი ჰამილტონის ფუნქციაა, მაშინ 

#/ #ჩ # #M 

1 =#; 9 #=V C+LC0), #) ტ5,15) 
რადგან 

#/ # #/ 

LIC8ჩ6), ##1= (8%) #7, 
ამიტომ 

8'=#:! ##-= #0 (-+8). (45,15) 

სასრულ 0 ევექტორზე წანაცვლების ოპერატორი (45,11) ფორმულის თანახმად 

ტოლი იქნება გამოსახულების 

(,. 

#= ა 507 (45,16) 

ამ ოპერატორს ტრანსილაციის ოპერატორს უწოდებენ. ცხადია, იგი უნიტარული 

ოპერატორია 1 =7:1, სადაც 
( ჩი 

+ (09) 
#;' = გ" (45,17) 

რადგან # უნიტარული ოპერატორია, ამიტომ ს”'=7#,ზ ფუნქციის ფიზიკური 

შინაარსი არ შეიცვლება. : 
ადვილად ვაჩვენებთ, რომ სასრულ 0 ვექტორზე ტრანსილაციის შემთხვევაში 

გვექნება: 
+ (იი) –+ (ი) 

== #:'-7/ი= კხ  ტ =L+0, (45,18) 

„, 4#(9), –+(00 ,, 
I = #8 = M (+060). (45,19) 

ამ ფორმულების სამართლიანობას ადვილად დავამტკიცებთ, თუ გავიხსენებთ რომ 
(იხ. მაგალითი II-ე თავის ბოლოში) 

(იი) –- (ინ) , .. 
6 #6 =L+I(ი), LI+I(0 6), I(C06), I))1+...=L+0, (45,209) 

10. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშეილი 145



რამდენადაც I(ი ი), LII=0 და პირველის გარდა ყველა სხვა პუასონის ფრჩხილების 

შემცველი წევრები ნულის ტოლია. 
შევნიშნოთ, რომ როცა ვიხილავთ არა ერთ ნაწილაკს, არამედ ნაწილაკთა 

სისტემას, რომელიც ხასიათდება ს, Lე...” რადიუსვექტორებით, მაშინ უსას- 

რულოდ მცირე ვექტორზე წანაცვლებ» უნდა გავიგოთ, როგორც ყოველი რადიუს- 
ვექტორის წანაცვლება ამ ვექტორზე, ე. ი. 

სთა წ-ს” ე)ლ–0() +9, ს+6,-.. წ, +8). (45,21) 

ამ შემთხვევაში # ოპერატორს ექნება სახე 

#=1- --C ჩ, (45,22) 

სადაც ჩ სისტემის იმპულსის ოპერატორია 

ჩ-- ხდ, +V,+...+V,) (45,23) 

სასრულ 0 ვექტორზე წანაცვლების ოპერატორისათვის კი გვექნება 

„ – “თ 
#ი=6 · (45,24) 

მობრუნება უსასრულო მცირე კუთხეზე. განვიხილოთ ნაწილაკის რადიუს- 

ვექტორის მობრუნება უსასრულოდ მცირე ნდ კუთხეზე. (45,9) და (45,4) ფორ- 

მულების თანახმად ამ გარდაქმნას ექნება სახე 

მ#%%C0.=0(--IბდXი), (45,25) 
მოვახდინოთ მწკრივად გაშლა; მივიღებთ 

17ა ს 00)=(1- (6დIIXVI)+...+)#6 ი, (45,26) 
საიდანაც პირველი რიგის უსასრულო მცირე წევრების სიხუსტით შეგვიძლია დავ- 

წეროთ 
ჰაც =1--(ი (CXVI) ბდ, (45,27) 

სადაც ი არის ბრუნვის ფიქსირებული ღერძის ორტი. თუ შემოვიღებთ იმპულსის 

მომენტს 1=(X9I, საბოლოოდ მივიღებთ უსასრულოდ მცირე კუთხეზე მობრუნე- 

ბის შემდეგ ოპერატორს: 

#ი=1-– + თბი. (45,28) 

შებრუნებულ ოპერატორს ექნება გამოხატულება 

# ; ტ 

#85 =1 + _-თრს ბდ. (45,28)– 

სასრულ დ კუთხეზე მობრუნების ოპერატორს და მის შებრუნებულს ექნებათ 
სახე: 

(1 (, 
–-წი)თ –-(ი1)თ 

7.ა=4 #ე1= 0) (45,29 
აღსანიშნავია, რომ ჩ.-ც უნიტარული ოპერატორია, 
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ადვილად შევამოწმებთ, რომ ადგილი აქვს ფორმულებს; 

L = 84 IMაა=L+ L(ი), «ბდ, (45,291) 
გ , # რ ტ # # # 

IM = აბ M სა= MI + L(ი1), 7/1ბდ. (45,299 

როცა წე ინვარიანტულია 'წეთ გარდაქმნს მიმართ, მაშინ #=V' და 

(ის, #1=9. 
ნაწილაკთა სისტემის შემთხვევაში მობრუნების ოპერატორებში I-ის ნაცვ- 

ლად შემოვა სისტემის იმპულსის მომენტი. L= 3) I,. 
დროში წანაცვლების ოპერატორი. გარდა სივრცული კოორდინატების ცვლი- 

ლებისა 'მეგვიძლია შემოვიღოთ დროში წანაცვლების ოპერატორიც. განვიხილოთ 

უსასრულოდ მცირე წანაცვლება + დროში ი0ი,=I-+X, მაშინ 

#სCთ, 0)=6C, (– 8. (45,30) 

ცხადია, მწკრივად გაშლით მივიღებთ 

#4 C, (ჰ)= ს-52> –+-...+ სა“ ს, (45,31) 

7 =1+ + <L, (45,32) 

სადაც ჯ#=16 -; · სასრული წანაცვლებისათვის გვექნება ოპერატორი 
( 

„ +C6) 
#+=6 (45,33 

რომელიც გვიჩვენებს, რომ ჩვენს მიერ ადრე შემოღებული დროზე დამოკიდებული 

უნიტარული ოპერატორები ყოფილან სასრულო ჯ დროში წანაცვლების ოპერა- 

ტორები. 

ინვერსიის ოპერატორი. ინვერსიის ოპერაცია განსხვავებით ზემოთ განხილული 

ოპერაციებისაგან დისკრეტულია. იგი გამოხატავს კოორდინატების ნიშნის შეცვლას 

საწინააღმდეგოთი, ე. ი. L->–-წ გარდაქმნას. თუ ამ ოპერაციას ჩავატარებთ სის- 

ტემის კოორდინატთა ღერძებზე, მაშინ მარჯვენა სისტემა გადავა მარცხენაში და 

პირიქით. ს () ფუნქციაზე ამ ოპერაციის ჩატარება ნიშნავს 0 (–-ო-ს. ინვერსიის 

ოპერატორი აღვნიშნოთ #-თი, მაშინ 

1I8C0-=%C-ი. (45,34) 

თუ ფუნქციას გარკვეული ლუწობა ახასიათებს, მაშინ ასეთი გარდაქმნის დროს 

მას წინ დაუჯდება +1 მამრავლი. 

საინტერესოა დავადგინოთ როგორ გარდაიქმნება ფიზიკური სიდიდეები 

ინვერსიის ოპერაციის დროს. რადგან იმპულსის ოპერატორი შეიცავს 

დ/ ბ, 9, ძი 
მე იყ იძ? 
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ოპერატორს, ამიტომ ცხადია, ინვერსიის დროს ჩ იცვლება –– ი-თი. ნათელია 

აგრეთვე, რომ ნიშანს შეიცვლის კლასიკური იმპულსიც, სიჩქარეც და აჩქარებაც. 

მაშასადამე, ნიშანს შეიცვლის ძალაც. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ ინვერსიის 

დროს ელექტრული ველის დაძაბულობის ვექტორი ნიშანს იცვლის, მაგნიტური 
ველის დაძაბულობის ვექტორი კი არა და ა. შ. როგორც ცნობილია ვექტორებს, 
რომლებიც ინვერსიის დროს მიმართულებას იცვლიან, პოლარულს უწოდებენ, 

ხოლო რომლებიც მიმართულებას არ იცვლიან---აქსიალურს. 

ჰპამილტონიანის ინვარიანტობა უსასრულოდ მცირე გარდაქმნების მიმართ. 

განეიხილოთ სისტემა რომელიც ხასიათდება # ჰამილტონის ოპერატორით. 

ვთქვათ, შოედინგერის განტოლებაზე ჩავატაროთ კოორდინატების გარდაქმნის რო– 

მელიმე ზემოთ განხილული ოპერაცია. მაშინ, საზოგადოდ, ჩვენ მივიღებთ ახალ 

ჰამილტონიანს, რომელიც ტოლია /#/'=7#-1 6 #. გამოვარკვიოთ, რას ნიშნავს ჩ 

ოპერატორის ინვარიანტობა ამ გარდაქმნების მიმართ. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

შრედინგერის განტოლების ინვარიანტობა » გარდაქმნის მიმართ ნიშნავს იმას, 

რომ #M'=M, ე.ი. ყM##= # IV; მაშასადამე, # ოპერატორი კომუტატურია ჰამილ- 

ტონის ოპერატორთან. ამ შემთხვევაში, 'შრედინგერის განტოლებაზე # ოპერატო- 
რის მოქმედებით მივიღებთ 

0 ,+ ი ი 
ნ +» (#6)=7: Iდ= XI (7Cყ). (45,35) 

თუ შემოვიღებთ ახალ ფუნქციას 

1”=7, (45,360) 

მაშინ (45,35) განტოლებას მართლაც ექნება ინვარიანტული ფორმა 

ს” / 

კნ 59 = 7). (45,37) 
ი 

ამგვარად, მივიღეთ მნიშვნელოვანი დასკვნა, რომ ჰამილტონის ოპერატორის ინვა– 

რიანტობა # გარდაქმნის მიმართ ნიშნავს 9V#M= ## ტოლობას, რაც ეკვივა- 

ლენტურია პუასონის ფრჩხილების ნულთან ტოლობის 

( 8, #)=0. (45,38) 
შეორე მხრივ, თანახმად (45,12) ფორმულისა, ეს პირობა, როცა 7? წარმოადგენს 

მცირე წანაცვლებას, ეკვივალენტურია (8,0)=0 პირობისა, ხოლო როცა # არის 

მობრუნების ოპერატორი, მაშინ-- IV, 11=0 პირობისა. 

X»ჯ § 69.) შენახვის პანონები 

როგორც ვიცით, მოძრაობის კვანტურ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

44.4 ,#, 4), (46,1) 

სადაც 4 არის #– ფიზიკური სიდიდის შესაბამისი ერმიტული ოპერატორი. და- 

ვუშვათ, რომ 94.-0. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გეაქვს მოძრაობის ინტეგ– 
( 
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რალი. თუ 4 გამოსახულებას მარცხნიდან გავამრავლებთ დ%-ზე, მარჯვნიდან კი 

ს-ზე და ავიღებთ ინტეგრალს, მივიღებთ (III დ) =0, ე. ი. 94--. მაგრამ ჩვენ 

ძემ ძ-- ძ-- – იცით, რომ –“-= –“ /, ამიტომ –– 4 =0 ა #4=ლიბი”პას. ამგვარად, ში ძი თ ტო სფ, შ გეაად თუ 

–--=0, ე. ი, 
“ 

441, 4)=0, (46,2) 

მაშინ 4. ოპერატორის შესაბამისი ფიზიკური ,-სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა 
მოძრაობის ინტეგრალს წარმოადგენს. როცა ფიზიკურ სიდიღეს თ მდგომარეო- 

ბაში გარკვეული მნიშვნელობა აქვს, ე. ი. როცა #0 =/7, მაშინ #=/# და მი- 
ვიღებთ, რომ (46,2) ეკვივალენტურია 4 ფიზიკური სიდიდის შენახვისა. ამგვარად, 
მივიღეთ მნიშვნელოვანი დასკვნა: თუ ადგილი აქვს (46,2 ტოლობას და, ამავე 

დროს, 4-ს გარკვეული მნიშვნელობები აქვს, მაშინ ეს „1 სიდიდე მოძრაობის 

ინტეგრალს წარმოადგენს: 4 = 6005ხ. იმ კერძო შემთხვევაში, როცა 4 დროზე 

ცხადად არ არის დამოკიდებული, იმისათვის, რომ 4 იყოს მოძრაობის ინტეგრალი 

საჭიროა 

944 _ 
#. 

მაშასადამე, ამ შემთხეევაში, 4 იქნება მოქრაობის ინტეგრალი, თუ მისი 'შესაბამისი 

4 ოპერატორი კომუტატურია სისტემის ჰამილტონიანთან 

( 9, 41=0. (46,4) 

(წ, 2)=0. (46,3) 

რადგან კომუტატურ ოპერ;ტორებს საერთო საკუთარი ფუნქცია აქვთ, ამიტომ 

თუ აღმოჩნდა, რომ 4 ოპერატორსა და ჰამილტონიანს აქვთ საერთო საკუთარი 

ს ფუნქცია, მაშინ ადგილი ექნება 4-ს შესაბამისი ფიზიკური სიდიდის შენახვას 

და იმ მდგომარეობაში, რომელიც ს ფუნქციით ხასიათდება, ერთდუაოულად და 
ზუსტად გაიზომება ის ფიზიკური სიდიდეები, რომლებიც მოძრაობის ინტეგრა- 

ლებს წარმოად გენენ. 
კვანტურ მექანიკაში გვაქვს ენერგიის, იმპულსის, იმპულსის მომენტისა და 

ლუწობის შენახვის კანონები. განვიხილოთ ისინი ცალ-ცალკე... · 
ენერგიის შენახვის კანონი. ენერგიის შენახვის კანონი ერთ-ერთი ძირითადი 

კანონია ბუნებისა. მოძრაობის განტოლებას ჰამილტონის ოპერატორისათვის ექნება 
სახე 

# #/ 

ი9V ძმ” ტიტ. 
ი ი. 1 #I, (46,5) 

საიდანაც 

ძმ _ პ8 00 ძი: 6,6 რ მ (4,9) 
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. 

აქედან ჩანს, რომ, როცა 99-50, ე. ი. როცა სისტემის ჰამილტონიანი დროზე 

, 

ცხადად არ არის დამოკიდებული, მაშინ ც უღრის ნულს. სტაციონარულ 

მდგომარეობაში ჰამილტონიანი ემთხვევა სრული ენერგიის ოპერატორს, ამიტომ 

სტაციონარულ მდგომარეობაში სამართლიანი იქნება ენერგიის შენახვის კანონი. 

ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული ან მაშინ, როცა სისტემა 

იზოლირებულია ანდა, როცა სისტემაზე მოქმედი გარე ველები დროის მიხედვით 

არ იცვლება. 

ადვილი დასანახია, რომ ენერგიის შენახვის კანონი დაკავშირებულია დროის 

ერთგვაროვნების თვისებასთან, მართლაც, იმის გამო, რომ დრო ერთგვაროვანია, 

იზოლირებული სისტემის ჰამილტონიანი ინვარიანტული რჩება, სისტემის დროში 

უსასრულოდ მცირე წანაცვლებისას, ე. ი. MV #M-=7#-#, რაც შედეგად გვაძლევს 
"M 

27-90 პირობას; ეს უკანასკნელი კი ეკვივალენტურია ენერგიის შენახვისა. 

იმპულსის შენახვის კანონი. განვიხილოთ იზოლირებული ნაწილაკი. ასეთი 

ნაწილაკის ჰამილტონიანი ემთხვევა კინეტიკური ენერგიის ოპერატორს 

V 

, 2 
M#= 5 (46,7) 

მაშასადამე, 

ძი _ატ ა ჩი 
მ =I#M, 0)=90. (46,8) 

რაც გვეუბნება რომ იზოლირებული ნაწილაკის იმპულსი დ = 6008ხ. ეს კანონი 

ანალოგიურია კლასიკური მექანიკის ინერციის კანონისა. რადგან IM , ი)=0, ამი– 
ტომ თავისუფალი ნაწილაკის იმპულსი და ენერგია შეიძლება ერთდროულად და 
ზუსტად გაიზომოს, 

თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანი კომუტატური იქნება ჩი ტრანსლა- 

ციის ოპერატორთან, ე. ი. სივრცის ერთგვაროვნების გამო ნაწილაკის ჰამილტო– 
ნიანი არ შეიცვლება სისტემის 0 ვექტორზე წანაცვლებისას. ეს კი ეკვივალენ– 

ტურია თავისუფალი ნაწილაკის იმპულსის შენახვის. 
როცა გვაქვ არა ერთი იზოლირებული ნაწილაკი, არამედ იზოლირებული 

სისტემა, მაშინ 1 და ; ნაწილაკთა ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია 

დამოკიღებულია მხოლოდ L,-– +, სხვაობაზე, ამიტომ 

M#V (0–-)=X 0-0) /ს--0))=V (,,–ჩ)- (46,9) 
მაშასადამე, ტრანსლაციის ოპერაცია არ შეცვლის ჰამილტონის ოპერატორსაც, 

საიდანაც დავასკვნით, რომ ადგილი ექნება იხოლირებული სისტემის იმპულსის 

მუდმივობის კანონს, 
იმპულსის მომენტის შენახვის კანონი. სივრცის იზოტროპულობის თვისების 

გამო იზოლირებული სისტემის ჰამილტონიანი არ შეიცვლება სისტემის რაიმე 
ღერძის ირგვლივ უსასრულოდ მცირე კუთხეზე შემობრუნებისას. სივრცის ამ თვი- 

სებასთან დაკავშირებულია იმპულსის მომენტის შენახვის კანონი. მაგრამ იმის 
გამო, რომ იმპულსის მომენტის მდგენელები ურთიერთ კომუტატური არ არიან, 
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კვანტურ მექანიკაში მომენტის მუდმივობის კანონი კლასიკურისაგან განსხვავებულ 
შინაარსს ატარებს. 

განვიხილოთ იზოლირებული ნაწილაკი. მისი ჰპამილტონიანი (46,7) ფორმუ–- 
ლით განისაზღვრება; ამიტომ 

მ. _ _ 1 “ # ჩ, #/ .. , , 

-“ჯ“ =(I, ს)=5ჯ(LL, ს) + |ი 1L:1+ (ნ, 1,1). (46,9') 

#/ # MM , MM # M #M 

თუ გავიხსენებთ, რომ მჯ, ს.) = ჩყ, I, ს)=–- 0» და (ი., ს)= 0 ადვილად 

დავინახაეთ, რომ -% =90, ე. ი, I1=0008L; სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, 

”ომ 1+=0 და 1,=0. ახლა განვიხილოთ 4?ის დროითი წარმოებული; გვექ- 

ება 

გ . 4 , # : :. 7 ჩ/. 
“> IM, 1 +სს+LM)=1 IM, 1)+II, 1112 + 

” #/ " M # # #M ”M L) # # 

+სI 9, ს) +IM, 1) ოო ს) +IM/.სც1 V- (46,10) 

ზემოთ ვაჩვენეთ, რომ IV, 1) =0 =0, ამიტომ =0, ე. ი. I1=ტ003L. 
49 

კლასიკურ მექანიკაში ინახებოდა იმპულსის მომენტის სამივე მდგენელი, ე, ი. 
მთელე ვექტორი. კვანტურ მექანიკაში კი იმპულსის მომენტის ვექტორის შენახვა 

არ ხდება, რამდენადაც (>, 1,, 1, ოპერატორების არაკომუტატორობის გამო 
მათ საკუთარ მნიშვნელობას ერთდროულად და ზუსტად ვერ გავზომავთ, 
ამიტომ კვანტურ მექანიკაში იზოლირებული 
ნაწილაკისათვის შეინახება მხოლოდ ორი 2 
სიდიდე: 

|-=ტ005ს, 1,= იიმ05L (46,11) 

ე. ი. ინახება მომენტის სიგრძე და მისი რო- 

მელიმე ერთი პროექცია, განხხლულ შემთხვე– 

ვაში #-პროექცია. ეს იმას ნიშნავს, რომ მო- 

მენტის მიმართულება სივრცეში დაფიქსირე- 

ბული არ არის. იმპულსის მომენტის ვექტორს 

შეუძლია ბრუნვა #-ღერძის ირგვლივ. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მომენტი შეიძლება 

შეინახოს გარეშე ველში მოძრაობის შემთხვე- 

ვაშიაც, თუკი ამ ველს ახასიათებს ცენტრა- 

ლური სიმეტრია. ცენტრალურ ველში მოძრაო- 

ბის შემთხვევაში ნაწილაკის ჰამილტონიანს აქვს 
გამოხატულება ნაზ, 4, 

იტ #M1ძ/,ძ 
#= 26 კ? · ) 

  

  
        8) (46,12) 

მოძრაობის განტოლება 7 და # ოპერატორებისათვის (თ=1, 2, 3) მი“ 
იღებს სახეს 
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ძ! 
#·# 

I “0 , 
9 -4%+ - (M, 1). (46,12') 

თ 
რ” =(9M, II, ოთ 

რადგან / და I. ოპერატორების გამოხატულებაში სფერულ კოორდინატებში, 
# ”/ 

#M # 2 
რადიალური ნაწილები არ შედიან და II, 1-1 =0, ამიტომ 2-0 და 45-90, 

( ს 

საიდანაც დავასკვნით, რომ დაცულია (46,11) შენახვის კანონი. 

ამგვარად, ცენტრალურ ველში ადგილი აქვს იმპულსის მოძენტის შენახვის 

კანონს. 

ლუწობის შენახვის კანონი. იხოლირებული ნაწილაკის ჰამილტონიანს კიდევ 

ერთი მნიშვნელოვანი ინვარიანტობა ახასიათებს, რომელსაც ასევე შეესაბამება შე- 

ნახვის კანონი. ესაა ჰამილტონის ოპერატორის ინვარიანტობა სივრცის ინვერსიის 
მიმართ. რადგან კინეტიკური ენერგიის ოპერატორი კოორდინატებით გაწარმოების 

მიმართ კვადრატულია, იზოლირებული ნაწილაკის პოტენციალური ენერგია კი 

მანძილის სიდიდეზეა დამოკიდებული, ამიტომ ინვერსიის დროს გვექნება ტოლობა 

# 

9(-ოთ%, –X% –-ყ, –ი9=9((-:ნ%)), », ყ, #). (46,13) 

რადგან #7 ოპერატორი მოქმედებს 0 ფუნქციაზე, ამიტომ (46,13) პირობა 
ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

ტტ #M " # 

IMM=III, (46,14) 

სადაც 1 ინვერსიის ოპერატორია. ფიზიკურად ეს პირობა მიგვითითებს იმაზე, 

რომ მოვლენა ერთნაირად უნდა აიწეროს კოორდინატთა როგორც მარჯეენა, ისე 

მარცხენა სინტემაში (ე. ი. “რედინგერის #ს=7X#%ს განტოლებას ერთნაირი სახე 

ექნება როგორც მარჯვენა ისე მარცხენა სისტემაში). (46,14) ტოლობა თავის მხრივ 

უკვე ნიშნავს /-ოპერატორის საკუთარი / მნიშვნელობის შენახვას 

#=ლ6055ხ, (46,15) 
ვიპოვოთ /-ს შესაძლო მნიშენელობები და მისი შესაბამისე საკუთარი ფუნქციები. 

ს ფუნქცია საერთო საკუთარი ფუნქციაა # და ; კომუტატური ოპერატორე- 

ბისა, ამიტომ ა ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს განტოლებას 

Iს =/V. (46,16) 

ამ განტოლებაზე კიდეე ერთხელ ვიმოქმედოთ / ოპერატორით და გავითვალის- 

წინოთ, რომ #M=1, რამდენადაც ორჯერ ზედიზედ ჩატარებული ინვერსია აღად- 

გენს საწყის მდგომარეობას. მაშინ მივიღებთ /2=1, საიდანაც /=:>-1. ამგვარად, 

/ს (–-0)=V(–»)=2+4 (ი. (46.17) 

მაშასადამე, კვანტურ მექანიკაში ტალღურ ფუნქციას უსათუოდ გარკვეული 
ლუწობა ახასიათებს, იგი ან ლუწია ან კენტი; ამასთან, იზოლირებული სისტემის 
ტალღური ფენქციის ლუწობა დროის მიხედვით არ იცვლება. ამაში მდგომარეობს 
ლუწობის შენახვის კანონი. აღსანიშნავია, რომ ეს კანონი წმინდა კვანტურმექა- 
ნიკური კანონია და მას ანალოგია კლასიკურ მექანიკაში არ გააჩნია. 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში ტალღური ფუნქცია წარმოიდგინება შემდეგი 

სახით: 

ს,„(0=7, თX (0, დ), (46,18) 
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სადაც 7”, (I) რადიალური ფუნქცია დამოკიდებულია მხოლოდ რადიუსვექტორის 

IL | სიდიდეზე, X,„ (ი, «) კი სფერული ფუნქციაა. 1=0, 1, 2... მომენტის 
კვანტური რიცხვია »ს კი მისი პროექციისა #X-»=0, > 1,...+I. ადვილი ”შესამოწ- 

მებელია, რომ L->-–-” ინვერსის სფერულ კოორდინატებში “შეესაბამება გარ- 

დაქმნა 

ჯ”>“”, ს->=-–ს, დ–->X--C, (46,19) 

რაც მოგვცემს 

XX» C-90, »X-+C) =(–-1# X»თ (IM «) (46,20) 

მაშასადამე, 0,» (––)=(–1V/0,„(.) და ლუწობის საკუთარი მნიშვნელობა ტოლი 
იქნება სიდიდის 

I=(C–-1M; ტ46,21) 

საიდანაც ჩანს, რომ ცენტრალურ ველში ლუწობა დაკავშირებულია მომენტის 1 

კვანტურ რიცხვთან, ე, ი. ერთი ნაწილაკი ცენტრალურ ველში მოძრაობისას 
მომენტისა და ლუწობის ინტეგრალები დამოუკიღებელი არ არიან 1. 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ ლუწობის შენახვის კანონი ნაკლებად უნი- 

ვერსალური აღმოჩნდა სხვა მუდმივობის კანონებთან შედარებით. სახელდობრ, 

ლიმ და იანგმა იწინასწარმეტყველეს, რომ ე. წ. სუსტი ურთიერთქმედების დროს, 

როგორიცაა, მაგალითად, ბირთვული 3-დაშლა, 

ლუწობის შენახვის კანონი "შესაძლებელია V 

დაირღვეს. მართლაც, 1956 წელს ვუმ და მისმა 

თანამშრომლებმა ექსპერიმენტით დაამტკიცეს 

ზემოთ აღნიშნული თეორეული მოსაზრების სის- 

წორე. ექსპერიმენტზე შესწავლილი იქნა დაპო- Cც80 Cღ „– ჯ 

ლარებული CV ბირთვები” გ-გამოსხივება. > 6 

ვთქვათ, 8-დაშლისას გამოსხივებბულ ელექტ- 
რონებს ვაკვირდებით ბირთვის ჰ სპინის მიმართ CC | 

რაიმე 0 კუთხეზე. დავუშვათ, რომ ამ მიმარ- 

თულებით დროის ერთეულში გამოიტყორც- 
ნება (0) ელექტრონი. მოვახდინოთ „ექს- 

პერიმენტის ინვერსია“ (სარკისებური არეკვლა 
სათავის მიმართ). ინვერსიის 'მედეგად გამო- ნახ. 5. 

ტყორცნილი ელექტრონის იმპულსი ი, რო- 
გორც ნამდვილი ვექტორი, მიმართულებას შეიცელის საწინააღმდეგოთი, მაშინ, 

როცა ბირთვის სპინი, რომელიც აქსიალური ვექტორია, ადგილზე დარჩება. მაშა- 
სადამე, ინვერსიას შეესაბამება ელექტრონთა გამოსხივება X-0 მიმართულებით. 

დროის ერთეულში გამოსხივებულ ელექტრონთა რიცხვი X--0 კუთხეზე აღვნიშ- 
ნოთ I (>-მ)-თი. ლუწობის შენახვის კანონი მოითხოვს, რომ გამოსხივებულ 

ელექტრონთა რიცხვი მ მიმართულებით და სარკისებური არეკვლით მიღებული 

X-0 მიმართულებით ერთნაირი იყოს, ე. ი. XV (0)= V («-- 0). ვუს მიერ ჩატა- 

რებულ ექსპერიმენტზე კი აღმოჩნდა, რომ გამოსხივებულ ნაწილაკთა რიცხვებს 

შორის განსხვავება ამ ორი მიმართულებით თითქმის 40%.-ს შეადგენს. ელექტრო- 

ნები უფრო მეტი რაოდენობით ბირთვული სპინის საწინააღმდეგო მიმართულებით 

გამოიტყორცნებიან, რაც უტყუარი საბუთია იმისა, რომ 8-დაშლის დროს ლუწობა 

1 ნაწილაკთა სისტემის განხილვის დროს ჩვენ დავინახაეთ, რომ მომენტი და ლუწობა 

ერთმანეთთან დაკავშირებული აღარ არის და ისინი დამოუკიდებელ შენახვის კანონებს წარმო- 

ადგენენ, 
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არ ინახება. ლუწობის შენახვის კანონის სამართლიანობა დამოკიდებული აღმოჩნდა 

ურთიერთქმედების ხასიათზე. ზოგი ტიპის ურთიერთქმედების შემთხვევაში იგი 

დაცულია (მაგალითად, ბირთვული და ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედების 
დროს) ზოგი ტიპის ურთიერთქმედებისათვის კი (მაგალითად, 8-დაშლა, LM% მეზო- 

ნების დაშლა და სხვა) ირღვევა. აქედან კი შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ სუსტი 
ურთიერთქმედების დროს შრედინგერის განტოლება ინვარიანტული არ არის მარ- 

ცხენა და მარჯვენა სისტემების მიმართ, ან სხვანაირად „მარცხენა“ და „მარჯვენა“ 

აბსოლუტურ ხასიათს ატარებს, 

დაბოლოს შევნიშნოთ “შემდეგი: ჩვენნ რომ გვქონდეს ატომის ბირთვი, რო- 
მელსაც საკუთარი მომენტი (სპინი) გააჩნია, მაინ მომენტის ამ მნიშვნელობას ვერ 
მივიღებთ ბირთვის შემადგენელი ფერმიონების მხოლოდ და მხოლოდ მოძრაობით 
გამოწვეული ორბიტალური მომენტების შეკრებით (ეს ჩანს თუნდაც იქიდან, რომ 

ორბიტალური მომენტები მთელია იმ დროს, როცა ბირთვის სპინი მთელის ნახე– 

ვარიც შეეძლება იყოს) საჭირო იქნებოდა ნუკლონებისათვის მიგვეწერა კენტი 
რიცხვის ნახევრის ტოლი საკუთარი მექანიკური მომენტები – სპინი. 

სრულიად ანალოგიურად კვანტურ მექანიკამი სისტემის ლუწობა წარმო- 

დგება ფარდობითი მოძრაობის შესაბამისი და ნაწილაკთა საკუთარი, ან შინაგანი 

ლუწობისაგან. ასე რომ, ყოველ ელემენტარულ ნაწილაკს გააჩნია თავისი შინაგანი 

ლუწობა. ამასთან, ზოგი ნაწილაკის ლუწობა ერთის ტოლია, ზოგისა კი-–- მინუს 

ერთის. 

შინაგანი ლუწობის ბუნება ისევე, როგორც სპინისა, ჯერჯერთბით კიდევ 

გასარკვევია. ჩვენს მიერ განხი-ლული ლუწობის (46,21) საკუთარი მნიშვნელობა 

ფარდობითი ლუწობის საკუთარ მნიშვნელობას წარმოადგენს. როცა გვაქვს ორი 

#1 და 18 ნაწილაკის (ან სისტემის) ცენტრალური ურთიერთქმედება, მაშინ სრული 

ლუწობის საკუთარი მნიშვნელობა ტოლი იქნება 

+04ც=(–-1)/48 ჯი,10ც (46,22) 

სადაც 1,კც წარმოადგენს 4 და 8 ნაწილაკების (სისტემის) ფარდობითი მოძრაო- 

ბის ორბიტალური მომენტს, ხოლო ჯი, და ჯგ შინაგანი ლუწობებია. იზოლირე- 
ბული სისტემის ლუწობის შენახვასა ან არ შენახვაში იგულისხმება სრულე ლუ- 

წობის შენახვა ან არ შენახვა.



თავი VII 

მომენტები 

ამ თავში, მათი დიდი მნიშვნელობის გამო, „ცალკეა განხილული მომენტები. 

კვანტურ მექანიკაში მომენტი კინემატიკური სიდიდეა, ამიტომ მისი თვისებების 

შესწავლა შეიძლება შრედინგერის განტოლებისაგან დამოუკიდებლად. დადგენილია 

მომენტთა შეკრების წესი გამოყვანილია ფორმულები, რომლებიც საშუალებას 

გვაძლევენ მომენტთა მატრიცული ელემენტების განსაზღვრისა. ნაპოვნია მომენტთა 

საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიშვნელობები. შემოყვანილია ვექტორული 

შეკრების ანუ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები, განხილულია მათი თვისებები. 

აღსანიშნავია, რომ ამ თაეში განხილლული მომენტთა თეორია ეხება არამხო– 

ლოდ ორბიტალურ მომენტს, არამედ ნებისმიერ სხვა მომენტსაც, როგორიცაა სპი- 
ნი, ერთი ნაწილაკი” სრული მომენტი, ნაწილაკთა სისტემის მომენტები და სხვა. 

§47. მომენტი 

ადრე ჩვენ შემოვიღეთ იმპულსის მომენტის ოპერატორი და შვვისწავლეთ 
მისი თვისებები. განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი აღმოჩნდა მომენტის კომუტაციის 
თვისებების დადგენა. იმპულსის მომენტის ეს თვისებები შეგვიძლია გამოვხატოთ 

შემდეგი ფორმულებით: 
# # წი) M " 

წ >, 1ვ1=-–– დიმ. II”,1«1=0, (47,1) 

ე. ი. იმპულსის მომენტის მდგენელები ერთმანეთთან კომუტატური არ არის. იმ- 
პულსის მომენტის კვადრატის ოპერატორი კი კომუტირებადია მომენტის ნებისმიერ 

მდგენელთან. “შემდეგ ჩვენ ვიპოვეთ იმპულსის მომენტის #-მდგენელისა და კვად- 

რატის საკუთარი მნიშვნელობები და საკუთარი ფუნქციები. 

აღსანიშნავია, რომ კვანტურ მექანიკაში გარდა იმპულსის მომენტისა გვხვდება 
სხვა ტიპის მომენტებიც, როგორიცაა, მაგალითად, ნაწილაკის საკუთარი მექანიკუ- 

რი მომენტი, ან სპინი. ამასთან, სპინი წმინდა კვანტური სიდიდეა, მას ანალოგი 

კლასიკურ მექანიკაში არა აქვს. სამწუხაროდ, სპინის წარმოშობის არსი დღესაც 

გაურკვეველია, იგი გამოხატავს ნაწილაკისა და ნაწილაკთა სისტემის დამახასიათე– 
ბელ უცნობ შინაგან ბუნებას. აღმოჩნდა, რომ სპინური მომენტიც ზუსტად (47,1) 
კომუტაციის თვისებებს აკმაკოფილებს, ე. ი. იგიც კვანტური ვექტორია; ეს ვექ- 
ტორი, განსხვავებით ორბიტალური მომენტისაგან, დამოკიდებული არ არის არც 
სივრცით კოორდინატებზე და არც იმპულსებზე. ცხადია, თუ ნაწილაკს სპინი გა- 

აჩნია, მაშინ ჩვენ დაგვჭირდება ახალი მექანიკური მომენტის განხილვა, რომელიც 

წარმოადგენს ჯამს იმპულსის მომენტისა და სპინური მექანიკური მომენტებისა. ამ 

საჯამო მომენტს ნაწილაკის სრულ მომენტს უწოდებენ და )-თი აღნიშნავენ, ე. ი. 

1=I+§, (47,2) 
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სადაც § სპინის ვექტორია და როგორც აღვნიშნეთ 

# ” დ ” M ” 

(ათ, აც) =–-- ლავა 5; (5”,§>) = 0. (47,3) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ სრულ მომენტსაც ექნება იგივე კომუტაციის თვი- 

სებები: 
7.7 დ : ს 

(1=.ქ31= –– დავჯექი II” ,ქთ(=9. (47,4 

ამასთან, 11= + წელი და §%იც ანალოგიურად განისაზღვრება კერძოდ, 

§7 = + §:+ დ. (47,4) ფორმულების სამართლიანობას ადვილად დავამტკიცებთ 

(47,1) და (47,3) კომუტაციის თვისებების გათვალისწინებით; მართლაც, 

(1>, 13) = II + §>.18+ 531 = L1>,131 + ( §>,331 = 

=- ფავსა– 3/§/= – დიაგ, (1+ §ე= _ 82ჩ-+ # (47,5) 

ამასთან, ჩვენ გავითვალისწინეთ, რომ II>. 4) პუასონის ფრჩხილები ნულის ტო- 

ლია, რადგან 1» ოპერატორები კოორდინატებზე მოქმედებენ, ხგ კი როგორც 

აღვნიშნეთ, კოორდინატებზე დამოკიდებული არ არის. უშუალო შეტანით და პუა- 

სონის ფრჩხილების თვისებების გათვალისწინებით ასევე აღვილად ვაჩვენებთ 

(47,4)-ის მეორე ფორმულის სამართლიანობასაც. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ისევე როგორც იმპულსის მომენტის შემთხვევაში, სპი- 
ნისა და სრული მომენტისათვისაც ერთდროულად და ზუსტად გასაზომ სიდიდეებს 
წარმოადგენენ მომენტის კვადრატი და მისი ერთ-ერთი პროექცია. 

ნაწილაკთა სისტემის განხილვის დროს ჩვენ დაგვჭირდება სხვა ტიპის მო- 

მენტების შემოღებაც. ასე მაგალითად, თუ სისტემა შედგება ჯ ნაწილაკისაგან, 

მაშინ ჩვენ შეგვიძლია შემოვიტანოთ სისტემის ორბიტალური მომენტი, რომელიც 

წარმოადგენს ყველა ნაწილაკის მომენტების ჯამს 

L= 2, I. (47,6) 
(=1 

როცა ნაწილაკებს აქვთ სპინი, მაშინ შეგვიძლია შემოვიღოთ სისტემის სპინი 

5= 2, §,. (47,7) 
:51 

ღა ბოლოს, შეგვიძლია შემოვიღოთ სისტემის სრული მომენტიც 

#=L+5=> I (47,8) 
წრ) 

სადღაც 1) არის (-ური ნ:წილაკის სრული მომენტი. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ როგორც L-ს, ისე 5-სა და I-ს ზუსტად იგივე კო- 
მუტაციის თვისებები აქვთ, როგორიც ჰქონდა ზემოთ განხილულ მომენტებს, კერძოდ, 
ორბიტალურ მომენტს. ამიტომ ამ თავში ჩვენ ცალკე აღარ გამოვყოფთ რომე- 

ლიმე მომენტს, რამდენადაც ყველა თვისება, რომელსაც შევისწავლით ერთი რო- 

მელიმე მომენტის შე2თხვევაში, გავრცელდება ყველა სხვა მომენტზედაც. ამის გამო 

შემდგომში ჩვენ მომენტს ვუწოდებთ ისეთი სამი /4,, /,, #4; სიდიდის ერთობ- 

ლიოგას, რომელთა შესაბამისი ოპერატორები აკმაყოფილებენ კომუტაციის შემდეგ 
თვისებას: 

(4, 401= – 8, 4+, (47,9)



ან გაშლილი სახით 
# / :70.# 

(4. 4,)=–4,, (4, 4.)=–/4,, L4,, 4:)ლ=–--,- (47,10) 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ #9= 4? + 2:+ წ. ოპერატორი კომუტატორია თავის 

ნებისმიერ მდგენელთან. რადგან #?= 4-4», სადაე) რ«თ-თი იგულისხმება აჯამვა 

ერთიდან სამამდე, ამიტომ პუასონის ფრჩხილების თვისების ძალით 

L4+4», #5)=4თ | 42. 451+L4«, 43 14+2= 
= –8.,მ.ტი – დ.ე 4.მ.. (47,11) 

ამ ტოლობაში იგულისხმება აჯამვა თ და + ინდექსებით. მეორე მხრივ, რადგან 
ორმაგ ჯამში შეგვიძლია თ შევცვალოთ +/-თი და პირიქით, ამიტომ (47,11)-ის 

მარჯვენა მხარის მეორე წევრი ასე შეგვიძლია გარდავქმნათ: 

1. 7 #4 
მინX4+4თ = დ /42/1კ=–რ8%:ჯ4 4+V, (47,12) 

სადაც გამოვიყენეთ რიე, ტენზორის ანტისიმეტრიულობის თვისება C-ვ, = 

=-–- შევი. (47,12) ტოლობის გათვალისწინებით მივიღებთ 8 ტოლ გათვალ ე ვიღე 

(#9, /4-1=0, (47,13) 
ე. ი. #? და 4, ერთდროულად და ზუსტად იზომება. მივუთითოთ, რომ /# ვექ- 

ტორის ქვეშ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ ნებისმიერი მომენტი, რომელთანაც კი შე- 

იძლება საქმე გვქონდეს კვანტურ მექანიკაში. ისევე როგორც ორბიტალური მო- 

მენტი, # მომენტიც კვანტურ ვექტორს წარმოადგენს. გარდა ამისა, იგი იქნება 
აქსიალური ვექტორი, ე. ი. კოორდინატთა სისტემის ღერძების ინვეერსიისას მისი 

კომპონენტები ნიშანს არ იცვლიან. 

§48. მომენტის საკუთარი მნიშვნელობები და 

მაბრიცული ელემენბები 

ახლა ვიპოვოთ მომენტის საკუთარი მნიშვნელობები, განეიხილოთ /# მომენ- 

ტი. როგორც ვიცით, მისი მდგენელების ოპერატორებს აქვთ შემდეგი კომუტაცი- 

ის თვისებები: 
წა ” რ ჩ 

L4, #16) =-–– დი8+ 484, (48,1) 

(Mბ, 4,1=0. (48,2) 

აქედან ჩანს, რომ #? და 4, შეიძლება ერთდროულად და ზუსტად გაიზომოს. 
ვიპოვოთ ამ სიდიდეების საკუთარი მნიშვნელობები. საკუთარი მნიშვნელობების 
მოძებნა ხელსაყრელია მატრიცული სახით. მატრიცათა ენაზე #" და 4, საკუთა- 
რი მნიშვნელობების მოძებნა ნიშნავს შესაბამისი მატრიცების დაყვანას დიაგონა- 
ლურ სახეზე. 

ჯერ ვიპოვოთ /;, 4, 4; ოპერატორების შესაბამისი მატრიცები იმ წარმო–- 

დგენაში, რომელშიაც #, დიაგონალურია, ე. ი. როცა 

(»IL4, IL) = 19, (48.3) 

სადაც > რაღაც რიცხვია, რომლის შესაძლო მნიშვნელობები უნდა ვიპოვოთ. 

157



(48,1) ფორმულა დავწეროთ გაშლილი სახით: 

ი ტი ჩ ჩ 
4მ.მე– 4,4. =5264,, (48,4) 

4.4.– 4.2, = §ნ4,, (48,5) 

#4ეტე–4.4, = 2ჩ/4კ. (48,6) 

განვიხილოთ (48,6) ტოლობის მატრიცული ელემენტი 

(VI 4,)4,– 4,4#,Iთ.) =:ჩ CV (4). (48,7) 
თუ გავიხსენებთ მატრიცათა გამრავლების წესს, მივიღებთ: 

ჯ) (I 4,სი”ა თ I4.IIა– 2. რ 14. »!') (თ 4) )= 
„? ჟი 

=0C14+Iა; (48,8) 

რადგან 4, დიაგონალური მატრიცაა, ამიტომ (48,3) ფორმულის თანახმად ”ე– 

გვიძლია დავწეროთ 

(9 M, საათ (თVI4)Iთა =1%(M" I4-I თ (8,9) 
საიდანაც 

VM 

,0I 14» <1. (48,10) 
(CI 98. 

სრულიად ანალოგიურად, თუ განვიხილავთ (48,5) ტოლობის მატრიცულ ელემენტს 

2, (VI ტ.I) ნი” (4»სია– 2. (VI 14.1”) CV, ა) = 
ი, 2, 

=76(MIIტ)IMა, ტ8,11) 
ადვილად მივიღებთ: 

1 / == –-; (48,12)“ 

როცა 4კე და #4. მატრიცული ელემენტები ნულს არ უდრიან, მაშინ (48,10) და 
(48,12) ტოლობებიდან გვექნება 

(მ ––-1)2= 1, (48,13) 
საიდანაც 

თ. =72+-1; (48,14) 

ამგვარად, როცა #, მატრიცა დიაგონალურია, /#– და #, მატრიცებს ნულისაგან 
განსხვავებული აქვთ მხოლოდ დიაგონალურის უშუალო მეზობელი ელემენტები; 
მატრიცული ელემენტები, რომლებიც (48,14) პირობას არ აკმაყოფილებენ, ყველა 
ნულის ტოლი იქნება. (48,10) და (48,12) ფორმულებიდან (48,14)-ის გათვალის- 

წინებით შეგვიძლია დავწეროთ: 

(თ>)I/4.Iთ) =+#(–-1 I4,Iია. (48,15) 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ-თუ, მაგალითად, #. ნამდვილია, მაშინ 4 წარმო- 
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სახვითია და პირიქით. რადგან ქ. ერმიტული ოპერატორებია, ამიტომ შესაბამისი 
მატრიცებიც ერმიტულები იქნება. შევთანხედეთ და შემდგომში ჩავთვალოთ, რომ 

#4; ნამდვილი მატრიცაა. მაშინ ჩვენ გვექნება: 

CM+)|4. 12) = (თI4.Iთ+1), (48,16) 

(თ+1I4)Iი) = -–– (თIტ,სთ+1). (48,17) 
დაბოლოს ავიღოთ (48,4) ტოლობის დიაგონალური მატრიცული ელემენტიც: 

” #/ M წა 

2, (XI4»| თ) (თ IM, IVა-– 2, (2 I4-| თ”) (თ I4»Iთ) =- 
წეარქ „I. 

=166MI4,1-ა- (48,18) 

ამ ჯამებში, (48,14) პირობის თანახმად, ნულისაგან განსხვავებული იქნება ორ-ორი 

წევრი, რომლებიც შეესაბამებიან პირობას #I =74+1 და XI =»-1, ამიტომ 

გვექნება , 
წა ჩ „” 

(III 2IM#+ 12 («ი + 1|4)(XI) + (#I4>IM-- 1X(IL--1.4,ყIსა– 

–(4ეთ+12:(0+114-V)-- 

– (II მა-1ა(V-–-)| 4) =2მთ. (48,159) 

ან, თუ გავითვალისწინებთ (48,16) და,(48,17) თვისებებს, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(ი--1I4,Iთა)ზ–- (+ 1(4-Iთ )? = 28. (48,20) 

ამ ტოლობის დაკმაყოფილება მაშინ შეიძლება, როცა »L რიცხვი შემოსაზღვრუ-“ 

ლია; წინააღმდეგ შემთხვევაში ზოგიერთი არსებითად დადებითი (+)14> II)? 

სიდიდეები უარყოფითი გამოვიდოდა. »!-ის ეს მაქსიმალური მნიშვნელობა აღვნიშ- 

ნოთ თ«-თი. მაშინ »:->>ც-თვის ყველა (CL+114-IV) =0 და (48,20) ტოლობიდან 

შეგვიძლია განვსახღვროთ /4.-ის მატრიცული ელემენტები. მართლაც, აშკარაა, 

რომ (48,20) ტოლობას აკმაყოფილებს შემდეგი გამოსახულება: 

(»+1I4.I») = (II 4.1 + 1) = +V (0–»ია(-+7L+1) (48,21) 

(%--1 I4>-ILX ელემენტის მისაღებად საკმარისია (48,21)-ში X შევცვალოთ (--1)- 

ით. ამასთან, (–ი-1I4-–9) ელემენტი წულის ტოლი იქნება. კ-ის მატრი- 

ცული ელემენტების გამოხატულებას მივიღებთ (48,15)-ის გამოყენებით. აLე რომ, 
ჩვენ გვაქვს მეტად მნიშვნელოვანი ფორმულები: 

(XL+1| 4.) =(/ I4.» +1) = ს /(C-იარ+»+ 1), (48,22) 

–(+1 Iტ,შთა = CV #კს+1) = ლ 6-იი0C6++1), (48,23) 

(«-–1I4.IMა =(ი4-|თ–1)=-+-M/ C+ირ–»4+1), (48,24). 
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(0-1 III) =-(V IრაI – 1)=--I/ რ+)C6= + 1), (48,25) 

( IM) =Vნ; –ძღელ+0ძ (48,26) 

აშკარაა, რომ ამ მატრიცების რანგი არის (20+ 1). მაშასადამე, მომენტის 
შესაბამის მატრიცას ექნება შემდეგი სახე: 

#რი.ი რ),ი,ი-) თომ. თ, #4ი,-ი 

ჩიივზ ჩიოი რთორივაა (48,27) 

ი ტ# თი ... 4, – 

მომენტის მატრიცული ელემენტების მოძებნის დროს ჩვენ არ მოგეითხოვია, რომ 

» იყოს მთელი რიცხვი, ამიტომ ზოგიერთი მომენტისათვის, მაგალითად სპინი- 

სათვის, შეიძლება აღმოჩნდეს, #რომ ჯ, იღებს კენტი რიცხვის ნახევრის ჯერად 

მნიშვნელობებსაც. ამ შემთხვევაში მატრიცული ელემენტები უნდა გადავნომროთ 
წილადი რიცხვებით. ასე მაგალითად, როცა თ=V,, მაშინ »I=2+VM, და მატრიცას 

ექნება სახე 

( 4)/; 1/, 4/-!/ ) · (48,28) 

4", 1/3 4. ა, ე / 

აღვნიშნოთ, რომ (48,27) მატრიცაში 4. და /7კ-ისათვის დიაგონალური მატრი- 

ცული ელემენტები ნულის ტოლია, მაშინ, როცა /,-ს ნულისაგან განსხვავებული 

ექნება მხოლოდ დიაგონალური ელემენტები. სახელდობრ, როგორც დავამტკიცეთ, 
ნულისაგან განსხვავებული დიაგონალური ელემენტები ტოლია: 

ინ, (თ–1)ჩ, (თ-2)ჩ,...--(--2)ნ,–(თ--1)ჩ,–იჩ. (48,29) 

ამასთან როცა რთ მთელია, #, ნულოვან მნიშვნელობასაც ღებულობს. როცა 0 

კენტი რიცხვის ნახევარია, მაშინ შესაბამისი მომენტის გ-პროექციას ნულოვანი ს:– 

კუთარი მნიშვნელობა არა აქვს. 

ახლა ვიპოვოთ მომენტის კვადრატის საკუთარი მნიშვნელობები. ამისათვის 

ვიპოვოთ #? მატრიცის დიაგონალური ელემენტები. რადგან #"= /#41+ 41+ #41, 

ამიტომ 

(ჩიოთ = (4-ს ოთ + (4ყტ,ა)თო+ (4.#ა)ოი: (48,30) 

გამოვიყენოთ მატრიცათა გამრავლების წესი, გავითვალისწინოთ, რომ /, 

დიაგონალური მატრეცაა, ხოლო 7. და კ-ს ნულისაგან განსხვავებული აქვთ 

მხოლოდ დიაგონალის მეზობელი ელემენტები. (48,22)--(48,26) ფორმულების გა 

გამოყენებით, მარტივი გარდაქმნების შემდეგ, მივიღებთ 

(ტთა =ჩ"0(0 +1). (48,31) 

მაშასადამე, მომენტის კვადრატიც იკვანტება. ი-ს უწოდებენ მომენტის კვანტურ 
რიცხვს; ცხადია, რომ –=»,ი- #-ს, რომელიც ზემოთ შემოვიღეთ, უწოდებენ 

მაგნიტურ კვ-ნტურ რიცხვს. ჩვენ ვხედავთ, რომ როგორც მომენტის პროექციების, ისე 
კვადრატის მატრიცები დიაგონალურია 0 კვანტური რიცხვის მიმართ. 

მომენტთა თეორიაში ხშირად ნაცვლად 4», #,, #; მდგენელებისა ხელსაყ– 
რელია შემდეგი სიდიდეების განხილვა: 

/#% =/+%?/ე, #4“ =/!:-/ც, #>:=/;:. (48,32) 
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ამ ოპერატორების საშუალებით ადვილად გამოვხატავთ (#, 8) სკალარულ ნამ–- 
რავლს 

0, 8)=-458-+4-85+4,შ» (48,33) 

რომლიდანაც კერძო შემთხვევაში ვიპოვით მომენტის კვადრატს 

#=4+-(%4-+/4-45+4. (48,34) 

ჩვენს მიერ გამოყვანილი (48,22)--(48,26) ფორმულებიდან ადვილად ვიპოვით 
(48,32) სიდიდეების მატრიცულ ელემენტებს. სახელდობრ, 

(ი#-+1| 4“ ი») = ჩI(თ=-თ)(თ--#XL-L1)1'/, 

(02 | 4.12) =წჩM. (48,35) 

ამასთან, ამ მატრიცულ ელემენტებში მივუთითეთ ის გარემოება, რომ ისინი დია–- 
გონალურებია ც#-კვანტური რიცხვის მიმართ. მომენტის კვადრატისა და #-პროექ- 

ციის საერთო საკუთარი ფუნქცია აღენიშნოთ ”ა,თა-თი, მაშინ (48,35)-დან ნა- 

თელია, რომ 

4+X., თა =ჩ ((C–=»!(C + ”ა+ 1 XV თე +1I (48,36) 

#.Xთ”ი =7#ჩV#ი,ოა» (48,37) 

ი Xი იე =ჩ?ი(ი-+1)#Xა,თი: (48,38) 

ქ2ტ+X=0, 4“ ა=0, –ძილო,<+20. (48,39) 

როცა # მომენტი ემთხვევა იმპულსის ( მომენტს, მაშინ X,,თფკ საკუთარი ფუნქ- 

ცია ემთხვევა სფერულ XIუ»,(0,თ) ფუნქციას, სადაც თ=1 აზიმუტალური კვანტუ- 
რი რიცხვია, ხოლო –17<,<! წარმოადგენს მაგნიტურ კვანტურ რიცხვს. 

მაშასადამე, ორბიტალური მომენტისათვის გვექნება ფორმულები 

(I, + 7)? (9,ი)= ნ(0--,)0+ თ, + 1)) ”XI თ,+ (9,9), (48,40) 

11X Lთ(9,დ) = VMXI»,(9,დ), (48,41) 

1?X,» (9,დ) = ნ%(1-L1) XL(9,დ). (46,42) 
როცა # მომენტი ემთხეევა სპინს ,1=§, მაშინ X,,„, სპინურ ფუნქციას უწოდე- 
ბენ. კერძოდ, როცა ნაწილაკის სპინი თ= §=1/, გვექნება ორი ფუნქცია: XI,,,17,, და 

XII, –-1/ ამ ფუნქციებს მეტად მარტივი შინაარსი აქვთ. XV,,1/, მხოლოდ და 

მხოლოდ იმას მიუთითებს, რომ სპინის „-პროექცია დაღებითი მიმართულებითაა 
ორიენტირებული, XI,,–/, ““კი მის საწინააღმდეგოდ. ეს ფუნქციები შეგვიძლია 

გამოვხატოთ შემდეგი მეორე რანგის ერთსვეტიანი მატრიცებით: 

1 0 
XIV, M=( 0 1. I ,-,= ( | ): (48,43) 

ამასთან, პირველ ფუნქციას, რომელიც შეესაბამება სპინის მიმართულებას ჟ-ის 
გასწვრივ, თ-თი აღნიშნავენ, ხოლო მეორე ფუნქციას, რომელიც უარყოფით პრო- 
ექციას განსაზღვრავს, ჩ8-თი, ე. ი. 
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6 =:#I/,1/,) ჩ-=X./, –/:. (48,44) 

ადვილად ვიპოვით სპინი შესაბამის მატრიცებს, თუ გავიხსენებთ (48,28) და 

(48,22)-- (48,262 ფორმულებს, რომლებშიაც შევიტანთ თ=1/, და 1=2+I/,; 

გვექნება ხ/01 ნ / 0-: ნ /10 _,; 
ალ , =-“ , §,=–– 48,45 

7 (10) " > ( ი I! (ის) (48,459) 

ჩ =- ფ?, 48,46 8=--თ ( ) 

ან 

სადღაც Cთ%C1, 09, თ-) პაულის მატრიცებია: 

ი / 91 "ე _/0 –2 ი /1 9 
თ-( 10 I =-(, ი)” %-(ა _.) (48,47) 

ეს მატრიცები: უნიტარულებიცაა და ერმიტულებიც; მათი კვადრატი ერთის ტო- 
ლია, „საკუთარი მნიშვნელობები კი +1-ს უდრის, 

მატრიცათა გადამრავლების წესის გამოყენებით ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

თის + 0/01=2ბ,. (#,M=1, 2, 3) (48,48) 

როცა 1## ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ თ10C1= ––თ9თ9, ე. ი. პაულის მატრიცები 

ერთმანეთთან ანტიკომუტატურებია, ხოლო, როცა 2§=#/, მაშინ ამ მატრიცების 

კვადრატი ერთის ტოლია. 

§ 49. მომენტთა შეკრების წესი 

ვთქვათ მოცემულია ორი მომენტი # და 8, მაშინ ორივესათვის გვექნება 

ფორმულები: 
#?=552?ი(თ-#-1), 81=ჩ3%ხ(ხნ-+-1), (49,1) 

4:=#%იჩს, 18:= ჩხ, 

–ით< თალ +0თ, –სხლ7ხ=< +Lხ. 

შემოვიღოთ ამ ორი ოპერატორის ვექტორული ჯამი 

6 = #+8. (49,2) 
ვიგულისხმოთ, რომ # და 8» მდგენელები ურთიერთკომუტატურია. მაშინ, რო– 
გორც წანა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, ისევე როგორც # და 8 ოპერატორები, 

ტ ოპერატორიც აკმაყოფილებს კომუტაციის პირობას 
' .· 

) –––______-– (49,3) 
ამიტომ მისთვისაც სამართლიანი იქნება (48,35) ფორმულები. ამასთან, (49,2) 

ტოლობიდან ნათელია, რომ იძ. მატრიცა დიაგონალური იქნება 4, და 18, მატ- 

რიცების დიაგონალობის გამო. მაშასადამე, C-მომენტისათვის გვექნება: 

C?=ჩ?ი(C-+L1), 

C,= ჩია 

–0ი0=Mი-=4+6ფ 

(49,4)



სადაც C არის C- მომენტის კვანტური რიცხვი. ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ ფორმულა; 

რომლის საშუალებითაც (6 კვანტურ რიცხვს ვიპოვით ი და ხს კვანტური რიცხეეჰ 

ბის საშუალებით. ამ პროცედურას მომენტთა შეკრებას უწოდებენ. რადგან (49;2) 

ფორმულის თანახმად 0,=4,+ 8,, ხოლო #4, და 8, საკუთარი მნიშვნელობე- 
ბი შესაბამისად ტოლია აჩ და »:სჩ-ისა, ამიტომ მომენტის პროექციები ჩვეუ- 

ლებრივი ალგებრული წესით შეიკრიბება და მივიღებთ C,=»;აჩ, სადაც 

M1-= 16 + »მხ. -(49,5) 

ამგვარად, #I-ს ყველა შესაძლო მნიშენელობების მისაღებად საჭიროა «ე და? გ 

რიცხვების ჯამის ყველა შესაძლო მნიშვნელობების აღება. გავითვალისწინოთ, რომ 

თ0=0თ, თ--1, ი--2,...-(თ--1),–%, (49,6) 

თ»'ხ=მ, ხ–-1, ხ--2,...-(ხ--1),–-_ხ. (49,7) 

ვთქვათ ს >თ და (49,6)-ის თითოეული წევრი შევკრიბოთ (49,7)-ის ყველა წევრ– 

თან; მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

9ი-+ხ, თ+ს-–1) ი+სხ–2..-.ი-ს+2 ი-–ხ+1 თი– 
  

  

  

თ+ხ–-), თ+ხ– 2, ი+ს–3, ..-. ი–-ხ+1 ი–ხ ი-ხ–- 

–-2, ხ–3, +ხ--4, ··· თ-ს –ბხ--1 თ-ხ--2 – თ-“ხ თ+ ძ თ თ (498 

· .. . 

· .· · 

ხს–ძ, ხ–-ით-1, ხ–- 6-.2,...... –(C6+ხ)+2-(თ+ხ)+1| --C-+ხ)· | 

პროექციების ამ ცხრილში მოცემული მნიშვნელობებიდან შეგვიძლია აღვადგინოთ 

საჯამო «-მომენტის მნიშვნელობები. ასე მაგალითად, ცხრილის გარე: შრიდან ჩანს,. 

რომ «-ს შეიძლება ჰქონდეს თ+ხ მნიშვნელობა, რადგან (თ-Lხ)-დან––(თ-L ხ)-მდე 

პროექციები აქვს სწორედ ი=0თ-+ხ მთმენტს. მეორე შრიდან ჩანს, რომ ი=თ“+9--1. 

და ა, შ. გვექნება 

ი=თ+%ხ, თ+ხ--1, თ+ხ--2,...., ხ-–ძთ (49,9). 

როცა C>ხ, ანალოგიურად მივიღებთ ცხრილს, რომლის მიხედვით დავადგენთ, 

რომ -=0თ+ხ, თ+ხ--1, თ+ხ--2,....., 6--ხ (4910). 

ასე რომ, ზოგად შემთხვევაში, დამოუკიდებლად იმისა, თუ რომელია მეტი: თ. და' 

ჯ-ს შორის, მივიღებთ :2.5 

-5=6+ხ, თ=+ხ–1, 6C+ხ--,.....-|თ–-ხI- 09,11” 

მაშასადამე, საჯამო მომენტის კვანტური რიცხვი განისაზღვრება ფორმულით 

|თ––ხ<ი=<6+ხ (49,12) 

რომელსაც უწოდებენ სამკუთხედის წესს და აღნიშნავენ ტ(ი, ხ; C-თი. 
განვიხილოთ მაგალითები. ვთქვათ, გვინდა შევკრიბოთ ორი ორბიტალური 

მომენტი 1,=1 (ეს იმას ნიშნავს, რომ მომენტის სიგრძეა ჩMV7,CI+1) =V 2 ს 
და 1ვ=1 (ე. ი. მომენტის სიგრძეა ჩV/ ს0V3+)) = V 2). სამკუთხედის. წესისა 

მიხედვით საჯამო მომენტის (რომლის სიგრძეა ჩI)” 101+1) 1 კვანტურ. რიცხვს,ექნმ-ვ 
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ბა მნიშვნელობები 0<1=<2, ე. ი. 1=0, 1, 26. ვთქვათ, გვინდა შევკრიბოთ ორი 

სპინი, რომელთა კვანტური რიცხვებია §,=1/, და §.=1/,, სამკუთხედის წესის თა- 
ნახმად საჯამო სჰინის §-კვანტური რიცხვი მიიღებს მნიშვნელობებს 9=0,1. 

ახლა განვიხილოთ ნახევარსპინიანი ნაწილაკი და ვიპოვოთ სრული 

1=1+§ 

მომენტის საკუთარი მნიშვნელობები, სადაც I ორბიტალური მომენტია, ხოლო 
4 

§-სპინი. რადგან )1-საც იგივე კომუტაციის თვისებები აქვს, რაც I და §-ს, ამი– 

ტომ 
ი წიც 1), 
სანი ) (49,12) 

სადაც-–-–1=1M,=+ქ, ე. ი. I, სულ ღებულობს 21+1 მნიშვნელობას. გამოვი- 

ყენოთ მომენტთა შეკრების სამკუთხედის წესი და ვიპოვოთ ჟ კვანტური რიცხვის 

მნიშვნელობები 1 და § კვანტური რიცხვების საშუალებით. რადგან §=1/,, ამიტომ 

ქ-ს ექნება ორად ორი მნიშვნელობა: უ1= |I-–-1/,| და ქ=1-+1/,. კერძო შემთხვევა– 
ში, როცა 1=0, მაშინ 1=1/.. თუ სპინის მნიშვნელობა არის 8=1, მაშინ სრუ– 

ლი მომენტის კვანტური რიცხვი |I--–1Iლე=1L+1, ე. ი. ქ=1ს--1, 1=1, ქ=>=1+1. 

ამასთან, 8§=1 სპინის შესაბამისი მატრიცები ადვილად მიიღება (48,21) ფორმუ- 

ლიდან, 
ორი მომენტის შეკრების წესი ადვილად განზოგადდება უფრო დიდი რიცხ- 

ვის მომენტებზედაც. ასე მაგალითად, სამი მომენტის შესაკრებად ჩვენ შეგვიძლია 

ჯერ შევკრიბოთ ორი რომელიმე მომენტი, შემდეგ კი მიღებულ შედეგთან შევკ- 

რიბოთ მესამე. ვთქვათ, გვინდა შევკრიბოთ მომენტები: #6, 8, C. საჯამო მომენტი 

აღვნიშნოთ #-თი, მაშინ 
ხნ=#+8+C. (49,13) 

იგულისხმება, რომ ,71-, #=, C> მდგენელები ურთიერთკომუტატურია. შესაბამისი 

კვანტური რიცხვები აღვნიშნოთ თ, ხ, (-თი. საჯამო სნ მომენტის კვანტური რიცხ- 

ვი კი ძ-თი. ზემოთქმულის თანახმად, ჩვენ ჯერ შეგვიძლია შევკრიბოთ # და წ 
მომენტები; ამისათვის გამოვიყენოთ სამკუთხედის წესა #(თ, ს; 7). შემდეგ კი მი- 
ღებული შედეგი შევკრიბოთ (6 მომენტთან, ე. ი. გამოვიყენოთ სამკუთხედის წესი 

ატ, C: ძი). განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ გვინდა შევკრიბოთ სამი ორბიტალუ- 

რი მომენტი: L=1, I.=2 და 1კ=3. პირველი ორის შეკრებით მივიღებთ მნიშე– 

ნელობებს: 1,,=1, 2, 3. ახლა თითოეული ეს მომენტი შევკრიბოთ ?კ-თან. გვქექ- 
ნება: 1=2,3,4; 1=1,2,3,4,5; 1=0,1,2,3,4,5,6, ე. ი. სრული მომენტის კვანტური 

რიცხვის მნიშვნელობები ყოფილა 1=0,1,2,3,4,5,6. 

ბოლოს მოვიყვანოთ ერთი მნიშვნელოვანი ფორმულაც. რადგან 6 = #+ჩ, 

ამიტომ (#8) სკალარული ნამრავლისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

(#,ზ) =1+-VC+-- + ჩა, (49,14) 

საიდანაც (4, ჩ)-ს საკუთარი მნიშვნელობებისათვის გვექნება გამოსახულება 

# ნ? 

(4,8) = “2 IC(6+ 1)-–ი(თ+1)–ბს(ხ+1)). (49,15) 

იგივე ფორმულ ა შეგვიძლია გამოვიყვანოთ (48,33) და (48,35) გამოსახულებების 

გამოყენებითაც. 
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§ 60. ორი მომენტის ჯამის კვადრაბისა და პროექციის 
საკუთარი ფუნქციები. პლებშ-ჟორლანის კოეფიციენტები 

განვიხილოთ ორი მომენტი # და 8. ეს მომენტები შეიძლება ეკუთვნოდეს 

ერთსა და იმავე ნაწილაკს ან ორ სხვადასხვა ნაწილაკს. მთავარია, რომ ისინი 

ერთმანეთთან კომუტატური იყვნენ, ე. ი. შესრულებული იყოს პირობა (49, 83| =0. 

შემოვიღოთ საჯამო მომენტი 

6= # + 8. (50,1) 
# #/ 

ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ C? და C, ოპერატორების საერთო საკუთარი ფუნქ- 

ციები. /4, 4, ოპერატორების საერთო საკუთარი ფუნქცია აღვნიშნოთ Xა»ა- 

თი, ხოლო 8, 8.-ისა Xხოგ თი, ანალოგიური ფუნქცია 6; გ, ოპერატორები- 

სათვის აღვნიშნოთ, 2ე(9-, რომელშიაც მივუთითეთ, რომ საჯამო მომენტის ი 

კვანტური რიცხვი მიიღება თ და ს კვანტური რიცხვების შეკრებით. 

ცხადია, ძ, =#4#,+8, ოპერატორს დააკმაყოფილეს საკუთარ ფუნქ- 

ციათთ ნამრავლი +ათე+ხთგ» იგივე ნამრავლი ტ' და (9 ოპერატორების 

საკუთარი ფუნქციაც არის, მაგრამ იგი არ არის საკუთარი ფუნქცია (4, ჯ) სკა- 

ლარული ნამრავლის; ამის გამო ცხადია Xათა# ხო, არ იქნება საკუთარი ფუნქცია 

C01-= ' L ც'L 2(#,წ) თოპერატორისა. ჩვენს მიზანს კი შეადგენს სწორედ ისეთი 

ფუნქციის მოძებნა, რომელიც ერთდროულად დააკმაყოფილებს ორივე ოპერატო- 

რის C? და ბ, საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტო- 
ლებას. 

მართალია %იოგ/ბოჯ ნამრავლი არ არის 61-ის საკუთარი ფუნქცია, მაგრამ 

საძიებელი %ლ- ფუნქცია შეგვიძლია გავშალოთ ამ ნამრავლების მწკრივად 

+9ი +ხ 

მ6% ==. ბ 2, (თხის |6M%-)XათინXხო გ. (50,2) 
თ =-იო,კ=-ტ 

მუდმივ რიცხვებს 
(თხI1ი7?ს| CC) (50,3) 

ვიგნერის ვექტორული შეკრების კოეფიციენტებს, ან კლებშ-ჟორდანის კოეფიცი- 

ენტებს უწოდებენ. ტალღური ფუნქციების ფაზური მამრავლი ისე შეგვიძლია შე- 
ვარჩიოთ, რომ ეს კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვები იყოს. კლებშ-ჟორდანის 

კოეფიციენტი ნულის ტოლი იქნება, თუ »I-:65M+-ს და ი, ხ, 6 კვანტური 
რიცხვები ერთმანეთთან შებმული არ არიან #(ი, ხ; თ) სამკუთხედის წესით. ამი- 

ტომ (50,2) ფორმულაში ფაქტიურად ერთმაგი ჯამი მონაწილეობს. ერთი ჯამი 

ეკვივალენტურია #Iა= ობი – ა ან I1ხ==% კ პირობის, ნათელია, რომ (50,2) 

ფუნქცია საკუთარი ფუნქციაა #2, 4, და წ, 8,, ასევე. C, ოპერატორებისა; 
კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ ეს გამოსახუ- 

ლება საკუთარი ფუნქცია იყოს C: ოპერატორისაც. 

მდგომარეობის კვანტური აღწერის მიხედვით კლებშ-ჟორდანის კოეფი ციენ- 
ტის კვადრატი წარმოადგენს თ და ხ მომენტებით განსახღვრული საჯამო ც მო- 

მენტის მდგომარეობის განხორციელების ალბათობას. 
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კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების გამოსათვლელი ფორმულა მომენტის 

კვანტური რიცხვების სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის ჯგუფთა თეორიაზე დაყრ- 

დნობით გამოყვანილი იყო ე. ვიგნერის მიერ. ამ ფორმულას აქვს შემდეგი სახე: 

(თMხML991ხ| 0IC)==0, ა; თე +.“ 

(ლ) (ი6–ით+ხ)! (+ ხს–-თ)! (0-+ Lე)! (6– 2)! ოეეე 

(-+C+ხ+1)! (ფ––ი19)! (ს-–7ხ)! (–+MV)1(ხ-1- ს)! 

(--1)”I0%რა(6-Lხ- თზე–-7)! (თ––ზე --)! 
"LL #! (0- ი1ი––7)! (6–––+ ხ–?)! (+ თ–-ხ – თ! 

ჯამი: "აიღება ჯ-ს ისეთი მნიშვნელობებით, სანამ ფაქტორიალი უარყოფითი გახ- 

დებოდეს, "ამასთან 0! =1. 

ი “X50,49) ფორმულის თანახმად კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტებს ექნებათ სი–- 

მეტრიის შემდეგი თვისებები: 

  (50,4) 

  

(ცხ?იი71ხ |CM%-) == (ხC-––-01ს-– ზე |C--–-), (50,5) 

=(–-1)“ ი “სხ(ხთებხიზი ICC), (50,6) 

=(-1)216“%(ცხ--Iე--Mტ6--7%6)) (50,7) 

=(–-1)2-ძთი (>- 2) ჩ, 09ბც–– ბე |ს–– ხხ), (50.8) 

26-L1 V/, =(-–--1)პ+» -“ LI ს 72 – –. , (ლის) 2 LC) (0ხ–-იზიმბხ |თ––?ე ) (50,9) 

98% ფუნქციები ერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებია, ამიტომ ისინი 

ორთო-ნორმირებული იქნებიან, ე. ი. 

(შე C | რელ-)= =მიფმო,თე (50,10) 

ამ, გამოსახულებაში შევიტანოთ (50,2) ფუნქცია; გვექნება 

2 2, (თხიბი7%| 0VბC) (061 ეMზე | C 2). (50,11) 
V1ე/?ბხ 91 ე2/18 

(Xითი IMიოჯ; )(%Xი, | #ხოჯ ბ =ბიზი, თ 

რადგან #ათ- და ხუთს ფუნქციებბიიცკ ორთო-ნორმირებული ფუნქციებია, ამიტომ 

საბოლოოდ მივიღებთ 

+0 +ხ 

2 » (ცხ710%1ხ |C711C) (0 021109ზხ| C IC) == ნით ნ თითი“ (50,12) 
რშგ "9 თ. -ხ 

ამ გამოსახულებას უწოდებენ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების ორთო-ნორმირე- 
ბის პირობას. ნორმირების ეს პირობა მიუთითებს (50,2) გარდაქმნის უნიტარულ 

ხასიათზე. რამდენადაც კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია, 
ამიტომ ; (50,2)-ის შებრუნებული გარდაქმნა ხორციელდება იგივე გარდაქმნის 
ფუნქციებით. გავამრავლოთ (50,2) ფორმულა (თხის |CII-) კოეფიციენტზე და 

ავჯამოთ 6 და #1,-თი; გვექნება 
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0ი+ხ +2 

2, (თხ»?ცოზს |C76-)46:% = 
2=|)თ--წ) MIი=--06 

(50,13) 

2, 2, ,(თხ»?ე”ზ |CXM-) (Cხ»ზე9Mზნ |CMბ-)Xითე Xხოგ · 
07ბე ბებს 

თუ მოვითხოვთ, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ორთო-ნორმირების პირთბასაცტ:.7 

თ+ხ == 

?, 2 (იხ»Lეთზ |CMბ-) (0 ხV%ე თ; | CI„) == 6M16MIგ6მხXM%6, (50,14). 
C=|0--ხ| თი=–2 ' 

მაშინ (50,13)-დან მივიღებთ შებრუნებული გაშლის 'შემდეგ ფორმულას: 

თ+ხ +262 

Xსთე+ხო გ = 2, 2, (თხ) ცშზს ICI) 40% (50,15) 
06=|)თ-–-ნ| MI-= –6 

აღვნიშნოთ, რომ (50,8) და (50,9) თვისებების გამოყენებით, კლებშ-ჟორდანის 

კოეფიციენტებისათვის შეგვიძლია დავწეროთ კიდევ ორი ასეთი პირობა:: 

, , 1 ა, 
» (თხიათსხ | CI) (თხ ML,იზ§ნ | CIIL-) = = 20+1 გ ნას ხოკო(, ,(50,16, 

91 ეჰბC 2ხ'-L1 · 

26+1 · 
2, (თხიზცჩზა |6IბC) (C ხ11გ71ხ |0II-) = =-4%+" გა ს ბინეშიეი (50,17)' 

თოსხბი 20'+1 

ამ უკანასკნელიდან კერძო შემთხვევაში მიიღება მნიშვნელოვანი შედეგი 

260-+1 
  2I (თხ0#»1%ი| CMბC)|? = 2261 (50,18) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ კერძო ”შემთხვევებში: 

(00#M100| თი) =1, (50,19) 

(თხიხ|+ხ თ+ხ)=1, (50,20) 

ასევე 

(ისთ თ190) =(-- ბრუ ფ5-. (50,21). 

როცა თ და ხ ღებულობს მთელ მნიშვნელობებს, მაშინ (50,7) თვისების "ძალით. 

(იხიი|00)=0, თუ თ+ხ+6 რიცხვი ლუწი არ არის, როცა თ+ხ-+0==2» ლუწი“ 

რიცხვია, მაშინ 
I 

ხ =(-1)%0:4+,”__ თკ“ 50;22)! (იხი0|C60)==(––1)”'X(26-L1/,)”/. ლ C-0I=0)თC-=-0! C ) 

| (თ+ხ–-0) (თ–ხ+0)! (ხ–ი+0C! I 
(2#+1)! 2 

ვიპოვოთ (თხა) 0X%Lხ) კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტის ცხადი სახე, როცა 
ხ=1/ა. ამ შემთხვევაში, მომენტთა, შეკრების წესის თანახმად 6 =|6--1/, | და C= 

=ხ+-7/,; გვექნება შემდეგი ფორმულები: 
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1 1 

(დ/:MI-––1/, '1/-IC + ?/:2I1C) = + “57+% | C (50,23) 

“+ 1 1 

(01/:I-+1/,-–1/ე | თ + 1/:I-) = |<9+4 | /ი. (50,24) 
IL . 

კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების მნიშვნელობები სხვადასხვა კერძო შემთხვევებ- 
ში შეიძლება ვიპოვოთ სპეციალური ცხრილებიდან. 

მნიშვნელოვანია (50,2) გამოსახულების იმ კერძო შემთხვევის განხილვა, 

როცა 0 გამოხატავს ორბიტალური მომენტის (| კვანტურ რიცხვს, ხოლო § იგივე 

ნაწილაკის--–სპინურ კვანტურ რიცხვს. კერძოდ, დიღი პრაქტიკული მნიშვნელო- 

ბის გამო განვიხილოთ §=1/ე მომენტის შემთხვევა. მაშინ ცხადია, რომ ფ/ი0V% გა- 

მოხატავს 1=1+§ სრული მომენტის კვადრატისა და მისი „-პროექციის საკუთარ 
ფუნქციას; მას ექნება სააბი გამოხატულება: 

+1/ 
შიეწუ = – ჯ ბ, (ს/ი ბა) 2; X (თ, (0, დ)XI/,თა (50,25) 

”სლ–-! MIვ=–-1/ე 

სადაც XV, (9, დ) ორბიტალური მომენტის კვადრატისა და მისი გ-პროექციის სა- 

კუთარი ფუნქციაა, +%/თკ კი სპინურ ფუნქციას წარმოადგენს. (50,25) გამოსა- 

ხულებაში ჯამი ;,-ით შეგვიძლია ამოვაგლოთ, თუ ყველგან თს შევცვლით 
(ოი) »)-ით; ამის შემდეგ ავიღოთ ჯამი ჯ!კ-ით და გავითვალისწინოთ (50,23) და 

(50,24) ფორმულები; გვექნება 

81), M/= / 9იი# 50944 8 Xსთ/- (0, თXI7,, 1+ 

L––)+1/, · 

+I/ =20-#+ 2141 “2 ს/კ, (0V)XIV;–/ 

9/:.-/ სი) LI 

“ე შ-– ს/ -000%. “31. 1 “ 27Iთ)-)/,(0,დ)XIV/,, 1, + 

+ I "91% რითაა (მ, იX/,–/ 

ამ ფუ უნქციებს უწოდებენ სფერულ ფუნქციებს სპინით. რადგან (50, 26) ფუნქციე- 

ბი ”ბ-ის საკუთარი ფუნქციებია · და, ამავე დროს, წარმოადგენენ I და §?-ის 

საკუთარ ფუნქციებსაც, ამიტომ 1? = 128L §?.L2(I, 9) დამოკიდებულების თანახმად, 

ისინი საკუთარი ფუნქციები იქნება (I, §) ოპერატორისაც. სახელდობრ, თუ გავიხ- 

სენებთ 2,1 და 5 ოპერატორების საკუთარ მნიშვნელობებს, ადვილად ვაჩვე– 

ნებთ, რომ 

(50,26) 

  

ტ # ე ,Iთ,  ჩ?,. ჯი . 
(§, სში,” =-> (წ) – ეში / 1= | ქ––1/,| 

(50,27) 
#7. ჯო ჩ? · ვ ჯო . 

(§, ს შიე,ქ= – 2. (6) + /ა)%,,V, 1=ქ1+1/



ახლა განვიხილოთ ორი ნახევარსპინიანი ნაწილაკი, ამ შემთხვევაში თ= ხ=1/, და 

სრულ სპინს ექნება ორი მნიშვნელობა 8=1 და 95=0. (50,23) ფორმულიდან 

შესაბამისი კლებშ-ჟორდანის რაიტოჩტერიდს მივიღებთ 

  

1. 1 1 
_ – .-.-–-+--–I)1+1= (> 2 + 2 >% | 1+=1) =1), 

(50,28) 
1.1 1 1 1 1. .1 1 1 1 
ღე ი –-.>-–- |10X)=–=>ძ, ე + –:--–-–-|)000= –=, 

-2 2. 2 2 119“ - 2-2“:2) 7 +>5 

ხოლო (50,2)-დან გვექნება სპინური ფუნქციები: 

9), (1,21==(1X2), 

შე 0,2=ჩ0)82), 
1 გი (1,2) =––“--– (თ(1)8(2) + თ(2)8(1)), %,, , (1,2) #72 (თ(1)8(2) + თ(2)8(1)) 

(50,29 

  00 1 
%,, ,, (1,2) = -75>- I1)ჩ(2)––%(2)1)). 

ამასთან, არგუმენტში 1=1,2 აღნიშნავს იმას, თუ რომელ ნაწილაკს ეკუთვნის 

სპინური ფუნქცია. მაგალითად, თ(1)1=%ს),, :7/, (1) აღნიშნავს, რომ პირველი ნაწი- 

ლაკის სპინის /„-პროექცია მიმართულია ჯ#-ღერძის გასწვრივ, მაშინ როცა 

8(2) = XI/,--17/, (2) მიუთითებს იმაზე, რომ მეორე ნაწილაკის სპინის „-პროექცია 

#-ღერძის საწინააღმდეგოდ არის მიმართული. 

როგორც ვხედავთ, ორი ნახევარსპინიანი ნაწილაკის სისტემას ახასიათებს 

ოთხი სპინური ფუნქცია, რომელთაგან სრული სპინის 5=1 მნიშვნელობას შეესა- 

ბამება სამი ფუნქცია, 5=0-ს კი–-ერთი. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. ვიპოეოთ სამი ნახევარსპინიანი ნაწილაკის სპინური ტალღური ფუნქციები: 

ამოხსნა: სამი ნაწილაკის სპინები აღენიშნოთ §), §: და მე-ით., პროექციები შესაბამი- 

სად ი, ვ და /1ვ-ით. ჯერ დავწეროთ სპინური ფუნქცია პირველი ორი ნაწილაკისა, რომელთა 

საერთო სპინი იქნება 5,)9==51-+ჯ: 

+5 += 

9011, 2)== 2 2, (§190/I1 12 | 519/-0X5,ი1, L1) #§»იმე (2)- (50.30) 
ის ==-- 5) /MIვ= –-5ე 

ამის შემდეგ ადვილად დაიწერება სამი ნაწილაკის სპინური ფუნქცია §=5)2-+5ე=5) -L 5; -+§ე 

სრული სპინით, გვექნება 

§M “59 –+5ვ 
514771 შეე 0,2,3) = 2, 2). (§აფიმა | 5Mა) 96212, თ. (3) (50.31) 

თოლ=-9ე იმვ=-%ე 

შევიტანოთ ამ გამოსახულებაში თ/ 15. ის მნიშვნელობა (50,30)-დან მივიღებთ 

+93 +595 9«% –+5 5M : დ. 
წას 0,2,3)= 2, 2 2 2, (თვაური | ფათ). 

თლ --§)გ == --5 M1ვ= --§გ /Mვ==–-§ვ 
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(მევეეჩშვ | 5/M6)7§,ი, (1) 7§-/ე (2)7 «ეფე. (3) (50,32) 

1 
რადგან 513=0.1, ამიტომ გვექნება 8 ფუნქცია: ტექ იჩ. % # MI, 9 # MI/, თუ გა- 

ვითვალისწინებთ კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების მნი'მენელობებს ამ ფუნქციებისათვის შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ; 

9.” 5=C(1) თ(2) C(3). 

902 '/ს=8(1) (0) (3), 

  8/:M= == («იითმდა+ი0 )მრირ)+მხ)ითილ | , 

9, #M- >=4 (I) 8(9 =(3)+#(!) =(2) ჩ(3)+-0(1) 8(2) ჩო). 

  
9, უჩ == სთ თ(2) 8(1)-Lთ(1) 8(2) თ(3)–-–28(3)თ(1)თ(2) L 

  9,7 ჩ= == (მთნთი(ს+საითმდ)–2იღა/იაჩთ), 

9%2XI#= ღა ს (1) 8(2)–ჩ(1) თ I 

907“ #= 2 ) =(6ია «თა– «იჩ L 

ცხადია, შეგვეძლო ჯერ შეგვეკრიბა, მაგალითად მე და წვ შემდეგ კი §აა-ისათვის დაგეემატებინა“ 

9; სპინი, 

პირველი ოთხი ფენქცია სიმეტრიულია ნებისმიერი არგუმენტის გადასმის მიმართ, მე-5 და 

მე-6 ფენქციები სიმეტრიულია 1 და 2-ის გადასმის მიმართ, ბოლო ორი ფუნქცია კი ანტისიმეტ- 
რიულია 1 და 2-ის გადასმის მიმართ.



თავი VIII 

შმრედინგერის განროლების ამოხსნა 
სხვალასხვა მარტივი ამოცანისათვის 

ამ თავში შრედინგერის განტოლება ამოხსნილია ზოგიერთი მარტივი ამოცა- 

ნისათვის. შესწავლილი: საკითხი სხვადასხვა სკალაზე ნორმირებულ ტალღურ 

ფუნქციათა შორის კავშირისა. დეტალურად განხილულია თავისუფალი ნაწილაკის 

ამოცანა, სხვადასხვა ტიპის პოტენციალური ორმოები და ჯებირი. დაწვრილებითაა 

განხილული წრფივი ჰარმონიული და სივრცითი ანიზოტროპული ოსცილატორის 
თვისებები. ოსცილატორის ამოცანა შესწავლილია მატრიცული მეთოდითაც. 

§ 61. ხოგადი შენიშვნები 

გამოვიყენოთ შრედინგერის განტოლება ზოგიერთი ძირითადი ამოცანის 

ამოხსნისათვის. როდესაც მოცემული გვაქვს კონკრეტული ამოცანა, საჭიროა წი- 

ნასწარ გავარკვიოთ, იცვლება თუ არა ამოცანის პირობები დროის მიხედვით. თუ 

ადგილი აქვს ამოცანის პირობების ცვლილებას დროის მიხედვით, მაშინ უნდა 

ამოეხსნათ შრედინგერის დროითი განტოლება 

2 მბ” ს »დ, ია (51,1) 
ძL 2ს 

სათანადო საწყისი და სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით; ხოლო, როცა 

საქმე გვაქვს დროის მიხედვით უცვლელ პირობებთან, საჭიროა ამოიხსნას შრე- 

დინგერის სტაციონარულ მდგომარეობათა განტოლება 

ას+ + (8-7 (14 =0, (51,2) 

რომელიც კერძო შემთხვევაა (51,1) განტოლებისა. 
შრედინგერის განტოლების ამოხსნის საკითხი დამოკიდებულია პოტენცია- 

ლური ენერგიის სახეზე. ამ თავში განვიხილავთ მხოლოდ ისეთ ამოცანებს, როცა 
მოცემული პოტენციალური ენერგიისათვის შრედინგერის განტოლების ამოხსნა 
შესაძლებელია ზუსტად. კვანტურ მექანიკაში შრედინგერის განტოლების მხოლოდ 
ისეთი ამოხსნებია საინტერესო, რომლებიც გარკვეულ სასაზღვრო პირობებს აკმა- 
ყოფილებენ. სასაზღერო პირობები დამოკიდებულია ამოცანის თავისებურებებზე. 
ჩვენ დავინახავთ, რომ, თუ შრედინგერის განტოლება საშუალებას გვაძლევს ვიპო- 
ვოთ ტალღური ფუნქცია ს, სასახღვრო პირობები განსაზღვრავენ საკუთარ მნიშვ- 
ნელობებს. საზოგადოდ, როგორც ადრე აღვნიშნეთ, შრედინგერის განტოლების 
ამოხსნისს მიღებული ტალღურ ფუნქციისაგან მოითხოვენ, რომ იგი აკმაყოფი- 

ლებდეს ეგრეთწოდებულ სტანდარტულ პირობებს. სახელდობრ, ს ფუნქცია უნდა 
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იყოს მთელს სივრცეში სასრულო, ცალსახა, უწყვეტი და უნდა ჰქონდეს უწყვეტი 
წარმოებულები. ამ პირობების მოთხოვნა საკმარისია იმისათვის, რომ ვიპოვოთ 

'წრედინგერის განტოლების საკუთარი მნიშენელობები. აღწიშნულ სასაზღვრო პი- 

რობებს ტ ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს მაშინაც კი, როცა თვით პოტენცია- 

ლური ენერგია წყვეტას განიცდის, როცა პოტენციალური ენერგია ისეთია, რომ 

იგი შუ განიცდის, მაშინ თითოეული არისათვის, ე. ი. იქ, სადაც პოტენცია- 

ლური ენერგია უწყვეტია, უნდა დაიწეროს შე- 

I საბამისი შრედინგერის განტოლება, რომლის 

V 'V Vვ ამოხსნა მოგვცემს სხვადასხვა ტალღურ ფუნქ- 

. ს ციას. კერძოდ, ჩვენ გვექნება იმდენი ტალღური 

ფუნქცია, რამდენიც მოძრაობის არე. რათა 

ტალღური ფუნქცია მთელს სივრცეში უწყვეტი 
I იყოს და ჰქონდეს უწყვეტი წარმოებული, სა- 

ჭიროა ამ ფუნქციების „შეკერვა“ წყვეტის წერ- 
ნახ. 4. ტილებზე. ასე მაგალითად, როცა პოტენცია- 

ლური ენერგია ისეთია, რომ მას სხვადასხვა 

მნიშვნელობა აქვს (–«. ი), (ი, ს) და (ს, CC) არეებში, მაშინ ამ სამი არისა- 
თვის გვექნება, სახოგადოდ, სამი სხვადასხვა განტოლება, რომელთა ამოხსნა 

მოგვცემს სამ დ,, 6,, სე ტალღურ ფუნქციას. ვთქვათ, ამ ტალღური ფუნქციების 
სახე ისეთია, რომელიც ნაჩვენებია მე-6 ნახაზზე. 

რომ გამოვთვალოთ ნაწილაკის მოხვედრის ალბათობა თ წერტილში, მივი- 
ღებთ ორ სხვადასხვა მნიშვნელობას, იმის მიხედვით, თუ რომელი ფუნქციით 
ვითვლით ამ ალბათობას, ს,-ით თუ #,-ით. ასეთივე მდგომარეობა გვაქვს ხ წერ- 
ტილში. ეს კი უაზრობაა, რადგან არ შეიძლება ერთიდაიმავე წერტილში ალბა- 

თობას ორი სხვადასხვა მნიშვნელობა ჰქონდეს. ამიტომაც საჭიროა ამ ფუნქციების 

შეკერვა თ და ხ წყვეტის წერტილებზე. უნდა მოვითხოვოთ, რომ ფუნქციები და 
მათი პირველი რიგის წარმოებულები წყვეტის ამ წერტილებზე ერთმანეთს ემთხ- 

ვეოდნენ. ამრიგად, შეკერვის პირობებს აქვს სახე: 

დს, (ი)=%, (თ), 

    

( ძი, (X) ) – ( ძე (X) ) , (51,3) 
ძX ი-0 მX 90+0 

დ; (ხ) =- ზვ (ზ), 

(–5-> მს, (X) ) =(“+ ძი, თ ) (51 4) 

ძX ხ-0 ხ+0 ' 
ამ პირობების მოთხოვნით სრული ტალღური ირი უწყვეტია და აქვს უწყვე- 
ტი წარმოებული მთელს სივრცეში. შეკერვის შემდეგ ტალღური ფუნქციის სახე 

მოცემულია იგივე ნახაზზე პუნქტირით. 
შრედინგერის განტოლება, სასაზღერო პირობების გათვალისწინებით ნორმი- 

რებასთან ერთად, იძლევა ამოცანის ამოხსნის სრულ სურათს. ამ პირობებში 
ყველა მუდმივ, რომელიც ამოცანის ამოხსნაში მონაწილეობს, ცალსახად განი- 

საზღვრება1. 
ხშირად, სხვადასხვა ამოცანის ამოხსნის დროს (განსაკუთრებით მაშინ, როცა 

გვაინტე რესებს საკუთარი მნიშვნელობების განსაზღვრა) ხელსაყრელია, რომ ფუნქ- 
 _ __ ” 

1 რა თქმა უნდა, იგულისხმება არა არსებითი ფაზური მამრავლის სიზუსტით. 
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ციებს, ნაცვლად (51,3) და (51,4) პირობებისა, მოვთხოვოთ ლოგარითმული წარ- 

მოებულების ტოლობა წყვეტის თ და ს წერტილებზე. გვექნება 

(თ == (+ 4 

სის _ /ზ ი 
(თ ხ-ი. (CC) 

ნათელია, რომ ამ პირობების მიღება "შეიძლება (51,3) და (51,4)-დან, პი– 
რიქით კი არა. ზემოთ ნათქვამი განსაკუთრებით კარგად გამოჩნდება კონკრეტული 

(51,5) 

მაგალითების განხილვის დროს. ამ თავში ჩვენ ამოვხსნით შრედინგერის განტო– 

ლებას მთელი რიგი მნიშვნელოვანი ამოცანებისათვის. წინასწარ კი განვიხილოთ 

საკითხი იმის შესახებ, თუ რა კავშირი არსებობს სხვადასხვანაირად ნორმირებულ 

ტალღურ ფენქციებს შორის, 

§ 59, კავშირი სხვადასხვა სიღიდეჭჯზე ნორმირებულ ტალღურ 
ფუნქციებს შორის 

ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები ორთო- 
ნორმირებულია. იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების განხილვის დროს 
დავინახეთ, რომ ტალღური ფუნქციების ნორმირება შეიძლება იმპულსის სკალაზე. 

სრულიად ანალოგიურად შეიძლება მოვახდინოთ ტალღური ფუნქციის ნორმირება 

ენერგიის, ტალღური ვექტორისა და სხვა ფიზიკური სიდიდეების სკალაზე. თუ 

წყვეტილი სპექტრის შემთხვევაში საკმარისია ერთზე ნორმირება, უწყვეტი სპექტ- 
რის შემთხვევაში მთელი რიგი ამოცანების ამოხსნის დროს ჩვენ საქმე გვაქვს 
ტალღურ ფუნქციებთან, რომლებიც ნორმირებულია სხვადასხვა ფიზიკური სიდი- 

დის შესაბამის ერთეულზე (ე. ი. ამ ფიზიკური სიდიდის შესაბამის დირაკის დელტა 
ფუნქციაზე). ამიტომაც გასაგებია, რომ ხშირად დაგეჭირდება ნორმირების ერთი 

სკალიდან მეორეზე გადასვლა. ამ პარაგრაფში გამოვიყვანთ ზოგად ფორმულას, 

რომელიც ერთი სახის ნორმირებულ ფუნქციას მეორესთან აკავშირებს. 

დავუშვათ, რომ გვაქვს რაიმე ტალღური ფუნქცია თ, (ს), რომელიც ნორ- 

მირებულია გარკვეული # ფიზიკური სიდიდის სკალაზე. იგივე ფუნქცია, ნორმი- 

რებული 18 ფიზიკური სიდიდის სკალაზე, აღვნიშნოთ თვ (CL), ამასთან ვიგულისხ- 

მოთ, რომ # და 8 ფიზიკურ სიდიღეებს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა 

კავშირი „1ჯ= /#, (#8,)- 
გამოვიდეთ ტალღური ფუნქციების სრულობის პირობიდან 

+= += 
(სთა, (ლ0ძტ= | 48(0%იC00ჩ=8C-+9, (52,1) 

სადაც ძი# და ძ8-ს ქვეშ, როგორც ადრე შევთანხმდით, იგულისხმება შესაბამისი 

სივრცის მოცულობის ელემენტები: 

ი#M#=ძ/.0/ეძ,1.= 4 ძი4ტ0ძ9,, (52,2) 

ძი8=08.ი8)0ი8.= 80800). (52,3) 

(52,1) ინტეგრალების ტოლობა შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც საინტეგრაციო 

ცვლადების შეცვლის შედეგი. როგორც ვიცით მრავალჯერად ინტეგრალში ცვლა–- 

დის შესაცვლელად უნდა გამოვიყენოთ ფორმულა 
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X#(8., 8. 8.) 

M(4> 4, 4») 

რადგან 4, და 8, სიდიდეებს შორის პირობის თანახმად არსებობს ,1, = /,(80 

ტიპის კავშირი, ამიტომ იაკობიანი ტოლი იქნება 

#8.08)ძ8.= ი/4.ძ ტე ი/4,, (52,4) 

  

MXLC8., 8,., 8.) _ ( ინ. ძე იძ,დ. ) (2,5) 

#(4., 4), 4.) ძტ4. ძ/ე ძ/,. /” ' 
ამგვარად, 

> (ოპ თიბ- წს ისი ბ “· 24 I # LI) დგ – I ც V)08 (94 შტ. შტ.) ,' 

ი8. იე ძმ, 

საიდანაც შეგვიძლია ვიპოვოთ შემდეგი დამოკიდებულება: 

–1 იტ. ი/,ე ძ/ტ. ) 
()=|, – –– –_– ბ”... ღ. 52,7) სი- 53, ძმ, იმ) თო ( 

ცხადია, რომ კერძო შემთხვევაში, როცა 4 და 8 სკალარული სიდიდეებია, გვექ- 

ნება კავშირი: 

1 
სტ (C1= (ტეტ ” (52,8) 

ძ8 /) 
როცა 4 სკალარს წარმოადგენს ხოლო 8 ვექტორია, მაშინ ჩვენ უნდა გამოვიდეთ 

ტოლობიდან 
+თ +თ 

| თა, (ლ044=. | «5ო%ი C)4=8'08= 

  

, I. , ძ 
= I თგ8(ოი იგ ( 793. (52,9) 

8. ძც 4აჯშ? 
საიდანაც 

ძს8 
სა(ი0= V > 94 დ (ი). (52,10) 

მიღებული ფორმულები დიდ გამოყენებას პოულობენ პრაქტიკული გამოთქვლების 
დროს. 

§ 53. თავისუფალი ნაწილაკი განსაზღვრული იმპულსით 

განვიხილოთ თავისუფალი ნაწილაკის ამოცანა. თავისუფალი ეწოდება ნაწი- 

ლაკს, რომელიც სხვა ნაწილაკების ან ველების ურთიერთქმედებას არ განიცდის, 

ცხადია ასეთი ნაწილაკის შემთხვევაში ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერ- 

გია ნულის ტოლია. თავისუფალი ნაწილაკის ტალღურ ფუნქციასთან ჩვენ უკვე 
რამდენჯერმე გვქონდა საქმე, ამიტომ ქვემოთ ჩვენ შევეცდებით შევისწავლოთ 

თავისუფალი ნა»წილაკის სხვა მნიშვნელოვანი თავისებურებანი. კერძოდ, ვიპოვოთ 

თავისუფალი ნაწილაკის გასახომ სიდიდეთა სრული კრებული. რადგან თავისუ- 

ფალი ნაწილაკი, თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი სამის ტოლია, ამიტომ სრუ- 

ლი კრებული სამი სიდიდისაგა უნდა შედგებოდეს. ეს სიდიდეები იქნება თავი- 
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სუფალი ნაწილაკის ფიზიკური სიდიდეების შესაბამისი კომუტატური ოპერატო- 
რების საკუთარი 2ნიშვნელობები. 

თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონის ოპერატორს აქვს შემდეგი სახე: 

2 2 

#-L9 = 1, (53,1) 

ამ ოპერატორთან კომუტატურია შემდეგი ოპერატორები: იმპულსის ოპერატორი 

1=--MV, იმპულსის მომენტის ოპერატორის მდგენელები “., 1» ?., მომენტის 

კვადრატის ოპერატორი (8 და ინვერსიის ოპერატორი /. 

მართლაც, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

წ) 4 # " # MM 

LM, 0.)=L IM, ია)= LM, 0,1=9; (53,2) 

ასევე 
M # # # #M ჩ # # 

(IM, Iს-1=I#, "I = I, 1) = LI #, (21 =0 (513,3) 

და 
#” # # M ი # 

I9, I)=0,II1., II=0, (LI2, /1=0. (53,4) 

იმპულსები ურთიერთკომუტატურია, მაგრამ ისინი კომუტატური არ არიან არც 

მომენტის პროექციებთან და კვადრატთან და არც ინვერსიის ოპერატორთან, ამი- 
ტომ გასაზომ სიდიდეთა სრულ კრებულს ადგენს სიდიდეები: 

(CM, ი», ჩყ, /:); (53,5) 

აღსანიშნავია, რომ, ამ სიდიდეთაგან დამთუკიდებელი იქნება მხოლოდ სამი, რამ– 
დენადაც ამ ოთხ სიდიდეს ედება ერთი პირობა 

1 
M==- (01+/% +/2)- (53,6) 

2 

გარდა აღნიშნული სრული კრებულისა ჩვენ გვექნება შემდეგი კრებულებიც: 
(#X, I, L ,; (L, 11, '" 1); (L, M?, L. ,); (53,7) 

ამასთან, ინვერსიის ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობა ორბიტალურ მომენტ- 

თან დაკავშირებულია ფორმულით L=(--1)!, ასე რომ, (53,7) კრებულებშიაც 

დამოუკიდებელია მხოლოდ სამ-სამი სიდიდე. 

როცა ვირჩევთ (53,5) კრებულს, მაშინ ამბობენ, რომ ვიხილავთ თავისუ- 

ფალ ნაწილაკს მოცემული იმპულსით, ხოლო როცა ვიხილავთ (53,7)-ის რო- 

მელიმე ერთ-ერთ კრებულს, მაშინ ამბობენ; რომ გვაქვს თავისუფალი ნაწილაკი 

განსაზღვრული მომენტით. ამ ორ შემთხვევაში თავისუფალი ნაწილაკის ტალღური 

ფუნქციები განსხვავებული იქნება, რამდენადაც) (53,5) კრებულის დროს ტალღური 

ფუნქცია საერთო საკუთარი „ფუნქცია უნდა იყოს # და ი ოპერატორებისა, 

მეორე შემთხვევაში კი #9, 12, 9 და 1 ოპერატორებისა. 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით თავისუფალ ნაწილაკს განსახლვრული იმპულ- 
სით. მაშასადამე, საჭიროა ვიპოვოთ თავისუფალი ნაწილაკის ისეთი ტალღური 

ფუნქცია, რომელიც ერთდროულად დააკმაყოფილებს როგორც იმპულსის ოპე- 

რატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებას 

ხს =ის. (53,წ) 
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ისე შრედინგერის განტოლებას 

'ს # 

ს თო 0 წ რთ ხ. (54,9 

რამდენადაც თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანი დროზე ცხადად დამოკიდე- 
ბული არ არის, იმდენად ჩვენ საქმე გვაქვს სტაციონარულ შემთხვევასთან, ამიტომ 
ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

=უთ 53,10 
ათ იე=%თიოი " რ) 

მაშინ ამ ფუნქციის (53,9)-ში ახი , ბვექნება განტოლება 

ტა ფ+ 7 2ხ%სათ- 0, (53,11) 

რომლის ამოხსნა არ არის წელი ცვლადთა განცალების ფურიეს მეთოდის გამო- 
ყენებით. ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი ნამრავლის სახით: 

დ თ =ბ, (X) VI (V) 'კ (#)- (53,12) 

ამ ფუნქციის შეტანით (53,11) განტოლებაში და ამავე ფუნქციაზე გაყოფით მი- 

ვიღებთ 
_1. _ძშ, _1. ძ'ს _1. ძ"თე 2ს# 

ს, ძ»X ს ძყ ბე ძა? 1? 

პირველი წევრი მხოლოდ ჯ-ის ფუნქციაა, მეორე ყ-ის, ხოლო მესამე გ-ის; მათი 

ჯამი მუდმივი მაშინ იქნება, როცა თითოეული მათგანი მუდმივია, ე. ი. 

=მ. (53,13)   

  

      

აა ს,(9 =0, (53,14) 

ს;?(ჯ #6 _= Iს1(ყ)=0, (53,15) 

2 სფ)+ + # 26), (=0, (53,16) 
იმ პირობით, რომ 

8=#,+1),+Xე' (53,17) 
მიღებული განტოლებები მარტივად ამოიხსნება ავიღოთ, მაგალითად, (53,14) 
განტოლება. მას ექნება ორი კერძო ამონახსნი: 

ჯ# 2/061_ჯ _ ,V 296) + 

სს) (0= #4, 6 გ ს(ს0ე= 7, 4 გ (53,186) 

ეს ფენქციები უწყვეტებია და აქვთ უწყვეტი წარმოებულები. რადგან #, ნამ- 
დვილია, ამიტომ ეს ფუნქციები სასრული იქნება ნებისმიერი ისეთი #,-სათვის, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 0=#,=C. ამგვარად, თავისუფალი ნაწილა- 

კის სპექტრი უწყვეტია--ენერგის “შეიძლება ჰქონდეს ნებისმიერი დადებითი 

მნიშვნელობა (ენერგიის გადანომვრა არ შეიძლება, იგი უწყვეტად იცვლება ნულსა 
და უსასრულობას შორის). ჩვენ ვხედავთ, რომ ენერგიის ყოველ ერთ მნიშვნე- 
ლობას შეესაბამება ორი საკუთარი ფუნქცია VI და VI), ე. ი. თავისუფალი ნა- 
წილაკის სპექტრი ორჯერადად გადაგვარებულია. 
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თუ გავიხსენებთ, რომ ჩ,= VI 27, მაშინ თავისუფალი ნაწილაკის ტალ» 

ღური ფუნქცია ასეც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

რ. I 
სI1MXX)-=/, 6 დI) (09=.8,6 (53,19) 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით «, (V) და ძე (2) ფუნქციებსაც. შედეგად (53,12)– 
ის გამოყენებით მივიღებთ | 

++ (0>X+იყყ -L ი:2) 
ს (0=/4 (53,20) 

აღსანიშნავია, რომ ეს ფუნქცია არის იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქჟ- 

ციაც, რაც ასეც უნდა ყოფილიყო. /-მუდმივი შეგვიძლია ვიპოვოთ ორთო-ნორ- 
მირების პირობით. 

+თ 

| §”თ თ) სC, ნ) ძ-«=2(0--ი". (53,21) 

ამ ფორმულაში (53,201) ფუნქციის შეტანით აღვილად მივიღებთ, რომ 4= 

= (2:70) –%, ე. ი. ნორმირებულ ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე 

ჯ 
-=-- 

_ 1. _ 10M (53,22) 

დაბოლოს, თუ ამ ფუნქციას შევიტანთ (53,10) გამოსახულებაში, გვექნება 

1 +414 6-3 67) 
ს, C, 0= , (53,23) 

(2ღხ).. 

რომელიც წარმოადგენს ჩვენთვის კარგად ცნობილ ბრტყელ ტალღას. ამ ფუნქ- 

ცია უწოდებენ თავისუფალი ნაწილაკი ტალღურ ფუნქციას განსაზღვრული 

იმპულსით. (53,23) გამოსახულებას შეგვიძლია მივცეთ ბრტყელი ტალღის ჩვეუ- 

ლებრივი ფორმა, თუ გავითვალისწინებთ დე ბროილის ფორმულებს #M=სნ/1 და 

(ა) = #/ს. 
ცხადია, რომ თავისუფალი ნაწილაკის მდებარეობის ალბათობის სიმკვრივე 

მუდმივი სიდიდეა 

0=|"ე C,0 #) || =(2ჯ1)“3. (53,24) 

რაც შეეხება დენის ვექტორს, (5,12) ფორმულის გამოყენებით, მარტივად მივიღებთ, 

რომ 

სIს9. 1. (3,25) 
ს (2»))3 

ან (53,24) ფორმულის გათვალისწინებით გვექნება მნიშვნელოვანი გამთსახულება 

1=+>- 1 (ი. (53,26) 
ბრტყელი ტალლის სხვადასხვა ნორმირება პრაქტიკული მიზნებისათვის 

მეტად მნიშვნელოვანია ბრტყელი ტალღის ნორმირება სხვადასხვა ფიზიკური სი- 
დიდის სკალაზე. ამისათვის გამოვიყენოთ წინა პარაგრაფში გამოყვანილი ფორ- 
მულები. (52,7)-ის თანახმად, (53,23) ტალღური ფენქციის გამოყენებით, ადვილად 

12. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 1773



დავწერთ M=წი6/ხ) ტალღური ვექტორის სკალაზე ნორმირებულ ფუნქციას; სახელ- 

დობრ, გვექნება 
1 

9+/ML. 53,27 რიშ 65 ( ) 

ენერგიაზე ნორმირებულ ფუნქციას მივიღებთ (52,10) ფორმულის გამოყენებით. 
ამ შემთხვევაში ,1=X# და 8=6ნ=ჩ%L, ამიტომ 

დს (0 = 

ჯ 
“უა? ძუ: +%წხ. ) = “ '  “_ 51,28 ხით V. (2X0)3 ძX 6 (53,28) 

რადგან X=80?/2ს. ამიტომ 00 LM და შედეგად გვექნება 
იძM ჩჯ 

_  შ=·“ო ( 
4»:|L1ე 3%ი. 

| = _ეუეე... ა-ი ·' თათ, (53,29) 

ხშირად საჭიროა ვიპოვოთ სხვა ტიპის ნორმირებაც. ვთქვათ, მაგალითად, საჭი– 
როა ბრტყელი ტალღის ისეთი ნორმირება, რომელიც შეესაბამება ერთის ტოლ 
ნაკადს. რადგან დენის ვექტორი ბრტყელი ტალღის შემთხვევაში ტოლია სიდიდის 

#- + Iტ იჩ, :(53,30) 

ამიტომ თუ მოვითხოვთ, რომ ჰ =1, გვექნება 

1=-> | 48, (53,31) 
V 

საიდანაც „4= (#/ჯ»)/ბ ამგვარად, ერთეულის ტოლ ნაკადზე ნორმირებულ ბრტყელ 
ტალღას ექნება გამოხატულება 

ჯ 
1 –_ 

ს ი-(+) ჩიას (53,32) 
ი 

დაბოლოს, როგორც ეს § 4-ში აღვნიშნეთ, ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ 

ბრტყელი ტალღა, რომელიც ნორმირებულია ნებისმიერად დიდ, მაგრამ სასრულო 

X = L3 მოცულობაზე: ასეთ შემთხვევაზე ამბობენ, რომ ბრტყელი ტალღა ნორ- 

მირებულია „ყუთზე“, ცხადია, ამ ნორმირებას შეესაბამება ბრტყელი ტალღა 

  

I 
1 >“ს იL 

(-)= = გ (5ქ,33) 
სყ V. » · 

ბრტყელი ტალღის ნორმირების საკითხს დიდი მნიშვნელობა აქვს, როცა 

საჭიროა რომელიმე ატომური პროცესის ალბათობის გამოთვლა. 

§ 54, თავისუფალი ნაწილაკი ბანსაზღვრული მომენტით 

ახლა ვიპოვოთ თავისუფალი ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია, რომელიც 

საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება შემდეგი ოპერატორების: MV, 12 და 1. ასეთ 

შემთხვევაში ამბობენ, რომ თავისუფალ ნაწილაკს განსაზღვრული მომენტი აქვს, I 

რამდენადაც ნაწილაკის ენერგია და მომენტი (უფრო ზუსტად მომენტის „-მდგე-”' 
ნელი და მისი კვადრატი) ერთდროულად და ზუსტად იზომება. 
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ამოცანის ამოხსნა ხელსაყრელია სფერულ კოორდინატებში. ცხადია, რომ 

ზემოთ აღნიშნული საძი ოპერატორისათვის, სფერულ კოორდინატებში, გვექნება: 

„_ ჩ?(1 ძ ი%. % M#=-95 |1 9/,3 თ), 80იL. 54,1 
2 L #2 2( ძ; + ჯ ) <4.) 

19=- ჩმბი,. ა (54,2) 

/ + ძმ „=-2X-, §4,3 ზ 2 (54,3) 

სადაც 4”, ლეჟანდრის ოპერატორია. აშკარად ჩანს, რომ ეს ოპერატორები მართ- 
ლაც ურთიერთკომუტატური არიან. საჭიროა ვიპოვოთ ისეთი ტალღური ფუნქცია, 
რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება სამივე ოპერატორის, ე. ი. 

#4%C, ს, დ) =#Lს V., მ, დ), (54,4) 

“ ს V, მ, დ) =120 C., მ, დ), (54,5) 

060, მ, დ)=1,თ დ, მ, დ)- (54,6) 

(54,5) და (54,6)-ის ამოხსნა ჩვენ უკვე ვიცით. ჩი და 1,-ის საერთო საკუთარი 

ფუნქცია არის X,» (0, დ) სფერული ფუნქცია, ხოლო საკუთარი მნიშვნელობები 

ტოლია 
2 #2 ·- 1= 12= ჩ?!(1-+<1); ?,=#ჩ. (54.7) 

(ფ=0, 1, 2,...: XL=0:L1, +...+ა) 

ამიტომ, თუ ამონახსნს მოვძებნით შემდეგნაირად: 

ს CV, მ, დ)= XI თ Xი (9, დ) (54,8) 

ბოლო ორი განტოლება, კერძოდ (54,5) და (54,6), დაკმაყოფილებული იქნება. 
რადიალური ფუნქცია ჯერ-ჯერობით ნებისმიე#ია, იგი ისე უნდა შევარჩიოთ, 

რომ დაკმაყოფილდეს (54,4) განტოლებაც. (54,8) ფუნქცია შევიტანოთ (54,4) 

განტოლებაში და გავითვალისწინოთ, რომ 

–ჩM?ტ9,დX ი (9, დ)= ჩ?10-+1) 7 (9, დ), (54,8) 

მაშინ გვექნება 

_1. მ. ვ? ი )+ ხ1-- 10+1. #,(0=0, (54,9) 
„+ ძმ» მ” ჯ? 

რომელიც წარმოადგენს შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლებას თავი- 
სუფალი ნაწილაკისათვის რადგან განტოლება შეიცავს 1-კვანტურ რიცხვს, ამი– 
ტომ რადიალური ფუნქციაც დამოკიდებული იქნება 1-ზე. (54,9)-ში #?"-ით აღვ- 

ნიშნეთ სიდიდე 

9. 2Lს. 
ნ? 

ამგვარად, საკითხი დაიყვანა (54,9) განტოლების ამოხსნაზე. (54,9) განტოლება 

ეკუთვნის განტოლებათა შემდეგ კლასს:1 

  # (#>%) (54,10) 

1 გ. ჰპილაშეილი „ორი და სამი ნაწილაკის კვანტური მექანიკა“, თბილისის უნივერ– 

სიტეტის გამომცემლობა, თ., 1973 წ. გვ. 476, 

19



X"V"' (0+0ი"” (0 + (ხ+ 6X”) # 0ე=0, (54,11) 

რომელსაც ბესელის განზოგადოებული განტოლება ეწოდება. იგი გარკვეული 
აღნიშვნებით ბესელის განტოლებაზე დაიყვანება. (54,11) განტოლების ამონახსნი 
სასაზღვრო პირობების შესაბამისად, შეიძლება იყოს რომელიმე გვარის ბესელის 

ფუნქცია ამ ფუნქციის არგუმენტი განისაზღვრება გამოსახულებით 

2VM 6 M (54,12) 
” 

ხოლო ინდექსი გამოიხატება ფორმულით 

„== C--1)%--4' (54,13) 
I//) 

განხილულ შემთხვევაში თ=2, ხ=--1(1+1), ი=#? და »L=2; ამასთან, ჩვენ 
გვჭირდება ისეთი ამონახსნი, რომელიც სათავეში სასრულოა. ასეთი კი არის მხო- 
ლოდ ბესელის პირველი გვარის ფუნქცია. ამგვარად, ჩვენთვის საინტერესო ამო– 

ნახსნი იქნება ბესელის სფერული ფუნქცია): 

19L (2) = 4), (IV); (54,14) 

4-მღდმივი შეიძლება განისახღლვროს ნორმირების პირობით. (54,14) ამონახსნის 
სასრულობა მოითხოვს, რომ თავისუფალი ნაწილაკის ენერგია შეიძლება იყოს 

ნებისმიერი დადებითი სიდიდე X>>0. 

განვსაზღვროთ ნორმირების კოეფიციენტი. ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ უწყვეტი 
სპექტრის ამონახსნები შეიძლება ვანორმიროთ პირობით 

+თ 

| V-თათძი=8 (+- 9. (54,15) 

ახლა გამოვარკვიოთ, რა სახეს მიიღებს ნორმირების პირობა უშუალოდ რადია- 

ლური ფუნქციებისათვის. დ, (0 ფუნქცია დამოკიდებულია ორ ვექტორზე MX დაL, 
ე. ი. ი„=M/# და ი,=I/» ერთეულოვანი ვექტორების პოლარ კუთხეებზე და # 
და # სიდიდეებზე. ამიტომ თ,() ფუნქცია შეგვიძლია გავშალოთ მწკრივად 

”ე(იე IIო(ჩ,) სფერული ფუნქციების ნამრავლად. ამასთან #,-ის ქვეშ იგუ- 

ლისხმება #I,-ვექტორის პოლარ კუთხეები 0 და დ, ხოლო »,-ქვეშ მ, და დ, კუ- 
თხეები, ამგვარად, 

დ 4 – . 

ბ, (0 =3) 3) 8, 0) 7I„თე7თრს). (54,16) 
ჯი0თ5=-L 

ეს ფუნქცია შევიტანრთ (54,15) გამოსახულებაში და მოვახდინოთ ინტეგრაცია 

IM ორტის შესაბამისი ძხბა. სხეულოვანი კუთხით; მივიღებთ: 

39 XI ნი) 7.) | ჩა, 0 თ/მძ-=ბ (X”- (54,17) 1 თ 
(ო 

ბავ. 

1 ბესელის სფერული ფუნქცია განსახღვრულია შემდეგნაირად 

თო=I/ > 4, თ, 

სადამ /I,1/,(X) ბესელის პირველი გეარის ცილინდრული ფუნქციაა. 
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დირაკის დელტა ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ (11,26) სახით: 

#“ხლდდლ : 2 -- 2C%- #5 > 7. რა რთ (თი. (54,18) 
კიონთ=-I 

ბ0--M= 

თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (54,17) ფორმულაში, დავინახავთ, რომ ტო- 

ლობა დაცული იქნება მაშინ, როცა II (7) ფუნქციები აკმაკოფილებენ ნორმი- 
რების შემდეგ პირობას: 

8(ჩ–#) 

ჩ” 
  I I, 6), (/?ძ»= (54,19) 

0 

რადიალური ფენქციების ნორმირების მიზნით ამ უკანასკნელში შევიტანოთ 
(54,14) ამონახსნი; გვექნება: 

#4? I 2; (§“) 1, (6); ძ;= 2+%-+C, (54,20) 
0 

მეორე მხრივ, ცნობილია, რომ ბესელის სფერული ფუნქციები აკმაყოფილებენ 

ორთო-ნორმირების შემდეგ პირობას: 

მ L–/”) 

ჩჩ 
  

2%C.,,.. 
-- I 1,(6 ი), 6ო /? ძ-= ; (54,21) 

0 

საიდანაც ნორმირების მუდმივისათვის ვპოულობთ 

4-(+)”, (54,22) 
ჯ 

მაშასადამე, თავისუფალი ნაწილაკის ნორმირებულ რადიალურ ფუნქციას ექნება 

ასეთი სახე: 

  

1 

#0 00= ( 2 ) ჩ;, (ჩო. (54,23) 
ჯ 

ამ ფუნქციას სათავეში ექნება შემდეგი ასიმპტოტური მნიშვნელობა: 

_ 2 1/, (უე! 54,24 8, თ= (+) ი თ-თ (54,24) 
უსასრულობაში კი 

§10 ათ) _ %) 

#ი C- 2 )” · (C->თ) (54,25) 

(54,8) გამოსახულების თანახმად სრული ტელერი ფუნქცია ტოლი იქნება 

2 M#/. ი» თ=(-) (6) X,„ 0, 9; (64,26 

ეს ფუნქცია აღწერს კვანტურ მდგომარეობას რომელშიაც ერთდროულად და 
ზუსტად განისაზღვრება სამი ფიზიკური სიდიდე: ენერგია, მომენტის კვადრატი 

და მომენტის #-პროექცია; მათი მნიშვნელობები მოიძებნება ფორმულებით: 

#20, 15=121(0-+1), 1:=»ჩ. (54,27)' 
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ამგვარად, ვიპოვეთ ისეთი ამონახსნი, როცა გასაზომ სიდიდეთა სრულ კრებულში 

შედის: ენერგია, მომენტის კვადრატი და მისი ჟ„-პროექცია. აღსანიშნავია, რომ თავი- 
სუფალი ნაწილაკისათვის ეს სიდიდეები ინახება. განხხლლულ კვანტურ მდგომარეო- 

ბაში შეგვიძლია განვსაზღვროთ სხვა სიდიდეც, მაგრამ იგი დანარჩენებისაგან 
დამოუკიდებელი არ იქნება. მართლაც, ინვერსიის ოპერატორი კომუტატურია 

სამივე ზემოთ განხილულ ოპერატორთან, რადგან ისინი კოორდინატებს მხოლოდ 
კეადრატულად შეიცავენ. ამიტომ (54,26) ფუნქცია საერთო საკუთარი ფუნქცია 

იქნება 1-ინვერსიის ოპერატორისაც #=(–1) საკუთარი მნიშვნელობებით. მაშა- 

სადამე, (54,27) კრებულთან ერთად გაიზომება ლუწობაც, მაგრამ, ცხადია, იგი 

დამოუკიდებელ სიდიდეს არ წარმოადგენს, რადგან ცალსახად განისაზღვრება მო–- 
მენტით. 

§ 55. ბრტყელი ტალლის გაშლა სფერულ ფუნქციებად 

ჩვენ ვიპოვეთ თავისუფალი ნაწილაკის ამოცანის ამოხსნა ორ "შემთხვევაში. 
ერთი განსაზღვრული იმპულსით, რომელსაც შეესაბამება ბრტყელი ტალღა და 
მეორე, განსაზღვრული მომენტით, რომელსაც აქეს (54,26) სახე. თავისთავად 
ცხადია, რომ ამ ორი ტიპის ამონახსნს შორის უნდა არსებობდეს გარკვეული კავ- 

შირი. განვიხილოთ ბრტყელი ტალღა, რომელიც შეესაბამება მოძრაობას #-ღერ- 
ძის გასწვრივ 

გ ხიი––”“=·“ („=-,-608 0) (55,1) 

და გავშალოთ იგი ლეჟანდრის პოლინომებად 

“წ 0058 – %" ს, ც)#; (605 0), (55,2) 
150 

სადაც #0) ჯერჯერობით უცნობი ფუნქციაა. ამ ფუნქციის საპოვნელად (55,2) 

ტოლობა გავამრავლოთ X,, (ლ08 0)-ზე, და ავიღოთ ინტეგრალი §10 0ძ0-თი (0, »X) 

შუალედში. რადგან ლეჟანდრის პოლინომები ორთო-ნორმირებულია პირობით: 

  I X; (008 0) X,,(0059) 510 000 = > (55,3) 

0 
21-+1 

ამიტომ მივიღებთ 

18 (72) =   
2 1 +1 

+ | თM5 ნ, დ)ძ+. (55,4 
–1 

გავიხსენოთ ბესელის სფერული ფუნქციის ერთ-ერთი ინტეგრალური წარმოდგენა! 

. 1 +1 

#,(M)=5: I წ -#,(9ძ+; (55,5) 

მაშინ ადვილად განვსაზღვრავთ 7, 6) ფუნქციას; სახელდობრ, გვექნება: 

19, (+) =1! (21+1) ქ, (MI). (55,6) 

_– 

1 გ. კი ლ აშვილი, „ორი და სამი ნაწილაკის კვანტური მექანიკა“, თბილისის უნივერ- 

სიტეტის გამომცემლობა, თ,, 1973 წ. გვ. 490. 
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ამგვარად, ბრტყელი ტალღისათვის მივიღებთ გაშლას 

ეჩ 0080 –. 5 /( (2(+1) ქ, (თ) L,(6ი8 0); (55,7) 
150 

საიდანაც ნათლად ჩანს, რომ ბრტყელი ტალღა ყოფილა მოცემული მომენტის 
მქონე თავისუფალი ნაწილაკი ტალღური ფუნქციები” უსასრულო სუპერპო- 
ზიცია. 

ნებისმიერი მიმართულებით მოძრავი ბრტყელი ტალღის გასაშლელად სფე– 
რულ ფუნქციებად საკმარისია გავიხსენოთ შეკრების ფორმულა 

ჯ, (009 ი=-”- ჯ. 7(ო ( #,)XIV (MM) (55,8) 
1,2 ( 

სადაც 9, და მ. ორტებია L და M ვექტორების შესაბამისად, ხოლო 0 არის 

მათ შორის კუთხე. (55,7)-დან ადვილად მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

თ M4MI 

იM%=4% 2) ბ, #1, (თ) 7, , (9#)XI.„თ)- (55,9) 
150 თ=-/ 

აღვნიშნოთ, რომ ბრტყელი ტალღის გაშლას სფერულ ფუნქციებად დიდი 
გამოყენება აქვს თეორიულ ფიზიკაში, განსაკუთრებით კი გაფანტვის კვანტურ 

თეორიაში. 

§ 560. თავისუფალი ნაწილაკის ფუნქცია იმპულსურ 
წარმოდგენაში 

ახლა დავწეროთ თავისუფალი ნაწილაკის ფუნქცია იმპულსურ წარმოდგე- 
ნაში. ამისათვის საკმარისი კოორდინატული წარმოდგენის ტალღური ფუნქცია 
გავშალოთ ფურიეს ინტეგრალად იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების 
მიხედვით. სათანადო ფურიეკომპონენტი იქნებ ტალღური ფუნქცია იმპულსურ 
წარმოდგენაში. როგორც ცნობილია, ამ შემთხვევში ფურიეკომპონენტს აქვს 

ასეთი სახე: . 
+თ – + 

2(0=-> ფე LI ბ) ტ ძი (56,1) 

სადაც 0, (-) არის თავისუფალი ნაწილაკის კოორდინატული წარმოდგენის ტალ- 
ღური ფუნქცია; როგორც ვიცით, მას აქვს შემდეგი სახე: 

  

ჯ 
_ 1 ჯი“! 

ს,, (0= თნ ბ (56,2) 

ამ ფუნქციის შეტანით (56,1) ინტეგრალში მივიღებთ 

წთ "თ.ე, 
ირ )=--“- I ჯი“”ი, (56,3) 

(2%ჩ)32 _) 

გავიხსენოთ დირაკის დელტა ფუნქციის (11,16) ფურიეინტეგრალად წარმოდგენა, 
მაშინ (56,3) მიიღებს გამოხატულებას 

ით=,-ბ (“> L”), ფ6,4) 
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რადგან დირაკის დელტა ფუნქციის თვისებით ბრა) = --- ბ 60, ამიტომ 8(00= 

1. 
= ყლმესაა რის გამოც (56,4)-დან საბოლოოდ გვექნება 

თი: (0)=5 (ი–-#%", (56,5) 

რომელიც წარმოადგენს თავისუფალი ნაწილაკის ტალღურ ფუნქციას იმპულსურ 

წარმოდგენაში. აშკარაა, რომ ეს ფუნქცია ავტომატურად ნორმირებულია პი- 

რობით 

I 08, (0) ი,,, (ი) 00=8(ი”– ი”). (56,6) 

რაც უშუალოდ გამომდინარეობს იგივეობიდან 

+თ 

| ზდ–ი08(0-– ი”) ძ0=8(ი'–ი”). (56,7) 

როგორც ვხედავთ (56,5) ფუნქცია ყველგან ნულია, გარდა ნ = ნ” მნიშვნელობისა, 
სადაც იგი უსასრულობის ტოლია. 

§ 57. პოტენციალური ორმო 

პოტენციალური ორმოს ამოცანა ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი ამოცანაა, რად– 

გან მის შედეგებს ხშირად იყენებენ სხვადასხვა პრაქტიკული საკითხების გადა- 
წყეეტისას. ჩვენ ზემოთ განვიხილეთ თავისუფალი ნაწილაკი, რომელიც დაუბრკო- 
ლებლად მოძრაობს მთელს სივრცეში, მაგრამ ხშირად საჭიროა ბმული ნაწილაკის 

განხილვაც, როცა იგი რაიმე ტიპის მიზიდულობის ძალების არსებობის გამო 
სასრულო ზომის არეში მოძრაობს (მაგალითად, ელექტრონი ატომის გულის 
ველში. პროტონი ან ნეიტრონი ატომის გულში და ა. შ.). ხშირად იმის გამო, 

რომ ამ ძალების ზუსტ ხასიათს არსებითი მნიშვნელობა არა აქვს (ანდა უცნობია 

ამ ძალები” ზუსტი პოტენციალი), ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიას 
სცვლიან უმარტივესი სახის მიზიდვის პოტენციალური ენერგიით, რომლის არსი 

იმაში გამოიხატება რომ რაღაც სასრულო არეში გვაქვს გარკვეული სიდიდის 

მიზიდვის ტიპის ურთიერთქმედება. ამ არის გარეთ კი ურთიერთქმედება ან სწრა– 
ფად ისპობა, ან სართოდ არ არის. ასეთი ტიპის ურთიერთქმედებას უწოდებენ 

პოტენციალურ ორმოს. 

მე-7 ნახახზხე მოცემულია პოტენციალური ორმოს დამახასიათებელი მრუ- 
დები, პოტენციალური ორმოს მარტივ შემთხვევს წარმოადგენს სწორკუთხა პო- 

ტენციალური ორმო, ასეთი ორმოს გრაფიკი შეიძლება მოცემული იყოს შემდეგი 

ფორმულით: 

7 (X)=90, 0<X<XV (57,1) 

XI 0)=V7ი X=>Xი, X=-0- 

“”ე-ს უწოდებენ პოტენციალური ორმოს. სიმაღლეს, ხოლო ჯე-ს–– სიგანეს. სხვადა– 
სხვა ამოცანაში ორმოს სიმაღლესა და სიგანეს სხვადასხვანაირად ირჩევენ. განსა– 

კუთრებით მნიშვნელოვანია ის შემთხვევა, როცა ორმოს სიმაღლე უსასრულოდ 
დიდია. ამ შემთხვევში ამოხსნები მარტივდება სასახლვრო პირობების გამო. სა- 
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ხელდობრ, რადგან X=0 და ჯX=ჯ წერტილებზე #7 =C, ამიტომ ნაწილაკს 

„ორმოდან ამოსასვლელად“ დასჭირდება უსასრულოდ დიდი კინეტიკური ენერგია, 
ამიტომ ბუნებრივია მოვითხოვოთ შემდეგი სასაზღვრო პირობა: 

რ (0ე)=% (X)=0. (57,2) 

ჩვენ განვიხილავთ სასრულო X”ე სიმაღლის პოტენციალურ ორმოს და 
ზღვრულ შემთხვევაში როცა Mა->C, მივიღებთ შედეგებს უსასრულოდ დიდი 
სიმაღლის პოტენციალური ორმოსათვის. იმის მიხედვით, ნაწილაკის სრული ენერ- 

XC-1 
"ოი > 

ნახ. 7. 

  

გია #X>X7აი თუ #<1-%, მოძრაობისათვის გეექნება სულ სხვადასხვა სურათი, 

რადგან ეს შემთხვევები შეესაბამებიან განსხვავებულ სასაზღვრო პირობებს. როცა 

#>Xჩა, ნაწილაკი ორმოს ზემოდან მოძრაობს, ამიტომ მას, საზოგადოდ, შეუძლია 

მოხვდეს სივრცის ნებისმიერ ადგილას, სახელდობრ, მას შეუძლია მოხვდეს უსას- 

რულობაშიაც. ალბათობა იმისა რომ ნაწილაკი მოხვდეს სივრცის ამა თუ იმ 

VC9ი 

  

  

ნახ. 8. 

ადგილას, |ს ით განისაზღვრება, ამიტომ ბუნებრივია ს ფუნქციას დავადოთ სა- 
საზღვრო პირობა, რომ იგი უსასრულობაში სასრულო იყოს. ამ სასაზღვრო პი- 

რობით კი მივიღებთ, რომ ენერგიის სპექტრი უწყვეტია, ხოლო როცა #<VCთ 

მაშინ ნაწილაკი ორმოში იმყოფება და ალბათობა იმისა, რომ იგი უსასრულო- 

ბაში მოხვდეს, ნულის ტოლი უნდა იყოს (ე. ი. საჭიროა ს ფუნქციას დავადოთ 

სასაზღვრო პირობა, რომ იგი უსასრულობაში ნული ხდებოდეს). ასეთ შემთხვე- 

ვაში აღმოჩნდება, რომ ენერგიას აქვს დისკრეტული სპექტრი. 

185



ჩვენს ამოცანას წარმოადგენს, ვიპოვოთ პოტენციალურ ორმოში მოძრავი 

ნაწილაკის ენერგიისა და ტალღური ფუნქციის მნიშვნელობები, როცა 7-< ა. 
რადგან (57,1) პოტენციალური ენერგია განმარტებულია სამი არისათვის, ამიტომ 

საჭიროა დაიწეროს შრედინგერის სამი განტოლება პოტენციალური ენერგიის სამი 
მნიშვნელობისათვის; გვექნება: 

2 
დს, + + (სM-VI დ,=9, X=0 

2. ს +245   დს.=0, 0<X<% (57,3) 

2 
9 +% (8–Mა) ზე=0. X>X- 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

მ. 2სX უზ 2. (7ა-- 1).   » 62 2 (57,4) 

(57,3) განტოლებები მიიღებს სახეს: 

ს; --თბს, =0, »<0 
დ; 4+#ს,=90, 0<ჯXჯ<% (57,5) 

სე -–- თ'ხვ=0. X=>X0 

ამ განტოლებების ზოგადი ამოხსნები შემდეგნაირად დაიწერება: 

ბ,ელ=06---+-ხ6 «>, X=<8ე 

ს,= 4 ეMMX+ 8, 0<X<X% (57,5) 

რვ:> 00თჯ-L 706“ 2X, X>>X6 

რათა დავიცვათ სასაზღვრო პირობები, რომლებიც მოითხოვენ, რომ #(+C=)=0, 

უნდა დავუშვათ, რომ ხ=0, თ=0. გარდა ამისა, თ, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

სინუსის სახით. გვექნება: 

ს, = თ40%”%, X=98 

დე =/4 51ი(ჩX+6), 0<X<X% (57,6) 

დვ= 06 272. X2>X 

აქ ი, 4, გზ და 7) ნებისმიერი მუდმივები. რადგან ტალღური ფუნქცია უნდა 
იყოს უწყვეტი და ჰქონდეს უწყვეტი წარმოებული, ამიტომ საჭიროა ეს ფუნქ- 

ციები „შევკეროთ“ ჯ=0 და X=Xე წერტილებზე, ჩვენი მიზნებისათვის საკმარი- 

სია მოვითხოვოთ ლოგარითმული წარმოებულების ტოლობა: 

ამ პირობების გამოყენება (57,6) ფუნქციებისათვის მოგვცემს 

თ=/#ლ0სღ; /:6CLხფ (MX0-I-6) = ––თ. (57,8) 

რადგან 69 X წარმოადგენს პერიოდულ ფუნქციას » პერიოდით, ამიტომ § და 
2 -+7:Xე სიდიდეები შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 
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- . ჩხ 
0=მM0510 7 ოლო: –+#,», 

V/ 2L 0 (57,9) 

  /#X--++6 = – 2-0 519 +7ეჯ. 
# 

V” 2M7”ა 

ამასთან, არკსინუსის მნიშვნელობები იმყოფება (0, »/2) შუალედში, მ. და ჯე კი 

მთელი რიცხვებია. (57,9) ფორმულებიდან შეგვიძლია გამოვრიცხოთ მ მუდმივი. 

მივიღებთ: 

  #Xც =11>–– 286 811) (57,10) 
#ჩ 

V 275 ' 
სადაც # არის მთელი რიცხვი. 

(57,100) წარმოადგენ ტრანსცენდენტულ განტოლებას #-ს მიმართ. ამ გან- 
ტოლებიდან განისაზღვრება ენერგიის მნიშვნელობები პოტენციალურ ორმოში. 

მისი ამოხსნა შეიძლება გრაფიკული მეთოდით. 

ამისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

#Xე=Lჯ და ხ =1 (2|L/ეX2)“ '/2 
ყ0( სისტემაში დავხახოთ თრი მრუდი: 

V=1ჯ (57,11) 
4==11%-–-28X6 §1L ხ#. 

ამ ორი მრუდის გადაკვეთის წერტილები მო- 

გვცემს (57,10) განტოლების ფესვებს. ვთქვათ, 

ამ ფესვის მნიშვნელობა არის L,, მაშინ თა- 

ნახმად (57,4ე ფორმულისა, ენერგიისათვის 

გვექნება 
ე == ჩი. 57,12) ჩი 2სX M , ( , 

მაშასადამე, ორმოში მივიღებთ ენერგიის დო- 

ნეებს, რომლებიც ერთმანეთისაგან გარკვეული მანძილით იქნება დაცილებული. 
ამგვარად, დონეებს განსაზღვრაეს (57,10) განტოლების ფესვები. ორმოში გვექნება 

იმდენი ენერგეტული დონე, რამდენი ფესვიც ექნება (57,10) განტოლებას. ამასთან, 
ფესვები დამოკიდებული იქნება (57,11) განტოლებაში შემავალ ხ პარამეტრზე, 

ე. ი. ორმოს გეომეტრიაზე-–ორმოს სიგანესა და სიმაღლეზე. 
ახლა განვიხილოთ ის მარტივი შემთხვევა, როცა 17-= %, მაშინ (57,10) 

ფორმულა მოგვცემს XXე=#/7, საიდანაც (57,4) ფორმულის თანახმად ენერგიისა- 

თვის გვექნება 

  

ნახ. 9. 

ჯ2ჩ? 

2IX0 

  # = 46", (57,13) ჩი 

ჯ? 
სადაც 5= > მუდმივი სიდიდეა. აშკარაა, რომ სრულიად იგივე შედეგს მი- 

MX 
ვიღებთ, თუ (57,6)-ის მეორე ფუნქციას მოვთხოვთ (57,2) სასაზღვრო პირობის 
შესრულებას, როგორც ვხედავთ, უსასრულო კედლების მქონე პოტენციალურ 

ორმოშიც გვაქვს დისკრეტული ენერგეტული დონეები, რომლებიც ხასიათდებიან 
# კვანტური რიცხვით. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ მაკროსკოპული ზომის ორმოსა- 

თვის დისკრეტულ დონეებს ვერ მივიღებთ. მართლაც, რომ ავიღოთ Xჯა=1 სმ–ის 
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სიგანის ორმო და ვიპოვოთ ორი მეზობელი ენერგეტული დონის ენერგიების 

სხვაობა 41= 5(2#+1) რაიმე ნაწილაკისათვის, მაგალითად ელექტრონისათვის, 

მივიღებთ 2– L = (2#-L1) 0,3 - 10“1%ეX#, რაც გაზომვის თვალსაზრისით უმნიშვნელოა, 

ასე რომ, პრაქტიკულად სპექტრი უწყვეტია ატომური ზომის მქონე (10“ 8 სმ) 

პოტენციალური ორმოსათვის კი მივიღებთ 2–-I7 =(2#-L1) 3007, რაც სავსებით 

შესამჩნევი სიდიდეა. უსასრულოდ დიდი სიმაღლის ორმოს შემთხვევაში (57,6)-ის 

მეორე განტოლება (57,2) სასაზღვრო პირობების გამოყენებით, როცა X”ე->Cთ, 

მოგვცემს 6=0 და #»ა=/X»X, მაშასადამე, 

სე=/4 890“ X; (57,14) 
X%ი 

ხოლო (0, Xა) შუალედში ნორმირების შემდეგ მივიღებთ 

სე (X)= I/ 2-9ი (=” ). (57,15) 
0 ი 

ადვილად დავინახავთ, რომ ს, (X) ფუნქცია (0, Xა) შუალედში #-ჯერ ხდება 
ნულის ტოლი. ამ წერტილებს უწოდებენ ტალღური ფუნქციის ნულებს, ანდა 

კვანძებს. როცა #=1, (0, ჯე) შუალედში ტალღურ ფუნქციას კვანძი არა აქვს. 

ამ დროს ამ შუალედში მოთავსებულია სინუსოიდის ნახევარი ტალღა, მაშასადამე, 
#=1 ძირითად მდგომარეობას განსაზღვრავს, როცა #=2, გვექნება ერთი კვანძი, 

ე, ი. (0, X) შუალეღში მოთავსდება ერთი ტალღა და ა. შ. რაც მეტია »#, მით 
ნაკლებია დე ბროილის ტალღის სიგრძე X და, მაშასადამე, მით მეტია ენერგია. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. ვიპოვოთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქცია ნ-წილაკისათვის, რომელიც მოძ–- 

რაობს შემდეგ პოტენციალეურ „ყუთში“; 

0, როცა 0-:X<X-ა 0<ყ<ყი, 0<:2<7ი' 
57,16 

თ, ყუთის გარეთ ღ7აი) 
– 

ამოხსნა. თუ გამოვიყენებთ ფურიეს მეთოღს ღა სასაზღვრო პირობას V(0, X, ყ)=> 

=%(Xა. ყ, 2ე)=0; %V(X, 0, 2)=M (X, ყი §)=0 და %X, ყ, 0)==V(X, ყ, 20)=0 ადვილად მი- 

  

  

  

ეტღებთ 

269 | ი? 2 3 
§ –9MM| რ, შა 8 (57,17) 
MM ჩე 2 LX " ყ? ' 2 / ს სი Mი ი 

სადღაც MI), IM, /ე=1, 2, 3. 

და 

- (ჩი . (იჯ ._ / ენ 
V იკ ჩე შვ (Cი ს“ უ=I. 2 «(შრ ”) 512. (+ ”) §10 (3 3) (57,18) 
1233 XიMი70 Xი Vი 20 

2· ვიპოვოთ იმპელსისა და კოორდინატის საშტალო მნიშვნელობანი ნაწილაკისათვის, რო- 

მელიც მოძრაობს ჯე სიგანის უსასრულო კედლების მქონე ერთგანზომილებიან პოტენციალურ 

ორმოში. 

3, რა სასე ექნება (57,15) ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგენაში, როცა 8”=1? 

§ 58. კვანტურ მდგომარეობათა რიცხვი 

ამ პარაგრაფში ჩვენ დავინახავთ, თუ რა დიდი მნიშვნელობა აქვს სასახღვრო 

პირობებს საკუთარი მნიშვნელობების ხასიათის გამოსარკვევად. განვიხილოთ ისევ 
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თავისუფალი ნაწილაკის ამოცანა. როგორც ვნახეთ, შრედინგერის განტოლებას 
ამ შემთხვევაში აქვს სახე 

  

(ბ+XV)V(%ი ყ, 2)=0, (58,1) 
სადაც 

2სI 
#:= 1 (58,2) 

დავუშვათ ახლა, რომ თავისუფალი ნაწილაკი მთელს სივრცეში კი არ მოძ- 
რაობს, არამედ იმყოფება #2? მოცულობის კუბში. მაშინ ცვლადებისათვის გვექ- 

ნება შემდეგი საზღვრები; 

0<X<#, 0ლVყ<L, 0ლ=2=V#. (58,3) 

ტალღურ ფუნქციას მოვთხოვოთ პერიოდულობა, # პერიოდით; სახელდობრ, 

დ (9, LC 2)=ს (X, ყ, 2), დ (ლ, 0, 21=%LCX, L, 2), სი, ყ. 0)=8% (CV, წ, L)- (58,4) 

(58,1)-ის ამოხსნა როგორც ვნახეთ, ასეთია 

დ=00ჯი (+1(MI)), (58,5) 

სადაც # არის ვექტორი კომპონენტებით 7:„, 7, L,. მოვითხოვოთ, რომ ეს ფუნქ- 

ცია აკმაყოფილებდეს (58,4) სასაზღვრო პირობას, მაშინ 

0იXსნ (+2-L)=1, 6+ნ (+2L)L)=1, 6X9 (-C132/M,1)=1. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #,L (71=1, 2, 3) უნდა იყოს 2X-ს მთელი ჯერადი 

და, მაშასადამე, გვექნება: 

7 27 2 
L.=2%»., ს,–“ #.= <5, (58,6) 

ჯ ჯ # 

სადაც #.., 1, >» მთელი რიცხვებია. ამრიგად აღნიშნულ სასაზღვრო პირობებში 

სპექტრი გამოდის დისკრეტული. მართლაც, (58,2) ფორმულის თანახმად, ენერ- 

გიისათვის გვექნება 

2ჯ V? ჩ? ; =/52<%- |) % ი, +. 58,7 ჰ“იიყი, (%) 2 CI1-L#9V +L7!2) (58,7) 

ამ შემთხვევაშში სპექტრი დისკრეტულია. მაგრამ აშკარაა, როცა კუბის ზომას 

ვადიდებთ, მაშინ საკუთარი მნიშვნელობები ნებისმიერად შეიძლება დაუახლოვდ- 

ნენ ერთმანეთს; ასე რომ, როცა #->თ, დისკრეტული სპექტრი გადადის უწყვეტ 
სპექტრში. იმ შემთხვევაში, როცა ჯ# საკმარისად დიდია, ენერგიის მცირე ინტერ– 

ვალში მოთავსებული იქნება ენერგეტულ დონეთა დიდი რიცხვი. როცა საქმე 

გვაქვს დონეთა დიდ სიმკვრივესთან, საზოგადოდ, ნაკლებად მნიშვნელოვანია ნაწი– 
ლაკის ინდივიდუალური მდგომარეობანი; ამ შემთხვევაში საინტერესოა დონეთა 
ის ჯგუფები, რომლებიც შედგენილია ერთმანეთთან ახლოს მყოფ ცალკეულ 

მდგომარეობათაგან. ინდივიდუალური მდგომარეობების განსასხვავებლად დაგვჭირ– 

დებოდა აბსოლუტურად ზუსტი გაზომვები. ხოლო დადგენა სისტემის არსებობისა 
გარკვეული მეზობელი მდგომარეობებისაგან შედგენილ მცირე ჯგუფში, მოითხოვს 
ნაკლებად ზუსტ გაზთმვებს. ჩვენი მიზანია, გამოვთვალოთ კვანტურ მდგომარეო– 
ბათა რიცხეი ასეთ ჯგუფებში, ე. ი. იმ მდგომარეობათა რიცხვი, რომლებიც მო- 
თავსებულია ენერგიის (#, #M+0X) ინტერვალში. 

ისევე როგორც კლასიკურ ფიზიკაში, ხელსაყრელია »», ჯ,, წ. იმპულსთა 
სივრცეზე გადასვლა თითოეული წერტილი ამ სივრცეში შეესაბამება განსაზღვ- 
რულ იმპულსის ვექტორს. (58,6) ფორმულიდან გამოდის, რომ კვანტური მექა- 
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ნიკით დასაშვები მომენტის მნიშვნელობები ქმნიან წერტილების მესერს იმპულსთა 

სივრცეში კოორდინატებით: 

2ჯXჩ 2Xჩ 2» 
"ს “““ 

# 

მაშინ ცხადია, რომ ერთეულოვანი უჯრედის მოცულობა, ე. ი. ერთი მდგომარეო- 
ბის შესაბამისი მოცულობა, იქნება 

2-ჩ V9 
, 58,9 (“ჯ-) (58,9) 

ხოლო მდგომარეობათა რიცხვი, რომელიც მოდის იმპულსთა სივრცის ძ:= 

=ძ ი), ». ელემენტარულ მოცულობაზე, განისაზღვრება ფორმულით 

    მშ: (58,8) 

  

ე 

ი აძი=( >) ძი. (58,10) 

ან, რადგან ძი= »ძიძ9ი, გვექნება 

“ 

ვ LI) 

0 (ი)ძი=ი (ჯ)ჯ” ძი0-(--- ) ჯ»?ძუინ= ს .ვ.ქი, 
2» წ 2X 

მდგომარეობათა რიცხვი, მოსული ენერგიის ერთეულზე იმპულსის ყველა მიმარ– 

თულების ჩათვლით, იქნება 

4.1. იიი. 

(2»ჩწ)ე ძXM” 
რადგან 2=7ჩ, ამიტომ მდგომარეობათა სიმკვრივე ენერგიის ძ#M ინტერვალში, 
ტალღური ვექტორის ყველა მიმართულების ჩათვლით, ასე დაიწერება 

4.) X”0I . 
ჰ)ლ–– ; წიფა > 

§ 59. პოტენციალური ჯბებირი 

  0(ჯ)= (58,11) 

(58,12) 

პოტენციალური ორმოს საწინააღმდეგო შემთხვევას წარმოადგენს პოტენ- 

ციალური ჯებირი, იგი იმით ხასიათდება, რომ სივრცის გარკვეულ ადგილას პო- 
ტენციალური ენერგია დადებითია, და, მაშასადამე, სრული ენერგიაც ამ ადგილას 
დადებითია #>0. ამიტომ, პოტენციალური ჯებირის შემთხვევაში აზრი არა აქვს 
ნაწილაკის დისკრეტულ ენერგეტულ დონეებზე ლაპარაკს, ნაწილაკს პოტენცია- 
ლური ჯებირის შიგნით არ შეუძლია მდგრადი მდგომარეობის შექმნა. მაგალითად, 
დადები–ად დამუხტული ნაწილაკისათვის პოტენციალურ ჯებირს ქმნის მეორე, 

აგრეთვე დაღებითად დამუხტული ნაწილაკი. ასევე უარყოფითად დამუხტული ნა- 
წილაკით ”'შმექმნილი ველი წარმოადგენ” პოტენციალურ ჯებირს სხვა რომელიმე 
უარყოფითი ნაწილაკისათვის და სხვა. განვიხილოთ ერთ განზომილებიანი პოტენ- 
ციალური ჯებირი (ნახ. 10) და გამოვარკვიოთ ნაწილაკის მოძრაობის საკითხი ამ 

ჯებირის მახლობლად როგორც კლასიკური, ისე კვანტური მექანიკის თანახმად. 
პოტენციალური ენერგიის მაქსიმალურ მნიშვნელობას უწოდებენ ჯებირის სიმაღლეს. 
აღვნიშნოთ იგი 7ე-ით. განვიხილოთ ორი “შემთხვევა: 

1. როცა ნაწილაკის სრული ენერგია # ნაკლებია პოტენციალური ჯებირის 

სიმაღლეზე, მისი სიჩქარე ჯებირის მარცხნიდან მიახლოებისას კლასიკური მექანი- 

კის თანახინად თანდათან მცირდება (რადგან კინეტიკური ენერგია 7 თანდათან 
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მცირდება) და ბოლოს (ჯ, წერტილში) სიჩქარე ნულის ტოლი ხდება, რადგან ამ 
წერტილში #=7 (X,)) ღა, მაშასადამე, #/=0. 2,-ს ეწოდება მობრუნების წერ. 
ტილი. X, წერტილიდან ნაწილაკი უსათუოდ უკან უნდა დაბრუნდეს, რადგან მისი 

  

  

წ 

    
შ
.
1
.
-
–
 

.– 
 
–
–
 

  

სიჩქარე ნულია და მასზე კი მოქმედებს საწინააღმდეგოდ მიმართული ძალა, ნა- 
წილაკი ჯებირის შიგნით რომ 

შესულიყო, მისი სიჩქარე წარ- V(X) 

მოსახვითი სიდიდე გახდებთ- 

და, რაც უაზრობაა. 1 

2. როცა #>VMი მაშინ ს>Vე 

კლასიკური მექანიკის თანახ- შავი 

მად ნაწილაკის სიჩქარე ჯე–- “I დ<V 

ბირის მარცხნიდან მიახლოე- , 9 
ბისს თანდათან მცირდება, | “, 

მიაღწევს მინიმუმს იქ სადაც წ | V06 ას 

პოტენციალურ ჯებირს აქეს +“ I 
მაქსიმუმი (წერტილი ჯე), რის I | 
შემდეგაც იგი ჯებირის მეორე | | 

მხარეს მოხვდება და მისი 0- %X # 2 X 

სიჩქარე თანდათან მოიმატებს. – 
ნახ. 10. 

ამგვარად, კლასიკური მექანი– 
კის თანახმად, ნაწილაკს ჯებირის გადალახვა მხოლოდ მაშინ შეუძლია, როცა 

მისი სრული ენერგია ჯებირის სიმაღლეზე მეტია. 

მაგრამ ექსპერიმენტები გვიჩვენებს, რომ პოტენციალურ ჯებირში ნაწილაკს 

მაშინაც შეუძლია გავლა, როცა მისი სრული ენერგია ჯებირის სიმაღლეზე ნაკლე- 

ბია, ამ მოვლენას უწოდეს გვირაბის ეფექტი. იგი ახსნილ იქნა კვანტურ მექანი- 

კაში. ეს უკანასკნელი ჯებირში გავლის მ.ივლენასს სულ სხვანაირად წყვეტს. 

კვანტურ მექანიკაში ნაწილაკის ტრაექტორიას აზრი არა აქვს; ამიტომ ჩვენ არ 

შეგვიძლია აღვწეროთ ნაწილაკის მოძრაობა ყოველ შემდგომ მომენტში. კვანტური 

მექანიკა არკვევს თუ როგორია ალბათობა იმისა რომ ნაწილაკი მოცემული 

ენერგიით, რომელიც იმყოფება ჯებირის მარცხნიე, აღმოჩნდება მის მარჯვნივ. 

შრედინგერის განტოლების ამოხსნისას მიღებული ტალღური ფუნქცია ჯებირის 

მარცხნივ მოძრავი ნაწილაკისა ისეთია, რომ იგი არ ისპობა არც ჯებირის მარჯე- 

ნივა ამიტომ, ალბათობა იმისა, რომ ნაწილაკი, რომელიც ჯებირს ეცემოდა მარ- 

ცხნიდან, აღმოჩნდება მარჯვნივ, ნულის ტოლი არ არის. ასევე, გარკვეული ალბა–- 

თობით ნაწილაკი შეიძლება აირეკლოს მაშინაც კი, როცა მისი ენერგია ჯებირის 

სიმაღლეზე მეტია. ამგვარად, წინააღმდეგ კლასიკური მექანიკისა, კვანტური მექა- 

ნიკიდან გამომდინარეობს, რომ როცა #<VX05, არსებობს გარკვეული ალბათობა 

იმისა, რომ ნაწილაკი მოხვდება ჯებირის მეორე მხარეს, ასევე არსებობს გარკვეუ– 

ლი ალბათობა ნაწილაკის პოტენციალური ჯებირიდან არეკვლისა მაშინაც კი, 
როცა სრული ენერგია მეტია პოტენციალური ჯებირის სიმაღლეზე. 

შეიძლებოდა გვეფიქრა, რომ კვანტურ მექანიკაშიაც ჯებირის შიგნით მივი– 

ღებდით წარმოსახვით სიჩქარეს, მაგრამ ეს ასე არ არის. მართლაც, საქმე იმაშია, 

რომ როგორც ზემოთ აღენიშნეთ, კვანტურ მექანიკაში, წინააღმდეგ კლასიკური 

მექანიკისა, სრული ენერგია იზომება როგორც ერთი მთლიანი სიდიდე და იგი არ 

განიზომება როგორც კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამი. 
ამგვარად, კინეტიკური მექანიკის თანახმად, ჯებირზე დაცემული ნაწილაკი 

შეიძლება აირეკლოს, ან ჯებირის მეორე მხარეზე გაიჟონოს. ნაწილაკთა არეკვლას 
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და გავლას პოტენციალურ ჯებირში, ოპტიკის ანალოგიით, ახასიათებენ არეკვლისა 
და გაჟონვის კოეფიციენტებით, რომლებიც შესაბამისად ასე განიმარტება: 

LV#I IVიI ლ“, #0=---–-, (59,1) 
IV I V I 

სადაც # დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადია, # და ე კი არეკვლილი და გასული 
ნაწილაკთა ნაკადებია სათანადოდ. რათა გასაგები გახდეს ჯებირში გავლის სა- 
კითხი, განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა პოტენციალურ ჯებირს აქვს შემდეგი 

სახე: 

7/ი, X>0 

0, X<90. 
7 = (59,2) 

როგორც ვხედავთ, ჯებირს აქვს სასრულო I?” სიმაღლე და უსასრულო 
სიგანე (ნახ, 11). განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა ჯებირს დაეცემა ისეთი ნაწი– 
ლაკები, რომელთა ენერგია მეტია I”ე-ზე. ისევე, როგორც პოტენციალური ორმოს 
შემთხვევაში, აქაც საჭიროა დაიწეროს შრედინგერის განტოლება ორი არისათვის 

C-თ, Cთ და (0, თ). გვექნება: 

17 (X)+10, 90ე=90, –თლჯXლი (59,2) 

დ” (X) +ჩ”თ, (X)=9, 0<»<დC 
სადაც 

”–ოლ– ზ == (59,4) 

ზოგად ამოხსნებს ექნება შემდეგი სახე: 

ს, (X) = 460'+ 8. -– <ჯ<0 (59,5 

ს,(X)=00“%“++ ტი“... 0<ჯლთ 

ს, (X) წარმოადგენს ორი ტალღის ჯამს; პირველი გამოხატავს ჯ ღერძის მიმართუ 
ლებით მოძრავ ტალღას, მეორე კი–- საწინააღმდეგო მიმართულებით მოძრავს. 

ვთქვათ, ნაწილაკები ეცემა მარცხნიდან 
თ მარჯვნივ; მაშინ თ =,4 60M» შეესაბამება 

დაცემულ ნაკადს. ექსპერიმენტების პი- 
#=90005ხ რობები ცალსახად განსახღვრავს ,4 მუდ- 

» მივს, რადგან მოცემული უნდა იყოს ნა- 

V, (VV– წილაკთა ის რიცხვი, რომელიც ეცემა 

#7 ი ჯებირს. დაცემული ტალღის ნორმირებას 
8 X ისე ირჩევენ, რომ მოცულობის ერთეფლში 

მოდიოდეს ერთი ნაწილაკი, ე, ი. იღებენ 
#=1. ასევე აშკარაა, რომ თ ,„=1786 !'M 

იქნება არეკვლილი ტალღა, ხოლო სე = (009+--გასული ტალღა. გასაგებია, რომ 
» უნდა იყოს ნულის ტოლი, რადგანაც (0, თ) შუალედში არეკვლილი ტალღა 

არ გვექნება; ასე რომ 

| 

  

      
ნახ. 11. 

ს, (+)=60MM + 86-/%, 
ს, (X1= C0!'45. 

ახლა გ:ნვსახღვროთ დაცემული, არეკვლილი და გასული ტალღების ნაკადები. 
ამ მიზნით გამოვიყენოთ (53,26) ფორმულა. გვექნება 
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(59,5–



4 ა რ, (59,6) 

#.= ი გო5- ჩე უფ. (59,7) 

ჰე=+ | – I CI, (59,ზ) 
ს ს 

სადაც ი=გ26 ჯებირში გასული ნაწილაკის იმპულსია, მაშასადამე, არეკლისა და 

გაჟონვის კოეფიციენტებისათვის გვექნება: 

გ 

#=)8ი ი8= + | CI (59,9) 

ამგვარად, არეკლისა და გაჟონვის კოეფიციენტების განსასაზღვრავად საკმარისია 
8 და C კოეფიციენტების მოძებნა. ეს კოეფიციენტები განისაზღვრება ჯ=0 წერ– 
ტილზე ი, და ს, ტალღური ფუნქციების შეკერვის პირობიდან. (59,5) ფორმულა 

მოგვცემს: 

1+8=C, (59,10) 

ს–:8=:C, 

საიდანაც 

2 ფვფ-:-0 (59,11) 
#+3 #+8 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (59,9)-ში, მივიღებთ: 

3. 
#= (++) ატ=- 43% (59,12) 

L+83 (+8)/ 
აშკარაა, რომ #+X#=1. განვიხხილოთ კერძო შემთხვევები. ვთქვათ, #=7Xა, 

მაშინ 3=0 და, მაშასადამე, 7:=1 და #=0. ეს ასეც უნდა ყოფილიყო; რადგან 

პოტენციალური ჯებირის სიგანე უსასრულოა, ყველა დაცემული ნაწილაკი აირე- 
კლება. ასევე, როცა Iა-+C, ჰ=1 და #=0, რაც აგრეთვე გასაგებია ფიზი- 

კურად. 
განხილული შემთხვევიდან ადვილად შეიძლება გადავიდეთ #<7ე შემთხვე- 

ვაზე, ამისათვის, როგორც ჩანს (59,4) ფორმულებიდან, საკმარისია ზევით მიღე– 

ბულ გამოსახულებებში მოვახდინოთ შეცვლა #->L, 8->18. ამ შეცვლის შედეგად 

(59,11) ფორმულები მიიღებს სახეს: 

2 ,„ 8= #--18, 

L+1:8 L+13” 

ამასთან ცხადია, რომ | 131)1=1; ეს კი იმას ნიშნავს, რომ დაცემული და არეკ- 

ლილი ნაწილაკების ინტენსივობანი ერთმანეთის ტოლია, ე. ი. ადგილი აქეს სრულ 
არეკლას. რაც შეეხება გაჟონვის კოეფიციენტს, იგი ნულის ტოლი იქნება. ეს 
ასეც უნდა ყოფილიყო, რადგან X<175 შემთხვევაში გასული ტალღა 

სე= 06“ 2» (59,14) 

ნამდვილი ფუნქციაა და, მაშასადამე, გასული ნაწილაკების ნაკადი #ე=0. კლასი- 

კური მექანიკით დაუშვებელ არეში, ე. ი. (0, თ) არეში, ალბათობის სიმკვრივე 
მოიცემა ფორმულით 

    (59,13) 

18. ი. ვაშაკიძე, ქე. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 193



Cწ8 
1I”/ი=|ტე|=| 0 |"ც ?3+= “გზ. 12 6 92% (59,15) 

ან, თუ შევიტანთ 7; და 8-ს მნიშვნელობებს, მივიღებთ 

4 2 „-=--–- _ #ა=( + )თი(– + 2-0ი- 70» ). (59,160 
0 

როცა X>თ ალბათობა ექსპონენციალურად მიისწრაფვის ნულისაკენ. ცხადია, 
რომ იგივე ფორმულით მოიცემა ფარდობითი ალბათობა | დე (X)I?/ |თჯაც |?. 

§ 600. ოსცილატორის ამოცანა 

ოსცილატორის ამოცანა დიდ როლს ასრულებს თანამედროვე ფიზიკის სხვა– 

დასხვა საკითხების შესწავლის დროს, ამიტომ მას დაწვრილებით განვიხილავთ 1. 

ამასთან, ამ ამოცანას ჩვენ ამოვხსნით როგორც "შრედინგერის, ისე ჰაიზენბერგის 

მეთოდით. 

_ მდგრადი წონასწორობის-ირგვლივ რხევადღ ნაწილაკს ეწოდება ოსცილატორი._ 
როგორც მექანიკედანაა ცნობილი, ერთგანზომილებიანი ოსცილატორის პოტენცია- 

ლური ენერგია ტოლია , 

”ი)=-, (60,1) 
2 

სადაც 8=სC”. I ოსცილატორის მასაა თ კი –- კლასიკური სიხშირე. კლასიკური 

მექანიკის თანახმად, ოსცილატორის სრული ენერგია უდრის 

800107, (60,2) 
2 

სადაც თ რხევის ამპლიტუდაა. ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ კლასიკური ოსცი- 
ლატორის ენერგია შეიძლება იყოს ნებისმიერი სიდიდე. 

როცა ოსცილატორის პოტენციალურ ენერგიას (60,1) სახე აქვს, მაშინ 

ოსცილატორს წრფივ ჰარმონიულს უწოდებენ ხოლო როცა პოტენციალური 
ენერგია 

#Cი ს 9=--(მარ+მაბ1- ჩი, (60,3) 

მაშინ ოსცილატორს სივრცით ანიხოტროპული ჰქვია. ასეთ შემთხვევაში ოსცი- 

ლატორის სიხშირე ყველა ღერძის მიმართ სხვადასხვაა. კერძო შემთხვევაში, როცა 
8,=8,=3ე=8, მივიღებთ სივრცით იხოტროპულ ოსცილატორს. მისი პოტენცია- 

ლური ენერგია ტოლია : 

#Cთ= <0ბ+ #ვ-> · (60,4) 

V წრფივი პარმონიული ოსცილატორი. ჯერ განვიხილოთ წრფივი ჰარმონიული 

ოსცილატორი. შრედინგერის განტოლება, ერთგანზომილებიანი ოსცილატორისა- 
თვის, რომლის პოტენციალური ენერგია (60,1) ფორმულით განისაზღვრება, ასე 
ჩაიწერება: 

ძვს (XI) , 2V +) 
ეაღ–ა_ +– L-- -– ს X)=0. 60,5 ათავს ( -)ათი (60,5) 

ესსე აღებ. 

1 MჩM აის 59 1იფ6I», ტიმი. ძ0L LIIწ§. #9. 361, (1926). 
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რადგან ოსცილატორი სასრულო არეში ირხევა, მისი მოხვედრის ალბათობა 
X=+Cთ-ში ნულის ტოლი უნდა იყოს; ამიტომ ტალღური ფუნქციისათვის გვექ- 
ნება შემდეგი სასაზღვრო პირობა: 

  

ს(+Cთ)=0. (60,6) თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

„-%9, თ-%- (>), (60,7) 
მაშინ შრედინგერის (60,5) განტოლება ასე გადაიწერება. 

ი იაც ე. იტა=0. (60,8) 
ჯერჯერობით ვიპოვოთ ამ ანტოლების ასიმპტოტური ამონახსნი დიდი ჯ-ებისა- 

თვის, დავუშვათ, X იმდენად დიდია, რომ შესრულებულია პირობა 

თი>ს ან. > | წ 59 (60,9) 

მაშინ მივიღებთ განტოლებას 
·ს 

ძა –- თ'X>%=0, (60,10) 
ძ»? 

რომელსაც (60,9) პირობის გათვალისწინებით აკმაყოფილებს დ C)=რ( +-> «9 

ფუნქცია. მაგრამ სასაზღვრო პირობას ვერ დავაკმაყოფილებთ, თუ „+4 ნიშანს 
ავიღებთ, ამიტომ სწორ ასიმპტოტურ ამონახსნს ექნება სახე 

!| 

აიე=C 2“ (60,11) 
(60,8) განტოლების ამონახსნი ჯ-ის ყველა მნიშვნელობებისათვის ვეძებოთ შემ- 

დეგნაირად: 
1 

ს(ი=0წ0. ? 
სადაც 0 მუდმივია, ხოლო XI (>) ახალი საძიებელი ფუნქცია. თუ (60,12) ფუნქ- 

ციას შევიტანთ (60,8)-ში, #I (+) ფუნქციისათვის მივიღებთ განტოლებას 

(60,12) 

25950> – 2თX ი 299. +02--ი)M 600=0. (60,13) 

შემოვიღოთ ახალი ცვლადი (თ. ტ0,14 

მაშინ (60,13) შემდეგნაირად გადაიწერება: 

2920 00 16 ა 8 =0, (60,15) 
სადაც , 

0=+- (60,16) 

ახალ ცვლადებში (60,12)-ს ექნება სახე 
1 

_––.2 

%C.=CV6)6 ? : (60,17) 
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=0 წერტილი არ წარმოადგენს (60,15) განტოლების განსაკუთრებულ წერტილს, 

ამიტომ ამონახსნი შეგვიძლია ვეძებოთ შემდეგი მწკრივის სახით: 

IX C= 2, ძან”. (60,18) 
V.0 

თუ XI L(C) ამ გამოსახულებას შევიტანთ (60,15)-ში, მივიღებთ 

VაC- I) თ. LC 2V+6-1) 6ა5=0. (60,19) 
2 2 

როცა VX=0 და V=1, პირველი ჯამი ნულის ტოლია; ასე რომ, აჯამეა ამ წევრში 

შეგვიძლია დავიწყოთ V=2-დან; თუ ამის შემდეგ ჯამში V-ს შევცვლით (V+2)-ით, 

გვექნება 

2) I(V+2)(V+1) 0,+:+ (0--2V-– 1) C,167=0. (60.20) 
V5ს 

ხარისხოვანი მწკრივი ნულის ტოლია, როცა C-ს ნებისმიერი ხარისხის კოეფიციენტი 

ნულს უდრის. ა7-ს კოეფიციენტის ნულთან ტოლობა მოგვცემს შემდეგ რეკურენ- 

ტულ ფორმულას ძა კოეფიციენტების განსასაზღვრავად: 

2V–-0+1 
სდააააასასსს,',' ე 

(XV+2) (V-L1) 

ამ ფორმულით ვიპოვით (60,18) მწკრივის კოეფიციენტებს. ამასთან აღსანიშნავია, 
რომ XI (C) ფუნქციისათვის ჩვენ ვიპოვით ორ მწკრივს: ერთს, რომელიც შეიცავს 

C-ს მხოლოდ ლუწ ხარისხებს, ამ მწკრივის ყველა კოეფიციენტს განვსაზლერავთ 

(60,21) რეკურენტული ფორმულიდან იე:-ის საშუალებით და, მეორეს, რომელიც 

შეიცავს =-ს მხოლოდ კენტ ხარისხებს; ამ უკანასკნელის კოეფიციენტებსაც (60,21) 

რეკურენტული ფორმულიდან ვიპოეით ძ,-ის საშუალებით. ძი და ძ) კოეფიციენ- 

ტებს კი განვსაზღვრავთ ნორმირების პირობიდან. 

როცა C->Cდ, მაშინ ჩვენს მიერ ნაპოვნი (60,18) მწკრივი ისე უნდა იქცეო- 

დეს, რომ (60,17) ფუნქცია აკმაყოფილებდეს (60,6) სასახლვრო პირობას. ამისათ- 

ვის შევისწავლოთ # (2) მწკრივის ბუნება,ა როცა 6->C. გამოვიკვლიოთ ამ 

მწკრივის დაშორებული წევრების ყოფაქცევა. როცა V>>1 (60,21)-დან მივიღებთ 

"თV+2 _2>-611 2. (ფთ>1), (60,22) 
(LV ((7) +2) (V-L1) V 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი მწკრივი: 

62 ე C C5V+2 

§52=1 ... 60,23, +242 თ4 ა +++ (60,23) 

ვიპოვოთ (69,22)-ის ანალოგიური ფარდობა ამ მწკრივისათვის; (60,23) მწკრივის 

შემთხვევაში ძ,= '/(+) , როცა V ლუწია, ხოლო თ» =0 კენტი V-ებისათვის. 

მაშასადამე, 

ი»+2= (60,21) 

CV+9 
  

<
1
%
 

(60,24) 
ძ



ჩვენ ვხედავთ, რომ უსასრულობაში (60,18) მწკრივი ისე იქცევა, როგორც #62 

ფუნქცია, ხოლო თვით თ(>) ტალღური ფუნქცია (60,17) ფორმულის თანახმად 

6=-+Cთ მნიშვნელობებისათვის მიიღებს სახეს 

სფ, წ/? 66-57? (60,25) 

რომელიც არ აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას. 
ამიტომ აშკარაა, აუცილებელია (60,18) მწკრივის ზემოდან ჩამოჭრა და მისი 

პოლინომად გადაქცევა. მაშინ 6-ს +-თ-საკენ მისწრაფებისას გ“6?/2 მამრავლის 
გამო (60,17) ფუნქცია ნულს გაუტოლდება და სასაზღვრო პირობა დაკმაყოფილ– 

დება, მაშასადამე, დავუშვათ »-ს რაღაც ზღვრული მნიშვნელობისათვის V=7), 

ი,.4:=0, ხოლო თა#0. ცხადია, მა'მშინ ყეელა შემდგომი კოეფიციენტიც ნულს 

გაუტოლდება და მწკრივი პოლინომად გადაიქცევა. (60,21) რეკურენტული ფორ- 

მულიდან თ„კე=0 და «#0 პირობების მოთხოენით გეეჭჟნება 

2»-–-0+1=0. (60,26 
თუ ამ უკანასკნელში შევიტანთ 0ი=):/თ=2ჯ/ჩნCV, მივიღებთ 

#,=ჩთ C + 45) , (60,27) 

სადაც #=0, 1, 2,... მთელი რიცხვია. ჩეენ ვხედავთ, რომ წრფივი ჰარმონიული 
ოსცილატორის ენერგია იკვანტება. ენერგიას შეუძლია მიიღოს მხოლოდ მკაცრად 

განსაზღვრული დისკრეტული მნიშვნელობები: 

______ C0,28) 
2 2 2 2 

ენერგიის მნიშვნელობები განლაგებულია ე. წ. ენერგეტული დონეების მიხედვით, 

რომელთა მორის ინტერვალი ერთი და იგივეა” და უდრის ნთ-ს. ჯ-ს უწოდებენ 

მთავარ კვანტურ რიცხვს- როცა #=0, მაშინ მდგომარეობას უწოდებენ ძირითადს, 

როცა #=1, მაშინ მდგომარუობას ჰქვია პირველი აგზნებული მდგომარეობა და ა. შ. 

აღსანიშნავი, რომ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორისათვის (60,27) 

ფორმულა პოსტულირებული იყო პლანკის მიერ, კვანტურ მექანიკაში კი იგი 

მიიღება შრედინგერის განტოლების ამოხსნით გარკვეულ სასაზღვრო პირობებში. 

ახლა ვიპოვოთ ოსცილატორის ტალღული ფუნქცია. ამისათვის გვჭირდება #L (5) 

პოლინომის ცხადი სახის დადგენა, რომელიც შეგვიძლია განვახორციელოთ (60,21) 

რეკურენტული ფორმულის დახმარებით (60,26) პირობის გათვალისწინებით. 
მაგრამ ეს გზა ჩვენ შეგვიძლია შევცვალოთ უფრო მარტივით. (60,26) პირობის 

გათვალისწინებით (60,15ეუ დიფერენციალური განტოლება მიიღებს სახეს 

«I რ –2 91-იC(0) _ 2), (C)=0. (60,29) 
VI . 

ამ განტოლებას ჩები'მევ-ერმიტის განტოლებას უწოდებენ, #7, (5)-ს კი--ჩებიშევ- 
ერმიტის პოლინომს. რადგან განტოლებაში 'მემოვიდა »-მთელი რიცხვი, ამიტომ 

ცხადია ამონახსნი ამ რიცხეზე იქნება დამოკიდებული. ქვემოთ ჩვენ მოვიყვანთ 

ჩებიშევ-ერმიტის განტოლების ამოხსნის ფორმალურ გზას. 

განვიხილოთ ფუნქცია V(6) = 6-6. ვიპოვოთ მისი წარმოებული; გვექნება 

9 =-26V (5). (60,30) 
ძნ 
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ეს ტოლობა გავაწარმოოთ (#+ 1)-ჯერ. თუ მარჯვენა მხარეში ნამრავლის წარმოე- 

ბულისათვის გამოვიყენებთ ლაიბნიცის, ფომშელს, „ვიღებთ 

            

    

იოს _ ცო+ 
ძC ჰძ2ი+9 == 2 მიი (60,31) 

ანდა 
რი 201 =0 60,32 
ტღი+ იი % L20+ ს -= · (60,32) 

შემოვიღოთ ახალი ფუნქცია ყა დ-თ'9+ და ვაჩვენოთ, რომ მისთვის ადგილი 
6 

აქვს (60,29) განტოლებას, აშკარაა, რომ 

ხი(6)=061 ––- რ-ი (60,133) 
ძნ” 

არის » რიგის პოლინომი, თუ ახლა 

ი“ 

ილი 

გამოსახულებას შევიტანთ (60,32)-ში, მივიღებთ 

ყი --2ნ0”+2#ყე =0, (60,34) 

რომელიც ზუსტად ემთხვევა (60,29) განტოლებას. ამგვარად, (60,33) პოლინომი 
წარმოადგენს ჩებიშევ-ერმიტის განტოლების ამონახსნს, შეიძ-ება ჩეენება, რომ 

(60,29) განტოლების მეორე ამონახსნი არ შეიძლება პოლინომს წარმოადგენდეს 
და, მაშასადამე, იგი ვერ დააკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას, იმისათვის, რომ 

(60,33) ამონახსნში უდიდესი ხარისხის წევრი დადებითი იყოს, გავამრავლოთ იგი 

(–1)ჩ”-ზე და ერმიტის პოლინომი განვსაზღვროთ შემდეგი ფორმულით: 

=(6 სყ (ნ)   

9M,(5=(–-1)5ნ 2 ყლ, (0,135) 

დავწეროთ ერმიტის პოლინომების გამოხატულება »-ის რამდენიმე მნიშვნე- 

ლობისათვის: 

Xა0(5)=1, 

9, ()=2წ, 

XMIV:(§)=(26)2--2, 

1 (6)=–(26)?--12, 

M.(0 =(20“--48§1+12. 
როგორც ვხედავთ, I”, (§)-ის მაქსიმალური ხარისხი არის (26)”. ამიტომ გვექნება 

მეტად მნიშვნელოვანი ფორმულა 

თყ.დ_ “ 

(60,36) 

26) =2” XI. (60,37) 
ცი გი ) 

ამგვარად, წრფივი ოსცილატორის ტალღურ ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 

დი (2)= 0» 6 572 IM, (5). (60,38) 
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C» კოეფიციენტის განსასახღვრავად გამოვიყენოთ ტალღური ფუნქციის ნორმი- 

რების პირობა 
+>Cთ 

| C(0%ა6ძ§=1), (60,39) 

თუ შევიტანთ ტალღური ფუნქციის მნიშვნელობას (60,38)-დან მივიღებთ: 

თ ი-9ყ9M.(07»-(0ძ§=1, (60,40) 

ამ ინტეგრალში შევიტანოთ ერთ-ერთი პოლინომის გამოხატულება (60,35) ფორ- 

მულიდან; გვექნება 
2 1 „ 0” : 

C6(–1#» | # (0,6 წძი6=). (60,41) 

ჩავატაროთ ნაწილობითი ინტეგრაცია; მივიღებთ 

ო-1 <= 

ე თო)“ _ 
თ ი -1 _–თ 

  C (=1” | # დ 

+= > –1 ძყხი() ძმ. თი XI _ 
_ I 2 ლ. რინ |=). (60,42) 

რადგან 6=+Cთ წერტილზე #2ი (=) ი“ნ? ისპობა, ამიტომ ამ გამოსახულების პირ- 

ველი წევრი მარცხენა მხარეში ნულის ტოლია. თუ ნაწილობით ინტეგრაციას ჩა- 

ვატარებთ ”-ჯერ და გავითვალისწინებთ, რომ თავისუფალი წევრი ყოველთვის 

მოისპობა, მივიღებთ 
+თ - 

თ |%#7»C-0,-თებ=), (60,43) 

ან (60,37) ფორმულის გათვალისწინებით “მეგვიძლია დავწეროთ 

C 2! | ი წძ=). (60,44) 

ეს ინტეგრალი კი პუასონის ცნობილი ინტეგრალია; იგი ტოლია V/ თ; ასე რომ, 

ნორმირების კოეფიციენტისათვის საბოლოოდ გვეჟნება 

=---).. 
V 2»! M »ჯ 

ამგვარად, წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის ნორმირებულ ტალღურ ფუნქციას 

ექნება შემდეგი სახე: 

C» (60,45) 

, დ-- დ 
დ, (5 V 2 I V ჯ. 

დავწეროთ ფუნქციათა მნიშვნელობა #=>0, 1, 2 შემთხვევაში. (60,36) ფორმუ- 
ლების გათვალისწინებით გვექნება: 

46-წ"/2, (60,46) 
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  ბე(0=-–-“ -ი-ნ/, 
+C-3 

920.” 
ა, => 60 ნი, (60,47) 

% 

  

  ს დ=% 7 (6'-––'/) ც ნ. 
(> 

ნახ. 12-ზე მოცემულია ამ ფუნქციებისა და შესაბამისი ენერგიების გრაფიკები. 
როგორც ვხედავთ, პირველი ფუნქცია (001=0) არსად სასრულო არეში ნული არ 

ხდება. 0, (6) კი ნული ხდება, როცა C=0. Vდ,(=) ნული ხდება ორ წერტილში 

ხ=+ 1/I” 2 და ა. შ. წერტილებს, სადაც ტალღური ფუნქცია ნული ხდება, 

უწოდებენ კვანძებს. მაშასადამე, როცა #=0 ფუნქციას კვანძი არა აქვს, როცა 

+=1 ტალღურ ფუნქციას ერთი კვანძი აქვს და ა. შ. ზოგადად, რადგან I» (CC) 

პოლინომს აქვს ჯ რაოდენობის ნული, ტალღურ ფუნქციას ექნება # კვანძი. 

ამგვარად, ოსცილატორის ტალღური ფუნქციის კვანძთა რიცხვი მთავარი კვან- 

ტური რიცხვის ტოლია. თანახმად (60.27) ფორმულისა, რაც მეტია კვანძთა 
რიცხვი მით მეტია ოსცილატორის ენერგია. როგორც აღვნიშნეთ #=0 მდგომა- 
რეობას ძირითად მდგომარეობას უწოდებენ; მაშასადამე, ძირითად მდგომარეობაში 

ტალღურ ფუნქციას კვანძი არა აქვს. აღვნიშნოთ, რომ ეს დებულება სამართ- 

ლიანია ნებისმიერი ერთგანზომილებიანი მოძრაობის შემთხვევაში. 

ოსცილატორის ტალღური ფუნქციებით 

შეგვიძლია ვიპოვოთ ოსცილატორის მდებარეო- 

ბის განმსახღვრელი ალბათობები. 

დავწეროთ ნორმალური მდგომარეობის 

C=0) ტალღური ფენქცია ჩვეულებრივ ცვლა- 
დებში (X=წ/M/ თ), გვექნება 

ჯ? 
4» _ მჯ. 

%00-I/ <2 2 (60,48) 

(აშკარაა, რომ ეს ფუნქცია ნორმირებულია). 

ალბათობა იმისა, რომ ნორმალურ მდგომარეო - 

ბაში მყოფი ოსცილატორის კოორდინატი იყოს 

(X, X+ძX) შუალედში, იქნება   

  

წახ. 12, 
II/ა (10ძXჯ= /. ლიბრი  (50,49) 

ეს კი არის გაუსის განაწილების მრუდი. ფლუქტუაციის როლს თამაშობს 

(37 = =-, სადაც (27? = I --#. 
2თ 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ჯ;=0 შესაბამის ენერგიას ჯ#.=99 #0 ოსცი- 
2 3 

ლატორის ნულოვან ენერგიას უწოდებენ. 
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§ 61. სივრცითი ოსცილატორი 

შევისწავლოთ ახლა სივრცითი ოსცილატორის ამოცანა. განვიხილოთ ჯერ 
სივრცითი ანიხოტროპული ოსცილატორი და ”შემდეგ მისგან, როგორც კერძო 

შემთხვევა, მივიღოთ სიგრცული იზოტროპული ოსცილატორის შემთხვევა, თანა– 

ხმად (60,3) ფორმულისა, შრედინგერის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

ის თს 2 : : ლალე 509 – - მან+8ა+მარIს=0. 611) 
მძ» მძყ? ჩ? | 

აქ 
აჯ=სთ, (1=1, 2, 3) (61,2) 

ანიხოტროპული ოსცილატორის შემთხვევაში სიხშირე სხვადასხვა ღერძის გასწვრიე 

სხვადასხვაა. რაღგან (61,1) განტოლებაშ» ყეელა ცვლადი სიმეტრიულად შედის, 

ამიტომ ფურიეს მეთოღით წეს-ძლებელია ცვლადთა განცალება და სამი ერთი 
ცვლადის განტოლეაპის მიღებ». 

(61,1) განტოლების ამოხსნა ვეძებოთ სამი ფუნქციის ნამრავლის სახით, 

რომელთაგან პირველი მხოლოდ ჯ-ის ფუნქციაა, მეორე––ყ, მესამე კი გ-ის. ე. ი. 

დ (X, ყ/, 2) =:, (X) 9ა (ყ) სე (+) (61,3) 
შევიტანოთ (61,3), (61,1) განტოლებაში და გავყოთ თ, (X) C, (ყ) სე (2) ნამ- 

რავლზე, მივიღებთ 

ს ძა _ თ» )+( 1 29% – თ )+ 
ს, იძX ბ. ძყ 

  

    
ბე ძა? გ? 

სადაც _ 

თხი, ჯ=1, 2, ვ. (61,4”) 

(61,4) გეიჩვენებს რომ პირველ ფრჩხილებში მოთავსებული სიდიდე მხო- 

2ს # 

II 
  ლოდ ჯ-ის ფუნქციაა. მეორე ყ-ის, მესამე კი #-ის. მათი ჯამი-– მუდმივის 

ტოლი მხოლოდ მაშინ იქნება როცა თითოეული ფრჩხილებში მოთავსებული 

სიდიდე მუდმივი იქნება, ე. ი. 

  

1 თ? · 
_–_ რ2-%. “ –თX' =0), 

ს, ი» 

ი) 
1 49%  ვებლი, (61.5) 
ს იყ 

9, 
14 წყ –-თე2=(ლე, 
დვ «ვ 

სადაც ა” 
თ +Cთ+0=– <5 (61.5) 

მაგრამ, რადგან 

#2= 42 - =#+) + (61,6) 
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წარმოადგენს ტალღური ვექტორის კვადრატს, ამიტომ შეგვიძლია დავასკვნათ: 

ი,ლ=–სს 0ვ=-–-ყ წვ=--M2 

ასე რომ (61,5) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

რ“ 29 + 02-09 =0, 

L2) 

ძყ 
21) 

-49ს. კ 08--28:5ჭ, =0. 
ძე? 

თითოეული ამ განტოლებათაგანი კი შეესაბამება წრფივი ჰარმონიული ოსცილა- 
ტორის ამოცანას, მათი ამონახსნები ნაპოვნი გვაქვს წინა პარაგრაფში, ამიტომ 
ენერგიისათვის (61,5”) და (60,27) ფორმულების დახმარებით შეგვიძლია დავწე- 
როთ 

იც თკ, იე = ჩი,ს0ს)+1/2)+ჩი, (M1+ 1/2)+ ჩიე (+ 1/2). (61,8) 

სადაც #,, Mა:, კ მთელი დადებითი რიცხვებია. 

ანიზოტროპული სივრცითი ოსცილატორის ნორმირებული ტალღური ფუნქ- 

ციებისათვის (61,3) და (60,456) ფორმულების თანახმად გვექნება 

9», (0 9», ო) (0 –+(0+უ+:5 
ა--====–===–-–––===–= 6 

/ 25, +Mე +ჩე მმ, MM! 11! I// 

==M/ თ,» ო=M თყ, ხ=Vს/ თვ #' (61,10) 
სივრცითი იზოტროპული ოსცილატორის შემთხვევაში, სიხშირეები ყველა 

ღერძის გასწვრივ ტოლია თ თ,=(C)აკ==ფე=-თ, ამიტომ 

ჩს„=წჩნწთCთ(1+2/2), (61,1I) 

ზი, ჩე შვ (§, % ხ)= , (61,9) 

სადაც 

სადაც 
# =91 -L7ვ-L- 113 (61,12) 

მთავარი კვანტური რიცხვია და »=-0, 1, 2... 

წრფივი ოსცილატორის შემთხვევაში ყოველ ენერგიას (ე. ი. ყოველ »-ს) 

შეესაბამებოდა ერთი ტალღური ფუნქცია, ამიტომ სპექტრი მარტივი იყო. იზო- 
ტროპული ოსცილატორის შემთხვევაში კი ადგილი აქვს გადაგვარებას, ე, ი. #-ის 
ერთ მნიშვნელობას (გარდა #=0 ძირითადი მდგომარეობისა) შეესაბამება რამო- 

დენიმე ტალღური ფუნქცია; კერძოდ, იმდენი, რამდენი საშუალებითაც შეგვიძლია 

2 =(M, +M. +) ის წარმოდგენა #,, ჩე, #ვე მთელი დადებითი რიცხვების საშუა- 

ლებით. მაგალითად, როცა 11=0, მაშინ გვაქვს ერთადერთი წარმოდგენა 911= M:= 

=#/#1=0. როცა #=1, მაშინ გვექნება, სამი წარმოდგენა »,=1, 1:==/ ==0; 

I) -ე=0, #M:ე=1; X,=/ვ2=0, 713=1; და ა. შ. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ყო– 

ველი მოცემული »-სათვის გვექნება (#+1) (++ 2)/2 ტალღური ფუნქცია. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ სივრცითი იზოტროპული ოსცილატორის ძირი- 

თადი მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას (61,9ი ფორმულის თანახმად, ექნება 

შემდეგი სახე: 

თ V/, 9 
სთ-(+) § ?, (61,13) 
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სადაც თ=სთ/ჩ. იხოტროპული ოსცილატორის ენერგიის ფორმულას და ტალღურ 
ფუნქციებს დიდი გამოყენება აქვთ ატომგულის ფიზიკაში. 

§ ი. ოსცილატორის ამოცანა მატრიცული სასით' 

ჰაიზენბერგის მეთოდის გამოყენებით ვიპოვოთ წრფივი ჰარმონიული ოსცი- 
ლატორის კოორდინატისა და იმპულსის მატრიცული ელემენტები ენერგეტულ 

წარმოდგენაში. რადგან ოსცილატორზე მოქმედი დრეკადი ძალა X=–-/XLXX, ამიტომ, 

ჰაიზენბერგის თანახმად, საჭიროა გამოვიდეთ ნიუტონის განტოლებიდან, რომელიც 

უნდა ჩავწეროთ მატრიცული სახით; კერძოდ, 

ძი, (0 
ძ/ 

მეორე მხრივ, რადგან არჩეულ წარმოდგენაში ჯ„ე (()1=Xთი 6X90 (10,ე #), ამიტომ, 

თანახმად (26,17) ფორმულისა, გვექნება 

1 ტოლის =-–-სთგი Xოი (/)- (62,2) 

=–Xოთი (#). (62,1) 

თუ გავიხსენებთ, რომ M ს? წარმოადგენს კლასიკურ სიხშირეს, მაშინ (62,1) 

ს 
და (62,2) განტოლების შედარება მოგვცემს 

ამანი = თში (62,3) 
მეორე მხრივ, შესაბამისობის პრინციპის ძალით, 

თია =(ი–-) ა; (62,4) 

ამიტომ (62,3) და (62,4)-ის შედარება გვაძლევს შერჩევის წესს: 

2L=7+1. (62,5) 

როდესაც ეს პირობა არაა შესრულებული, მაშინ (62,3)-დან გამომდინარეობს, 

რომ ჯუ„»ა=0. (62,5) შერჩევის პირობა გვიჩვენებს, რომ ოსცილატორის კოორდი- 

ნატის მხოლოდ ის მატრიცული ელემენტები განსხვავდება ნულისაგან, რომლებიც 

განლაგებულია დიაგონალის მეზობლად. რადგან 

მოა =?სთთიXთი! (62,6) 

ამიტომ ზუსტად ასეთივე შერჩევის წესი გვაქვს იმპულსისათვისაც. რათა ვიპოვოთ 

ეს მატრიცული ელემენტები, გამოვიყენოთ ჰაიზენბერგის დაკვანტვის (26,18) პი- 

რობა 

+ (62,7) (2X-–-XI)ი= ნთი' 

თუ გავიხსენებთ ნამრავლის მატრიცულ.ი ელემენტების ფორმულას, გვექნება 

ნ = , 

2, მიოხ:Xხი ?, XიII სეგ = მთი: (62,7 ) 

# ( 

_ 

1 ოსცილატორის ამოცანა მატრიცული სახით ამოხსსილი იყო ბორნის, ჰაიზენბერგისა და 

იორდანის მიერ 1925 წელს. ' 
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(62,5) პირობის ძალით მივიღებთ 

ჩ 
მიი+ შიჯსი 1 მია ბილი პიიიასმი+ სი პი,ი-სში-ს.=-- 

რადგან კოორდინატი ნამდვილი რიცხვია, ამიტომ Xი,,,„=Xი,ი+) = Xი.), ი. გარდა 
ამისა, 

(62,8) 

რი'ე+1= ?0ი,ი + Xისი+, 
და 

სი,ი+1“- +თ, 

ამიტომ 

რისი+1I= -+12?თ0Xიი+, ' (I. (62,9) 

ხოლო 

მე-სა= 25-10. 

(62,9)-ის მიხედვით (62,8) ასე გადაიწერება 

ბაიამ, =- ჩ., (62,10) 
2ს 

შემოვიღოთ აღნიშენა 

#ა=Xაგ+ი: (62,11) 

ამ აღნიშვნებში (62,10) მიიღებს სახეს 

4. - #. =-8., (62,12) 
2სთ 

ვინაიდან –- მუდმივია, (62,12) გვიჩვენებს, რომ 42 ერთობლიობა წარმო- 
სცია 

ადგენს არითმეტიკულ პროგრესიას, რომლის უკანასკნელი წევრისათვის გვექნება 

თ»ჩ 
  

  

#41 =4#:+ · (62,13) 
2ასთ 

ვინაიდან ჯე, ე=01, ამიტომ (62,12) მოგვცემს 

ტპ0=/,=- ჩ.. (62,14) 
2სით 

და, მაშასადამე, 

· _ნ0I+1) 

” 2სთ ' 

ამის შემდეგ კოორდინატის მატრიცული ელემენტისათვის შეიძლება დავწეროთ 

Xი+)სიე = Xი'ი.+1= Xი V »M+1, (62,15) 

M=4=1/- ია (62,16) 
(62,15) ასეც შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

სადაც 

  

Xო»==X0( I/ #0. სო+ I/ # + 1 მიკ.) (62,17) 

  

1 IV-ჯ ნელის ტოლია, რამდენადაც კვანტური რიცხვი „ უარყოფითი არ შეიძლება 

იყოს. 
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ამრიგად, ოსცილატორის კთთრდინატის მატრიცას ექნება სახე 

0 /1 0 0 0... 

M/1 0 /2 0 ი... 

X-XI ი #2 0 I 3 0...“ (2,18) 
ი 0 #3 0...... 

თუ გავითვალისწინებთ (62,9) ფორმულებს, ანალოგიურად მივიღებთ: 

2ა+0ა==%00 V »+1; მი'»+1=“-- 1 V/ შM+1 , (62,19) 

ჩM= V 43. (62,20) 

მიღებული მატრიცული ელემენტი უფრო სიმეტრიულად ასეც შეგვიძლია ჩავწე- 
რთთ: 

სადაც 

სგებქბქეააოაოა6ნ0ნ0ნ06ნ6ოაოაოეააოი 
ახლა გამოვთვალოთ ოსცილატორის ენერგია. ენერგეტულ წარმოდგენაში 

ოსცილატორის ენერგია იქნება 

M#აგ=ჰიი (62,22) 
სადაც , 

ს იე ხი? (62,23) წე =–= 2. 2 , , 

ამგვარად, 

1 ცი? , 
M#ი=#»აი=--( 7 '272იი+ –-(X” X)იი (62,23,) 

2ს, 2 

შერჩევის წესის გამო 

(%-ა= 2. რჩიხმსი “ მი'ი+! მი+ი+X ში'ი-) ში-I 

# 

ასევე . . 
(Xი„=Xისი+12 9ი+(0ი + Xისი-(Xგ-,,=Xი+I,. + Xი,ა-1 

თუ გავიხსენებთ (62,19), (62,20) და (62,16) ფორმულებს, ენერგიისათვის მივი–- 

ღებთ ჩვენთვის უკვე ცნობილ გამოსახულებას 

ეს # + +)' (62,24) 

ამ კერძო მაგალითიჯან ჩანს, რომ ორივე გზა–– შრედინგერისა და ჰაიზენბერგისა-– 

ერთსა და იმავე შედეგს იძლევა. 

რადგან ოსცილატორის ტალღური ფუნქციები ცნობილია, ჩვენ შეგვეძლო 

მატრიცული ელემენტები შემდეგი ფორმულებითაც გვეპოვნა: 
+თ += ა ქ 

Xოი = I სო ე Xსი(ი ი», ტჩ.ა= I ა» თ) 2 990, (62,25) 
(CX 

ამასთან ავტომატურად მივიღებთ, რომ ინტეგრალი ნულია, როდესაც 1#VI:C1- 
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სავარჯიშო მაგალითები 

1. ვიეპოვოთ კოორდინატის საშუალო მნიშენელობა წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის 
ნორმალურ (8=0) მდგომარეობაში. 

2. ვიპოვოთ კოორდინატის კვადრატის საშუალო მნიშვნელობა წრფივი ჰარმონიული ოსცი- 

ლატორის ნორმალურ მდგომა რეობაში 

პასუხი: ჯ-=(4X)?1 == M/2MC 

3. ვიპოვოთ #0, ”ბ. .. #?" წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის ნორმალური მდგომა- 

რეობისათვის. 

4. დაამტკიცეთ, რომ წრფივი ჰარმონიული თ”! ცილატორის ნორმალური მდგომარეობი- 

სათვის (:1X)“ (40ჯ )“= ჩ/ჭ. 
5. ვიპოეოთ ენერგიის საშუალო მნიშვნელობა წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის იმ 

თჯ? 
თ V/ -.-.-– 

მდგომარეობაში, რომელიც აღიწერება %ი 6=(<) /. 6 2 ფუნქციით, პასუხი შეადარეთ 

ნ»=1თ(ი-+/.) ფორმულას M=0-ისათვის და ახსენით მიღებული შედეგი, 

6. იპოვეთ წრფიეი ჰარმონიული ოსცილატორის ძირითადი მდგომარეობის ფუნქცია 

იმპელსურ წარმოდგენაში. 
ი? 

1 -/ჯ 

აეეგ--ოერს=:. 
M თი 

7. გამოვიყენოთ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის კორრდინატისა და იმპულსის მატ- 

რიცული ელემენტების ფორმულები და ეაჩეენოთ, რომ 

„აღაეუეაეღე„აღაღაეაეა,გტჩ 
ზ.ზ 1 (0X)2=X ი (M+!/», 

(402)ბ= 03 = ჩი (ი+/»- 
მითითება: განმარტებით 

+თ 

X= I VI (X) X8 Vი(X)04X= 2 Xით XII; 
–თ ” 

ასევე 
წუ = ლ> (მჯ)იი: (იიი 

მ. დაამტკიცეთ, რომ ერთგანზომილებიანი მოძრაობის შესაბამისი იმპულსის საშუალო 
მ:იშვნელობა გამოიხატება ფორმულით 

0==/ს I V#ძX, 

საღაც /( ნაწილაკის მასაა, ხოლო /#/-–დენის ვექტორი.



თავი IX 

მოძრაობა ცენრრალურ ველში 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობის ამოცანა ერთ-ერთი მნიშვნელო– 
ვანი ამოცანაა. ცენტრალური ველის პოტენციალური ენერგია ნაწილაკებს შორის 

გავლებული რადიუსვექტორის მხოლოდ სიდიდეზეა დამოკიდებული. ეს იმას ნიშ–- 

ნავს, რომ ცენტრიდან ერთსა და იმავე მანძილზე ყველა მიმართულებით ველს 

ერთი და იგივე მნიშენელობა აქვს. ამიტომაც ცენტრალური სიმეტრიის ველს ხში- 
რად სფერული სიმეტრიის ველსაც უწოდებენ. ცენტრალურ ველს ის დამახასიათე- 

ბელი თავისებურება აქვს, რომ ამ ველში სისტემა კიდევაც რომ იზოლირებული 

არ იყოს, ადგილი აქვს იმპულსის მომენტის შენახვის კანონს. ამიტომ მდგომარეო– 

ბეს დასახასიათებლად ერთ-ერთ სიდიდედ შეგვიძლია ავიღოთ მომენტის კვადრატი 

და მისი 2-პროექცია. 

აღსანიშნავია, რომ როგორც ატომის ისე ატომბირთვის ფიზიკაში ურთიერთ- 

ქმედების პოტენციალები მთლიანად თუ არა, ძირითადად მაინც ცენტრალურ ხა- 

სიათს ატარებენ. ამიტომაც ამ ველში მოძრაობას დეტალურად შევისწავლით. 

§ ცე, შრედინბერის რადიალური ფუნქციების განტოლება 

განვიხილოთ ორი ნაწილაკის მოძრაობა მასებით XI, და XI. ვთქვათ, ამ ნაწი- 
ლაკების ურთიერთქმედების ენერგია დამოკიდებულია ამ ნაწილაკებს შორის გავ- 

ლებული რადიუსვექტორის აბსოლუტურ სიდიდეზე „=|--რ, სადაც = და I 
პირველი და მეორე ნაწილაკის რადიუსვექტორებია, ათვლილი რაიმე უძრავი წერ– 

ტილიდან. როგორც ვიცით, ასეთი ამოცანის შესაბამისი შრედინგერის განტოლება 

შეგვიძლია დავიყვანოთ ორ განტოლებაზე, რომელთაგან ერთა აღწერს სიმძიმის 

ცენტრის თავისუფალ მოძრაობას, ხოლო მეორე––ამ ორი ნაწილაკის ურთიერთ- 
ფარდობით მოძრაობას ს, =- 21ბ(912/ (21ჯ -L- 21) დაყვანილი მასით. ჩვენი მიზანია ნაწი– 

ლაკთა ფარდობითი მოძრაობის შესწავლა, ამიტომ გამოვალთ შრედინგერის შემ- 

დეგი განტოლებიდან 1; 

ბად +>I(6-7თო)სრო=9, (63,1) 

სადაც # ლაპლასის ოპერატორია ფარდობით კოორდინატებში, # კი–ფარდობი- 
თი მოძრაობის სრული ენერგია. შესაბამის პჰამილტონიანს ექნება შემდეგი სახე: 

# 3 
#”=- ჩა, ჯა. (63,2) 

2ს 

  

1 თუ გვაინტერესებს სისტემის როგორც მთლიანის მოძრაობა, (63,1) განტოლების ამონახს– 

ნი უნდა გავამრავლოთ სიმძიმის ცენტრის თავისუფალი მოძრაობის შესაბამის ბრტყელ ტალღაზე. 
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რადგან ველი ცენტრალური სიმეტრიისაა, ამიტომ ხელსაყრელია სფერულ კოორ- 

დინატებზე გადასვლა. ამისათვის კი საკმარისია ლაპლასიანის გამოხატვა ამ კოორ- 

დინატებში. გვექნება 
” 

  

  

ნ1L.1 ძ მ ჩ? #”# - 6. 1 ძ/ა მს _ ტ #C), 63,3 
2ც ე" 46 >) 2,” 9ი9+7V) ოა 

სადაც 

1 მძ/ . აძ 1 იე? 
==  / 9900-- I+ –-. 63,4 

9“ ყინ იზ ის 8I0ი?70 მდ“ საა 

ჩვენთვის უკვე კარგად ცნობილი ლეჟანდრის ოპერატორია. გავიხსენოთ რომ ამ 

ოპერატორთან დაკავშირებულია მომენტის კვადრატის ოპერატორი Mჩ= ჩ”–იი, 
ამის მიხედვით ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობის ჰამილტონიანისათვის 

გვექნება შემდეგი გამოსახულება: 

    
” 

” '” 0/..ძ 1? „. #-- 35 3(27)++5უ+/Mრ. (3,5) 

ცენტრალურ ველში ადგილი აქვს მომენტის კვადრატისა და მისი 2-პროექ- 

ციის შენახვას, ინახება აგრეთვე ლუწობაც. გარდა ამისა, თუ ჯ„ანვიხილავთ სტა- 

ციონარულ შემთხვევას, შეინახება ენერგიაც. ცენტრალურ ველში ლუწობა განისა- 

ზღვრება მომენტის საშუალებით / = (--1)/, ამიტომ დამოუკიდებელი მოძრაობის 

ინტეგრალთა რიცხვი სამის ტოლი იქნება. ეს სიდიდეებია: ენერგია 72, მომენტის 

კვადრატის 11 და მომენტის „გ-პროექცია 1,, რადგან ამ სიდიდეების "შესაბამისი 

ოპერატორები ურთიერთკომუტატურებია 

IM, I) =LV, 1.) =L 1), 1,1 =0, (63,6) 
ამიტომ ამ სამ ოპერატორს ექნება საერთო საკუთარი ფუნქცია და იმ მდგომა- 

რეობაში, რომელიც ამ საკუთარი M(,0,დ<) ფუნქციით ხასიათდება, ერთდროულად 

და ზუსტად გაიზომება სამი სიდიდე: ენერგია, მომენტის კვადრატი და მომენტის 

#-პროექცია. 

მაშასადამე, ჩვენი მიზანია ვიბოვოთ ისეთი 5ად-,0,,) ტალღური ფუნქცია, 

რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება ს, ღა ). სამი ოპერატორისა, 

ე. ი. , 

” ხ= ჯა, 

Iს =1%,, (63,7) 
ჩ 

(0 = 1, ს. 

ეს იმას ნიშ5ავს, რომ ცენტრალურ ველში ჩვენ გვაინტერესებს ისეთი ამონახსნე– 
ბი, როცა ენერგიის გარდა განსაზღვრულია მომენტიც. 

იმპულსის მომენტის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშენელობების 

განხილვის დროს ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ (63,7) ორ ბოლო განტოლებას აქვს 

საერთო საკუთარი ფუნქცია. 

–“ 

სი0,0,დ)= 710)X I ი,(0,C), (63,8) 

ს:დაც XI»(ჩ,ჯ) სფერული ფუნქციაა, 710) კი–– რადიუსვექტორის სიდიდის ნების- 
მიერი ფუნქცია. აღნიზნული ორი ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობები განისა– 2 ით 

ზღვრებიან ფორმულებით: 
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=ხ70+I), · 
ს=#ჩ. (03, 

როგორც ვხედავთ, მომენტი განსაზღვრულია, როცა ვიცით |. მომენტის პროექ- 
ციის ცოდნა კი ეკვივალენტურია »,-ის განსაზღვრის. ამგვარად, შეგვიძლია და- 

ვასკვნათ, რომ ცენტრალურ ველში გასაზომ სიდიდეთა: სრულ კრებულს წარმო- 

ადგენს: #2, 1 და »?. 

ახლა ნებისმიერი #0) ფუნქცია ისე შევარჩიოთ, რომ დაკმაკოფილდეს 

(63,7)-ის პირველი განტოლებაც. ეს განტოლება (63,5) გამოხატულების გათვა- 

ლისწინებით ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

  _ხ?_ 0 / ამს I 292) _" ს. #7 )§=#ს 63,10 
ააასოსლ ) 2ც? ”. (23 )ი) 

ამ განტოლებაში შევიტანოთ (63,8) ფუნქცია და გავითვალისწინოთ, რომ 

ნთონემმეაპითსმ სფერულ ფუნქციაზე შეკვეცის შემდეგ მივიღებთ 

,3 2XI ' ჩ?I7+1) L- I-7/თ-–- IM 0ი. (63,11 
> >( 2 )+ ჩ? 3) თ 2ც;2 “ ა– ( ) 

ამ განტოლებას უწოდებენ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლებას. 
რადგან განტოლებაში შედის 1 კვანტური რიცხვი, ცხადია ამონახსნიც დამოკიდე– 

ბული იქნება ამ რიცხვზე, ამიტომ #1) ფუნქციას 1 ინდექსი მივუწერეთ. თუ 

(63,11), განტოლების ამონახსნს გავამრავლებთ სფერულ X,,(0,თ) ფუნქციაზე, მა– 

შინ მივიღებთ შრედინგერის (63,1) განტოლების ამონახსნს განსაზღვრული მო- 

მენტით. ეს ამონახსნი საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება (63,7) სამივე განტო- 

ლებისა. რადგან XV»(0,დ) სფერუ=ი ფუნქციის სახე ჩვენთვის ცნობილია, ამიტომ 
ცენტრალური სიმეტრიის ველში საკმარისია მხოლოდ ”შრედინგერის (63,11) რა–- 

დიალური ფუნქციების განტოლების ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ ამ განტოლების” 

ამონახსნი დამოკიდებული იქნება 1-ხე და დამოკიდებული არ იქნება # კვანტურ 
რიცხეზე, რამდენადაც (63,11) განტოლება #»L რიცხვს არ შეიცავს. ამიტომ ნების– 
მიერ ცენტრალური სიმეტრიის ველ ლში გვექნება 21-L1 ჯერადი გადაგვარება, ე. ი. 

ენერგიის ერთ მნიშენელობას შეესაბამება 2+1 ფუნქცია. ამ გადაგვარებას მოკ– 

ლედ „”ა“-გადაგვარებას ვუწოდებთ. /' 
გარკვეული აღნიშვნის შემოღებით შრედინგერის (63,11) რადიალური ფუნქ“ 

ციების განტოლებიდან შეგვიძლია ამოვაგდოთ პირველი რიგის წარმოებული. 

მართლაც, ვთქვათ 

შ,ყე= XI), (63,12) 
» 

მაშინ მივიღებთ შემდეგ განტოლებას: 

ძ"XIV)_ , 2 გ __ ჩ2?0+1) 
ი 1 15|8-7თ– 202 აეს თ- 0. (63,1 3) 

ეს განტოლება ისეთივეა, როგორიც შრედინგერის ერთგანზომილებიანი განტო- 
ლება, ოღონდ პოტენციალურ ენერგიას ემატება წევრი 

ჩ?(+1) _ _ IL” _ 

2)? “მც. ” 
14. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭქილაშეილი 209 
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რომელსაც, კლასიკური მექანიკის ანალოგიით, ცენტრგამმორ პოტენციალურ 

ენერგიას უწოდებენ. კერძო “შემთხვევაში, როცა 1=0, X70ი0ე)=0 და გვექნება 

ერთგანზომილებიანი შრედინგერის განტოლება 77 (0) პოტენციალური ენერგიისა- 

თვის. ოღონდ უნდა გვახსოვდეს, რომ ცენტრალურ ველში მოძრაობა შემოსაზღე- 

რულია ცალი მხრით 0</)-<C, წინააღმდეგ ნამდვილი ერთგანზომილებიანი მოძ- 

რაობისა, როცა დ» ცვლადი გავრცელებულია მთელს 2-ღერძზე-– ==7= + თია 

გარდა ამისა, თუ ერთგანზომილებიანი მოძრაობის დროს V(>) ფუნქციას ვთხოვ- 

დღით, რომ სათავემი სასრული ყოფილიყო, XVII) ფუნქცია სათავეში ნულის 

ტოლი ჯნდა იყოს, რათა 71|(0)=V7IC0)//, ფუნქცია -=0 წერტილში სასრული გა- 

მოვიდეს. 

რადგან ცენტრალურ ველში მომენტს აქვს გარკვეული მნიშვნელობა და იგი 
განისაზღვრება აზიმუტალური 1 კვანტური რიცხვით, ამიტომ მდგომარეობის და- 

ხასიათებაში მონაწილეობას იღებს 1-სიდიდე. შემოღებულია შემდეგი აღნიშენები: 

1=0-ს უწოდებენ §-მდგომარეობას, 1==1-ს კი ჯ»-მდგომარეობას და ა. შ. 

L=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... 

5, #0, ძ, /ჩ ყწ ა. (63,15) 

რადიალური ტალღური ფუნქციების ნორმირება. ჯერ განეიხიალოთ დისკრე- 

ტული სპექტრის შემთხვევა. როგორც ვიცით ამ შემთხვევამი ტალღური ფუნქ- 

ცია შეგვიძლია ვანორმიროთ ერთზე 

+თ 

I LC 9, დ) §C,, 0, დ); 7 29 = 1. (63,16) 

შევიტანოთ ამ გამოსახულებაში (63,8) ფუნქცია და გავითვალისწინოთ, რომ სფე- 

რული ფუნქციებე ნორმირებულია; მაშინ ჩვენ მივიღებთ ნორმირების პირობას 

რადიალური ტალღური ფუნქციისათვის 

| I#,0ა12?ძ» = 1. (63,17) 
0 

თუ ამ ინტეგრალში შევიტანთ (63,12) აღნიშვნას, მაშინ »,0) ფუნქციისათვის 

გვექნება ნორმირების შემდეგი პირობა: 

IIXICაI'0-= 1. (63,18) 

0 

ახლა განვიხი–ოთ ნორმირების პირობა უწყვეტი სპექტრის შემთხვევაში. უწყვე- 
ტი სპექტრის ფუნქცია გარდა 1 და 1; კვატური რიცხვებისა დამოკიდებული 
იქნება ენერგიის საკუთარ მნიშვნელობაზე, ამიტომ უწყვეტი სპექტრის რადიალუ- 
რი ტალღური ფუნქციები შეგვიძლია ვანორმიროთ დირაკის, დელტა ფუნქციაზე 

I 12. 001,5017?ძ;=8(9-–ჯს". (63,19) 
0 

სხვა სკალაზე ნორმირებულ ფუნქციებზე ადვილად გადავალთ § 52-ში განხი- 
ლული მეთოდით, 

როცა ვიცით ტალღური ფუენქცი:, ადვილად გამოვთვლით მდებარეობის 

ალბათობასაც. აშკარაა, რომ გამოსახულება 

210



|ს(C-, 0, C)| "20% = | 77,C:) |ი-?თ'IX ,„(0, დ)1?2ძ9 (63,20) 

გამოხატავს იმის ალბათობას, რომ ნაწილაკი მოხედება ძ: მოცულობაში. თუ ამ 

გამოსახულებიდან ავიღებთ ინტეგრალს კუთხეების მიხედვით და გავითვალისწი- 
ნებთ სფერული ფენქციების ნორმირების პირობას, მივიღებთ 

100-)07- = | 7?,0")| “რ, (63,21) 

რომელიც გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ ნაწილაკის რადიუსვექტორი მიმარ- 
თულებაზე დამოუკიდებლაღ მოხვდება (C-, #+-ძ,) შუალედში, ე. ი. იმ სფერულ 

შრეში, რომლის რადიუსი ძევს ჯ და »--ძ!) შორის. როცა გვაინტერესებს ნაწი- 

ლაკის მოხვედრის ალბათობა (#0 სსეულოვან კუთხეში დამოუკიდებლად L-ისა, 

საჭიროა (63,20) გავაინტეგრალოთ ჯ--ის მიხედვით. (63,17) ნორმირების პირობის 

გათვალისწინებით მივიღებთ 

1C(0, <)ძ§2=| X ,,(0.დ)| 719. (63,22) 

§ 64. რადიალური ტალღური ფუნქციების ასიმპტოტური 
ყოფაქცევა 

შევისწავლოთ რადიალური ტალღური ფუნქციების ყოფაქცევა დიდ და მცი- 
რე მანძილებზე. ტალღური ფუნქციების სახე და, მაშასადამე, მისი ასიმპტოტური 

ყოფაქცევაც, დამოკიდებული იქნება პოტენციალურ ენერგიაზე. როგორც წესი, 

კვანტურ მექანიკაში იხილავენ ისეთ პოტენციალებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

შემდეგ ორ. პირობას: 

1II0 #0) =0, (64,1) 
„თ 

11Mი 7-2I7706-)=0. (64,2) 
#–0 

პირველი პირობა გვიჩვენებს, რომ პოტენციალი უსასრულობაში ნულისაკენ მი–- 

ისწრაფვის, მეორე პირობის ძალით კი სათავეში იგი ნული ხდება უფრო ნელა, 

ვიდრე »“?. 

დავწეროთ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლება X,C) ფუნქ- 
ციისათვის 

თ“ V/,0) , 2 ჩ2IC-+1)1. 

და შევისწავლოთ ამ განტოლების ამონახსნის ყოფაქცევა დიდი #-ებისათვის. გან–- 

ვიხილოთ პოტენციალურ ენერგიათა კლასი, რომლებიც უსასრულობაში ნულისა- 

კენ მიისწრაფიან ჯ““X-სახით, სადაც 7=<2-ზე. მაშინ (64,3) განტოლებაში შეგვიძ- 

ლია უგულებელეყოთ, როგორც #0), ისე ცენრტრგანშორი პოტენციალური ენერ- 

გია, ამიტომ ზღვარში, როცა #->Cთ, (64,3) განტოლება მიიღებს სახეს 

ი'»7»0) , 20X 

ძ;? + ჩ? 

რომლის ამოხსნა დამოკიდებულია იმაზე, თუ როგორია სრული ენერგიის ნიშანი. 

ვთქვათ, სრული ენერგია დადებითია, მაშინ თუ გავიხსენებთ, რომ /3= 

=2ს#/ჩ?, (64,4) განტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება შემდეგი სახე: 

X0ე=0, +>თ (64,4) 

XVა=C 0“ LC", 0->C) (64,5) 
ი!1



სადაც «თ, და «კ ნებისმიერი მუდმივებია. ამ ამონახსნს შეგვიძლია მივცეთ ასეთი 
ფორმაც: 

XC) =45)ს(მყ+ 2) 0'->C2) (64,6) 

#4 და 6 მუდმივებია. რადიალურ ფუნქციას კი ასეთი გამოხატულება ექნება: 

#7ცე = 4-3)0071:9)., 0-–>თ) (64,7) 

> 

ამ ფუნქციით განსაზღვრული ალბათობა იმისა, რომ ნაწილაკი უსასრულობაში 
მოხვდება # და ++ იძ» მნიშვნელობებს შორის, პროპორციულია §1)ი?(X-- 2) სიდი- 

დის და, მაშასადამე, ნული არ არის. დადებითი ენერგიის დროს ნაწილაკი შეიძ- 

ლება უსასრულოდ დაცილდეს მიზიდვის ცენტრს. ამგვარად, 77>0 დროს მოძრაო- 

ბა ინფინიტულია. 

ვთქვათ ახლა სრული ენერგია უარყოფითია, მაშინ (64,4) განტოლებას ექნე- 
ბა სახე 

  

ი / 2 ·  ბძ=0, (64,8) 
ძე“ # 

სადაც 

გფ. 206 _ 21%. (64,9 
ნ? ნ: 

§=-IL ბმის ენერგიას უწოდებენ. 

(64,8) განტოლების ზოგადი ამონახსნი ასეთი იქნება 

X06)=00 “+ ჩMი“; (64,10) 

მეორე წევრი, როცა „->თ, უსასრულობის ტოლია. ამიტომ უნდა დავუშვათ, 

რომ 9 =0. ამგვარად, ასიმპტოტურ ამონახსნს დიდ მანძილებზე ექნება სახე 

ი“, 

7!'00=C 
· 
  (64,11) 

ჯ->C-თვის ალბათობა პროპორციულია #-?97-ის, რომელიც სწრაფად ისპობა 

უსასრულობაში. ამგვარად, როცა #<0, მოძრაობა ხდება სივრცის სათავის მახ- 

ლობელ, სასრულ არეში– მოძრაობა ფინიტურია. ასეთი შემთხვევა ხორციელდება 

ბმული მდგომარეობის დროს. ბმული მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას ამიტომ 
უნდა მოვთხოვოთ, რომ უსასრულობაში სწრაფად ისპობოდეს. ეს სასაზღვრო 
პირობა უზრუნველყოფს შრედინგერის განტოლების დისკრეტულ სპექტრს. 

ახლა განვხილოთ რადიალური ფუნქციის ყოფაქცევა მცირე მანძილზე. რო– 

ცა #->0, მაშინ (64,2) პირობის გამო (64,3) შმრედინგერის განტოლებაში 7X”> და 

XV) წევრები შეგვიძლია უგულებელვყოთ ცენტრგამშორ პოტენციალურ ენერგიას- 
თან შედარებით, ამიტომ მივიღებთ განტოლებას 

ძ"#IC,) II+1) . ,._ 

ყი „,; #,)00)=0. (64,12 

ამონახსნი ვეძებოთ V,(;) =/” სახით. განტოლებაში შეტანით გვექნება 

1(I–-–1)=V%1-+1), (64,13) 

რომლის ამოხს5ებია #=1+! და = –/ ამრიგად, მცირე #-ებისათვის ზოგად 

ამონახსნს ექნება სახე: 
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V#)V) = 4/!'.1+ 2. (64,14) 

მეორე წევრი არ აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას »=0-ში, ამიტომ უნდა 
ავიღოთ #=0; მაშასადამე, 

X1(;) = II "1, C->+0), (64,15) 

სადაც 4 მუდმივია. 7)0') ფუნქციას კი სათავეში ექნება შემდეგი ფორმა: 

MM) = 4-4 0->0) (64,16) 
რადიალური ფუნქცია, მაშასადამე სათავეში პროპორციულია 1M-ის, ხოლო 

V)0)–ე/+ I-სა. შევნიშნოთ, რომ 1 =0 უნდა შეესაბამებოდეს ნორმალურ მდგომა- 

რეობას, რადგან 1#0 დროს ენერგიას ემატება არსებითად დადებითი ცენტრგამ- 
შორი პოტენციალური ენერგია. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ »=0 წერტილში ნულისაგან განსხვავებული იქნე- 

ბა მხოლოდ 1=0 შესაბამისი ფუნქცია (ე. ი. §-მდგომარეობის ფუნქცია), რაც 
ჩანს რადიალური ფუნქციის (64,16) ასიმპტოტური სახიდან. 

ატომბირთვის ფიზიკაში ჩვენ საქმე გვაქეს ახლოს მოქმედების ძალებთან, 

რომლებიც სწრაფად ისპობიან გარკვეულ 7ე მანძილზე, რომელსაც ქმედების რა– 

დიუსს უწოდებენ. ამიტომ (64,1) პირობის ნაცვლად ხშირად იხილავენ ისეთ პო- 

ტენციალებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

11001“ 7 0-)=0, (64,17) 
„-თ 

ე. ი. პოტენციალური ენერგია უსასრულობაში ნული ხდება უფრო ჩქარა, ვიდრე 

1/,2, ამიტომ #>7ე<-=თ მანძილებზე შრედინგერის განტოლებაში შეგვიძლია გა- 

დავაგდოთ XC), ხოლო ცენტრგამ შორი პოტენციალური ენერგია შევინარჩუნოთ; 

გვექნება 
9+)(,- 2: ნჩ-I(1+1 -6X0 , 2 » 301) სეი. თ >”). (64,18) 
თე? ჩ? 2“ 

როცა #<0, მაშინ ეს განტოლება შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

9. 
ურმ + -სბ-10+)თ=0,. >”) (64,19 

# 

სადაც თ განისაზღვრება (64,9) ფორმულით. (64,19) ბესელის განხოგადოებული 

განტოლებაა პარამეტრებით: ი=0, ხ=-–-7(+1), ი=–-თ, #XL=2 (იხ. (54,11) 

განტოლება). ამონახსნი, რომელიც უსასრულობაში სწრაფად ისპობა, იქნება მაკ– 

დონალდის სფერული ფუნქცია! 
ჯე) =4 ს, (თ;) (64,20) 

როცა #>0, მაშინ რადიალური ფუნქციების განტოლებას დიდა 1-ებისა– 

თეის ექნება გამოსახულება 

„67 კ 08? 10+1)X=0, >») (64,21) 
(8 

სადაც #L= 2ML#/ჩ“. 

1 გ ქილაშეილი, „ორი და სამი ნაწილაკის კეანტური მექანიკა“. თსუ გამომცემლობა, 

1973 წ. გვ. 476, ' : 
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რადგან ამ შემთხვევაში ბესელის განტოლების პარამეტრებია 6=/:, #=2, 
ხ=–-V/(L-L1), ამიტომ ზოგადი ამონახსნი მიიღებს გამოხატულებას 

7,0: =0თ,12,0ძყე) +ს,)1,ძი); (1>1%) (64,22) 

სადაც 2,0) და (უე) ბესელისა და ნეიმანის სფერული ფუნქციებია, ხოლო ძ, 

და ხ, ნებისმიერი მუდმივები. რადგან დიდი არგუმენტებისათვის 

81% ( წს, +) 205 (თ– #) 

______ 
<2 მა" 

(64,23) 
  

1,(2) = 

ამიტომ, თუ ავიღებთ ი,= 00§ 6, და ხ;= §1) 9,, (64,22) ზოგადი ამონახსნი უსას- 
რულობაში მიიღებს ფორმას 

ბესაღას 

შლი კ 0-–>თ) (64,24) 
ა? 

რომელსაც დიდი გამოყენება აქვს გაფანტვის კვანტურ თეორიაში. (64,24) ასიმ- 
პტოტური ამონახსნი ბრტყელი ტალღის (54,25) ასიმპტოტური მნიშვნელობისაგან 

განსხვავდება 8, მუდმივი ფაზით. ფაზა გვიჩვენებს, თუ რამდენად განსხვავდება 

უსასრულობაში, ურთიერთქმედების შემთხვევაში ნაპოვნი ამონახსნი თავისუფალი 
ნაწილაკის ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური მნიშვნელობისაგან. 

§ 65. წყალბადისებური ატომის პრობლემა! 

განვიხილოთ მოძრაობა კულონის ველში. კულონის ველი ცენტრალური ვე- 
ლის ერთ.·ერთი მნიშვნელოვანი მაგალითია, ამ ველით ურთიერთქმედებენ წერტი- 

ლოვანი მუხტები. რადგან ატომი შედგება ელექტრონებისა და ატომგულისაგან, 

ამიტომ მათ შორის ურთიერთქმედება ხორციელდება კულონური ველით. ამის 

გამო მოძრაობა კულონურ ველში ატომის ფიზიკის ფუნდამენტური ამო- 

ცანაა. ამ პარაგრაფში განვიხილავთ მხოლოდ ორი საწინააღმდეგო ნინის მქონე 

ნაწილაკის ჯეანტურმექანიკურ ამოცანას უარყოფითი სრული ენერგიის შემთხვევა- 

ში. ე. ი. შევისწავლით ასეთი სისტემი მხოლოდ ბმულ მდგომარეობას. ასეთი 

ამოცანის ტიპიური მაგალითია წყალბადის ატომი, რომელიც როგორც ვიცით შე: 

დგება ერთი უარყოფითად დამუხტული ელექტრონისა დღა დადებითად დამუხ- 
ტული პროტონისაგან წყალბადის ამოცანის ტიპისა იქნება აგრეთვე ერთხელ 
იონიზებული ჰელიუმის ატომი, ორჯერ იონიზებული ლითიუმის ატომი და ა. შზ. 

წვალბადის ატომისაგან განსხვავებით ამ უკანასკნელ შემთხვევაში ატომგულის 
მუხტი ტოლი იქნება + 74-სი, სადაც #7 არის პროტონთა რიცხვი ატომგულში 

(ე. წ. რიგითი ნომერი). ასეთ ატომებს წყალბადისებურს უწოდებენ. ცხადია, +476 

მუხტის გულის ველში მოძრავი ელექტრონის კულონური ურთიერთქმედების ენერ- 
გიას, თუ ჩავთვლით, რომ ატომგული წერტილოვანია, ექნება შემდეგი სახე: 

XXC· 
7ოუ=--–--. (65,1) 

> 

რადგან ეს ველი ცენტრალური სიმეტრიისაა, ამიტომ ტალღური ფუნქციისათვის 

გვექნება 

  

1I. 5ლს+წძ1იყც;», #ხი, ძირ IIIX5, 79, 361, (1926), 

914 :



დიC,, 9, დ)= IIV0)XI,7(0, დ), (65,2) 

სადაც #7,0) არის ელექტრონისა და გულის ფარდობითი მოძრაობის რადიალური 
ტალღური ფუნქცია როგორც ვიცით, მის მოსაძებნად საჭიროა ამოვხსნათ გან– 

ტოლება - V 
1 2 2. წა ა( „მმაა%Iა 22 M0+ს _--- V – #,=0, (65,3 

0» M21 >” 2ს;5 | ' ) „? ძ» 

სადაც IL= »Iკ2!/( +) ატომის დაყვანილი მასაა; ამასთან #,, ატომგულის მა- 

სას წარმოადგენს », კი ელექტრონისას. წყალბადის ატომისათვის «1კ=7!ი პრო- 

ტონის მასა. როცა ატომის გული საკმარისად მძიმეა #MI„3>», მაშინ #=-»:; ასე 

რომ, ამ შემთხვევაში, საკმარისად დიდი სიზუსტით დაყვანილი მასა ელექტრონის 
მასის ტოლია, რაც იმის ეკვივალენტურია, რომ ატომგული უძრავად შეგვიძლია 

ჩავთვალოთ. 
ჩვენ გვაინტერესებს ელექტრონის ბმული მდგომარეობა, ამიტომ შევისწავ- 

ლოთ ის შემთხვევა, როცა #<0. ამ დროს, როგორც ვნახეთ, ტალღურ ფუნქ- 

ციას უნდა დავადოთ სასაზღვრო პირობა, რომ იგი უსასრულობაში საკმარისად 
სწრაფად მიისურაფოდეს ნულისაკენ, ე. ი. ჰქონდეს “9” სახე, სადაც 
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2. 
გარდა ამისა, ჩვენ წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, რომ რადიალური ფუნქცია სათა- 

ვეში პროპორციული უნდა იყოს 11-ისა. ასე რომ, განხილულ შემთხვევაში ბუნებ- 

რივია (65,3) განტოლების ამონახსნი. ეეძებოთ შემდეგი სახით: 

7,),025=27! #,006“%”, (65,5) 

სადაც #,თ ფუნქცია »=0 წერტილში უნდა იყოს მუდმივი, ხოლო უსასრულო- 

ბაში ისეთი, რომ /,(0-)ტ““ ექსპონენციალურად მიისწრაფოდეს ნულისაკენ. ეს „ი 

მაშინ შეიძლება, როცა /,C0) იქნება ბოლინომი. 

შევიტანოთ (65,5) შრედინგერის (65,3) განტოლებაში; /#,0) ფუნქციისა- 

თვის მივიღებთ 

  - (65,4) 

  

» “ის (21+2 – 2თ) “ი +(8--201--20) /,0)=0,,  (65,6) 
ვ " 

სადაც 

212061? , 
8= ნ? · (65,6 ) 

შემოვიღოთ ახალი უგანზომილებო ცვლადი C 

ჯ=2თ», (65,7) 
მაშინ გვექნება 

ფ 60 კ (212 კ) 2/00 ს. (+: 8 I/თ–ა. (5,8) 
ძ»ჯ? ძ. 2თ 

ამ განტოლებას გადა გვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტოლებას 

უწოდებენ. მისი ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი მწკრივის სახით: 

#ჩC2)= 2,6, (65,9 
V=0 

2Iწ



აჯამვას ვიწყებთ ნულიდან, რადგან /,(0), როგორც აღვნიშნეთ, მუდმივი უნდა 

იკოს. (65,9) მწკრივის შეტანით (65,8) განტოლებაში მივიღებთ 

3 VI- 14 21+ 2)ი,»1. MI | VLI+L1 – > ი.-V=0. (65,10) 
1=0 4+=0 რ 

პირველ წევრში აჯამვა ფაქტიურად V=1-დან იწყება, ამიტომ ამ მწკრივში შე- 

გვიძლია მოვახდინოთ შეცვლა V->V+1; შედეგად გვექნება 

2 IVI+121-+V+2)0,,,-–-(-+1+1--8/2თ)თ,)2?=0. (65,11) 
»=0 

ეს მწკრივი კი ნულის ტოლია მაშინ, როცა ჟჯ7-ის კოეფიციენტი ნულია. ეს პირო- 

ბა მოგვცემს რეკურენტულ ფორმულას თ, კოეფიციენტების განსასაზღვრავად 

V+I-+1-- 8/2თ 
(V++1)(21+V+2) 

ამ ფორმულის დახმარებით შეგვიძლია განვსაზღვროთ (65,9) მწკრივის ყველა 
კოეფიციენტი იე:-ის დახმარებით. მართლაც, გვექნება 

_ #+1--8/2თ) 

1 -(2(+2) 

L+2–8/2თ (L+2-–18/2თ)7+1-–-8/2ძ) ი:= ძ, = 
2(21+3) 2!(214+-2X21+3) 

და ა. შ. ასე რომ, (65,9) მწკრივს ექნება სახე 

თა+1“- ს“. (65,12) 

1 ძი, (65, 1 3) 

(65,14)   

0 

1+1--8/2თ თ, ა=თე)1+- + 94% # 
#რ) «I 1 +) LL 

0+1--8/2თ(+90--718/2თ)_ თ»? –. +| (65,14') 
(21--2)(21-L 3) 

მწკრივს, რომელიც განიმარტება ფორმულით 

თ(თ+1) თ” 

0(-+)1) 2! 
  წელ 2=1++ + – +...+ (65,15) 

უწოდებნ გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციას, იგი აკმაყოფილებს 

(65,8) განტოლებას, როცა 21+2=-6 და ,18/2თ–“I––1=–თძ. 

მაშასადამე, ჩვენს მიერ აგებული (65,14) მწკრივი ყოფილა /#,(2)= 

=#(-18/2-+1+1, 21+2, =) გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია. თუ 
გავიხსენებთ (65,7) აღნიშვნას, მაშინ საბოლოოდ გეექნება შემდეგი ამონახსნი: 

#,0) =XC –8/2+1+1, 21+2, 2თ;) (65,16) 

მაგრამ, როგორც ახლა ვაჩვენებთ, ასეთი მწკრივი არ აკმაყოფილებს სასაზღვრო 
პირობას ჯ= C-ში, მართლაც, დიდი V-ებისათვის (65,12) ფორმულიდან გვექნება 

ძა“ 1 -= 1. ასეთივე ყოფაქცევა აქვს უსასრულობაში ც1% ფუნქციას; ასე რომ, 
შაააა. ეძყა : 

  11თ 
»-დ 0. 

216



(65,16) ფუნქცია უსასრულობაში უსასრულობისაკენ მიისწრაფვის როგორც 24%; 
მაშასადამე, (65,5) ფუნქცია -+თ დროს განშლადი იქნება როგორც #49. რაც 

იმას ნიშნავს, რომ (65,16) მწკრივე პოლინომად გადასაქცევად უნდა ჩამოვჭრათ 

ზემოდან. 
თუ დავაკვირდებით (65,15) გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ მწკრივს, იგი 

პოლინომად მაშინ გადაიქცევა, როცა თ არის მთელი უარყოფითი რიცხვი. მართ– 

ლაც, მაგალითად, როცა C=--1, (65,15) მწკრივში დაგვრჩება მხოლოდ ჯ-ის 
პროპორციული წევრი, როცა 6=–-2, (65,15) მწკრივი კვადრატულ პოლინომზე 

დაიყვანება და ა. შ. 

მაშასადამე, ჩვენს შემთხვევაში (65,16) მწკრივი პოლინომზე დაიყვანება 
მაშინ, როცა 

“მ-ი, (65,17) 
2თ 

სადაც #, მთელი რიცხვია, რომელიც იღებს მნიშვნელობებს #,=0, 1, 2,...C. 

მ? განსაზღვრავს პოლინომის რიგს. (65,17) ასე გადავწეროთ: 

8 =#, (65,18) 
2C 

სადაც 
2=#M,-+L-+L1. (65,19) 

ჯ-ს მთავარი კვანტური რიცხვი ეწოდება, ხოლო #,-ს რადიალური. (65,6”) და 

(65,4) აღნიშვნების ძალით (65,18)-დან წყალბადისებური ატომის ენერგიისათვის 

გვექნება გამოხატულება 

  27'0ბქს #.=- · (65,20) 
” 2»"ჩ? 

მივიღეთ წყალბადისებური ატომის ბორის ცნობილი ფორმულა. როგორც ვხედავთ, 

ენერგიის სპექტრი დისკრეტულია. ატომში გვაქვს ერთმანეთისაგან გარკვეული 

წესით დაცილებული ენერგეტული დონეები. ენერგია განისახღვრება მხოლოდ და 

მხოლოდ მთავარი კვანტური რიცხვით, რომელიც ღებულობს მნიშვნელობებს 21= 

=1,2,...C. 

(65,20) ფორმულა ასე შეგვიძლია გადავწეროთ: 

  8,=--ე!შ-?, (65,21) 
7? 

სადაც ' 

6 »=L4. 65,22 
262 (0522 

განსახღვრული მუდმივია, იგი რიცხობრივად დაახლოებით 13,5 0#7-ის ტოლია და 

წყალბადის ატომის ძირითადი მდგომარეობის ენერგიას ემთხვევა. 

ცხადია, (65,17) პირობის ძალით, (65,16) მწკრივი გადაიქცევა », რიგის 

პოლინომად, ამიტომ #, განსაზღვრავს ტალღური ფუნქციის კვანძებს. ძირითად 

მდგომარეობაში #=1, ,,=0 ტალღურ ფუნქციას კვანძი არ გააჩნია. რადგან 
1>9, ამიტომ #>V,. რადგან #,=>>0 მივიღებთ, რომ #:>1. აშკარაა, რომ 1, = 
=7?-1 ამიტომ 1 იღებს მნიშვნელობებს 1=0,1, 2,...#--1. 

ამგვარად, (65,16) და (65,5) ფორმულების თანახმად, (65,17) პირობის გა- 

თვალისწინებით, რადიალური ფუნქციისათვის მივიღებთ 
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#8» 

?”? 

8 
ჩათ = 05 I” –ე=XC-+1-+L1,21+2, 2თ1), (65,23) 

სადაც C,, კოეფიციენტი განისაზღვრება ნორმირების შემდეგი პირობიდან: 

| I5,6)30-=1, (65,24) 
0 

რომელიც (65,23) ფუნქციის საათ მოგვცემს 

I(2)ი” ი %X ++ I 242, 2იბი-=1. (65,25) 
ზ 7# 

შემოვიღოთ ახალი ცვლადი ჯ=7#7;/7, მაშინ მივიღებთ 

C9, 8) წამო, “XIX - ს L+L+1, 21-L2, ე:)ძდ = 1. (65,26) 

ცნობილია, რომ ამ ინტეგრალს აქვს ამოხსნა: 

27I(21-L 1)111(11–-1-––1)1 
65,27 

C1-L1)I ( ) 
| 22+%-+X%- - „+1+1, 21+2, თ)ძთ = 
9 

მაშასადამე, ნორმერების თ ექნება შემდეგი სახე: 

0ა=-- +) ”/ ეს. _თ+9M! , (65,28) 
ლლ! თ-–-L-–-1)! 

ხოლო ნორმირებულ რადიალურ ტალღურ ფუნქციას ექნება გამოხატულება 

/ ე““უ–-, ას) 8 · 
მათა 5(ჩ/2% , 7 950 (%)%-იი(-V 4 1+1,2+2, -) (65,29) 

»” (21 +1)! +1)! | (ს––-1––I)! ” 

ამასთ:ნ, აშკარაა, რომ #/2ჯ სიდიდე დაკავშირებულია ბორის პირველი ორბიტის 

  

ძე =ჩ?/+60? რადიუსთან· მართლაც, 

  თ=2- _2 (65,30) 
2» 21C0 

სრული ტალღური ფუნქციის მისაღებად საჭიროა რადიალური წ:ჰC) ფუნქ- 

ციის სფერულ 1”,„(0,ჯ) ფუნქციაზე გადამრავლება. მაშასადამე, წყალბადისებური 

ატომის სრულ ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე 

დისთ(», 0, დ) = 12გ(C)X (ი+(0, დ). (65,31) 

ნორმალურ მდგომარეობაში (1=1) გვექნება «= X/ძე. ამგვარად, (65,29) 

მიიღებს სახეს 

შარ =2| 2 1 % +" (65,32) 
ძი 

1 გ.ა. ჭილაშვილი. „ორი და სამი ნაწილაკის კვანტური მექანიკა4, თსუ გამომცემ- 

ლობა. 1973 წ- გვ- 474. 
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დაბოლოს, რადგან X-ე(მ, დ) =(4»)“ "/, ამიტომ წყალბადისებური ატომის ნორმა- 

ლური მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია შემდეგი სახისა იქნება: 

მშ X1/ _2_ 
ტარ - ( 27 ) ? ბ შე. (65,33) 

ჯ თი 
  

წყალბადის ატომის ნორმალური მდგომარეობის ფუნქციას მიგიღებთ, თუ (65,33)- 

ში ავიღებთ 2:=1. 

ძირითად მდგომარეობაში მყოფი ელექტრონის ატომგულში მოხვედრის ალბა– 

თობის სიმკვრივე ტოლი იქნება 

ვ 

L9,ხი(0) '-( 2 ვ 0771 

სრულიად ანალოგიურად შეგვიძლია ვიპოვოთ 2=2 (პირველი აგზნებული 

მდგომარეობის ტალღური ფუნქციებიც. აშ მიზნით (65,29)-ში ავიღოთ »ჯ=2, 

1=0 და »=2, 1=1, გვექნება: 

  I (65,34) 

7 VI 7 _2. » თ= >(7- -) |ს–-2- 2 /, (65.35) 20' V# 2 2ძე 9 

1 /2 ს. -2- 
1?:1(7უ1= (>) ჯტ6 190 (65,36) 

თუ სფერული ფუნქციებისათვის გავითვალისწინებთ (33,22) და (33,231) ფორმუ- 

ლებს, შეგეიძლია თეთ 

  

  

  

2 
იიც(?) == 60“, 65,37 დ იიი(?') >> («> 1) I) –2 I. ი C ) 

§ 2 
ალით 0-5 ( 2) ჩ”, “ძი” ტ08ჩ, (65,38) 

X Vრი 

ხს _2 · 

სა:,+,0, 0, თ=+, == («) # »6 190 510) 0+I7 65,39) 
2 ძი 

შევნიშნოთ, რომ პოლინომი, რომელიც შედის რადიალური ფუნქციების გამოხა- 

ტულებაში, ცნობილია ლაგერის განზოგადოებული (ან მიკავშირებული) პოლინომის 

სახელწოდებით; კერძოდ, ლაგერის განზოგადოებული პოლინომი ასეა განმარტე- 
ბული: 

(I) 
ი)!(0ბ–– XI)! 

-(2)=(–-1)” X(CI-–-, I+1, თ). (65,40) 

ეს უკანასკნელი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირად: 

  

იი 

L8(2)= 01 (ე აფი). 65,41 
რომ ' =- თ" «იო ( ) 

ცხადია, ო 

29) - _ I#+ხ!) _ _ 13» XLIII = 1,2+2–“ ,) (65,42 '( (21+1)!ფ–1=1!_ »( M+ 1I+ + » (65,42) 
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საიდანაც შეგვიძლია განვსახღლვროთ ჯ ფუნქცია და შევიტანოთ (65,29)-ში; გვექ- 
ნება 

#/: V ((–ს--))! (”)" -> ი I. Iცე)=-– _V-+C--I1" _ წ2-/), 65,43) 
#7) / (2 ი) ) 2”I(, +ე)!)? 2 (> I ( 

აღენიშნოთ, რომ ეს ფუნქციაც ნორმირებულია (65,24) პირობით. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ წყალბადისებურ ატომში ტალღური ფუნქცია დამოკი- 

დებულია სამ კვანტურ რიცხვზე #”, ს „. მთავარი კვანტური რიცხვი #X= 
=),2,3..2 განსაზღვრავს ენერგიას, აზიმუტალური კვანტური რიცხვი 1= 

=0,1,2....#--1, განსაზღვრაეს მომენტს |11=ჩI/ 10 + 1), მაგნიტური კვანტური 
რიცხვი ))=–7,--(1--1),...–-1,0,1.../--1, 1 განსაზღვრავს მომენტის პროექციას 

§«-ღერძხე. ამგვარად, წყალბადისებური ატომის გასაზო4 სიდიდეთა სრული კრე- 
ბული მოიცემა შემდეგი ფორმულებით: 

ს. --2%, ი=ჩ90+1). 1,= ML. (65,44) +:   

ტალღური ფუნქცია დამოკიდებულია Lამ კვანტურ «იცხევზე, ენერგია კი–- 

მხოლოდ ერთ კვანტურ #» რიცხვზე, აქედან გამომდინარეობს, რომ ადგილი აქვს 
გადაგვარებას. გადაგვარების ჯერადობა იქნება 

ი-1 +! 

1 2, (0)= 'VI0I+ I) = თ). (65,45) 
ლლ ი”, რ 

ამგვარად, გადაგვარების ჯერადობა ჯ?-ის ტოლია (თუ გავითვალისწინებთ სპინის 
ორ ორიენტაციასაც, სულ გადაგვარების ჯერადობა 2ჯ/"“-ის ტოლი იქნება). 

მომენტის ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობების განხილვის დროს დავი- 
ნახეთ, რომ მაგნიტური ველის გასწერივ მომენტს აქვს (21+1) პროექცია, ამიტომ 

თუ წყალბადისებურ ატომს მაგნიტურ ველში შევიტანთ, ადგილი ექნება მომენტის 
ორიენტაციის გად:გვ-რების მოხსნას, რადგან, როგორც ამას შემდგომში ვნახავთ, 

ენერგია: გარდა #-ისა დამოკიდებულე იქნება აგრეთვე 1I-ზედაც. რაც შეეხება 

„1-გადაგვარებას# (ის, რომ ენერგია L-ზე არაა დამოკიდებული), მას ადგილი აქვს 

მხოლოდ წყალბადისებერ ატომებში. დაწყებული ჰელიუმიდან, ყველა ატომში 
ენერგია 1-ზედაც არის დამოკიდებული, ამიტომ „1-– გადაგვარებას“ ხშირად „შე- 

მთხვევით“ გადაგვარებიასაც უწოდებენ. იგი გამოწვეულია წმინდა კულონური 

I („) =თ/» ველის თავისებურებით). 

შევნიშნოთ, რომ, თუ გავითვალისწინებთ ფარდობითობის თეორიის მოთ- 

ხოვნე?ს, მაშინ, როგორც შემდეგმი დავინახავთ, წყალბადისებურ ატომშიაც კი 

ენერგია 1-ზედაც იქნება დამოკიდებული. 

სიდიდე 

1CიI=0.0,9XIX = 1 77გ|0-)|5-?ძ1'| 1, (0,ჯ)I(I6პ (65,46) 

გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ წყალბადისებურ ატომში ელექტრონი გული- 
დან # მანძილზე მოხვდება #27» ძ0 მოცულობაში. თუ გვაინტერესებს ალბათობა 
იმისა, რომ ელე1ტრონი მოხვდება # რადიუსიან სფეროზე მიმართულებისაგან და–- 

1 ეს საკითხი შესწავლილი იყო ფოკის მიერ, 8. #. 90M, 10იხიმა» #LL CCCVL, 1955, 

X# 9, გვ. 169. 
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მოუკიდებლად, საჭიროა (65,45)-ის ინტეგრაცია კუთხეებით (იხ. წინა პარაგრაფი) 
აღვნიშნოთ ეს ალბათობა ჯ0აჯცე-ით; გვექნება 

?0ი!0') = |IXII%“, (65,47) 

ხოლო თუ გვაინტერესებს ალბათობა იმისა, რომ ელექტრონი მოხვდება სხეულო- 
ვან კუთხემი მანძილისაგან დამოუკიდებლად, საჭიროა (65,45)-ის ინტეგრაცია 

ჯ-ით (0, თ) შუალედში. თუ ამ ალბათობას აღვნიშნავთ #0,,(0,დ)7(--თი და გა- 

ვითვალისწინებთ (65,24) მივიღებთ 

?C,თ(0,დ)09 = IX /„(0, დ)|?ი5). (65,48) 

რადგან სრულ კრებულს ქმნის #, 1 და » (ე. ი. #, 1 და #I), ამიტომ 

მდგომარეობის დასახასიათებლად შემოაქვთ შემდეგი აღნიშვნა: წინ იწერება მთა- 

ვარი კვანტური რიცხვი », მარჯვნივ კი უწერენ 1-ის შესაბამის (63,15) ასოათ 

აღნიშვნას. ასე, მაგალითად (65,37) ტალღური ფუნქცია შეესაბამება ელექტრონის 

23 მდგომარეობას, ე. ი. #=2, 1=0,. მეორე და მესამე ფუნქციები კი 2» მდგო– 

მარეობას, ე. ი. ჯ=2, 1=1. ძირითად მდგომარეობას შეესაბამება 1§ აღნიშვნა 

და ა. შ. 

ადვილად დავინახავთ, რომ კოორდინატთა სათავემი ნულისაგან მხოლოდ 

§(1=:0) მდგომარეობის შესაბამისი ფუნქცია განსხვავდება; ყველა დანარჩენი ფუნე– 

ცია სათავეში ნულის ტოლია. 

ამგვარად, შრედინგერის თეორიაში ელე:ტრონის ორბიტებს ატომში აზრი 

არა აქვს, ელექტრონს გარკვეული ალბათობით ყეელგან შეუძლია მოხედეს გულის 

ირგვლივ. მაგრამ, მეორე მხრიე, ბორის თეორიით გამოთვლილი ენერგია, რომელ– 

საც საფუძვლად უდევს ის ფაქტი, რომ ელექტრონები ორბიტებზე მოძრაობენ, 

იგიეე ფორმულით მოიცემა, რაც მივიღეთ შრედინგერის თეორიაში. ამის მიზეზი, 

როგორც ჩვენ ამას ქვემოთ დავინახავთ, არის ის, რომ ფრედინგერის თეორიით 

გამოთვლილ ალბათობათა მაქსიმუმი ზუსტად ემთხვევა სივრცის იმ ადგილს, სა- 

დაც ბორის თეორიის თანახმად წრიული ორბიტები უნდა იმყოფებოდეს. მართ– 

ლაც, ბორის თეორიაში წრიულ ოობიტებს შეესაბამებოდა X-=0 და #=7. ჩვენ 

შემთხვევაში 1=7–1 და (65,29) ფორმულა მოგვცემს 

7ი,)-ეჩ 16 “9”. (65,49) 

0, ჯ+თV)) შუალედში მოხვედრის ალბათობა პროპორციული იქნება შემდეგი გა> 

მოსახულებისა: 
ჯ 28 ცმთ,, (65,50) 

ამ ალბათობის მაქსიმუმის შესაბამისი რადიუსი მოინახება პირობიდან 

-რ ცმიციბბი =0, (65,51) 
თ” 

საიდანაც მივიღებთ, რომ 

ჯ” #”ჩ' 
მჯჯ == თ 7-ს (65,52) 

რაც, მართლაც ემთხვევა ბორის წრიული ორბიტების რადიუსს. 
ღაბოლოს შევნიშნოთ, რომ, რადგან ენერგიის (65,20) ფორმულა ზუსტად 

ისეთია, როგორიც გვქონდა ბორის თეორიაში, ამიტომ გამოსხივების სიხშირისა- 
თვის ისეთივე ფორმულა გვექნება, როგორც ბორის თეორიაში. ეს ასეც უნდა 
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ყოფილიყო, რადგან ბალმერის განზოგადებული ფორმულა კარგად აღწერს ექს- 
პერიმენტალურ მონაცემებს 1. 

მეზოატომებ-. დამტკიცებულ იქნა, რომ გარდა ჩვეულებრივი ატომებისა, 

არსებობს ე. წ. მეზოატომები. უარყოფითი მეზონი, შეიჭრება რა გულის ველში, 

პერდაპირ კი არ შთაინთქმება გულის მიერ, არამედ წინასწარ ჯდება გარკვეულ 

ოუბიტზე. გარკვეული დროის შემდეგ კი ან იშლება, ანდა შთაინთქმება გულის 

მიერ. აშკარაა, მეზოატომი მეზონების არასტაბილურობის გამო ძალიან მცირე 

ხანს „ცოცხლობს“, მიუხედავად ამისა, მისი თვისებების შესწავლამ მთელი რიგი 

ახალი მონაცემები “შესძინა როგორც ატომის, ისე ატომგულის ფიზიკას. 

გასაგებია, რომ მეზონის ეხერგია და ტალღური ფუნქცია მეზოატომებში 

სავსებით ისეთივე ფორმულებით გამოიხატება როგორითაე) წყალბადისებური 

ატომების ენერგია და ტალღური ფუნქციები. განსხვავება იქნება იმაში, რომ 

ყველგან ელექტრონის მასის ნაცვლად ფორმულებში შევა მეზონის მასა. რადგან 
მეზონის მასა გაცილებით მეტია ელექტრონის მასაზე (მაგალითად, მასა ე. წ- # 
მეზონისა ტოლია 213 ჯე), ამიტომ მეზოატომი გაცილებით მცირე სიდიდისაა, 

ვიდრე ჩვეულებრივი ატომები, 

სავარჯიშო მაგალითები 

1- აჩკენეთ, რომ წყალბადის ატომისა>ვის ნორმალურ მდგომარეობაში 

„ =-ე-შ, ! 
2 

=ჰ0ბ. 

2. აჩვენეთ, რომ წყალბადის ატომისათვის ნორმაღურ მდგომარეობაში 

მითითება: გავიხსენოთ, რომ 

» (ბ / ს MI ძ . 4) 
თ--ი > ++). ”=- ი «L 4 

შუ. გამოიყენეთ წინა ორი მაგალითის შედეგი ღა აჩვენეთ, რომ 

(მებ (ქიი1=25%> #, თ=I) 

4. წყ.ალბაღისებური ატომი, რომელიც ნორმალურ მდგომარეობაში იმყოფება, მოძრაობს 

სივ< ცეში, როგორ დაიწერება მისა როგორც მთლიანის მოძრაობის ტალღური ფუნქცია? 

5. მეზონ-წჯალბად–ს ატომი ი=2 მდგომარეობიდან გადადის ძირითად მდგომარეობაში. 

როგორა იკნება გამოსხივებული კვანტის სიხშირე, თუ მეზონის მასა არის 213 „I. მიღებული 

ს-ხშირე შე:ღარეთ სათანადო ატომურ სიხშირეს. 

  

1 კერძოდ, ერთი ენერგეტული დონიდ.5 მეორეზე გადასვლის დროს გამოსხივებული სი- 

ნალის სი;შირე განისაზღვრება ფორმულით თიი=(წთ–-ჩნი!/ხ. თუ ამ ფორმულაში შევიტანთ 

ეზერგიის მ05იშვნელობას (65,20) ფორმელიდან, მარტივად მივიღებთ ბალმერის განზოგადოებულ 

ფორბელ-ს 

/ I 
სთ»ა=2 7 “> – 4). 

„? ” 

  

– _ _ი _ 

სადაც იო -> 2: ტალღათა რიცხვია 1 სმ მანძილზე, ჩ-ა –-რიდბერგის მუღმ-ვი. 
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6. ვიპოვოთ წყალბადის ატომის ნორმალური მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია იმპულ- 
სურ წარმოდგენაში. 

ამოხსნა: თანახმად (20,2) ფორმულისა, ტალღური დუნქცია იმპულსურ წარმოდგენაში 

მოიცემა ფორმულით 

–-/, – –_ 0976. 05 

ი(ი)=(0»1)  ” (რთა. ” I I. /თ, ა აა0ძრძი. 

ინტეგრალების ამოხსნის შემდეგ მივიღებთ 

ე 
(2ძა) /3 

ი“. აზე? შ/, 
გ ()+(%) I ” 

გ. 

7. ეიპოეოთ წეალბადის ატომის ძირითადი მდგომარეობის ენერგია განუზღვრელობის თა- 

ნაღარდობის გამოყესებით. 

0(ი)= 

§ იი. წყალბადისებური ატომების მაბნიტური“მომენბი 

წყალბადისებურ ატომში ადგილი აქვს ელექტრონის მოძრაობას, ამიტომ 

ატომში გვექნება ელექტრული დენი. ელექტრულ დენთან კი ყოველთვის დაკავ- 
შირებულია მაგნიტური ველი. ამიტომ ატომს უნდა გააჩნდეს ორბიტალურ მოძ- 

რაობასთან დაკავშირებული მაგნიტური მომენტი. ვიპოვოთ, როგორია წყალბადი- 

სებური ატომის მაგნიტური მომენტის ოპერატორე და მისი საკუთარი მნიშვნე- 

ლობანი. 

ქთქვათ, წყალბადისებური ატომი მოთავსებულია გარეშე ერთგვაროვან მაგ- 

ნიტურ ველში, თუ ატომს გააჩნია მაგნიტუ“ი მომენტი, მაშინ ველში შეტანისას 

წყალბადისებური ატომის ენერგიას უნდა დაემატოს ენერგია, რომელიც დაკავში- 
რებული იქნება ატომის მაგნიტურ მომენტთან. თანახმად (36,19) ფორმულისა, 

ერთგვაროვან მაგნიტურ ველში მოთავსებული წყალბადისებური ატომის ჰამილ– 

ტონიანს ექნება «ემდეგი სახე: #> აა 3 2C 

;: 

8= –- 2? ა+70) + + CM, (66,1) 
2. ს0 

სადაც ვიგულისხმებთ, რომ ელექტრონის მუხტი უარყოფითია. როგორც 

ცნობილია, როცა 8 რაიმე მუდმივი ვექტორია, მაშინ XI0§(8,I)==28, ამიტომ 

ერთგვაროვანი მაგნიტური ველისათვის ი” =X0წM გამოსახულებას ექნება შემდეგი 

ამონახსნი: 

1. – 
#ჩ=– (C/7 XII. (66,2) 

ამის მიხედვით (66,1) ჰამილტონიანის ბოლო წევრისათვის გვექნება 

ჩ – "M 

-–- (ტი) = –“-(L0V XLIV). (66,3) 
II 2ს6 

შერეული ნამრავლის თვისებით შეგვიძლია დავწეროთ 

(27% 6 ატ 
–- (#)ნ)= -–- --- (ი# I). (66,4) 
6 2M6 

სადაც I ორბიტალური მომენტის ოპერატორია, 
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ჩვენ ვიცით, რომ თუ ნაწილაკს გააჩნია მაგნიტური მომენტი, მაშინ მისი 

მაგნიტურ ველში შეტანისას ენერგია ღებულობს ნაზარდს––(M წ ), სადაც > მაგ– 

ნიტური ველის დაძაბულობაა. ამიტომ (66,4) ტოლობიდან შეგვიძლია დავასკვნათ, 
რომ წყალბადისებური ატომის მაგნიტური მომენტის ოპერატორს აქვს სახე 

” 6 # 

-_”. (66,5) 
2.0 

აქედან ჩანს რომ ატომის მაგნიტური მომენტის საკუთარი მნიშვნელობის 
მოსაძებნად საკმარისია ვიცოდეთ მექანიკური მომენტის საკუთარი მნიშვნელობები. 

ამასთან ცენტრალური სიმეტრიის ველზი, ისევე როგორც ?1,-თვის, მაგნიტური 

მომენტის ; პროექციასაც გარკვეული მნიშვნელობა ექნება. სახელდობრ, რადგან 

1:=7/ჩ, ამიტომ 

  

აებ_––-–---ა-დ---·-->_” (66,6) 
2ILC 

სიდიდეს 

Mე=- მჩ =9,0)0-%068II (66,6– 
2IMC 

ბორის (ანდა ატომურ) მაგნეტონს უწოდებენ. ამგვარად, გვექნება 

#MIლ-–--# 21 ც. (66,7) 

მიღებული ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ატომში ადგილი აქვს მაგნიტური მომენ- 

ტის §-მდგენელის დაკვანტვას, როცა აზიმუტალური კვანტური რიცხვი 1=0 (ე. ი. 

მომენტი ტოლია ნულის), მაშინ )-იც აგრეთვე ნულის ტოლია და, მაშასადამე, 
21# =0, ე. ი. § მდგომარეობაში ატომებს ორბიტალურ მოძრაობასთან დაკავშირე- 

ბული მაგნიტური მომენტი არ გააჩნია. 

შევნიზნოთ, «ომ იგივე დამოკიდებულებანი უფრო მარტივადაც შეგვეძლო 
მიგვეღო კვანტური მექანიკის ძირითად პიპოთეზაზე დაყრდნობით. მართლაც, კლა- 

სიკურ მექანიკაში ელექტრონის მოძრაობის რაოდენობის მომენტი მაგნიტურ მო- 

მენტთან დაკავშირებულია შემდეგი ფორმულით 

M!=–-“-I, (->0). (66,8) 
2Iი 

კვანტურ მექანიკაში, ძირითადი ჰიპოთეზის თანახმად, იგივე ტოლობას ექნება 

ადგილი, მხოლოდ MI! და 1-ის ქვეშ უნდა ვიგულისხმოთ სათანადო ოპერატორე- 

ბი. სახელდობრ, #” მდგენელისათვის მივიღებთ (66,5) ფორმულას. 
ამგვარად, როგორც კლასიკურში, ისე კვანტურ მექანიკაში მაგნიტური და 

მექანიკური მომენტების ფარდობა ტოლია შემდეგი სიდიდის: 

6 
წ, = + , (66, 9) 

2IL6 
  

რომელსაც გირომაგნიტურ ფარდობას უწოდებენ. აშკარაა, რომ 

ჰ/ვ=ფჩ, (66,10) 

ხოლო მომენტის სიდიდე, რადგან |I1|= ჩI/ 1(1+1) განისახღვრება შემდეგი 
ფორმულით; 
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1I=ყნ/ II+1) =7LეIMC 10+1)- (66,11) 

ამ ფორმულებიდან ჩანს, რომ მაგნიტური მომენტიც კვანტურ ვექტორს 

წარმოადგენს. 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ იგივე ფორმულებს მივიღებდით, თუ ალბათობის 

დენის ვექტორის დახმარებით გამოვთვლიდით ორბიტალურ მოძრაობასთან დაკავ- 

შირებულ ელექტრულ დენს და შემდეგ გამოვთვლიდით ამ დენის შესაბამის მაგნი- 

ტურ მომენტს !. 

§ 67. სავალენტო ელექტრონის მოდელი 

როგორც დავინახეთ, ენერგია წყალბადისებურ ატომში დამოკიდებული 
აღმოჩნდა მხოლოდ მთავარ კვანტურ რიცხვზე. ეს დამოკიდებულება დამახასიათე– 
ბელი არ არის ცენტრალური სიმეტრიის ველისათვის. შემთხვევითი გადაგვარება 

(ე. ი. „! გადაგვარება) დამახასიათებელია მხოლოდ სუფთა კულონური ველისა– 

თვის –– 22. ჩვენ ქვემოთ ვაჩვენებთ, რომ უფრო რთულ ატომებში, ვიდრე 
» 

წყალბადისებური ატომია, შემთხვევითი გადაგვარება არ არსებობს და ენერგია 

დამოკიდებულია აზიმუტალურ კვანტურ რიცხვზედაც, ე. ი. ატომის ენერგია, მო- 

ცემული მთავარი კვანტური რიცხვის დროს, მოძრაობის რაოდენობის მომენტის 

სიდიდეზედაც არის დამოკიდებული. რთული ატომების ამოცანის განხილვა საზო- 

გადოდ ძალიან ძნელია, რადგან ჩვენ აქ საქმე გვაქვს მრავალი სხეულის პრობლე- 

მასთან, რომელიც მოითხოვს მთელი რიგი ახალი მიახლოებითი მეთოდების შემო- 

ღებას. ამ მეთოდებს ჩვენ შემდგომში განვიხილავთ, როცა შევეხებით ნაწილაკთა 

სისტემის კვანტურ მექანიკას, ახლა კი შევისწავლით რთული ატომების ერთ 

ჯგუფს, რომელთა განხილვაც შეგვიძლია დავუკავშიროთ წყალბადისებური ატო- 

მების პრობლემას. ეს ატომებია ტუტე მეტალთა ატომები: LX, #თ, # და ა. შ. 

ამ ატომების სპექტრი გარკვეული დამახასიათებელი შესწორებით წყალბადისებუ- 

რი ატომების სპექტრის მსგავსია. ეს ატომები იმით ხასიათდება, რომ ინერტული 

გაზების ჩაკეტილი გარსის შემდეგ აქვთ ერთი ელექტრონი, ბმის ენერგია ინერ- 

ტული გაზების ატომების ელექტრონებისა გაცილებით მეტია, ვიდრე ტუტე მე- 

ტალების ატომების უკანასკნელი ელექტრონებისა. ასე, მაგალითად, პელიუმის 

ატომის ბმის ენერგია +24,4560V-ის ტოლია, მაშინ როცა 7#ჯ-ისათვის ბმის ენერ- 

გია+5,37 67. ასევე ნეონის ბმის ენერგია+21,5 6/-ის ტოლია, მისი მომდევნო 

ნატრიუმისათვის კი +5,12იX7. ასეთივე მდგომარეობა გვაქვს სხვა ატომებისათვი- 

საც. ამიტომ ოპტიკურ პროცესებში ძირითად როლს ასრულებს მხოლოდ ერთი 
ზედმეტი ელექტრონი, რომელიც ტუტე მიწათა მეტალებს აქვს ინერტული გახის 
ატომების ჩაკეტილი გარსის შემდეგ. თვით ჩაკეტილი გარსის ელექტრონები ქი- 

მიურ რეაქციაში მონაწილეობას არ იღებენ. #2, Vი, # ატომების ქიმიურ თვი– 

სებებს--–მათ ვალენტოვნებას განსაზღვრავს სწორედ ეს ერთი ზედმეტი ელექტრო- 

ნი. სჰექტრალური გადასვლებიც გამოწვეულია ამ უკანასკნელი ელექტრონით, და, 

რადგან ჩაკეტილი გარსი გადასვლებში მონაწილეობას არ იღებს, ამიტომ სპექტრი 
ჰგავს წყალბადისებური ატომების სპექტრს. 

  

1 იხ ჩ.0XIIMIC8 I. M. 0-ც08L M80IIC080M M6XგMIILV, M06CM8მ, 19063, CL6. 207. 
ასევე I ტLI1 IX. MიLსL6, #6Mმრის, 1926, CIი6. 876. 

15. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშეილი 228



ამგვარად, ტუტე მეტალების ატომების როგორც ოპტიკურ, ისე ქიმიურ 
თვისებებს განსაზღვრავს ერთი სუსტად ბმული ელექტრონი; ამ ელექტრონს სა- 

ვალენტო, ანდა ოპტიკურ ელექტრონს უწოდებენ. 
ყველა ზემოაღნიშვნის ძალით თეორიულ გამოთვლებში ტუტე მეტალთა 

ატომებისათვის შეგვიძლია შემოვიღოთ შემდეგი მოდელი, რომელსაც სავალენტო 

ანდა ოპტიკური ელექტრონის მოდელს უწოდებენ. რადგან ინერტული გაზების 

ატომების ჩაკეტილი გარსები საკმარისად 
მდგრადებია, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია სავალენტო 

ელექტრონი განვიხილოთ როგორც გულისა დ: 

ამ ჩაკეტილი გარსის ელექტრონების გასაშუა- 

ლებულ ველში მოძრავი ნაწილაკი. ამ მოდელ- 

ში „ახალი ატომის გულს“ წარმოადგენს ტუტე 

მეტალთა ატომის გულს მიმატებული ინერტუ- 
ლი გაზის ელექტრონული გარსი. ნახაზზე მო–- 

ნახ, 13. ცემულია სქემატური სურათი /#:2 ატომისა. 
აქ „ახალ გულს“ წარმოადგენს ჰპ- „ახალი ატომგული“ დამშტრისულია. რის ტო- 
ლიუმის ჩაკეტილ გარსს პლეს ლი- ლი იქნება „ახალი გულის“ მუხტი?. თუ კ„ძვე- 

თიუმის ატომგელი ლი ატომგულის“ მუხტი იყო #«V, მაშინ „ახალ 

გულს“ ექნება 22-(27-1)=6 მუხტი და, მაშასადამე, ამ მოდელის თანახმად, 

ტუტე მეტალთა ატომების პრობლემა დაიყვანება წყალბადისებური ატომის პრობ- 

ლემაზე. ოღონდ ამ შემთხვევაში ჩვენ საქმე გვაქვს ერთ მნიშვნელოვან განსხვა- 

ვებასთან. წყალბადის ატომის გული შეგვეძლო გაგვეხილა როგორც წერტილოვანი, 
აქ კი „ახალი ატომის გული“. ზომით ატომის რიგისაა–10“-ს სმ და ამიტომ მისი 

განხილვა როგორც წერტილოვანისა, აღარ შეიძლება. გარდა ამისა, ნამდვილი 
ატომის გულისაგან განსხვავებით, „ახალი ატომის გული“ ნაკლებად მკერივია. 

სავალენტო ელექტრონი საკმარისად დიდ გავლენას ახდენს ამ „ახალ გულზე“ და 

იწვევს მის დეფორმაციას. როცა მანძილი ატომის ცენტრიდან სავალენტო ელექტ- 

რონამდის ძალიან დიდია „ახალი ატომგულის“ ზომაზე, მაშინ სავალენტო ელექტ- 
რონისა და „ახალი გულის“ ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია შეგვიძ- 

ლია წარმოვიდგინოთ, როგორც მულტიპოლური ურთიერთქმედებების მწკრივი 

  

–__ „..–. (67,1) 

+ » 

ამ ფორმულაში პირველი წევრი შეესაბამება წერტილოვანი გულისა და ელექტ- 

რონის ურთიერთქმედებას (ე. ი. წმინდა კულონურ ურთიერთქმედებას); მეორე და 

მესამე წევრები წარმოადგენს შესაბამისად დიპოლურ და კვადრუპოლურ ურთი- 

ერთქმედებას; #4 და 8 გარკვეული მუდმივებია. საჭიროა (67,1) ცენტრალური 

სიმეტრიის მქონე პოტენციალური ენერგიისათვის ამოიხსნას შრედინგერის განტო- 

ლება. ამასთან, ჩვენ მემოვისაზღვრებით ორი პირველი წევრით, რადგან > ტიპ- 

ის პოტენციალური ენერგიისათვის შრედინგერის განტოლება იძლევა მხოლოდ 

ლიმიტაციურ მოძრაობას (ე. ი, ნაწილაკები ყოველთვის ერთმანეთს ეცემა) 1. შრე 

დინგერის განტოლებას ფარდობითი მოძრაობისათვის ექნება შემდეგი სახე: 

  

1 იხილეთ, მ:გალითალ, /I, /181#მV M ნ. IMMდICML, „I(820+0802ი MCX2მIIIICმ“, 1963 I; 
ც 38, გვ. 143. 
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2) / ი?“ 4 
ტა –_ –+-– |C0)=0. 67,2 სთ +185 + <+4 ი (67,2) 

ს არის „ახალი გულისა“ და სავალენტო ელექტრონის დაყვანილი მასა1. მოვახ– 

დინოთ ცვლადთა განცალება. როგორც ვნახეთ, ცენტრალური სიმეტრიის ველში 

ტალღური ფუნქცია შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

  

«C-, 0, დ1=70V)#,»(მ, დ) = #9 X,„დ, დ), (67,3) » 

სადაც რადიალური ტალღური ფუნქცია X=7/#I აკმაყოფილებს შემდეგ განტო- 
ლებას: – · ” გ 

CV „# 6“ CL . მყ, 2ს(უეკ – _ II+I)– 2. # =0ი (674 
შლი. LC + » თავ)! ჩ? | /! ) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

2 7 VV+1)1=10+1)– 2+2, (67,41 

მაშინ შრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლება მიიღებს სახეს 

ი+ + თ ჩხ VL1) ) „ 
„.L--IXჯ„ აღა --–_ეააეეა'ა'ე' X 520. (67,4 ) 

ძი? MM? + » 2ყა“ 

ჩვენ მივიღეთ ზუსტად ისეთი განტოლება, როგორიც გექონდა წყალბადისებური 

ატომების პრობლემის ამოხსნის დროს, ოღონდ I-ის ნაცელად გვაქვს ახალი სი- 

დიდე V. 
თუ ჩავატარებთ ყველა იმ პროცედურას, რაც გვქონდა წყალბადისებური 

ატომის პრობლემის ამოხსნისას, ტუტე მეტალთა ატომის ენერგიისათვის მივიღებთ 

== _ იV 
ხალ ავე (67,5) 

სადაც მთავარი კვანტური ჯ რიცხვი განსაზღვრულია ფორმულით 

#1 =#.-+V+1. (67,6) 

ახლა გამოვარკვიოთ, როგორაა დაკავდირებული V „ძველ აზიმუტალურ“ 1 კვან–- 

ტურ რიცხვთან. ამისათვის ამოვხსნათ (67,4”) კვადრატული განტოლება. გვექნება 

: 1 / – 8.4 6 =-–--+- 2 , 7,7 
7, 2 2 (21:+1) ჩ' ღიი 

გამოვიტანოთ (21-L 1) ფესვის ნიშნიდან და ფესვში მქონე მეორე წევრი განვიხი- 

ლოთ როგორც მცირე შესწორება; გავშალოთ ფესვი მწკრივად და დავკმაყოფილ- 

დეთ მხოლოდ ორი პირველი წევრით; მივიღებთ 

1 21+1 8L/4 I 
__–“–––_–--” 67,8 
“რ 2 26%2I+1#-. რ” 

ფესვის წინ პლუს ნიშნის აღებით გვექნება 

V=1– _ 264 (67,9) 

(21-++1)ჩ? 

  

1 რადგან ელექტრონის მასა ძალიან მცირეა ატომგულის მასასთან შედარებით, ამიტომ 

MM ი 
ფაქტიურად #= “, 35%“ სადაც ი! „ძველი გულის? მასაა I კი–-ელექტრონისა. 
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და ამგვარად, (67,6) ფორმულის თანახმად, 

” =I+1+4–C), (67,9) 
სადაც! 

_ 24 
ალლ ე: (67,10) 

თუ გავიხსენებთ მთავარი კვანტური რიცხვის გამოხატულებას 1=#+71+1, მივი- 

ღებთ, რომ 
„”=#+ბთ. (67,11) 

მაშასადამე, ტუტე მეტალთა ატომების ენერგია თანახმად (67,5)-ისა მოიცე- 

მა შემდეგი ფორმულით: 

”)=- 0 (67,12) 
ი 20+4%())2ნ1 ” 

როგორც ვხედავთ, ენერგია დამოკიდებული ყოფილა აზიმუტალურ კვანტურ 

რეცხვზედაც, რაც იეეხება ტალღურ ფუნქციას, აშკარაა, რომ მისი სახე არ შე- 

იცვლება და ისეთივე დარჩება როგორიც გვქონდა წყალბადისებური ატომები- 

სათვის. 

ამრიგად, ტუტე მეტალთა ატომებისათვის თერმი განისახღვრება ფორმულით 

# 
7=––, (67,13) 

IIL+ 2C)|1 

რაც ზუსტად ემთხვევა იმ სიდიდეს, როძელიც ექსპერიმენტალურად კვანტური 

მექანიკის ჩამოყალიბებამდე განსაზღვრული იყო რიდბერგის მიერ. ნახ. 14-ზე 
მოცემულია ლითიუმის ატომის დონეების 

  

        

L გახლეჩის სქემა. რადგან წყალბადის ატომ- 

ში გვაქვს „I გადაგვარება“, ამიტომ, მა- 

გალითად, 2§ და 27 დონეები ერთმანეთს 

ემთხვევა (ენერგიას განსაზღვრავს მხოლოდ 

_ყL55 9 99) «ვ «8 4ძ| # კვანტური რიცხვი, იგი კი ორივე დო- 
98 ქს ქ 235 უეL ქ9 ნისათვის ერთიდაიგივეა #=2). ლითიუ- 

-56V+ _– მი ატომში კი დონეები გახლეჩილია, 

-38ხV L 25 2X. 29 რადგან ამ შემთხვევში ენერგია 1-ის 
-ს6VI –_ ფუნქციაა. ამგვარად, რთულ ატომებში 

-56V 25 ენერგია ფუნქციაა ორი # და L კვანტუ- 
=> რი რიცხვისა. რაც შეეხება ჯჯ გადაგვარე- 

-66VI ბას, როგორც ეს ადრეც აღვნიშნეთ, იგი 

21 23 ყოველთვის არსებობს. და მისი მოხსნა 
შეიძლება მხოლოდ მაშინ, როცა ატომს 

ნახ, 14. მოვათავსებთ მაგნიტურ ველში, ამ შემთხ- 

ვევამი ატომის ენერგია დამოკიდებულია 

არა მხოლოდ ჯ-ზე და მომენტის სიდიდეზე, არამედ მომენტის ორიენტაციაზეც, 
ე. ი· #= ხი. ბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ჩვენს მიერ ზემოთ განხილული მოდე- 
_–-_ 

1 (67,115) გაიჩვეზებს, რომ რაც მეტია /, მით ნაკლებია 4() და მით ტუტე მეტალების 
სპექტრი მსგა:ს 2. ხოება ბყალბადისებური ატომების სპექტრისა, 

ტ4()–C სწორებ რა ითვალი ს“ ინებს ველის გადახრას წმინდა კულონური ურთიერთქმედებიდან 

გულთან ახლო 9.წძილებზე. 
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ლი საკმარისად უხეშია. სინამდვილეში „ახალ გულს“ გააჩნია არა 6 მუხტი, არა- 

მედ ეფექტური მუხტი, რომელიც საზოგადოდ მანძილის ფუნქციაა. მაგრამ იმის 

საილუსტრაციოდ, თუ რატომაა რთულ ატომებში ენერგია /|-ის ფუნქცია, განხი- 

ლული უხეში მოდელიც საკმარისია, 

§ 68. უსასრულო. სიღრმის პოტენციალური ორმო 

შევისწავლოთ უსასრულო სიღრმის ცენტრალური სიმეტრიის პოტენციალუ- 
რი ორმოს ამოცანა; ვთქვათ, 

# (ე =ფCთ, როცა #=17% 

(I) (68,1) 
X/0-)=0, როცა #>1ა· 

ჯეს“ ბოტენციალური ორმოს სიგანე ვწოდება--- 
საჭიროა განისაზღვროს ასეთ ორმოში მოძრავი ნაწილაკის ტალღური ფუნქ- 

ცია და ენერგიის საკუთარი მნიშენელობები. რადგან ორმო ცენტრალური სიმეტ- 
რიისა, ამიტომ ტალღურ ფუნქციას, რომელიც საერთო საკუთარი ფუნქცია იქ- 

ნება: ენერგიას, მომენტის კვადრატისა და მომენტის პროექციის ოპერატორებისა, 

ექნება სახე 

ტი-, 0, დ)=1502X(ჯ,(მ, დ), (2) (6ზ8,2 
სადაც. 77,(; რღოლით ფუნქცია განისაზღვრება განტოლებიდან 

2 1 აეი(29)+>XIV- ”თდ– მ) სთ- =. (68,3) 
9 0» 21? 

ამოცანის 'მინაარსიდან ნათელია, რომ ამ განტოლების ამონახსნი უნდა აკმაყოფი- 

ლებდეს სასაზღვრო პირობას 

    

  

77(7ი) =0- (68,4) 

ამგვარად, საჭიროა ამოიხსნას განტოლება 

ლვოვი სალლელევეაელი (68,5) 
თე“ » იძ» ” | 

სადაც 

2ს 
ჯ:1=- 2 (68,6) 

(6. 
(65,5) განტოლება ჯ2-ზე გამრავლების შემდეგ დაიყვანება ბესელის განზოგადებულ 

განტოლებაზე 

2 (7:07 
ფ;? 

ამ განტოლების პარამეტრებია თ=2, ხ=–(,+1), =7;?, 2ჯ= 2; ამიტომ სათა- 

ქეში სასრული ამონახსნი იქნება ბესელის სფერული ფუნქცია 

77I(7)= CI1I05), (68,8) 
2 

სადაც C,) ნებისმიერი მუდმივია, რომელიც განისაზღვრება ნორმირების პირობით. 

გამოვიყენოთ (68,4, სასაზღვრო პირობა. მივიღებთ საკუთარი მნიშვნელობების 

შემდეგ განტოლებას: 

რ. 
+2 –– + I5“ “0+1))76=0.: _. (68,7) 

2,(IVI-ი) = 0. (68,9) 

– თ9



ამ განტოლების ფესვები განსაზღვრავენ ენერგიის მნიშვნელობას ორმოში. (68,9) 

განტოლებას აქვს ფესვების დისკრეტული მიმდევრობა, ამიტომ უსასრულო კედ- 
ლებიან სფეოული სიმეტრიის ორმოში გვექნება ენერგეტული დონეების დისკრე- 

ტული თანმიმდევრობა. ფესვების მნიშვნელობა დამოკიდებულია ნაწილაკის 1 მო- 

მენტზე. 7/-ის შესაბამისი ფესვი აღვნიშნოთ 1,,-ით, სადაც » არის 1-ის შესაბამისი 

ფესვის ნომერი. მაშინ XI=7#,, და (68,6) აღნიშვნის გათვალისწინებით ენერგიისა– 
თვის ვპოულობთ ფორმულას 

MM „ 

25% CV. 

(68,თ განტოლების ფესვების საკითხი კარგად არის შესწავლილი; არსებობს სპე– 
ციალური ცხრილები მათ მოსაძებნად. მაგალითად, ცნობილია, რომ /ი1==X, ამი– 

ტომ #:, => ჩ“/2ს)ჯ და ა. შ. უსასრულო ორმოში ენერგეტული დონეების კლა- 
სიფიკაციას ახდენენ „ და 1 კვანტური რიცხვებით. კერძოდ, ატომბირთვის ფიზი- 

კაში შემოღებულია შემდეგი აღნიშვნა 1=:20, 1, 2,... მნიშვნელობებს (63,15) ფორ- 

მულის თანახმად აღნიშნავენ §, 7), ძ, /, წ, # და ა. შ. ასოებით, წინ კი უწერენ # 

კვანტურ რიცხვს, რომელიც ერთი და იგივე |1-ის მქონე დონეებს გადანომრავს 

ზოდადი მიმდევრობით. კერძოდ, უსასრულო სიღრმის პოტენციალურ ორმოში 

გვექნება შემდეგი თანმიმდევრობა 

1§, 1ჯ, 10, 2§, 1 /, 2ჯ), 1C, 20, 17, 3, 2/,... (68,11) 

M# 1 ცხრილში მოტანილია ზოგიერთი ამ მდგომარეობის ფესვების მნიშვნელობანი. 

ახლა მოვახდინოთ (68,8) ფუნქციეს ნორმირება. 
გამოვიყენოთ ნორმირების (63,10) პირობა 

I.გ= (68,10) 

ცხრილი M1 

II(0/6ნ)=0 განტოლების 

  

70 ფესვები - · 

_ C; I 2100)1"“0იჯ=1 (68,12) 
9 

მდგომარეობა '“ ცნობილია, რომ 

2 1.(: ჯ » L- 

1% 11934 I 2X(0C2)2?(0ჯ = 2 (21(თC>)–– 

101 2 ' 
I ჯ 69579 –-მ|-)(0თ2)1I+I(Cთ2)1, (68,13) 
2 7,7 252 
1§ ზICი ამიტომ, თუ გავითვალისწინებთ (68,9) ფორმულას, 

9,0950 1) 8.ვიხი მივიღებთ . 

4 ი ?0 . . 
2 ჯ 10.4 7) – თ 22-01 (9) =1, (68,14) 

საიდანაც ვღებულობთ 

ფ- 27 (68,15) 
#021–1(7:)0)1(+1 (7) 

ამგვარად, უსასხულო სიღრმის პოტენციალური ოCმოსათვის ჩვენ ვიპოვეთ ”შემ– 

დეგი ტალღური ფუნქცია: 
–2 

სი,თ(ს ს, ჯ) =| 
'/ 

“ეეე, 1(09-)XIო(მ, <). (68,16) 
701 (–1(I:1-0)21+1(M7ა) | ” ' 

გან ვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა ორმოში მოძრავი ნაწილაკის მომენტი 1=0, 

რადგან | 
2ვი



2077) = ვა 0 ღა, ქ-)(/I-ა) <= _501 07. MM , 
"70 Iი 

· 1. „. 
2010) = –––-- (519 #0) 005 #7ე), 810 I#ა=0 (68,17) 

(,ი“ი)? 

და X-იე(0, დ) =:(4>) ბ/ა. ამიტომ (68,16)-დან გვექნება 

1 510 #5. 
სრ,იი7)=–-–––=–- 68,18 100 7025; » ( )   

საკუთარი მნიშვნელობები კი განისაზღვრება 

5)ი/0)=0 (68,19) 

განტოლებიდან, რომლის ამონახსნი იკნება #ა=11%, სადაც #=90, 1, 2,...C 

§ იი, სასრულ კედლებიანი პობენციალური ორმო. დეიბრონი 

ახლა განვიხილოთ სასრულ-ო სიმაღლის ჯ„ედლების მქონე ცენტრალური სი–- 

მეტრიის პოტენციალური ორმო 

/თ==7ი როცა #<% 69.) 
M/იხა)=0, როცა ჯ>I:ა- 

Xე მუდმიეს პოტენციალური ორმოს სიღრმე ეწოდება, #ე-ს––სიგანე. სიმარტი- 
ვის მიზნით ჩვ)ნ შევისწავლით ამ ორმოში ნაწილაკის მოძრაობას 1=0 მომენტით. 

განსხვავებით ერთგანზომილებიანი პოტენციალური ორმოსაგან, (69,1)) სფერული 

სიმეტრიის პოტენციალურ ორმოში ენერგეტული დონე ყოველთვის არა გვაქვს. 

იმისათვის, რომ (69,1) ორმოში ნაწილაკს ჰქონდეს ენერგეტული დონეები ორმოს 
გეომეტრია (ე. ი. მისი სიღრმე I”ე და სიგანე ჯე) გარკეეულ პირობებს უნდა აკმა- 

ყოფილებდეს. ქვემოთ ჩვენ დავადგენთ ამ პირობებს და ვიპოვით ორმოს ტალღურ 
ფუნქციას და ენერგეტულ დონეებს. ამ ამოცანის გადასაწყვეტად დავწეროთ შრე- 

დინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლება 1=0 შემთხვევაში; გვექნება 

ძი), 8 #7 თ)X() =0, (69,2) 
რ“ 

სადაც 

XC )=1?'#C). (69,3) 

დავუშვათ, რომ ნაწილაკი ბმულ მდგომარეობაში იმყოფება, მაშინ მისი 

სრული ენერგია უარყოფითია. შემოვიღოთ აღნიშვნა #-=--6, C-ს ეწოდება ბმის 

ენერგია (6>0). ეს არის ის მინიმალური ენერგია, რომელიც უნდა დავხარჯოთ, 

რათა ნაწილაკი ბმული მდგომარეობიდან თავისუფალში გადავიყვანოთ. გარდა 
ამისა აშკარაა, რომ ორმოს სიღრმე 1”->§. (69,2) განტოლება (69,1) პოტენცია- 

ლისათვის მიიღებს ”შემდეგ სახეს: 

4 ,3%=0, „<„ 69.4 
ძე“ 

ი" თი . 

სა X=% #2 
2!



სადაც 

  IL ი 2 · _ 275 
თ" = ხ? 8 =:3(7/ი--6); თ“ -+81 = აილა (69,5) 

(69,4)-ის ზოგადი ჯმოხსნები იქნება შემდეგი ფუნქციები: 

X.01:=/48)(პ»7+0), #<49% 
(69,6) 

Xაა=78C -+იი". +>17% 

ინდექსი ჯ მიუთითებს შიგა არის ფუნქციას, თ კი–-გარე არისას. ამ ფუნქციებს 
მოვთხოვოთ სტანდარტული პირობები, იმისათვის, რომ 7,ც) =-2IC» ფუნქცია 

სასრულო იყოს „=0 წერტილში, საჭიროა, 8 =0. წინააღმდეგ შემთხვევაში, როცა 

6#0, მივიღებდით (0) = 5:19   =C. გარდა ამისა, რადგან ნაწილაკი ბმულია, 

გარე არის შესაბამისი ფუნქცია მ.ე =-40. ნულად უნდა იქცეს, როცა »->თ. 
· 

ამისათვის კი საჭიროა ავიღოთ 6=0. ამგვარად, გვექნება შემდეგი ამოხსნები: 

%#I(,) = 4519 გ, 

#ი()= 80“ 

გარდა სასრულობისა, ეს ფუნქციები უწყვეტიც უნდა იყოს მთელს სივრცეში. 
ამისათვის კი საჭიროა გარე და შიგა არის ფუნქციების შეკერვა #=#ა წერტილ- 

ზე. მოვითხოვოთ ლოგარითმული წარმოებულების ტოლობა! 

(69,7) 

X რ) _ XC. 
XIV, X-V(1%) 

თუ შევიტანთ (69,7) ფუნქციებს, მარტივად მივიღებთ 

ცხფ 8/ა= = (69,8) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

„'" 
51% მი => IV 26-60 

(69,5) ფორმულის გათვალისწინებით ეს უკანასკნელი მიიღებს სახეს 

3ჩ 
ი ======. (69 , 9) 

VI. 2I”5 
2-510 27 = 

) 
, ფაქტიურა= მეკერვა უნდა მოგვეხდინა I2(,) ფუნქციებისა, მაგრამ რადგან ჩ=-- 2. 

ამიტომ იგივე შედეგს მივიღებთ. მართლაც, მოვახდინოთ ორი ფუნქციის +, =/(X)თ.(X) და 1#-= 

=/(X)9 XX) ფუზქც“ების შეკერვა. ფუნქციათა ტოლობა I)(X) ==V(X,) მოგეცემს თ,(X,)= თჯ(X)). 
წარმოებულებს ტოლობა მოგეცემს: /7(«)4)(X)) + /(X)თ”)(X)) = //(X,) 49 (X,)+/(X)) თ (XI), 
რადგან თ)(X))=62(X) ღაგვრჩება: თ;(X1;=-დ?ეა(X,), ე. ი. შეკერეის პირობა შეგვიძლია გამოვი- 

ყენოთ დ,(X) და თე(X) ფუ2ქც“25 "სათვის. 
2ყ9 -



მივიღეთ ზ მიმართ ტრანსცენდენტული განტოლება. ამ განტოლების ფესეე- 

ბი მოგვცემს სწორედ 6-ის მნიშვნელობებს ორმოს მოცემული I სიმაღლისა და 

ჯე სიგანისათვის. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

ჩ – 69,10) 
"ი , V 2MM/Vთ“ ' 

გვექნება 
-C51ი დ=- სჯ. (69,11) 

ამ განტოლების ამოსახსნელად საჭიროა ჯ0ყ კოორდინატთა სისტემაში ვიპოვოთ 

ყ=სთ ღა #V=>-2-51ი თ მრუდების გადაკვეთის წერტილები. ამ გადაკვეთის წერტი- 
ლების შესაბამისი აბსცისები იქნება გან- 

ტოლების ფესვები საიდანაც (69,10) 

ფორმულების დახმარებით განესაზღვრავთ 

C-ის მნიშვნელობებს. საჭიროა გავიხსე- 

ნოთ, რომ ყ=#ჩჯ»-ის გადაკვეთა უნდა გან– 

ვიხილოთ მხოლოდ +8§)0 >» მრუდის იმ 

წერტილებთან, სადაც გხყდ<0 (რადგან, 

თანახმად (69,8)-ისა,ა მხოლოდ ისეთი 

მნიშვნელობებია 8-სათვის დასაშვები, რომ- ნახ. 15. 

ლისთვისაც 0 <0). გადაკვეთს თუ 

არა ყ=ხჯ წრფე ყ=2+-39)ი დ მრუდს, დამოკიდებულია იმაზე, თუ როგორია ხ 

სიდიდე. მაგალითად, I მდგომარეობაში (იხ. მე-15 ნახაზი) გადაკვეთის წერტილი 

არა გვაქვს, მაშასადამე, ხ-ს ასეთი მნიშვნელობებისათვის განტოლებას ფესვი არა 

აქვს. როგორც ნახაზიდან ჩანს, პირველი ფესვი გვექნება მადინ; როცა დ= #/2 

(II მდებარეობა). აშკარაა, რომ პირველი დონე სწორედ პირველი ფესვით განი- 

საზღვრება 

  

  

  

4 
საიდანაც 

=X 
6=VMი-– – (69,12) 

80 
ხოლო (69,11) მოგვცემს, რომ 

= 
1 =ხ?.--. 

4 

მაშასადამე, I ე-ისათვის მივიღებთ მნიშვნელობას 

#, = 57. (69,13) 
87% 

MM ღარმოადგენს · მუდმივს მე წარმოადგენს · მუდმივ 

და განისაზღვრება მხოლოდ ორმოს არსებობის ფაქტიდან. (69,13)-ის (69,12)-ში 
შეტანით მივიღებთ, რომ პირველი დონის ენერგია 6=0, ე. ი. პირველი ენერ- 

გეტული დონე პოტენციალურ ორმოს თაეზე ძევს, 

ორი დონე გვექნება მაშინ, როცა #ჯ=ს» წრფეს ექნება IIL მდებარეობა და 
ა. შ. როცა ხ=0, გვექნება დონეთა უსასრულო რიცხვი; ეს კი ფიზიკურად გა- 

2პვვ 

  (69,13) განტოლება გვეუბნება, რომ Iე1/=



საგებია, რადგან როცა ხ=0, მაშინ I”ა?6= <<. როგორც ნახაზიდან ჩანს, ერთი 

დონის არსებობისათვის საჭიროა, »/2=ჯ< 3/2. როცა .დ>»/2, ოღონდ ნაკლებია 

3/2 X-ზე, მაშინ ენერგეტული დონე ორ- 

V(>=) მოს თავს აღარ ემთხვევა, იგი გარკვეული 

მანძილით იქნება დაშორებული ორმოს 

თავიდან. ამ შემთხვევაში მისი ბმის ენერ- 

| » გიას 5>0. იმისათვის რათა ორმოში 
-1. 0 ჯ 

  

2 გვქონდეს ორი დონე, საჭიროა 3»/2< 
| =ჯ<5X/2 და ა. შ. აშკარაა, ფესვების 

| V რაოდენობის საკითხი (ე. ი. ენერგეტუ- 
_ 0 ლი დონეების საკითხი ორმოში) დამოკი- 

| ღებულია ორმოს გეომეტრიაზე--მის სი- 
„ასა განესა და სიმაღლეზე. 
ნახ. 16, დეიტრონი. შევნიშნოთ, რომ ორ- 

მოს აქ განხილული მაგალითი გვხვდება 

დეიტოონის ამოცანაში რადგან დეიტრონში მოძრავი ნეიტრონისა და პროტონის 
ფარდობითი მომენტი ნულის ტოლია 1=0, ამიტომ (69,7) ფუნქციები წარმოად–- 

გენს დეიტრონის ტალღურ ფუნქციებს, როცა ურთიერთქმედების პოტენციალურ 
ენერგიად აღებულია ჯკ სიგანისა და 7ე სიღრმის პოტენციალური ორმო; აღვნიშ- 
ნოთ, რომ დეიტრონის ამოცანაში შებრუნებით იქცევიან. ცდაზე ხელსაყრელია 

6-ის გაზომვა, #X7ე-ს კი ზომავენ C-ის დახმარებით. ვანორმიროთ (69,7) ფუნქ- 
ციები. დეიტრონის შემთხვევაში მტკიცდება, რომ დეიტრონის რადიუსი #ჯკ გაცი- 
ლებით მეტია გულური ძალების ქმედების რადიუსზე C-კ2>>/ა). ამიტომ შიგა ტალ- 

ღურ ფუნქციას უგულებელყოფენ და გარე არის ტალღურ ფუნქციას ანორმირე- 
ბენ მთელს სივრცეზე; ასე რომ, თანახმად (63,20) პირობისა, იღებენ 

71 ტ-2თC” მე-= 1 , 

9 

      

საიდანაც „8 = I/ 2თ. რადგან X-ე(მ,დ) = (4ჯ)“'/?, ამიტომ დეიტრონისს ტალღურ 
ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე 

თ. გ-ი, 

2. ი. 
აქ » არის ნეიტრონსა და პროტონს შორის მანძილი »ჯ=|წ„–- ი, თ=Vჯ/ 2(+ / ჩ. 
რადგან ნეიტრონისა და პროტონის მასები დაახლოებით ტოლია, 7/ „== 7# ე, ამი- 

ტომ #= ი ი-> 22 და თ=M/ 1I,6/ჩ. ცდები იძლევა რომ დეიტრონს 
4! 4! 

აქვს მხოლო ერთი დონე. რომლის შესაბამისი ენერგია 6= 2,231/6M. 

  ან)= (69,14) 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. დავწეროთ ღეატრონის, როგორც მთლიანის ტალუური ფუნქცია. აშკარაა, რომ § 35-ის 

თანახმაჯ ამ ფუნქ-იას ექნება შემდეგი სახე: 

, წილი! 
ჯი 

8, C + რეალ--_ეაესგღგაღაუა' (69,15) ,V” ი.”ი)== უთ “ ომ)მ/? 63L ა 

ს.დაც # და ჩ არის დეიტრონის სიმძიმის ცენტრის რაღიუსეექტორი და იმპულსი. I=წჯა»–V”ი 

რაღიუსვექტორია ნუკლონების ცენტრებს შორის, რადგან MM», ამიტომ 
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„ჭიით _ წი+ლ. (69,16) 
ჩ- M»+#M»ი - 2 

საბოლოოდ გქექნება 

1 ( გ: ძი” 
(თ/2>)!2 ს ( ჩ“ა (3 ი ს” (69,17) 

(206)“/2 Iწი“–#ი| %(წი, ”ი)= 

2. ვიპოვოთ დეიტრო5ვის ტალ ური ფუნქცია იმპელსურ წარმოდგენაში. გ:ექნსება 

500203, ი თ, _ -–ი! 0050 
––-- -- 2 
(230) /.1. ” 

0 

ძ(0)= „?ძ, ა|ი8 ძლძი. 

კუთხეებ-თ ინტეგრაციის შეჰღეგ მივიღებთ 

ი VI, . –ი, ი 
ი(ი)=> <5) I C ყი # 

7 0 

ცნობილია, რომ ეს ინტეგრალი ტოლია - ათ , ამიტომ ძ(ი)-სათვის საბოლოოდ შეგვიძლია 
C " 

დავწეროთ 
(0ჩ)1/? 

0ი(0)= (69,18) 
2(C2I)? + იზ) ' 

სადაც, როგორც ეიცით, C=V/ /Iი6/I. 

§ 20. მყარი-როტატორი 

განვიხილოთ »!, და MM მასების მქონე მატერიალურ წერტილთა სისტემა, 

რომლებიც ერთმანეთთან უცვლელი #ე მანძილით არიან დაშორებული. ამ სისტე– 

მას შეუძლია ბრუნვა საერთო ცენტრის მიმართ. ასეთ სისტემას მყარ სივრცით 

როტატორს უწოდებენ. ამ სისტემის შესწავლას დიდი მნიშვნელობა აქვს, რამდე- 

„ნადაც ორატომიანი მოლეკულა, პირველ მიახლოებაში, შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც მყარი როტატორი. ამ ამოცანას აგრეთვე დიდი გამოყენება აქვს ატომ- 

ბირთვის ფიზიკაში. 

როტატორის ბრუნვის ცენტრად შეგვიძლია ავიღოთ სისტემის ინერციის 

ცენტრი. მაშინ, როგორც § 35-ში ვაჩვენეთ, როტატორის შინაგანი მოძრაობა შე- 

გვიძლია განვიხილოთ, როგორც ერთი დაყვანილი მასის მქონე ნაწილაკის 

ბრუნვა „კ რადიუსის სფეროს ზედაპირზე. მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის 
ხასიათისაა, ამიტომ ერთდოოულად და ზუსტად გაიზომება; ენერგია, მომენტის 

კვადრატი და მისი „-პროექცია. რადგან როტატორის მანძილი დაფიქსირებულია, 

ამიტომ ამ მდგომარეობაში უნდა განისაზღვროს ჯა-იც. როტატორის ჰამილტონიანს 
რადიალური ნაწილი არ ექნება, რამდენ;დაც უცვლელი ჯე მანძილისათვის ტალღუ- 
რი ფუნქციის წარმოებული #ჯ-ით ნულის ტოლი იქნება. გარდა ამისა, ნულია 

ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიაც. რადგან უცვლელი მანძილის შესა- 
ბამისი პოტენციალური ენერგია მუდმივი სიდიდის ტოლია I” („ე)=0008ს. ამგვა- 
რად, მყარი როტატორის ჰამილტონიანს ექნება სახე 

  I = – “ევ ბი (70,1) 
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სადაც “სც . ლეჟანდოის ოპერატორია. ჰამილტონის ამ ოპერატორთან კომუტატუ- 

რია I?! და ,. ოპერატორები და, ცხადია, L ოპერატორიც. მყარი როტატორის ამო- 

ნახსნს ექნება სახე 

დVC', 0, დ) =#70)X”»ა. (მ, დ). (70,2) 

ეს ფუნქცია საერთო საკუთარი ფუნქცია უნდა იყოს ზემოთ აღნიშნული კომუტა- 

ტური ოპერატორებისა. დავწეროთ ჰამილტონის ოპერატორის საკუთარი ფუნქ- 

ციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 

#Mის= #94. (0,3) 

(70,2) ფუნქციის შეტანის შემდეგ მივიღებთ ლაპლასის განტოლებას 

2 „2 
46.X ა (მ,დ) + 0529. 2. X.(0,და=0, (70,4) 

რომელსაც ამონახსნი რომელიც სტანდარტულ პირობებს აკმაყოფილებს, აქვს, 

მაშინ, როცა 

28% = XLI), (70,5) 
ჯ? 

სადაც V=0, 1, 2,...C. თუ შემოვიღებთ კლასიკური ინერციის მომენტს 

თძი= IM" (70,6) 
ენერგიისათვის მივიღებთ: 

? 1 
1ა= 890 +1) . (V=0, 1, 2,...) (70,6) 

27% 

ამგვარად, როტატორის ენერგია იკვანტება. იგი წარმოადგენს როტატორის კლა- 
სიკერი ენერგიის # =--2?/2#ე დაკვანტვის შედეგს, რამდენადაც მომენტის კვად- 

რატი შეცვლილია მისი კვანტური მნიშვნელობით ჩ?V(V + 1). 

რაც შეეხება (70,4) განტოლების საკუთარ ფუნქციას, იგი წარმოადგენს 

ლაპლასის სფერულ X.,(0,დ) ფუნქციას რომლის სახე ჩვენთვის კარგად არის 
ცნობილი; ამასთან–-Vლჯს=<V. აღსანიშნავია, რომ (70,2) ფუნქცია ავტომატურად 
აკმაყოფილებს მომენტის კვადრატისა და 2-პროექციის განტოლებებსაც. ასე რომ, 

ჩვენ მყარი როტატორისათვის გვექნება ერთდროულად და ზუსტად გასაზომი სი- 

დიდეები: 
?ა6 -L 1 

ჯ,=-ჰXV+)) , .#- ნც +L1), ,= ცნ. (20,7) 
275 

V-ს უწოდებენ როტაციულ კვანტურ რიცხვს, ს-ს კი მაგნიტურ კვანტურ რიცხვს. 

როგორც ვხედავთ, ენერგია და მომენტი დამოუკიდებელი სიდიდეები არ არის. 

ახლა მოვითხოვოთ, რომ (70.21 ფუნქცია აკმაყოფილებდეს შემდეგ განტო- 

ლეზასაც 

/ს =7ჯეს- (70,8) 

რადგან კოორდინატულ წარმოდგენაში #=X, ამიტომ ეს განტოლება მიიღებს 
სახეს 

#7?(7)==79#C), (70,9) 
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რომლის ამონახსნია დირაკის დელტა ფუნქცია 7210) = (000-ე). რამდენადაც 

სფერული ფუნქციები ორთო-ნორმირებული ფუნქციებია, ამიტომ რადიალური 

ფუნქცია დამოუკიდებლად შეგვიძლია ვანორმიროთ პირობით 

I 1; C-) მ, 0)+"ძ»= 6(ი-–7ი), (70,10) 
0 

რომელიც ნორმირების C-კოეფიციენტისათვის მოგვცემს მნიშვნელობას C=1/;». 

ამგვარად, ნორმირებულ რაღიალურ ფუნქციას ექნება სახე 

#,0)= 90-–?ი). · 

7 

(70,11) 

მაშასადამე, მყარი როტატორის საძიებელ ნორმირებულ ფუნქციას ექნება გამო- 

ხატულება 

%, ა» 0,თ) = =სჯ, რთ. (70,12) 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა როტატორი ერთ სიბრტყეში ბრუნავს. 
ასეთ როტატორს ბრტყელ როტატორს უწოდებენ. ვთქვათ, ბრუნვა ხდება ჯიყ 

სიბრტყეში, ამ შემთხვევაში 0=X/2 და მოძრაობა დამოკიდებული იქნება მხოლოდ 
ღ ცვლადზე, რომელიც მოთავსებულია (0,2»X) შუალედში. ამ შემთხვევაში, #ც,,= 

2 
--C> და (70,4) განტოლება მოგვცემს 

ი 
ი" რთ(დი) , 2#0X% 

ძდ? ნ? 

ამ განტოლების ამონახსნი ისეთივე იქნება, რაც მომენტის ჟ„-პროექციისა სახელ– 

დობრ. 

+ დღ.)=0. (70,13) 

.I/ 2#-L + რშო0-% 
თფ)=0, ტ ? ფ0,14) 

ამ ფუნქციის ცალსახობისათვის საჭიროა თ(დ-+-22)=Cდ(დ), რაც ბრტყელი რო- 

ტატორის ენერგიისათვის მოგვცემს 

წპც? 
= 27, ; 

ხოლო ნორმირებულ საკუთარ ფუნქციას ექნება სახე 

#.   M=0, -LI,...+V. (70,15) 

  1 დ,(დ)= 7/2> დ (70,16) 

რადგან #=0, +1, ..., ამიტომ ენერგიის ერთ მნიშვნელობას შეესაბამება ორი 
საკუთარი ფუნქცია, ე. ი. ადგილი აქვს ორჯერად გადაგვარებას. (70,16) ფუნქ- 
ცია ზუსტად ემთხვევა მომენტის #-პროექციის საკუთარ ფუნქციას, ამიტომ ცხა- 
დია, ბრტყელი როტატორის ენერგია და მომენტის ჯ»-პროექცია ერთდროულად 
იზომება. 
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§ 21. ოსცილატორის ამოცანა ბანსაზღვრული მომენტით 

განვიხხილოთ ჰარმონიული ოსცილატორი, რომლის პოტენციალური ენერ- 

გია განისაზღვრება ფორმულით 
2. 

#ცა=ხ5-, 0) 

ასეთი ამოცანა ჩვენ ამოვხსენით § 61-ში, მაგრამ იქ მიღებული ფუნქციები არ 

არიან მომენტის კვადრატისა და მისი 2-პროექციის საკუთარი ფუნქციები. რამდე- 

ნადაც (71,1) პოტენციალური ენერგია ცენტრალური სიმეტრიისაა, იმდენად ჩვენ 

შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ტალღური ფუნქციებიც, რომლებიც საერთო საკუთა- 

რი ფუნქცია იკნება ენერგიის 12 და I,-ოპერატორებისა. ამ ფუნქციას ექნება შემ- 

დეგი სახე: 

დC, 0, დ) = 77/0-)X (0, დ), (71,2) 

სადაც რადიალური ტალღური ფუნქცია დააკმაყოფილებს განტოლებას 

+ 9 (0 )+ (8 – ოქეი (71,3) 
“ იძ; V ძ?", 2“ 

ამ განტოლებაში შემოვიღეთ შემდეგი აღნიშვნები: 

2სX (ვე) ჯ? ' თ= · 71,4 

ჩ? ჩ ( ) 
  

ფიზიკური მოსაზრებით ნათელია, რომ (71,3) განტოლება უნდა ამოიხსნას სა- 

საზღვრო პირობით 

:(Cთ)=0, (71,5) 

რადგან (71,1) პოტენციალი აკმაყოფილებს (64,2) პირობას, ამიტომ მცირე მანძი- 

ლებზე ტალღურ ფუნქციას უნდა ჰქონდეს 7“)! სახ. დიდ მანძილებზე (71,3) 

განტოლებაში შეგვიძლია უგულებელეყოთ როგორც მუდმივი წევრები, ისე ჯ-ის 

უკუპროპორციული წევრებიც; შედეგად გვექნება განტოლება 

ძ'I, 
,? –- თბი IM0-) =0, 0->-C), (71,6) 

რომლის ჩვენთვის საჭირო ამონახსნი იქნება I7,0)–-6“9/2/:, ამგვარად, (71,3) გან- 
ტოლების ამონახსნი, რომელსაც ექნება სწორი ასიმპტოტური ყოფაქცევა როგორც 

მცირე, ისე დიდ მანძილებზე, ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

100) =1!/|C606“ %''/ი, (71,7) 

ამასთან, /,0-) ფუნქცია სათავეში მუდმივი იქნება, უსასრულობაში კი არ უნდა 

მიისწრაფოდეს უსასრულობისაკენ უფრო ჩქარა, ვიდრე #-ის სასრული ხარისხი, 
ე. ი. /,0) უნდა წარმოადგენდეს პოლინომს. თუ (71,7) გამოსახულებას შევიტანთ 

(71,3)-ში, /,0) ფუნქციისათვის მივიღებთ შემღეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

2 
» ძ/. +(2L+-2--2თ1:”) ი/, + 0:1– 3თ–-2თ1) 7: /,==0. (71,8) 

ძ,? თ, 

შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 

თუ=VCI, (71,9) 
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მაშინ (71,8) დაიყვანება გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების განტო- 
ლებაზე 

ქბ/,(თ) (++ – )9=. „“ = „270 + (00+ 2-2) ილ +( I 1 +)/Cი-9, თ))თ 

რომლის ამონახსნი იქნება 

# ს) ვ ვ 
)=I( –- _–+–,I+- ' 71, წიC 2-+>+- +5 3 (71,11) 

ეს მწკრივი პოლინომად გადაიქცევა, როცა დაცული იქნება პირობა 

ს , ! 3 _ 8 |) I), 5 _ 71,12 
ინი “2.4.” დ ა2 

სადაც #,=20, 1, 2,... (71,12)-დან ენერგიისათვის მივიღებთ 

#,,=ჩ0(0+2/,+V%ა. (71,13) 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 

11=2M,„ +-1, (71,14) 

სადაც #=0, 1, 2,... მთავარი კვანტური რიცხვია, მაშინ ენერგიისათვის საბოლო- 

ოდ შეგვიძლია დავწეროთ ფორმულა 

ჯ#გ=%თCI+1/,). (17,15) 

მაშასადამე, იზოტროპული ოსცილატორის ენერგია იკვანტება; ამასთან, ენერგე- 

ტული დონეები ერთმანეთზე ტოლი ინტერვალით არიან დაცილებული ჯი, 

–სიგ= ნთ. 
რაც შეეხება რადიალურ ტალღურ ფუნქციას, (71,14) პირობის გათვალის- 

წინებით, მისთვის გვექნება 

1/,,I0) = 0ი,11' 6” 9მ/2C-– 1+%;, თ»), (7I1,16) 

სადაც C»,| ნორმირების კოეფიციენტია; იგი შეიძლება ვიპოვოთ ნორმირების 

შემდეგი პირობიდან: 

II#, თ 1920; =1. (71,17) 
0 

ამ ფორმულაში (71,16) ფუნქციის შეტანით და ინტეგრალში (71,9) ცვლადის 

შემოღებით გვექნება 

MI რს: =I, 227/:+I ძი,! (71,18) 

სადაც 

ძა,|=| «++ I-ი, 1+37/,, დ)მ. თ1,19 
0 

ამ ინტეგრალის მნიშვნელობა ტოლია 

_ ILCL+3/ე)”,! 
_ 0+9%)0+%.)..-0+#,-+1/,)” 

ხოლო, როცა #.=0, მაშინ XV(ი, 0, >)1=1 და (71,19)-დან «ა|=:IVL+4/,). ამ 
ფორმულებში IXC#) ეილერის ფუნქციაა, 

7ი,! თ, =1, 2,..- (71,20) 
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ამგვარად, ნორმირებული რადიალური ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვექნება 

C, = 1, 2, 3,...)!. 

(2(L3)| (+%:) 1(+")-..0V+V.+M,) | /: „- ქ2I · (71,21) 
Xი,I0)= I” 2 თ ICI -+39/,),! 

26“ თI-/3ე IX C--))„, 14+39/ე, თე“). 

სრული ტალღური ფუნქციის მისაღებად ეს გამოსახულება უნდა შევიტანოთ 
(71,2)-ში. 

იზოტროპული ოსცილატორის ენერგია დამოკიდებულია მხოლოდ ერთ X- 

კვანტურ რიცხვზე მაშინ, როცა ტალღური ფუნქცია დამოკიდებულია 7, (1 და »! 

კვანტურ რიცხვებზე. ეს იმას ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს გადაგვარებას. ადვილად 

შევამოწმებთ, რომ გადაგვარების ჯერადობა –Cთ+))C+2)-ის ტოლია, 

იზოტროპული ოსცილატორისათვის მდგომარეობის აღსანიშნავად იყენებენ 

შემჯეგ წესს. 71=0, 1, 2, ... მომენტის მნიშვნელობებისათვის იყენებენ (63,15) 

აღნიშვნებს, რომელსაც წინ უწერენ (:,+1) რიცხვს. როცა #=0, მაშინ #»,= 

=1=0; გვეგნება 1§ მდგომარეობა. როცა #=1, მაშინ »,=0, 1=1, მაშასადამე, 

გვაქვს 1» მდგომარეობა და ა. შ. ;,=2-თვის გვექნება 28 და 10 მდგომარეობანი, 

#=3-თვის 2» და 1 /; 1=4-თვის 3ა, 20 და 1ფ და ა. ს: 

ამოვწეროთ ზოგიერთი ამ მდგომარეობის რადიალური ტალღური ფუნქცია. 

2 
რამდენადაც #0, 2, >)=1, ხოლო I(C-), L-L9/., თე')=1 – 2. თ“, ამიტომ 

2 CC 2' § (7-, ) 
4 3 _–_ 1 71.22 

175ი(1) = / “ 0 

გვეჟნება: 

VI 

“ ოს. 1 (7),21) 
ჩ= 1/ =>. 3 '– 

CV“ 

| ა” ხზ თ7//ქე „თ, 2: (71,24) 
1?)0(2) = I/ 3. # > 2“ დ) 

ფ/? 
4 თი ა. –<=, 17 (71,25) 

„1%ია(1') = 1C15 #2. 6 

სრული ფუნქკიის მისაღებად საჭიროა ეს ფუნქციები გავამრავლოთ შესაბამის 

სფერულ ფუნქციაზე. ასე მაგალითად, თუ (71,22)-ს გავამრავლებთ 17/აი(0,დ)-= 
=(4>)” '/:-ზე, მაშინ მივიღებთ 

„რ 
“ რ 

სიიც)=(-“-) 6 ? (71,26) 

რომელიც ემთხვევა ჩვენს მიერ ადრე მიღებულ (61,13) ფუნქციას. 

  

1 როცა »,=0, მაშინ 
2,+8 

4 
  

1/ე –თI/2/ე ჩი(0=/29ძ %“ (IMI+9ა) ”” #4



თავი X 

მრედინგერის განტოლების მიახლოებითი 
ამოხსნის მეთოლები 

როგორც აღვნიშნეთ, შრედინგერის განტოლება წარმოადგენს კვანტური მე- 

ქანიკის საფუძველს და ყოველი ამოცანის გადაწყვეტა მოითხოვს ამ განტოლების 
ამოხსნას სათანადო სასაზღვრო პირობების გამოყენებით მაგრამ შრედინგერის 

განტოლების ამოხსნა ნებისმიერი ფიზიკური ამოცანისათვის ყოველთვის როდია 

შესაძლებელი. უფრო მეტიც, იმ ფიზიკურ ამოცანათა რიცხვი, რომელთა შესაბა- 
მისი მრედინგერის განტოლების ამოხსნა ბოლომდეა შესაძლებელი, ძალზე მცირეა. 
ამოცანების უმეტესი ნაწილისათვის შრედინგერის განტოლება ზუსტად არ ამო- 

იხსნება. აღნიშნული ამოცახების ზუსტი ამოხსნაც რომ შეიძლებოდეს, მიღებული 

პასუხი იმდენად გართულდებოდა, რომ მას პრაქტიკულად მცირე ღირებულება 

ექნებოდა. ამიტომაც შმრედინგერის განტოლების ამოსახსნელად კვანტურ მექანი–- 

კაში შემოღებულია სხვა დასხვა მიახლოებითი მეთოდები. ამ მეთოდების დიდი 
ნაწილი გამოიყენებოდა ჯერ კიდევ კლასიკურ მექანიკაში სხვადასხვა ამოცანების 

ამოხსნის დროს და მათემატიკაში დამუშავებული იყო კვანტური მექანიკის ჩამო- 

ყალიბებამდე დიდი ხნით ადრე. 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ შრედინგერის განტოლების მიახლოებითი ამო– 
ხსნის შემდეგ მეთოდებს: შეშფოთების თეორიას სტაციონარული მდგომარეობები- 

სათვის, ვარიაციულ მეთოდს, კვაზიკლასიკურ მეთოდსა და შეშფოთების თეორიას 

არასტაციონარული მდგომარეობებისათვის (ე. წ. დირაკის შეშფოთების თეორიას) 

ამავე თავში განვიხილავთ ამ მეთოდების გამოყენების მაგალითებს. 

§ 79, შეშფოთების თეორია მარძივი სპექტრისათვის 

კვანტური მექანიკის მრავალ საუკეთესო მიახლოებით მეთოდებს შორის 

შრედინგერის შე“ფოოების თეორიას, თავისი სიმარტივითა და მიღებული შედეგე- 
ბის ნათელი ფიზიკური შინაარსით, განსაკუთრებული ადგილი უჭირავს. იგი წარ- 

მოადგენს სტაციონარული ამოცანების შესაბამისი შრედინგერის განტოლების მიახ- 

ლოებითი ამოხსნის მეთოდს 1. 

დავუშვათ, რომ ჩვენთვის ცნობილია შრედინგერის სტაციონარული მდგო- 

მარეობების განტოლების 

9ზV%=7ი 9 (72,1) 
ამოხსნები. 

განსაზღვრულობისათვის დავუშვათ, რომ #9 ოპერატორის სპექტრი დის– 

კრეტულია და გადაგვარებას ადგილი არა აქვს. ვთქვათ, საჭიროა ვიპოვოთ სის- 

1 XX. 5ლხX809ძ1:1 8067», #ტიი. ძიL CIV#5. 80, 437 (1996), 

16. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 941



ტემის ისეთი სტაციონარული მდგომარეობის ს, საკუთარი ფუნქციები და #, 
საკუთარი მნიშვნელობები, რომლის ჰამილტონიანი ძალიან მცირედ განსხვავდება 

#9 ოპერატორისაგან, თუ 6 მცირე პარამეტრია, მაშინ M# ოპერატორის მცირედ 

განსხვავება #ზ-ისაგან ნიშნავს იმას, რომ სწ შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემ- 

დეგი სახით: 

” წა ჩ, 

M=7#%+6#”. (72,2) 

ს#”-ს უწოდებენ შეშფოთების ენერგიის ოპერატორს. როდესაც §->0, მაშინ 

9 - #9, ასე რომ 79 ყოფილა შეუშფოთებელი მდგომარეობის ჰამილტონიანი. 

როგორც ზევით აღვნიშნეთ, შეუშფოთებელი ენერგიის ოპერატორის საკუთარი 

ფენქციები და საკუთარი მნიშვნელობები ცნობილია. საჭიროა ვიპოვოთ # ოპე- 

რატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიშვნელობები. ამგვარად, საჭიროა 

(9 %9+2#M" თი(X)= ჩი (0MX62) (72,3) 

განტოლების ამოხსნა იმ პირობით, რომ ცნობილია (72,1) განტოლების ამოხსნე– 

ბი1, ვგგულისხმობთ, რომ შეშფოთების ენერგიის დამატებით #! ოპერატორის სპექ- 

ტორის დისკრეტულობა არ ირღვევა, რაც, სახოგადოდ, არ არის სავალდებულო. 
სანამ (72,3) განტოლების ამოხსნას შევუდგებოდეთ, განვიხილოთ ერთი დამხ- 

მარე ამოცანის ამოხსნის საკითხი. ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი ტიპის არაერთ- 

გვაროვანი დიფერენციალური განტოლება: 

(9--89 9,009 =/Cი, (72,4) 
სადაც მარჯვენა მხარე ცნობილი ფუნქციაა. 0,(X) და /(X) ფუნქციები გავშალოთ 

# ერმიტული ოპერატორის ორთონორმირებული თM(X) ფუნქციების მწკრივად: 

ბ,00= 2, C" ა.(C), (72,5) 

( 

#00=2)თო სირი, (72,0 

სადაც 0ჯ და თ,, კოეფიციენტები ცნობილი წესით განისაზღვრება; მაგალითად, 

ძო=( /00 სი 00 ძ». (72,6') 

შევიტანოთ (72,5) და (72,6) მნიშვნელობები (72,4) განტოლებაში, მიღებული 
შედეგი მარცხნიდან გავამრავლოთ ს” (») და ავიღოთ ინტეგრალი მთელს სივრცე- 

ზე. მივიღებთ / 

2)0,C0%-–- LI 4)“0ი 4100 ძი» = 3,6» I ს”) ს8 0 ძ». 
” თ - 

ორთონორმირების ძალით მარჯვნივ დაგვრჩება ის წევრი, რომლისათვისაც X»L=> ქ, 
მარცხნივ კი, #=ქე, ამიტომ 

C,(LI-= #2)=0); (72,7– 

1 ქვემოთ X-ის ქვეშ ვიგულისხმებთ ყველა ცელადს. 
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აქედან განისაზღვრება ყველა C/ კოეფიციენტი, გარდა C,. როცა ქ=%, მაშინ 

იე=0, ხოლო C, ნებისმიერია. ძა=0 ტოლობა, (72,6') ფორმულის თანახმად, 

მოგვცემს 
(MI /0= ( /00 4100 ძ»=0. (2,7) 

ამგვარად, შეგვიძლია დავასკვნათ: იმისათვის, რომ (72,4) არაერთგვაროვან 

განტოლებას ამოხსნა ჰქონდეს, საქიროა განტოლიების მარჯვენა მხარე ორთოგო- 

ნალური იყოს შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ამოხსნისა. თანახმად (72,5) 
ღა (72,7) ფორმულებისა, საძიებელი #,(ჯ) ფუნქციისათვის გვექნება 

ბ,ი0=V --“"-- 6. .472,89 2 8-ს" 
შტრიხი ჯამის ნიშანზე ნიშნავს იმას, რომ ჯამიდან გამორიცხულია 11=1: წევრი. 

ცხადია, რომ ამ გამოსახულებას უნდა დაემატოს C, #0 წევრი, სადაც 0, ნების- 
მიერი მუდმივია და განისაზღვრება ნორმირების პირობიდან. ამგვარად, საძიებელი 

ფუნქციის საპოვნელად საკმარისია განტოლების თავისუფალი /(X) წევრის გაშლის 
ძა კოეფიციენტის მოძებნა. 

ახლა დავუბრუნდეთ (72,3) განტოლების ამოხსნის საკითხს, როცა 6->0, 

მაშინ ჩ – #0 და, მაშასადამე, დი –> 0 და LL, –> 728. ამიტომ, ბუნებრივია, ამ 

განტოლების ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგი მწკრივის სახით: 

რიე =6%X)+6 სე +§Cტ 960)+...+, 

ჰა=7#0+57%0 +610 +L...+. 

მართლაც, ასეთი წარმოდგენა აკმაყოფილებს იმ მოთხოვნას, რომ §-ის ნულისაკენ 

მისწრაფებისას სე –> X8 და #ა –> #8. სიდიდეებს 120), 1:დ..., ტი), 02)... და ა. შ. 
უწოდებენ სათანადოდ, ენერგიისა და ტალღური ფუნქციის პირველ, მეორე 

და ა. შ. შესწორებებს. 

შევიტანოთ (72,8) მწკრივები (72,3) განტოლებაში 

(72,8) 

(774+5MV X22+540) + ტდ L..)=(8+580+ 
+980+..) 61+:00+თდ+..ა; 

გავხსნათ ფრჩხილები და გავიხსენოთ, რომ ტოლობა მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ 
გვექნება, როცა §-ის სათანადო ხარისხების წინ მდგომი კოეფიციენტები მარცხ- 

ნივ და მარჯვნივ ერთმანეთის ტოლია; მივიღებთ: 

(119–-0) 69 =0, (22,9) 

ცწმ– 89 #0 = 60095 – 89% (72,10) 
(19 189) (0 = 80) (0). # ტდ +192 (ი, (72,11) 

პირველი განტოლება ახალს არაფერს არ იძლევა; მისი ამოხსნები ამოცანის პი–- 
რობის ძალით ცნობილია. განვიხილოთ (72,10) არაერთგვაროვანი განტოლება და 

მისთვის გამოვიყენოთ ამოხსნადობის (72,7) პირობა. თუ გავიხსენებთ, რომ ამ 

შემთხვევაში /(X) ფუნქციის როლს თამაშობს 201) სი # ას ფუნქცია, ეს პი- 
რობა ასე ჩაიწერება: 
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| 9080 #1 – II" #8) ძ»=0, 

საიდანაც ენერგიის პირველი შესწორებისათვის გვექნება 

80=I ტა, ს8 9X= IM. (72,12) 

ამგვარად, ენერგიის პირველი შესწორება ტოლი ყოფილა შეშფოთების 

ენერგიის ოპერატორის დიაგონალური მატრიცული“ ელემენტისა ან, რაც იგივეა, 

შეშფოთების ენერგიის საშუალო მნიშვნელობისა დ? მდგომარეობაში. 

ვიპოვოთ ახლა ტალღური ფუნქციის პირველი შესწორება #0) ამისათვის 

გამოვიყენოთ (72,8) ფორმულა. ამ ფორმულის თანახმად (72,10) განტოლების 

ამოხსნას ექნება სახე 

  სი =ზ%ზ _ 2 ცი, (72,13) 2 71-07 

ვიპოვოთ იჯ კოეფიციენტი. იგი წარმოადგენს (72,10) განტოლების მარჯ- 

ვენა მხარის მწკრივად გაშლის კოეფიციენტს, ე. ი. 

#00=XLI %-- MI 41= 9) ი, #1. კ 
# 

გავამრავლოთ ეს გამოსახულება მარცხნიდან თL"(X») ფუნქციაზე და ავიღოთ ინტე- 
გრალი მთელს სივრცეზე. CI? ფუნქციების ორთონორმირების ძალით მივიღებთ 

შობ, - წ-ი (22.14) 
მაგრამ (72,13) ფორმულაში # # ჯ, ამიტომ 0, =–IM/;, და, ამგვარად, 

” 1; (I) -– _ 4,ი 1(X). (72,15) 
სი 2 #-–- #1 დ; 

ამ ჯამში # იღებს ყველა მნიშვნელობას, გარდა #=ჯ. როგორც (72,8) ფორმუ- 
ლის გამოყვანის დროს აღვნიშნეთ, ამ გამოსახულებას უნდა დავუმატოთ C, 09 

წევრი; მაგრამ ადვილად ვაჩვენებთ, რომ თუ რთ»(X=05+60ა0+690)+.-.+ 
ფუნქციას ვანორმირებთ ერთზე, მაშინ C წევრების სიზუსტით მიჟიღებთ“ C, =0., 

მართლაც, მოვითხოვოთ, რომ 

+თ= 

| %0ზიC)ძ»=1, (72,16) 

მაშინ გვექნება == 

+თ /' 

| 67 +-0,57 +-სდუ (91+50,00+500) ძ-=1.. _ (2,17) 

ინტეგრალქვეშ მოვახდინოთ გადამრავლება, გავითვალისწინოთ (72,15) გამოსახუ- 
ლება და გამოვიყენოთ თV8 ფუნქციების თრთო-ნორმირების პირობა; გვექნება 

+თ 

| მVXIიაბ,000-=1+20:+0(5. (72,18) 
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სადაც 0(2) ოპერატორი მიუთითებს, რომ ”შემდეგი წევრები 6?-ის რიგისაა. 

(72,18)-დან მართლაც ჩანს, რომ თუ თ,(ჯ») ფუნქციებს ვანორმირებთ 6 წევრების 
სიზუსტით, მაშინ C, =0. 

ახლა ვიპოვოთ ენერგიის მეორე შესწორება. ამ მიზნით (72,11) არაერთგვა- 

როვანი განტოლებისათვის გამოვიყენოთ (72,7) ამოხსნადობის პირობა. ეს პირობა 
ასე ჩაიწერება: 

| ს” გააო– # ად+ გდად)ძ»-ი. თ2)თ 
თუ შევიტანთ თ) და IV-ის მნიშვნელობებს (72,12) და (72,15) ფორმულები- 

დან, გვექნება 
# , ჯ , MM. #0= გო // ”#ი “ა ძა- XIV) LM _ ტი” ს10X. I 2 9 %9–-L2 ( ჩ Iწ> 2, I-IX # 

რადგან ჯამში გამორიცხულია #=ჯ შემთხვევა, ამიტომ უკანასკნელი წევრი (2 

ფუნქციების ორთოგონალობის ძალით ნულის ტოლია. მართლაც, 

IV >, _ II _ 0 ძX = VI _ MM  გ,.=0. 

ლე „ხი“ – “ი ჩი) 

  

ამგვარად, ენერგიის შორე შესწორებისათვის გვექნება 

ჯ#0= VI 99%, 72,20 
”' ლ 8-7 (რი 

ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ენერგიისა და ტალღური ფუნქციის უფრო მაღა- 
ლი რიგის შესწორებებიც, ჩვეულებრივ ენერგიისათვის ისაზღვრებიან მეორე შეს- 

წორებით, ტალღური ფუნქციისათვის კი კმაყოფილდებიან მხოლოდ პირველით. 

ეს გარემოება იმითაა გამოწვეული, რომ ფიზიკური აზრი აქვს ტალღური ფუნქ- 

ციის მოდულის კვადრატს. პირველი მიახლოების ტალღური ფუნქციის აბსოლუ- 

ტური მნიშვნელობის კვადრატში ჩვენ საქმე გეეჟნება §3 რიგის სიდიდღეებთან, ამი– 
ტომ ენერგიაშიც იგივე რიგის სიდიდეები უნდა შევინარჩუნოთ, ე. ი. შეიძლება 

შემოვისაზღვროთ ტალღური ფუნქციის პირველი შესწორებით, ენერგიისა კი -- 

მეორეთი, ამგვარად, (72,3) განტოლების ამოხსნას აქვს შემდეგი სახე: 

25 5 მM60+0რ69, ს,(0)=%00 +6% ი 24% დ 
ჟ” (72,21) 

Mს”.=#მ1+5წM„ საღოლ. +006), 
–ჩი 

სადაც 0 ოპერატორი აღნიშნავს მაღალი. რიგის უსასრულოდ მცირე წევრებს. 

ახლა დავაზუსტოთ, რას ნიშნავს გამოთქმა „ნ მცირეა #მ%-თან შედარე– 

ბით". (72,21) ფორმულებიდან ჩანს, რომ -# ოპერატორის სიმცირე, ჰა) ოპე+ 

რატორთან შედარებით, ნიშნავს უტოლობას 

5 
სი“ ჩო 

ამიტომ შეშფოთების თეორიის გამოყენებისას საქიროა გარკვეული სიფრთხილის 
დაცვა. შეიძლება (72,22) პირობა ორი რომელიმე (II,, #,) დონისათვის დაცული 
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<1; (M# MI) (72,22) 
   



იყოს, სხვა რომელიმე CI. VI) დონეებისათვის კი-- არა. მაგალითად, შესაძლე- 

ბელია ორი მეზობელი დონე იმდენად ახლოს იყოს ერთმანეთთან, რომ (72,22) 

პირობა დაირღვეს. განვიხილოთ, მაგალითად, წყალბადისებური ატომი და გამოვი- 

თვალოთ ორ მეზობელ ენერგეტულ დონეს შორის სხვაობა. აშკარაა, 

  

L 

'7თ0 1 1 +2ს--1 26. 9-9. ,C=- 208 | 1. _ I- + ჯ _ (72,23) ი “ი, 2: Lე (,+1)? ს (X + 1)? ს. 2M? 
მცირე კვანტური რიცხვებისათვის შესაძლებელია (72,22) პირობა დაცული იყოს, 

დიდი კვანტური რიცხვების დროს კი (72,23) სხვაობა ნულისაკენ მიისწრაფვის 

როგორც 5. ამიტომ "შეიძლება იმ: სხვაობამ გადააჭარბოს 5-ს და, მაშასა- 

დამე, (72,22) პირობა დაირღვეს. ამიტომ, შეშფოთების თეორია. უფრო კარგ 
შედეგს მოგვცემს დაბალი ენერგეტული დონეებისათვის. 

განსაკუთრებულ ყურადღებას მოითხოვს კიდევ ერთი გარემოება. არსებობს 
შემთხვევები, როდესაც ძალიან მცირე შეშფოთებაც კი არღვევს სისტემის სპექტ- 
რის დისკრეტულობას (მაგალითად, ანჰარმონიული ოსცილატორი). ამ შემთხვევაში 
(72,21) ფორმულებით გამოთვლილ სიდიდეებს აღარა აქვს ჩვეულებრივი აზრი და 
საკითხი მოითხოვს დამატებით შესწავლას. 

ჩვენს მიერ ზემოთ მიღებული შედეგები ადვილად “შეიძლება განზოგადდეს 

იმ შემთხვევისათვის, როდესაც #ბ ოპერატორს დისკრეტული სპექტრის გვერდით 
უწყვეტი სპექტრიც აქვს დსეთი შემთხვევა გვაქვს მაგალითად კულონურ ველში). 
ამ დროს (72,21) ფორმულებში აჯამვა დისკრეტული სპექტრის მიხედვით უნდა 
'მევინარრჩუნოთ და მას დავუმატოთ უწყვეტი სპექტრის შესაბამისი წევრი, რომე- 
ლიც წყვეტილი სპექტრის შესაბამისი წევრიდან იმით განსხვავდება, რომ ჯამი 
შეცვლილია ინტეგრალით. ასე მაგალითად, ტალღური ფუნქციისათვის შეგვიძლია 
დავწეროთ 

Lჰ 

, #Mთი თს 8 '(X)II 6, თ IM” ს,ცე=0ბ00 + ვხალილვ ს ხეშაბ5. |, (22,24) 
" ს<85-XVI ი I #0--#" 

სადაც #,-,(X) უწყვეტი სპექტრის შესაბამისი ფუნქციაა, ხოლო 

MC ,=| ბ. ხიM" დი(X)0»- (72,25) 

შევნიCნოთ, რომ ძალიან ხშირად 6 პარამეტრს იღებენ ერთის ტოლად და შეშფო– 

თების ენერგიის სიმცირეს თვით V-ს სიმცირით ითვალისწინებენ. ასეთ ”შემთხვე- 
ვაში (72,21) ფორმულები მიიღებს სახეს: 

, 
Xფი 
  დიცი =900+ 2 ა ში00+--+ 

ი # ” 

(72,26) 
„თი Mი 

“ს #.=78:+ + 1 IX 

ხოლო (72,22)-ის პირობა ასე დაიწერება: 

| #8» < | ჩი-- ჩი I (72,27) 
. დაბოლოს აღვნიზნოთ, რომ შეშფოთების თეორია განსაკუთრებით ეფექტუ- 

რად გამოიყენება იმ შემთხვევაში, როცა გვაინტერესებს ვიპოვოთ ატომის საკუ- 
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თარი ფუნქციებისა და მნიშვნელობების ცვლილება ატომის გარეშე ველში მოთავ- 
სებისას. რადგან ატომშიგა ველები გაცილებით ძლიერია პრაქტიკულად არსებულ 
გარეშე ველებთან შედარებით, ამიტომ გარეშე ველი შეგვიძლია განვიხილოთ რო- 
გორც მცირე შეშფოთება და გამოვიყენოთ შეშფოთების თეორია. გარდა ამისა, 
შეშფოთების თეორიის გამოყენება შეგვიძლია მაშინაც, როცა ჰამილტონიანი რამ- 

დენიმე წევრისაგან შედგება და ამასთან ერთი რომელიმე წევრი სხვებთან შედარე– 

ბით ძალიან მცირეა. 

სავარჯიშო ამოცანები 

1. იპოვეთ #-მუხტის მქონე წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგიის ცვლილება 

ოსცილატორის გარეშე ერთგვაროვან ელექტრულ ველში შეტანის შედეგად, შეშფოთების თეო- 

რიის გამოყენებით. ჩათვალეთ, რომ გარეშე ელექტრული ეელი სუსტია. 

ამოხსნა: შეშფოთების ენერგია ტოლი იქნება #,=-66ი სადაც 8 ელექტრული ქე- 

ლის დაძაბულობაა, ხოლო ჯ ოსცილატორის კოორდინატია, 

ენერგიის პირეელი შესწორებისათგის გეექნება 

+თ 

60)=-M; =–-68 I V9VCX) XI9%(X) ძL=0, 

თ 

სადაც XX) ოსცილატორის ტალღური ფუნქციაა, 

სავიროა განვიხილოთ მეორე შესწორება რადგან ოსცილატორის ენერგია ტოლია 

§9=ჩთ(#ი-L1/2), ამიტომ (72,20) ფორმულის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

ხდ = (6)“ VI "რი 
“ჩი. «თ. ” 

ოსცილატორისათვის ჯXთიგ=0, თუ თI=57M+1, ამიტომ (62,15) ფორმულის გათვალისწინებით სა–- 

ბოლოოდ მივიღებთ 
რCდM? 

ნ(ს= _ 1. (§ დ). 
ი 

2 ხთ”! 

მაშასადამე, ოსცილატორის ენერგია ტოლი იქნება 

წ, 

წხი= სათა - |). 

2. ვიპოვეთ ენერგიის პირეელი შესწორება ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრაობს ჯე სიგა- 

ნის და უსასრულო სიმაღლის ერთგანზომილებიან პოტენციალურ ორმოში, თუ შეშფოთების 

ენერგიას აქვს სახე ,· 

I72=-C, როცა 0<X<X2/2 

' 
M7=+C, როცა Xა/2<+X<Xი. 

სადღაც C არის მუდმივი 

პასუხი: #0)=-0, 

§ ?ე, მეშფოთების თეორია გადაგვარებული სპეჰტრის 

შემთხვევაში 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ შეშფოთების თეორიის «ს სპეციალური შემ- 

თხვევა, როცა , 

#ბ0:= 8041 დ3,)) 
განტოლებას ჰქონდა მარტივი სპექტრი, ე. ი. როცა ენერგიის ყოველ საკუთარ 
მნიშენელობას შეესაბამებოდა ერთი საკუთარი ფუნქცია, პრაქტიკული მიზნებისა– 
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თვის მნიშვნელოვანია იმ შემთხვევის განხილვაც, როცა (73,1) განტოლების სპექ- 

ტრი გადაგვარებულია, ე. ი. როცა ენერგიის ერთ საკუთარ მნიშვნელობას შეესა- 
ბამება რამდენიმე ტალღური ფუნქცია. 

დავუშვათ, რომ ჩვენ გვაინტერესებს 

(#/?მ+5-8M)ს= სს ფ3,2) 
განტოლების ამოხსნა, როცა ცნობილია, რომ (73,1) განტოლების სპექტრი გადა- 

გვარებულია. გარკვეულობის მიზნით ვიგულისხმოთ, რომ ეწერგიის ერთ 728 საკუ- 

თარ მნიშვნელობას შეესაბამება ;, საკუთარი ფუნქცია 0დM0,, C9,,..., ს9», ე. 0. 
სპექტრი ჯI-ჯერადად გადაგვარებულია. როცა 6->+0, მაშინ ცხადია (73.2) გან- 
ტოლების საკუთარი მნიშვნელობები უნდა დაემთხვეს შეუშფოთებელი მდგომარეო- 
ბის "შესაბამისი (73,1) განტოლების »I- ჯერად გადაგვარებულ ენერგიის მნიშენე- 

ლობას. რაც შეეხება ტალღურ ფუნქციას, რამდენადაც (73,1) განტოლებას აქვს 

»I-ჯერადად გადაგვარებული სპექტრი გაურკეეველია 6-ის ნულისაკენ მისწრაფები- 

სას ამ 7 ფუნქციიდან რომელს უნდა დაემთხვეს (73,2) განტოლების საკუთარი 
ს-ფუნქცია. განსხვავებით მარტივი სპექტრის შემთხვევისაგან გადაგვარების დროს, 
(73,1) განტოლებას აკმაყოფილებს არა მხოლოდ ერთი ფუნქცია, არამედ „ს ფუნქ- 

ცია: დი), თი... თიო დღა ამ ფუნქციები მნებისმიერი წრფივი კომბინაცია. 
დი, სი, დი,» ფუნქციები ორთოგონალური არ არიან, მაგრამ ყოველთვის შეგ- 

ვიძლია მათგან ორთოგონალური წრფივი კომბინაციების შედგენა! ზოგადობის 

დაურღვევლად შესაძლებელია დავუშვათ, რომ თვით დ/,, რი:...., სი, ფუნქციები 
წარმოადგენენ ისეთ » წრფივად დამოუკიდებელ ფუნქციებს გადაგვარებული 
Xს1.=LL.=...= IV ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობებით. შემდგომში წერის 

გამარტივების მიზნით ჯ ინდექსს ყველგან ჩამოუშვებთ და ვიგულისხმებთ, რომ 

ყველა სიდიდე და საკუთარი ფუნქცია ეკუთვნის მდგომარეობას, რომელიც) ხასი– 

ათდება ჯ კვანტური რიცხვით. 

ამგვარად, ვგულისხმობთ, რომ (73,1) განტოლებას აქვს ორთოგონალური 
საკუთარი ფუნქციები: 

ს), დი... თი (73,3) 

რომლებიც წრფივად | დამოუკიდებელნი არიან და შეესაბამებიან ენერგიის ერთ მნი- 
შვნელობას #1= #-=...= =/#980. მაშასადამე, როცა 6-–>0, (73,2) განტოლების ამო- 
ნახსნი უნდა მიისწრაფოდეს ს? (=#%?=...= 78) საკუთარი მნიშვნელობის შესა- 

ბამის რომელიმე V? ამონახსნისაკენ, ან მათი წრფივი კომბინაციისაკენ 
წეძ 

დ(ი= 2,ხ,9XX, (73,4) 
'(51 

სადაც სკ მუღმივი რიცხეია. ამ ფუნქციას ნულოვანი მიახლოების ფუნქციას უწო- 
დებენ. საჭიროა დეშფოთების თეორიის საშუალებით განვსაზღვროთ ს; კოეფიცი- 

ენტები. ამგვარად, განსხვავებით მარტივი სპექტრის შემთხვევისაგან, გადაგვარების 
შემთხვევაში ნულოვანი მიახლოების ფუნქციაც კი განსაზღვრას მოითხოვს. ზემოთ 
აღნიშნუ ულის თანახმად, (73,2) განტოლების ამოხსნა შემდეგი მწკრივის სახით 

უნდა ვეძებოთ: 
ს=711+69)-+-...+, (23,5) 

9=%9ეს, 99 ++4ი+...+. 
რო



მოვიქცეთ სავსებით ისევე, როგორც მარტივი სპექტრის შემთხვევაში. შევი– 
ტანოთ ეს მწკრივები (73,2) შრედინგერის განტოლებაში და გავუტოლოთ 6-ის 
ხარისხების წინ მდგომი კოეფიციენტები; გვექნება: 

#1 2)ხ,%100=# 2,090, 
ო “რ (73,6) 

(81-77) ბრცე = ზნ, (80-- #9 9; 
(51 

რადგან პირობის თანახმად 7:1=#1=...= #6V. ამიტომ (73,6) სისტემის პირველი 

განტოლება დაკმაყოფილებულია და იგი ახ.ლს არაფერს იძლევა. ვიპოვოთ (73,6) 

სისტემის მეორე განტოლების ამონახსნები. ამ მიზნით გამოვარკვიოთ, თუ როგორ 
შეიცვლება (72,7) ამოხსნადობის პირობა გადაგვარებული სპექტრის შემთხვევაში, 

მაშასადამე, დავუშვათ, რომ (72,4) დამხმარე განტოლების შესაბამის ერთგვარო- 

ვან განტოლებას აქვს »)-ჯერადად გადაგვარებული სპექტრი. მაშინ (72,5) და 

(72,6) ფორმულების ნაცელად გვექნება შემდეგი გამოსახულებები: 

”» თ 

სი =2, ?ჯ თს /(X) » 2, CM (73,6”) 
უწუ # (51 

ეს ფუნქციები შევიტანოთ (72,4) განტოლებაში და გავითვალისწინოთ, რომ 

# თ» ი 

წ74) 2 VI =7X1 2,6" დ, 
(51 (51 

მივიღებთ 

თ თი 

2, (61-89) 2 თ:9%= 2, 29 %ს. (3,6”) 
LL ჯ=1 L (51 

აქედან კი აშკარაა, რომ 0,,ლ–თგ= --·=0ს,=0, ე. ი. (73,6”)-ის თანახმად, ამო– 

ხსნადობისათვის საჭიროა “შესრულებული იყოს ორთოგონალობის პირობა თითო- 

ეულ #1, ფუნქციასთან 
0.-(%8I/)=0, (=1,2,... თ). ძფ3,6””) 

ამგვარად, (71,6) სისტემის მეორე განტოლების ამოხსნადობის პირობა ასე 

დაიწერება; 

IM V | MM? (6ი-790900 1 0»-0, (:=1, 2,-.- XI)- (73,7) 
(51 

თუ გავიხსენებთ, რომ ჩვენი შერჩევის თანახმად 0? ფუნქციები ორთოგონალურნი 

არიან, მივიღებთ განტოლებას 

1): (9 ცყ--8, 1.0) =0, (73,8) 
ი 3 

სადაც : , 

9M= | V (009 §63 ძ» (3,9) 
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წარმოადგენს შეშფოთების ენერგიის მატრიცულ ელემენტს. 6, უცნობი კოეფი- 
ციენტების მიმართ მივიღეთ წრფივი ერთგვაროვანი განტოლებათა სისტემა. ამ სის- 
ტემას არატრივიალური ამონახსნი მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ აქვს, როცა სის- 
ტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, ე. ი, როცა 

ყე ჯიო ჰეე. #MIოთ 
„, » _ XI) , 

წხ 89-80. 97% =0. (73,1თ 

XV». MI... სწიი- #0 

ეს გამოსახულება XLV)-ის მიმართ წარმოადგენს »; რიგის განტოლებას. ამ განტო- 

ლებას საუკუნეობრივ ან სეკულარულ განტოლებას უწო ჯებენ. მას ექნება თ» ფესვი: 
10), #Lა,... 190), (73,11) 

თუ ყველა ეს ფესვი ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, მაშინ გვექნება ჯL სხვადა- 
სხვა დონე, რომლებიც, როცა 6-0, უახლოვდებიან X-ს. (73,10) საუკუნეობ- 

რივი განტოლების ფესვების შეტანით (73,8) ალგებრულ განტოლებათა სისტემა- 
ში, თითოეული ფესვისათვის, ერთი რომელიმე კოეფიციენტის საშუალებით გან- 

ვსახღვრავთ ყველა ხჯ კოეფიციენტს. ამ ერთ კოეფიციენტს კი განვსაზღვრავთ 
ნორმირების შემდეგი პირობიდან: 

+თ + ,+= თ 

| დ“'თი»= >ნM/ დი'(X9 XX) ძ» = %)ხ; ს,=1. (73,12) 
–თ "” “ ჯ 1 

თუ ვიპოვით ყველა ს, კოეფიციენტს, (73,4) ფორმულის თანახმად განვსაზღვრავთ 

ნულოვანი მიახლოების ტალღურ ფუნქციასაც 

”» 

დ.= პ)ბ(MV) 9Iი9; (თ=1, 2,... თა). (73,13) 
151 

ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ უფრო მაღალი რიგის მიახლოვებანიც, მაგრამ ამას არ 

გავაკეთებთ, რადგან ჩვენი მიზნებისათვის საკმარისია ტალღური ფუნქციის ნულო- 
ვანი და ენერგიის პირველი მიახლოებით შემოსაზღვრა. ამგვარად, (73,2) განტო- 

ლების მიახლოებითი ამოხსნებისათვის გვექნება: 

MI 

თ»6090 = 2) ხ/ (66) 59 +0C) ==. « 

' (3,14) 
#=#:+-6#V+0C-”). 

სადაც XV წარმოადგენს (73,10) საუკუნეობრივი განტოლების ფესვებს, ხოლო წხ, 
განისაზღვრება (73,8) სისტემიდან. # 

შევნიშნოთ, რომ შეშფოთების გამო ის დონეები, რომლებიც შეშფოთების 
„ჩართვამდე“ გადაგვარებული იყო, საზოგადოდ, მარტივი (გადაუგვარებელი,) ხდე- 

ბა –– ადგილი აქვს დონეების გახლეჩას, ამ მოვლენას უწოდებენ გადაგვარების 
მოხსნას. როცა (72,10) განტოლების ფესვებიდან ზოგიერთი ერთმანეთს ემთხვევა, 
მაშინ ადგილი აქვს გადაგვარების ნაწილობრივად მოხსნას –– ზოგიერთი დონე შეშ- 

ფოთების ჩართვის შემდეგაც კვლავ გადაგვარებული რჩება. გადაგვარების მოხსნას 
ადგილი აქეს, მაგალითად, იმ შემთხვევაში, როცა ატომი შეტანილია გარეშე მაგ– 

ნიტურ ან ელექტრულ გელში. ამასთან ელექტრულ ველში დონეების გახლეჩას 
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უწოდებენ შტარკის ეფექტს, მაგნიტურში კი – ზეემანის ეფექტს. ბოლოს შევნიშ- 

ნოთ, რომ რადგან შეშფოთების მატრიცული ელემენტი მცი“ეა, ამიტომ (73,11) 

ფესვები ერთმანეთთან ისე ახლოს არიან, რომ გახლეჩილი დონეები ერთმანეთს 

მცირე მანძილით შორდებიან. 

§ 74. წრფივი ანჰარმონიული ოსცილაბორი 

განვიხილოთ წრფივი ანჰარმონიული ოსცილატორი როგორც მარტივი მაგა- 

ლითი გადაუგვარებელი მდგომარეობების შეშფოთების თეორიის გამოყენებისა და 

ვიპოვოთ მისი ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობები. როგორც ცნობილია, ოსცი- 

ლატორის პოტენციალურ ენერგიას აქვს შემდეგი სახე: 

9M%1 

#C0=% +690 +ა4+. ფ4,1) 

როდესაც ამ გაზლაში უგულებელყოთილია ჯ“-ზე უფრო მაღალი ხარისხის წევ- 

რები, მაშინ ოსცილატორს ჰარმონიული ეწოდება. ჰარმონიული ოსცილატორის 

ჰამილტონიანს ექნება შემდეგი სახე: 

- 2ს ძ?ღ 2” 

ამ ამოცანის შესაბამისი ამოხსნები ჩვენთვის უკვე ცნობილია. სახელდობრ, ვაჩეე- 

ნეთ, რომ 

(74,2) 

ჯტბლ= ჯად თავ 
განტოლების საკუთარი მნიშვნელობები ჰარმონიული ოსცილატორისათვის, გამო– 

Xა=სთ C + +) , (74,4) 

საშე ტალღური ფუნქციები კი -– (60,4) ფორმულით. მაგრამ წრფივი ჰარმონიუ- 
ლი ოსცილატორის ამოცანა წარმოადგენს საკმარისად გამარტივებულ ამოცანას, 

სინამდვილეში ოსცილატორის ამოცანაში საქმე გვაქვს რთულ შემთხვევასთან. ბუ– 

ნებაში არსებული მრავალი მოვლენის ახსნა მოითხოვს (74,1) პოტენციალურ ენერ- 

გიაში უფრო მაღალი ხარისხის წევრების გათვალისწინებას გავითვალისწინოთ 

პოტენციალურ ენერგიამი >2–ა და X»! ხარისხის წევრები. ამასთან გამოთვლების 
დროს ჯ?-ისათვის ავიღებთ პირველ და მეორე მიახლოებას, XI წევრისათვის კი -- 
მხოლოდ პირველს. ეს იმიტომ, რომ, როგორც ქვემოთ დავინახავთ, შეშფოთების 

თეორიაში »ჯ1-ის პირველი მიახლოება სიდიდის რიგით ისეთივეა, როგორც X1-ის 
მეორე მიახლოება. ამგვარად, ანჰარმონიული ოსცილატორის ჰამილტონიანს ექნება 

შემდეგი სახე: – 

MსM=Mაი+5X-+2XX”,; (74,5) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ 6 და 42 ძალიან მცირე სიდიდეებია, მაშინ შეგვიძლია გა- 

მოვიყეოთ შემფოთების თეორია, რომელიც საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ 

ენერგიის შესწორება, გამოწვეული ოსცილატორის ანჰარმონიულობით (ჯ3 და X! 
წევრების გათვალისწინებით»). თანახმად (72,21) ფორმულისა, გვექნება 

· ვ ვ 

7ე=:+-0რ,+C XI 2Cმ00იე სრ, ფ4,6) 
იჯ” #გ- ს, 

#%)



სადაც #2 წრფივი ჰარგონიული ოსცილატორის ენერგიაა და გამოიხატება (73,4) 
ფორმულით. ამგვარად, ჩეენი მიზანია (XI, ელემენტების მოძებნა. ჩვენ ვიცით 

შეშფოთებული მდგომარეობის (ე. ი. ჰარჩონიული ოსცილატორის) ტე ტალღური 
ფუნქციები, ამიტომ მატრიცული ელემენტის პოვნა შეიძლება ფორმულით 

+თ 

(ათი= | ზი მდი) ძX (4,7) 

აქედან აშკარაა, რომ (X),„=0, რადგან # =ჯ-თვის ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 

კენტია. მაგრამ (ჯმ), მატრიცული ელემენტების მისაღებად მივმართავთ უფრო 
მარტივ ხერხს. სახელდობრ, ოსცილატორის კოორდინატების მატრიცული ელემენ- 

ტისათვის გამოვიყენებთ ფორმულას (იხ. § 62) 

%ით=X0 | / „მი-,თო+I/V» +1 6ი+(,ი/ (74,8) 

სადაც 

X-= | =- · (74,9) 
სთ 

აშკარაა, რომ Xჯ.„=Xჯთი. სამი მატრიცის გამრავლების წესის თანახმად 
(I), შემდეგნაირად შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

00, = 2, XM ით Xთი: (7410 
1 

შევიტანოთ კოორდინატის მატრიცული ელემენტების მნიშვნელობა (74,8) ფორ- 

მულიდან. მივიღებთ 

(M/ #28»... + I/ L+ 1 მ.M),I)(I/ 1%–,თ + (Xმ)=Xი L4
 

მ 

+ VI + 1 მ/+,,თ) ( V .2ი-,,. LM +1 ზოი); 

გადამრავლების შემდეგ კი –– 

(X)სი=Xი 2 | (# II მ;-, | 5,-), თ ბი-ი+ I/ 1C0I+ 1)0გ-,,,მ,-),. ნუ. იL 

ჯო - 

+ I/X0+1)თ2ა-,, 0,+,მო-(.+ IV M(I+1) (IL+1) მგ-ს, 0/+ მო, + 

+ 1” თ41)ნM 0, 49-),„მო-Iი + I/ ((+1) (0L+1) მა», 9,-,,ფ მო+I + 

+ I (L+1) C+1)M06ა), 2/+),, 5ი-)..+ 

+1“Cთ4+1) 0+1) CL+1) მ#+,,,(9/+),ფ მო+),ი!: 

გოის ფილტრაციის თვისების ძალით ჯამები ავტომატურად მოისპობა და და– 

გვრჩება V 

თბ,ი=X II/ XX--1) (L--2) 6 -გ,»+- IV ს(ს-– 17%), +I/ მმ, „+ 
· “”“ 

+MM#+ 180, .+ 1/XC - 52.) „+ / C + 115... „+ 

+ I/ (L+- 1) C+2)? 8, ,,„+I/ (+ 1) (L+2) (L + 3) /,ა,„).



მსგავსი წევრების შეკრების შემდეგ მივიღებთ 

(X)„L=X1 II/ #CL-- 1) (1-2) მ, -ა#+V/ 9»30,-, ++ 90+1)“ მ„+.; + 

+ I C+)1)C+2)(L+3) მი,ა)- (4,1!) 
ამ გამოსახულებებიდანაც აშკარად ჩანს, რომ (>)გი=0. ამიტომ ენერგიის პირ- 
ველი შესწორება ნულის ტოლია. (X9)ჯ,-ს ნულისაგან განსხვავებული აქვს მხო- 

ლოდ ოთხი ელემენტი, ეს ელემენტებია: 

(X),,,-ვ=Xი V Cს––1) (-–2). 

(0C),,,-, =X) I/ 9, 

CX),»+) =X9 / 9(L+ 1)3, 

(მი, == X8 I/ (L+-1) (#+ 2) (#+3), 

ასე რომ (74,6)-ში შემავალ ჯამში გვექნება მხოლოდ ოთხი წევრი, სახელდობრ 

(74,12) 

ლ რ)” | 1L(IL––1) (+–-2) 9,3? 
= X + + 

2 (ჩი –– ჩე სი IMM-ე სი–-)IX·59-) 
ი%# 

(74,13) + 9(#-+ 1)? (I–+1) (L+2) 210, 

8იგ–ი.! Mგ–- ჩი“: 

გამოვთვალოთ ამ გამოსახულების მნიშენელები. ნათელია, რომ თანახმად 

(74,4) ფორმულისა, გვაქვს 

8) 86»=10 01+1/, 3“ M-1/,-–7) = 3- MIM0, 

ამიტომ (74,13) განტოლება მიიღებს სახეს 

ს% | (219 | _ ცესი ს)ო-2 9» __ 

„54 ს M.-XI ს 30 ჩი 

_ 9თფ+1) _ (X+1)(#+2) 212) (74,13ჩ 

ჩი ვით 

ან, თუ მოვახდენთ ელემენტარულ გარდაქმნებს, 

LI ვ 11 

?, თა) = = (+) 15 (თ+ი+ = |. (74,14) 
„>, (X8 –– MI) ჩი სსთ/ 4 30 

ახლა გამოვთვალოთ (X")„ც. მას შემდეგ, რაც ვიპოვეთ (X9),,, ამ მატრიცუ- 

ლი ელემენტის გამოთვლაც მარტივია. მართლაც, იგი შეგვიძლია ასე წარმოვიდ- 

გინოთ: 

ფი» = 2, XV) ი| XV» (74,15) 
ჯ 

(74,12) ფორმულის თანახმად, (X#9),ჯ-ს ნულისაგან განსხვავებული აქვს მხოლოდ 

ოთხი ელემენტი, ამიტომ 

(X მი» = (Xჰი,ი- 1 Xი-1,ი + (X ჰი...) "ი.ი L (X)ი,ი.ე შ?თისიააL 

+ (X ი,ი-ვ %ი-ეი. 
2953



ბოლო ორი წევრი ნულის ტოლია, რადგან ოსცილატორისათვის ნულისაგან გან- 

სხვავებულია მხოლოდ დიაგონალის მეზობელი ელემენტები. ამიტომ, თანახმად 

(74,12) და (74,8) ფორმულებისა, გვექნება 

0, = XI3წ-+3C0:+1)9 = (>) – (7+»+ +) · (74,16) 

ამგვარად, ენერგიისათვის (74,6), (74,13) და (74,16) ფორმულების გათვალისწი- 

ნებით შეიძლება დავწეროთ 

– ი "(2 915 მვ, ეჰე 
თ = -- ს –-  – – –6ცI+ –– I)+ 

( 2 წთ ს სთ/ 4 ( 30 

ვ ა VI” „. 1 
–#L-- დ – I. 4,17 + 2 (>) (C +1+ >) (74,17) 

ამ ფორმულას დიდი გამოყენება აქვს ორატომიანი მოლეკელების თეორიაში, 

როცა მხედველობაში იღებენ ატომების რხევის ანჰარმონიულობას. 

ახლა გამოვარკვიოთ, როგორი სახე აქვს შეშფოთების მიახლოების გამოყე- 

ნების პირობას დიდი კვანტური. რიცხვებისათვის ანპჰპარმონიული ოსცილატორის 
შემთხვევაში. თანახმად (74,12) ფორმულისა, მატრიცული ელემენტის რიგი ტოლია 

ე C> 

6(X ი ლ XI წი = 6C (>-) /ბ,ბ/ი, 

2სთ 

ხოლო დონეებს შორის სხვაობა რიგით სთ-ს ტოლია (ე. ი. #0-–- 12 –– ჩრ), ამი- 

ტომ, შემფოთების თეორიის გამოყენების (72,22) პირობა იძლევა 

<< («)“(5) , (74,18) 

ე. ი. შეშფოთების თეორიის გამოყენების პირობა და, ხული იქნება ძალიან მცირე 

§-ის შემთხვევაში. მაგრამ მიუხედავად ამისა, ირკვევა, რომ ანიხოტროპულ ოსცი- 

ლატორს დისკრეტული სპექტრის ნაცვლად ექნება უწყვეტი სპექტრი. ოსცილა- 
ტორს წყვეტილი სპექტრი აქვს მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, როცა §:-01. 

§ 75. შტარპის ეფექტი 

ახლა განვიხი-ლოთ გადაგვარებული სპექტრის შესაბამისი შეშფოთების თეო- 
რიის გამოყენების მაგალითი. 

როგორც თავის დროზე აღვნიშნეთ, წყალბადისებური ატომი წარმოადგენს 

კვანტურ სისტემას, რომელსაც ახასიათებს გადაგვარება. მართლაც, როგორც ვი- 
ცით, წყალბადისებური ატომის ტალღური ფუნქცია მოცემულია გამოსახულებით: 

სიო ი“ 0, დ) = (200) XIთ(9, ღ), “75,1) 

სადაც 

#=1, 2, 3,...; 1=20, 1, 2)... #-–-1; ––7 2111 + 1; 

ხოლო ენერგია ტოლია 

21701 
Xჯგე=- · 

” 27,“ ჩ? 
  (75,2) 

1 ამის შესახებ დაწ'რილებით იხილეთ II. M. 6 #0 XMIIILC8. CCII08სI M02MI080!| M6Xე- 

MMMM, 19063, გვ. 272, 
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ენერგია მხოლოდ ჯ კვანტური რიცხვის ფუნქციაა, ტალღური ფუნქცია კი დამო- 
კიდებულია სამივე კვანტურ რიცხვზე. ეს იმას ნიშნავს რომ ყოველი ენერგიის 

დონე გადაგვარებულია (ნორმალური დონის გარდა) და შეიცავს რამდენიმე დონეს. 

მაგრამ სანამ გარეშე შეშფოთება “არ არსებობს, ამ დონეების გარჩევა შეუძლებე- 
ლია. ისინი, ასე ვთქვათ, ერთმანეთს ემთხვევა. 

შტარკის მიერ აღმოჩენილი იყო, რომ თუ ატომს შევიტანთ ელექტრულ 

ველში, მაშინ ადგილი აქვს სპექტრალური ხაზების გამრავლებას ან, როგორც 
ამბობენ, გახლეჩას, თითოეული დონე იხლიჩება რამდენიმე დონედ. განვიხილოთ 

ეს მოვლენა და ავხსნათ იგი თეორიულად. სიმარტივის მიზნით ყურადღებას არ 
მივაქცევთ რაოდენობრივ მხარეს და დავკმაყოფილდებით მოვლენის თვისობრივი 
აღწერით; ამასთან, შემოვისაზღვრებით მხოლოდ წყალბადისებური ატომებით. 

დავუშვათ, რომ წყალბადისებური .ატომი მოთავსებულია 6 დაძაბულობის 

მქონე მუდმივ ელექტრულ ველში. 8 ვექტორი მივმართოთ ხისტემის ჟ ღერძის 

“გასწვრივ, მაშინ 4 =(0, 0, 8). ის დამატებითი ენერგია, რომელსაც ატომი შეიძენს 

ელექტრულ ველში, ტოლი იქნება 
M'=-რ(ოი=–-ფ., (75,3) 

” 
სადაც 64, არის ატომის დიპოლმომენტი. მაშასადამე, //?მ ჰამილტონიანს, რომე- 

ლიც გვქონდა ატომის ველში შეტანამდე, დაემატება ოპერატორი #M'=–ა6/, 

ე. ი. ვეელში მოთავსებული ატომის ჰამილტონიანს ექნება სახე 

#9=#ბ?+ 8. 05,4) 
ვაჩვენოთ, რომ შტარკის ეფექტის გამომწვევი საჭირო ელექტრული ველის შემთხ– 

ვევაში #' შეგვიძლია განვ.ხხილოთ როგორც მცირე შეშფოთება. მართლაც, ატომ- 

შიგა ელექტრული ველის დაძაბულობა სიდიდის რიგით ტოლია 

(2 
წე=– ჯ 

რ% 

სადაც ძთ:ა=0,5 · 10% სმ ბორის პირველი ორბიტის რადიუსია. სიდიდის რიგით 

ატომშიგა ველი 72-=5,13· 107 ვოლტი/სმ, გარეშე ველი კი რომლის დროსაც 

ხდება შტარკის ეფექტი, სიდიდის რიგით 10პ ვოლტი/სმ-ზე ნაკლებია. ამიტომ 

#' მართლაც შეგვიძლია განვიხლოთ როგორც შეშფოთების ენერგია. 

გამოვიყენოთ შეშფოთების თეორია გადაგვარების შემთხვევაში. ამისათვის 

დაგვჭირდება ყ-ის მატრიცული ელემენტის გამოთვლა შეუშფოთებელი მდგომა- 

რეობის (75,1) ტალღური ფუნქციებით. გვექნება . ; 
რ IM” (LV) = I სიით, მ, დას რი|თ(, 9, დ) +“ ი; ცნა. 
ს 

გავითვალისწინოთ, რომ #” =-–- «67 და გამოვიყეოთ ტალღური ფუნქციების 
(75,1) გამოხატულება, მაშინ მივიღებთ 

. დ L 
თ | 9'|თ)=– 48 | ში„თიშათ 24% | 7.0, თ. 

0 

20§09 XIV(Cმ, CL) ია (75,5) 
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რადგან (33,29) ფორმულის თანახმად 

(1–-#-L1) (1+0#-L1) |'/? 
ჩი) მ, =, ე ეეეეგებსა|ბ +1,ფ"" C05 0 X,,V(9, დ) | (21L1)01+3) | X,.,,თ(მ, დ1+ 

0-– თ) (1+») "· 

(I-II +I)| "ო 9), 
ამიტომ (75,5) მატრიცული ელემენტი მიიღებს სახეს 

(I IM V 1 11) = 

_ _ რ/ა). |I|Iმ–თ+))I(+M+1)1/... ; 
=–28(MV 1 || I) ( C1+1)0L+3) | მ... 9თთ + 

_ IV (1-–იI) (L+ თა "გ, / აში (75.6) 
(2|––1) (21+ 1) ” 

სადაც 

(„VI | - | VI) = | ,.,,C-X- #XI(0)1907-. (75,7) 
0 

ამგვარად, (75,7) ფორმულიდან საბოლოოდ გვექნება: 

, _ 1/ 

ფო+ თ 6 IMთა=- 46 605420 აფ) 050 
ი I ებ= , _ ძ–იატ+ი) ”  ცვი (I I--1 თს | II" | XML) ა8(”' MM თ-ერ) (75,9) 

როგორც ვხედავთ, მატრიცული ელემენტი ნულის ტოლი რომ არ იყოს, გარკვეუ- 
ლი პირობა უნდა დაედოს | და + კვანტურ რიცხეებს; მთავარი კვანტური რიცხ- 
ვა კი არ იზღუდება. ამიტომ მატრიცული ელემენტები შეგვიძლია დავნომროთ 

მხოლოდ (1, ი) და C”, თ”) წყვილებით. ე. ი. (75,6) მატრიცულ ელემენტში #' 
და » მთავარ კვანტურ რიცხვებს აღარ დავწერთ. 

რადგან წყალბადისებური ატომის პირეელი დონე („/=1) მარტივია, ·ამიტომ 

განვიხილოთ #=2 დონე. ამ შემთხვევაში გადაგვარების ჯერადობა #2=4. #=2 

დროს 1=0, 1 და სათანადოდ #=0 და #I= 1, 0, ––1. ელექტრულ ველში ენერ- 
გის შესწორების მოსაძებნად საჭიროა ამოვხსნათ (73,10) -საუკუნეობრივი განტო- 
ლება, რომელიც #=2 შემთხვევაში მიიღებს სახეს: 

IM 6ი,იე-– ე) #26ი,1ი 1700, ICI -) 

IMIი.იი MI ჩი MI. XMI.I-) =0, (75,10) 

MI. LI MI, ჯა 7ია- 

XI-ს, #/I-).10 70), 9 I-)--- ეც) 

სადაც #-) არის ენერგიის პირველი შესწორება. მაგრამ თანახმად (75,6)-ისა, ყვე– 
ლა დიაგონალური მატრიცული ელემენტი ნულის ტოლია. ნულისაგან განსხვავე- 

ბული იქნება მხოლოდ // კი და I/ ა რადგა5 ხ' ერმიტული ოპერატორია, 

ამიტომ #-ი,,ა= //ჭ-ცი· ეს სიდიდე აღვნიშნოთ 4-თი; მაშინ საუკუნეობრივი გან- 

ტოლება მიიღებს სახეს 
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ი 4.0. 0 
4 –XI 0 0; 0 
ი 0 ჯი ე მ (75,11) 

0 0 0 –/V), 

თუ გავშლით მინორებად, გვექნება 

4 
#0) 

##0= +4, #2=--4, 

#I=0; #2) =0. 

ამგვარად, 4-ჯერადი გადაგვარებული ერთი დონის მაგიერ მივიღეთ ახალი 
დონეები: 

M/,=1920+4; 1) ,=1Mა-4; 

IMა= #5 1I/.=IL. 
ჩვენ ვხედავთ, რომ ველში შეტანისას ატომს ერთი დონის ნაცვლად ექნება სამი 

დონე (#=2 დროს). 

–- XVII) 

ა=(-8)- წი |  # | =–წია“გი- /აი+4, (75,12) 

საიდანაც 

(75,13) 

(75,14) 

  

  

 „ღ–'--ეაუსით. 
X# #7 2 0 

” X9 „ “რე Vვ=VMკ=M2 
ა V, 

          

/ 

#2 – 2 -9 
ა) “ ბ) 
„== წახ, 17. 

ა.ი 

ნათელია, რომ ამ შემთხეევამი გადაგვარების მოხსნა სრული არაა (ერთი 

დთნე კვლავ გადაგვარებულია 1I7ე= II” ა= #2). ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გა- 

დაგვარება მხოლოდ ნაწილობრივ მოიხსნა. მე-17 ნახახიდან ჩანს, რომ თუ ველის 
გარეშე შესაძლებელი იყო ერთი სპექტრალური ხაზის არსებობა (შემთხვევა ა) 
ატომის ელექტრულ ველში შეტანისას გვექნება სამი სპექტრალური ხაზი (შემთხ– 
ვევა ბ). სწორედ ამაში მდგომარეობს შტარკის ეფექტი. ბოლოს შევნიშნოთ, რომ 
M#-> I, გადასვლის შედეგად მიღებული სიხშირე შეესაბამება ლაიმანის ულტრა- 

იისფერ სერიას. როცა გვაინტერესებს შტარკის ეფექტი ხილული სპექტრისათვის, 
მაშინ საჭიროა განვიხხილლოთ გადასვლები ზედა დონეებიდან #=2 დონეზე. თუ 
გვინდა ვიპოვოთ გახლეჩილი დონის სიგანე ,1, მაშინ საჭიროა ჯ=2-ის შესაბამისი 

ტალღური ფუნქციებით გამოვთვალოთ მატრიცული ელემენტი (200 | II” |210)=/4ი 

(75,7) განმარტების თანახმად (65,35) და (65,36) რადიალური ფუნქციების გა– 

თვალისწინებით, შეგვიძლია დავწეროთ 

  

ი, – 206 (200 | M' | 210) = ე7,§ (291712), (75,15) 

1 1 VI. » 
20 | ;· 21)ბ>––––-––– +) 41. –//ძ ; 75,16 

(20I>I21) 473 (– I“. I ბითი. 0500 
17. ი. ეაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი ან7



საიდანაც საბოლოოდ გვექნება 
6 

(200 | //' | 210) = ე7= #«8Vი· (75,17)   

როცა გარეშე ველი 8=10! ვოლტი/სმ, მაშინ ეს სიდიდე 10“9% 6” რიგისაა. ე. ი. 

გახლეჩილ დონეებს შორის მანძილი გაცილებით ნაკლებია რ#რI = (#9 -- #2)-თან 

შედარებით. 

§ 70. დროზე დამოკიდებული ფემშფოთების თეორია. 

გადასვლის ალბათობის ფორმულა 

ჩვენ განვიხილეთ შეშფოთების თეორია სტაციონარული მდგომარეობებისათ- 

ვის, ე. ი. როცა როგორც შეშფოთებული მდგომარეობის ჰამილტონიანი Mთ ისე 

შეშფოთების ენერგია ”' დროზე ცხადად არ იყო დამოკიდებული. ახლა განვი- 

ხილოთ შეშფოთების თეორია არასტაციონარული მდგომარეობისათვის, როგორც 

ვიცით, შრედინგერის განტოლებას არასტაციონარული მდგომარეობისათვის აქვს 

შემდეგი სახე: 

ა» 290 #C, ი IC, #. (76,1) 

ამ განტოლების ზუსტად ამოხსნა, მარტივ შემთხვევაშიაც კი, ძალიან რთულ ამო- 
ცანას წარმოადგენს. ასევე ძნელია ამ განტოლების მიახლოებითი ამოხსნისათვის 

შეშფოთების თეორიის გამოყენება არასტაციონარულ მდგომარეობაში ენერგია 
არ ინახება და ამიტომ ენერგიის შესწორების მონახვას, ისე როგორც ამას ვაკე- 
თებდით დროზე დამოუკიდებელი შეშფოთების დროს, არავითარი აზრი არ შეიძ- 

ლება ჰქონდეს. ამიტომ ამ შემთხვევაში შეშფოთების თეორიის ჩამოყალიბებას 
სხვანაირად უჩდა მივუდგეთ. საელდობრ, შეშფოთების თეორიის ჩამოყალიბება 
შესაძლებელია მაშინ, როცა არასტაციონარული მდგომარეობის ჰამილტონიანი 

შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

რ 5=8პ)+#“C 9, 06,) 
სადაც MC, ი შეგვიძლია განვიხლოთ როგორც დროზე დამოკიდებული მცირე 

შეშფოთების ოპერატორი, ხოლო MM არის სტაციონარული მდგომარეობების 

შესაბამისი ჰამილტონიანი. 
ამგვარად, საჭიროა ამოიხსნას განტოლება 

ჩ თ. (9%5+#C, 01 V (76,3) 

როცა ცნობილია % 

419 8900 = ბ #%(ი (76,4) 

სტაციონარული მდგომარეობის განტოლების ამონახსნები ვიგულისხმოთ, რომ 

წი 1) გაცილებით ნაკლებია, ვიდრე ბთ, ისე რომ იგი შეგვიძლია განვიხი- 
ლოთ როგორცვ მცირე შეშფოთება. თუ ჯ < 0 მომენტისათვის სისტემაზე არ მოქ– 

მედებდა შეშფოთება (ე, ი. წყალი როცა ჯ<0), მაშინ (76,3) განტოლებას ექნება 

სახე 
(1) 

91 
ი! 
  = 9 VI, (76,5) 
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რომლის ამონახსნია 

სარ ი=%რ.ო9 ს.“ (6,6) 
სადაც დ9(-) არის (76,4) შრედინგერის განტოლების ამონახსნი. 

ვთქვათ, სისტემა ხასიათდება გარკვეული #=7:8 ენერგიით და ჯ=0 მო- 

მენტში სისტემაზე მოქმედებას იწყებს MC, #) შეშფოთება ან, როგორც ამბობენ, 
მოხდა „შეშფოთების ჩართვა“. 

შეშფოთების ჩართვის შედეგად მოხდება სისტემის ენერგეტული მდგომარეო- 
ბის ცვლილება. დავუშვათ, შეშფოთება სისტემაზე მოქმედებს მხოლოდ 2? დროის 
განმავლობაში; (2>>7/' დროში კი შეძფოთება „ამორთულია“, ვიგულისხმოთ, რომ 

შეშფოთებისჭამორთვის შემდეგ მდგომარეობა კვლავ სტაციონარულია; იგი დახა- 

სიათდება რაღაც ახალი ენერგიით 77 = #2. ამგვარად, შეშფოთების ჩართვის შე- 
დეგად ადგილი ექნება სისტემის /ი მდგომარეობიდან #2, მდგომარეობაში გადა- 

სვლას დროზე დამოკიდებული შეშფოთების თეორიის მიზანია ამ გადასვლის 

ალბათობის მოძებნა. როგორც ვხედავთ, არასტაციონარულ შემთხვევაში შეშფო- 
თების თეორიის ამოცანა, მართლაც, განსხვავებულად ისმება. 

გადასვლის ალბათობის გამოთქლის მიზნით (76,3) განტოლების VIC-, #) ამო- 

ნახსნი გავშალოთ სტაციონარული მდგომარეობის საკუთარი (76,6) ფუნქციების 

მწკრივად და ვიგულისხმოთ, როძ გაშლის კოეფიციენტები დროზე დამოკიდებული 

სიდიდეებია · 
VIC5 /1= 2) CV(0 MIC, #). (76,7) 

7” 

ეს ფუნქცია შევიტანოთ (76,3) განტოლებაში; გვექნება 

· · . ეი ჩე ბი, 

ი > წ II+4ი 500 -94= 2 თრი V+2. თM0M IL (76,8) 

პირობის თანახმად V”2 აკმაყოფილებს (76;5) განტოლებას, ამიტომ დაგვრჩება 

ი 9 CC0IM=% C.9” V7. (76,9 
” # 

ეს უკანასკნელი გავამრავლოთ ს %ზე და ავიღოთ ინტეგრალი მთელს სიავრცეზე+ 
VI ფუნქციების ორთო-ნორმირების გამო მივიღებთ: 

ს გ რწირ =2თი 46 0V/Cთ, 0 MMC, 1) ძL (76,10) 

(76,6) გამოსახულების გათვალისწინებით კი შეგვიძლია დავწეროთ 

–თ 

| მ; 9 1 0-= წე «ბობ, (76,11) 

სადაც _ +. , 

IIVI0= | #0 #%ი 0 %ი ძი ძფ6,12) 

შეშფოთების ენერგიის მატრიცული ელემენტია სტაციონარული მდგომარეობის 

ტალღური ფენქციების მიხედვით, ხოლო 

– 5959



% # 
მჰ–M სცა- რ ებბ (76,13) 

ბორის სიხ+ირეა. (76,10) შეგვიძლია შემდეგი სახით გადავწეროთ: 

გ 400 = %) თათ წიე დბ” ფ6,14 
ძL - 

ეს განტოლება სხვა წარმოდგენაში ჩაწერილი იგივე (76,3) განტოლებაა. შეეუდ- 
გეთ მის მიახლოებით ამოხსნას. პირობის თანახმად M,>,(IV=0, როცა ჯ<0, ამი- 

ტომ C„C0)=00ა05ს. სისტემა ჯ=0 მომენტში ხასიათდება 1= 70 განსაზღვრული 

მნიშვნელობით. (76,7) ფორმულის ძალით ეს ნიშნაეს, რომ ჯ=0 მომენტში სის– 
ტემა იმყოფება გარკვეულ # მდგომარეობაში, ე. ი. ჩვენ გეექნება_ შემდეგი საწ- 

ყისი პირობა: 

0.(0)=8,,. (”=1, 2,...) (76,15) 
(76,14) განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის მეთოდი მდგომარეობს შემ- 

დეგში: უშვებენ, რომ C»(,) კოეფიციენტები იმდენად ნელა იცვლება, რომ შეგ- 
ვიძლია ამ განტოლების მარჯვენა მხარეში ისინი შევცეალოთ იმ მნიშვნელობებით, 

რომლებიც მათ ჰქონდათ ჯ=0 მომენტში, ე. ი. C+(I)=6ეჯ-თი, მივიღებთ: 

ძ0MMXI) 
ი 

ამ განტოლებიდან ამოხსნილი 0) მოგვცემს პირველ მიახლოებას, შემდეგ, თუ 
ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (76,14) განტოლების მარჯვენა მხარეში და ამოვხსნით, 

მივიღებთ მეორე მიახლოებას და ა. შზ. 
ჩვენ შემოვისაზღვრებით მხოლოდ პირველი მიახლოებით. (76,16) განტოლე- 

ბის ინტეგრაცია მოგვცემს: 

4 = MM, (1) იიი (76,16) 

1 ( 

C9)0)= უუ I Mეით) თ ” ძმ, თა #% (76,17) 
2 9. · 

სადაც გათვალისწინებულია საწყისი პირობა, რომ თ #-სთვის C„(0)=0. 

კვანტური მექანიკის თანახმად | C„C) |? მოგვცემს ალბათობობას იმისა, რომ 

ჯ მომენტში სისტემა აღმოჩნდება მდგომარეობაში, რომელიც ხასიათდება 79 = XV, 

ენერგიით, მაგრამ სისტემა ჯ=0 მომენტში პირობის თანახმად იყო მდგომარეო- 

ბაში, რომლის ენერგიაა #2, ამიტომ “ითა | 6=(0) |? შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც MC, ს) შემფოთების შედეგად სისტემის ჯ; მდგომარეობიდან )V-მდგო- 

მარეობაში გადასვლის ალბათობა. 

ამგვარად, »-დან #-მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობისათვის გვექნება 

მნიშვნელოვანი ფორმულა: 

( / _ 13 

I წ(ლიწასაწე (76,18) 
0 

  

1 
ზშწთი “1? 

ეს ფორმულა გამოდგება იმ შემთხვევაში, როცა როგორც საწყისი, ისე სა- 
ბოლოო მდგომარეობა დისკრეტული სპექტრით ხასიათდება. არანაკლებ საინტე- 
რესოა ის შემთხვევა, როცა გადასვლა ხდება დისკრეტულიდან უწყვეტ სპექტრში. 

ამისათვის საჭირო იქნება ზემოთ მიღებული ფორმულების სათანადოდ შესწორება. 

უწყვეტი სპექტრი ხასიათდება პარამეტრების გარკვეული რაოდენობით, ეს პარა- 
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მეტრი შეიძლება იყოს იმპულსი, ენერგია და ა. შ. სიმარტივის მიზნით, ამ პარა- 
მეტრების ერთობლიობა აღვნიშნოთ ერთი X# ასოთი. მაშინ საბოლოო მდგომა- 
რეობის ენერგია ფუნქცია იქნება ამ პარამეტრის I#= (7). შესაბამისი ტალღური 

ფუნქციაც დამოკიდებული იქნება იგივე პარამეტრზე, ე. ი. #ბ=CX#(). მაშინ 

(76,7) გაშლაში ჯამის ნაცვლად გვექნება ინტეგრალი 

+თ 

VIC 0= | CX(0 VI, 90 ძ», (ფ6,19 
ს –ოთ 

ი - + ნიი! 
VIი(C,, 1(1=ტ%(,) 6.) (76,20) 

თუ ჩავთვლით, რომ თა() უწყვეტი სპექტრის ფუნქციები ნორმირებულია X პა- 
რამეტრის სკალაზე, ე. ი. 

(თX | ს%)=6(L–-2), (76,21) 
მაშინ (76,14) განტოლების ნაცვლად მივიღებთ განტოლებას 

LLნ6 

თრ 2თ.ი #იი „ეი რ ფ6,22) 
მ - 

სადაც , 

I6VX0= | იო 090 ძი (26,23) 
ხოლო (76,17) ფორმულის ანალოგიურად გვექნება 

( 1... LI ნფ –-წ9)/7 
C)დ0 =–- (8.0 6) ” “ (76,24) 

ჩუ 

ვინაიდან X წარმოადგენს უწყვეტი სპექტრის დამახასიათებელ პარამეტრთა ერთო- 

ბლიობას, ამიტომ შეგვიძლია ვილაპარაკოთ იმ პროცესის ალბათობაზე, რომელიც 

შეესაბამება სისტემის გადასვლას საწყისი 7 დისკრეტული მდგომარეობიდან მდგო– 

მარეობაში, რომლის დამახასიათებელი X სიდიდე მოთავსებულია X და X-+ძ%X ინტე- 

გრალში; ამასთან, ძX წარმოადგენს საბოლოო მდგომარეობის დამახასიათებელი 

ყველა პარამეტრის მცირე ინტერვალების ნამრავლს. ამ ალბათობას აღვნიშნავთ 

შემდეგნაი რად: ეძდეგნაირად ი მი,,= იდთ ” თ. 

ამრიგად, აღნიშნული ალბათობისათვის გვექნება მნიწზვნელოვანი ფორმულა 

' 4 (800 – 8/# 
I7Cთგბ +L | ძ%. (76,25) 
0   

1 
წ იMI- I. 

გამოთვლების შემდგომი კონკრეტიზაცია დამოკიდებულია #ყ', 0 შეშფო- 

თების ენერგიის ოპერატორის დროზე დამოკიდებულების ხასიათზე, 

§ 77. გადასვლის ალბათობის ფორმულა, როცა შეშფოთების 
ენერგია დროის პერიოდული ფუნქციაა 

განვიხილოთ გადასვლის ალბათობის ფორმულის კერძო, მაგრამ ძალიან მნი– 
შვნელოვანი შემთხვევა, როცა შეშფოთების ენერგია დროზე ჰარმონიულადაა და- 
მოკიდებული. ასეთი სიტუაცია გვხედება მაშინ; როცა ვიხილავთ სინათლისა და 
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ატომის ურთიერთქმედებას; სახელდობრ, როცა სინათლის კვანტების ურთიერთ- 
ქმედების შედეგად ატომი ძირითადი მდგომარეობიდან გადადის აგზნებულ ან 
უწყვეტი სპექტრის მდგომარეობაში (ფოტოეფექტი). ამავე შემთხვევას მიეკუთვ- 
ნება პროცესი, როცა ატომი სინათლის კვანტის გამოსხივებით აგზნებული მდგო- 

მარეობიდან გადადის ენერგეტულად უფრო დაბალ მდგომარეობაში. 
დავუშვათ, რომ შეშფოთების ენერგიის ოპერატორს აქვს სახე 

1) 
#4) # რ 

II C, 0)= II C) XV+ #MI(0) ი“, (77,1) 

რადგან MC, უ) ოპერატორი ერმიტული უნდა იყოს, ამიტომ ადვილად ვაჩვე- 

ნებთ, რომ II (= #I%ი; ამგვარად, 

#'C, /)= წ ”()ე' + “თ 6“ (ი/, (77,2) 

ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ წეი, ნამდვილია, ე. ი. 

MI Iი=#“თდ; ასე რომ, შეშფოთების ენერგიის ოპერატორისათვის გვექნება შემ- 

დეგი გამოსახულება: 

96 0= #7 +6-/%), 7) 
სადაც თ წარმოადგენს შემაშფოთებელი ველის საკუთარ სიხშირეს, 

დავუშვათ, საწყის მომენტში ატომი იმჟოფება ისეთ მდგომარეობაში, რომე- 
ლიც ხასიათდები 0 ენერგიით, და დროზე ჰარმონიულად დამოკიდებული შეშ- 

ფოთების გავლენით გადადის ახალ მდგომარეობაში. აქ გვექნება ორი შემთხვევა: 

პირველი, როცა ელექტრონი დისკრეტული # დონიდან გადაღის უწყვეტი სპექტ- 
რის #(C) ენერგიის მდგომარეობაში, სადაც X უწყვეტი სპექტრის დამახასიათე- 

ბელი პარამეტრია, და მეორე, როცა ელექტრონი ერთი #2) დისკრეტული დონი- 

დან გადადის მეორე #7, დისკრეტულ დონეზე. პრაქტიკულად საქმე გვაქვს რო- 
გორც პირველ, ისე მეორე შემთხვევასთან, ამიტომ ორივე შემთხვევას შევისწავ- 

ლით ცალ-ცალკე. დავიწყოთ პირველი შემთხვევის განხილვით. 

წყვეტილიდან უწყვეტ სპექტრში გადასვლის ალბათობის ფორმულა. ვთქვათ, 

ატომი მონოქრომატული პერიოდული შეშფოთების შედეგად #2 მდგომარეობი- 

დან გადადის უწყვეტი სპექტრის #C) მდგომარეობაში, ვიგულისხმოთ, რომ გა- 
დასვლის ალბათობისათვის შეგვიძლია შემოვისაზღვროთ მხოლოდ პირველი მიახ- 
ლოებით. გადასვლის მატრიცული ელემენტისათვის გვექნება 

XLI (I)= 1 IC /+6 (“). (77,4) 

მეორე მხრივ, წყვეტილიდან უწყვეტ სპექტრში გადასვლის ალბათობა დაკავშირე- 
ბული იქნება CI.IXI) კოეფიციენტთან, რომელიც გამოიხატება (76,24) ფორმულით 

1... + (წ ნი! 
CII0=+ | #> CC" ძL. 07.9 

215 

შევიტანოთ ამ გამოსახულებაში (77,4 მატრიცული ელემენტი და მოვახდინოთ 
მარტივი ინტეგრაცია; მივიღებთ: 

/. (0,/ ეი, 
ითი 92 (09-21 ე 95-10 , (77,6) 

ს 0I) ?ძ+ ი | 

ადაც 
ძი+5ს =1C) – #62 ჩი; (77,7) 
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რადგან CVX,) მცირე სიდიდეა, ამიტომ (77,6)-ში საკმარისია შევინარჩუნოთ ის 
წევრი, რომელიც უფრო მეტია. რადგან თ >0 და 7C)>9, ამიტომ ძი+>თ-_. 

ამის გამო, როცა #(CX) > XC+ თ, მაშინ თ.220, ხოლო თ,=2თ; ასე რომ, 

(77,6)-ში შეგვიძლია პირველი წევრი უგულებელვყოთ და შევინარჩუნოთ მხო- 
ლოდ მეორე. 

ამგვარად, #2 მდგომარეობიდან უწყვეტი სპექტრის («, «+ძX) მდგომარეო- 
ბაში გადასვლის ალბათობა დროის ჯ-მომენტისათვის გამოიხატება ფორმულით 

=9წ:C1 IL . თი:0ც= 1? თ+ (77,8) 
  X 

აბსოლუტური მნიშვნელობის ნიშნიდან გამოვიტანოთ დ(9-//?; გვექნება 

, (IM? , 510? (თ _ჯ/2) ძეიე,=- “რ, კე ა“. 77,9 ? MM ა? (თ-/2)ბჯ C ( ) 

გავიხსენოთ დირაკის დელტა ფუნქციის ერთ-ერთი განმარტება 

= 
ბ0) = სთ –5--+., ფ7,10) 

თ MX“ 

მაშინ, თუ დავუშვებთ, რომ საწყისი მომენტიდან გავიდა საკმარისად დიდი დრო, 

(77,9)-დან მივიღებთ 
7. 

ძაე= 189L (28 (>) ძX: (77,11) 

თუ შევიტანთ თ_-ის მნიშვნელობას და გამოვიყენებთ ბ(00=–- C6(X) ფორმულას, 
(/ 

გვექნება 
2» 2 ძია=5 | M:,I180წC) – ს--– ჩი) ძXI, (77,12) 

საიდანაც დროის ერთეულში გადასვლის ალბათობისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

27 - ძი = 1. I #1, 2(960--6--ჩი) თ». 07,13) 

როდესაც უწყვეტი სპექტრის მდგომარეობა ხასიათდება რამდენიმე პარამეტრით, 
მაგალითად, X,, X,, #კ, მაშინ # მდგომარეობიდან (X,, «,+ძ%,), (Xა, X--L 6X,), 

(4, X1+– ძ»კ)) მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობისათვის დროის ერთეულში 

გვექნება ფორმულა 
2 

რი», –<– + | MX, %ა Xვ3;ჩ IL 0(XC., %3, %Xვ)––გ–– ჩა) ძM«, CრXე ძ%ე (77,14) 

დირაკის დელტა ფუნქციის არსებობა გადასვლის ალბათობის ფორმულაში 
უზრუნველყოფს ენერგიის შენახვას, მართლაც, გადასვლის ალბათობა ნულის 
ტოლი არ არის მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულებულია ენერგიის შენახვის კანონი 

X#(%,, X,, %ვ)= #ი+ 00 (77,15) 

იმ შემთხვევაში, როცა დაცულია ენერგიის შენახვის კანონი, გადასვლის ალბათო- 
ბა, რადგან 6(01= თ, უსასრულობის ტოლია. ამიტომ (77,15)-ს ხშირად რეზო- 

ნანსის პირობას უწოდებენ. სინამდვილეში გადასვლის ალბათობა სასრულო სიდი- 
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ღეა, რამდენადაც რეზონანსის ნებისმიერად მცირე მახლობლობაში, დირაკის ფუნქ- 

ციის თვისების გამო, გადასვლის ალბათობა ნულის ტოლია. ამიტომ გადასელის 
ალბათობა ნებისმიერად მცირე ინტერვალში სასრულო გამოვა. ამაში დასარწმუ- 
ნებლად საჭიროა X%,, %ა:, %ვ პარამეტრების ნაცვლად შემოვიღოთ ისეთი ახალი პა- 

რამეტრები, რომელთაგან ერთ-ერთი იქნება ენერგია და შემდეგ ამ ენერგიით მო- 

ვახდინოთ ინტეგრაცია. 

მეტად მნიშვნელოვანია ის შემთხვევა, როცა X,. X,, Xე პარამეტრები ადგენენ 
ვექტორს XC,, X,;, Xე). მამინ საინტერესოა ვიპოვოთ დროის ერთეულში გადა- 
სვლის ალბათობა საწყისი „» მდგომარეობიდან საბოლოოში, რომლის დამახასია– 

თებელი X ვექტორის მიმართულება ძევს 209, სხეულოვან კუთხეში. ამ მიზნით 

გადავიდეთ ახალ ცვლადებზე 

ძX,0%,0Xე = X-0X09,,= 0/(72)0109,,, (77,16) 
სადაც იგულისხმება, რომ ენერგია: დაკავშირებულია %-სთან და 

რიX 
(#)=X1 –“ (77,17) ნ, - წ 

ამ სიდიდეს საბოლოო მდგომარეობის სიმკვრივეს უწოდებენ. ძ#-,-არის სხეულო- 

ვანი კუთხე „X-სივრცეში“. 

(77,16) შევიტანოთ (77,13)-ში და ავიღოთ ინტეგრალი ძX-თი; გვექნება 

#0»,ი 09,= II, ი 0,(XX) თ)». (77,18) 

ამასთან, ამ ფორმულაში ცკულსამება ენერგიის ის მნიშვნელობა, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს ენერგიის შენახვის კანონის X =7720:+ ჩი; სხვა შემთხვევაში გადასვლის 
ალბათობა ნულის ტოლია. : 

როცა გვაქვს კერძო შემთხვევა X=90, სადაც 0 საბოლოო მდგომარეობის 
იმპულსია, მაშინ (77,17) ფორმულის თანახმად 

1 ე 
ი,(8)=L0=-> (2) ” #", 07,19 

სადაც ჩვენ გამოვიყენეთ #= »?/2+ ფორმულა. 
საბოლოო მდგომარეობის სიმკვრივის კონკრეტული სახე დამოკიდებულია 

ტალღური ფუნქციების ნორმირებაზე. 0,(#)-ს (77,19) გამოხატულება აქვს მაშინ, 

როცა დისკრეტული სპექტრის ფუნქცია ნორმირებულია ერთზე, უწყვეტი სპექტ- 

რისა კი მ(0--ჩ”)-ზე როცა დისკრეტული სპექტრის (საწყისი მდგომარეობის) 
ფუნქცია ნორმირებულია ერთზე, საბოლოო მდგომარეობისა კი –- მოცულობაზე, 
მაშინ 

“ით _ ი (77,19') 
%V” რაღ)ზ ნ (2)! 

  

სადაც « არის მოცულობა, რომელშიაც იმყოფება ატომი, როცა საბოლოო მდგო- 
მარეობის ფუნქცია ნორმირებულია ენერგიაზე, მაშინ ი,=1. ამაში ადვილად 
დავრწმუნდებით, თუ გამოვიყენებთ ერთი ნორმირებიდან მეორეზე გადასვლის 

ფორმულებს. აშკარაა, რომ (77,127) საბოლოო მდგომარეობის სიმკვრივე ემთხვევა 
იმ ფორმულა", რომელიც მივიღეთ § 58-ში მდგომარეობათა რიცხვისათვის ენერ- 

გიის ინტერვალზე, 
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როცა საბოლოო მდგომარეობაში გვაქვს სინათლის კვანტი, რომლის ენერ- 
გია #= წთ, მაშინ 77= 6 და გვექნება 

_ «ახ. _ #(ი)” 

(2»სე)ბპ· (2»სთ? 

ამგვარად, რაიმე ამოცანის ამოხსნის დროს ტალღური ფუნქციების შერჩეუ- 

ლი ნორმირებისათვის სათანადოდ უნდა შევარჩიოთ საბოლოო მდგომარეობის 
სიმკვრივეც. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ გადასვლის ალბათობის საპოვნელად საკმარისია გადა– 
სვლის მატრიცული ელემენტის გამოთვლა შეუშფოთებელი მდგომარეობის ტალ- 
ღური ფუნქციებით. 

(77,18) ფორმულას ხშირად ასეც წერენ: 

ჩ (77,20) 

2 , 

#0,,დ(ბ= – |(9/ | //” (ს) |I10,(/9 09, (77,21) 

სადაც 

, +2> ; 
(ს,IM 1 ბი= | 3 თიო“ (27,22) 

წარმოადგე5ს საწყისი 1-დან სახოლოო /-მდგომარეობაში გადასვლის მატრიცულ 
ელემენტს (§-მიუთითებს საწყისს –– 101181, / კი –– საბოლოოს -–– 11081). 

იმ შემთხვევაში, როცა გადასვლა ხდება უწყვეტიდან უწყვეტ სპექტრში, 
გადასვლის ალბათობა დროის ერთეულში ისეთივე ფორმულით გამოიხატება, რო- 

გორიცაა (77,18), ოღონდ ჯ ინდექსიც უნღა შეიცვალოს უწყვეტი სპექტრის საწ- 

ყისი მდგომარეობის დამახასიათებელი პარამეტრებით. 

წყვეტილიდან წყვეტილ სპექტრში გადასვლის ალბათობის ფორმულა. ახლა 

განვიხილოთ მეორე შემთხვევა როცა გადასვლა ხდება დისკრეტული სპექტრის 

#”ი დონიდან დისკრეტული სპექტრის #7, მდგომარეობაში. ჯერჯერობით დავუშ– 

ვათ, რომ სისტემაზე მოქმედებს დროზე პარმონიულად დაზოკიდებული მკაცრად 

მონოქრომატული შეშფოთება –- (77,3); მაშინ (76,17) ფორმულის გამოყენებით, 

წინა შემთხვევის ანალოგიურად, მივიღებთ: 

, ი. ი '_ ისთ = 99 |C“ “1, ფოი (77.23) 
ხ 2ძ+ 16 

სადაც 
ი. =თC,, + თ. (77,24) 

(161Iფ) ( გამოხატავს -დან #-მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობას; იგი საზო- 

გადოდ მცირე სიდიდეა. მაგრამ როგორც (77,231) ფორმულა გვიჩვენებს, იგი 

შეიძლება საგრძნობლად გაიზარდოს, როცა თ, ღა ძ_ მნიშვნელობიდან ერთ- 

ერთი ძალიან მცირეა. ამასთან, გასაგებია, რომ არ შეიძლება ორივე ეს სიდიდე 

ერთდროულად მცირე იყოს, ამიტომ (77,23)-ში პრაქტიკულად ინტერფერენციას 

ადგილი არ ექნება. 
გვექნება ორი შემთხვევა. 1. ი, მცირეა (თ, = 0). (77,24) ფორმულის თა- 

ნახმად, როცა ძ-= სფე + 0 220, მაშინ თ =+«ს,, ე. ი. შემაშფოთებელი ველის 

საკუთარი სიხშირე რეზონანსშია გადასვლის თ, სიხშირესთან, რადგან C 2>0, 
ამიტომ 129 >> #8, ე. ი. ადგილი აქვს სინათლის გამოსხივებას. ამ შემთხვევაში 

(77,23) გამოსახულების მეორე წევრის მნიშვნელი ი_ ტოლი იქნება -––-2თ. მაშა- 

სადამე, მეორე წევრი სიდიდით გაცილებით მცირეა პირველზე. ამიტომ სინათლის 
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გამოსხივების შემთხვევამი შეგვიძლია შემოვისაზღვროთ (77,23) გამოსახულების 

პიოველი წევრით 2. ი_ მცირეა (ი == 0). (77.24) ფორმულის თანახმად, თ _=0 

მაშინ, როცა თ, = თ, ე. ი. როცა ადგილი აქვს სინათლის შთანთქმას (/#9–>> XX). 

ამ შემთხვევაში, (77,23) ფორმულაში მხოლოდ მეორე წევრით დავკმაყოფილდეთ, 

რადგან პირველი წევრის მნიშვნელი 2თ-ს ტოლი იქნება. 
მაგალითისათვის განეიხილოთ შთანთქმის შემთხვევა. (77,23)-ში პირველი 

წევრის უგულებელყოფით გვექნება 

თაფ= MM 5“, (77,25) 
M 10 

როცა თ IC), ეს გამოსახულება ალბათობისათვის მოგვცემს 

1 
| CVX(I) |1= + უი". (77,26) 

მივიღეთ პარადოქსალური შედეგი: ალბათობა იზრდება დროის არა პირველი ხა- 
რისხის, არამედ კვადრატის პროპორციულად. ეს იმას ნიშნავს, რომ დროის ერთე- 

ულში გადასვლის ალბათობა დროის მიხედვით მუდმივი არ არის. გამოვარკვიოთ 

ასეთი უცნაური შედეგის მიზეზი ფორმალურად სრულიად ისევე, როგორც ეს 
გავაკეთეთ დისკრეტულიდან უწყვეტ სპექტრში გადასვლის ალბათობის ფორმე- 

ლის გამოყვანის დროს, (77,25) ფორმულის შემთხვევაშიც დროის ერთეულში გა- 

დასვლის ალბათობისათვის გვექნება 

27 - 
რა =+ |, 0(08-–-19--თ), (77,27) 

რომელიც, როცა XMC=70+1%V, ყოველთვის უსასრულობის ტოლია. როცა ვიხი- 

ლავდით დისკრე ტულიდან უწყვეტ სპექტრში გადასვლას, მაშინ დირაკის დელტა 

ფუნქციაში ერთ-ერთი ენერგია უწყვეტად იცვლებოდა, რაც ინტეგრაციის ჩატა- 

რების საშუალებას გვაძლევდა. (77,27) ფორმულაში ინტეგრირება აღარ შეგვიძ- 

ლია, რადგან #2 და 9, მკაცრად განსაზღვრული სიდიდეებია როცა შემაშფო- 

თებელი ველი მონოქრომატულია, მაშინ 11თ-ც მკაცრად განსაზღვრულია და ინტე- 

გრაცია არც ამ ენერგიით შეიძლება. ამგვარად, დროის ერთეულში გადასვლის 
ალბათობა მონოქრომატული წეშფოთების გავლენით დროზე დამოკიდებული არ 
იჟნება მხოლოდ მაშინ, როცა საბოლოო მდგომარეობის ენერგია განაწილებულია 

უწყვეტად ან ქმნის ერთმანეთთან ძალიან ახლოს მდებარე დისკრეტულ დონეთა 
თანმიმდევრობას. 

დისკრეტულიდან დისკრეტულ სპექტრში გადასვლის ალბათობა მუდმივი 

იქნება მაშინ როცა შეშფოთების ენერგია მონოქრომატული კი არ არის, არამედ 

შეიცავს სხვადასხვ სიხშირის ტალღების ერთობლიობას, ამ შემთხვევაში II» 

მატრიცული ელემენტი დამოკიდებული იქნება არა ერთ სიხშირეზე, არამედ სიხ- 

შირეთა სპექტრზე, რაც (77,27) ფორმულაში ინტეგრაციის ჩატარებისა და დირა- 

კის დელტა ფენქციის ჩამოშორების საშუალებას გვაძლევს. ასეთი პროცედურის 
დროს თუ დისკრეტულიდან უწყვეტ სპექტრში გადასვლის ალბათობის ფორმუ- 
ლაში შემოდიოდა საბოლოო მდგომარეობების სიმკვრივე, განხილულ შემთხვევაში 

გადასვლის ალბათობის ფორმულაში გაგვიჩნდება ველის ინტენსივობის დამახასია- 
თებელი სიდიღე. 

ამგვარად, როცა გადასვლა ხდება განსაზღვრული დისკრეტული ##M დონი- 
დან დისკრეტულ 772, დონეზე, შეშფოთების ენერგიისათვის უნდა ავიღოთ არა- 

მონოქრონატული ტალღები, 
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დავუშვათ, რომ შემფოთების ენერგია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც 
მონოქრომატული ტალღების ფურიეინტეგრალი 

–თ 

9'რ= I I9'C, თ) C-! თ. (77,28) = 172» ს 

აქედან შეშფოთების ენერგიის ფურიეკომპონენტისათვის გვექნება 

1. 1= 
MX, «)= > IL MC, 0 C"/ძI. (77,29) 

(77,28ე) ფორმულის თანახმად ჯ-დან 7 მდგომარეობაში გადასვლის მატრიცული 

ელემენტისათვის მივიღებთ: 

1 +თ +თ · 

#ი0=->:> I ითტგ- ი I სა 8, თ) რეძL, (077,3თ) 

ე. ო. 

+თ– 

Mიი0=–-= > | « წია) ძი, (77,31) 

სადაც M2გი(თ) არის შეშფოთების ენერგიის თ სიხშირის შესაბამისი ფურიეკომ- 

პონენტის მატრიცული ელემენტი. უკანასკნელი ფორმულიდან შებრუნების თეო- 

რემით გვექნება 

'(ლოL 7 ) L Mეე(ხ 6“ თ. (7,32) 

გავიხსენოთ (76,17) ფორმულა და ვიგულისხხოთ, რომ შეშფოთება მოქმედებს 

მხოლოდ (0, 7) შუალედში, ე. ი. შეშფოთების ენერგია ნულის ტოლია, როცა 

(<0 და ჯ>7. დავუშვათ, II „„(I) იმდენად მცირეა, რომ შეშფოთების თეორიის 

პირველი მიახლოება სამართლიანია #=:7'-სათვის, მაშინ CI) ამპლიტუდისათვის 

გვექნება : 
14%, 

0M0= - – -I/ ჰიი) (ში მ-= > I 9 ეი (2) 2 რი" ქუ. (77,33) 
8 

გავითვალისწინოთ (77,32) ფორმულა, მაშინ (77,33) მიიღებს სახეს 

  
          

წყლ 

იად = # 25 (77,34) 
1 

ხოლო #-დან თ») მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობისათვის გვექნება 

2ჯX , 2 
მოი - ვ 9 იი(0 ი) | · (77,35) 

ეს ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ./-დან ჯ მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობა 
მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ არ არის ნული, როცა შეშფოთების ენერგიის სპექტრ- 
ში არსებობს თ„,ც=(V--90)/ს სიხშირე, ე. ი. ამ შემთხვევაში გადასვლას აქვს 

რეზონანსული ხასიათი. მდგომარეობა ისეთია, თითქოს სისტემა წარმოადგენდეს 

თუე სიხშირის მქონე ოსცილატორთა ერთობლიობას, გარეშე ურთიერთქმედების 
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შედეგად აგზნება ხდება მხოლოდ იმ ოსცილატორისა, რომლის რხევის სიხშირე 

ემთხვევა ველის საკუთარ სიხშირეს. 

(77,35) ფორმულიდან ჩანს, რომ გადასვლის ალბათობაში არსებითია არა 

თვით შეშფოთების ენერგიის მატრიცული ელემენტი, არამედ ამ ელემენტის თ, 

სიხშირის შესაბამისი ფურიეკომპონენტი. კონკრეტული ამოცანების განხილვისა" 
გამოჩნდება, რომ (77,35) გადასვლის ალბათობის ფორმულაში დრო მართლაც 
პირველ ხარისხში “შედის. 

გადასვლები მუდმივი შეშფოთების შემთხვევაში. ბოლოს განვიხილოთ კერ- 

ძო შემთხვევა, როცა შეშფოთების ენერგიის ოპერატორი დროზე დამოკიდებული 
არ არის. ეს იმას ნიშნავს რომ 0 <:ჯ<7 ინტერვალში შეშფოთების ენერგია 

დროის მიხედვით არ იცვლება, ხოლო ამ ინტერვალის გარეთ იგი ნახტომისებუ- 

რად ხდება ნულის ტოლი. ასეთი მუდმივი %ემფოთების გავლენით შესაძლებელია 

სისტემის გადასვლა ერთიდან მეორე მდგომარეობაში, განსაკუთრებით მნიშვნელო- 
ვანია გადასვლები უწყვეტიდან უწყვეტ სპექტრში. ვთქვათ, სისტემა საწყის მო- 

მენტში იმყოფება უწყვეტი სპექტრის მდგომარეობაში, რომელიც ხასიათდება Xე 

პარამეტრით და ვიპოვოთ დროის ერთეულში გადასვლის ალბათობა კვლავ უწყვე- 

ტი სპექტრის მდგომარეობაში, რომლის დამახასიათებელი X პარამეტრი მოთავსე- 

ბული იქნება X და (X+ძ7X)-ს შორის. 

სათანადო გადასვლის ალბათობა გამოითვლება (76,25) ფორმულით, რომე- 

ლიც «იმის გამო, რომ მატრიცული ელემენტი IX დროზე დამოკიდებული არ 

არის, შემდეგ სახეს მიიღებს: 

1 II XXI , + (ნთ–წრ))/ 
(4 

ჯ)? I 
() 

9 
თ», = თL VX (77,36) 

  

ამ გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალი, ისევე როგორც (76,131) ფორმულის 

მიღების დროს ვაჩვენეთ, დირაკის დელტა ფუნქციაზე დაიყვანება; ასე რომ 

27 - · 
00» == - | 7/ #.Xე I” (77) -– 19(Xყ)) (IX. (77,37) 

ამ ფორმულიდან კი ჩანს, რომ უწყვეტ სპექტრში გადასვლები დასაშვებია მხო- 
ლოდ და მხოლოდ ერთნაირი ენერგიის მქონე მდგომარეობებს შორის 72(X) = 7(%ი)- 

აღსანიშნავია, რომ (77,37) უშუალოდ გადასვლის ალბათობას არ გამოხა- 
ტავს, მას არც კი აქვს ალბათობის განხზომილება., იგი ჩვენ შეგვიძლია განვიხი- 

ლოთ როგორც გადასვლათა რიცხვი დროის ერთეულში. ამასთან, მისი განზომი- 
ლება დამოკიდებულია უწყვეტი სპექტრის ფუნქციების ნორმირებაზე. (77,37) 

ფორმულა ადრე განხილული მეთოდით შეგვიძლია ჩავწეროთ საბოლოო მდგომა- 

რეობის სიმკვრივის საშუალებით. 

დაბოლოს შევნიხნოთ, რომ (77,37) ფორმულის მიღება შესაძლებელია დრო- 

ზე პარმონიულადღ დამოკიდებული შეშფოთების შემთხვევაში მიღებული გადასვლის 
ალბათობის ფორმულებიდანაც, თუ დავუშვებთ, რომ შემაშფოთებელი ველის სიხ- 

შირე თ=0. 

§ 26. ბადასვლის ალგათობის ფორმულა მეორე მიახლოებაში 

გამოვიყვანოთ გადასვლის ალბათობის ფორმულა მეორე მიახლოებაში. სი- 
მარტივის მიზნით “შმემოვისახღვროთ “შემთხვევით, როცა შეშფოთების ენერგიის 

ოპერატორი დროზე დამოკიდებული არ არის. როგორც წინა პარაგრაფში აღენიშ - 
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ნეთ, ასეთმა შეშფოთებამ შეიძლება გამოიწვიოს სისტემის გადასვლა ერთიდან 
მეორე მდგომარეობაში, ოღონდ ამ შემთხვევაში დასაშვებია გადასვლები ერთნაირი 

ენერგიების მქონე მდგომარეობებს შორის, 
განვიხილოთ მეტად მნიშვნელოვანი შემთხვევა, როცა სისტემა უწყვეტი სპექტ- 

რის MM დონიდან გადადის უწყვეტი სპექტრის #, დონეზე, სადაც Xე: და > 

უწყვეტი სპექტრის დამახასიათებელი პარამეტრებია შესაბამისად საწყის და საბო- 
ლოო მდგომარეობაში. ცხადია, ასეთი გადასვლის ალბათობა პროპორციული იქნე- 

ბა IMX.X მატრიცული ელემენტისა. მაგრამ შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ML 

ყველა მატრიცული ელემენტი, რომლებიც აკმაყოფილებენ 7„= ენერგიის 
შენახვის კანონს, ნულის ტოლია, ხოლო მატრიცული ელემენტები 'ეთ რო. 

მელთათვისაც წი 1, ნფლისაგან განსხვავდებიან; ასეთ შემთხვევაში საჭიროა 

შეშფოთების თეორიის მიახლოების გაუმჯობესება და მეორე მიახლოების განხილვა, 

რადგან საწყისიდან საბოლოო მდგომარეობაში პირდაპირი გადასვლა აკრძა- 
ლულია, ჯერ უნდა განვიხილოთ გადასვლა საწყისი მდგომარეობიდან რაღაც 
#-მდგომარეობაში, რომელსაც საწზუალედო მდგომარეობას უწოდებენ, შემდეგ კი 
#-დან საბოლოო #-მდგომარეობაში. ასეთი ტიპის გადასვლებს უწოდებენ არაპირ- 
დაპირ გადასვლებს, ანდა გადასვლებს საშუალედო მდგომარეობების გავლით. გა- 
საგებია, რომ ასეთი გადასვლის ალბათობა პროპორციული იქნება IM», I» 

მატრიცული ელემენტების ნამრაევლისა. 

გადასვლის ალბათობის ფორმულის გამოყვანის მიზნით გამოვიდეთ (76,24) 
განტოლებიდან, რომლიდანაც თუ მარჯვენა მხარეში ჩავსვამთ C0)ICV) პირველი 

მიახლოების კოეფიციენტს, მივიღებთ განტოლებას მეორე მიახლოების CLMVჯ) კოე– 

ფიციენტისათვის. ამგვარად, თუ გარკვეულობის მიზნით ვიგულისხმებთ, რომ სა- 

შუალედო მდგომარეობის სპექტრი დისკრეტულია, მაშინ გვექნება1 

გ 4090 - + იდ MM, ორ C8,1) 
“ – 

სადაც ს1თ,,= (XX), ხოლო MM, მატრიცული ელემენტი, პირობის თანახ- 

მად, დროზე არ არის დამოკიდებული. ცხადია, რომ CIIMჯ)-ს საშუალებით განი- 

საზღვრება საწყისი %ე მდგომარეობიდან საშუალედო ” მდგომარეობაში გადა– 

სვლის ალბათობა, მაშინ, როცა CCVI) კოეფიციენტის აბსოლუტური მნიშვნელო- 

ბის კეადრატი გამოხატავს საშუალედოდან საბოლოო მდგომარეობაში გადასვლის 

ალბათობას. ცხადია, რომ CI) (01=1, CVX0)=0 და (78,1) განტოლებაც უნდა 

ამოიხსნას საწყისი პირობით 

CLVX9) =0. 

CV) კოეფიციენტი განისაზღვრება (76,24) ფორმულით 

' 

006 = – | M.ო ე პოMი დ, (78,2) 
2 ი ი. 

რადგან შეშფოთების ენერგია დროზე დამოკიდებული არ არის, ამიტომ ”შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ · 

Iს.» - შ% ' –1 
იიი ეი, (78,3) 

CI! “რისი 

“–““ 1 უწყეეტი სპექტრის შემთხვეეაში საკმარ«სია ჯამი შევცვალოთ ინტეგრალით. 
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შევიტანოთ CIIX/)-ს ეს მნიშვნელობა (78,1) განტოლებაში; გვექნება 

თ(C( XXV) _ ა) 7,ი», I» ა MM + ა,” 

“ 2“ 2M((0ი,». ) 
საიდანაც C(:X0)=0 საწყისი პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ 

ს – ემ |, (78,4) 

020C)= 2, V 17 MM IX (იდ იჯ! · 6 19; (78,5) 
” +“ დ)" მთოთოXე ი 

ამასთან, ამ ფორმულის გამოყვანის დროს გამოვიყენეთ დამოკიდებულება 

  

1 
თ» + იე == 7 (#C09 –-სი6ჩიო--Mე)= რაი. (78,6) 

ამგვარად, (78,5) ტოლობიდან მარტივად მივიღებთ 

(აკუ (თ... ! 

იღფც= 1 თაო მოი თმ -1 ირ. ცუ 
78 « ?0თXე ზრ». 8თ»Xე 

როგორც ვხედავთ, მეორე მიახლოების (7) კოეფიციენტის განხილვას მაშინ 

აქვს აზრი, როცა პირდაპირი გადასვლა აკრძალულია, ე, ი. როცა 

IV =0; (0,=7,.) 
მი, #7 0, ს % 9, (თ % XV, #9 7” თ) 

მაგრამ #„= #M,ე პირობა გვაძლევს C„„, =:0, მაშინ, როცა თ, % 0 და თ, 5-9, 

ამიტომ (78,7) გამოსახულებაში შეგვიძლია პირველი წევრი უგულებელვყოთ, 
რადგან მისი მნიშვნელი სასრული სიდიდეა და გაცილებით მეტია მეორე წევრის 

მნიშვნელზე. ამგვარად, (78,7) გამოსახულებიდან დაგვრჩება 

'(ლ1:-+. 
2 ჩრო»ი 
” 

ქის” 
6 0 _. 

(ო/ე ბ =-1 1/” 78,8 |CCVX#I =55 L (78,8) 
  

  

  0, 

ეს შედეგი ემთხვევა (77,8)-ს, ოღონდ ამ შემთხვევაში შეშფოთების ენერგიის მატ- 
რიცული ელემენტის როლს ასრულებს გამოსახულება 

“MI, წი 
#MV= 2 --2:2ი7ა ი #. · (78,9) 

” 

აქ ? აღნიშნავს საწყის მდგომარეობას, / –– კი საბოლოოს. თუ ჩავატარებთ იგივე 
გამოთვლებს, რაც გვქონდა § 77-ში, დროის ერთეულში, საწყისიდან საბოლოო 

მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობისათვის მივიღებთ შემდეგ ფორმულას: 

20,, ძ0= 22 MI” 0,(#) ცაა, (78,1თ 

სადაც 0,(#) საბოლოო მდგომარეობის სიმკვრივეა, M7, კი განისაზღვრება (78,9) 

ფორმულით. (78,10) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ, როცა სისტემის გადასვლა პირ- 
დაპირ საწყისიდან საბოლოო მდგომარეობაში შეუძლებელია, მაშინ ჯერ ხდება 

§–># გადასვლა, ე. ი. საწყისიდან საშუალედოში, შემდეგ კი საშუალედო მდგო- 

მარეობიდან საბოლოოში I –> /. ამასთან, აჯამვა ხდება ყველა შესაძლო საშუა- 
ლედო #1-მდგომარეობების მიხედვით, 
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ადვილია (78,10) ფორმულის განზოგადება მესამე მიახლოებისათვის, სავსე- 
ბით ანალოგიურად მივიღებთ ისევ (78,10) ფორმულას, ოღონდ II(;,-ს ახლა ექნე- 

ბა სახე 
წე; XXIV V7 

Mე=ზა ა –ობშთეშიი, (78,11) ი აას - ნან ჩა 
ასეთ შემთხვევაში გადასვლა ხდება Lამსაფეხურიანი სქემით ჯ-+ L -+ 1 –> / აჯამვა 

კი საშუალედო » და X მდგომარეობების მიხედვით. მესამე მიახლოება მნიშვნე- 

ლოვანია მაშინ, როცა მეორე მიახლოებაში #7 > =:0. 

აღვნიშნოთ ერთი მეტად მნიშვნელოვანი გარემოება; პირდაპირი გადასვლე- 
ბის დროს ენერგიის შენახვის კანონს უზრუნველყოფდა დირაკის დელტა ფუნქ- 

ცია, რომელიც გადასვლის ალბათობაში ჩნდებოდა მატრიცული ელემენტის კვად- 
რატის გვერდით. მატრიცულ ელემენტში შემავალი ენერგიის ნაცვლად მასში ისმე- 

ბოდა ენერგიის ის მნიშვნელობა, რომელიც საწყისიდან საბოლოო მდგომარეობაში 
გადასვლისას განისაზღვრებოდა ენერგიის შენახვის კანონით. იგივეს აქეს ადგილი 

არაპირდაპირი გადასვლების შემთხვევაშიაც, ოღონდ რადგან ენერგიებს საშუალედო 

მდგომარეობაში არავითარი პირობა არ ედება, ამიტომ ენერგიის შენახვა საშუა« 

ლედღო მდგომარეობისათვის არ მოითხოვება. 

ნამდვილი დონეებისაგან განსხვავების მიზნით, რომელთათვისაც ენერგიის 

შენახვის კანონი აუცილებელია, საშუალედო დონეებს ვირტუალურ დონეებს უწო- 

დებენ. 
როცა საქმე ეხება რადიაციულ გადასელებს, მაშინ ცხადია, რომ პირდაპირი 

გადასვლის მატრიცული ელემენტი პროპორციული იქნება ელექტრონის მუხტის 

პირველი ხარისხისა, ალბათობა კი -- (2-ის!, ანალოგიურად, მეორე მიახლოების 

შესაბამისი გადასვლის ალბათობა პროპორციული იქნება ი3-ის, მესამისა –– 48%-ის 

და ა. შ. 
აღვნიშნოთ ისიც, რომ, როგორც მტკიცდება, თუ სისტემის გადასვლა წარ- 

მოებს გამოსხივებასთან ურთიერთქმედების გამო, მაშინ ეფექტი შეშფოთების თეო–- 

რიის პირველი რიგისაა, როცა მოვლენაში მონაწილეობს სინათლის ერთი კვანტი 

(მაგალითად სინათლის გამოსხივება ან შთანთქმა), –– მეორე რიგისა, როცა მონა- 

წილეობს ორი კვანტი და ა. შ. 

ორსაფეხურიანი პროცესის ნაოელ მაგალითს წარმოადგენს კომპტონის ეფექ- 
ტი. ამ შემთხვევაში საწყის მომენტში გვაქვს კვანტი ი (0=თე/ი) იმპულსით და 
უძრავი თავისუფალი ელექტრონი #ა=7#C ენერგიით. საბოლოო მდგომარეობაში · 

გვაქვს ახალი კვანტი ი” (0”=Lსთ'/ძ) იმპულსით და მოძრავი ელექტრონი ი–-წწ/ 

იმპულსითა და + M(თ –- თ”) ენერგიით. უშუალო გამოთვლით დავრწმუნდებით, 
რომ პირდაპირი გადასვლის მატრიცული ელემენტი, რომელიც შეესაბამება ენერ– 

გიის შენახვას, ნულის ტოლია“. მაშასადამე, კომპტონის ეფექტში პირდაპირი გა–- 
დასვლა აკრძალულია. კომპტონის ეფექტი კი, რომელშიაც მონაწილეობს ორი 

ფოტონი, ნებადართულია და გამოითვლება შეშფოთების თეორიის მეორე მიახლოე– 

ბით. გვექნება ორი საშუალედო მდგომარეობა. 1, ელექტრონი შთანთქავს კვანტს 

  

1 ამის შესახებ იხ. § 36; რადგან რაღიაციული პროცესების დროს შეშფოთების ენერგიის 

გ C 
ოპერატორი /77 “.“ (Mი), ამიტომ #M”-ს მატრიცული ელემენტი, მართლაც პროპორციელი იქ- 

ნება მუხტის პირველი ხარისხისა. 

2? პირდაპირი გადასვლები, რომლებიც) გამოწვეული იქნება #"“-ის პროპორციული წევრით, 

აკრძალული არ იქნება. 
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და ძოძრაობს იმპულსით, რომელიც შენახეის კანონის ძალით იქნება IIVს = სი ს 
C 

ტოლი. ენერგია კი ამ შემთხვევაში არ ინახება 5- ჩთ. პროცესის მეორე სა- 

ფეხურზე მოძრავი ელექტრონი გამოასხივებს ახალ კვანტს, რომლის დროსაც შე- 

ნახულია იმპულსი. ენერგია კი ისე იცვლება, რომ აღდგენილი იქნეს მისი საწყისი 

მნიშვნელობა. 2. ელექტრონი ჯერ ასხივებს საბოლოო კვანტს, შემდეგ კი შთანთ- 
ქ:ვს საწყისს. ორივე ამ საშუალედო გადასვლას ერთი და იგივე საბოლოო მდგო. 

მარეობამდე მივყავართ. შეიძლება გამოითვალოს თითოეული ამ გადასვლის მატ- 

რიცული ელემენტი და (78,10) ფორმულის გამოყენებით ვიპოვოთ გაფანტვის 

დიფერენციალური განიეკვეთი. კომპტონის ეფექტის შესაბამისი განიეკვეთი რელა- 
ტივისტური ეფექტების გათვალისწინებით ნაპოვნი იყო კლაინისა და ნიზინას მიერ), 

აღვნიშნოთ, რომ მეორე რიგის ეფექტს განეკუთენება აგრეთვე სინათლის 
კომბინაციური გაფანტვა, სინათლის კოჰერენტული გაფანტვა და სხვა, 

მესამე რიგის ეფექტებიდან ყველაზე მნიშვნელოვანია ატომგულის ველში 
დამუხრუჭებული ელექტრონის გამოსხივება და იგივე ველში ელექტრონ-პოზიტრო 

ნის წყვილის წარმოქმნა. 

§ 70, ვარიაციული მეთოდი 

მიახლოებითი გამოთვლების სრუღიად განსხვავებულ მეთოდს წარმოადგენს 
ვარიაციული მეთოდია» ძალიან ზშირად შეშფოთების თეორია ან სულაც არ გამო- 
იყენება, ანდა გამოთვლები იმდენად რთულდება, რომ ამოცანის გადაწყვეტა პრაქ- 

ტიკულად შეუძლებელი ხდება. ამ შემთხვევაში მიმართავენ შედარებით უფრო 
მარტივ-ვარიაციულ მეთოდს. მიახლოებითი გამოთვლებისათვის ვარიაციული მე- 
თოდი, ისევე როგორც შეშფოთების თეორია, დიღი ხნით ადრე დამუშავებული 

იყო მათემატიკაში. არსებობს ვარიაციული მეთოდის სხვადასხვა სახე. სიმარტივის 
მიზნით ჩვენ განვიხილავთ შრედინგერისა და რიტცის ვარიაციულ მეთოდებს, და- 
ვიწყოთ შრედინგერის ვარიაცკიული მეთოდის განხილვით; მისი არსი შემდეგში 

მდგომარეობს: თუ მოცემული გვაქვს კვადრატულად ინტეგრებადი ნებისმიერი 
ფუნქცაა «IX, ყ, 2; C, 8, ',-..) X, V, 2 ცვლადებისა და თ, 8, +,... პარამეტრებისა 

და, თუ 12) არის #” ენერგიის ოპერატორის ყველაზე უმცირესი საკუთარი მნი- 
შვნელობა, მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას 

+თ= , 
#ი= I ძა? #7 «ი+, (79,1) 

იმ პირობით, რომ · 
+თ 

I თ"თი+:=1, (79,2) 

სანამ (79,1) უტოლობის მკაცრ მტკიცებას მოვიყვანდეთ, აღვნიშნოთ, რომ იგი 

მარტივად გამომდინარეობს ფიზიკერი მოსაზრებებიდან. მართლაც, იმ მდგომა- 
რეობაში, რომელიც ხასიათდება ნებისმიერი «ს, ფუნქციით, ენერგიის საშუალო 

მნიშვნელობა #= (თ! M |თ), ამიტომ აშკარაა, რომ ენერგიის მინიმალური მნი- 
„–_აეგე' 

10. M#IთIი0, XV. #19 1ი9მ, #061%5. L. IIIV§5. 52, 853, 569, (1999) იხ. აგრეთეე 
წიგნი ჩ. I ეMჩჯ»Cი, M8გ(IC888 100/0II/9 1I3MVVMCIIII#M, VIII, 1956. 
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შვნელობა უნდა უდრიდეს ენერგიის საშუალო მნიშვნელობას ან იყოს მასზე ნაკ– 

ლები, რაც ამტკიცებს (79,1) ფორმულას. 
ზუსტი დამტკიცება, რომელსაც ქვემოთ მოვიტანთ, ეკუთენის ეკარტს და 

ისიც საკმარისად მარტივია. განვიხილოთ გამოსახულება 

თ" (9-7) ი25= | თდ"MVქ+- I”. ფ9,3) 

ვთქვათ, დაც არის # ოპერატორის საკუთარი ფუნქცია, ეს ი, 

# 

#სხიე= ჩი X (79,4) 

და ნებისმიერი ფუნქცია გავშალოთ ამ აბ,, #, ... სგ ორთონორმირებული ფუნქციე- 

ბის მწკრივად 
თი=%იო თით. 

„7 

შევიტანოთ ეს გამოსახულება (79,3)-ში; მივიღებთ 

| «700 = >; 2) იი 6, (6,-–-) | 98 9ი ძC= 
ს ჩ 

=3ე ის ნი(წი--X) 2თი= 2)10ი1 (წი #)- 

ეს უკანასკნელი ტოლია ან მეტია ნულზე, რადგან |ძა|”>0 და #ია>>Xი (XI 
უმცირესი საკუთარი მნიშვნელობაა). ამით (79,1)) ფორმულის სამართლიანობა 

დამტკიცებულია. თუ (79,1) ფორმულაში შევიტანთ ჰამილტონიანის გამოსახულე– 

ბას, შეგვიძლია დავწეროთ 

#? +თ +თ 

ჰი<–- | თ'ანი+ | დ'7თი<. (79,5) 
2 

ამ ფორმულის სხვა სახით გამოსახვისათვის უნდა გარდავქმნათ (დ | ბთ) 

სკალარული. ნამრავლი, რადგან == 1(V ერმიტული ოპერატორია, ამიტომ გვაქვს 

(თ|ბდა=(თ|-- VVთა=( “ წთ იდა=- (წდIVთ) (79,6) 
ჯ ჯ 

(79,5) ფორმულა მიიღებს სახეს 

»M? +თ +თ 

ჯა< –- | Vს?.Vთძ++ I თ"/დი“. (79,7) 
26 % > 

როცა დ ფუნქცია არაა ნორმირებული, მაშინ (79,5) მოგვცემს 

__ M (თIბთ) , (დIX7 |დ) . 
2 (დI49) (თდIთ) 

(79,1) ფორმულაში (ასევე (79,5) და (79,7) ფორმულებში), ტოლობა მაშინ გვექ– 
ნება, როცა 0) ფუნქცია ძირითადი მდგომარეობის შესაბამისი ნამდვილი ტალღუ- 

რი ფუნქციაა, ე. ი. როცა Iთა= ა. (79,1) ფორმულა საშუალებას გვაძლევს. 

ვიპოვოთ მიახლოებითი ტალღური ფუნქცია და ენერგია ძირითადი მდგომარეო- 

ბისათვის, რადგან ნებისმიერი (კვადრატულად ინტეგრებადი) ფუნქციისათვის 

18. ი, ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 978 

XX = (79,8)



L= (დ! # | 01) ინტეგრალი ყოველთვის მეტია 1”-ზე, ამიტომ ნამდვილთან ყველაზე 

უფრო ახლოს მყოფი მნიშვნელობის მისაღებად საჭიროა ვიპოვოთ 7=(თ | MI4ა 

ინტეგრალის აბსოლუტური მინიმუმი (უპირობო ექსტრემუმი). პრაქტიკული გამო- 

თვლებისათვის ეს მეთოდი ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი თანამიმდევრობით: 1. ვწერთ 

ამოსახსნელი ამოცანის ჰამილტონიანს. 2. ვიღებთ ისეთ ნებისმიერ თ ფუნქციას, 

რომელიც ფიზიკური მოსაზრებებით ყველაზე უფრო კარგად შეესაბამება ამოცა- 

ნას; ფუნქციაში უნდა შედიოდეს განუზღვრელი პარამეტრები თ, 8, +#...; ვახდენთ 

ამ ფუნქციის ნორმირებას. 3. ვპოულობთ ინტეგრალის მნიშვნელობას 

ვთ , 
16ზ, ს--.)= | დ"MC ძ<. (79,9) 

4. ვეძებთ (თ, 8,..-)-ს ექსტრემუმს თ, 3,... პარამეტრების მიმართ. მაშინ 

ICC» მაჯი·.·) >> 7% (79,10) 

იქნება ენერგიის საძებნი მნიშვნელობა. ხოლო, თუ პარამეტრების ექსტრემალურ 

მნიშვნელობას შევიტანთ თ-ში, მივიღებთ სათანადო ამოცანის მიახლოებით ტალ- 

ღურ ფუნქციას. თ ფუნქციას საცდელ ფუნქციას უწოდებენ. აშკარაა, რომ შედეგი 

დამოკიდებულია საცდელი რთ ფუნქციის კარგად შერჩევაზე. საზოგადოდ, რაც მეტ 

პარამეტრზე იქნება დამოკიდებული საცდელი ფუნქცია, მით უკეთეს შედეგს მი– 

ვიღებთ. 
ადვილად შეიძლება ვიპოვოთ აგზნებული მდგომარეობის მიახლოებითი ტალ- 

ღური ფუნქციაც. რადგან ძირითადი და აგზნებული მდგომარეობის ტალღური 

ფუნქციები ორთოგონალური უნდა იყოს, ამისათვის აგზნებული მდგომარეობის 

საცდელი ფუნქცია (რომელიც აგრეთვე დამოკიდებული იქნება პარამეტრებზე) ისე 

უნდა შევარჩიოთ, რომ იგი ძირითადი მდგომარეობის ფუნქციასთან ორთოგონა- 
ლური აღმოჩნდეს; შემდეგ კი, აგზნებული მდგომარეობის ენერგიასა და ტალღურ 
ფუნქციას ვიპოვით ისეთივე პროცედურით, რაც საჭიროა ძირითადი მდგომარეო- 
ბის ენერგიისა და ფუნქციის მოსაძებნად. 

რომ გასაგები იყოს, როგორ ხდება ვარიაციული მეთოდის დახმარებით ენერ- 

გიისა და ტალღური ფუნქციის მოძებნა, განვიხხილოთ მაგალითი: ვიპოვოთ ენერ- 

გიის მინიმალური მნიშვნელობა ღა ტალღური ფუნქცია წყალბადის ატომის ძირი- 

თადი მდგომარეობისათვის ზემოთ მოტანილი ეტაპები ჩავატაროთ თანმიმდევ- 

რობით. 

1. ჰამილტონიანს აქვს შემდეგი სახე: (იხ. (65,3) ფორმულა, #=1 და 1=0- 
თვის) 

ჩ 2 2 2 2 

ს-- 9) ი/მ --ი--2195++> 2 _ 2. (9,1)) 
2ს 7 02იV იძ” » 2ს ძი? » თძ; 2 

2. საცდელი ფუნქცია შეიძლება იყოს ნებისმიერი, მაგრამ ფიზიკური მოსა- 
ზრებებით უმჯობესია ავიღოთ 9IXV, )= 66Xი (–-თ;), რადგან დიდ მანძილებზე 

ტალღური ფუნქცია სწრაფად უნდა ისპობოდეს, ნორმირება (0, 2) შუალედში 

მოგვცემს 
-3 

თც-, თ1= “6 %. (79,12) 
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8, ინტეგრალის გამოთვლით მივიღებთ 

  

ე თ 2 

IC)=“- 4 | V-' (- XI 
#2 გ 2ს | ძ;? 

2 ძ 2 “(უფ 2,.შ 

+-– ქლ იურიეთი 2 –ი0%. (79,13) 
» ძ». » 2. 

4. I(თ)-ს ექსტრემუმის პირობა აული გვაძლევს 

2 

  

  

რი=:5) 09,14) 
ე ი. 

4 
IC») =19ე=– 15 · (79,15) 

ხოლო ფუნქციას ექნება სახე 
1 “ია 

((IIC2232 730 /9ი , (79,16) 

სადაც თე ბორის პირველი ორბიტის რადიუსია. როგორც ვხედავთ, ენერგიისა და 
ფუნქციისათვის მივიღეთ ზუსტი მნიშვნელობანი. ეს იმიტომ მოხდა, რომ საცდელ 

ფუნქციად ჩვენ „შემთხვევით“ სწორი ტალღური ფუნქცია შევარჩიეთ. 

რომ აგვეღო სხვა საცდელი ფუნქცია, მივიღებდით შედარებით უფრო უარეს 

შედეგს. მაგრამ ვარიაციული მეთოდის არსი სწორედ იმაში მდგომარეობს, რომ 

რა სახის საცდელი ფუნქციაც არ უნდა ავიღოთ, ენერგიის გამოთვლილი მნიშვნე- 

ლობა ყოველთვის ტოლი ან მეტი იქნება ენერგიის ნამდვილ მნიშვნელობაზე. შევ- 
ნიშნოთ, რომ ეს მეთოდი ამოცანის თავისებურებათა სწორი გათვალისწინების 

შემდეგ ხშირად საუკეთესო შედეგებს იძლევა. მაგალითად, დავუშვათ, რომ გვინდა 

ვიპოვოთ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგია და ტალღური ფუნქცია. 
რადგან ოსცილატორი წონასწორობის ირგვლივ ირხევა ძალიან მცირე მანძილებზე, 

ამიტომ უსასრულობაში ტალღური ფუნქცია ექსპონენციალურად უნდა ხდებოდეს 
ნულის ტოლი, სათავეში კი იგი სასრული უნდა იყოს. გარჯა ამისა, ამოცანის 
სიმეტრიის გამო, ფუნქცია უნდა იყოს ლუწი. ასეთ ფუნქციებს წარმოადგენს 

ბX0 (– თX?), 6X) (– 8») და ა. შ. სიმარტივის მიზნით საცდელ ფუნქციად უნდა 

ავიღოთ 6X0 (– თჯ“), რაც ოსცილატორის ამოცანისათვის მოგვცემს ზუსტ შედეგს. 
ამგვარად, ჩვენ დავინახეთ, რომ ენერგიის მინიმაღური მნიშვნელობა და შე– 

საბამისი საკუთარი ფუნქცია შეიძლება ვიპოვოთ 7 =(თI#M (თ) გამოსახულების 
აბსოლუტური მინიმუმის პირობიდან 

5 | დ"#VC45=-. (79,17) 

ახლა კი ვაჩვენოთ, რომ #,„ ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობაც და მისი 
შესაბამისი საკუთარი ფუნქციებიც შეიძლება მიღებულ იქნეს იგივე ვარიაციული 
ამოცანიდან, თუ აბსოლუტური მინიმუმ(ს პირობას შევცვლით პირობითი ექსტრე- 

მუმით. ამისათვის მოვიქცეთ ისე, როგორც მათემატიკაში იქცევიან პირობითი 
მინიმუმის მოძებნის დროს შემოვიღოთ ლაგრანჟის ნამდვილი 2» პარამეტრი .და 
(79,17) ფორმულა ასე შევცვალლოთ 

გ| თ"(//-–)) თძ«=0, (79,18) 

V4/:)



სადაც ვგულისხმობთ, რომ I თ ძსძ2=1; რადგან I”= (9)| # | დ» ნამდეილი სი- 

დიდეა, ამიტომ 

IV" 8Cძ5= | VI1%ს"4+. (79,19 
ვინაიდან თ) კომპლექსური ფუნქციაა, ვარირება «> და Cთ7-ით შეგვიძლია დამოუ- 

კიდებლად ჩავატაროთ. (79,18) მოგვცემს: 

| ბი" 0წ – 2) თძ<=0, (9,2) 

| თ“ #-–-X) ბდი§= | ბთ (#" –– ბ) თ50§=0. ფ9,21) 
მეორე განტოლება პირველის კომპლექსურად შეუღლებულია და ამიტომ 

ახალს არაფერს იძლევა. (79,20) ფორმულიდან ჩანს, რომ, როცა 7. არის ჩ ოპე– 
რატორის საკუთარი მნიშვნელობა #= # და დ კი არის საკუთარი ფუნქცია, ე. ი. 

როცა დაცულია განტოლება ყთ=#თ (ან #%ს”= V9), ექსტრემუმის პირობა 

დაკმაყოფილებულია. პირიქითაც, # ოპერატორის საკუთარ ფუნქციებსა და სა- 

კუთარ მნიშვნელობებს ვიპოვით, თუ ამოვხსნით (79,18) ექსტრემუმის ამოცანას. 
, ? 

რადგან M#= – 2>-ა+7, ამიტომ (79,6) ტოლობის გათვალისწინებით, (79,18) 
ს 

განტოლება ასეც შეიძლება გადავწეროთ: 

9 
2 II > წთ"'ათდ.. 7თთ' --თ"თ 1%=თ (79,22) 

„ს 

ამ განტრლების ექსტრემუმი მოგვცემს X= #, საკუთარ მნიშვნელობასა დღა დ =4, 

საკუთარ ფუნქციებს. მიახლოებითი ამოხსნა იმაში მდგომარეობს, რომ (79,22)-ში 

შეგვაქვს საცდელი დ ფუნქციები და ექსტრემუმის პირობით ვსაზღვრავთ 2-ს. 

აღნიშნული მეთოდი მათემატიკაში დამუშავებული იყო ჯერ კიდევ 1909 წელს 

რიტცის მიერ. 

„რ § 80. რიტცის მეთოდი 

ავირჩიოთ ნებისმიერი ფუნქციები C,, დ, ...დუ, რომლებიც აკმაყოფილებენ 
იმავე სასახლვრო პირობებს, რასაც სასურველი ტალღური ფუნქცია. დავუშვათ, 

საცდელი თ ფუნქცია წარმოადგენს ამ ფუნქციების წრფივ კომბინაციას 

7 

დ=") თ, წი (80,1) 
(51 

სადაც თ, მუდმივებია, რომლებიც მოითხოვს განსაზღვრას. შევიტანოთ ეს გამო–- 
სახულება ფორმულაში 

6 | დ"(8-– X თი4=0; (80,2) 
გვექნება 

ნ2ე2ეი; თ | | თ; დ, ძ<–-. | #; დ, ძ5 |=0. (80,2)) 
“ ” 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

, 24“? 

Mი= I დ) 1/დ,0+= 711, = I წვა. Vი+X7Cდ;, #) ძი 
2. 
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და 

0,=)| დ;დ,ძ<= ნს. (80,3) 
როცა #, ფუნქციები ორთონორმირებულია, მაშინ 

0/,=: | დ; დ ძ9=6V (890,4) 

ამ აღნიშვნებში (80,2”) მიიღებს სახეს 

233ი; ის (9-2) =90. (80,5) 
( 

მოვახდინოთ ვარიაცია ი; და ი, კოეფიციენტებით, გვექნება 

სა 2, (60; ი„+0; 80,) (MII-–1 0) =9. 
+» 

ეს უკანასკნელი კი, #VL და #0, მატრიცების ერმიტულობის გამო, ასე შეგვიძ- 
ლია გადავწეროთ: 

2, 60, 2, ი, (M/Iს-–-##/ა +2, ზი; 2, 0L(/II8 –– ·0XI) =0. 
( » ჯ ; 

თუ განვიხილავთ ორ სპეციალურ შემთხვევას 60,=მ80), (ე. ი, მთ, ნამდვილია) 
და 2იჯ,=–-მი, (60, წარმოსახვითია), უკანასკნელი განტოლება მოგვცემს 

2, მთ, | 2, ი (წს 10 + ?, 0:(M ს-მ) | 
(4 ( L 

2 მთ, | ?, თი მი 09) – 2 ი (Iს -–– I) |=9. 
ჯ ჯ » 

რადგან 6, ნებისმიერია, ამიტომ ამ ორი განტოლებიდან მივიღებთ 

3? წა – #0) + 30: (9% – 170) =0. (80,5) 
” ; 

როცა ვიღებთ „--“ ნიშანს, მიშინ (80,5”) გვეუბნება, რომ 

IV | 2 0-(9IL – მია |=9, (80,6) 

(L, ნიშნავს წარმოსახვით ნაწილს), ხოლო, როცა ვიღებთ „+“ ნიშანს, გვექნება 

#01 210, (Iს – ჩია )=9 (80,6”) 

(176 ნიშნავს რეალურ ნაწილს). ამ ორი უკანასკნელი ტოლობიდან კი ვღებულობთ 

ა თ(ში-X0ია=0; (=1,2,.-ი- (80,7) 
” 

მივიღეთ # ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა უცნობი ი, კოეფიციენტებისათ- 

ვის. ამ სისტემას რომ ჰქონდეს არატრივიალური ამოხსნა, აუცილებელი და საკმა–- 
რისია სისტემის დეტერმინანტი ტოლი იყოს ნულის, ე. ი. 

მა–Xიი სა, 

9-1, წეყვეელი/% =0. (80,8) 

1. –ი თ · მოო–-ა.ჩოთ | 

2?



მივიღეთ 7». პარამეტრების მიმართ ჯუ) ხარისხის განტოლება. მისი ამოხსნით მოგეე- 

ცეზა X-ს ჯ) მნიშვნელობა 

შე, შვიიია ძი 
თუ (80,7) სისტემაზი შევიტანთ X-ს მნიშვნელობებს და ამოვხსნით, ვიპოვით ი,(02) 

კოეფიციენტებს. »#-ს »ჯ ფესვის შესაბამისად გვექნება (80,7) ტიპის »; სისტემა, 

საიდანაც ვიპოვით ყველა ი, კოეფიციენტს: 

ი (+), ძთ:(#),..- ძიი(»I), 

0ძ)(M-), თე(ჯ), .. თო(M), 

ი,(X.), ძთ:(#თ),. 0 თ(Xთ). 

თუ შევიტანთ ი, კოეფიციენტების ამ მნიშვნელობებს (80,1) ფორმულაში, მივი- 
ღებთ I ფუნქციას X=7Xჯ-სათვის 

თ 
თ. = 2) 0,0სა დ, #=1,2,...%!- (80,8)' 

(91 

სწორედ ეს ფუნქციები იქნება საძებნი ფუნქციები. ისინი იმდენად კარგად უახლოვ- 

დებიან ნამდვილ ფუნქციებს, რამდენადაც კარგად გვაქვს არჩეული დ,, დ;,..- დო 
ფუნქციები. 

იმ შემთხვევაში, როცა დ, ფუნქციები ორთონორმირებულია, (80,8) განტო- 

ლების ნაცვლად გვექნება 
ჰა“. წი #ი 

.–."“ =0. (80,8”') 

წელ Mოოთ–-.? 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, ნაწილაკი მოძრაობს ერთგან- 
ზომილებიან პოტენციალურ ორმოში, რომლის სიგანე Xა=1, სიმაღლე კი–– უსას- 

რულობას, მაშინ შრედინგერის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

ი?ს 20M% ით _ 70.0, (1(დ)=0(1)=0). 80,9) 72. 312. V(0)=V()) ( 

ამ განტოლების ზუსტი ამოხსნა, როგორც ვნახეთ, ასეთია 

ს.00=I 2 5IიV=X, (X-==1). (80,10) 

ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობები კი განისაზღვრება ფორმულიდან 

X=207% =ე:?ჯ9, 
უ? 

განვიხილოთ შემდეგი საცდელი ფუნქციები; 

დ,=00+0X+0,X, და=ხა+სხ)X+ბხ,X” + ხვ». და ა. შ. (80,11) 

ეს ფუნქციები ისეთივე სასახღვრო პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს, რასაც დ, 
კერძოდ 

დ,(0)==დე(0)=...=0 (80 12) 

და ' 
თ,(1)=დკ;(1)=...=0, 
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ეს სასაზღვრო პირობები გვაძლევს 

იე==ხე=...=0, 

C,+ია=0, ხ,+ხგ-+ხვ=0 და ა. შ. 

ამგვარად, დ,-ს ექნება სახე დ,= 0,(X-–– »X2). მოვახდინოთ ნორმირება ერთზე (0,1) 

შუალედში. მივიღებთ #,კ= IM 30. 

ამგვარად, 

დ,=IM 30 (X-–– X-). (80,13) 

ენერგიის მატრიცულ ელემენტს ექნება სახე 

“ძოდ, ძია 
XსM,ლ–| –“–- –“–ძ». (80,14) 

" I ძX თძX 0 

რომ (80,7)-ში ავიღოთ მხოლოდ »:=1, მაშინ (80,8“) განტოლება დაიყვანება 

M)-–-=0 პირობაზე, ე. ი. #= XL. (80,14) და (80,13)-ის თანახმად 

1 ძღ 2 

ყMც=I | –+ | ძ»«=10. 
" / (+) 

ამგვარად, პირველი მიახლოების საკუთარი მნიშვნელობა არის X=10 და, მაშა- 

სადამე, პირველ მიახლოებაში რიტცის მეთოდი იძლევა 

2L#, 
ჩ1? 
  დ,= IV 30(X– X), X= =10, 

რომელიც საკმარისად ახლოსაა ნამდვილ მნიშვნელობასთან: 

დს,=I 2 5)იჯს ღა 2,=7X“. 

რათა მივიღოთ შემდგომი და ამასთან უკეთესი საკუთარი ფუნქციები და მწიშევნე- 

ლობები, დ,-ის გარდა, დამატებით უნდა გამოვიყენოთ დე-იც. 

სამი პირობა 

1 1 

ს +ხ:+ხეუ=0, |დ,დიX=0 და | 91 0X=1 
0 0 

მოგვცემს _ 

დე=V 210 (V –– 3ჯ2+ 2X). 
(80,14)-დან მივიღებთ 

#,,=–10, #I,-= IM, =0, 

1 

IM:=210 | (1 –– 6X+-6X)1ძX= 42. 
2 

(80,8”) დეტერმინანტს ექნება სახე 

10-4. 0 

0 42 –-2. 

ე. ი. (10-–– 1) (42 –2)=0, საიდანაც X»=10, X= 42, ეს საკუთარი მნიშენელო- 

ბაც ახლოსაა >? და 4ჯ2-თან თუ შევიტანთ X-ს ამ მნიშვნელობებს (80,7)-ში, 

დავინახავთ, რომ დ, და დ, ფუნქციები ემთხვევიან დ, და თკ (რადგან ი,(10)=-1,, 
C(10)=9, 0:(42)=0, C:(42)= 1). 

8 
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სავარჯიშო მაგალითები 

1. ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორის ენერ. 

გია და ტალღური თუნქცია აგზნებული მდგომარეობისათვის, 

მითითება: საჭიროა დაიწეროს «სეთი საცღელი ფუნქცია, რომელიც ორთოგონალუ- 
გ, 

რია ძირითადი მდგომარეობის თია) <= 0:0 (– იX#M/2) ფუნქციასთან. (ახითი ფუნქცია 
9= 

იქნება, მაგალითად, VII(X)=C +“ თი). 

2. ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით «პოეეთ დეიტრონის (იხ, § 69) ძირითადი მდგომა. 

რეობის ენერგია და ფუნქცია, თუ პოტენციალური ენერგია განისაზღვრება VCV)=-–-Vს CXV(--”//”ა) 

ფუნქციით, სადაც Vი= 32/16V პოტენციალური ორმოს სიღრმეა, ხოლო #ა=2,2 10-13 სმ, საც- 

დელ ფუნქციად აებღოთ 
ი- 1. 9= _თ_ „0, 

1 4» ზM/82 

სადაც თ პარამეტრია. 

მითითება. გამოიყენეთ (29,7) ფორმულა. ინტეგრალების ამოხსნის შემდეგ მიღებული 

გამოსახულების ექსტრემალური მნიშენელობა თ პარამეტრის მიმართ იქნება სწორედ ენერგი-ს 

მნიშვნელობა, 

პასუხი; თი»|=1,34, ნაე<2,14 /6V. 

§ 81. კვაზიპლასიკური მიახლოების მეთოდი 

როგორც ოპტიკური ანალოგიის განხილვის დროს დავინახეთ, როცა ნაწი- 

ლაკის შესაბამისი დე ბროილის ტალღის სიგრძე » <2 #2, (სადაც »> იმ არის ზო- 
მაა, რომელშიაც ხდება მოძრაობა), სამართლიანია გეომეტრიული ოპტიკა და, 
მაშასადამე, საკმარისი მიახლოებით სამართლიანი უნდა იყოს კლასიკური მექანი- 

კის კანონებიც. ამ შემთხვევაში ნაწილაკის მოძრაობა შეგვიძლია განვიხილოთ რო- 

გორც კვაზიკლასიკური (თითქმის კლასიკური). არსებობს ასეთი მოძრაობის შეს- 
წავლის მიახლოებითი მეთოდი, რომელსაც კვაზიკლასიკური მიახლოების მეთოდს 

უწოდებენ. ეს მეთოდი დამუშავებული იყო ვენცელის. კრამერსისა და ბრილუენის 
მიერ, ამიტომაც ამ მეთოდს ხშირად შემოკლებით I 2 მეთოდს უწოდებენ 1. 

განვიხილოთ შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობების განტოლება 

– % აა)#ს= წს. (81,1) 
2. 

როგორც ვიცით, კვანტური მექანიკისა და კლასიკური მექანიკის მოძრაობის გან- 
ტოლებებს შორის კავშირს ამყარებს შემდეგი ფუნქცია: 

+ 
§=:0” (8),2 

სადაც 5 არის ქმედება. (81,2) შევიტანოთ (81,1) განტოლებაში, მივიღებთ 

+ დფ. 2ჩავ= 9-# (81,3) 
2M 2 

თუ დაგუშვებთ, რომ პლანკის მუდმივი ჩ=0, მაშინ (81,3) განტოლება გადაიქ- 
ცევა კლასიკური მექანიკის ჰამილტონ-იაკობის განტოლებად. ამიტომ შეგვიძლია 

  

1 C. V060ხ761, 26LL5. ”. –სV»5. 38, 518, (1926): II. #. #VV00)6IL§, 20C1L5. #. CI)ჯ6. 89, §28, 
(1926); L. სI=ჰის!ი, C0ითი(05 I6იძს5, 183, 24, (1926). იხ. აგრეთვე II. I6(60:675, LI0ლ0. 

L09Mძ, MI21ხ> 50. (2), 23, 428, (1924), 
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დავასკვნათ, რომ ს –>0 დროს კვანტური მექანიკის კანონები კლასიკური მექანი– 

კის კანონებში გადადის. ეს გარემოება გვიჩვენებს, რომ ხ უნდა განვიხილოთ რო- 

გორც მცირე პარამეტრი და (81,2) გამოსახულებაში შემავალი ქმედება ამ პარა- 
მეტრის მიხედვით გავშალოთ მწკრივად. ამასთან, კლასიკური მექანიკის შედეგებს 

მოგვცემს ამ მწკრივის პირველი წევრი (M=0). თუ ჩვენ გვინდა გექონდეს უკე–- 
თესი მიახლოება, ვიდრე კლასიკური მექანიკაა, არ უნდა შემოვისაზღვროთ მწკრი– 

ვის მხოლოდ პირველი წევრით, 

სიმარტივის მიზნით განვიხილოთ ერთგანზომილებიანი მოძრაობა; მაშინ (81,3) 

განტოლება მიიღებს სახეს 

+ დფბ- ბ აყ§= 8-7. (81,4) 
წ 2# 

ზემოთ აღნიშნულის მიხედვით 5(X) ფუნქცია გავშმ.ლოთ ჩ/? ხარ-სხების მწკრივად 

86) = 3ი0)+ +- 5,6) + ( + ) თიი+-.-+ · (81,5) 
ჯ 

ამ მწკრივის ნამდვილი ნაწილი მოგვცემს (81,2) გამოსახულების ფაზის შესწორე- 

ბას, წარმოსახვითი კი –– ამპლიტუდისას. 

თუ (81,5) მწკრივს შევიტანთ (81,4) განტოლებაში და შევინარჩუნებთ I-ის 

მხოლოდ ნულოვან ხარისხებს, მივიღებთ პირველ მიახლოებას. ამ შემთხვევაში 

განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

+ 8: (0=ს – წCე; (81,6) 
2 

რომელიც წარმოადგენს ერთგანზომილებიან ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას. მისი 

ამოხსნა ასე დაიწერება: 
ჯ 

შეე = > I I” 2ს L8 – წ(ე1) იX, (81,7) 

% 

სადაც X- დაფიქსირებული წერტილია. 
თუ (81,7)-ს შევიტანთ (81,2)-ში, მივიღებთ,ორ კერძო ამონახსნს; 

· XჯX 

ა,0ე=0წიას (- | 1/20 8 –=7C) რ), (81,8) 
Xი 

: X 

V00=ფთ( – 5 | / 26 XC), დ6).9 
%ი 

სადაც C, და C, ნებისმიერი მუდმივებია. აღებული მიახლოება სამართლიანია მა- 

შინ, როცა (81,4) ფორმულაში მარცხენა მხარის მეორე წევრი აბსოლუტური მნი- 

შვნელობით პირველზე გაცილებით მცირეა, ე. ი. 

  

  

= 
აც <I, (81,)0) 

ან, რაც იგივეა 

ი ს 
_ 1; 81,11 მ 80) (),1))     

26!



რადგან #= 920 +I ე, ამიტომ 

2(X) = I/ 2+L7 – 17(X-1. (81,12) 

და (81,7) ფორმულის ძალით გვექნება §:(X)= )(X); ასე რომ, (81,11) პირობა 
მიიღებს სახეს 

    
4X I >). დ1,13) 
თX 

მეორე მხრივ, რადგან 

ძ” 

ძ პპ. 2 ძი _ – + >>>. (81,14) 
ძX V 2) («8 – ”Cი) ი 

სადაც I ძალაა, ამიტომ (81,1L) პირობა ასეც შეგვიძლია გამოვსახოთ: 

სსX «), (81,15) 
ჩი! 

აქედან ჩანს, რომ კვაზიკლასიკური მიახლოება სამართლიანია დიდი სიჩქარეებისა– 
თვის. კერძოდ, კვაზიკლასიკურობის პირობა დარღვეულია ი=0 წერტილებში. ამ 

წერტილებს მობრუნების წერტი- 

Vთ ლები ეწოდება (X, და X, წერტი- 
ლები, ნახ. 18-ზე). მობრუნების 

წერტილები განისაზღვრება #(X)= 0 

პირობიდან, ე. ი. განტოლებიდან 

M#M=0096ხ 7CX=+#. (81,16) 

ახლა განვიხილოთ მეორე მი- 
ახლოება. ამ მიზნით (81,4)-ში შე- 

ვიტანოთ 5=7590+ (ს/4) 8, და შევი- 
ნარჩუნოთ 3)-ის მხოლოდ პირველი 
ხარისხები თუ გავითვალისწინებთ     

9 %, %2 X% (81,6) განტოლებას, შეგვიძლია და- 

დახ 18 ვწეროთ 

7 5:8++-§;=0, (81,17) 
საიდანაც . 

85:=- 15 10%, (861,18) 
2 5 2 იი” 

რომლის ამოხსნა მოგვცემს 

1 
5(9ი=–---1 0(X) + C095Lხ, (81,19) 

ხოლო 

500=5-+ –- “8, + I V 2. 17 – 700) იX – 

1) 

_..# 2ს (XV – 7 CV)1+ იბიივს. (81,20) 
ჯ 
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ამგვარად, იმ არეში, სადაც I2>I(X) კვაზიკლასიკურ ტალღურ ფუნქციას მეორე 
მიახლოებაში ექნება შემდეგი სახე: 

V/ 2 
ს(X)= დლეთის 5 V –V– 7C) «)+ 

–->===> –_–-– MX #2L –7V)ძX ++ (CC 7 ( IV87Cთ XC 13) (61,21) 

იმ არეში, სადაც კლასიკური მექანიკით მოძრაობა დაუშეებელია, ე. ი. (X„ Xე) 

არეში, 7<VIML(CX) და ტალღური ფუნქციისათვის IV #8 მიახლოებაში მივიღებთ 

_ ი I 2ს /. აი -ი–> ამ : 2 / 70-26 «)+ 

#2 

+ -%-ი: (–14.“ | I7თ-#«). (81,22) 
#თი--8)?# . X 

როგორც ვხედავთ, იმ არეში, სადაც #>IX(X), გვაქვს ოსცილირებადი ამო–- 

ნახსნები, ხოლო არეში, სადაც #<XIX (X), ტალღური ფუნქცია შეიცავს ექსპონენ– 

ციალურად კლებად და ზრდად წევრებს. ეს ფუნქციები დამოკიდებულია სამ ნე- 
ბისმიერ მუდმივზე. 

ადვილად დასანახია, რომ როგორც (81,21), ისე (81,22) ფუნქცია ექსპო- 

ნენტწინა მამრავლის წყალობით მობრუნების წერტილებში, ე. ი. იქ, სადაც კვა- 

ზიკლასიკურობის პირობა დარღვეულია, უსასრულოაა ხდება. ამიტომ აუცილებე– 

ლია ამ ფუნქციების სახის დაზუსტება მობრუნების წერტილების უშუალო მახ– 

ლობლობაში. ამის მიღწევა შეიძლება აღნიდნულ ფუნქყზებში შემავალი ნებისმიე– 

რი მუდმივების სათანადო შერჩევით. ამისათვის პოულობენ შრედინგერის განტო- 

ლების ზუსტ ამონახსნს მობრუნების წერტილის (ვთქვათ Xჯ=X,) უშუალო მახ- 

ლობლობაში, რისთვისაც პოტენციალურ ენერგიას შლიან მწკრივად და ისაზღვრე- 

  

ბიან ჯ-ის პირველი ხარისხით I”(X) = ”(X) + წვ (X–Xჯი. ამ პოტენცია- 

§ჯ=XL 

ლური ენერგიისათვის კი შრედინგერის განტოლება“ ზუსტად ამოიხსნება. ამის შემ- 

დეგ ითხოვენ, რომ ზუსტი ფუნქციის მნიშვნელობები მობრუნების წერტილის 

უშუალო მახლობლობაში მარცხნივ და მარჯვნივ ემთხვეოდეს შესაბამისი არეების 
კვაზიკლასიკურ ფუნქციებს ეს პროცედურა საშუალებას გვაძლევს ნებისმიერი 

მუდმივების სწორად შერჩევისა. ჩვენ არ შევუდგებით ამ ამოცანის გადაწყვეტას 
და დავკმაყოფილდებით მხოლოდ საბოლოო პასუხების ამოწერით. 

როცა პოტენციალურ ენერგიას აქვს ნახ. 18-ზე მოცემული სახე, ე. ი,, როცა 

X>Xჯ,სათვის #<X7C60), ხოლო X<Xჯ,-სათვის #7>VVCX), მაშინ სწორ მიახლოებით 

ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე: 

  

- 
არას ფე” + | /5-76V++ 3) X<X,  (81,23) 
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რომელსაც X>X, 8 შეესაბამება ფუნქცია 

იიი თ ა-ი“ : (– | /Mთ–-7ძX)» X>X%. (81,24 
1“ ალუ ჟ" ჯ, 

როცა მობრუნების წერილის მარჯვნივ 77 >17(X) (ასეთი შემთხვევა გვაქვს 

ნახ. 18-ზე მეორე X= Xჯ. მობრუნების წერტილისათვის), მაშინ (81,24) ფუნქციას 

X>X არეში შეესაბამება ტალღური ფუნქცია: 

აე= ა-ა %./ V 6–7(C9ძ0X+-“ +): X»>X (8125) 
#(C0–7C19» 

ეს ფუნქციები უკვე წარმოადგენენ #8 მიახლოების „სწორ“ ტალღურ ფუნჭ- 
ციებს. კერძოდ. (81,23) და (81,24) არიან შრედინგერის განტოლების ერთი და 

იგივე ზუსტი ამონახსნის მიახლოებითი ფუნქციები მობრუნების ჯX=X, წერტილის 

მარცხნივ და მარჯვნივ. 

კვაზიკლასიკური მიახლოების ტალღურ ფუნქციებს დიდი გამოყენება აქვთ 

სხვადასხვა ამოცანების გადაწყვეტის დროს. 

§ 89. გაჟონვის კოეფიციენპბი ნებისჭიერი სახის 
ერთგანჭომილებიანი ჯებირის შემთხვევაში 

ნებისმიერი ფორმის ერთგანზომილებიანი პოტენციალური ჯებირის შემთხვე- 

ვაში გაჟონვის კოეფიციენტის ზოგადი ფორმულის მისაღებად გამოვიყენოთ 117 #8 
მეთოდით ნაპოვნი ტალღური ფუნქციები. დავუშვათ, რომ პოტენციალურ ჯებირს 

აქეს ნახ. 19-ზე მოცემული სახე და ვთქვათ, ამ ჯებირს ნაწილაკები ეცემა მარჯვ- 

V(X) 

  

V(+=9)=C098ხ 

V(C-C)= 95ი61% 

    

  

ნახ. 19 

ნიდან მარცხნივ ჯ-ღერჭის საწინააღმდეგო მიმართულებით. აშკარაა, X, წერტი- 
ლის მარცხნივ გვექნება მხოლოდ გასული ტალღა, »ჯ,-წერტილის მარჯვნივ კი – 

როგორც დაცემული, ისე არეკლილი ტალღები. ტალღური ფუნქციები, არეების 
“შესაბამისად აღვნიზნოთ ს,, ს, და რთ,.-ით. მაშინ, თანახმად (81,21) და (81,22) 

ფორმულებისა, შეგვიძლია დავწეროთ: 
1 (12: X 

–%,(X.= ––===–= C 8). ი V L–M7/C) 3 +. 
#7 8-VCი ი | 

სით - > “ი -IV2-7თ #CM |, X>% 

98+



დ XX) =   
  IV, თაი) V 2 "/ V „Iიი– LL ჩი + 

რილი (I?! 

+სხ- ბჯ (-5“/ I 79) X<X<X (82,1) 

  ბაა- > თ – 4 %" |) I/ #–VCი რ. XთX 

ამ გამოსახულებებში იკ, ი, ბ, ხ. და ი0_ ნებისმიერი მუდმივებია. რადგან 

X <X<X,. შუალედში ”(X) > 7, ამიტომ დ,(X)-ისათვის ავიღეთ (81,22) :მონახსნი. 
ადვილი მისახვედრია, რომ აქ დაწერილ ფუნქციებს აქვთ სწორი ასიმპტოტური 

ფორმა. სახელდობრ, 0,0) უსასრულო მანძილზე წარმოადგენს დაცემული და 
არეკლილი ტალღების ჯამს, ხოლო. თვ(X) –– გასულ ტალღას. ამის დასამტკიცებლად 

ვიგულისხმოთ, რომ პოტენციალური ენერგია ჯებირიდან უსასრულოდ შორს მუდ- 

მივი სიდიდეა, ე. ი. როცა X<.X, და X98>X., მაშინ 7(+ =)=ლ0005L განვიხი- 

ლოთ ჯერ %,0) ფუნქციის ყოფაქცევა დიდ მანძილებზე. გვექნება 

I იC-.) -წით- »X·) | 
ს, ი– 327: ე L9+ +6 +იჯ ა I. X9>X (82,2) 

–V/ (თ 

ამ გამოსახულებას კი აქვს შემდეგი სახე: 

-L -L 
ს,(0=/405 ”, 8: ”, (82,3) 

რომელიც მართლაც წარმოადგენს დაცემული და არეკლილი ბრტყელი ტალღების 
სუპერპოზიციას, სრულიად ანალოგიურად, როცა X<X,, სვ(X) ფუნქციას ექნება 

გამოსახულება 

2 =გ (+-#ც) 
სვ(X) =-–:-=====–=–==– 6 

/ 8–X7C-თ) 
რაც შეესაბამება ჯ-ღერძის საწინააღმდეგო მიმართულებით გავრცელებად ტალღას, 

ე. ი. გასულ ტალღას. 
გაჟონვის კოეფიციენტი შეიძლება განვსაზღვროთ როგორც შემდეგი ფარ- 

დობა: 

(82,4) 

– I მგას(-– 9) L , 

| სიას (+)! 

სადაც სკას (– CC) არის ჯებირში გასული ნაწილაკების ტალღური ფუნქციის მნი- 
შვნელობა – C-ში, ხოლო (ს-ას (+ თ) არის დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადის შესა- 

ბამისი ტალღური ფუენქციის მნიშვნელობა -L «-ში., 

გაჟონვის კოეფიციენტისათვის სბომმა 

თ I |=“ (82.6) 

–„ და წ _ ნაწილაკის ს საჩქარეებია ჯებირზე დაჯახებამდე და ჯებირში გასვ- 

ლის შემდეგ ჯებირიდან ძალიან შორ მანძილებზე. (_ და ც_ კოეფიციენტების გან- 
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სასაზღვრად გამოვიყენოთ შეკერვის პირობები მობრუნების წერტილებზე. ჯერ 

შევკეროთ ბ, და დე ფუნქციები X=X, წერტილზე). ფუნქციების ტოლობა X=X; 
წერტილზე მოგვცემს 

2ს. 
ხ,+ხ =6_ := ;1 2+ ს I I/ –VCი –”იი«|. (82,7) 

7%ი 

წარმოებულების გატოლებით X=X, წერტილზე მივიღებთ ? 

სა –ხ=–%. თი (–+ +2> I VI- #60». (82,8) 

ამ ორი ტოლობიდან კი ადვილად განვსაზღვრავთ ხ, და ს_ მუდმივებს. გვექნება 

    
/2V ხ.= “ასთი 1 ი / 'M/6=#Cეძა|· (82,9) 

ახლა შევკეროთ #, და 8; ფუნქციები X=X, წერტილზე. ამასთან, განვიხილოთ 
ისეთი ჯებირი, რომელსაც აქვს საკმარისად დიდი სიგანე. მაშინ დე:-ში მეორე წევ- 
რი პირველთან შედარებით გაცილებით მცირეა X-=X, წერტილში, ექსპონენტში 

მინუს ნიშნის გამო. ამიტომ განიერი ჯებირისათვის შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

ბხ_=0. ამის გამო, წარმოებულების ტოლობა მოგვცემს 

/5, 2 
ძა ი=–-?ს, 0Xი | #2L I (I –7ი–# «| · (82,10) 

.· 1 

ამავე წერტილზე ფუნქციათა ტოლობა კი იძლევა ტოლობას 

(იც #9 
თ.+ი =ხ+0X0 (+2> | /წიი–L ძI. (82,11) 

+“ 

ამ ორი უკანასკნელი ტოლობიდან შეგვიძლია განვსაზღვროთ თ, და თ_ მუდმივე- 

ბი. გვექნება 

  

  

ი.=-- საი | 12 2 I) 7(CX)– /#Cი-6ძX|, (82,12) 
-”. 

_ 1+1 #2 ;/ / 7C0–ჯX : 82,13 ი => ს, ხი | წ | VVთ– 8 (82,13) 

უკანასკნელ გამოსახულებაში შევიტანოთ ბ,-ის მნიშვნელობა (82,9) ფორმული- 

დან; მივიღებთ 

1 მკ.ცრად რომ ვიმსჯელოთ, მობრენების წერტილებში ჩვენ მიერ შერჩეული ფუნქციები 

არ ვარგა, რ «დგან კვაზიკლასიკური მიახლოების პირობა ამ წერტილებში არ სრულდება. გაჟონ– 

ეის კოეფიციენტი ამ მიახლოებაშ– გამოყვანილი იყო გამოეის მიერ. აღსანიშნავია, რომ აღნიშ- 

ნული უეზუსკობა სააოლოო შედეგს არ ცელის. 

? წარმოებულების გატოლების დროს ექსპონენტწინა #§5- Vოი გამო!ახულებას შეიძ– 

ლება ყურად–ე?. არ მიგაჟცეოთ, რადგან იგი საერთოა ორივე ფუნქციისათვის. 

28 '



' /”ი თ, 
რ-ი“ თია) ლლ I L 1-7 00 ძი · 

2 I 
“ვ თი, 

თი (1 " | / 760- 95%. 
·» ნ ს 

(62,14) 

  

საიდანაც შეგვიძლია განვსაზღვროთ თ„ / სიდიდე, რომელიც მონაწილეობს გა- 
ჟონვის კოეფიციენტის განმარტებაში. მაშასადამე, (82,6) გაჟონვის კოეფიციენტი 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

  
წ-“ – 9 

#X=4 1 6 ს. (82,15) 

ს _ 

» . 9 . 

8=| 1/ 2ს IV იი -+ 6) ძ». (82,16) 
X ! 

ამგვარად, გაჟონვის კოეფიციენტის განსაზღვრა დაიყვანება 59 ინტეგრალის გამო– 
თვლაზე. ინტეგრალი აიღება კლასიკური მექანიკის თვალსაზრისით მოძრაობისათ- 

ვის დაუშვებელ არეზე. ამ არის ბოლო წერტილები, ე, ი. ინტეგრალის საზღვრე– 

ბი განიმარტება განტოლებიდან 

MV(CX0=X, (82,17) 

ე. ი. ფესექვეშა გამოსახულების ნულებით. 

მიღებული ფორმულების განზოგადება ადეილა ცენტრალური სიმეტრიის 

მქონე პოტენციალური ჯებირისათვის. როგორც ვიცით, ცენტრალურ ველში ამო- 

ცანა ფაქტიურად დაიყვანება ერთგანზომილებიან შემთხვევაზე, ოღონდ პოტენცია- 

ლურ ენერგიას უნდა დაემატოს ცენტრგამშორი პოტენციალური ენერგია 

#M”I(I+1) 

(რააია=. 
(82,18) 

ასე რომ, ცენტრალური სიმეტრიის ჯებირში გაჟონვის კოეფიციენტისათვის შეგვიძ– 

ლია დავწეროთ შემდეგი ფორმულა: 
ზ -8 8 

#»=4-+-57%. 7, (82,19) 

M#) 

«=I 1/ 2 7თ+9%99- 8) თ (82,20) 
” 

ინტეგრალის საზღვრები იმავე წესით განისაზღვრება. კერძოდ, +, და ჯე მობრუ- 
ნების წერტილები აკმაყოფილებენ განტოლებას 

110+1) _ 
2ცე? 

როცა ჯებირს ეცემა ნულოვანი მომენტის მქონე ნაწილაკი (1=0), მაშინ (82,15) 

და (82,19) ფორმულებს გარეგნულად ერთი და იგივე სახე აქვთ. 
ბოლოს ერთხელ კიდევ მივუთითოთ, რომ მიღებული ფორმულები სამართ- 

ლიანია მხოლოდ საკმარისად განიერი ჯებირისათვის, 

სადაც 

  

X7C0)+ #=0. (82,21) 
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§ ყე. დაშლის თეორია 

თ-დაბლის მოვლენა განვიხილოთ როგორც მნიშვნელოვანი მაგალითი (ენტ- 
რალური სიმეტრიის ჯებირში გავლისა. კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბებამდე 

დიდი ხნით ადრე აღმოჩენილ იქნა, რომ ზოგიერთი მძიმე ატომგული გამოასხი- 

ვებდა დადებითად დამუხტულ ნაწილაკებს, რომლებსაც თ-ნაწილაკები უწოდეს, 

თვით მოვლენას კი –– თ-დაშლა. გაზომეებმა გეიჩვენეს, რომ თ-ნაწილაკის მუხტი 
+2Cს ტოლია (6=4,8 · 1019CC 56 ელემენტარდლი ზუხტია). შემდგომში აღმო– 

ჩნდა, რომ თ-ნაწილაკები წარმოადგენს ჰელიუმის ატომგულებს და, მაშასადამე, 
ფედგება ორი ნეიტრონისა და ორი პროტონისაგან. თუ საწყის გულს აღენიშნავთ 
”7X4-ით, სადაც 4 არ-ს ატონწონა დამრგვალებული უახლოეს მთელ რიცხვამდე-–– 
ე· წ. მასური რიცხვი, 276 კი ატომგულის მუხტია, მაწინ თ-დამლის შედეგად 
ადგილი ექნება ასეთ გარდაქმნას 

27X21->7..X4-1-+თ, (83,1) 

სადაც 7-,X4-4 წარმოადგენს თ-დაშლისას მიღებულ გულს, რომლის მასა საწყის 
გულთან შედარებით შემცირებულია ოთხი ერთეულით, მუხტი კი – ორი ერთეუ- 

ლით. აღსანიშნავია, რომ «-დაშლა ხდება თავისთავად, გარეშე პირობების ჩაურევ- 
ლად. ამასთან, ალბათობა იმისა, რომ ი/ დროში მოხდება გულების დაშლა, პრო–- 
პორციულია თ(L-სი და 7 მომენტში არსებული დაუშლელი ატომგულების რიცხვისა, 

ე. ი. თუ # არის იმ გულების რიცხვი, რომლებიც არ დაშლილან ჯLჯ მომენტისა- 

თვის, მაშინ ნაწილაკთა ის რიცხვი, რომელიც ძLჯ დროში დაიშლება, იქნება 

0M# = ––M#206 

სადაც » არის პროპორციულობის კოეფიციენტი. ამ განტოლების ინტეგრაცია 
მოგვცემს 

#VXC)<#M(0) ი“ ”, (83,2) 

სადაც M(0) არის გულების ის რიცხვი, რომელიც გვაქვს #=0 მომენტში. დროს, 

რომლის განმავლობაშიაც დაიშლება ჯ მომენტში არსებული დაუშლელი გულების 

ნახევარი, უწოდებენ დაშლის ნახევარ პერიოდს და აღნიშნავენ 2”-თი. (83,2) ფორ- 

მულიდან გვექნება 

საიდანაც 

ჯ=1:52 (83,3) . 

#-ს უწოდებენ რაღიაქტიური დაშლის მუდმივას. იგი დამოკიდებულია გულებიდან 
გამოტყორცნილი თ-ნაწილაკების ენერგიაზე. მოვნახოთ რადიაქტიური ატომგულის 
სიცოცხლის საშუალო ხანგრძლიობა; იგი უდრის 

=- ! წაით თV= -Mმ:=--, 83,4 2 XC) 1" ტი! I 4 ძ(= -> (83,4) 

გამოვარკვიოთ, როგორ შეიძლება მივუდგეთ თ-დამლის პრობლემის გადაწყვეტას. 
როგორც ცნობილია, ატომის გული შედგება ნეიტრონებისა და პროტონე- 

ბისაგან, რომელთა შორისაც მოქმედებს ატომგულური ძალები. ამ ძალებს ის თა- 

ვისებურება ახასიათებს, რომ ახლო მანძილებზე (–– 10-13 სმ) გაცილებით ძლიერი 

არიან, ვიდრე კულონური ან სხვა რაიმე ჩვენთვის ცნობილი ძალები, გარდა ამისა, 
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ისინი ახლოს მოქმედების ხასიათისა არიან, ე. ი. მათ აქვთ მაქსიმალური მნიშვნე– 

ლობა ატომგულურ მანძილებზე (-ა)==1,4 41//ე 10-13 სმ; 4 მასური რიცხვია) და 

სწრაფად იქცევიან ნულად ამ მანძილის გარეთ. საკითხი იმის შესახებ, თუ როდის 
ჩნდება თ-ნაწილაკი გულში, დაშლის მომენტში, თუ მანამდეც არსებობდა მასში 

როგორც დამოუკიდებელი ერთეული, დღესაც არ არის სავსებით გარკვეული. სი- 
მარტივის მიზნით ჩვენ დავუშვებთ, რომ 

თ-ნაწილაკები ატომგულში დაშლის მო- V(X. 

მენტისათვის მზა სახით არსებობს. ატომ- 

გულის რადიუსის მანძილზე (ატომგულიL 

შიგნით) მოქმედებს ორი ტიპის ძალები: 
მძლავრი მიზიდვის ატომგულური ძალები 

და ძალზე სუსტი განზიდეის კულონური 

ძალები. ამგვარად, საჯამო ურთიერთქმე- 

დება ჯე მანძილზე იქნება კვლავ მძლავრი 

მიზიდვის ხასიათისა, რომელიც იმის გამო, 

რომ ჯერ კიდევ უცნობია ატომგულური 

ძალების პოტენციალური ენერგიის სახე, 

შეიძლება შეცვლილ იქნეს ცენტრალური 
სიმეტრის პოტენციალური ორმოთი, 

#>1%ე მანძილებისათვის კი სურათი საწი- 

ნააღმდეგოს გვიჩვენებს, რადგან აქ ატომ- 

გულური ძალები სრულებით არა გვაქვს, კულთწური განზიდვა დარჩენილ ატოძ- 
გულსა და თ-ნაწილაკს შორის არსებით როლს თამაშობს. ამგვარად, პოტენცია- 
ლურ ენერგიას ექნება შემდეგი სახე: 

2(2-2) ა? 
L     

  
ნახ. 20 

–Xი, როცა ლიი“ 
'40L- – 2”? (83,5) 

2(2-– 22 , როცა #7 5=>7“. » 

2(2 –– 2) 0გ სადაც Xე არის პოტენციალური ორმოს სიმაღლე, –““–––“““. კი კულონური 
» 

განზიდვის ენერგიაა თ-ნაწილაკის 26 და დარჩენილი ატომგულის (2--2)6 მუხტს 
შორის. თ-ნაწილაკის გულიდან გამოსასვლელად მისი ენერგია ან ჯებირის სიმაღ- 
ლეზე მეტი უნდა იყოს, ანდა ადგილი უნდა ჰქონდეს გვირაბის ეფექტს. როგორც 
ვიცით, ჯებირის სიმაღლე ეწოდება ჯებირის მაქსიმალურ სიმაღლეს; ამიტომ მის- 
თვის გვექნება 

_22 –2დ 
92% ' 

სადაც ჯე არის გულის რადიუსი. თუ შევიტანთ გულის რადიუსისათვის „ა= 

=1,4 . 10-19 4'/: სმ, მივიღებთ 

8=2(27 –- 2) 0,9 · 4-7": MV9X; (83,7) 

8 (83,6) 

მაგალითად, გვ/10..!ე გულის ჯებირის სიმაღლისათვის გვაქეს –– 25 1/6V. ცდები კი 

გვიჩვენებს, რომ რადიუმის გულიდან ამოტყორცნილი თ-ნაწილაკების ენერგია 

5,8 1/60M/-ის ტოლია, ე. ი. გაცილებით ნაკლებია, ვიდრე ჯებირის სიმაღლე. ეს 
იმას ნიშნავს, რომ თ-ნაწილაკს გულიდან გამოსვლა შეუძლია მხოლოდ ჯებირში 
გაჟონვის გზით. ამიტომ თ-დაშლის მოვლენა უნდა აიხსნას კვანტური მექანიკის 

19. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. პილაშვილი 289



ძეთოდებით. ფაქტიურად, C-ჯაშლის ძეორიით იწუება ატომგულის მოვლენების 

შესწავლა კვანტური მექანიკის საფუძველზე. იმის გამო, რომ უცნობია ატომგუ- 
ლური ძალების დეტალუ=ი სურათი, დიდი ხნის განმავლობაში ნაადრევად მიაჩნ- 

დათ კვანტური მეჯანიკის მეთოდების გამოყენება ატომგულის მოელენების ”შშესას- 

წავლად. საბედნიეროდ აღმოჩნდა, რომ არსებობს მთელი რიგი მოვლენებისა, რო- 

მელთა ახსნა შეიძლება ატომგულური ძალების დეტალღური სურათის ცოდნის გა- 

რეშე. ამ მოვლენათა რიცხვში მოხვდა თ-დამლაც. 

განეიხილოთ გამარტივებული შემთხვევა და ვთქვათ, ვიკვლევთ გულიდან 
ისეთი თ-ნაწილაკების ამოტყორცნას რომელთა ორბიტალური მომენტი ნულის 

ტოლია, ე. ი. 1=0. ამ შემთხვევაში, როგორც ვიცით, ცენტრალური სიმეტრიის 

ველში ტალღური ფუნქცია კუთხეების ფუნქცია არ არის და გვეგნება მხოლოდ 

რადიალური #0) =7 720) ტალღური ფუნქცია, რომელშიც, როგორც “დემოთ შევ- 

თანხმდით, ვიგულისხმებთ 17ე სიმაღლის "ცენტრალური სიმეტრიის პოტენციალუ- 

რი ორმოს ამოხსნებს (7 =0-თვის). 

თ-ნაწილაკებე რომ ატომგულში“ ზუსტად სტაციონარულ მდგომარეობაში 

იმყოფებოდეს, ე. ი, აიწერებოდეს 7C-) == 700) 6XI) (–-2XMI/ს) ტიპის ფუნქციებით, 

მაშინ (5,8) ფორმულის თანახმად თ-ნაწილაკების ნაკადი გულის ფძემომსახღვ“ელ 

სფეროში ნულის ტოლი იქნებოდა და თ-დანლაც აღარ გეექნებოდა. მეორე მსრივ. 

რადგან თ-დაშლის დროზე დამოკიდებულება კარგად აიწერება (83,2) ფორმუ- 
ლით, ამიტომ უნდა ვიფიქროთ, რომ თ-ნაწილაკის ტალღურ ფუნქციას ატომის 

გულში ექნება სახე 

«0) = 790) 6Xს) (– 2#//ჩ) CX))(– 2./2 1). (83,8) 

სადაც 7. არის რაღაც ნამდვილი პარამეტრი. მართლაც, ამ შემთხევევაში მივიღებ- 

დით, რომ ნაწილაკთა საზუალო რიცხვი, რომელიც მოთავსებულია გულის მოცუ- 

ლობაში, იქნებოდა 

L 

#Cთ=I I» 0-7! II |? CV. 
8 ი 

"წ 

რაც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ XV(0) = (ხლ. თ, ემთხვევა (83,2) ფორმუ- 
მ 

ლას. დამატებითი 6X)) (– X/2 7) მამრავლის შემოყვანა ნიშნავს იმას, რომ ნაცელად 

6X9ი (–- 11://ჩ) ჰარმონიული წევრისა შემოგვაქვს წევრი 

7 .79 ხს) –--– | ნ- გ“ II; ზ3,9 თა. ს ( # 2 I ( ) 

ამ შემთხვევაში ენერგიის როლს ასრულებს (ითი. ი. ენერგია ფორ- 

მალურაCდ განიხილება, როგორც კომპლექსური სიდიდე. ა გვარად, თ-ნაწილაკები 

ზუსტად სტაციონარულ მდგომარეობაში კი არ იმყოფება, არამედ, როგორც ამბო- 
ბენ, კვაზისტაციონარულ მდგომარეობაში, 

როგორც ვხედავთ, ამოცანა დაიყვანება # დაშლის მუდმივის განსაზღვრაზე. 

ამისათვის გამოვიყენოთ (5,9) უწყვეტობის განტოლება. რადგან ჩვენს შემთხვევაში 

ინტეგრალი ერთგანზომილებიანია, ამიტომ ფართითი ინტეგრალი უბრალოდ (ით 

ინტეგრალზე დაიყვანება, 0IVV კი. იქნება 2 და, რადგან »(0)=0, გვექნება 
((– 

2ყი



ჩ, . მ V (ს ძX%ი ძ»X 
–- | --M Vე)ილ=-- -- ე MI” რთ იერ · 
ი! I ა, 2” ი (MI #ი ძი» |,=7#, 

სადაც #7, საკმარისად დიდი სფეროს რადიუსია ცენტრით სათავეში, ამ ტოლო- 
ბიდან შეგვიძლია განესაზღვროთ 7». მივიღებთ 

5 0X5 -„. 97ი 
# C ძ» #9 40) . 

2 ჟშ / 

I | წი I? ძ»- 
0 

ამოტყორცნილი თ-ნაწილაკი გულიდან უსასრულოდ შორს იქნება თავისუ- 

ფალი, ამიტომ იგი აიწერება შემდეგი ბრტყელი ტალღით: 

M/ 28 L 

2= (83,10) 

  

«+ 
%ი(?7)=C-– =C „), #2 #, 

მაშასადამე, 

  1) 1 _ .ი/: + C“Xი 5 2I+ თი. თ #9 =ი ე11C-I 

ი #4” რი -“ჯ |=#% 

სადაც 0 არის თ-ნაწილაკის სიჩქარე გულიდან საკმარისად შორ მანძილზე. 

გამოვთვალოთ (83,10)-ის მნიშვნელი. ამისათვის მოვიხმაროთ § 69-ში მიღე– 

ბული შედეგები. ინტეგრალის აღებისას დიღი სიზუსტით ”შეგვიძლია დავუშვათ, 

რომ ძირითადი მნიშვნელობა აქეს (0, ჯა) არეს, რადგან ორმოს გარეთ ტალღური 

ფუნქცია სწრაფად ისპობა, ორმოს შიგნით კი გვაქვს ამოხსნა Xე =თ. §10 37, ასე 
რომ გვექნება 

7 2. :0 0. 

I IX 0- 1515 0 90% იამი |, (83,105 
0 2 87% 

სადღაც 
_ 20(”ა--–-X) 
1-0, (82,11) 

როცა პოტენციალური ორმოს სიღრმე საკმარისად დიდია, მაშინ X-0) ძალიან 
მცირეა და (69,9) ფორმულის თანახმად ორმოში საკუთარი მნიშვნელობები გან– 

საზღვრული იქნება ფორმულით 

  

810 8; = 0, (82,12) 

საიდანაც მოიძებნება ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობები 

ზ»ა=)>. 1=1, 2, ჭ,... (83,13 

83,12) ფორმულის გათვალისწინებით (83,10”) გამთსახულება ასე გადაიწერება: 

?, # 

I IX00) I? 27 = +ბ ||! (83,14) 
ზ 2 

და, ამგვარად, 
20 = 2 

2.= C- (83,15) 
% Iთ-   

  

ვიგულისხმოთ, რომ თ-ნაწილაკის სიჩქარე გულიდან უსასრულოდ შორს ისეთივეა, 
რაც ჯებირზე დაჯახების მომენტში, ე. ი. ს_= =ს. , მაშინ, თუ გავითვალისწი– 
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ნებთ გაჟონვის კოეფიციენტის (82,19) გამოსახულებას, რადიაქტიური დაშლის 
მუდმივესათვის გვექნება შემდეგი ფორმულა: 

ზე --–5 
X-2 უ=5%6 19, (83,16) 

79 7% 
სადაც 

2 
(/ 26-22?» (2--0)ი _ თ, (83,17) 

ხოლო წყ არის თ-ნაწილაკის ს ხნქარე გულიდან გამოსვლის წინ. 

თ” შეიძლება განვსაზღვროთ (83,13) პირობიდან. კერძოდ, (83,11)-ის გა- 

თვალისწინებით მივიღებთ 

II 
კ=2-ს, (81,186) 

9რ% 
ხოლო 4.-სათვის გვექნება 

ზა” ---5%% ==”. % – (83,19) 
IL795 

ახლა ვიპოვოთ % ინტეგრალი. ამისათვის შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 

· · I 2 
ვმვი?დ=– “==, (83,20) 

2(2-–-2“ 77% 
სადაც 

27 – 2). 
7% = 2(2--2)თ' (83,21) 

# 

წარმოადგენს ატომგულის ე. წ. კლასიკურ რადიუსს; იგი განსახღვრავს იმ მინი- 

მალურ მანძილს, რომელზედაც კლასიკური მექანიკის თანახმად თ-ნაწილაკს შეუძ- 

ლია მიუახლოვდეს ატომის გულს. გვექნება 

#ჯ/2 

8ე:=:21/ 2 71% I ლ0§8? დ ძდ, (83,22) 

სადაც _ 

თ=3Xბ5)ი 1/ -9%, (83,23) 
0 

ინტეგრალის ამოხსნის შემდეგ მივიღებთ 

8ა= / 20 7) (> –6- 1-9 2 | · (83,24) 

55% გჯ6319 V/ 2. =მL6 008 / > 
2 ე 7% 

319 2ი=%|/ 7. / 1- 79, 
7 7 

ამიტომ გვექნება 

= 206 · 7 | ბინი V 2 -/%0- 5) (1-2 2). (83,25) 
? 

რადგან 
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პრაქტიკულად ჯა << 77, ამიტომ 816 608 / 9+=2 , ხოლო მეორე წევრი მო- 

0 

გს -V 32%, ასე რომ გეცე? 7, ასე 

2 ს ხებს ა–- 
5-= 3რ6ჯა – V2ს1 II ”ე 11ე- (83,26) 

ამგვარად, მივიღებთ 

  

  

– /ს(2-–-28 1 =8Mჩ თი(- 45“ 2L2% 4M/ს.(C7-–-2)ჯ >) (83.27) 

IM. ჩხ ჩ 

ან, თუ გავაულოგარითმებთ 

Iი)- 92-22” + 46 M LC7-–2)7% +) 8. (83,28) 

ჩხ ს ჩი” 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

– 2 V – 8 

ი(ე=45-2-29” (ე 4 V ხ(2--29% ე კე ზიჩი (ცვ,29) 
ჯ სო 

გვექნება 
10 X= =9(2) „ი, ჯე). (83,30) 

ღღ 

მაშასადამე, რადიაქტიური დაშლის მუდმივი” ლოგარითმი უკუპროპორციუ- 

ლია გამოტყორცნილი თ-ნაწილაკის სიჩქარისა. დაშლის მუდმივის სიჩქარეზე ასეთი 
დამოკიდებულება, კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბებამდე, გეიგერისა და ნეტტო- 

ლის მიერ ცდებით იყო დადგენილი. ექსპერიმენტები გვიჩვენებს, რომ ზოგიერთი 

რადიაქტიური გულის დაშლის საშუალო დრო 1019 წელია, ზოგისა კი 10“ 5 სე- 
კუნდი. ე. ი. განსხვავება დაახლოებით 23 რიგისაა, მაშინ, როცა გამოტყორცნილი 

თ-ნაწილაკების ენერგიები ერთმანეთისაგან სულ რაღაც 2-ჯერ განსხვავდება. ეს 
ფაქტიც საუკეთესოდ აიწერება ზემოთ მიღებული ფორმულებიდან, საიდანაც აშკა“ 

რად ჩანს ჯX მუდმივის ძალიან დიდი სისწრაფით ცვლილება გამოტყორცნილი თ-ნა- 
წილაკის ენერგიის ოდნავი ცვლილების დროს; რაც მეტია თ-ნაწილაკის სიჩქარე, 
მით მეტია » და, მაშასადამე, მით ნაკლებია ნახევარდაშლის პერიოდი, რაც ასევე 

ეთანხმება (დას. 

შევნიშნოთ, რომ (83,30) ფორმულაში როგორც უცნობი პარამეტრი შედის 
ატომგულის ჯე რადიუსი. 7 მუდმივი ამ პარამეტრის ცვლილების მიმართ საკმა– 
რისად მგრძნობიარე ფუნქციაა. თუ (83,30) ფორმულას შევადარებთ ექსპერიმენტს, 
პირიქითაც, საშუალება გვექნება გულის რადიუსის განსაზღვრისა. ამ მეთოდით 
ნაპოვნი გულის რადიუსი დაემთხვა იმას, რასაც იძლევა სხვა მონაცემები (გულის 

სტატისტიკური მოდელი, ნეიტრონების გაფანტვა და სხვა). ამგვარად, თ-–დაშლის 
თეორია საკმარისად კარგად აიწერება აღნიშნული მოდელით. 

აღსანიშნავია, რომ ზემოთ მიღებული ფორმულები შეგვიძლია გამოვიყენოთ 
არა მხოლოდ თ-დაშლისათვის, არამედ ნებისმიერი დამუხტული ნაწილაკის ჯებირში 
გაჟონვის შესასწავლადაც. (81,130) ფორმულაში მონაწილეობს თ-ნაწილაკის მასა» 
ამასთან რაც მეტია ნაწილაკის მასა, მით გაძნელებული იქნება მისი გამოტყორცნა 
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გულიდან. მიუხედავად ამისა არსებობს გარკვეული ალბათობა გულიდან უფრო 
მძიმე ნაწილაკების გამოტყორცნისა და სპონტანური გაყოფისაც კი. 

ჩვენ განვიხილეთ ის შემთხვევა, როცა თ-ნაწილაკის მომენტი ნულის ტოლია 

1=0. ზოგად შემთხვევაში, ნაცვლად 5: ინტეგრალისა, უნდა გამოვთვალოთ (82,720) 

ინტეგრალი. შეიძლება ჩვენება, რომ ცენტრგამშორი ენერგია ს)? (+ 1)/;" მცირე 
როლს თამაშობს თ-დაშლის მოვლენაში. 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ ჩვენს მიერ უხეშად გამოთვლილი ექსპონენტის 

წინ მდგომი მამრავლი ექსპონენტთან შედარებით უმნიშვნელოდ იცვლება და, ამი- 
ტომ, შედეგებზე შესამჩნევ გავლენას არ ახდენს.



თავი XI 

სინათლის ურთიერთქმედება ატომებთან 

ამ თავში განვიხილავთ ატომებით სინათლის შთ ნთქმასა და გამოსხივებას. 
ამასთან, საკითხს შევისწავლით კვ:ზიკლასიკურად, Cაც იმაში გამოიხატება, რომ 

ატომებს წარმოვიდგენთ როგორც კვანტურ ობიეჯტებს, ხოლო სინათლის ელე- 
ქტრომაგნიტურ ველს––როგორც კლასიკურს. ამ საკითხის მკაცრად განხილვა, ე. 0, 

როცა იგულისხმება, რომ ატომიც და ველიც კვანტურმექანიკური სისტემებია, 

იგივე შედეგებს იძლევა. 

§ 84. არომის ელექტრული და მაგნიტური მომენბები 

განვიხილოთ ერთელექტრონიანი ატომები და შემოვიღოთ მათი ელექტრული 

და მაგნიტური მომენტები. ჯერ გავიხსენოთ, როგორაა განმარტებული ელექტრული 

და მაგნიტური მომენტები კლასიკურ ფიზიკაში. 

განვიხილოთ სასრული “დ მოცულობა, რომელშიც უწყვეტად არის განაწილე– 

ბული ელექტრული მუხტი 0. კოორდინატთა სისტემა მოვათავსოთ სადმე ამ მო– 

ცულობის შიგნით. აღებული მაცელობის ნებისმიერი წერტილის რადიუსვექტორი 

აღენიშგოთ L (თ, X,. X)-ით. 2 (0) იყოს მეხტის სამკვრივე #-ით განსაზღვრულ 

წერტილში. ვთქვათ, გვაინტე<ეეას აღააშვული მუხტების მიერ შექმნილი ელექტ- 

ტროსტატიკური ველის განს:ზღვოა სათავ-ღა– ძალიან დაშორებულ წერტილში, 

რომლის რადიუსვექტორია /7(X,. X,. X.). ელექტროსტატიკური პოტენციალი, 

რომელსაც ქმნის მთელი სისტეძა /; მ:ნძილზე, განისაზღვრება ფორმულით 

დ(0)=| X(>-–იგროძთ. (84.1) 

#7CC-ოო=|ჩ-+I. ფუნქცია ეთ თეღლოვანი მესტის პოტენციალია, რამდენადაც 

|IL-+> | წარმოადგენს მანძილს მუხტიდ.ნ იმ წერტილამდე, რომელშიც ვეძებთ 

ველს. ჩვენ გვინდა პოტენციალის გამოთვლა სისტემიდან ძალიან შორ მანძილზე 
(0-<27:), ამიტომ X(Cს-–-) ფუნქცია შეგეიძლია გავშალოთ მწკრივად #/ # მცირე 

პარამეტრის მიხედვით; რადგან #(M-- IL) ფუნქცია #+=0 წერტილში 1//:-ის ტო- 

ლია, ამიტომ 

ბ /1 >.” 
–_ ქ... 84,2 #X-ი= დაპ “ (»)1 წაი >> LX)+ აია 

ხელსაყრელია აბე წევრის გარდაქმნა. კერძოდ, ამ წევრს შეგვიძლია გამოვაკ– 
ლოთ გამოსახულება 

1. 2 წ” _ 2 _ (+) 
ი რ” მX,0იX LL/)” 
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რომელიც ნულის ტოლია იმის გამო, რომ 1/7; აკმაყოფილებს ლაპლასის განტო- 

ლებას ბ-1.=0, მართლაც, 
” 

    1 „ლ - 3 1 1 · 1.1 1... 1 

ფამანუღფლლ > 6 ი20X #6 აჯ“ 
ამგვარად, გვექნება 

Mრ-ი-.-M + 1+ 
# ლ #7 

++2XL» როე ბა ')---- 1 –+...+ (84,2) 
2 რ 0X, 2X, # 

თუ ამ გაშლას შევიტანთ (84,1)-ში„ პოტენციალისათვის მივიღებთ შემდეგ 
მწკრივს: 

0 ლთა. მ /1 1 ი... 1 დ=-9 _ ზაკ XL >)++; ი, . 84,3 
ი 0 2XL I). 62 ანიე: რ49 

ი წარმოადგენს სისტემის სრულ მუხტს 

ძ=| ი(იძL (84,4) 

ცხადია, ნეიტრალური სისტემისათვის ძ=0. ძ-ვექტორს, რომლის კომპონენტები 

განისაზღვრება ფორმულით 

ძ;= | X.ი (ი ძი, (84,5 

უწოდებენ ელექტრულ დიპოლურ მომენტს, ხოლო 

0= ( (3 X-– მ» I (ი #- (84,6) 
წარმოადგენს ელექტრული კვადრუპოლური მომენტის ტენზორს, 0),, ტენზორი 
სიმეტრიულია და მისი შპური უდრის ნულს, ·მიტომ 0,,-ს მხოლოდ ხუთი და- 
მოუკიდებელი კომპონენტი ექნება. კვადრუპოლური ტენზორის 0,; კომპონენტს 

უწოდებენ კვადრუპოლურ მომენტს, რომელსაც აღნიშნავენ Cე-ით. მაშასადამე, 

= I (322––ჯ2) ი (-) ძI. (84,7) 

(84,3) მწკრივს უწოდებენ პოტენციალის გაშლას ელექტრულ მულტიეპოლურ 

მომე§ტებად. 

როცა გვაქეს მოძრავი მუხტების მიერ 'ექმნილი ველი, მაშინ, როგორც 
ცნობილია, პოტენციალების ანალოგიურ გაშლაში შემოვა მაგნიტური მულტიპო- 

ლებიც. რომელთაგან ჩვენი მიზნებისათვის ყველაზე მნიშვნელოვანია მაგნიტური 
დიპოლური მომენტი 

1 
M=>-–I IXი)ით ძი (84,8) 

206 

სადაც 1=(წX 0) იმპულსის მომენტია, #--მასა, ხოლო 6-––სინათლის სიჩქარე. ახლა 

განვიხილოთ ატომის ელექტრული და მაგნიტური მომენტები კვანტური მექა- 

ნიკის თვალსაზრისით, 

296



ატომის დიპოლური მომენტი. კვანტურ მექანიკაში დიპოლური მომენტი 

იმავე (84,5ე) ფორმულით განისახღვრება, ოღონდ კლასიკური მუხტის სიმკვრივე 

ი უნდა შევცვალოთ 0=–-20”რ გამოსახულებით, სადაც # ელექტრონის მუხტია, 

ხოლო ს--ერთელექტრონიანი ატომის” ტალღური ფუნქცია. ამგვარად, კვანტურ 

მექანიკაში გვექნება შემდეგი ფორმულა: 

ძ(0)=–ი2 I ტ'"(C, 0)I”40C, 1)ძ, (84,9) 

ე. ი. დიპოლმომენტი წარმოადგენს ელექტრონის რადიუსვექტორის კვანტურ- 

მექანიკურ საშუალოს, გამრავლებულს ელექტრონის მუხტზე ცხადია, რომ 

ღდიპოლმომენტი პოლარული ვექტორია, ე. ი. ინვერსიისას მისი მდგენელები ნიშანს 

იცვლიან. 
ვაჩვენოთ, რომ სტაციონარულ მდგომარეობაში, ე. ი. როცა ატომი ხასიათ- 

დება დი (C, #)=ფ4% (C) 6Xი (– 17-(/ჩ) ტალღური ფუნქციით, ატომის დიპოლმო–- 
მენტი ნულის ტოლია. მართლაც, ატომის ტალღურ ფუნქციას ახასიათებს განსა- 

ზღვრული ლუწობა (იგი ან ლუწია ან კენტი), ამიტომ | CM (0) # ლუწია. მეორე 

მხრივ, L კენტი ფუნქციაა; აქედან გამომდინარე ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტი 
იქნება და, რადგან ინტეგრალი აიღება სიმეტრიულ საზღვრებში, ამიტომ დიპო- 

ლომომენტი ნულს გაუტოლდება. 

ამგვარად, გვაქვს მნიშვნელოვანი დასკვნა ატომს სტაციონარულ მდგომა–- 

რეობაში ელექტრული დიპოლური მომენტი არ გააჩნია, 

ატომის კვადრუპოლური მომენტი. კლასიკური ფიზიკის (84,7) ფორმულის 

ანალოგიით, კვანტურ მექანიკაში ერთელექტრონიანი ატომის კვადრუპოლური 
მომენტის ტენზორს ექნება სახე + 

რკ,ლ= –8 LI" (3X,+,-–5,)ტძ;, (84,10) 
–თ 

სადაც ს არის ატომი“ ტალღური ფუნქცია. მაშასადამე, C,, წარმოადგენს 
V. =3იCს მე? ტენზორის კვანტურმექანიკურ საშუალო მნიშვნელობას. 0, 

ტენზორი შერჩეულია ისეთნაირად, რომ მისი შპური ნულის ტოლი იყოს, ე. ი. 

500,=0»-.+C0ყი+ 0,,=0. (84,11) 

ატომის კვადრუპოლურ მომენტს უწოდებენ 0,, ტენზორის C,, კომპონენტს 

ე=-–-9 I დ" (3გზ- ბ) სძ. (84,12) 

ადვილი დასანახია, რომ სტაციონარულ მდგომარეობაში, ატომის კვადრუპოლური 

მომენტი დიპოლური მომენტისაგან განსხვავებით, საზოგადოდ, ნულის ტოლი 

არ არის. 

ვიპოვოთ წყალბადისებური ატომების კვადრუპოლური მომენტი ცხადი 

სახით. ამისათვის გავიხსენოთ, რომ წყალბადისებური ატომის ტალღური ფუნქცია 
მოიცემა შემდეგი გამოსახულებით: 

სი'ო ი. 0, Cდ)= ჯი! თ Xით (ს, დ), (84,13) 

სფერულ კოორდინატებში 0, ტენზორის არადიაგონალური კომპონენტებისათვის 
ნება: გვექნება: 

აა



ით = –ითიე!! | % ”) II 3511)” 0 C0§ Cდ 5910 ჯ I XV”, (0,დ)|%(92, 

(აა:=–-0 (IL | ” | I) II 151) 0 ი0§0 C05დ | XI; (0, დ)|'ძ-ს, (84,14) 

რყ.ა= –-0(V! | #” | #1) I /3აIი 0 §(ი დ ივ 0 | XIთ (0, დ)!ია), 

(1 I ””| »)=| 17; დ")? 7?) (2)#" 07. (84,15) 
8 

| ს; (0, დ)! ფუნქცია დამოკიდებული არ არის დ კუთხეზე, ამიტომ ინტეგრა- 

ლები +«-თი 0-დან 22 საზღვრებში ნულის ტოლი იქნება. ეს კი იმას გვიჩვენებს, 
რომ კვადრუპოლური ტენზორის არადიაგონალური კომპონენტები ნულის ტო- 

ლია. 

ნულისაგან განსხვავებული იქნება დიაგონალური კომპონენტები: 

0::=–-ძ0()|V" | MI) II X 7 (9, დ) (351II? 0 60515 -– 1) 1”, (0, დ)ყის,  (84,16) 

რლყც= –-0(VI | #" | VI) II XI,, (9, დ) (3 511)? 0 §10?19 ––1) 1”ჯთ (9, დ) ,§, (84,17) 

ჯ=–-% (VIII-IMI. | | XX (9, დ) (3ხი§3 0 ––1) 1”, (ს, დ)ი%). (84,18) 
პირველ ორ გამოსახულებაში ინტეგრალი Cდ-თი 2-ს ტოლია, მესამეში კი 2>-სი, 

ამიტომ ცხადია, (84,11)-ის გათვალისწინებით გვექნება 

რთ, -=- 20,„= -20ყი: (84,19) 

მაშასადამე, თუ ვიპოვით C)=(C),, კომპონენტს, ამით ტენზორის ყველა კომპო- 

ნეტი განსაზღვრული იქნება. ვიპოვოთ 0-,. (84,18)-ის თანახმად 

C,,=–- (#I | 7 | »I) ((», | 3C0520-––1 | 7). (84,20) 

კეთხეებზე დამოკიდებული ინტეგრალის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ (33,29 

რეკურენტული ფორმულით 
· მ–ი ყი -1)((+M+1) 

თა ი -1/ რენი მთ 
_0–) (+) _ 

CI =1)CI+1)) ოჩ (84,2!) 1 

მაშინ თუ გამოვიყენებთ სფერული ფუნქციები“ ორთო-ნორმირების პირობას, 

მარტივად ვაჩვენებთ, რომ 
რო: 

-1)--1--2ე)? 
(LV | 60§% | ს») = -21(11:1)=-1--2 (84,22) 

(21––1) (21+3) 

ხოლო 

21 (1-- 1)– 6)“ 

(21--1) (2+3). 
ასე რომ, წყალბადისებური ატომის კვადრუპოლური მომენტისათვის გვექნება 

_21(L+1)--6„" 

(21-1) (21+3). 

(IV. | 3იი§'0–-1 II») := (84,23) 

რCდე= –0(1/ | 1” | #I) (84,24)



ამ გამოსახულებაში შემავალი §2-Cს საშუალო მჩიშვნელობა წყალბადისებური 

ატომის რადიალური ფუნვგციებით აგრეთვე შეგვიძლია ვიპოვოთ ზუსტად. ცნო- 
ბილია, რომ 1 

CI?) ს =:X, (50+-1-510+1)10, (84,25)   

სადაც იე ბორის პირველი ორბიტის რადიუსია. ამგვარაღ, 

#" 21(1+1) – 6,,? ი. (7, 1, 9I)–-–-იც? --- (5,1:+L1- ვ3101+-1)) –''.)“'?”? _ (ცვ. 26 თ C 7) 0C8 27: (5 ( ) 2L-1) 01+3) ( ) 

როგორც ვხედავთ, როცა ატომი იმყოფება ვ-მღგომარეობაში (1=90, )1=0), მაშინ 

კვადრუპოლური მომენტი ნულის ტოლია. §:მოგომარეობაში ელექტრული მუხტი 

ატომში განაწილებულია სფერულად, ამიტომ კ„ე:დრეუპოლური მომენტი ახასიათე:ს 

ისეთ ატომებს, რომლებშიც ელექტრული მუხ43: სფერულად არაა განაწილებული. 

აღსანიშნავია, რომ მოცემული „-ისა და I|-ის დროს (84,26) კვღრუპოლური მო- 

მენტის საშუალო მნიშვნელობა მაგნიტური კე:ნტური რიცხვის მიხედვით ნულის 

ტოლია. მართლაც, რამდენადაც 

+! 

გო -–I0+00+0, (84,27) 

იმდენად 
_ 1 +! 

== ს) ს), (ე )) =-Mხ. ჭ, (» 201 > იძი (I, ს )X)=0 (84,28) 

აღსანიშნავია, რომ წყალბადისებური ატომის კეადრუპოლური მომენტი 

სიდიდის რიგით (ც2-ის ტოლია, ე. ი. ()ე)–-10 “29 სმ“. 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ ჩვენს მიერ ზემოთ შემოღებულ კვადრუპოლურ 

ტენზორს აქვს შემდეგი თვისებები: 1) იჯი არის სიმეტრიღლი 0, = 60%, 2) მისი 
შპური ნულის ტოლა! 5 //),, =0 და 3) ეგი არის ლუწი ტენზორი, ე. ი. სგ –– 

ინვერსიის დროს ნიშანს არ იცელის. 

ატომის მაგნიტური დიპოლური მომე5გი. შეგვიძლია შემოვიღოთ ატომის 

მაგნიტური მომენტებიც. ჩვენ დავკმასოთილდებით მზოლოდ მაგნიტური დიპო- 

ლური მომენტის განხილვით. ერთელექტრონიანი ატომის მაგნიტური დიპოლუ- 
რი მომენტი (84,8) ფორმულის თანახმად შეიძლება განვსაზღვროთ შემდეგი ფორ- 

მულით: 

· რ თ ა. ი ლ) სა, (84,29) 

სადაც / არის ორბიტალური მომენტის ოპერატორი, (L-––ატომის დაყვანილი მასა, 

ხოლო დ#--სინათლის სიჩქარე. რადგან 1 კოორდინატების ლუწი ფუნქციაა, ამიტომ 

სტაციონარულ მდგომარეობაში M მომენტი, საზოგადოდ, ნულის ტოლი არ არის. 
როცა ატომგული შეგვიძლია უძრავად ჩავთვალოთ, მაზინ # იქნება ელექტრონის 

მასა. აღსანიშნავია რომ მაგნიტური დიპოლური მომენტი აქსიალური ვექტორია, 

ე. ი. ინვერსიის დროს მისი კომპონენტები ნიშანს არ იცვლიან. წყალბადისებური 

1 იხილეთ, გ. ჭილაშვილი, ორი და სამი ნაწილაკის კვანტური მექანიკა, 1971, გე. 85. 

მეხ 2



ატომის ტალღურ ფუნქციას აქვს (84,1მ) სახე და იგი წარმოადგენს I? და 
1: ოპერატორების საერთო საკუთარ ფუნქციას, ამეტომ, შესაბამისად, M? და 
2/. სიდიდეებბიც ერთდროულად და %ზ;სტად იზომება. კერძოდ, მაგნიტური დი. 
პოლური მომენტის «-პროექციისათვის გვექნება 

ს 1,=- -“ ა=--1/ც%, (84,3თ 
2V0 

სადაც # მაგნიტური კვანტური რიცხვია, პ/გ=,“ კი-- ბორის მაგნიტონი. დი- 
MC 

პოლმომენტის კვადრატისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

2 
MI-(>- ) L0-L1) = M81(1+1). (84,31) 

00 

საიდანაც ჩანს, რომ §-მდგომარეობაში (1=0) ატომებს არც მაგნიტური დიპოლ- 

მომენტი გააჩნია. 

§ 85. სინათლის გამოსხივება და შთანთქმა 

შევისწავლოთ ატომის მიერ სინათლის გამოსხივებისა და შთანთქძის საკითხი. 
როგორც ცნობილია, სინათლის ელექტრომაგნიტური ველის გავლენით ატომი 

შეიშლება გადავიდეს აგზნებულ მდგომარეობაში, და, პირიქით, აგზნებულმა 

ატომმა შეიძლება გამოასხივოს სინათლე. ეს პროცესი ატომის ფიზიკაში ერთ- 
ერთი მნიშვნელოვანი პროცესია, ამიტომ აუცილებელია მისი დეტალური შესწავლა. 

ატომის მიერ სინათლის გამოსხივების ან შთანთქმის შესასწავლად საჭიროა გამო- 
ვიყენოთ (77,21) ფორმულა, რომლის საშუალებით უნდა გამოვთვალოთ სათანადო 

გადასვლის ალბათობები. 

როგორც ვიცით, გადასვლის ალბათობის გამოთვლა, როცა ატომი მონოქრო- 

მატული (განსახლვრული სიხშირის) პერიოდული შეშფოთების მოქმედებით დი- 

სკრეტულიდან უწყვეტი სპექტრის მდგომარეობაში გადადის, შედარებით ადვილია. 

ასე მაგალითად, როცა შეშფოთების შედეგად ატომი 0, საწყისი სტაციონარული 

მდგომარეობიდან გადადის საბოლოო ს, უწყვეტი სპექტრის მდგომარეობაში, სა- 

თანადო გადასვლის ალბათობა დროის ერთეულში, თუ უწყვეტი სპექტრის დამა- 
ხასიათებელი ვექტორი (მაგალითად იმპულსი) ძევს ძ6' სხეულოვან კუთხეში, 

როგორც ვიცით, განისაზღვრება ფორმულით 

1 + ით ი 

2X · ა, · 
რი/=4- IV (ო /I” (0 დ, (ოი+ | 07 (M)05), (85,1) 

საღაც MM არის შემფოთების ენერგიის ოპერატორი, ხოლო ი, (#) საბბოლოო 

მდგომარეობათა სიმკვრივე. 

ჩვენ მიერ განსახილველ შემთხვევაში გადასვლა ხდება სინათლის ელექტრო. 

მაგნიტური ველის მოქმედების შედეგად, ამიტომ ყ' შეშფოთების ოპერატორი 
დაკავშირებული იქნება სინათლის ელექტრომაგნიტურ ველთან. სინათლე წარმო- 
ადგენს ელექტრომაგნიტურ ტალღებს, ამიტომ საქმე გვექნება ატომის ელექტრონის 
ელექტრომაგნიტურ ტალღებთან ურთიერთქზედებასთან. შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

მაგნიტური ურთიერთქმედება ელექტრულთან შედარებით გაცილებით მცირეა. 
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მართლაც, მაგნიტური ძალა, რომელიც იმოქმედებს ელექტრონზე, იქნება ლორენ- 

ცის ძალა 

ნ„= --IVX86I; (85,2) 
C 

თუ გავიხსენებთ, რომ სინათლისათვის ელექტრული და მაგნიტური დაძაბულობის 

ვექტორები სიდიდით ტოლებია, ე. ი. |I02>I=!8I, ხოლო ელექტრონზე მოქმედი 

ელექტრული ძალა ჩ=68, მივიღებთ, რომ მაგნიტური ურთიერთქმედების ძალა 

ელექ ტრულზე ჯ/4-ჯერ მცირეა, სადაც ზ ელექტრონის სიჩქარეა ატომში; მსუბუქი 

ატომებისათვის იგი დაახლოებით 160-ჯერ მცირეა სინათლის სიჩქარეზე და ამიტომ 

მაგნიტური ურთიერთქმედება ამდენჯერვე მცირე იქნება ელექტრულზე. 
როგორც ვიცით, სინათლისათვის ყოველთვის “მეგვიძლია ავიღოთ ძ0|I7 #=0, 

დ=0, მაშინ (36,18) ფორმულის თანახმად, შეშფოთების ენერგიის ოპერატორი– 
სათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ გამოსახულება 

  #C, 0= -- (# 0)+--“- #. (85,3) 
M6 206? 

პირველ მიახლი,ებამში #9%-ის შემცველი წევრი როგორც უფრო მცირე წევრი, 
შეგვიძლია გადავაგდოთ. ასე რომ, შეშფოთების ენერგიის ოპერატორს ექნება 
სახე 

#' C, #)=-- (ტი). (85,4) 
86 

ვექტორული პოტენციალი (36,5) ფორმულის თანახმად შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 
შემდეგნაირად: 

ტ. (C, I)1= 4აV 005 (ML- თ) (85,5) 
ან, რაც იგივეა, 

ტ (CI 0=-+- ტახი ი“! + 2 ტეა M გ -/%, (85,6) 

სადაც V არის ელექტრული დაძაბულობის ფ-ვექტორის ორტი, ე. ი. აღნიშნავს 

პოლარიზაციის მიმართულებას; , წარმოადგენს ამპლიტუდას, ხოლო L ტალ- 

ღური ვექტორია. ამპლიტუდა ისე ვანორმიროთ, რომ +-მოცულობაში საშუალოდ 

გვქონდეს ჩთ ენერგიის, ”» პოლარიზაციის და L=თ/ი ტალღური რიცხვის მქონე 

ერთი ფოტონი. 

რამდენადაც ელექტრული ველის დაძაბულობა ტოლია გამოსახულების 

<= 1 8თრი=--+69%> ტს შირ“ იი (85,7) 
6 თი% ი 

და ელექტრული ველის ენერგიის სიმკვრივე ტოლია 81/4>, ამიტომ შეგვიძლია 

დავწეროთ 

25-92. (85,8) 

სადაც ხაზი აღნიშნავს საშუალო მნიშვნელობას ერთი პერიოდის შუალედში. რად- 
გან 510? (M--ი) ფუნქციის საშუალო 1/2-ის ტოლია, ამიტომ (85,7) ფორმულის 

გათვალისწინებით შეგვიძლია დავწეროთ 
” 2ჯწ, 

4.=20 M 28ს. (85,9) 
ია 

ვი



ჩენ აქ ავა“ჩიელ ისევ წორმარება, როვა მოცულობის ერთეულში გვაქვს ერთი 

კვანტი, მაშ:სადა.ე, ნილმირებილი პტორპორტენციალისათვის გგექნება გამოსა- 

ხლება 

უშოო..-. V დათ CL „-(I ც'ი!. ცი 4გ“!რ!), (85,10) 

ხოლო შე.ფო>ების ენერგიის ოპერატორისათვის (85,4)-ის თანახმად გვექნება 

7 C, /)=1/ (ო % ++ 75 (ო --/%, (85,11) 
სადაც 

# 2 წელ ე #/ 

/ 0= -- I/ “ე C'MCVV). (85,12) 

85,11) გამოსახსოლების პირველი წევრი, ე. ი. ი-ს ზემცველი წევრი, როგორც 
ეს § 77-:ი ვაჩვ:ნ;თ, აღწერს პროცესს, რომლის დროსაც გვაქვს სინათლის 

გამოსხივება, ხოლო V6“!9/-ს მემბცეელი წევრი აპირობებს Lინათლის 'შ?თანთვემას. 

რადჯან კვანტის შთანთემის შეჯეგად ატომი გადადის უწყვეტ სპექტრში, 

რომლის ენერგია 12 ())= -//2 20 იმპულსის ფუნქციაა, ამიტომ გადასვლის ალბა- 

თოპის განოსათვლელად შეგვიძლია ვისარგებლოთ (85,1) ფორმულით, სადაც 

საბოლოო ნუგომარეობათა სიმკვრივ-სათვგის უნდა გამოვიყენოთ გამოსახულება! 

2,(/)=– +... , (85,13) 

სადაც < არის ის მოცულობა, რომელშიც ხდება განსილული პროცესი. 

თე საბოლოო მდგომარეობის სიმკვრივის აქ ნაპოვნ მნიშვნელობას და 

შემფოთების ენერგიის ოპერატორს “რმევიტანთ (85,1) ფორმულაში, მაშინ დროის 

ერთეულში გადასვლის ალბათობის:თვის, როცა კვანტის შთანთქმის შედეგად 

ატომი საწყისი დისკრეტული მდგომარეობიდან გადადის უწყვეტი სპექტრის სა- 

ბოლოო მდგომარეობამი, გვექნება · 

– 
CV. ( 49MC 0) ს, ძL | ძ0,; (85,14) 

–.დ I 

“იცყცლ–-- 
206063 |   

  

ამასთან, იგულისხმება, რომ ს სბოლოი მდგომარეობის იმპულსის მიმართულება 

ძევს «()- სხეოლოვან კუთაეში. 
ა:ლა განვისილოთ შებრუნებული პროცესი, როცა ატომი აგზნებული ჩხ» 

ენერგიის მ-გომარეობიდან გადადის უფრო დაბალ #ი მდგომარეობაში ჩოუ, = 

= ა-ი ეზერგიის კვანტის გამოსხივებით. ამ “მემთხვევაში, საბოლოო მდგო- 

ნარეობაში გვ:ქვს ელექტრომაგნიტური ველის კეანტები, ამიტომ კვლავ შეგვიძლია 

გამოვიყენოთ (85,1) ფორმულა, სადაც 0,(7:) იქნება გამოსხივებული ელექტრო· 

მაწიტური ველის მდგომარეობათა რიცხვი მოცულობის ერთეულში, ე. ი. 

თ? 
(7))ლ –––. 85,15 ჩ/ (0095 (85, ) 

ამგგარად, იმ პროცესი ალბათობა დროის ერთეულში, როცა სისტემა 
საწყისი “ს,, Cდგომასრეონი - ან გაღადის საბოლოო "ს, მდგომარეობაში და შედე–- 

ს. წი ტ ლერი ლექცია სორმირებული უნდა იყოს ერთზე, საბოლოო 

   კე--მოცხლ 

(1)2



გად გამოსხივდება ჩთ,,, კვანტი L ტალღური ვექტორითა და V პოლარიზაციით, 

განისახღვრება ფორმულით 

2 “) - = , 

რნი > -( +) ტთარ%) ( ტემის. (85,16) 
06 2ჯი“ I“ = 

2 

  

ამასთან, იგულისხმება, რომ გამოსხივებული კვანტის ტალღური ვექტორის მიმარ- 

თულება ძევს 00, სხეღლოვან კუთხეში, ხოლო სიდიდე თ,,/-ს ტოლია, 

როგორც ეხედავთ, სინათლისა და ატომის ურთიერთვმედების გამომხატველ 
გადასვლის ალბათობის ფორმულაში მონაწილეობას იღებს უნივერსალური მუდმივი 

წ 
=0- 1. (85,17) 

ჩი 137,03 

რომელსაც ზომერფელდის ნაზი სტრიოქტერის მ“ Cდმივს უწოდებენ. 

წყვეტილიდან წყვეტილ სპექტრში გადასეყლა კვანტის შთანთქმით, ახლა 

ვიპოვოთ ფორმულა, რომელიც აღწერს გადასვლის ალბათობას ატომის XV, დი- 

სკრეტული ენერგეტული დონიდან მეორე #„ ენერგეტუ>- დონეზე გადასვლას 
ჩითი:= ფ– 17 კვანტის მთანთქმის შედეგად. როგორც § 77-ში მივუთითეთ, 

ამ შემთხვევაში საჭიროა დაცემული სინათლე მონოჟრომატული კი არ იყოს, არა- 
მე» შეიცავდეს სიხშირეთა მთელ სპექტრს. საწყის მდგომარეობაში უწყვეტი 

სპექტრის არსებობა საჭიროა ენერგიის შენახვის კანონის შესასრულებლად. მართ- 

ლაც, რადგან ხდება კვანტის შთანთვმა, ამიტომ მისი სიცოცხლის 4+ ხანგრძლი- 

ვობა სასრულოა; განუზღვრელობის 2/1:31-–-ჩ თანაფარდობიდან კი ჩანს, რომ 

ამ შემთხევევაში კვანტებს არ შეიძლება პქონდეს ზუსტად განსაზღვრული ენერგია. 
ე. ი: დაცემულ სინათლეს უნდა ჰქონდეს სიხშირეთა მთელი სპექტრი. 

აღნიშნული პროცესის ალბათობა შეიძლება გამოითვალოს (77,315) ფორ- 

მულით 

2; , 
ნ. I Mთიოი (თოი) I (85,18) 

საჯაც II, (თ.ა) შეშფოთების ენერგიის მატრიცული ელემენტის ჩთ„ა= წთ 
სიხშირის შესაბამისი ფურიეკომპონენტია. 

შემაშფოთებელი ველის ვექტორპოტენციალი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

შემდეგი სახით« 

1წთი “>. 

4C, 0ი=5;7 75 % (Cა) ც/(M-- 90 ქ L 

-((LL-VI) 3 წიდ. /ზი (თ) ტ“((M-9M) ძფ (85,19) 

როგორც ვიცით, შთანთქმას აღწერს ამ გამოსასულების პირველი წევრი, ამიტომ 
შეშფოთების ენერგიის ოპერატორისათვის გვექნება 

# 

M0იხ=--"--- - I M (6) M-იი ის 1 ნ. (85,2თ) 
215; 

#-დან 1II-მდგომარეობაში გადასვლის მაებიცელი ელემენტი ტოლი იქნება 

/ოი (ს) = I ძთიგ- ი > -/ ბი, ი! (CIC)) ი) (XI “., (85,21) 

ვივ



საიდანაც ჩანს, რომ 
· # 

/,8. (თ) –– | ტა IM (ჩკ (თ)0) ს, ძI. (85,22) 
2MC 

შემოვიღოთ პოლარიზაციის მიმართულება /ზე (თ) = ,4ე (თ) ”, მაშინ (ა, სიხშირის 
შესაბამისი ფურიეკომპონენტისათვის გვექნება 

MI. (მი,)=:“– რი (9). / მ. M CV 0) ბ, ძი, (85,23) 
206 > 

ხოლო გადასვლის ალბათობისათვის მივიღებთ 

2 ით 2 
რიი=- ი > 4ი(ხიი)?) / ბაი M CV 0)ტ,ძ |. (85,24) 

2ყ.“ იჩ? 

როგორც ვხედავთ, გადასვლის ალბათობაზი მონაწილეობს იგივე ინტეგრალი, რაც 
გვქონდა მონოქრომატული ტალღების განხილვის დროს. განსხვავება გვაქვს 
მხოლოდ იმაში, რომ (85,241 ფორმულაში შემოვიდა ვექტორპოტენციალის 
ამპლიტუდის ფურიეკომპონენტი„ რომელიც შეესაბამება თ,„„ გადასვლის სიხში- 
რეს. დავაკავშიროთ ეს სიდიდე დაცემული სინათლის ნაკადთან. როგორც ვიცით, 
სინათლის ნაკადი განისაზღვრება პოინტინგ-უმოვის ვექტორით, რომელსაც სინათ- 

ლისათვის აქვს სახე | §I=-=8'. გამოვთვალოთ ამ სიდიდის საშუალო ერთი 
7; 

პერიოდის მანძილზე. რადგან 8 (/) განისაზღვრება (85,7) ფორმულით, ამიტომ 

_ 9 
§= – | 40(9) .. (85,25) 

8Xი 

ეს სიდიდე გამოხატავს სინათლის გავრცელების მიმართულებისადმი მართობულ 
ერთეულოვან ფართში, ერთ სეკუნდში, გასულ საშუალო ენერგიას, ამიტომ თუ 

მას გავყოფთ ერთი კვანტის ჩი ენერგიაზე, მივიღებთ დაცემული კვანტების სა- 

შუალო ნაკადს. ამგვარად, 

» 6)=-“ I 4'(6) წ. (85,260) 
8» 

ერთ სეკუნდში გადასვლის ალბათობისათვის, როცა ადგილი აქვს სინათლის კვან- 
ტის შთანთვგმის შედეგად ატომის #2-დან #,-მდგომარეობაში გადასვლას, საბო- 
ლოოდ გვექნება შემდეგი ფორმულა: 

ტუმე? +თ , 2 
მოი ლი ყი (თით)| | ბთ MC ნ) ბა «I , (85,27) 

ს” თით იჩ “თ 

სადაც MX ვექტორის აბსოლუტური მნიშვნელობა ტოლია თეი„/--სი. 
როგორც ვხედავთ, განსხვავებით (85,16) ფორმულისაგან, (85,27) ფორმუ- 

ლაში სინათლის საბოლოო მდგომარეობის სიმკვრივის ნაცვლად შემოვიდა დაცე- 
მული სინათლის კვანტების საშუალო ნაკადი. 

დაბოლოს, აღვნიშნოთ, რონ ამ პარაგრაფში განხილულ გადასელის ალბა- 
თობის ფორმულებში მონაწილეობს ინტეგრალი 

+= , 
1II1X9XC== I ს; გ!M- 6 ი) თ,ძI; (85,28)



ი ოპერატორის ერმიტულობის გამო შეგვიძლია დავწეროთ 

ყთ , 
1M590= | ზიოი)თM ჭ; ძ.. (85,29) 

რადგან ლ. =V., ამიტომ «ი არის გრადიენტის მხოლოდ ის კომპონენტი, რომე– 

ლიც მოქმედებს #ე ეექტორის მიმართულებით. სინათლის ტალღური ვექტორი 

«L მართობია #ე ვექტორისა, ამიტომ იხ,= –#ს ყXIმძ, ოპერატორი არ მოქმედებს 
ი MM 

ექსპონენტზე, ე. ი. (V 6) 6/M' = იჩM' (V ი), შედეგად გვექნება 
+თ , 

”IX0)= I ს,იი დ ი)ა; ძI; (85,30) 

ცხადია, რომ 
+–თ , 

წო. I «ს; 6-IMICV ი) “ს, ძL, (85,31) 

საიდანაც ვხედავთ, რომ წთანთქმისა და გამოსხივების შესაბამისი ალბათობების 

ფორმულებში შემავალი ინტეგრალები ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნიშნით განსხვავ- 

დებიან. 

§ 80. მულტიპოლური გამოსხივების ფორმულები 

წინა პარაგრაფში გამოყვანილი ფორმულები ზოგადია და გამოიყენება ნე– 

ბისმიერი სისტემისათვის რომელიც ერთი მდგომარეობიდან მეორეში გადადის 

სინათლის გამოსხივებით ან შთანთქმით. მიღებული ფორმულები შეგვიძლია საგრძ- 

ნობლად გავამარტივოთ, როდესაც სინათლის ტალღის სიგრძე გაცილებით მეტია 

ატომის ზომასთან შედარებით. 

დავუშვათ, რომ ატომის ხაზოვანი ზომა ც-ს ტოლია და, ვთქვათ, დაცულია 

პირობა X>>თ, სადაც # არის სინათლის ტალღის სიგრძე, გაყოფილი 2X»-ზე. 

რადგან X=1/#ჯ, ამიტომ ეს პირობა ეკვივალენტურია LC<51 პირობისა. როცა ეს 

უკანასკნელი შესრულებულია, მაშინ გადახვლის ალბათობის (85,16) ფორმულაში 

2 
2 2 

ძი. ==(“-) ათ თი : 
სი VII 2? 

I დენს ი)სო ძი” ძი, (86,1) 

შეგვიძლია ექსპონენტი გავშალოთ მწკრივად და შევინარჩუნოთ რამდენიმე წევრი 

#0-I'ხM=1- (MI +...-+-. (86,2) 

  

რადგან ი=სV=სC და, გარდა ამისა, (ლი) და ექსპონენტი შეგვიძლია გადავსვათ, 

ამიტომ უფლება გვაქვს დავწეროთ 

+ დი) 6”IM” = ტV)––5 (VV) (I0+...+. (85,3) 

გარდავქმნათ მეორე წევრი; გადავწეროთ იგი იგივურად 

(VV) (ML) = (XV) (LI) – – (VC) (LV) + – (XVI) (MV)= 

= + (C9-60+Cღი 0თი– დი ძთ+6ი (CM), (86,4) 
90. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოეი, გ. ჭილაშვილი 
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რომელიც ასე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

ფი რო=- 1 CI იო–- -CCV))) 1 ფი რი| (86,5) 
2L| იჯ 

თუ გავიხსენებთ ორმაგი ვექტორული ნამრავლის ცნობილ ფორმულას 

(%XI8XC))=8 (#C)-–C (#8) (86,6) 

შეგვიძლია დავწეროთ 
1 თი ძი--+(0 IMXVX9I)+-- დო თი L (86,7) 

ამგვარად, (86,3) ფორმულა მიიღებს სახეს 

1 # , : : ჯ 
–“ დი) 6-I(M-= (6V) –– –- (თ XL ჯ- 2492“ თი +..+,  (86,8) 

. 29 2 «# 

სადაც 1 იმპულსის მომენტის ოპერატორ“ია. ავიღოთ (86,6) გამოსახულების 1/,# 

მატრიცული ელემენტი ღა გავიხსენოთ, რომ მისი დროითი წარმოებულისათვის 

გვაქვს ფორმულა 
იLით 

=1?0ბი,ჰით: (86,9) 
თ 

მაშინ 

1 (C0) 6“ (MI, „=7თ,თ რთხი„+1“ ( IIC2VIM)თთ +- 
ს ტ 

+“ შე/იი რი)თ+--+, (86,10) 
სადაც 

ააეა_დ_ (86,11) 
2V6 

ატომის მაგნიტური დიპოლური მომენტის ოპერატორია. (86,10) წარმოადგენს 

ურთიერთქმედების მატრიცული ელემენტის გაშლას ელექტრულ და მაგნიტურ 
მულტიპოლებად, განვიხილოთ ამ მწკრივის თითოეული წევრი ცალ-ცალკე და 
დავწეროთ მათი შესაბამისი გადასვლის ალბათობის ფორმულები. 

დიპოლური გადასვლის ფორმულა. თუ (86,10)-ში შევინარჩუნებთ მხოლოდ 

პირველ წევრს, მაშინ (86,1) ფორმულა მოგვცემს 

გ“ თვ 
ძეხკ=-- “| რით | გ), (86,12) 

ჩი? სმო 

გავიხსენოთ, რომ ძ=-–-ი ატომის ელექტრული დიპოლური მომენტია, მაშინ 

ერთ სეკუნდში გადასვლის ალბათობა დიპოლური კვანტის გამოსხივებით განისა- 
ზღვრება ფორმულით 

  

  

თეგ 
ძამია: | (Vძით)“ ძ9,, (86,13) 

სადაც 

მი„=-% | ბინტი (ეძ (86,14) 
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ს-დან #I-მდგომარეობაში გადასვლის დიპოლმომენტის მატრიცული ელემენტია 
ნებისმიერად აღებული კოორდინატთა სისტემის სათავის მიმართ. 0, ფუნქციების 
ორთოგონალობის გამო ძ,» მატრიცული ელემენტი არ შეიცელება, თუ L-ს და- 

ვუმატებთ ნებისმიერ მუდმივ ვექტორს. 
როცა სინათლის ტალღა პოლარიზებულია 2-ღერძის გასწვრივ, მაშინ 

«V”=ე- 60§ 0 ·- გ და გადასვლის ალბათობისათვის მივიღებთ 

ი” ით, რთ;იც ნ 2, 

ახლა, ვთქვათ, გვაინტერესებს დიპოლური კვანტის გამოსხივება არა განსა– 
ზღვრული »” პოლარიზაციით, არამედ ნებისმიერი პოლარიზაციით, ოღონდ M 
ვექტორის განსაზღვრული მიმართულებით. 

როგორც ვიცით, ნებისმიერი პოლარიზაცია, გამოსხივების გავრცელების 
მოცემული მიმართულებისათვის შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ, როგორც ორი 
ურთიერთმართობული VI) და VI) პოლარიზაციის ჯამი. ზოგადობის დაურღვევლად 
დავუშვათ, რომ +) პოლარიზაცია მიმართულია დიპოლმომენტის მართობულად, 

ხოლო VI) ვექტორი ძევს L და ძ ვექტორებზე გამავალ სიბრტყეში. თუ კუთხეს 
დიპოლმომენტსა და გავრცელების მიმართულებას შორის აღვნიზნავთ 0-თი, მაშინ 

  | | ზეგსთ ძი | ძი,. '(86,15X 

+ და ძ ვექტორებს შორის კუთხე იქნება + წ. თუ ძი აღნიშნავს სხეუ- 

ლოვან კუთხეს #-ს მიმართულებით, მაშინ M მიმართულებით არ გვექნება + 

პოლარიზაციის მქონე სინათლის გამოსხივება (CV)90)=0. ამის გამო, დაგვრჩება 

V-ის გასწვრივ პოლარიზებული „სინათლე. მაშინ (86,11) ფორმულიდან, ერთ 

სეკუნდში გადასვლის ალბათობისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

ძიკლ- შრი | 09Iი? 020; (86,16) 
წი 270? ით , , 

თუ ამ გამოსახულებას გავაინტეგრალებთ გამოსხივებული კვანტის ყველა მიმარ– 

თულების მიხედვით, ე. ი. ძი; სხეულოვანი კუთხით, მივიღებთ 

  

4 #1 02 
:0კ=–– «=- რი | ”ო» |“. (85,17) 

C 

გადასვლის ალბათობის საშუალებით აღვილად განვსაზღვრავთ დიპოლური 
გამოსხივების ინტენსივობას. კვანტურ მექანიკაში V» მიმართულებით პოლარიზე- 

ბული გამოსხივებული სინათლის ინტენსივობა განისახღვრება სიდიდით, რომელიც 
გამოიხატება ერთ სეკუნდში გადასვლის ალბათობის ნამრავლით გამოსხივებული 

სინათლის კვანტის ენერგიაზე, ე. 0. , 
აჭ 

თ,„ძი- 522 | რო, ძი (86,168) 

ამ გამოსახულების გასაშუალოებით პოლარიზაციებით და კუთხეებით, (86,17) 
ფორმულის თანახმად, მივიღებთ 

_ თითი 
თით= ყემ 

  | შით. (86,19) 

საინტერესოა გავიხსენოთ, რომ ბორის თეორიაში გამოსხივებული სინათლის 

ინტენსივობის განსაზღვრა დიდ სიძნელეებთან იყო დაკავშირებული, რამდენადაც 

ამ თეორიაში შეუძლებელი იყო გადასვლის ალბათობის გამოთვლა. 
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აღვნიშნოთ, რომ დიპოლური გამოსხივება შეესაბამება იმ შემთხვევას, როცა 

ი'M-1, ე. ი. როცა #C=–>0 და, მაშასადამე, X=C. დავუშვათ, ელექტრული 
ველი ვრცელდება ჯ-ღერძის გასწვრივ, მაშინ (85,7) ფორმულის თანახმად, 

8 (X, ჰ)=8 81V ( თ +). (86,20) 

როცა ატომის შიგნით ):/X->0, მაშინ 

8 (0 = და§10 CV, (86,21) 

რადგან (86,20) გამოსახულების არგუმენტი ასეც წარმოიდგინება 

Xჯ Xჯ »X _ %X- _ % ს-ს, 2), 86,22 ეაბვბდდ-'” – რ52 
ამიტომ XთV->0 პირობა ეკვივალენტური ყოფილა ატომის შიგნით (დ-მანძილზე) 

დაგვიანების უგულებელყოფისა. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ატომის #, მდგომარეობიდან 2, მდგომარეო- 

ბაში გადასვლის ალბათობა ერთ სეკუნდში, რომელიც გამოწვეულია V პოლარი- 
ზაციისა და ჩთ,„= სა -#,ც სინათლის კვანტის შთანთქმით ი9 | ხეულოვანი 

კუთხიდან, ტოლი იქნება გამოსახულებისა 

“ა? 
ძ10, = თ»”თ. 

9%2 
  2 ეც. ოლ | (Vძო,) |? იაა; (86,223) 

ძოი წარმოადგენს »-დან »-მდგომარეობაზი გადასვლის დიპოლმომენტის მატრი- 

ცულ ელემენტს, სადაც (86,14) ფორმულისაგან განსხვავებით საწყისი და სა- 

ბოლოო მდგომარეობები გადასმულია. 

მაგნიტური დიპოლური გადასვლის ფორმულა. განვიხილოთ მულტიპოლური 

გაშლის მეორე წევრი. შემოვიღოთ ერთეულოვანი X ვექტორი ხ=“ » ტალ- 
C 

ღური ვექტორის მიმართულებით, მაშინ აღნიშნული წევრი მიიღებს სახეს 

1 I LXVIMI.>, (86,24) 
6 

ხოლო სათანადო გადასვლის ალბათობისათვის ერთ სეკუნდში გვექნება 

თოი 
2»ჩი? 

რადგან ამ ფორმულაში მონაწილეობს ატომის მაგნიტური დიპოლური მომენტი, 
ამიტომ (86,25)-ს მაგნიტური დიპოლური გამოსხივების ფორმულას უწოდებენ. 
აღსანიშნავია, რომ ამ ფორმულაში (XXV) მუდმივი ვექტორია. 

ელექტრული კვადრუპოლური გადასვლის ფორმულა. განვიხილოთ (86,10) 
მწკრივის მესამე წევრი 

  

ძ1I0„ = | (IMXVIMIით | გი), (85,25) 

+ (დთო(Cი1,თ. (82,26) 

ცხადია, ეს წევრი ელექტრონის მუხტზე გამრავლების შემდეგ ასეც შეგვიძლია 
წარმოვიდგინოთ: 
308



ით (< . დ? 
-2% VI X( 2, M) MI = (> სი0) , (86,27) 

ით (I! (51 751 ით 

სადაც II,1=VIX, და C,)ლ––-X,X მეორე რანგის სიმეტრიული ტენზორებია, 
ამასთან, 0, დაკავშირებულია კვადრუპოლურ ტენზორთან. ამის გამო სათანადთ 

პროცესს კვდრუპოლურ გადასვლას უწოდებენ. ამგვარად, კვადრუპოლური გა- 

დასვლის ალბათობა ერთ სეკუნდში, რომლის დროსაც გამოსხივებული V” პოლა- 
რიზაციის კვანტი ძევს ძი, სხეულოვან კუთხეში, განისაზღვრება შემდეგი ფორ– 

მულით: 

_ 2 ი» ძიხი=.- ოთ   | (დფ. («ო)თი (109. (86,28) 

ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ გადასვლის ალბათობა გარდა პოლარიზაციას მიმარ- 
თულებისა, როგორც ეს გვქონდა დიპოლური გადასვლის დროს, დამოკიდებულია 

სინათლის მიმართულებაზეც/ 

ელექტრულ დიპოლურ, კვადრუპოლურ, ოქტუბოლურ და ა. შ. გადასვლებს, 
სიმარტივის მიზნით სათანადოდ აღნიშნავენ #1, 12, 13 და ა. შ, მაგნიტურ 

დიპოლურ, კვადრუპოლურ, ოჭტუპოლურ და ა. შ. კი -–– MI, M#2, 773 და 

ა, 

ამ გადასვლებიდან ყველაზე უფრო მნიშენელოვანია #1 გადასვლა, მაგნი– 

ტურ მომენტთან დაკავშირებული გამოსხივების ალბათობა შეიცავს ზ/ი ფარდო- 

ბას, სადაც ბ ელექტრონის სიჩქარეა ატომში, ამიტომ 7/1 გადასვლის ალბათობა 

(L/0)-ჯერ მცირეა ”! გადასელის ალბათობაზე მსუბუქი ატომებისათვის 

(V/6)--10”%, 
კეადრუპოლური გადასვლის ალბათობა (ი/X)“-ჯერ მცირეა დიპოლური გა- 

დასელის ალბათობაზე, ხილული სხივებისათვის” X+--0,5 10“1 სმ, ატომის ზომა კი 

ი«-–-10“% სმ, ამიტომ #2 გადასვლის ალბათობა 10%-ჯერ მცირეა #1 გადასვლის 

ალბათობაზე. 

ამგვარად, თუ რაიმე მიზეზით ატომში ელექტრული დიპოლური გადასელის 

ალბათობა ნული არ არის, მაშინ 172 და 1I1 გადასვლები შეიძლება არ განვიხი–- 

ლოთ. მაგრამ ქვემოთ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ხშირად #1 გადასვლა აკრძალულია 
შერჩევის წესებით და ამიტომ #2 და 1/1 გადასვლები ამ შემთხვევაში მნიშვნე- 

ლოვან როლს ასრულებს. ეს უკანასკნელი შემთხეევა განსაკუთრებით ხშირაღ 

გეხვდება ატომგულებში, სადაც #21 გადასვლის აკრძალვის შემთხვევა ჩვეულებრივ 
მოვლენას წარმოადგენს. მაგალითად, ელექტრული დიპოლმომენტი ნული იქნება 

ისეთი სისტემისათვის რომლის შემადგენელ ნაწილაკებს ტოლი აქვთ ი/, ფარ- 

დობა, მართლაც, განვიხილოთ ორი ნაწილაკის სისტემა, მუხტები და მასები ამ 
ნაწილაკებისა შესაბამისად იყოს 0,, ძე და თა, შშე- მაშინ სისტემის დიპოლმომენტი 

იქნება 0 =ფC+ძ,, ან ინერციის ცენტრის სისტემაში 

6,9ეზე––– 61) თაკმბ, 6 0.) 
M–ა=4--+9565---200--:-:1% )1_ 2 «, (86,29) 

თ?) +V% I +-ა სს ?% 

სადაც ” ფარდობითი რადიუსვექტორია L=L-–-წ. სისტემის დიპოლმომენტი 
მართლაც ნულია, როცა 06,/1), = 0ე/); ასეთ შემთხვევაში მნიშვნელოვანი იქნება 

#2 გადასელები. 

ატომის სიცოცხლის ხანგრძლივობა. ერთ სეკუნდში გადასვლის ალბათობის 

ვთ



შებრუნებულ სიდიდეს აგზნებული ატომის სიცოცხლის ხანგრძლივობას უწო- 

დებენ 
  (86,30) X+თი= 

1თი 

მართლაც, თუ დროის # მომენტისათვის გვაქვს #,, ატომი, რომლებიც იმყოფე- 
ბიან აგზნებულ მდგომარეობაში #M,„ ენერგიით, მაშინ IX, მდგომარეობაში გა- 
დასულ ატომთა საშუალო რიცხვი იჯ დროში იქნება 

CM, () = ––10თიX თ (1) CM, (86,31) 

საიდანაც 

M.ა(0=Xოა(0). იორი = M (0) -/5თი, (86,32) 
ცხადია, ატომის სიცოცხლის საშუალო ხანგრძლივობისათვის შეგვიძლია დავ–- 

წეროთ 

( 

(გ ხოთ იჯ 
(.= |I0#ით _ ბ 

„_– = “ოაოოოაასაე= გი: 

IX» I გ-–-I/ნთიქჯ 

ი 

(86,33)   

ამგვარად, „გ ყოფილა ატომის სიცოცხლის საშუალო ხანგრძლივობა აგზნებულ 
#»„ მდგომარეობაში, უფრო ხშირად შემოჰყავთ სიცოცხლის ნახევარპერიოდი #”, 

რომელიც განსაზღვრავს იმ დროს, რომლის განმავლობაში ატომების ნახევარი 

ნორმალურ ჯ#, მდგომარეობაში გადადის, ე. ი. 

  ოთ (0 – 1. _ ”--7/ნიი , (86,34) 

ჰომ) 2 
საიდანაც 7=10ი0 2 %ჯ»ი =/საშ, 17 2. 

§ 87. შერჩევის წესები წყქალგადისებური ატომებისათვის 

წინა პარაგრაფში აღნიშნული იყო, რომ როდესაც გვაქვს დიპოლური გა- 
დასვლა, მაშინ იგი გაცილებით საალბათოა, ვიდრე სხვა გადასვლები, მაგრამ 

ძალიან ხშირად #1 გადასვლები, როგორც ამბობე5 „აკრძალულია“. 

განვიხილოთ წყალბადისებური ატომების გამოსხივება. როგორც ვიცით, 
წყალბადისებური ატომები ხასიათდება ტალღური ფუნქციით 

ზი,ო V, მ, დ)=7ზი| 0) XI (0, დ). (87,1) 

საჭიროა ამ ფუნქციით გამოითვალოს XI, #2, M#1,... და ა. შ. გადასვლის მატ- 

რიცული ელემენტები თუ აღმოჩნდა, რომ კვანტური რიცხვების გარკვეული 
მნი შვნელობებისათვის მატრიცული ელემენტი ნულის ტოლია, მაშინ სათანადო 

გადასვლა „აკრძალული“ იქნება. 

შერჩევის წესები დიპოლური გადასვლებისათვის. (86,12) ფორმულის თა- 
ნახმად 61 გადასვლის ალბათობა ნულის ტოლი იქნება მაშინ, როცა ნულია 

დიპოლმომენტის მატრიცული ელემენტი, ე. ი. მ„„გ=-–-იწფი =0. ამგვარად, სა- 
ჭიროა გაირკვეს, რა პირობებში ხდება ნულის ტოლი კოორდინატების მატრიცე- 
ლი ელემენტები: X„ი, წთი, ჩოი. გამოთვლების თვალსაზრისით უფრო ხელსა. 
ყრელია გამოვარ, კვიოთ როდის ხდება ნული 
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6+=X-+1?99ყ=781ს 0ც+I, „გ=-; 6080 (87,2) 
კომბინაციები. თუ ვიპოვით 6, და /„-ის მატრიცულ ელემენტებს, მაშინ ადვილად 

ვიპოვით X, ყ, 2 მატრიცულ ელემენტებსაც. 
განვიხილოთ მატრიცული ელემენტები 6. და ჯ„-სიდიდეებიდან, მატრიცული 

ელემენტის განმარტებით ადვილად დავწერთ 

9 ჯ მჯ 

(VI ს | 6+|171ML) = I I | თ, (5 მ, დ)7 810 00+რM,,, (9, დ);20-ძ9,  (87,3) 
000 

დ ჯ 9 

(» 1 | #| »MM) =| | I სი,/ თ. (” 0,დ) #· 005 0 ტ,,, (+, 0, დ)/';-ძ9. (87,4) 

ე99 

ჯერ გამოვთვალოთ წ§.-ს მატრიცული ელემენტი. ამისათვის შევიტანოთ ტალღური 
ფუნქციის მნიშვნელობა (87, 3) ფორმულაში; გვექნება 

(IM | C- | (IM) = I 10,,, 0ე# 12 0) 1? 0». 

, (87,5) 
22 

| | 7. 6, დ) §10 მ4“!? X,„ (0, დ) «9, 
იბ 

რადიალური ინტეგრალი წარმოადგენს ჯ-ის მატრიცულ ელემენტს, კუთხეებით 
ინტეგრალში კი გავითვალისწინოთ (33,30) რეკურენტული ფორმულა; გვექნება 

ჯმ. 

(IL | §+ | 11M1) = (4!'V |# | -1) | | XL». (0, დ). 
00 

' 72-#V+1) 0-- 4-2) 

+V “ ააფი რთი– 
(ს –= 1)) (L== # –– 1) 

– (ააა ეთილის თა) ძია, (87,6) 

სფერული ფუნქციები ორთო-ნორმირებული ფუნქციებია, ამიტომ შეგვიძლია 

დავწეროთ “ 

ეე ,” )+M+ 1X(+-»L-+2). 
CI | 6+| 1:11) = (# MითსI+ |/ = იანა თქ ბს, ”ააზო,ო“ 

– // დაფის (L-=1#–- 1) გ 8 

(21--1)(21+)) !!'! რომ! |” 

საიდანაც ჩვენ ვხედავთ, რომ მთავარ კვანტურ რიცხვს არავითარი პირობა არ 

ედება, 1 და თს კვანტური რიცხვების მნიშვნელობანი კი შეზღუდულია. კერძოდ, 
6, მატრიცული ელემენტი ნულისაგან განსხვავდება მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა საწყისი და საბოლოო მდგომარეობის აზიმუტალური და მაგნიტური კვან- 
ტური რიცხვები ერთმანეთისაგან ერთით განსხვავდებიან, ე. ი. 

V-=1+1, (87,8) 

წ) =7M+1,. (87,9) 
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ახლა ვიპოვოთ „-ის მატრიცული ელემენტი, გვ)ქნება. 
ჯ 9? 

C1; 1 I |=MLIIIL) = (7 L" |? | »ხ! | XI: (0, C) 605 0 X ი, (0, დ) ძC). (87,10) 
(8) 

თუ გამოვიყენებთ (33,29) რეკურენტულ ფორმულას, მივიღებთ: 

I 21 

(IL | § | 11191) = (#7 | 2 | #1) II XI. (მ, დ), 
09 

0-X#+1) 1+#+1) ,7 ე/ სესხია 0 ი + 
_ C–ი) (+) _ “ 0) L-+-I) 

+ / -ა- ას CL-1)C1+1) XI-სთ (მ, დ) («ი. (87,11) 

სფერული ფუნქციებს ორთო-ნორმირების ძალით, ეს მატრიცული ელემენტი 
ნულისაგან განსხვავდება მხოლოდ მაშინ, როცა დაცულია პირობები: 

L=1LX+1, (87,12) 

თბ =V. (87,13) 

ამდაგვარად, დიპოლური გადასვლისათვის გვექნება შემდეგი შერჩევის წესები: 

41=!"'–1=2+1, ბ=# –X=0, +1. (87,14) 

თუ ეს პირობები დაცული არ არის, მაშინ დიპოლური გადასვლა აკრძალულია, 

რაც შეეხება მთავარ კვანტურ რიცხვს, როგორც აღვნიშნეთ, მისთვის შერჩევის 

წესი არა გვაქვს, იგი შეიძლება შეიცვალოს ნებისმიერი სიდიდით. ამგვარად, მი- 

ვიღებთ, რომ 

(MI+1 #-+1 | X+2V/ | ML) #0, (87,15) 

(I-+1 »! | # | XII» | #0. (87,16) 

ზუსტად იგივე შერჩევის წესები გვექნება თვით », ყ და #-ის მატრიცული ელე- 
მენტებისათვისაც. 

გადასვლა არ შეიძლება მოხდეს ისეთ ენერგეტულ დონეებს შორის, რომელ- 

თაც აქვთ ტოლი მომენტები 7 =1 (41=0). ეს გარემოება კარგად ჩანს სხვა მო– 

საზრებებითაც. 

განვიხილოთ დიპოლმომენტის მატრიცული ელემენტი 

+თ 

(ა | ძ | 119L) = ––გ I სიფ, სიო 0L. (87,17) 

წყალბადისებური ატომის ლუწობა განისახლვრება (--1)-ით და, როცა I =1 
ტალღური ფუნქციების ლეწობა მატრიცულ ელემენტში იქნება (––1)!+// == (––-1)21= 
=1. რადგან L კენტი ფუნქციაა, #1! გადასვლის მატრიცული ელემენტი ნულის 

ტოლი იქნება. ინტეგრალი რომ ნული არ იყოს, საჭიროა ჯ! განსხვავდებოდეს 1- 
ისაგან კენტი რიცხვით. 

შერჩევის წესები კვადრუპოლური გადასვლისათვის, დიპოლური გადასვლე- 
ბისათვის გამოყვანილი შერჩევის წესების გამოყენებით ადვილად დავადგენთ შერ– 

ჩევის წესებს კვადრუპოლური გადასვლებისათვისაც. მართლაც, 72 გადასვლის 
ალბათობის ფორმულაში მონაწილეობს კოორდინატის კვადრატის მატრიცული 
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ელემენტი. განვიხილოთ, მაგალითად, (X7),,, მატრიცული ელემენტი და გამოვიყე- 

ნოთ მატრიცათა გამრავლების წესი 

(V | X? I 0=3, (I | X | L”)(I“|XI· (87,18) 
” 

თუ თითოეული მატრიცისათვის გამოვიყენებთ შერჩევის წესს, დავინახავთ, რომ 

ჯამი ნულისაგან განსხვავდება მაშინ, როცა ერთდროულად დაცულია ორი პირობა 

L”=L 3-1 და 1წ=1+1, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ჯ=1, 1+2. იგივე %ე- 

დეგებს მივიღებთ კვადრუპოლური ტენზორის სხვა კომპონენტებისათვისაც. ადვი- 
ლად დავრწმუნდებით, რომ კვადრუპოლური გადასვლების დროს მაგნიტური 

კვანტური რიცხვის ცვლილება ;V,=0, +1, 2-2; ეს უკანასკნელი გამომდინა- 
რეობს მომენტის "შენახვის კანონიდან. მაშასადამე #2 გადასვლისათვის გვაქვს 

შემდეგი შერჩევის წესები: 

ი1=0, -+2, #ტ),=0, +1, +2, (87,19) 

შერჩევს წესეი მაგნიტური დიპოლური გადასვლებისათვის. ასევე 

მარტივდ დავადგენთ ”შერჩევის წესებს მაგნიტური დიპოლური გადასვლები– 
სათვის. ს გადასვლის დროს მატრიცული ელემენტი აიღება ((MX+%VIM) 

გამოსახულებიდან, IX XVI მუდმივი ვექტორია, იგი შეგვიძლია დავამთხვიოთ რო- 

მელიმე ღერძს. მაშინ ჩვენ საქმე გვექნება M,ს მატრიცულ ელემენტთ:ნ. თავის 

მხრიე 7, მატრიცული ელემენტი დაკავშირებულია ორბიტალური 1,-მომენტის 

მატრიცულ ელემენტთან, რამდენადაც M,= – 5 1, ამგვარად, 
00 

  (I | 2MIIMXა)= ი (CM II Mა- (87,20) 
200 

სი სი 1». მდგენელების მატრიცული ელემენტები, როგორც. ეს ვაჩვენეთ § 48- 
ში, დიაგონალურია ორბიტალური კვანტური რიცხვის მიმართ და ნულისაგან 

განსხვავდებიან ##=0, –-1-სათვის. ასე რომ, გადასელებისათვის გვექნება შემ– 

დეგი შერჩევის წესები 

2XI=0, ბ21=0, +1. (87,21) 

გამოსხივებული კვანტის მომენტი და ლოწობა. შერჩევის წესებს თუ დავაკვირ- 

დებით, მაშინ ადვილად დავინახავთ, რომ ერთიდან მეორე მდგომარეობაში გა- 

დასვლის დროს ატომი კარგავს გარკვეულ მომენტს, ამიტომ მომენტის შენახვის 

კანინის თანახმად დაკარგული მომენტი უნდა წაიღოს გამოსხივებულმა კვანტმა. 
რადგან ატომის ლუწობა (-–-1)'-ის ტოლია, ამიტომ გამოსხივების დროს ადგილი 

ექნება ატომის ლუწობის ცვლილებასაც. რამდენადაც იზოლირებული სისტემის 
(ატომი პლუს გამოსხივებული კვანტი) ლუწობა ინახება, ამიტომ გამოსხივებულმა 

კვანტმა უნდა წაიღოს ლუწობაც. 
ჯერ განვიხილოთ დიპოლური კვანტის გამოსხივება. რადგან #1 გადასვლის 

დროს #»=0, +1, ამიტომ მომენტის პროექციის შენახვის გამო დიპოლურ 

კვანტს ექნება მომენტი, რომლის პროექცია უნდა იყოს 0, +1. ასეთი პროექცია 
კი აქვს #=-1 მომენტს. მაშასადამე, დიპოლური კეანტის მომენტი ყოფილა #=1. 

დიპოლური გადასვლის დროს ატომის მომენტი ერთით იცელება, ე. ი. ადგილი 
ექნება ატომის ლუწობის ”შეცელას საწინააღმდეგოთი; სისტემი” საერთო 

ლუწობა რომ უცვლელი დარჩეს, საჭიროა #I კვანტს პქონდეს უარყოფითი 
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ლუწობა. ამგვარად, დიპოლური კვანტის მომენტი ერთის ტოლია და აქვს უარ- 
ჟოფითი ლეწობა #1 კვანტს რომ უარყოფითი ლუწობა აქვს, ეს გასაგებია, 
რადგან დიპოლმომენტი პოლარული ვექტორია, რომლის კომპონენტები ინვერს-ის 

დროს ნიშანს იცვლიან. #2 გადასვლების დროს ატომის ლუწობა არ შეიცელება, 

რამდენადაც ამ შემთხვევაში 41=0, –+2. ამის გამო 62 კვანტის ლუწობა დადე- 
ბითია. რადგან 12 გადასვლის დროს 2»=0, +)1, +-2, ამიტომ მომენტის 

პროექციას შენახვის” გამო ასეთივე მდგენელები ექნება ელექტრულ კვადრუპო- 

ლერი კვანტის მომენტსაც; მაშასადამე, X2 კვანტის მომენტი #=2 და აქვს და- 

დებითი ლუწობა. 

ცხადია, 1/1 კვანტის ლუწობაც დადებითი იქნება, რადგან ამ შემთხვევაში 
2|1=0. ეს ასეც უნდა ყოფილიყო, რადგან /#/1 მომენტი პროპორციულია ორბი- 

ტალური მომენტისა, რომლის კომპონენტები ინვერსიის დროს ნიშანს არ იცვ- 

ლიან. რაც შეეხება 1/1 კვანტის მომენტს, რადგან მაგნიტური დიპოლური 

გადასვლისათვის 2? =0, +!, ამიტომ მომენტი ერთის ტოლი იქნება #=1-· სრუ- 

ლიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 7112 კვანტის ლუწობა უარყოფითია, მო- 

მენტი კი ორის ტოლია #=2. როგორც ვხედავთ, ელექტრული და მაგნიტური 

მ-–ლტიპოლური კვანტების ლუწობანი ერთმანეთის საწინააღმდეგოა. ამასთან, გან- 
სხვავებით ჩვეულებრივი ნაწილაკებისაგან კვანტის მომენტის მინიმალური მნიშვნე- 

ლობა ერთის ტოლია; კვანტის მომენტი არ შეიძლება ნულის ტოლი იყოს. ამის 

გამო ჩვენს მიერ განხილული ყველა გადასვლის შემთხვევაში აკრძალული იქნება 

1=0 მდგომარეობიდან 1=0 მდგომარეობაში გადასვლა. ასეთი გადასვლის დროს 

უნდა გამოსხივებულიყო კვანტი #=0 მომენტით, ასეთი კვანტი კი არ არსებობს. 

სინამდვილეში 0–>0 გადასვლა აკრძალული არ არის იმის გამო, რომ ელექტრონს 

გააჩნია ნახევრის ტოლი სპინი. მართლაც, L=0 მდგომარეობიდან 1=0 მდგომა- 

რეობაში გადასვლის დროს შეიძლება სინათლის კვანტის გამოსხივება, რამდენადაც 
რორი ნახევრის ტოლი სპინის შეკრებით ნულის გარდა მიიღება ერთის ტოლი მო- 

მენტის მნიშვნელობაც, რაც უზრუნველყოფს ერთის ტოლი მომენტის მქონე 

კვანტის გამოსხივებას, აღვნიშნოთ, რომ ზემოთ მიღებული შერჩევის წესები ძა- 

ლაშია მაშინაც, როცა ხდება სინათლის არა გამოსხივება, არამედ შთანთქმა. 

დასასრულ, ამ პარაგრაფში მიღებული შედეგები მოვიყვანოთ შემდეგი 
ცხრილს სახით. 

  

  

ცხ რი ლი 1 

„შერჩევის წესები | შერჩევის წესები 
გა=:სელის | ქპანტის | კვანტის :ასიმულატალური!| მაგნიტური კვან- სამარე ოთ არა “ი I მომენტი | ლეწობა : კვანტური რი. | ტური რიცხვი- წობა ასეთი გადა- ა 1 I :. ცხვისათვის სათელს გ როს 1 I-II ბმიI=V?– ი სელების დრო! 

! 

ჩნ 1 –1 4I= +) 4ო0=0, +1 კი 
#2 2 +1 4(=ი, +2 4MI=0. +1, +9 არა 
“1: 1 –-1 4I=0 4»ო=0, –1 არა       

  

  
§ 6ხ. გამოსხივებული სინათლის პოლარიზაცია 

განვიხილოთ გამოსხივებული სინათლის პოლარიზაციის საკითხი. სიმარტივის 
მიზნით შევჩეროეთ მხოლოდ ღიპოლური გამოსხივების 'შემთხვევაზე, როგორც 
ვიცით, სინათლის პოლარიზაციას განსაზღვრავს ელექტრული დაძაბულობის ვექ- 

ტორის მდებარეობა სივრცეში. ცნობილია აგრეთვე, რომ დიპოლმომენტი ყოველ- 
თვის ძევს იმ საბრტყეში რომელშიც ––ელექტრული დაძაბულობის ვექტორი; 
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შერჩევის წესების პოლარიზაციასთან დაკავშირების მიზნით, რათა აზრი ჰქონდეს 
მომენტის პროექციების განხილვას, ჩვენ მოგვიხდება გამოყოფილი მიმართულების 

შერჩევა. ამისათვის ვიგულისხმოთ, რომ ატომი მოთავსებულია სუსტ მაგნიტურ 
ველში, ველი იმდენად სუსტი უნდა იყოს, რომ მან ვერ შეძლოს ატომის დეფორ- 
მირება. ეს უკანასკნელი იმიტომაა საჭირო, რომ შერჩევის წესები, რომლებიც 

მიღებული გვაქვს თავისუფალი ატომებისათვის, ძალაში დარჩნენ ველის შემთხვე– 

ვაშიც. წ” ღერძი დავამთხვიოთ მაგნიტური ეელის მიმართულებას, 

ვთქვათ, გამოსხივებას ვაკვირდებით მაგნიტური ველის დაძაბულობის მარ–- 

თობული მიმართულებით. რადგან გამოსხივებული სინათლის გავრცელების მიმარ– 

   ჯ 

ნახ, 21ა ნახ, 21ბ 

სინათთლე პოლარიზებულია მაგნიტური ვე- პოლარიზაციის სიბრტყე მართობია გარეშე 

ლის დაძაბულობის ი// ვექტორის მართობულ მაგნიტური ეელის მიმართულების. შერჩევის 

ან ამ ვექტორზე გამავალ სიბრტყეში. შერჩევის 

წესებია 4=0, +1· ი-არის გამოსხივებული 

სინათლის მიმართულება. 

წესებია 4#=+1. ი არის გამოსხივებული 

სინათლის მიმართულება. 

თულება პერპენდიკულარულია ელექტრული დაძაბულობის ვექტორისა, ელექტ- 
რული დაძაბულობა განსაზღვრული იქნება დიპოლმომენტის იმ პროექციებით, 
რომელთაგან ერთი ემთხვევა §-ღერძს, ხოლო მეორე მისი მართობია. დიპოლმო– 

მენტის სამივე პროექცია ნულისაგა”ნ განსხვავებული იქნება, ამიტომ გვექნება 
შერჩევის წესები 

#ბ=–+1 და 4:#=0, 1. 

რადგან ნებისმიერი პოლარიზაცია გამოსხივების გავრცელების მოცემული 
მიმართულებისათვის შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც ორი ურთიერთმართო- 
ბული პოლარიზაციის ჯამი, ამიტომ განხილულ შემთხვევაში გამოსხივებული სი– 

ნათლე პოლარიზებული იქნება მაგნიტური ველის დაძაბულობის ვექტორის მარ- 
თობულ ან ამ ვექტორზე გამავალ სიბრტყეში (ნახ. 21ა). 

თუ გამოსხივებას დავაკვირდებით მაგნიტური ველის დაძაბულობის მიმარ– 

თულებით, მაშინ ელექტრული დაძაბულობის ვექტორი ძევს ჯ0ყ სიბრტყეში და 

სინათლე პოლარიზებული იქნება ველის მართობულად. დიპოლმომენტიც მოთაევ- 
სებული იქნება X0ყ სიბრტყეში, ამიტომ მას #-მდგენელი არ ექნება, დიპოლ- 

მომენტის X ღა ყ მდგენელებისათვის კი გვაქვს შერჩევის წესი #;#=-–+1 
(ნახ. 21 ბ), 
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როცა MI =1+1, მაშინ (87,160) ფორმულის თანახმად დიპოლმომენტის 

=-მდგენელის მატრიცული ელემენტი ნულია. კ) --#-+ 1 შემთხვევაში ნულისაგან 

განსხვავბ„უული იქნება (X-+Iყ)-ის ხოლო II =IM“-I! “შემთხვევაში (X--//)-ის 

მატრიცული ელემენტები. თუ გავიხსენებთ, რომ -+ჯ=-ი0>+!%/2, მაშინ ჯ და ყ-ის 

მატრიცულ ელემენტებს შმორის მივიღებთ კავშირს: 

(IM + 11 | VI) = 6“ I9/2(ც (MM +1IX 1 III), თა =M-+1; (88,1) 

CI 1 --1 LV | 11) = 6'''/7(# 1 ს–- 1 IXIIII). ა” == 1-1, (88,2 

Xჯ და ყ მატრეიეცულ ელემენტებს შორის გვაქვს = -ის ტოლი მუდმივი ფაზათა 

სხვაობა, მათი აბსოლუტური მნიშვნელობანი კი ერთმანეთის ტოლია. ამიტომ 

ტალღები, რომლებიც ვრცელდება 2«-ღერძის გასწვრივ, წრიულად პოლარიზებუ- 
ლია. ამასთან ;, =#/M-+-1 შეესაბამება მარჯვენა პოლარიზაციას, 111 = -–-1 კი -- 

მარცხენას“ 

§ 8ი. ფობოეფექბი 

განვიხილოთ ფოტოეფექტის მოვლე”'ა ატომებზე როგორც მარტივი მაგალითე 

გადასტვლის ალბათობის ფორმულის გამოყენებისა, როგორც ცნობილია, ეს მოვ- 

ლენა იმაში მდგომარეობს რომ სინათლის კვანტების ატომებზე მოქმედებით ამ 

უკანასკნელიდან ამოიტყორცნება ელექტრონები. შეიძლება ვთქვათ, რომ სინათ- 
ლის მოქმედებით ელექტრონი წყვეტილი სპექტრის მდგომარეობიდან (<0) გა- 
დადის უწყვეტ სპექტრში (I >0). სიმარტივის მიზნით ჩვენ განვიხილავთ იმ შემ- 

თხვევას, როცა 15 ელექტრონის ამოტყორცნა ხდება ნორმალურ მდგომარეობაში 

მყოფი წყალბადისებური ატომიდან. საბოლოო მდგომარეობაში კი ელექტრონს 

განვყხილავთ როგორც თავისუფალს: ამიტომ მისთვის ავიღებთ ბრტყელ ტალღას. 

სენამდვილეშმი საბოლოო მდგომარეობაში ელექტრონი თავისუფალი არ არის, 
რადგან ადგილი ექნება კულონურ ურთიერთვმედებას განთავისუფლებულ ელექტ- 
რონსა და დარჩენილ დადებით იონს შორის. ამიტომ, ზუსტად რომ ვიმსჯელოთ, 

ელექტრონისათვის საბოლოო მდგომარეობაში უნდა ავიღოთ კულონური ურთი- 
ერთგმედების შემთხვევაში დაწერილი შრედინგერის განტოლების ამოხსნა უწყვეტი 
სპექ.,რისათვის” (#>0). მაგრამ ფოტოეფექტის ზოგადი ფაქტების დასადგენად 
საკმარისია საბოლოო მდგომარეობაში ელექტრონი განვიხხლოთ როგორც თავი- 
სუფალი ნაწილაკი. ასეთი მეახლოება მით უფრო კარგი იქნება, რაც მეტი იქნება 
ამოტყორცნილი ელექტრონის ენერგია. 

ფოტოეფექტისათვის აინმტაინის ფორმულას, როგორც ვიცით, ასეთი სახე 

2 

ნით–- 7 =+-, (89,1) 
2“ 

საღაც I, არის იონიზაციის ენერგია „ მდგომარეობიდან, ე, ი. ის მინიმალური 
ენერგია, რომელიც საჯვიროა ელექტრონის წყვეტილი სპექტრიდან უწყვეტში გა– 

დასაყვანად. ნორმალური მდგომარეობისათვის იონიზაციის ყნერგია ტოლი იქნება 

  

გამოსახულების 
#21 2 ა 2? 

ი=45 > 2-( +.) (89,2) 
2 2+Lსძ9% 
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სადაც იე არის ბორის პირველი ორბიტის რადიუსი. (89,1) ფორმულაში ჯ» ამო- 
ტყორცჩილი ელექტრონის იმპულსია, ჩთ კი–--დაცემული კვანტის ენერგია. ცხა- 

დია, (8911) ფორმულა ენერგიის შენახვის კანონს გამოხატავს. იგი ამოტყორც- 

ნილი ელექტრონის სიჩქარეს აკავშირებს დაცემუ ლი კვანტის სიხ'მირესთან. 
ჩვენი მიზანია ვაჩვენოთ, თუ როგორი ალბათობით ხდება ფოტოეფექტის მოვ- 

ლენა. ამ მიხნით საჭიროა გამოვიყენოთ. (85,14) ფორმულა 
2 

ი”) 
(ბი,,= ფიიანა _ ჯ ს; ი დ ნ) 4, ძი | ძ9,. (89,3) 

ეს ფორმულა გამოხატაეს გადასვლის ალბათობას ერთ სეკუნდში სინათლის კვან- 
ტის ფმთანთქმის შედეგად ატომიდან ელექტრონის ამოტყორცნისა ძის, სხეულოვან 

კუთხეში, ექსპერიმენტზე უფრო ხელსაყრელია აღნიშნული პროცესის ეფექტური 
დიფერენციალური განივკვეთის გაზომვა, ამიტომ (89,3) ფორმულის ნაცვლად 

შემოვიღოთ განივკვეთი. დიფერენციალური განივკვეთი განისაზღვრება როგორც 
პროცესის ალბათობა ერთ სეკუნდში, გაყოფილი დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადზე, 

ე. 0. 

= III . 89,4 (I(C|/ 7 (89,4) 

ჩვენს შემთხვევაში # არის ფოტონთა ნაკადი. ცხადია, რომ ეფექტური განიეკვეთი 

სმ? განზომილებისაა. (85,26) და (85,9) ფორმულების თანახმად, ვექტორპოტენ- 

ციალის ჩვენს მიერ შერჩეული ნორმირების შემთხვევაში„ ფოტონთა საშუალო 

ნაკადი « =6-ს ტოლი იქნება, ასე რომ, 'ფოტოეფექტის ეფექტური დიფერენცია- 
ლური განივკვეთისათვის გვექნება შემდეგი ფორმულა: 

| 8 

იC0 თა. (89,5) 
  

კთ , 

I ს,"ი'M (Vი) ს, ძ; 

  

ფოტოეფექტის განივკვეთი შეგვიძლია ვიპოვოთ ზოგად შემთხვევაშიაც, მაგრამ 

სიმარტივის მიზნით შემოვისახღვროთ შემთხვევით, როცა დაცემული სინათლის 

ტალღის სიგრძე X8>თა, ხადაც ძი ატომის ბორის პირველი ორბიტის რადიუსია. 

ამ შემთხვევაში ატომის შიგნით დაგვიანება შეგვიძლია უგულებელეყოთ და ('M სი- 

დიდე ერთიანით შევცვალოთ; გაოჯ 

ძთ,=--“ I ა, “ (ჯი) 0 ირე. (89,6) 
უიი == 

  

  
როგორც აღენიშნეთ, ჩვენ ვიხილავთ ელექტრონის იონიზაციას 1§ (=-1, 

1=0) მდგომარეობიდან, ამიტომ საწყისი მდგომარეობის ფუნქციას ექნება სახე 

2 

ა, თი-(2)”. ჩ.%, (89,7) 
Xთ>”2 

რომელიც ნორმირებულია ერთზე. საბოლოო მდგომარეობაში გვაქვს ამოტყორც–- 

ნილი ელექტრონი და ატომის ბიოთვი დადებითი სრული ენერგიით. ჩავთვალოთ, 
რომ ატომბირთვი უძრავია. მაშინ საბოლოო მდგომარეობის ფუნქციის საპოვნე– 
ლად საჭიროა ამოიხსნს შრედინგერის განტოლება ელექტრონისათვის, რომელიც 
ატომბირთვის კულონურ ველში მოძრაობს დადებითი ენერგიის შეთხვევაში, 
მაგრამ ჩვენ ამოცანას გავამარტივებთ და ნაცვლად ამ ფუნქციისა ელექტრონისა- 
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თვის საბოლოო მდგომარეობაში ავიღებთ ბრტყელ ტალღას, ე. ი. ჩვენ ჩავთელით 

რომ ამოტყორცნილი ელექტრონი თავისუფლად მოძრაობს ურთიერთქმედების 
გარეშე. გასაგებია, –ომ ასეთი მიახლოვება მით უკეთესი იქნება, რაც უფრო 

მეტი იენება ელექტრონის ენერგია ამოტყორცნილი ელექტრონის ენერგია კი, 

ცხადია, დამოკიდებული იჟ:ნება დაცემული სინათლის კვანტის ეჩერგიაზე. კერძოდ, 

როცა დაცული იქნება პირობა 

2:00   სა” სა“ = 89,8 
2 7“ ვხ დი 

ან 

2% 4, (89,9 
ჟ 

მაშენ იონიზირებული ელექტრონისათვის შეგვიძლია დავწეროთ შემდეგი ტალღური 

ფუნქცია: 

  

I 

ს,(0= კა" (89,10) 

ამასთან, ბრტყელი ტალღა ნორმირებულია +-მოცულობაზე. განივკვეთში შემავალი 

ინტეგრალის გამოთვლის მიზნით გავიხსენოთ, რომ ი ერმიტული ოპერატორია 
და ადგილი ექნება ტოლობას 

დ 9) დ; (0 =(%0) ბ, (ი; (89,11) 

შედეგად მივიღებთ ; 

ძთ,,= ოა | დ,(0 ი MM, "ძი,. (89,12) 

მეორე მხრივ, 

+თ (ი, 
2C00=- ებ 8) L ბოი ბ ძი (89,13) 

წარმო:დგენს წყალბადისებური ატომის ნორმალური მდგომარეობის ტალღურ 

ფუნქციას იმპულსურ წარმოდგენაში, ამიტომ 

4:ბე2 2 

კი,=“ ი 2 (MM ) ცე ბეი, (89,14) 
(არ 

ვიპოვოთ 2 (0) ფუნქცია. განმარტების ძალით 

თ 2 > ჯ 
(29/ღეცბ)/2 9 ––” 2. #7  ჟი/ბი50 . 22 

თ(ხ)=-“-–- Iტ 0 ,2ქ- წგ 5)0 0 ძმ | ი. (89,15) 
(2; 2ჩნ) /2 “ | I 

კუთხეებით ინტეგრაცია მოგვცემს 

  

2 
_ (29/2ც2)'/? 4:წ + – ე. / ს 

რალი ას » (– 9% ი 9” ) 2ძ/, (89,16) 

საიდანაც 

ძ(ჯ)= (2 რეები ა თირის (89,17) 

527 (2>ხ)%-( 2 +2 2) 
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ეს გამოსახულება შევიტანოთ (29,14) ფორმულაში და მოვახდინოთ ინტეგრაცია 
კუთხეების მიხედვით თუ პოლარიზაციის მიმართულებასა და ამოტყორცნილი 
ელექტრონის იმპულსის მიმართულებას შორის კუთხეს აღვნიშნავთ 0-თი, მაშინ 
(X0)= მ) 6050 და, რადგან ინტეგრალი ი'),-თი 00§? II-დან ტოლია 4»/3-ის, ამიტომ 

ინტეგრალური განიეკვეთისათვის მივიღებთ ფორმულას 

  

7 )მ ,= რ=(C> (+) (თი/ჩ 2) _, (89,18) 

3 სჩწი/ს#თ/ (1 +(ძი//ა 2)“ 

(89,1) და (89,2) ფორმულების თანახმად 

ხი-# | 1 + (27) ) , (89,19) 

რომლის გათვალისწინებით «კრლეთ განივკვეთისათვის საბოლოოდ გვექ- 
ნება 

)2X (21(M) _ 0-M, 
0თ;,,= _– 

ხადაც 
ჩთ გით (89,21 ბ=+. ) 

ადვილად ვიპოვით (89,20) გამოსახულების მაქსიმუმს 8-ს მიმართ. სახელ– 
დობრ, თ,/-ს მაქსიმუმი აქვს მაშინ, როცა 8=10/27, ე. ი. როცა დაცემული კვან- 

ტის ენერგია ჩი =107)/2. ცხადია, რომ განიეკვეთი ნულის ტოლია, როცა 8=1, 

ე. ი. როცა ს0.=1). ამ ენერგიას უწოდებენ რეაქციის ზღურბლს. რეაქცია რომ 

მოხდეს, კვანტის ენერგია /,-ზე მეტი უნდა იყოს. ადვილად დავინახავთ, რომ 

მაქსიმუმში ფოტოეფექტის განივკვეთი თ,,=0,08405/ 2. კერძოდ, წყალბადის ატო- 

მისათვის გვექნება C,,==2 · 10“ 18 სმ?. 
რადგან ჩვენი მიახლოება სამართლიანია (89,9) პირობით, ამიტომ ძეს/ჩ-222>>1 

და განივკვეთისათვის გვექნება 

128 >» ი 2წ 

3 სთი(იეს) 
  თ,ე= (89,22) 

სადაც L არის ტალღური რიცხვი. 
რადგან თითოეული ელექტრონის ამოტყორცნისათვის საჭიროა თითო კვან- 

ტის შთანთქმა, ამიტომ ფოტოეფექტის დროს ამოტყორცნილ ელექტრონთა რიცხვი 
დამოკიდებული იქნება დაცემული სინათლის ინტენსივობაზე. რაც შეეხება ამო- 
ტყორცნილი ელექტრონების ენერგიას, იგი, როგორც (89,1) ფორმულიდან ჩანს. 
დამოკიდებულია დაცემული სინათლის სიხშირეზე. 

ამოტყორცნილი ელექტრონების კეთხური განაწილება (89,14) ფორმულის 

თანახმად პროპორციული იქნება 005? 0-სი, სადაც 0 არის კუთხე სინათლის პო- 
ლარიზაციასა და ამოტყორცნილი ელექტრონის იმპულსის მიმართულებას შორის. 

საიდანაც ჩანს, რომ ელექტრონების ამოტყორცნა ყველაზე ალბათურია 0=0 
მიმართულებით, ე. ი. სინათლის პოლარიზაციის მართობული მიმართულებით. 

ექსპერიმენტში ჩვენ საქმე გვაქვს არა ერთ ატომთან, არამედ ნივთიერებას- 
თან, რომელიც ატომთა დიდღ რიცხვს შეიცავს. გამოვარკვიოთ, როგორ ხდება ამ 

შემთხვევაში ფოტოეფექტის შესწავლა. დავუშვათ, გვაქვს ნივთიერება, რომელიც 
შეიცავს წყალბადისებურ ატომებს და ვიგულისხმოთ, რომ ამ ნივთიერების ერთეუ- 
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ლოვანი მოცულობა შეიცავს ატომთა V რიცხეს. ფოტონთა რიცხვი, რომელიც 

ერთეულოვან მოცულობას ეცემა, იყოს ჯ/. ფოტონთა რიცხვი, რომელიც შთაინ- 

თკემება ნივთიერების 22 მანძილის გავლისას, ტოლი იქნება 

–ძ)=#V-V9,/02= #65, (89,23) 
საიდანაც 

»(>)=V (0) 6“ ზ?. (89,24) 

8=X9,, სიდიდეს ეწოდება აბსორბციის კოეფიციენტი. მისი გაზომვა განივკვეთის 

განსაზღვრის საშუალებას იძლევა. 

§ 90. დისპერსიის კვანტური თეორია 

დისპერსიის მოვლენა მდგომარეობს ატომებით სინათლის გაბნევაში, როდე- 

საც სინათლე მოქმედებს ნივთიერებაზე, მაშინ შეიძლება ადგილი ჰქონდეს არა 

მხოლოდ ”შმთანთქმას, არამედ გაფანტვასაც, რის შედეგადაც სინათლის კვანტი 

იცვლის როგორც მიმართულებას, ისე სიხშირეს. 

დისპერსიის თეორიაში ერთ-ერთ მნიშვნელოვან ამოცანას წარმოადგენს გა- 

რემოს გარდატეხის მაჩვენებლის განსაზღვრა. (და გეიჩვენებს, რომ გარდატეხის 
მაჩვენებელი დამოკიდებულია სინათლის სიხშირეზე. აღსანიშნავია, რომ მაქსველის 

თეორიამ სრული კრახი განიცადა დისპერსიის მოვლენის ახსნის დროს. კლასიკურ 

ფიზიკაში საჭირო შეიქმნა ატომის დეტალური ელექტრონული თეორიის ჩამოვა- 

ლიბება. მაგრამ ეს თეორია არ იყო მკაცრი, რამდენადაც ეყრდნობოდა ატომში 

ელექტრონზე მოქმედი დრეკადი ძალის არსებობას. სინამდვილეში კი ატომის შე- 

მადგეჩელ დამუხტულ ნაწილაკებს შორის მოქმედებს არა დრეკადი ძალა, არამედ-–– 

კულონური. 

როგორკ ცნობილია, გარემოს გარდატეხის მაჩვენებელი განისაზღვრება 

– =ჯ/ 8 ფორმულით, სადაც 6 არის დიელექტრიკული მუდმივა, რომელიც თავის 

მხრით დაკავშირებულია გარემოს #, პოლარიზაციასთან 6 = 1-L 4X7/2, ფორმულით. 

თუ M» არის ატომთა რიცხვი 1 სმ-ში, ხოლო #X ცალკეული ატომის პოლარი- 

ზაცია, მაშინ, ცხადია, ,= V # და 

112–-1 = 4X/. (90,1) 

განმარტებით ატომური პოლარიზაცია ს დიპოლმომენტთან დაკავშირებულია 

ფორმულით 

შ=ხგ (90,2 
საღაც 8 არის ელექტრული ველის დაძაბულობის ვექტორი ატომის ცენტრში, 

ამგვარად, გარდატეხის მაჩვენებლის გამოთვლა დაიყვანება დიპოლმომენტის 
გამოთვლაზე. დიპოლმომენტის საშუალო მნიშვნელობა გამოითვლება ფორმულით 

+–თ , 
ძი= | 47, 0ძა(, იძი C0,3) 

სადაც % (I, |) წარმოადგენს ეელის მოქმედების შედეგად შეშფოთებული ატომის 
ტალღურ ფუნქცია, თუ ატომის მდგომარეობა შეშფოთებამდე ხასიათდებოდა 

98 (წ 1)-თი, მაშინ შეშფოთების შემდეგ მას ექნება ტალღური ფუნქცია 

–4+ი! 
#(0, 0=4%ი(ი 0 +210» (0 ზი(იM6 " (90,4) 

ვ90 რ



0» (0 კოქფიციენტი უნღა განისაზღვროს შეშფოთების თეორიით. როგორც ვი- 

ცით, პირეყლ მიახლოებაში ამ კოეფიციენტს აქვს (76,17) სახე: 

1 (I)(01=-–- 7 "ითი! ძI, Cთ 6=--I სი (0 ხოი!ი/ (90,5) 

(90,4) ფუნქცია შევიტანოთ (50,3) განმარტებაში, სადღაც C0-ის კვადრატული 

წევრები, როგორც უფრო მაღალი რიგის მცირე სიდიდეები, უგულებელვყოთ; 
მივიღებთ 

, _ L ნ! 

ძ= | აღ'ისძ- + 2) 00 (ს”რიძიიოი ბ «+ 
  

, სნო 
+230" |ს'ოძბთდ იი“ თ. (90,6) 

ვინაიდან სტაცითნარულ მდგომარეობაში ატომს დიპოლმომენტი არ გააჩნია, 

პირველი წევრი ნულია, ხოლო მეორე წევრი მესამის კომპლექსურად შეუღლებუ- 
ლია; რადგან 

რთ 0=6 თოთი (– ო“), 
ამიტომ მივიღებთ | 

'9(01=2/% (გია (| ს-ით მაგი“ ) როე : დ0,7) 
MI 

თუ დიპოლმომენტის მატრიცულ ელემენტს აღვნიშნავთ ძ„,-ით, გვექნება 

ძ 0)=2/22%' 0) (0ძაი ხით. (0,8) 
წ 

ამგვარად, საკითხი დაიყვანება CI სიდიდის მოძებნაზე. (90,5) ფორმული- 
დან კი ჩანს, რომ ამისათვის საქიროა #7, მატრიცული ელემენტის ცოდნა. გან- 

ვიხილოთ შემთხვევა, როცა დაცემული სინათლეს ტალღის სიგრძე გაცილებით 
მეტია ატომის ზომებთან შედარებით. ამ შემთხვევაში დაგვიანება ატომის შიგნით 

შეგვიძლია უგულებელვყოთ და ელექტრული დაძაბულობის ვექტორი გამოვხატოთ 
ფორმულით 

80) =წე 3Iსი#. (50,9) 
ამ შემთხვევაში ვექტორპოტენციალს ექნება სახე 

#=04, 605 ი=44 (Vთ/ 6-0), (90,10) 

სადაც თ დაცემული სინათლის სიხშირეა. 

როგორც ვიცით სინათლისათვის შეშფოთების ენერგიის ოპერატორს აქეს 
გამოხატულება 

#'=- (#0), (90,11) 
სი 

ამიტომ განხილულ შემთხვევაში გვექნება 

M#'C, 0=;“-(4, ი) (6'თ/-L6 (0), (90,12) 
2.6 

21. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი ვა1



ვიპოვოთ I/ „გ მატრიცული ელემენტი შეუშფოთებელი მდგომარეობის ტალღური 

ფუნქციებით; გვექნება 

IM. (0) =:“- (ჩე ჩუ) (ი/V/ + 6-/თ) (90,13) 
290 

იმპულსის ნ, მატრიცული ელემენტი შეგვიძლია დავაკავშიროთ დიპოლმომენტის 
მატრიცულ ელემენტთან. მართლაც, წთ» =10სთ ითი და, რადგან მ», = –იჩუი, 

ამიტომ 

უიი 
IXMოია()=– ==“ (ჩიძ თი) (0თ/ + CV“ (თ!). (90,14) 

თუ შევიტანთ მატრიცული ელემენტის ამ მნიშვნელობას (90,5) ფორმულაში და 

მოვახდენთ ინტეგრაციას, მივიღებთ 

C() (ხ)= ლი. (# მია 
წ(თუა+())/ (თა; – მოი აოლი< | . (90,15) 
თაი +თ სიით 

ამასთან, ინტეგრაციის მელი ნულის ტოლად ჩავთვალეთ, რამდენადაც იგი არ 

მოგვცემს დამატებით წევრებს, რომლებიც დამოკიდებული იქნებოდა შემაშფოთე- 

ბელ. ველზე. 
შევიტანოთ C#)) ()-ს მნიშვნელობა (90,8) ფორმულაში და გავითვალისწინოთ 

თთ»ა=-თ,,ფ ტოლობა; მივიღებთ 

    

ით! ტი“ (თ! | 

(90,16) 
თიი+Cთ თა,ვ--ი 

= 27% აფი იტ მიაძი- 
–ჩ 

წუ 

რადგან 8= – #/ი-5ბი 510 იჯ და ძ„იმი=მთიძმ,ი=!მითი!?, ამიტომ რეალური 

ნაწილის აღების შემდეგ გვექნება 

ძ= 2 უა თუოი ძ.„(8ძ„,) . 

ჩი 4 2 2 თგვ–თ 
(90,17) 

გარემოს პოლარიზაციის ს კმოსათვლელად საკმარისია ვიპოვოთ დიპოლმომენტის 
საშუალო მნიშვნელობა ელექტრული ველის დაძაბულობის გასწვრივ. მაგალითად, 
თუ დაცემული სინათლის ელექტრული ვექტორი მიმართულია ჯ-ღერძის გასწვრივ 
(ე. ი. სინათლე პოლარიზებულია X-ღერძის გასწვრივ), მაშინ (90,17) გამოსახუ- 
ლებაში შემოვა დაიპოლმომენტის მხოლოდ ჯ-მდგენელი და გვექნება 

–.- 2? 2... შ– 4 +% უთ IXთ»! 8. (90,18) 

ჩ ლო სთ-ით 

(9C,2) ფორმულის თანახმად კი გარემოს პოლარიზაციისათვის მივიღებთ განო- 

სახულებას 

  

2 

ს=9 დ. ი (90,19) 
24 თ? 9, 

M “თ. ითი-–ი 

სადაც 
' 8 

/ - 2ხბლა სთა = ლეი | მძ», C0,20) 
გ? 

822



/»ა-ს ოსცილატორის ძალას უწოდებენ- (86,19) ფორმულის თანახმად ოსცილა- 
ტორის ძალა დიპოლური გამოსხივების C ფე ინტენსივობასთან დაკავშირებული 

იქნება ფორმულით 

3” ცა. (0,21) 
ლაც? 

26 თოი 
#თოი= 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ოსცილატორის ძალის ნიშანი განსაზღვრულია ისა,» სიხშირის 

ნიშნით, როცა #,„> ჯე, მაშინ /,„ >0, ხოლო, როცა #»< ი, მაშინ /„ე <0. 
(90,1) ფორმულის თანახმად დისპერსიის კვანტურ ფორმულას ექნება სახე 

2 _ 47:M#67 #თი 9 2ჯ” (C)) = ა თე–თ · (90,22) 

აღსანიშნავია, რომ დისპერსიის ფორმულა გარეგნულად კლასიკურ ფორმუ- 

ლას ემთხვევა, ოღონდ კლასიკურ ფორმულაში ოსცილატორის ძალა /,, ასრუ- 

ლებდა თ, საკუთარი სიხშირის მქონე ელექტრონთა რიცხვის როლს და ამიტო- 

მაც იგი მთელი რიცხვი იყო. კვანტურ მექანიკაში კი /»„»ი არ წარმოადგენს მთელ 

რიცხვს. აქ ადგილი აქვს ჯამთა წესს, რობლის თანახმად ყველა» ოსცილატორის 

ძალების ჯამი ერთის ტოლია (იხ. შემდეგი პარაგრაფი), ე. 9. 

  

9(V) ! 5(9) IV # <0 
I 2 20 წილფე. 
"I “ IM ) 

V თ ს II ჩა 

ს /! V I | / | 
I 

'I 1 
ა» ითი მი 

ნახ. 22 

?, ოგ =1. (90,23) 

აღსანიშნავია, რომ /„„ ოსცილატორის ძალა შეიძლვბა უარყოფითიც იყოს. 

მართლაც, როცა ატომი აგზნებულ მდგომარეობაშია, მაშინ I მდგომარეობებს 

შორის ისეთიც იქნება, რომლისთვისაც თ,»<0. ასეთ შემთხვევაში დისპერსიის 

მრუდს აქვს "შებრუნებული ფორმა. ამ მოვლენას უწოდებენ უარყოფით 
დისპერსიას. უარყოფითი დისპერსიის არსებობის შესაძლებლობა ნაწინასწარმეტ- 
ყველევი იქნა კვანტური მექანიკის წყალობით, ხოლო ექსპერიმენტულად აღმოაჩინა 

ლადენბურგმა. 

აღვნიშნოთ, რომ ჩვენს მიერ მიღებული ყველა ფორმულა სამართლიანია 
მხოლოდ დაცემული სინათლის ისეთი სიხშირეებისათვის, რომლებიც არ ემთხვევა 

გადასვლის თ „ფე სიხშირეს. 

გარდა დიპოლმომენტის ზემოთ მიღებული საშუალო მნიშვნელობისა, შეგ- 
ვიძლია გამოვთვალოთ ისეთი გადასვლის მომენტის საშუალო მნიშვნელობებიდ,, 
რომლებიც შეესაბამება დაცემული სინათლის სიხშირის „ცვლილებას. ასე მაგალი– 

ვიავ



თად, შეგვიძლია გამოვთვალოთ ისეთი მომენტები რომლებიც შეესაბამება დაცე- 
მული სინათლის სიხშირის გაზრდას ან შემცირებას. ასეთი ეფექტი ნაწინასწარ- 

მეტყველევი იკნა თეორიულად, ხოლო ექსპერიმენტულად აღმოჩენილი იყო რამა- 
ნის და მისგან დამოუკიდებლად ლ. ი. მანდელშტამისა და გ. ს. ლანდსბერგის 

მიერ. ამ ეფექტს რამანის ეფექტს უწოდებენ. მისი არსი იმაში მდგომარეობს, რომ 
აგზნებულ მდგომარეობაში მყოფმა ელექტრონმა თავისი ენერგიის ნაწილი შეიძ- 
ლება დაცემულ კვანტს გადასცეს დღა მით კვანტის სიხშირე გაზარდოს: ასევე 
დაცემულმა კვანტმა შეიძლება თავისი ენერგია გადასცეს ატომს, თვითონ კი შემ- 
ცირებული სიხშირით გაიფანტოს. 

§ ე1. ჯამთა წესი 

როგორც წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, ოსცილატორის ძალა განისაზღვრება 

ფორმულით 

2სთ 
/#თ.= “-2- | რია დ),1) 

სადაც რი„ი-ში იგულისხმება დიპოლმომენტის Xჯ პროექციის მატრიცული ელე-· 
მენტი 

ძთგ=0| 05 6)X9, CV. (91.2) 

კვანტურ მექანიკაში არსებობს მეტად მნიშვნელოვანი თეორემა, რომლის მი- 
ხედვით ყველა ოსცილატორის ძალების ჯამი ერთის ტოლია. ამჟამად ჩვენს მი- 
ზანს სწორედ ამ თეორემის დამტკიცება წარმოადგენს. თანახმად (26,15) ფორ- 

მულისა, 

ძოი=?)თაროიი, (91,3) 

სადაც თ, არის #I-დღან /-მდგომარეობაში გადასვლის სიხშირე. ავიღოთ ჯამი 
(91,1) გამოსახულებიდან »-ით და გავითვალისწინოთ, რომ დიპოლმომენტი ერმი- 
ტული მატრიცაა, ე. ი. რ,ფგ= მით=რით- ბიმი 

2, ჩ#თი = სახა | როი! = 26% თთირთიშით.· (91,4) 
ჩი? რ“ 

ან, თუ გავითვალისწინებთ (91,3) ფორმულას, 

2ს · 
2 /ოი – 2 როიმით: (91,5) 

რადგან, თანახმად (91,3) ფორმულისა, ძოა=ძპ.= – ში, ამიტომ უკანასკნელი 
ჯამი შეგვიძლია ასე წამოვდგირთ 

2 –– 1+I> (სმი 2ეშიოძიი | (91,6) 
” 

მატრიცათა გამრავლების წესის გამოყენებით მივიღებთ 

2, #თ» = -> (ძმ–ძთ),„= + (+ო+-- თ» Xბიი. (91 7) 
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ჰაიზენბერგის დაკვანტვის პირობის ძალით CX#.– 2.9,, = 1 ამიტომ 
1 

ფოლ 242“ (თი | ძგ,ხ=1. Cდ1,8) 
ამ ფორმულას ხშირად ასეც წერენ: 

ხხ! 
3, (ჰწო-– ი) | როი = 2 (91,9) 

შევნიშნოთ, რომ შედეგი არ არის დამოკიდებული »-ზე, ე. ი. საბოლთო მდგო- 

მარეობაზე, 

თეორემა სამართლიანია ჩაკეტილ არეში მოძრავ დამუხტულ ნაწილაკთა ნე- 
ბისმიერი სისტემისათვისაც, სახელდობრ, 2 ელექტრონის მქონე ატომისათვის 

(91,8ე) ფორმულა ღებულობს სახეს 

2) /ოი=2, C1,10) 
ი 

ან, რაც. იგივეა, 
2(წი-ჩ, )|რ,ჩ-5- 2, (1,11) 

სადაც 

ძოი=| C%X (91,12) 

თი 

წარმოადგენს ატომის სრული დიპოლმომენტის #ჯ მდგენელის მატრიცულ ელემენტს. 

ჯამთა წესი პირველად მიღებული იყო თომასის, რეიხესა და კუნის მიერ.



თავი XII 

ელექდრრონის სპინი ლა მასთან ღაკავშირებული 

მოვლენები 

ექსპერიმენტულად დადგენილი იქნა, რომ ელექტრონს გააჩნია საკუთარი მე- 

ქანიკური მომენტი, რომელსაც სპინი უწოდეს. აღსანიშნავია, რომ სპინის აღმო- 

ჩენიდან გავიდა ოთხ ათეულზე მეტი წელი და მისი წარმოშობის ბუნება დღესაც 

უცნობია. ელექტრონის სპინთან დაკავშირებულია მთელი რიგი მოვლენებისა, რო- 

მელთა შესწავლასაც ეძღვნება ეს თავი. ამასთან, ზოგიერთი მოვლენის გამოკვლე- 
ვას გადავდებთ შემდკგომისათვის, როცა ელექტრონის რელატივისტურ მექანიკას 

განვიხილავთ. ამ თავში დაწერილია სპინის მქონე ელექტრონის მოძრაობის გან- 

ტოლება, რომელიც შრედინგერის განტოლების განზოგადებას წარმოადგენს. ამავე 

თავში შესწავლილია ატომის ენერგეტული დონეების მულტიპლეტური სტრუქტე- 

რის საკითხი და ზეემანის ეფექტი. განხილულია აგრეთვე ერთელექტრონიანი ატო- 

მების პარამაგნიტიზმისა და დიამაგნიტიზმის მოვლენები. 

§ იი. ელექტრონის სპინი 

განვიხილოთ ერთელექტრონიანი ატომი ნორმალურ მდგომარეობაში; ამ შემ- 

თხვევაში მთავარი კვანტური რიცხვი #ჯ=1 და, ამიტომ, როგორც რადიალური XI, 

ისე აზიმუტალური | კვანტური რიცხვები ნულის ტოლია ან, როგორც ამბობენ, 

ელექტრონი იმყოფება 1§ მდგომარეობაში. ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ წყალბადისებური 
ატომის მაგნიტური მომენტი მექანიკურ მომენტთან დაკავშირებულია ფორმულით 

1L=- ი? 1. (92,1) 
9M06 

რადგან ,7=ჯ?, სადაც # იცვლება –-1-დან -L |-მდე, ამიტომ 71/71=0, როცა 1=0. 

ამრიგად, წყალბადისებურ ატომს ძირითად მდგომარეობაში მაგნიტური მომენტი 

არ გააჩნია. ცდები კი ამ გარემოებას არ ადასტურებს, შმტერნისა და ჰერლახის 
მიერ დამტკიცებულ იქნა, რომ ძირი„ად მდგომარეობაში მყოფი წყალბადისებური 
ატომების ნაკადი მაგნიტურ ველში გავლისას, ორად იყოფა, რაც მაჩვენებელია 

იმისა, რომ წყალბადისებურ ატომს ძირითად მჯგომარეობაშიც გააჩნია რაღაც 
გაურკვეველი ბუნებით გამოწვეული მაგნიტური მომენტი, რომელიც არაა დაკავ- 

შირებული ატომში ელექტრონის ორბიტალურ მოძრაობასთან. რადგან ნაკადი მაგ- 

ნიტურ ველში ორად იყოთა, ეს იმას ნიშნ:ეს, რომ აღნიშნულ მაგნიტურ მომენტს 

მაგნიტური ველის დაძაბულობის გასწვრიე გააჩნია ორი პროექცია. გაზომეებმა 
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გვიჩვენა, რომ ამ მაგნიტური მომენტის აბსოლუტური სიდიდე ბორის მაგნეტონის 

ე - -%. ტოლია. 
2IC 

ამგვარად, ძირითად მდგომარეობაში წყალბადისებურ ატომს გააჩნია მაგნი- 

ტური მომენტი, რომელიც ველის გასწვრივ იღებს ორ მნიშვნელობას -- IM” და 

+Mვ, ე. ი- 

წე ის –_ -" და +-““, (92,2) 
2ყ6 დ 206 

ჩვენ ვიცით, რომ ყოველ მექანიკურ მომენტთან დაკავშირებულია მაგნიტური 

მომენტი. ახლა კი შეგვიძლია პირიქითაც დავასკვნათ, რომ ატომის ზემოთ აღნიშ– 

ნულ მაგნიტურ მომენტთანაც დაკავშირებულია მექანიკური მომენტი, რობლის 

პროექცია იღებს მხოლოდ ორ მნწიშვნელობას. თუ ამ მექანიკური მომენტის კვან– 

ტურ რიცხვს აღვნიშნავთ ვ-ით, მაშინ მომენტის თვისებისა და ზემოთ თქმულის 

თანახმად მას ეჟნება სულ 2=(2§+1) პროექცია. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

§=1/,. ჰაუდსმიტმა და ულენბეკმა აღნიშნული მექანიკური მომენტი ელექტრონს 

მიაწერეს და მას ელექტრონის საკუთარი მექანიკური მომენტი ან სპინი უწოდეს. 

სპინი ინგლისური სიტყვაა და ნიშნავს ბზრიალას -– ბრუნვას. შემდგომში საკუთა.. 

რი მექანიკური მომენტის ნაცვლად, შემოკლების მიზნით, ვიხმართ სპინს. თუ სპი– 

ნური მომენტის ოპერატორს აღვნიშნავთ §-ით, მაშინ (92,2) ფორმულის თანახ- 

მად, შეგვიძლია დავწეროთ 

M6:= -- 9 §, (92,3) 
(#6 

სადაც M- არის სპინთან დაკავ შირებულე მაგნიტური მომენტის ოპერატორი, ხოლო 

, 
§= XL ფშ, (92,4) 

2 

სადაც ე არის ოპერატორი, რომლის 2 კომპონენტს აქვს ორი საკუთარი მნიშე. 

ნელობა +1 და –1. ე. ი. ვ,=ს/2 და §,= – ს/2. (92,3) ფორმულიდან ჩვენ 

ვხედავთ, რომ სპინური გირომაგნიტური ფარდობა 

# 
§ 

=-9. (92,5) 
#6 

1 
ორბიტალურ გირომაგნიტურ ფარდობაზე ორჯერ მეტია, ე. ი. 8, = ფუ 8. შევ- 

  
85= 

  

ნიშნოთ, რომ (92,5) თანაფარდობა ცდაზე ჯერ კიდევ 1915 წელს იყო დადგენი- 
ლი აინშტეინისა და დე-ჰაასის მიერ ფერომაგნეტური ღეროს დამაგნიტების შეს- 

წავლისას. 
ამგვარად, ელექტრონს გააჩნია ოთხი თავისუფლების ხარისხი. ამასთან, მე– 

ოთხე თავისუფლების ხარისხს წარმოადგენს სპინი. იგი კვანტური სიდიდეა და ღე- 
ბულობს მხოლოდ ორ მნიშვნელობას. 

პი რეელყოფილი წარმოდგენა იმის შესახებ, რომ ელექტრონის სპინი წარ- 
მ ოალ გენს :ლეჯტრონის საკუთარი ღერძის Cრგულიე ბრჯდნვის მექანიკურ მომენტს, 

სინამდვილეს არ შეესაბამება, რადგან ასეთი წარმოდგენა ეწინააღმდეგება ფარდო- 

ბითობის სპეცი:ლრ თეორიას. მართლაც. იმისათვის, რომ აზრი ჰქონდეს საკუ- 

თარი ღერძის «რგვლივ ბრუნვას, ელექტრონს უნდა გააჩნდეს გარკვეული მოცუ- 
ლობა. დავუ“ე:თ, ელექტრონი წარმოადგენს სფეროს, რომლის რადიუსი რიგით 
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ელექტრონის კლასიკური რადიუსის 7:= 6?/9ი? ტოლია. მაშინ ელექტრონის ზედა– 

პირის რომელიმე წერტილის ხაზოვანი სიჩქარე ტოლი იქნება V= #Cთ, სადაც თ, 

არის ბრუნვის კუთხური სიჩქარე. მეორე მხრივ, სფეროს იმპულსის მომენტსა და. 

ბრუნვის კუთხურ სიჩქარეს შორის გვაქვს დამოკიდებულება 1=V/ათ, სადაც ძე, 

არის სფეროს ინერციის მომენტი წა=-- I. რადგან როტატორისათვის მო-. 

მენტის სიგრძე ტოლია |1|1=1) M/VC +1), ამიტომ ხაზოვანი სიჩქარისათვის გვექ“ 

ნება 

ჩ/VXC+1 _ 5:17/VVC +1) 

Vი 2M7# 

თუ შევიტანთ ელექტრონის კლასიკური რადიუსის მნიშვნელობას საძიებელი სიჩ- 

ქარისათვის მივიღებთ 

ს=7 (92,6) 

_ 50 I// VC +1) 
92,7 2თ (92,7) 

ი 

სადაც თე=1/137 არის ზომერფელდის ნაზი სტრუქტურის კოეფიციენტი. ცხადია, 
რომ ნებისმიერი V « 0 მნიშენელობისათვის ელექტრონის ზედაპირის ნებისმიერი 

წერტილის საჩქარე წ>0, რაც ფარდობითობის თეორიით დაუშვებელია. უკვე ის 

ფაქტი, რომ ელექტრონს გარკვეული ზომა მივანიჭეთ, აშკარაა, არღვევს რელა- 

ტივისტურ ინვარიანტობას. 

§ 9ვ. ელექტრონის სპინის ოპერატორი 

გამოვარკვიოთ, რა სახე აქვს სპინის ოპერატორს; როგორც ყველა ფიზიკუ- 

რი სიდიდის ოპერატორი, ასევე სპინისს ოპერატორიც ერმიტული უნდა იყოს, 

რადგან მისი საკუთარი მნიშვნელობები ნამდვილი „სიდიდეებია. ამ ოპერატორის 

მჯგენელები საკოორდინატო ღერძებზე აღვნიშნოთ 5, 5 §,-ით. რადგან სპინი 

მომენტია, ამიტომ მას უნდა ჰქონდეს მომენტისათვის დამახასიათებელი ყეელა 

თვისება; კერძოდ, 8, M =M ოპერატორები უნდა აკმაყოფილებდნენ კომუტაციის 

შემდეგ თვისებებს: 
” ჩი რ 

I§წ §.ა)=–ტფაი§ი (93,1) 

§, = 31), (93,2) 

სადაც X.= -L1/2 ლდა 1= –-1/2. ა-ს უწოდებენ სპინურ მაგნიტურ კვანტურ 

რიცხვს. იგი იღებს მნიშვნელობებს –-–§-დან + § მდე. §-ს ეწოდება სპინური კვან- 
ტური რიცხვი და იგი ტოლია §=1/2, ე. ი. I, იღებს სულ 2§+1=2 მნიშენე- 
ლობას. როდესაც ამბობენ, რომ ელექტრონის სპინი ნახევრის ტოლიაო იგული- 

სხმება სწორეჯ ის, რომ სპინური კვანტური რიცხვი 8§=1/2. 

სპინის ოჰერატორების მდგენელები მატრიცული სახით ნაპოვნი გვაქვს 

§ 48-ში. წარმოდგენაში, რომელშიაც §, დიაგონალური მატრიცაა გვაქვს 

4 „_... » M 1 
§ჯ = ი. C, უ3ყ=> 2 §2“- ი. თ, (93,3) 

თ-(, ი)” 2 =C თ C -(6 _)' დ3,4) 

ხოლო 

სადაც 

ვიმ



პაულის მატრიცებია, რომელთა თვისებები ჩეენ კარგად ვიცით. სახელდობრ, ამ 
მატრიცათა თვისებები გამოხატულია ფორმულით 

თ 91+ 910 = 25), (93,5) 

რომელიც ეკვივალენტურია შემდეგი ექვსი პირობის: 

02=1, თ0=1), თ9:=1 (93,6) 

თ(0C,+0V90ჯ:-0, 

0C1C+0Cთ95C9=0, (93,7) 

C,) 0ჯ-+თ 09 <0. 

(93,3) ფორმულები შეგვიძლია ჩავწეროთ ვექტორული ტოლობის სახითაც 

§= 2 ფი, (93,8) 
2 

სადაც CთC%თ, თშ, 92) წარმოადგენს ვექტორს !. 

თხ, 0ყ, 67 მატრიცათა საკუთარი მნიშვნელობები + 1-ის ტოლია, ამიტომ 

სპინის პროექციების საკუთარე მნიშენელობები იქნება –+ ჩხ/2. ამასთან, ცხადია, 
რომ ერთდროულად და ზუსტად შეიძლება გაიზომოს §,; და §?. სადაც §: არის 

§:= 8%+ §:4- ვ? ოპერატორის საკუთარი მნიმვნელობა. ცხადია, რომ 

5"=1M"§(++1), (93,9) 

რად გან §=!/,, ამიტომ §1-ისათვის გვექნება 

3 2 > 8 93,10 § 2 ( ) 
#/– 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ელექტრონის სპინის სიდიდე I§I=+> 1 არ ემთხვევა თა- 

ვის მაქსიმალურ პროექციას. 

ელექტრონის სპინურ ფუნქციას, როგორც § 48-ში შევთანხმდით, აღვნიშ- 

ნავთ X.„, -ით. ამასთან, 7ა/,1/,= 6 გამოზატავს იმ ფაქტს, რომ ელექტრონის სპი– 

ნის პროექცია «-ღერძის გასწვრივ არის მიმართული, 2, მ. 23 ფუნქცია კი 

მიუთითებს, რომ სპინის პროექციას 2-ღერძის საწინააღმდეგო მიმართულება აქვს. 

§ 94. პაულის განტოლება 

როგორც დავინახეთ, ელექტრონს გააჩნია ოთხი თავისუფლების ხარისხი. სამი 
ახასიათებს ელექტრონის სიმძიმის ცენტრის მოძრაობას სივრცეში, მეოთხე კი – 

სპინს. ამიტომ ტალღური ფუნქცია, გარდა სივრცული კოორდინატებისა და დრო– 

ისა, დამოკიდებული იქნება სპინურ კოორდინატებზეც. ამასთან, სპინური კოორ- 
ღინატი დისკრეტულია და იღებს ორ მნიშენელობას. იმის მიხედვით, თუ სპინის 

ჯ-პროექციას რა მნიშვნელობა აქვს +ჩ/2, თუ – ჩ/2, გვექნება ორი სხვადასხვა 

ფუნქცია 
ს,(, ჯ; +ნწჩ/2), ბა(C, (4 –M/2) (94,1) 

სპინის ოპერატორები მოცემული გვაქვს მატრიცული სახით, ამიტომ ამ ტალღურ 

ფუნქციებსაც წერენ შემდეგი მატრიცის საშუალებით; 
„ე. 

1 იხ, 6 118, 
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LM (; ს/2) ი)” (94,2) 
რე(დ, /; – ს/2) 0 

ან, შემოკლებით, ერთი სვეტის მქონე მატრიცის სახით 

ს-(V'). (94,3) 
თე 

საიდანაც ა+ ნქციისათვის ნება ერთსტრიქონიანი მატრიცა დანაც ა ფუზქც ვის გვექსეილა ე ტ ტრიც 

ს+= (ს, დ.) (94,4) 

ასეთა ტიპის მატრიცებს უწოდებენ სპინორებს!). 

დავწეროთ შრედინგერის განტოლება ისეთნაირად, რომ მასში გათვალისწი- 
ნებულა იყოს ელექტრონის სპინი. ამ მიზნით განვიხილოთ ელე)ტრონის მოძრაო- 

ბა ელექტრომაგნიტურ ველში. იმის გამო, რომ ელექტრონს გააჩნია სპინური მაგ- 

ნიტური მომენტი 

MM. იგია. ით, (4,5) 
LC 2ILი 

ამიტომ ელექტრონი მაგნიტურ ველში ისე იქცევა, როგორც მაგნიტური დიპოლი. 

ამის გამო იგი იძენს დამატებით პოტენციალურ ენერგიას -- (M5 57), სადაც 9# 

მაგნიტური ველის დაჭქაბულობის ვეჭ1ტორია. მაშასადამე, ამ ენერგიის შესაბამის 

ოპერატორს ექნება გამოსახულება 

წ) , რ -– – 

M(27/)=-“- 6 7)=-. (60, „71. (4,6) 
#6 2906 

ამგვარად, ზპინის გათვალისწინებით ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი ელექტ- 

რონის ჰამილტონიანი ასე დაიწერება: 

M # 

სწ= Mა+ 2 (ი), 625, C4,7) 
2სC 

სადაც 7724 ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი ელექტრონის ჰამილტონიანია სპი- 

ნია» გარეშე, ე. ი. 

MM = -- (§ +-- #ტ) +#C. ხ–იი = 
2. ი 

2 2 

2Mი' 

? ” ;, 

=- ჩა, 6 გი) რჩ კატ 
გ. MM 2C 

  #.+V –-ი (94,ზ) 

(აქ ვი„უღლისხმებთ, რომ ელექტრონის მუხტი – ს ტოლია). შრედინგერის გან. 
ტოლებას (94,7) ჰამილტონიანით უწოდებენ პაულის განტოლებას. ამრიგად, პაუ- 
ლის განტოლებას ექნება სახე ? 

ს ტ(9)- 11 (6+ -#)- _9ჩ ციე”) (9 16 10% (2: (-+ - ) თ+Vრ0+2 რ%7)| (ს). (94,9) 

1 იზ § 134, 

1. გ-ნ5ტრ= ება პ-რეელად მიღებ ლი იყო დარვ, სისა და პაულის მიერ CC. 0. ხიჯ«)ი, 

IX»იC #07, 500. % I16, «27, (1(27,; VV. წას)), 70I1ა I. CIIX§5. 43, 6CI, (1927) მათ მიერვე 
იყო შესწ-ვლილი სპეგტრ”ს ღუბლეტური სტრუქტურა, 

მ30 |



რომელიც, თუ შევიტანთ მატრიცების მნიშვნელობებს და მოვახდენთ მათ გადა- 
მრავლებას, მოგვცემს შემდეგ სისტემას: 

ძა 1 
წ 7 2 (§ ჩ+-- ი). ს-ძის +7V,+ 

+ ა #- იმი ს+ 9, 

(94,10) 

ძაე_ 1 /ბ, 0 „ს! ს 21: 6. ს. 74 ? 2 2 (5+ 2 ჩ) 'სკ––იდდო, -L 7 ა; + 

+ რ -#7:+157,) 0, __ იი, 57%, 
2IIC 

სტაციონარული გეკომარეობისათვის პაულის განტოლებას ექნება სახე 

| (§ #“#ჩ)-ო L#თრ+ უარ, 7)I(X)= 5(1) (94,11) 
“2 

როდესაც პოტენციალები ისეა შერჩეული, რომ ძIV #=0, ღ=0 და, გარდა 

ამისა, #“-ის შემცველ წეერს უგულებელვყოფთ, როგორც უფრო მაღალი რიგის 
მცირე სიდიდეს, მაშინ (36,19) ფორმულის თანახმად, ელექტრონისათვის გვექნება 

M+.= M.+ - (#ი), (94,12) 
C 

# ჩ: 
Xსი=--- ბ+V7VC. ჩ.- (94,13) 

24 

პაულის ჰამილტონიანისათვის კი მივიღებთ გამოსახულებას 

გ , , ნწ _ 

IX =#%+ -- (M0)+ –--(თბა>7.). (94,14) 
L6 206 

ახლა გამოვარკვიოთ პაულის განტოლების ამონახსნის ფიზიკური შინაარსი. 

ამ მიზნით გამოვიყვანოთ უწყეეტობის განტოლება. მოვიქცეთ სრულიად ისევე 

როგორც (5,9) განტოლების გამოყვანის დროს. კერძოდ, დავწეროთ (94,9) გან- 

ტოლების ერმიტულად შეუღლებული, რომელიც გავამრავლოთ –– დ-ზე და შევკრი- 
ბოთ (94,9) განტოლებასთან, რომელიც წინასწარ გავამრავლოთ #დ+-ზე. მარტივი 

გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ უწყვეტობის განტოლებას 
თხ 
2 917 1=0, (94,15) 

სადაც 

«-§-§=61%0 (2)=96+%% 64,16) 
და LV. 

=.ჩ Iანს+ ტიც). მ. #ს+ს (94,17) 
2 სი 

მაშასადამე, 1=ფ0+#ტ გამოხატავს ელექტრონის სიერცის ამა თუ იმ ადგილას მო- 

ხვედრის ალბათობის სიმკვრივეს სპინის ნებისმიერი პროექციით + ჩ/2 ან –-ჩ/2. 

83)



როცა სპინს აქვს განსახლვრული პროექცია, მაგალითად, იგი პარალელურია #-ღერ–- 

ძის, მაშინ ს.=0 და სპინორს ექნება მხოლოდ ერთი კომპონენტი, ე. ი. 

ს-(2') = #(ა). ფ4,18) 

პირიქით, თუ სპინის პროექცია §,= –- ჩ/2, ე. ი. იგი ანტიპარალელურია /„-ღერ- 

ძისა, გვექნება 

+-())-%L(V) (94,19) 
02 1 

ან, თუ ვისარგებლებთ (48,44) აღნიშვნებით 

ეყუი თ 
მაშინ ზოგად შემთხვევაში პაულის ორკომპონენტიანი ფუნქცია შემდეგი სახით 

შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

ს=( ა” 434, (94,2)) აზ / ი.” 
| 5, I? იქნება მდებარეობის ალბათობის სიმკვრივე ელექტრონისა, რომლის 

სპინის პროექცია 3,=ჩ/2 ხოლო |M,.) გამოხატავს ალბათობის სიმკირივეს 

§:=–- ჩ/2 პროექციის მქონე ელექტრონისა. 
დავწეროთ სტ ფუნქციების ნორმირების პირობა. პაულის ფუნქციების ნორ- 

მირების ინტეგრალში დსს ნაცვლად უნდა ჩავწეროთ თ+. ასე მაგალითად, წყვე- 
ტილი სპექტრის შემთხვევაში შეგვიძლია დავწეროთ ნორმირების პირობა 

+თ +თ 2 

| V'ხთ= | 2. 19,1ძ-=1 (54,22) 
–თ –თ (> 

წკალბადისებური ატომის შემთხვევაში პოტენციალური ენერგია ცენტრალუ- 
რი სიმეტრეისაა, ამიტომ პაულის ტალღური ფუნქცია იქნება ნამრავლი რადია- 

ლური და რუ! ფუნქციისა, რომელიც (50,259) ფორმულით განისაზღერება და 
. "/ი 

რომელსაც ჩვენ ვუწოდეთ სფერული ფუნქტეია სპინით. 

ღაბოლოს შევსიშნოთ, რომ ნახევრის ტოლი სპინი აქვს აგრეთეე პროტონს, 

ნეიტრონს, პოზიტრონს, ნეიტრინოს, #% მეზონებს და სხვა. ამიტომ პაულის გან- 

ტოლება სამართლიანი იქნება ამ ნაწილაკებისათვისაც. 

§ 9:. სრული მექანიკური მომენტი 

ორბიტალური მოძრაობის შესაბამისი 1 მომენტისა და სპინის ჯამს უწოდე- 

ბენ სრულ მომენტს, რომელსაც 1-თი აღნიშნავენ 

1=1+5 Cრ5,1) 
ან მდგენელებში 

12=L+ 8, 2,=LV+ 5 2.= + §,. (95,2) 

1-მომენტი კოორდინატების ფუნქცია სპინის ოპერატორი კი სივრცულ კოორდი- 

ნატებზე დამოკიდებული არ არის, ამიტომ თ და 5 მდგენელ ები ერთმანეთთან 
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კომუტატურია, ცხადია, რომ სრული მომენტის მდგენელებსაც ზუსტად ისეთივე 

კომუტაციის თვისებები ექნება, როგორიც აქვს ორბიტალური მომენტის ან სპი- 

ნის ოპერატორის მდგენელებს. მართლაც, განვიხილოთ 9” 14 პუასონის ფრჩხი- 

ლები და გავითვალისწინოთ (95,2) ტოლობები; გვექნება 

ჩ ჩ ჩ #M წ # ” ი M / 

I1I. 1ს)=III(+§8,, 1LM+ 3.)= III, 1ჩ1+I§ჯ, 341, (95,3) 
რადგან 

Iს 1)=–- 8 (50 8)=-–- წიიზი (95,4) 
ამიტომ 

/ წ ” 4 # / 

წყ. 2» =– წი ს ფი §ი= –8M (12+ჭჯი). (95,5) 

საიდანაც საბოლოოდ გეექნება 

_” ; 
L12)) 1M|)C– ფ8Mიჩ ქი: (95,6) 

#4 # ჩ #/ 

ამ ტოლობის ძალით ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 1)" = 11+უ1§+1; ოპერატორი 

კომუტატურია თავის ნებისმიერ მდგენელთან 

#/ წ) 

II, 10 =0, (L=თ, ყ, 2) (95,7) 

რაც იმას ნი§ნავს, რომ )? და ე), შეიძლება გაიზომოს ერთდროულად. კერძოდ, 

ამ სიდიდეებისათვის გვექნება შემდეგი მნიშენელობები: 

)1= ნ210+1), (95,8) 

ქ.=M)ს, (95,9) 

სადღაც სრული მომენტის მაგნიტური კვანტური »,, რიცხვი იცვლება -- კ-დან 

–+ე-მდე, ე. ი. იღებს 2/+1 მნიშვნელობას. რადგან 1 წარმოადგენს I და § მო- 

მენტების ჯამს, ამიტომ მომენტთა “შეკრების სამკუთხედის წესით გვექნება 

|ს–– §| ლქ<1-Lვ. (95,10) 

სპინური კვანტური რიცხვი §=1/2, ამიტომ კ)-ს ექნება მხოლოდ ორი მნიშვნელობას 

ქ=1+1/2, 1=:L--1/21; (95,11) 

ამასთან, როცა 1=0, მაშინ ჟ-ს აქვს მხოლოდ ერთი მნიშვნელობა კერძოდ, 1=1/2. 

აღსანიშნავია, რომ ერთი ელექტრონისათვის #1 არასოდეს ნული არ არის და 

M)=2 1/2, + 3/2, +,.... + ქ. (95,12) 

იმ წარმოდგენაში, სადაც 1, დიაგონალური მატრიცაა, (48,35) ფორმულების თა- 

ნახმად, სრული მომენტის მდგენელების მატრიცული ელემენტებისათვის გვექნება: 

(ქ) +1 14” |ი)= ხIC % თ) 0 + «)+1)I79 C5,13) 
ილ . (2M) | 1; | ქო»Iკ) = ჩM), 

სადაც 21% = 1» -+ ?ქ,. , , 
ადვილი საჩვენებელია, რომ 1)? ოპერატორი კომუტატურია როგორც I”-თან, 

ისე §”-თან, ე. ი. 
”„ ” M 

(1, 19)= (0), §9=0, 65,14) 
რაც იმას ნიშნავს, რომ ელექტრონისათვის )?, 1? და §? შეიძლება გაიზომოს ერთ- 

დროულად და ზუსტად, რადგან 1=1+§, ამიტომ 

ძ09= + (ბ. 10. დ) რ5.15 

ვევ



ძ 5=-- ფ?- I2 + §5. ტ5,16) 

რადგან I", LI და 5 ერთდროულად და ზუსტად შეიძლება გაიზომოს, ამიტომ 

შეგვიძლია ვიპოვოთ ( §) და /) დ) ოპერატორების საკუთარი მნიშვნელობებიც; კერ- 

ძოდ, გვექნება: 

(15) = –ც+1) – 1) –– §(§-++1)|, (95,17) 

09=-+-II0+1) –10+1)+45+1)). (95,18) 

ამოვწეროთ ამ გამოსახულებათა კონკრეტული სახე კ-ს ორი შესაძლო მნიშვნე- 

ლობისათვის: 1=14+1/2 და 1=|1-–- 1/2 I|-სათვის. გვექნება: 

05 =57, 1=1L+1/2 

(95,19) 

(ი-- 509), 1=|I1–1/2| 

დ ? 

ძა-2:51%2), ქ=1+1/2 

(95,20) 

უღ. “ 
აღენიშნოთ, რომ (95,15) ფორმულის თანახმად ”? და 1. ოპერატორები კომუტი- 

რებადია ი 9 სკალარულ ნამრავლთან. 
როგორც წინა პარაგრაფში აღვნიშნეთ წყალბადისებური ატომის ტალღურ 

ფუნქციას ექნება სახე 

საკო, 0", 9, დ) =)0) 971 (0, <), (95,21) 

9) წარმოადგენს სფერულ ფუნქციას სპინით. ამასთან, კ-ს ორი შესაძლო მნი- 

შვნელობისათვის გვექნება ორი ტალღური ფუნქცია 

ზი, (+)/,, თ, 05 9, დ) =7ც) 9/I:,/> 7) (0, დ), (95,22) 

ზი, L- V/, თკ 0, 0, დ)=170) 9/ ე, /> წ) (6, დ). (95,23, 

რეა. ”/ (0, დ) ფუნქციები განისაზღვრება (50,26) ფორმულებით. (95,2!) 

ფუნვეცია საერთო საკუთარი ფუნქცია იქნება 1, ქ; და 1, ვ ოპერატორებისა და 

პაულის განტოლების შესაბამისი ჰამილტონიანისა. ცხადია, რომ 9//) (0, დ) 
, L/2 

ფუნქციები საკუთარი ფუნქციებია ძ §), და ტ §) ოპერატორებისაც. 
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§ 96. სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება და სპექტრის 

მულპბიპლეტური სტრუქტურა 

განვიხილოთ ისევ ერთელექტრონიანი ატომები. სანამ მხედველობაში არ ვი– 

ღებდით ელექტრონის სპინს, ელექტრონის მდგომარეობას ატომში ვახასია>თებდით 

სამი კვანტური რიცხვით წ), 1, 1. ამასთან ელექტრონის ენერგეტული დონეები 

დამოკიდებული იყო მხოლოდ ჯ ღა 1 რიცხვებზე (წყალბადისებური ატომების 

შემთხვევაში კი მხოლოდ 7-ზე). სინამდვილეში კი ელექტრონს გააჩნია სპინი და, 

ამიტომ, ენერგეტული დონეები დამოკიდებული უნდა იყვნენ სპინის ორიენტაცია–- 

ედაც. 
ელექტრონი მოძოაობს «ა ატომგულის ირგვლივ ორბიტზე, ქმნის მაგნიტურ 

ქელს, რომელსაც ხშირად ატომშიგა ველს უწოდებენ. ეს მაგნიტური ველი მოქ- 

მედებს სპინის მაგნიტურ მომენტზე. ამ ურთიერთქმედებას უწოდებენ სპინ-ორბი- 
ტალურ ან „1ა“-ურთიერთქმედებას. სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების არსე- 

ბობის გამო ჰამილტონიანს ემატება ახალი წევრი, რომელიც მთელ რიგ მოვლე- 

ნებში გადაწყვეტ როლს ასრულებს. გამოვითვალოთ სპინ-ორბიტალური ურთი- 

ერთქმედებით გამოწვეული ჰამილტონიანის შესწორება. შიგა ელექტრული ველი 

იქ, სადაც იმყოფება ელექტრონი, იქნება 8-2 L-ის ტოლი, სადაც 276 ატომ- 
ჯი 

გულის მუხტია, ჯ- კი –– ატომის რადიუსი. ამ ელექტრულ ველთან დაკავშირებული 
იქნება მაგნიტური ველი, რომლის დაძაბულობა გამოისახება ფორმულით 

=“ (8XV) ტ6,1) 
C 

აქ V ელექტრონის სიჩქარეა ატომში, 6 კი სინათლის სიჩქარეა, 6-ს მნიშენელო- 

ბის შეტანით მაგნიტური ველის დაძაბულობისათვის მივიღებთ 

აინ 20 ა). 26 I, (96,2) 

დე სდ 

სადაც 1=IIX 6) ელექტრონის ორბიტალური მოძრაობის მომენტია. რადგან მაგნი- 

ტურ ველში მაგნიტური დიპოლით გამოწვეული ენერგიის შესწორება –(M'0/ე-ის 

ტოლია, ამიტომ „5“ ურთიერთქმედებით გამოწვეული ენერგიის ოპერატორის შე- 

სწორებისათვის გვექნება 

აა
 M 46 # # 

Iს= -–- “6-0 M9, (96,3) სდ მ 

სადაც M“' არის სპინური მაგნიტური მომენტის ოპერატორი. რელატივისტური 
ეფექტების გათვალისწინება იძლევა, რომ ეს სიდიდე დამატებით უნდა გამრავლ- 
დეს ე. წ. „თომასის ნახევარზე“). ასე რომ, საბოლოოდ სპინ-ორბიტალური ურთი- 
ერთქმედების ენერგიის ოპერატორს ეჟნება სახე 

, 1 270 .. 
X/აI= 2ცბებ 4 §). (96,4) 

რელატივისტურ კვანტურ მექანიკაში ვაჩვენებთ, რომ, “ოცა კულონური ველის 

ნაცვლად გვაქეს ნებისმიერი ცენტრალური სიმეტრიის ველი XC) პოტენციალით, 

1 სპინ ორბიტალური ურთიერთვგმედების ზუსტი გამოსახულება გამოყვანილია § 144-ში. 
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მაშინ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების ენერგიის ოპერატორი გამოიხატება 

ნა 1 31140) 
Iე=–_–_ || 96,5 ! გა> 1 ძ» |? §). (96,5) 

ჩვენ ვიცით, რომ 1 და წ, კოზნუტატურია ი §)-თან, ე. ი. M ოპერატორ- 
თან და, მაშასადამე, სრულ ჰამილტონიანთანაც 

ჩ = 1/ პაული“ 79 (96,6) 

ცხადია, რომ 1! და ვ? აგრეთვე კომუტირებენ #/-თან, ხოლო რაც შეეხება 1, და 

§. , რსინი M# ჯა წევრის გამო კომუტატური აღარ არიან სრულ ჰამილტონიანთან, 
ამიტომაც სრული ჰამილტონიანის საკუთარი ფუნქციები აღარ იქნება საერთო სა- 

კუთარი ფუნქციები ჯა, §?, 1, და 83. ოპერატორებისა, სპინ-ორბიტალური ურთი- 

ერთქმედების დროს 7, და §, მოძრაობის ინტეგრალებს აღარ წარმოადგენენ. ამგვა- 
რად, როცა სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება არსებითია, მაშინ ერთდროუ- 
ლად და ზუსტად იზომება სრული მომენტის კვადრატი და მისი 2-პროექცია, რაც 

შეეხება სპინსა და ორბიტალურ მომენტს, ჩვენ შეგვიძლია მხოლოდ მათი სიდი- 
დეების გაზომვა, პროექციებს კი გარკვეული მნიშვნელობები არ გააჩნიათ. 

თუ ” · წეერს სრულ ჰამილტონიანში განვიხილავთ როგორც მცირე შეშფო- 
თებას, მაშინ ამ წევრის გათვალისწინება გამოიწვევს ენერგეტული დონეების გახ- 

M 

ლეჩას. თითოეული ენერგეტული დონე #I., ურთიერთქმედების შედეგად გაიყოფა 

რამდენიმე დონედ, რომლებიც ძალიან 

L ახლოს იმკოფებიან შეუშფოთებელი ენერ- 

–_.ეეე–_ გიის დონეებთან. 

<-– 0,00/6V გამოვარკვიოთ „ყ,|“ ურთიერთქძმე- 

I დებით გამოწვეულ გახლეჩილ ენერგეტულ 
დონეებს შორის მანძილის რიგი. (96,4) 

/06V ფორმულის თანახმად ეს ენერგია სიდი- 
დის რიგით ტოლია   

(96,7) 
ეუეეეაეეებეეოე–. “I 8, M.M 

ნახ. 23 

21I, და 1I, ბორის მაგნიტონების რიგისაა (17 ც == 10-27 CC 5 სისტემაში), ხოლო 

”»'“– ძე=0,5 10-98 სმ; ასე რომ, სპინ-ორბიტალური გახლეჩვისათვის გვექნება შე- 

ფასება 

8. 2510“9 67. (96, 8) 

ძირითად და მომდევნო დონეებს შორის მანძილი კი წყალბადისებურ ატომში 
ტბხ=1L- ს,210 0/-ის ტოლია. ამიტომ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედე- 

ბით გაზლეჩილი დონეები გაცილებით უფრო ახლოსაა ერთმანეთთან, ვიდრე ორი 
მეზობელი შეუშფოთებელი დონე (ეს გარემოება სქემატურად ნაჩვენებია 23-ე ნა- 

ხაზზე). დონეების გახლეჩას „| ურთიერთქმედებით უწოდებენ დონეების მულ- 
ტიპლეტურ სტრუქტურას, თუ ვიპოვით შრედიჩგერის განტოლების ამონახსნს 
(96,6) პჰამილტონიანით, დავინახავთ, რომ ენერგია 3 კვანტური რიცხვის ფუნქცია 

იქნება და რადგან კ იღებს ორ მნიშვნელობას 21='+1/2 და ქ=I|L-- 1/2(, ამი- 

356



ტომ თითოეული დონე, რომელიც გვქონდა წთ წევრის გარეშე, გაიხლიჩება ორ 

დონედ. (გამონაკლისს წარმოადგენს § დონე 1=0, რომლისთვისაც ქ-ს აქვს მხო- 

ლოდ ერთი მნიშვნელობა ქ1=1/2 და რომელიც, მაშასადამე, არ იხლიჩება), ე. ი. 

ენერგეტული დონეები იქნება ორმაგი ან, როგორც ამბობენ დუბლეტური. 

ამგვარად, სპინის გათვალისწინებით ენერგია ატომში დამოკიდებული იქნება 

4 კვანტურ რიცხეზეც. ვაჩვენოთ, რომ ენერგეტულად უფრო დაბალ მდგომარეო- 

ბას შეესაბამება უმცირესი ვ კვანტური რიცხვი. (96,4)) ფოომულიდან ნათელია, 

რომ ენერგიის კ-ზე დამოკიდებულებას განსაზღვრავს (I §) სკალარული ნამრავლი, 

რომელსაც (95,19) ფორმულის მიხედვით, მინიმალური მნიშვნელობა ექნება მაშინ, 
როცა 1=|L–1/2I 

ვიპოვოთ წყალბადისებური ატომისათვის სპინ-ორბიტალური გახლეჩვით გა– 

მოწვეული ენერგიის ზუსტი მნიშვნელობა, ამისათვის საკმარისია ვიპოვოთ (96,4) 

ოპერატორის საშუალო მნიშვნელობა (/,21) ფუნქციებით. გვექნება 

  

  

22 7172» 
4I= – I|I((§ 

სადაც 

1 L 1 · 

(>+)= | >)” ჩ2“, (6,0) 
” 0 

ხოლო 
# : #. III 

0 59=(%1I//|0 51%). (96,11) 
თუ გავითვალისწინებთ (50,29) ფორმულებს, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ((ფ დაემ- 

თხვევა (95,19) გამოსახულებას. მეორე მხრივ, ცნობილია რომ! 

1.X _ 5). 22% % 

(2) (% ს9 1041) (21+1)” (50,12) 
სადაც „» არის მთავარი კვანტური რიცხვი. ენერგიის შესწორებისათვის მივიღებთ 

ი CI / #?I((+1)(21+1) 

იმის მიხედვით ქ=1+ 1/2, თუ ქ1=1–1/2 ენერგიას ექნება სხვადასხვა მნიშვნელო– 

ბა. თუ გამოვიყენებთ (95,19) ფორმულას ნებისმიერი 1 და ჟ-სათვის, გვექნება 
ი 

21C“ს ლ)2. ი, VC ტი» = -–---–-–-  / – |-–– _' “რ6M"I" 

#ი = 6) C „ სL71+I2 1+1/2 (6,142) 
როგორც ვიცით, თ) =0”/ჩი სიდიდეს ეწოდება ზომერფელდის ნაზი სტრუქტურის 
მუდმივი. წყალბადისებური ატომის სრული ენერგიისათვის მივიღებთ 

27:20. | (““) “ # I) ჩიელ-- 260 #86 I 14 /-%%1) | _ – · 96,15 
წ 2, ნ # /()+)2 1+1/2 (915 

რადგან თე მცირე სიდიდეა, ამიტომ ამ ჯამში მეორე წევრი ძალიან მცირეა. მისი 
ფარდობა პირველზე რიგით თ-ის ტოლია; როცა სპინს მხედველობაში არ ვიღებთ, 

მაშინ 1=1 და მეორე წევრი ამოვარდება. ამ შემთხვევაში ენერგიისათვის მივი– 

ღებთ შრედინგერის მნიშვნელობას. (96,15) ფორმულიდან ჩანს, რომ კვანტური 
_––--– 

1 იხ. მაგალითად გ. ჭილაშვილი, ორი და სამი ნაწილაკის კვანტური მექანიკა. 1973, გვ. 85- 

იი7 

ა8=   (96,13) 

  

   



დონეები მოცემული (ით და განსხვავებული ე-ით ძალიან ახლოს არიან ერთმა- 

ნეთთან. 

ამგვარად, გვაქვს ასეთი შედეგი: ენერგია წყალბადისებურ ატომებში დამო- 

კიდებულია #, 1 და კ კვანტურ რიცხვებზე, რომლებიც იღებენ შემდეგ მნიშვნე- 
ლობებს: 

2)==1, 2, 3,... <= 

L=0, 1, 2,... 171–-1 (96,16) 

3=1+1/2, 1=|L–-1/21, 
ხოლო 

– ქვლ, < +კ. 

რაც შეეხება ტალღურ ფუნქციას იგი დამოკიდებულია ჯ), 1, ქ და »,; რიცხეებზე 

დი), იკ =ზ%,), თკ თ, 0, დ; §,) (96,17) 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს »;, გადაგვარებას. ყოველი ენერგეტული დონე 

ხასიათდება (21+1) ჯერადობის გადაგვარებით. გადაგვარება გამოწვეულია იმით, 
რომ ენერგია დამოკიდებულია მხოლოდ სრული მომენტის სიდიღეზე და არ არის 

დამოკიდებული ამ ვექტორის ორიენტაციაზე სივრცეში, ე. ი. ენერგია დამოკიდე- 

ბული არ არის 9), კვანტურ რიცხვზე. ეს დონეები, სანამ ატომზე მოდებული არ 

არის მაგნიტური ველი, ერთმანეთს ემთხვევა. ველის მოდებისას კი (21+1) ჯერა- 
დი გადაგვარება იხსნება და თითოეული დონე, რომელიც ხასიათდება 1-თი, (21+1) 
დონეთ იხლიჩება. ამ მოვლენას უწოდებენ ზეემანის რთულ ეფექტს. 

სპექტრის მულტიპლეტური სტრუქტურის დასახასიათებლად შემოღებულია 

აღნიშვნა 
ე)ბ5+1 წ, (96, 18) 

სადაც 1=0, I, 2, 3,... (, –– 1)-ს, როგორც ადრე შევთანხმდით; შეესაბამება აღნი- 

შვნები §, 7, თ, /, §; # აღნიშნავს მთავარ კვანტურ რიცხვს, კ კი სრული მო- 

მენტის კვანტური რიცხვია; (2§+1) მიუთითებს მულტიპლეტობაზე. ნახევარი სპი- 

ნის შემთხვევაზი 2§+1=2, ამიტომ ერთელექტრონიან ატომებში გვექნება დუბ- 

ლეტური სტრუქტურა. 

  

  

  

  

        

25 2 

28) 
2, ნ 2 - >. 2 ზვ! 

–'ას– –_ ა__– ა: 

2 

2 6 L '%) 
ა) ბ) 2 

ნახ. 24 

მაგალითად, 2%ი,, ნიშნავს ჯ=2, §=1/2, :=1/2 და 1=1,. ასევე, 2"ჩა, 
ა გ 

ნიშნავს, რომ იგივე სიდიდეებისათვის 7=3/2, 24-ე ნახაზზე ნაჩვენებია 2/ დონის 
ორად გახლეჩა „§(|“ ურთიერთქმედების შედეგად. ა) შემთხვევა “შეესაბამება იმას, 

როცა დონეების მულტიპლეტობა არაა გათვალისწინებული. ბ) კი შეესაბამება 

ვვ8



შემთხვევას, როცა „§1“ ურთიერთქმედების გამო 20 დონე გახლეჩილია ორად (28 

და 1§ დონეები არ იხლიჩება) თუ პირველ შემთხვევაში 2ი –> 18 გადასვლის 
დროს შესაძლებელია ერთი სპექტრალური ხაზი, მეორე შემთხვევაში გვექნება 

ორი სპექტრალური ხაზი. რადგან ენერგიათა სხვაობა 2/ა, და 2/,, დონეებL 

შორის, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, ძალიან მცირეა, ამიტომ ეს ორი სპექტრალუ- 
რი ხაზი ძალიან ახლოს იქნება ერთმანეთთან. მათი ერთმანეთისაგან გასარჩევად 

უფრო ზუსტი სპექტრომეტრია საჭირო, ამიტომ სპექტრის ასეთ სტრუქტურას 
ნახ სტრუქტურასაც უწოდებენ. ასეთი ნაზი სტრუქტურა (დუბლეტები) დამზე- 

რილია, მაგალითად, #8გ-ის ატომისათვის (ე. წ, ნატრიუმის დუბლეტის 7, და 7), 

ყვითელი ხაზები). მათი ტალღის სიგრძეები ერთმანეთისაგან მხოლოდ 6#-ით გან– 
სხვავდება. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ შემჯეგი. როდესაც სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმე- 
დება საკმარისად ძლიერია, მაშინ თVC-, ჩ, დ; §,) ფუნქციაში სიერცული და სპინუ–- 

რი ცვლადების განცალება მეუძლებელია. მაგრამ ხშირად სხვა ურთიერთქმედე- 

ბებთან შედარებით დასაშვებია ი»§L“ ურთიერთქმედების უგულებელყოფა. ამ შემ– 

თხვევაში შესაძლებელია კოორდინატული და სპინური ცვლადების განცალება. 

ასე რომ, სრული ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც ორი ფენქციის 

ნამრავლი, რომელთაგან ერთი მხოლოდ კოორდინატების ფუნქციაა, მეორე კი–- 

სპინისა, ე. ი. 

ბ(; §) ="() %V(8.) (96,19) 

ამ შემთხვევაში #(§,) „სპინური ფუნქცია“ უბრალო სიმბოლოა, რომელიც მიუთი- 
თებს სპინის მდგომარეობაზე. 

შერჩევის წესები. ახლა განვიხილოთ შერჩევის წესები ატომების მიერ სი–- 

ნათლის გამოსხივების ან მთანთქმის შემთხვევაში, როცა მდგომარეობა ხასიათდება 

არა 1 და ვ-ით ცალ-ცალკე, არამედ სრული ჟ კვანტური რიცხვით. ასეთი მდგო– 

მარეობა, როგორც აღვნიშნეთ გვაქვს მაშინ, როც. აღგილი აქვს მძლავრ სპინ– 

ორბიტალურ ურთიერთქმედებას. 

ისევე როგორც სხვა ნაწილაკები სინათლის კვანტებიც ხასიათდებიან გარ- 
კვეული სრული „ მომენტით და გარკვეული 10 –– ლუწობით. ამასთან, სრული 

მომენტის მინ-მალური მნიშვნელობა არის ერთს ტოლი. ამიტომ ბუნებრივია, 

რომ ამ მინიმალურ მნიშვნელობას უწოდებენ ფოტონის სპინს; ჩვენ მას 5-ით 

აღვნიშნავთ. თუ ფოტონის ორბიტალური მომენტისათვის ვისარგებლებთ L აღნი– 

შენით, მაშინ მისი სრული მომენტი ტოლი იქნება #=L-+5; მაშასადამე, სინათ– 

ლის ელექტრო-მაგნიტური კვანტებისათვის დასაშვები ყოფილა ორბიტალური მო- 

მენტის სამი მნიშვნელობა 

LსL=#+1, #, #-1. (96,20) 

როგორც ვხედავთ ფოტოხის ორბიტალურ მომენტს არ გააჩნია განსაზღვრული 

მნიშვნელობა. ცნობილია, რომ ფოტონის ლუწობა განისახღვრება ფორმულით 

20=(–-1)L1! (96,21) 

სინათლის ელექტრომაგნიტური ველის კვანტები განსახღვრული მომენტით ორ 
კლასად იყოფა. ერთს ეწოდება ელექტრული მულტიპოლობის კვანტი და აღინი- 
შნება I/ს-თი. ამ ტიპის კვანტების ლეუწობა ტოლია 10(M%)ლ=(-–-1)4, ხოლო 

მეორეს, მაგნიტური მულტიპოლობის კვანტი უ/ „ს; მათი ლუწობა განისაზღვრება 

ჯ0(7/ #) = (––1)“+.1 ფორმულით. მაგალითად, ელექტრული დიპოლური II კვან- 

ტის შემთხვევაში სრული მომენტი #=1, ხოლო ლუწობა 10(M1)=- 1. დიპო- 

ვვყ



ლური კვანტის ორბიტალურ მომენტს ექნება მნიშვნელობები #=0 და #=2. 
ელექტრული კვადროუპოლური კვანტის სრული მომენტი #=2, ხოლო ლუწობა 

«CM2)=1 და ა. შ. მაგნიტური მულტიპოლების კვანტებს ექნებათ საწინააღმდეგო 
ლუწობანი. მართლაც, M/1 კვანტისათვის §(-(1711>= +1, ხოლო X##/2-ისათვის 

«C112)=–- 1 და ა. შ “მ-ილვხლი 
რადგან ჩვენ უკვე ვიცით სინათლის კვანტის მომენტი და ლუწობა, ამის 

შემდეგ ადვილად დავადგენთ შერჩევის წესებს ელექტრული და მაგნიტური მულ- 
ტიპოლობის კვანტების გამოსხივების ან შთანთქმის შემთხეევაში. შერჩევის წესები 

შედეგია სრული მომენტის, მისი 2-პროექციისა და ლუწობის შენახვის კანონებისა. 
რადგან LI კვანტის მომენტი ერთის ტოლია, ხოლო ლუწობა უარყოფითი, ამი- 

ტომ მისი გამოსხივების ან შთანთქმის დროს მომენტი იცვლება ერთით, ხოლო 

ლუწობა -– საწინააღმდეგოთი. ცხადია, რომ #1 გადასვლის დროს რ#1=4ე”--ე=0 

აკოძალული არ არის. აკრძალული იქნება მხოლოდ ჟე” -:0-დან 2=0 მდგომარეო- 

ბაში გადასვლები. ამასთან, ასეთი გადასვლები აკრძალული იქნება ყველა მულტი- 

პოლობის კვანტისათვის, რადგან იგი ეწინააღმდეგება მომენტის შენახვის კანონს, 

ტე=0 გადასვლა კი არ ეწინააღმდეგება არც მომენტის და არც ლუწობის შე- 

ნახვას. ასე მაგალითად, შესაძლებელია განხორციელდეს (ჩა,,5+ მე, გადასვლა IV1 

კვანტის მონაწილეობით. ამ გადასვლის დროს 1 არ იცვლება, ლუწობა კი იცვლე- 
ბა საწინააღმდეგოთი. ამავე დროს საწყისი და საბოლოო მდგომარეობის 1 =4ე' =3/2 

მომენტების შეკრებით მივიღებთ მნიშვნელობებს 3, 2, 1, 0; მაშასადამე, 721 

კვანტმა შეიძლება წაიღოს ერთის ტოლი მომენტი. 

ამგვარად, #1 გადასვლების დროს გვექნება შემდეგი შერჩევის წესი: 

|1--11ლ1<)+1); ლუწობა იცვლება (96,22) 
#2 კვანტის მომენტი 2-ის ტოლია და აქვს დაღებითი ლუწობა, ამიტომ 

ასეთი კვანტის მთანთქმის ან გამოსხივებ·ს დროს სისტემის სრული ჯ მომენტი 

შეიცვლება ორი ერთეულით, ლუწობა კი არ შეიცელება, ე. ი. 

|-- 211 =1+2; ლუწობა არ იცქლება. (96,23) 

X2 გადასვლა დასაშვებია, მაგალითად, ძე, დონიდან 8. დონეზე. 

მაგნიტური მულტიპოლობის კვანტის გამოსხივების ან შთანთქმის დროს სა- 

ჭიროა გავითვალისწინოთ, რომ მაგნიტური მულტიპოლობის კვანტის ლუწობა 
საწინააღმდეგოა ელექტრული მულტიპოლური კვანტის ლუწობისა. ასე მაგა- 

ლითად, ქ/1 გადასვლის დროს შერჩევის წესი ასეთი იქნება: 

I) 11 ლ1+1; ლუწობა არ იცვლება (96,24) 

რადგან ლეწობა არ იცვლება XII გადასვლა დასაშვები იქნება მაშინ, როცა ატო- 
მის ორბიტალური მომენტი არ იცვლება, ე. ი. ამ შემთხვევაში უნდა შეიცვალოს 
სპინის მიმართულება. როგორც ამბობენ ადგილი ექნება სპინის გადაბრუნებას. 

ასეთი იქნება, მაგალითად, მა,,5> ჩა, ისა,,5= /)/, გადასვლები და ა, შ. 

სრულიად ანალოგიურად 72 გადასვლების შებთხვევაში გვექნება შერჩევის 

წესები 

|კ–- 2|ლე<1+2; ლუწობა იცვლება (96,25) 

ასევე ვიპოვით შერჩევის წესებს ნებისმიერი მულტიპოლური გადასვლის დემთხვე- 

ვაშიაც. 
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§ 97. ელექტრონის სრული მაგნიტური მომენტი 

როგორც აღვნიშნეთ, ელექტრონს გააჩნია ორი მაგნიტური მომენტი, რო- 

მელთაგან ერთი –– ორბიტალური 

ასბაეაებეე..-.2ჟ... 97,1 2 (97,1) 

გამოწვეულია ელექტრონის ორბიტალური მოძრაობით და შეორე –– სპინური 

M:= -- --§ დ7,2) 
IIM6 

გამოწვეული ელექტრონის საკუთარი მექანიკური მომენტით –– სპინით. ამ ორი 

მომენტის ვექტორულ ჯამს უწოდებენ ელექტრონის სრულ მაგნიტურ მომენტს 

MI= MI+M6+=- _" ძ-L25). (57,3) 
2ს06 

ან, თუ გავიხსენებთ, რომ ელექტრონის სრული მომენტი 1=1+§, მაშინ 

MI=-- -“ (#+ §). (97,4) 
99 

როგორც ვხედავთ, ელექტრონის სრული მაგნიტური მომენტი, აღარ არის პრო- 

პორციული ელექტრონის სრული მექანიკური მომენტისა, როგორც ეს გეჭონდა 

ცალკე ორბიტალური და ცალკე სპინური მომენტებისათვის, რომელთაგან პირვე- 

ლი პროპორციული იყო ორბიტა- 

ლური მომენტისა, მეორე კი--სპი- 

ნისა. ეს მდგომარეობა გამოხატუ- 
ლია 25-ე ნახაზზე, საიდანაც ჩანს, 

რომ სრული მომენტი 1=I-+§ არ 

ემთხვევდ სრული მაგნიტური MI! 

მომენტის მიმართულებას. მიუხედა- 

ვად ამისა პრაქტიკული გამოთვლე- 

ბის დროს ხელსაყრელია MI! სოუ- 

ლი მომენტის ოპერატორი გამოვ- 

ხატოთ ისეთნაირად, რომ იგი პრო- 

  

პორციული იყოს სრული 1 მომენ- 

ტის ოპერატორისა. ამ მიზნით შე- ნახ. 25 

მოვიღოთ ისეთი ს ოპერატორი, ნახაზი ეხება დადებითი მეხგის შემთხვევა" 

რომლის გამრავლებით ) ოპერატორზე მევიღებთ MI-ს, ე. ი. შეგვიძლია და- 

ვწეროთ 

MI! =L 1. (97,5) 

L ოპერატორის სახის დადგენა ადვილია. ამისათვის (97,5) ტოლობა სკალარულად 

გავამრავლოთ 1-ზე; მივიღებთ 
ტი 

ჩ 7 

სს, 67,6) 
” 

84!



ან (97,4) ფორმულის გათვალისწინებით გვექნება 

, ი ,ხ. აბე 1 
IL=-- =-- ()+ 0) §)| -- - 

2LსC ჯ 

ახლა გავითვალისწინოთ, რომ ტ §) სკალარული ნამრავლი შეგვიძლია გამოვხა- 

ტოთ 1, " და ვა ოპერატორებით. მართლაც, (95,16) ფორმულის გათვალისწი- 

ნებით შეგვიძლია დავწეროთ 
# ტ ”. 

ჩC- 9 I1 + ლივე (97,7) 
200 2)? 

ხოლო სრული მაგნიტური მომენტისათვის გვექნება 

, ი თე), 
ს-ე 11++-20- 1. (97,8) 

2L0 2)! 

ჰამილტონიანის შესწორება მაგნიტურ ველში მოძრავი ელექტრონისათვის, რომე- 

ლიც გამოწვეულია სრული მაგნიტური მომენტით, ტოლი იქნება 

#- -(MI97)=5-| 1 #7 )+2 6 «> )I. (7,9 
6 

ათვლის სისტემის #-ღერძი მივმართოთ მაგნიტური ველის დაძაბულობის გა- 

სწვრივ, მაშინ 5XC, 0, XV) და ენერგიის შესწორებისათვის მივიღებთ 

  

  

, დ# 
#M'= +“ 0.4 2). (97,10) 

6 

შემოვიღოთ ე. წ. ლარმორის სიხშირე 

ი- 99%, დ7,11) 
2I%C 

მაშინ გვექნება 

=90,+2§) რ7,12) 
სრულ ჰამილტონიანს გარეშე კარტერ ველში შეტანილი ატომისა ექნება ”შემ- 

დეგი სახე: 

=წა+MV+9 (+ §,), (97,13) 

სადაც M არის ატომის არღტონან ველის გარეშე, ხოლო წრ სპინ-·ორბი- 

ტალური ურთიერთქმედების ოპერატორია. როცა სპინ-ორბიტალური ურთიერთ- 
ქგმედება შეგვიძლია უგულებელეყოთ, მაშინ ატომის ჰამილტონიანი ასე შეიძლება 
გადავწეროთ: 

ჩ # ჩ ტ ს =#ა+90,+2ა (97,14) 
აღვნიშნოთ, რომ (97,8) ფორმულის გათვალისწინებით, ჟ-ღერძის გასწვრივ მიმარ- 

თულ მაგნიტურ ველში მოძრავი ატომის ჰამილტონიანის შესწორებისათვის შეგ- 
ვიძლია დავწეროთ 

  

ჩი 

#-01+ ს II, დ7,15) 
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პრეცესია. ვაჩვენოთ, რომ, როცა სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება მცი- 

რეა, მაშინ ელექტრონის ორბიტალური მომენტი და სპინი მაგნიტური ველის და- 
ძაბულობის მიმართ პრეცესიას განიცდის. ამისათვის დავწეროთ მოძრაობის კვან–- 

ტური განტოლებები 1 და § ვექტორებისათვის.: რადგან ეს სიდიდეები დროზე 
ცხადად დამოკიდებულნი არ არიან, ამიტომ 

” M 

/ რჩ # ” 

ი IM, 1): -/4% =|7/, 8, (97,16) 
“ ( 

სადაც M განისაზღვრება (97,14) ფორმულით. შევიტანოთ (97,14) ჰამილტონიანი 

და გავითვალისწინოთ, რომ I §.1=0; მივიღებთ 

0) 

4 07, 1), 4 =20(5,, §/1. დ7,17) 
“« “ 

აქედან მომენტთა მდგენელების კომუტაციის თვისებების გათვალისწინებით, გვექნება 

, 

ძის  ი8..1. C7,18) 
“ 

ანალოგიური დამოკიდებულება გვექნება სპინის პროექციებისთვისაც. გადავიდეთ 
საშუალო სიდიდეებზე. ამისათვის გავითვალისწინოთ, რომ 6) და 6, ტენზორი 

მუდმივებია, მაშინ მივიღებთ: 

წ M _– ი ი! –- ი “ი!, 

ი ” “ 2” ს“ 
თუ პირველ განტოლებას გავაწარმოებთ დროით და გავითვალისწინებთ მეორე 

განტოლებას, გვექნება 

ი. ი – 1 ძI. 
–--L+6MI.=0, ჰხ=- 
ი 15% ' 9 V” 

ამ განტოლებათა ამოხსნა მოგვცემს: 

  =0. (97,19) 

, 1,=6005ს (97,20)   

1: -=/4 005 (CX-Lთ), 

1კ= 4 81ი (0(+თ), (97,21) 

1, =0005ს. 

სპინისათვის სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ: 

§:= 8 005 (26#-Lმ), 

§,ც= 18 310 (26 + 8), (97,22) 

8; = 0005ხ. 

(97,22)-ფორმულებიდან აშკარად ჩანს რომ გარეშე მაგნიტურ ველში შეტანის 
შედეგად ატომის ორბიტალური მომენტისა და სპინის მდგენელების საშუალო მნწი- 
შენელობა ველის გასწვრივ ინახება, დანარჩენი მდგენელები კი (ე. ი. ჯ და ყ- 
მდგენელები) X0ყ სიბრტყეში ირხევა C (და სათანადოდ 25) –- სპინისათვის) კუთ- 
ხური სიხშირით. ეს იმას ნიშნავს, რომ თვით | ვექტორის საშუალო მნიშვნელობა 

პრეცესიას განიცდის §--ლარმორის სიხშირით მაგნიტური ველის დაძაბულობის 
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ვექტორის ირგვლივ. სპინის ვექტორის საშუალო მნიშვნელობა კი იგივე მიმარ- 

თულების მიმართ ბრუნავს ორჯერ უფრო სწრაფად. 

როცა სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება ძლიერია, მაშინ საჭიროა ჰამილ– 

ტონიანში გავითვალისწინოთ M წევრიც. ამ შემთხვევაში „ცალკე სპინური და 

ცალკე ორბიტალური მომენტები აღარ ინახება, ეს ორი ვექტორი ერთმანეთთან 

ძლიერად არის დაკავშირებული; თითოეული მათგანის პრეცესიას გარეშე ველის 

მიმართ ადგილი არა აქვს. ამ დროს ინახება ელექტრონის სრული მომენტის კვად- 

რატი და მისი პროექცია, ამიტომ პრეცესიას ეს ვექტორი განიცდის მაგნიტური 

ველის მიმართ. ცხადია, რომ მაგნიტური ველის ირგვლივ იბრუნებს სამკუთხედიც, 

რომელიც შედგენილია I, 1 და § ვექტორებისაგან. კვანტურ მექანიკანი ხშირად 
მიმართავენ ატომის ე. წ. ვექტორულ მოდელს, რომლის თანახმად სპინი, ორბი- 

ტალური მომენტი და სოული მომენტი განიხილება როგორც კვანტური ვექტორე- 

ბი. მომენტის შემცველი გამოსახულებების საკუთარი მნიშვნელობები კი მიიღება 
ზემოთ განხილული პრეცესიული მოძრაობების მიმართ კლასიკური გასაშუალოე- 

ბის მეთოდების გამოყენებით. 

§ 98. %ეემანის ეფექტი 

ზეემანის ეფექტს უწოდებენ მაგნიტურ ველში ატომის შეტანის შედეგად 
სპექტრალური ხაზების გამრავლებას. «მის მიხედვით, თუ როგორია გარეშე ველის 

სიქლიერე, არჩევენ ორი ტიპის ზეემანის ეფექტს: მარტივს (ანუ ნორმალურს), 
როცა გარეშე ველი ძლიერია და რთულს (ანუ ანომალურს), როცა მაგნიტური 
ველი სუსტია. ზეემანის მარტივი ეფექტი ახსნილი იყო ლორენცის კლასიკურ 

ელექტრონულ თეორიაზე დაყრდნობით. რთული ეფექტის ახსნა კი მხოლოდ კვან- 

ტერმა მექანიკამ შესძლო. 

როგორც ვიცით, თუ მაგნიტური ველი მიმართულია წ2-ღერძის გასწვრივ, 

მაინ ამ ველში წყალბადისებური ატომის შეტანის შედეგად უკანასკნელის ენერ- 
გიას ემატება 

60/V/- 

200 
  ს, 

წევრი. ამიტომ ატომის სრული ენერგია მაგნიტურ ველში ტოლია 
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2IL2 
  I/იო=სჩი+ " (98,1) 

“ან, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 1,=7#ჩ, გვექნება 

0-7 
I/იო=ჩი+ 2 »ჩ (98,2)   

(6 
როგორც ვხედავთ, ენერგია ფუნქცია იქნება მაგნიტური კვანტური რიცხვი- 

საც- მაგრამ გარდა წყალბადისებური ატომებისა ყველა ატომში ენერგია ფუნქციაა 

აზიმუტალური კვანტური რიცხვისაც; ამიტომ მაგნიტურ ველში ატომის ენერგია 

იქნება ფუნქცია |,, 1 და »: კვანტური რიცხვებისა, ე. ი. 

6ი/#. 

2L6 

ამგვარად, მაგნიტურ ველში შეტკნის-ს ერთელექტრონიანი (გარდა წყალბა- 
დისებური ატომებისა) ატომების ენეC“გია დამოკიდებულია იმდენივე კვანტურ 
ვ 2. ა 

“·ჩ. (98,3)   II იი, 1|VI.I+



რიცხეზე, რამდენზეც ტალღური ფუნქცია ს = %ი|„ CI, 0, დ), ამიტომ გადაგვარება 

ისპობა. მაგნიტურ ველში ენერგია დამოკიდებულია არა მხოლოდ მომენტის სიდი- 
დეზე, არამედ მის ორიენტაციაზედაც მაგნიტური ველის მიმართ!. ვნახოთ, რო- 
გორ იცვლება სპექტრალური ხაზები ატომის მაგნიტურ ველში შეტანისას. ამისა- 
თვის გამოვიყენოთ ბორის სიხშირეთა პირობა. სპექტრალური ხაზის სიხშირე 
ატომის მაგნიტურ ველში შეტანისას ტოლია 

21 _ ი-#V  , 
რათი იც“ იორის = C0ა+ “2. (0. – »), (98,4) 

სადაც თა=--(M – ჩი) არის სპექტრალური ხაზის სიხშირე მაგნიტური ვე- 

“ი წარმოადგენს ლარმორის სიხში- 

ს6 
რეს, მაშინ ატომის მაგნიტურ ველში შეტანისას გამოსხივებული სინათლის სიხში- 

რის ცვლილებისათვის მივიღებთ 

თით: იIუ=00+ 64. (98 5) 

ლის გარეშე. თუ გავიხსენებთ, რომ   

განვიხილოთ დიპოლური კვანტის გამოსხივება დავუშვათ, გამოსხივებას 
ვაკვირდებით მაგნიტური ველის პერპენდიკულარული მიმართულებით. მაშინ 

ბა.=0, +1 და, მაშასადამე, ველში ატომის შეტანით ერთი თი» სიხშირის ნაცვ- 

ლად, ისევე როგორც კლასიკურ მექანიკაში, გვექნება სამი სიხშირე: 

თე–- 9, თე. თა+9. (98,6) 

ამ შემთხვევაში სინათლე ბრტყლად პოლარიზებულია ველის გასწვრივ ან მის მარ– 

თობულად, ამიტომ (98,6) ხახებიც ბრტყლად პოლარიზებული იქნება. 

როცა გამოხხივებას ვაკვირდებით მაგნიტური ველის გასწვრივ, მაინ #;)ჯ= -L1 

და მივიღებთ ორ სიხშირეს 

თე – 0 და თე+%. (98,7) 

ამ შემთხვევაში ხახები წრიულად პოლარიზებულია და ადგილი აქვს სპექტრალუ– 

რი ხაზების ორად გახლეჩას სპექტრ:ლური ხაზების ზემოთ განხილულ გახლეჩას 

უწოდეს ზეემანის ნორმალური ეფექტი, რადგან მხოლოდ ეს ეფექტი შეესაბამებო– 
და იმდროინდელ თეორიულ მოსაზრებებს, რომლებიც კლასიკურ მექანიკაში ჩამო– 

ყალიბებული იყო ლორენცის მიერ. შევნიშნოთ, რომ ენერგეტულ დონეებს შო- 

რის მანძილი ტოლია გამოსახულების 

§=00= 2-ს. დ”: (98,8) 
20 

ზეემანის რთული ეფექტი. განვიხილოთ ზეემანის ანომალური ეფექტი. კვან– 
ტური მექანიკის თვალსაზრისით ამ ე ფექტში არავითარი ანომალობა არა გვაქვს. 

პირიქით, იგი ცდაზე უფრო ხშირად გვხვდება, ვიდრე ნორმალური ეფექტი. მას 

ზეემანისს რთულ ეფექტსაც უწოდებენ. საქსე ისაა, რომ სინ:მდვილემი Lპექტრა- 
ლური ხაზების რიცხვი გაცილებით მეტია იმაზე, რასაც იძლევა ზეემანის მარტივი 

ეფექტი. 

1 წყალბადისებჯურ ატომებში „|“ გადაგეარებას კვლაე ექნება ადგილი, ასე რომ, ამ ატო– 

მების ენერგია მაგნიტურ ველში მხოლოდ /-ზე და #-ზეა დამოკიდებული. მაწასადამე, წყალბა- 

დღისებურ ატომში მოიხსნება მხოლოდ „I!“ გადაგვარება, 
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ამ მოვლენას მარტივად ავხსნით, თუ გავითვალისწინებთ ელექტრონის სპინს 
და მასთან დაკავშირებულ დონეები“ მულტიპლეტურ სტრუქტურას. თანახმად 
(97.7) ფორმულისა, სრულ ჰამილტონიანს (სპინის გათვალისწინებით) ერთელექტ- 

რონიანი ატომებისათვის, როცა ისინი მოთავსებულია „-ის მიმართულების მქონე 

მაგნიტურ ველში, აქეს სახე 

#=I/ა+V9VV+90:+ §,), (98,9 
სადაც ჩ”. სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედებით გამოწვეული ენერგიის ოპერა- 
ტორია. განვიხილოთ ორი შემთხვევა სუსტი და ძლიერი ველებისა. ველს ეწოდება 

ძლიერი, როცა ამ ველით გამოწ- 

Xჯ ვეულ დონეთა გახლეჩა მეტია ატომ- 

შიგა ველით გამოწვეულ გახლეჩას- 
თან (ე. ი. სპინ-აორბიტალურ გახ- 

ლეჩასთან) შედარებით და სუსტი, 

როცა გარეშე ველით გამოწვეული 
გახლეჩა ნაკლებია ატომშიგა ველით 

გამოწვეულ დონეთა გახლეჩაზე. სი- 

დიდის რიგით ,,§|“ გახლეჩა ტოლია 

დუბლეტებს შორის დონეთა სხვაო- 

ბისა (ე. ი. ერთიდაიგივე I-ის, 

ოღონდ სხვადასხვა კ-ის მქონე დო- 

ნეებსს შორის სხვაობის), აღვნიშ- 
თ ნოთ ეს ენერგია 6,-ით. გახლეჩის 

ცი" თც–ი ენერგია, რომელიც გამოწვეულია 

მაგნიტური ველით, სიდიდის რიგით 

ნახ. 26 ტოლია 6=59ჩ. ამიტომ ძლიერი 

ველის პირობა ასე დაიწერება 

98 

_
–
.
.
>
 

  

თე+0 

თე-9 

    

6-/ · 
  ი == ნ => 6აI, (98,10) 
2IL6 

  ი» “4 6, რ68,11) 
C 

სუსტი ველი კი გვექნება მაშინ, როცა 

ა. 2 
ი 25 ნე. (8,12) 

C 

მაგალითად, როცა საქმე გვაქვს ნატრიუმის (ი, ჩა,) დუბლეტთან, 6ა|-–0,001 (” 

და მივიღებთ, რომ გარეშე ველი სუსტია, როცა დაცულია პირობა 6277 < 50000 

გაუსი. ჯერ განვიხილოთ სუსტი ველის შემთხვევა. 
1. რადგან ამ შემთხვევაში »§1“-ბმა გაცილებით ძლიერია, ვიდრე გარეშე 

ველი, ამიტომ § და 1 (კქალ-ცალკე არ ინახება. ამ შემთხვევაში როგორც წინა 

პარაგრაფში დავი5.ხეთ, „ნდა განვიხხილლოთ სრული მომენტი |=I-|) § და გავითვა- 
ლისწინოთ, რომ აღგილი აქვს 1)” და უ;-ის ერთდროულად შენახვას. ამის გამო 

(96,9) ჰამილტონიან5დი (M.+M,ა ჯამი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც შეუშ- 
ფოთებელი ატომის ჰამილტონიანი. უკანასკნელი წევრი კი თავისი სიმცირის გამო 
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შეგვიძლია ჩავთვალოთ მცირე შეშფოთებად. მაშასადამე, შეშფოთების ენერგიის 
ოპერატორს ექნება სახე 

M'=00,+ §.), (98,13) 

რომეღ იც (97,15) ფორმულის თანახმად ეკვივალენტურია გამოსახულების 

#M=9 ი, +995. I C8,14) 
წ 

რადგან დავადგინეთ შეშფოთების ენერგიის ოპერატორის გამოსაზულება, 

ატომის მაგნიტურ ველში მოთავსების შედეგად ენერგეტული ღონეების ცვლილე- 

ბის საპოვნელად, უნდა გამოვიყენოთ შეშფოთების თეორია, რისთვისაც პირველ 

მიახლოებაში საკმარისი იქნება ვიპოვოთ (98,14) ოპერატორის დიაგონალური 

მატრიცული ელემენტები, შეუშფოთებელი ჰამილტონიანის ხბმ=Mს.+M საკუ- 

თარი თი!) ფუნქციების მიხედვით. მაშასადამე, ენერგიის შესწორებისათვის 

გვექნება 

M)თ, = (IVI)MI)I | »IIთ,)- (98.15) 

რადგან შეშფოთების ოპერატორი დამოკიდებული არ არის რადიალურ მოძრაო- 

ბაზე და ტალღურ ფუნქციას აქეს (94,21) სახე, ამიტომ 

MI, =(%VV | # 19,177) (98,16) 

: # M 4. 

%IM) წარმოადგენს საკუთარ ფუნქციას 1", 1): და აგრეთვე (| §) სკალარული ნა- 

მრავლისა, ამიტომ 

M, =(ნ69) თ) თა + 2ი0სიშშეეშეიის), (98,17) 

21(91+1) 
სიდიდეს 

=1+ 41(1+1)–– 1((+1)+§ (§+1) (58,18) 

21(1+1) 

უწოდებენ ლანდეს მამრავლს. ამგვარად, სუსტ მაგნიტურ ეელში ატომის მიერ 

შეძენილი ენერგია ტოლი იქნება გამოსახულების 

X#)ო, =(ჩ 9) ჟი), (98,19) 

სადაც #»,=2- 1/2, + 3/2, +...+) ატომის სრული ენერგია კი გამოისახება ფორ- 
მულით 

I/ ფთ, = Mი(+(ჩ9) ჟი. (98,20) 

იმის გამო, რომ ჯა, იღებს (21+1) მნიშვნელობას, თითოეული ენერგეტული დონე 
იხლიჩება (21+1) დონედ ღა, მაშასადამე, სუსტ მაგნიტურ ველში ჯ მომენტის 
ორიენტაციის გადაგვარება მოისპობა. შევნიშნოთ, რომ MI», არასოდეს არ არის 

ნულის ტოლი, რადგან ერთი ელექტრონის თ!) 55 0. 

იმის მიხედვით, თუ სპინი როგორაა მიმართული ორბიტალური მომენტის 

მიმართ პარალელურად თუ ანტიპარალელურად, ლანდეს მამრავლისათვის გვექნება 

2(0+)) 
= =L1+1/2 98,20” 9+ 2I+1 1=I+I!/ ( ) 
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2! . 
=--–-. =|ჯ– 1/2 ყ.=2 ე. | /2| 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ 1§ და 2/ დონეების გახლეჩა სუსტი მაგნი– 

ტური ველით. ვთქვათ, გარეშე ველი არა გვაქეს, მაზინ იმის გამო, რომ ადგილი 

აქვს „აI+ ურთიერთქმედებას, 20 დონე (1=:1) გაიხლიჩება ორად: 1=1 +1/2=3/2 
და 1=1 –- 1/2-=1/2 სრული მომენტის კვანტური რიცხვის ორი შესაძლო მნიშვ- 

ნელობის შესაბამისად. ამიტომ # დონისათვის მივიღებთ დუბლეტს 27ი,, და 2"ია, · 

ხოლო 2ჯ დონე, რადგა5 1-სთვის გვაქვს მხოლოდ ერთი "შესაძლო მნიშვნელობა 

1=0+1/2=172, არ გაიხლიჩება; ამგვარად, ველში შეტანამდის ატომს ექნება შემ- 

დეგი დონეები: 178... 2"ი,, და 2", (იხ. ნახ. 27). 2 ის. და 2"ია,. დონეები- 

დან შესაძლებელია 178), დონეზე გადასვლა სინათლის გამოსხივებით: გვექნება 

  

  

  

  

  

  

  

            
        

  

ვ გეაეაეეი 
2 “ 1 

ევ. -«--- თ,=/2L#> 
/2 დანა ლილშ1შილ ი 

1) .=- ს IC 7 
.- =,=% – 

2 – =V 
2 =-- ი. L--7ე5/2 

2 თ ,=-/ 

1 
2 = 

'5); <=- – + -–-  _ თე=# 

ი, =% 

ა) ბ) 
ნახ. 27. ა) შეესაბამსბ» იმ “შემთხვევას, როცა გარეშე მაგნიტური ეელი 

არაა მოღებული, მაშინ აღგილი აქვს გაჯაგვარებას, მომენტის ორიენ– 

ტაც“ები ერთმანე>ს ემთხვევა. ბ) შემთხვევაში კი გარეშე ველი გვაქეს, 
იგი «წევს ნომენტის ორიენტაციის გად.გვარების მოხსნას. 

ორი ერთმანეთთან ძალიან ახლოს მღებარე სპექტრალური ხაზი. მოვათავსოთ ატო- 

მი სუსტ მაგნიტურ ველმი და გამოვარკვიოთ, რამდენი ახალი სპექტრალური ხაზი 

გაჩნდება. ამ მიზნით წინასწარ გამოვთვალოთ ლანდეს მამრავლი ყველა დონისა– 

თვის. თანახმად (95,20) ფორმულისა, გვექნება 
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: 4 
ჩა, დონე; 1=1, 1=1 +- 1/2=3/2, #=-- 

–––ე _ 2 (98,21) 
ჩ, დონე; 1=1, 1=1– 1/2=1/2, ძ-=-- 

8, დონე; 1=0, ქ=0+1/2=1/2, ე+=2 

(98,19) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ /კ /. დონე გაიხლიჩება ოთხად (ი»I, = 

–3/2, –-1/2, 1/2, 3/2), რადგან კ =3/2. თითოეული ამ დონის ენერგია შეუშ- 

ფოთებელი ატომის ენერგეტული დონისაგან შესაბამისად დამორებული იქნება 

სიდიდეებით 
2 

1ს9/,-.მ/,=-- 2ჩ9, 2Lპძ. == - 3. ჩა), 

(58,22) 
2 

2/, 4:53 ჩი, ჰც ა/,,5-2ჩ9 

ჩ. დონე გაიხლიჩება ორ დონედ (I,=-L1/2, –-1/2). ენერგიისათვის გვექნება 

1 1 
ნ). /.ლ=– > ჩი, #, V=- ჩი. (98,23) 

დაბოლოს 8, დონეც გაიხლიჩება ორად (1=1/2, #,= + 1/2). ენერგიისათვის 
2 

გვექნება 
MI, ,,=- ჩ9, +LI/,1/.= ჩ9. (98,24) 

ეს უკანასკნელი შეესაბამება, სწორედ, მშტერნისა და ჰერლახის ვ-დონის იმ გახ–- 

ლეჩას, რამაც განაპირობა ელექტრონის სპინის აღმოჩენა. (გავიხსენოთ, რომ 

19..V.=+ ხნ0=+ 1,82#V). თუ შევადგენთ სხვადასხვა დონეთა შესაბამის 

ენერგიათა სხვაობებს და გავყოფთ ჩ მუდმივზე, ვიპოვით შესაბამისი გადასვლის 
სპექტრალური ხაზების სიხშირეებს. დიპოლური გამოსხივების დროს შერჩევის წე- 

სების დაცვით (0#!= + 1; 4I=0, + 1) ნაცვლად ორისა გვექნება ათი სპექტრა- 

ლური ხაზი. ამასთან, დუბლეტის ერთი სპექტრალური კომპონენტი იხლიჩება ოთხ 

კომპონენტად, მეორე კი –– ექვსად. შეიძლებ მარტივად გავარკვიოთ თითოეული 

სპექტრალური ხაზის პოლარიზაციის საკითხიც. 

2. განვიხილოთ მეორე უკიდურესი შემთხვევა, როცა გარეშე ველი ძლიერია 
„81“ ურთიერთქმედებასთან შედარებით. ამ შემთხვევაში გარეშე ველი სპობს კავ- 
შირს §, 1 და 1 ვექტორებს შორის. როგორც 1 ისე § დამოუკიდებელია და რად- 

გან ამ დროს სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება შეგვიძლია უგულებელეყოთ, 

§2, 1. და მათი #-პროექციები მოძრაობის ინტეგრალები იქნება. § და 1 ვექტორებს 
შორის კავშირის გაწყვეტა შეგვიძლი» ავხსნათ იმ გარემოებით, რომ § ვექტორი 

ორჯერ უფრო სწრაფად ბრუნავს CV-ის ირგელიე, ვ დრე 1-ვექტორი. რადგან 
გარეშე ველი ძლიერია სპინ-.ორბიტალურ ურთიერთქმედებასთან შედარებით, ამი– 

ტომ # დ წევრი (98,9)-ში შეგვიძლია გადავაგდოთ და შეშფოთებად განვიხილოთ 

(58,13) გამოსახულება, რომელიც იმის გამო, რომ ორბიტალური და სპინური 

მომენტები ცალ–ცალკე ინახება, ასე უნდა გადავწეროთ: 

M'=90,+2ე. (98,25) 
ვ+9



ენერგიის შესწორების მოსაძებნად საჭიროა ამ გამოსახულების დიაგონალური მატ- 

რიცული ელემენტების პოვნა შეუმშფოთებელი I, ჰამილტონიანის საკუთარი ფენქ- 

ციების მიხედვით. რამდენადაც ინახება როგორც ?,, ისე §, გვექნება 

#=%ა0, +2§,), (98,26) 

ამგვარად. ენერგია განისაზღვრება ორბიტალური და სპინური მომენტების პროექ- 

ციებით მაკნიტური ველის გასწვრივ. რადგან 7,=7#ჩჩ და §,=ე/ჯჩ ამიტომ 

XM=ნს0ი0I-)), 1M#კ==1/2. 
(8,27) 

თ =ხC0 0, -- 1). ?)ყ==–- 1/2. 

სრული ენერგია კი გამოიხატება ფორმულებით: 

” == 0 
VI იი #Mი+ ჩი C++ 1), (98,28) 

II 'ფ=)%ი! + ჩი რ» _ 1). 

თუ გამოვიყენებთ ბორის სიხწირეთა პირობას, როგორც 27კგ=1/2, ისე »Iე == – 1/2 

შემთხვევისათვის, გვექნება 

  

  

  

  

              

  

თა, ი”; ის == მე-L- §24))!. (98,29) 

XI გადასვლისათეის 4:)=0, + 1, ამიტომ მივიღები 

თე – 5), თე, 0ე+ 0, (98,30) 

გეა_ 9=/ 

2: 9#=0 
9=4/ თI=-/ 

9=0 

| »ა»=-/ 

1 
11:15 „ს! __ _ _ აგვევლსა ა ფ=ე=% 

II _ 1 

თვ=“/2 

სპექტრალურ სიხშირეებს. ე. ი. ჩვენ მივიღეთ ზუსტად ის შემთხვევა, რომელიც 
გვჟონდა ამ პარაგრაფის დასაწყისში. აქედან უნდა დავასკვნათ, რომ ზეემანის 

ნორმალერ ეფექტს ადგილი აქვს ძლიერი გარეშე მაგნიტური ველის 'შემთხვევაში. 

28-ე ნახაზზე მოყვანილია 27 დონის ძლიერ ველში გახლეჩის სქემა. 
აღვნიშნოთ, რომ ველი, რომელიც სუსტია ერთი რომელიმე დუბლეტისათ_ 

ვის, შეიძლება ძლიერი იყოს მეორისათვის, ასე რომ, შესაძლებელია ზეემანის 
ორძვე ეფექტი –- რთულიცა და მარტივიც, ერთდროულად ხდებოდეს. ზემოთქმე- 
ლის თანახმად, თუ მოვახდენთ იმ ველის გაზრდას, რომელაც იწვევს ზეემანის 

რთულ ეფექტს, მაშინ რთული ეფექტი გადავა მარტივში. ამ მოვლენას პაშენ- 

ბაკის ეფექტს უწოდებენ. 
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§ ეი. ერთელექბრონიანი ატომების პარამაბნიტიზმი 

და დიამაგნიტიზმი 

მაგნიტური მოვლენებიდან, რომელთაც ადგილი აქვთ ატომების გარეშე ერთ- 
გვაროვან მაგნიტურ ვ,ლში “მეტანისას, მეტად მნიშენელოვანია პარამაგნიტიზმისა 

და დიამაგნიტიზმის მოვლენა. გამოვარკვიოთ როგორ ხსნის კვანტური მექანიკა ამ 

მოვლენებს. ამ მიზნით საკმარისია კვანტური მექანიკის მეთოდებით გამოვთვალოთ 

მაგნიტური ამთვისებლობა. ღავუშვათ, გარეშე ველის დაძაბულობა, რომელშიაც 

შეტანილი გვაქვს ერთელექტრონიანი ატომების გაზი, მიმართულია ჯ-ღერძის გა- 
სწვრიე და სიდიდით დც/-ის ტოლია. 

გარეშე მაგნიტური გული ურთიერთქმედებს ატომის მაგნიტურ მომენტებთან. 
ეს ურთიერთქმედება, როცა სპინ-ორბიტალური წევრი მცირეა, ხდება („ალკე 

ორბიტალურ და ცალკე სპინურ მომენტებთან, ხოლო როცა სპინ-ორბიტალური 

ურთიერთქმედება ძლიერია, გარეშე მაგნიტური ველი ურთიერთქმედებს სრულ 
მომენტთან. ჰამილტონიანი, როცა ერთელექტრონიანი ატომი შეტანილია გარეშე 
ერთგვაროვან სუსტ მაჯნიტურ ველში ტოლი იქჩება 

ჩM = M/I+ II, +9 0,+2ჯ,. (9,1) 
ამ გამოსახულებაბი წ2 ოპერატორი არ შეიცავს არც სპინსა და არც გარეშე მაგ– 

ნიტურ ველთან დაკავშირებულ წევრებს, როგორც ვიცით, ერთგვაროვანი მაგნი– 

ტერი ველის შემთხვევაში #=-- (5-7. LI, ამიტომ 1 

  
6 ს # 

– (#ნ)= L (99,2) 
ი 206 

და, მაშასადამე, (99,1) ჰამილტონიანში ი), წევრი გამოწვეულია -+C (#9) წევრი- 
#6 

საგან, რაც შეეხება #“-ის შემცველ წევრს იგი უგულებელყოფილია. ეს წევრი 
მართლაც მცირეა (99.2)-თან შედარებით, მაგრამ #?-ის შემცველი წევრი, რო- 

გორც ქვემოთ დავინახაეთ, აპირობებს დიამაგნიტიზმის მოვლენას, ამიტომ მისი 

განხილვა აუცილებელია. რადგან #-- (677 XLI და ა” მიმართულია #-ღერძის 

გასწვრივ, ამიტომ 

1 ო 1 
4.=- 2 #04) #4) = 5 X%, L=0 (99,3) 

  

2 

და ურ #7 წევრი მიიღებს სახეს 

ი 07! 

მზე? 

  (C+ყმ. (99,4) 

ამგვარად, ჰამილტონის ოპერატორს #? წევრის გათვალისწინებით ექნება გამოხა– 

ტულება: 
იზი? 

8? 
9=7/0+Mსც+ 90.+58) + (02+Vყ. დ9,5)   

  

1 იხ, § 66. 
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ატომის მაკნიტური მომენტის „-პროექცია განისაზღვრება ფორმულით 

ჰ,:.ლ–- (99,6) 

ხოლო მაგნიტური ამთვისებლობა ტოლია გამოსახულების 

ს მ. 
# მა/ (99,7) 

სადაც 1/, არის ატომის მაგნიტური მომენტის საშუალო მნიშვნელობა ველის მი- 
მართულებით. ამგვარად, ჩვენთვის საკმარისია მაგნიტური მომენტის საშუალო მნი- 

შვნელობის გამოთელა. 

ჯერ განვიხილოთ პარამაგნიტიზმის მოვლენა. ამისათვის (99,5) ჰამილტო- 
ნიანში დავტოვოთ C,7 -ის მხოლოდ პირველი ხარისხის შემცველი წევრი. მაშინ 

ჰამილტონიანი ისეთივე იქნება, რაც გვქონდა ზეემანის რთული ეფექტის განხილ- 

ვის დროს. ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ზეემანის ეფექტის შედეგად, ატომის ენერგია 

იცვლება სიდიდით 

#ო, = ჩაბე"), (99,8) 

სადაც ჟ არის ლანდეს მამრავლი. რადგან »!, იღებს (21-+ 1) მნიშვნელობას, ამი- 
ტომ გარეშე ველში ატომს ექნება სხვადასხვა ენერგია. თუ გავიხსენებთ. რომ 

M=:“ წარმოადგენს ბორის მაგნიტონს და შემოვიღებთ აღნიშენას 
MC 

ზ=7/89, (99,9) 

მაშინ ენერგიისათვის მივიღებთ 

M)თ, = 8) CV · (99,10) 

ამგვარად, ატომის მაგნიტური მომენტის ჟ-პროექციის როლს ასრულებს სიდიდე 

ბა ,=– ზი,კ=– 118 ყი). (99,11) 

ბოლცმანის კანონის თანახმად, ალბათობა იმისა, რომ ატომი 7” აბსოლუ- 

ტურ ტემპერატურაზე შეგვხვდება მდგომარეობაში, რომლის მომენტის პროექცია 

მაგნიტუ“ი ველის გასწვრიე ტოლია #; ჩ-ისა, გამოისახება ფორმულით 

მ”, ი” 

#1 
1C(7!)კ) = „46 (99,12) 

სადაც #=1,36 10-18 ერგი/გრ წარმოადგენს ბოლცმანის მუდმივს, 4კიი ნორმი- 

რების კოეფიციენტია. ამის შემ ადეილია მომენტის საშუალო მნიშინელობის ე ეფიციეატ ეძდეგ ადვილ ეხტ უალ ვხელ 
მონახვა ველის გასწვრივ; გვექნება 

“I ' 
შეი – ჩი! C# /II 

_ _ 2, მთი 

ჰლჯ= ს“L:(695იო___:.', (99,13) 
დ ჩი) 2 /თ 
“თ 6 

„)=–! 
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რომელიც ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ჩო) იV- 
მ წ “ოთ ულუს 2, 2 (99,14) 

  

,.=712   

”I!|=–I 

მოვახდინოთ აჯამვა. ამ მიხნით შემოვიღოთ აღნიშვნა 6= 6 97 /ჩ7, მაშინ გვექ- 

ნება 

  
+ „ · . §I+1. 
23, C/=6/+66- /0)4-...+V 1+6 = , (99,15) 

თ=- 6-1 

რამდენადაც ეს ჯამი წარმოადგენს გეომეტრიულ პროგრესიას 6 მნიშვნელით. ამ- 

გვარად, თუ დავუბრუნდებით ძველ სიდიდეებს, გვექნება 

  

პა უუ ლებს, (99,16) 
ის=- §ხ ( ა% ) 

217 

მაშასადამე, მომენტის საშუალო მნიშენელობისათვის მივიღებთ 

C-რ 

8ხ |ფ+ა L | 
·,=M-“- ს ეი: დ9,17) 

ძა# ს( ზი# 

21:X 

  

  

გაწარმოების შემდეგ საბოლოოდ გვექნება 

+ 8 წ2;1) LC) ს _ C=8 M#.=-> | 1+1) ხხ | (2) + 1) 22» იხ 2» (99,18) 

ეს ფორმულა ასეც გადაიწერება: 

– 2524) 
1), = » ააეა.ლ 9 , 4 194 8) 27 ( 9,19) 

სადაც 

8,00=უ-| 041) ის |რჯ+ა > –თს(:5-) L (99,20) 
2ე CI) 2ე 

ხოლო : 

X= ჩM9# ,. (99,21)   

#2 

18,090 ს ლანჟევენის კვანტურ ფუნქციას ან ბრილუენის ფუნქციას უწოდებენ. 
კლასიკური მექანიკის ანალოგიით მომენტის მიღებულ მნიშვნელობას უწო- 

დებენ ინდუცირებულ მომენტს. იგი წარმოადგენს მაგნიტური ველის გასწვრივ 

მომენტის საშუალო მნიშვნელობას, რომლითაც იცვლება ატომის მაგნიტური მო- 

მენტი მისი მაგნიტურ ველში შეტანისას. 
გამოვარკვიოთ რა სახე აქვს ბრილუენის ფუნქციას კონკრეტულ შემთხვე- 

ვებში. ავიღოთ 1=1/2, მაშინ 

2 
8.(90=20ს2»-ახ»:-2-2 00 002X--0:X ს (69,22) 

ვხ2ე 38ხX 8სXჯ6ხ»ჯ 
93. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი ვევ



ამგვარად, 
13!/,00 = LI X. (99,23) 

მაქსიმალური მნიშვნელობა ქ/-სი შეიძლება იყოს უსასრულობა; ამ ზღვრულ შემ- 

თხვევაში მივიღებთ ლანჟევენის კლასიკურ ფუნქციას 

8 >=(X)ლ–%ხს »ჯ – + · (99,24) 
ჯ 

ხოლო, როცა X2>1, მაშინ 8,(=C)=1. როცა X<1, მაშინ 0» შეგვიძლია 

გავშალოთ მწკრივად და შევინარჩუნოთ პირველი ორი წევრი 

1 ) თხX=--+ --L...+. (99,25) 
Xჯ ვ 

ამის მიხედვით (99,20) მიიღებს სახეს 

+3 1+3 
  8,00= (99,26) 

>. (მცირე გარეშე ველები), ამიტომ 

(99,19) ფორმულის თანახმად, გვექნება 

5 1ყე+1)ბიV _ 1(1+1) 01 /5 9#. 
რ ვი 3» 

  პრაქტიკულად ყოველთვის X= 

  (99,27) 

როგორც ვხედავთ, XI, მიმართულია მაგნიტური ველის გასწვრივ. მაშასადამე. 
გვაქვს პარამაგნიტიზმის მოვლენა. (99,7) ფორმულის ძალით პარამაგნიტური ამ- 

თვისებლობისათვის მივიღებთ 
+; ი. ე 

_ ქ0+1)§ . (99,28) 
#ჰარა ვე» 

ატომის მაგნიტური მომენტის როლს ასრულებს სიდიდე 

M29M10+1=>-M/10+1)#, (99,29 
C 

რომლიც #8 M/ 10 +1) მომენტის მნი შვნელობისაგან განსხვავდება ლანდეს წ) 

მამრავლით. რადგან ერთელექტრონიანი ატომისათვის ჟ არასოდეს ნული არ არის, 
ამიტომ ყველა ერთელექტრონიანი ატომები პარამაგნიტურია. ზემოთ მოყვანილი 

(96,2მ) ფორმულა კიურის კანონის სახელწოდებითაა ცნობილი. 

ახლა განვიხილოთ დიამაგნიტიზმი“ მოვლენა. დიამაგნიტიზმს აპირობებს 

(99,5) ჰამილტონიანის ბოლო წევრი. ამ წევრის შესაბამისი მაგნიტური მომენტი 
(99,6) განმარტების თანახმად ტოლი იქნება 

2 

#M,=- 957 ცავებ. (69,130) 
46? 

  

ინდუცირებული მომენტის საშუალო მნიშვნელობისათვის გვექნება 

– წი” 
ყ=-- -““ 08 4 ყე. დ9,31) 

4? 

 



როგორც ვხედაგთ, ეს მომენტი ყოველთვის ველის საწინააღმდეგოდ არის მიმარ- 

თული და, მაშასადამე, აპირობებს დიამაგნიტიზმს. დიამაგნიტური ამთვისებლობა 
კი ტოლი იქნება 

(X” + ყ”) (99,32)   4-6 
#ძ წ 

(XX-+ყ2)-ის საშუალოს გამოთვლა ძნელი არ არის კეანტური მექანიკის საშუალო 

მნიშვნელობის ფორმულის დახმარებით. ცხადია, რომ (X?+ყV") <§ 0, ამიტომ დია- 

მაგნიტიზმის მოვლენას ადგილი აქვს ყველა ატომში, აღვილი დასანახია, რომ სი- 
დიდით დიამაგნიტიზმი გაცილებით მცირეა პარამაგნიტიზმზე. მართლაც, სიდიდის 
რიგით ინდუცირებული მაგნიტური მომენტი, რომელიც იწვევს პარამაგნიტიზმს, 

2წ-0.= 99, ხოლო 37) – -2რ6 ოლია – =-“--, ხოლო ,/კ – 
ტ ლ 4“ ჩ 2ს46 ლ ძ 2,0” 

  თე, სადაც თი: ატომის ზომაა. 

აშკარაა, რომ I 8 11კ ყოველთვის, როცა გარეშე ველის დაძაბულობა აკმაყო–- 

ფილებს პირობას 

ად სი 6 17 ი, (59,33) 
ი? თ ძვ 

რადგან ძე –– 10“ სმ, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა პრაქტიკულად ყოველთვის 
დაცულია. ამგვარად, ერთელექტრონიანი ატომების დიამაგნიტიზმი შეგვიძლია არ 

განვიხილოთ. სულ სხვა მდგომარეობა გვექნებ მრავალელექტრონიანი ატომების 
შემთხვევაში. შემდგომში დავინახავთ, რომ ელექტრონთა ლუწი რიცხვის მქონე 
ატომებისათვის პარამაგნიტიზმი შეიძლება არ გვქონდეს, მაშინ დიამაგნიტიზმის 
მოვლენა არსებით როლს შეასრულებს. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. ვიპოვოთ წყალბადისებური ატომის კვადრუპოლური მომენტი ელექტრონის სპინის გათ- 

ვალისწინებით. 

ამოხსნა. (84,12) და (84,21) ფორმულების თანახმად წყალბადისებური ატომის კვადრუ- 

პოლური მომენტი ტოლი იქნება 

0ი(ი, |, MI))= – 4 (MI | /? | ორL) (ჯMI) | 3 00550 –– 1 | /იI/), 
სადა(ჯ 

(ჯო/|360510 – 1 | ,თჯ/)= /9 IX, თ) (3 (03) 0-1 | %/ /V)/ (0.0) ძ9, 

ხოლო (MI II? I MI) წარმოადგენს #9-ის საშუალო მნიშენელობას რადიალური ფუნქციების მიხედ– 

ეით. მისი ცხადი სახე განისაზღერება (84,25) ფორმულით. 
(50,26) ფორმულის მიხედვით შეგვიძლია დავწეროთ 

რ 1+1/, ი 1 <> 
9, 1/, : /" 22 274) <(((+ 2 რო) Mსი,- ყა ++ /2>M#/)I III,+)/ "| . 

რადგან (82,23)-ის თანახმად 

21 (I--1) –– 601 6 = (IV! | 3 605? 0 19 – 1) CI+3” 
ამიტომ 

(ML /2| ო!) 2! ((-+1) –– 6(/I1/ –– 1/2)2 
,I'+ == ე + _ 7! "ო 

თა 7.I+I/2 ოა=- XI | (ა/ბ98 წ) ს ა -იარ(L) 
1 2MI-LI) – 67 -LI /2)) 

«ICI I-ანევ ი“) 
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ეს უკანასკნელი გამარტივების შემდეგ ასეც ზეგვიძლია გადავწეროთ: 

2II+1) – 6(M –+1/4)+---–– 7- ი” 

თი(შ,I+ 1/2, თჯ )=(ი! | (5) –“ ი ==“ დ5,') 

ამ გამოსახულებიდან გამოვრიცხოთ I კვანტური რიცხვი ჯ კვანტური რიცხეის საშუალებით, მაშინ 
მივიღებთ საკმარისად მარტივ გამოსახულებას 

3; 

#4) ლბ 
როცა 1=1/2, მაშენ როგორც მოს:ლოდნელი იყო 0-ე(II, 1/2, 3- 1/21=0. 

2. ვიპრვოთ ნახევარსპინიანი თავისუფალი ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია განსაზღერული 

|! და Iჯ-ით. 

ამოხსნა. რადგან ჯ და · ოპერატორების საერთო საკუთარ ფუნქციას წარმოადგენს 

  

1 
ლა(”, /, თ)=> (ორ! |.) იჩ ს – 

9/1ეI (0, თ) ფუნქცია, ამიტომ საძიებელ ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე 

«II/,ო= წ (0 97 (0.თ (95.3) 
სადაც #, (M, 7) წარმოადგენს მრედინგერის რადიალური ფუნქციების განტოლების ამონახსნს თა- 

ვისეფალი ნაწილაკისათვის. ეს განტოლება: ცხადია სპინს არ შეიცავს, ამიტომ რადიალური ფუნქ- 

ცია დამოკიდებული იქნება მხოლოდ I-ზე; როგორც § 54-ში დავინახეთ ამ თუნქციას აქეს 

#, (9, /7)1=/; |; (M/) სახე. აქ 1, (M,) ბესელის სფერული ფუნქციაა, #7, კი – ნორჭირების მუდ- 

მივი, რამდენადაც /17 (”, ”) ფუნქციები შეგეიძლია ვანორმიროთ პირობით 

ბ(წ–””) 
თ 

I ფმხისწრიიძ«=-5> 

ჭ/, 
სრულიად ანალოგიურად იმისა, რაც გვქონდა § 54-ში, მივიღებთ #1 = წ3 : ამგეარად, სა– 

ჯ 

ძიებელ ფუნქციას ექნება სახე 

I” = IM 2. (L 9/M/ 9 
%/, I),(”) =VIIC /) 9,7 (0, თ). (95,4) 

ან, თუ გამოვიყენებთ (50,26) გამოსასულებას, ეს ფუნქცია ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

–. /I-L1/2 - III; 1 V # (ი ( 1+1/2 VI V,, თ –- ) 
ს0ე0ე-- (95,5) 

«% )/1+1/25-/; ”, +V, 
  

1 

37” ”'ფ=–- 
' )212C 1 

ზედა ნიშანი აილება /=(I-L1/2)-სათვის ქეედა 1=|L! – 1/2 |-სათვის.



ნაწილაჰთი სისზემჩს ჰჭანბზური მექანიკა 

თავი XIII 

მრავალი ნაწილაკისაგან შედგენილი სისტემები 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით ერთი ნაწილაკის მოძრაობას, მაგრამ უფრო ხში- 

რად საქმე გვაქეს მრავალი ნაწილაკისაგ-ნ შედგენილ მიკროსისტემებთან, ამიტომ 

მეტად მნიშვნელოვანია ასეთი სისტემების კვანტურ-მექანიკური თვალსაზრისით 

განხილვა. არჩევენ ორი ტიპის მიკროსისტემებს. ერთია ისეთი სისტემა, რომელიც 

შედგება იგივური ნაწილაკებისაგან და მეორე, რომელიც შედგება სხვადასხვა ნაწი - 

ლაკისაგან. იგივურ ნაწილაკთა სისტემას მთელი რიგი პრინციპულად განსხვავებუ- 

ლი თვისებები გააჩნია და ამიტომ მას სპეციალურად განვიხილავთ § 102-ში. კვან- 

ტური მექანიკის ამ ნაწილში აგრეთვე შევისწავლით ელექტრონთა მეტად მნიშვნე- 
ლოვან სისტემებს –– რთულ. ატომებსა და ორატომიან მოლეკულებს. 

§ 100. შრედინბერის განტოლება ნაწილაკთა სისტემისათვის 

დავუშვათ, სისტემა შედგება V (საზოგადოდ სხვადასხვა) ნაწილაკისაგან. L 

იყოს ჯ-ური ნაწილაკის რადიუსვექტორი რაიმე კოორდინატთა სისტემაში, ხოლო 

§, –– ამ ნაწილაკის სპინური ცელადი. როცა ნაწილაკის სპინს მხედველობაში არ 

ვაღებთ, მაშინ სისტემის ტალღური ფუნქცია V რადიუსვექტორზე იქნება დამო- 

კიდებული. ე. ი. 

ს=0(რ, ს. ჩხ. 000,1) 

ეს ფუნქცია წარმოადგენს შრედინგერის განტოლების ამონახსნს. ამასთან, შრე- 

დინგერის განტოლებას ექნება სახე 

0) 2 ს(წც წ.-- +; 1) =#4ბრ, წევ. .- წ ბ), (100,2) 

სადაც # არის სისტემის ჰამილტონიანი„ რომლის სახის დადგენა, თუ ვისარგებ- 

ლებთ ნაწილაკთა სისტემის კლასიკური მექანიკის ჰამილტონიანით, არაა ძნელი 
კვანტური მექანიკის ძირითად ჰიპოთეზაზე დაყრდნობით. კლასიკურ ჰამილტონის 

ფუნქციას # ნაწილაკის სისტემისათვის აქეს გამოხატულება 

  

, VM ” 
99= 3 9წ+ 32) ხიდია, (100,3) 

ლლ (#+6= 
სადაც 

ყ,= “I1”Cი! 100,4) 
' 2ჩ" 'Cი ი. 00% 
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ამ გამოსახულებაში ჩნ, არის 1-ური ნაწილაკის იმპულსი, 1V,-მასა, ხოლო IIV(, 1) 

1 ურ ნაწილაკზხე მოქმედი გარეშე ველის პოტენციალური ენერგია. ფ0I(ნ,, I) 

წარმოადგენს 1 და #-ური ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერ– 

გიას. კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპოთეზის თანახმად, ნაწილაკთა სისტემის 

ჰამილტონიანს, კოორდინატულ წარმოდგენაში, თუ გავითვალისწინებთ, რომ #-ური 

ნაწილაკის იმპულსის ოპერატორი ტოლია წ,= –-2ჩV, გამოსახულების, ექნება 

შემდეგი სახე: 

” ·V I ს? ტ ჯ #= VI I--  -ა,+7,C, იI+ CIIMCC, CL), (100,5) , –ლ I 2, (55-#=1 

ადაც 
ა,=C=-9 1 0?) 2 (100,6) 
|! 2" 0#/' მ” ” 

არის 1-ური ნაწილაკის კოორდინატების შესაბამისი ლაპლასის ოპერატორი. 

გამოვარკვიოთ ტალღური ფუნქციის ფიზიკური შინაარსი. ამისათვის გამო- 

ვიყენოთ უწყვეტობის განტოლება. ავიღოთ (10ი,2) განტოლების კომპლექსურად 

შეუღლებული 
ო + ახო ხა. ს ე=M9M%რ, ს, ოე 0. (100,7) 

(100,2) განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ Cდ"-ზე, (100,7) კი ს-ზე და პირ- 
ველს გამოვაკლოთ მეორე. (100,5) გამოსახულების გათვალისწისებით მივიღებთ: 

თმშრ, ს... წ 09, წ...” ჰ1= 

ჯ”? ლ 1 · · 

= 5 მზ (ტბის -სბა,ს”); 0100,8) 
2 229), 

თუე შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

(0(წც წე,-.ს წ ჰქ)=–0” (ს, წე... ი; მ) (წ, წ... წ) (100,9) 

),C-ჩ (აწ,ს" – ა"წ,ი), (100,1თ 
291 

მაშინ მივიღებთ უწყვეტობის განტოლებას 

0მ!ი(ს, Lე, --- წ: მ) 

ძ 
+ (IV-ს) I,=:0, (100,11) 

”ს
4>

 
- 

სადაც C) ინდექსი მიუთითებს, რომ დივერგენცია აიღება 1-ური ნაწილაკის შესა- 

ბამისი ცვლადებით. როგორც ვხედავთ ჯ(-=VC"ს შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 

ნაწილაკთა სისტემის მდებარეობის ალბათობის სიმკვრივე. კერძოდ, 

%LCV, წ.... ჩკ 1) ძნე... ძ,= ძძუ??::??–“–“- #„ 0 I ძI, ძო, (100,12) 

გამოხატავს იმის ალბათობას, რომ დროის ჯ მომენტში პირველი ნაწილაკი იმყოფება 

სივრცის ძI, მოცულობაში, მეორე –– ძო, -ში და ა. შ. V-ური ძL,-ში, I, კი წარ- 

მოადგენს 1-ური ნაწილაკის ალბათობის დენის სიმკვრივის ვექტორს, (100,11) გა» 

მოხატავს ნაწილაკთა სრული რიცხვის შენახვის კანონს.



თუ (100,12) გამოსახულებას გავაინტეგრალებთ ყველა (კვლადებით, გარდა 

ჯ-ურისა, მაშინ მივიღებთ #-ური ნაწილაკის ალბათობის სიმკვრივეს, როცა დანარ– 

ჩენი ნაწილაკების მდებარეობა ნებისმიერია: 

CI, 1) =I%(5, რა. ჩვ მ) მი ძი... მს მიკ... ი (100,13) 
M 

თუ (100,12) გამოსახულების ინტეგრაციას მოვახდენთ ყველა ცვლადით, გარდა 

VII და ძI,-სი, მივიღებთ 

1, 'Iყ 1) (IL, (IL, = 

=| | «-C, წა. ჩე ნ) მიც... ში ე როის ე რწკეს..: ძი,)რ, ძი, (100,14) 

რომელიც გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ §-ური ნაწილაკი დროის ჯ მომენტ– 

ში მოხვდება სივრცის ძ#., მოცულობაში, ხოლო ჯ-ური ძL,-ში, დამოუკიდებლად 
იმისა, თუ სად იმყოფება სისტემის დანარჩენი ნაწილაკები. ცხადია, რომ 

+თ 

I ა(ა წ.წ 0 სნ, სი. ნ, 0 ძნ ძი... 0C,=1. (100,15) 

შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ტალღური ფუნქციის ნორმირების პირობა. თუ 

ვიპოვით შრედინგერის (100,2) განტოლების ამოხსნას (100,5) ჰამილტონიანის შემ- 

თხვევაში, მაშინ განვსახღვრავთ სისტემის კვანტურ მდგომარეობას, რომელიც 

ა(,,... L 0) ტალღური ფუნქციით ხასიათდება. ამ მდგომარეობაში ვიპოვით 

ყველა იმ ოპერატორის საკუთარ მნიშვნელობებს, რომლებიც გადასმადი არიან 

X#I-თან და ერთმანეთთან. რაც შეეხება არაკომუტატური ოპერატორების შესაბა- 

მის ფიზიკურ სიდიდეებს, მათ #-თი დახასიათებულ მდგომარეობაში გარკვეული 

მნიშვნელობები არა აქვთ, მაგრამ ჩვენ შეგვიჰშლია ვიპოვოთ მათი საშუალო მნი- 

შვენელობები, რომლებიც ასე განისაზღვრებიან: 

(4)=|9'C, რ.” 0 43 ნ.ი ნ შია შიე (100,16) 

აღენიშნოთ, რომ ნაწილაკთა სისტემის შრედინგერის განტოლების ამოხსნის 
საკითხი დიდ პრინციპულ და ტექნიკურ სიძნელეებს აწყდება. ამასთან, განტოლე– 

ბის ამოხსნა მით ძნელია, რაც მეტია ნაწილაკთა რიცხვი. სამი ნაწილაკის შემთხ- 

ვევაშიაც კი შრედინგერის განტოლება კვადრატურებში არ იხსნება. ამიტომ კვან- 

ტურ მექანიკაში ნაწილაკთა სისტემის "შესწავლის მიზნით გამოიყენება მრავალ– 

რიცხოვანი მიახლოებითი მეთოდები. 

განვიხილოთ არაურთიერთქმედ ნაწილაკთა სისტემა. რადგან სისტემის ნაწი– 

ლაკები ერთმანეთზე არ მოქმედებენ, ამიტომ ურთიერთქმედების პოტენციალური 

0..(C ჩა) ენერგია ნულის ტოლი იქნება. ვიგულისხმოთ, რომ მდგომარეობა სტა- 

ციონარულია, მაშინ შრედინგერის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

ჩადი რ...” ე=წ5Cრ, ნ... წე, (100,17) 

სადღაც X არაურთიერთქმედ ნაწილაკთა სისტემის სრული ენერგიაა, ხოლო ჰამილ- 
ტონის ოპერატორს აქვს გამოხატულება 

წ - ბიჩეე=%I. ს 18) #9 = გ წრა=2I- >, ბა,+I. თა. (100, 
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რადგან ჰამილტონი.ნში ცვლადები განცალებულია, ამიტომ (100,17) განტოლების 

ამოხსნა ადვილია ფურიეს მეთოდით, მართლაც, ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი ნამ- 

რავლის სახით: 

ტრა რ. ა= შრი შირ), ..ბCდ). (0000,19 
შევიტანოთ ეს ნამრავლი (100,17) განტოლებაში და შედეგი გავყოთ ამავე ფუნქ- 

ციაზე; მივიღებთ 

  

M 1 2 

<+3C |-»> ბ, + რ) ს,C)=# (100,20) 
კ91 LIMI ! 

ამ ტოლობას ადგილი მაშინ ექნება, როცა 

გ 

_ ჩა, ს,(,)+I(-,) ს,(L,) = IM/ ზI(L,) (100,21) 
2»! 

ამასთან, დაცული უნდა იყოს პირობა 7= 1) +-15:+--.+ 19. (100,21)-დან ჩანს, 

რომ #,(-,) აკმაყოფილებს X,(,,) გარეშე ველში მოძრავი #-ური ნაწილაკის შრე- 

დინგერის განტოლებას #- სრული ენერგიით. 

ამგვარად, მივიღეთ ასეთი შედეგი: არაურთიერთქმედ ნაწილაკთა სისტემის 

ტალღური ფუნქცია წარმოადგენ ცალკეულ ნაწილაკთა ტალღური ფუნქციების 

ნამრავლს, ენერგია კი –– ცალკეულ ნაწილაკთა ენერგიების ჯამს, ე. ი. 

M 

ბ(ო, ი. = I | ზCა, (100,22) 
წთ1 

M 

#Xჯ=XVILს. (100,223) 
(51 

მართალია, როგორც წესი, არაურთიერთქმედ სისტემებთან ჩვენ საქმე არა 

გვაქვს, მაგრამ ასეთი სისტემის ჩვენს მიერ ზემოთ ნაპოვნი ამონახსნები ხშირად 

გამოიყენება, როგორც ურთიერთქმედ ნაწილაკთა სისტემის ჭეშმარიტი ტალღური 

ფუენქციების წულოვანი მიახლოება. 

§ 10!. ნაწილაკთა სისტემის დამასასიათებელი ფიზიკური 

სიდიდეები 

განვიხილოთ კვანტურმექანიკური სისტემის დამახასიათებელი ფიზიკური სი- 

დიდეები როგორიცაა: იმპულსი, მომენტი. ლუწობა და სხვა. 

იმპულსი. მთელი სისტემის იმპულსის ოპერატორი განისაზღვრება როგორც 

ცალკეული ნაწილაკების იმპულსის ოპერატორების ჯამი 

ჩ=>, 
M 

#=1 

% ” 
=–?? ფ) ჩი, 1ჩ ღუ” (101,1) 

სადაც V ოპერატორი აღებულია #- ური ნაწილაკის შესაბამისი კოორდინატების 

მიხედვით. 
ვიპოვოთ იმპულსის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები. ამისათვის დავწე- 

როთ განტოლება 
ჩხCი ,.., L2= ხად, ხს... წ (101,2) 
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(101,1) ოპერატორის შეტანით დავინახავთ, რომ განტოლებას ისეთი სახე აქვს, 
როცა ცვლადების განცალება შეიძლება ფურიეს მეთოდით. მართლაც, ამონახსნი 
ქეძებოთ შემდეგი ნამრავლის სახით: 

” 
%(წ, წ-ა წ)= | | ზა(რა. (101,3) 

#-1 

ამ ფუნქციის შეტანით (101,2) განტოლებაში და ამავე ფუნქციაზე გაყოფით მი- 

ვიღებთ 
V202I. 
V.MVრ) ი, (101,4) 
ლ ბ) 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 

ი, ბ.(ი)-.ჩ, ბა”წა (101,5) 
იმ პირობით, რომ 

ჯ 6 2=XVVი, (101,6) 
წუ 

(101,5) განტოლება ერთი ნაწილაკის (L-ური ნაწილაკის) იმპულსის ოპერატორის 

საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლებაა, მისი ნორმი- 

რებული ამონახსნისათვის გვექნება 

(ოლ 

ს,(ს) = (2»ნ) #1 (101,7) 

(101,3)·ის თანახმად, მთელი სისტემისათვის გვექნება შემდეგი ამონახსნი: 

(VM 
-9V ჯ არჩი 

დ(,, – ”)< (225) : 6 “. (101,8) 

ცხადია, რომ ეს ფუნქცია შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც არაურთიერთქმედ 

თავისუფალ ნაწილაკთა სისტემის ტალღური ფუნქცია. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ იზოლირებული სისტემის იმპულსი ინახება. როცა 

სისტემა იხოლირებულია, მაშინ გარეშე ველის 17//(,) პოტენციალი ნულია და 

ჰამილტონიანს ექნება სახე 

, ” ი M 
ხ= ს -ია+ ს წერ); (101,9) 

კლ 2 (XC) – #I- 

ამასთან რადგან სისტემა იხოლირებულია, ურთიერთქმედების პოტენციალური 

ენერგია დამოკიდებული იქნება მხოლოდ ნაწილაკთა შორის არსებულ მანძილზე 

L,,=V, –- „,. დავწეროთ მოძრაობის განტოლება 

, , » 

-2ს _,ყ, ჩ)=–ჯ #, თ. (1C1,10თ) 
თ 2 

შევიტანოთ ჰამილტონიანის მნიშვნელობა (101,901 ტოლობიდან და გავითვალისწი- 

ნოთ, რომ ხ კომუტატურია კინეტიკური ენერგიის ოპერატორთან, მაშინ 
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4. –:წ I> 9. 39) (101,111) 
(I 

M” 
რადგან ს.) დამოკიდებულია =,=ს-I, სხვაობაზე, ამიტომ 2M ჯამიდან 

#»1 

L ყ-ზე იმოქმედებს მხოლოდ ორი ოპერატორის ჯამი; კერძოდ, V.+V,, ამიტომ 

(101,11)-ში შემავალი პუასონის ფრჩხილები დაიყვანება შემდეგი ტიპის გამოსა- 

ხულებაზე: 

ICVM. ს+V)ბ=- > ((V, 0.) დ+ (ე V,) ი) = 

    

7, = –25 " იც” 9სM იი)" (101,12) 
ჩ | ძი) IM 

ეს გამოსახულება კი ნულის ტოლია რამდენადაც V.I,,=-–- V, კ. მაშასადამე, 

ი ი (101,13) 
თ 

ე. ი. იხოლირებული სისტემის იმპულსი მართლაც ინახება. 

სისტემის მომენტი. თუ I-ური ნაწილაკის დეკარტის კოორდინატებს აღენიშ- 

ნავთ X,. V,, #,-თე, მაშინ ორბიტალური მომენტის ოპერატორებს, როგორც 

ვიცით, ექნება სახე: 

· ჩ ( ძ ძ ) 
ჯდ„”=>- – ყ- -–-ჩ –– ), 

? 02, მყ, 

ძ #= 0 _ >). 101,14) 
(«2 0მX “' ძ2, ' 

=–- XI. ––_ _–_ · 

(«2 მს, M >) 

ამ მჯგენელებით განსაზღვრული ვექტორი იქნება ჯ-ური ნაწილაკის ორბიტალური 

მომენტის ვექტოროპერატორი. შემოვიღოთ სამი ახალი ოპერატორი: 

„ ტ#./ » 54 
+. L.=X,L; '“»ა (5. (101,15) 

.-1 

ამ ოპერატორებით განსაზღვრულ ვექტოროპერატორს LC... ჩ წ5. ვუწოდოთ 

სი-ტემი- (ანა სრული) ორბიტალური მომენტის ოპერატორი. თუ გამოვიყენებთ 

#0 ს, ქ ოპერატორების კომუტაციის თვისებებს, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

ტტ # ი # ჩი 

#7. – ს)L.=12ჩ/M,, 

ჩ # რი # ჩ 

სყ. –/L.=1ჩ/.2, (101 ,16) 

ჩ #ჩ იი" # 

L.L. – L.L.= 1M 

ან, მოკლედ, 
ჩგ # #/ 

(L>თ, Xგ)=–- 8+>ე1 LV. (101,17) 

ყხ2



აღნიშნული სამი ოპერატორიდან ჩვენ შეგვიძლია შევადგინოთ ოპერატორი 

L:= #2+79+I, (10),18) 
რომელსაც სისტემის ორბიტალური მომენტის კვადრატის ოპერატორი ეწოდება, 

# წ) .· 
ეს ოპერატორი კომუტატურია ყოველ /,, #ყ, I» მდგენელთან 

IL., /ჩ-1=0, (თ2=1, 2, 3) (101,19) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ L? და მისი რომელიმე ერთი პროექცია შეიძლება ერთ- 

დროულად ზუსტად გაიზომოს. აშკარაა, ჩ. ოპერატორის ჯ#,, საკუთარი მნი შვ- 
ნელობა განისაზღვრება ფორმულით 

L.=ჩ/I,, (101,20) 
სადაც 

– Lხლ./,ლ=+7, (101,21) 

#ჯ არის სისტემების ორბიტალური მომენტის კეანტური რიცხვი და განისაზღვრება 

მომენტთა შეკრების წესით ცალკეული ნაწილაკის 1 აზიმუტალური რიცხვების სა- 

შუალებით. აშკარაა, M>>0. I, არის სისტემის ორბიტალური მომენტის შესაბა– 

მისი მაგნიტური კვანტური რიცხვი. იგი იღებს (2#+1) მნიშვნელობას. 

სისტემის ორბიტალური მომენტის კვადრატის საკუთარი მნიშვნელობები გა–- 

მოისახება ფორმულით 

L'"=ჩ?ჩ(M+1). (101,22) 

ანალოგიურად შეიძლება შემოვიღოთ სისტემის სპინისა (ანდა სრული სპინის) და 

მისი მდგენელების ოპერატორები: 

M ”, ”., 
=2% §,= XV, §,= %) 5. (101,23) 

2 L- - 

სისტემის სპინის მდგენელებიც ისეთივე კომეტაციის პირობებს დააკმაყოფილებს, 

რაც გექონდა ერთი ნაწილაკის სპინის ოპერატორის მდგენელებისა თვის; სახელ- 

დობრ, 
M რ ჩი 

(%;. 5 =–-ფი)5/ (101,24) 

სპინის კვადრატისა და მისი 7 მდგენელის საკუთარი მნიშენელობებისათვის გვექნება 

5?'1= ჩ'5(5+1); 3,=1/,6, (101,25) 

სადაც 5 არის სრული სპინის კვანტური რიცხვი, XI, კი -- სპინის მაგნიტური 
კვანტური რიცხვი. იგი იღებს მნიშვნელობებს –8-დან +8-მდე, ე. ი.-– სულ 

(29+1) მნიშვნელობას. ამასთან, იმის მიხედვით, თუ როგორია ნაწილაკის სპინი 
და ნაწილაკთა რიცხვი, § შეიძლება იყოს მთელიცა და ნახევრის კენტი ჯერადიც. 

აშკარაა), რომ (§., 8,)=0. ასეეე, IL", §9- 0, რადგან სპინის ოპერატორი კო- 
ორდინატების ფუნქცია არაა. 

სისტემის ორბიტალური მომენტისა და სისტემის სპინის ვექტორების კვან- 

ტური შეკრებით მიიღება სისტემის სრული მომენტი, რომელსაც ჰ-თი აღენიშ– 
წავთ, ე. ი, 

L+5. (101,26) 
ვყვ



თანახმად (101,17) და (101,24) ფორმ.,ლებისა, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

I-ს მდგენელებიც ისეთივე კომუტაციის თვისებებით ხასიათდება, როგორითაც L 

და 5; სახელდობრ, 

(#5, ჰი) 8: მ. (101,27) 

ამიტომ 7 "სა და 7.-ის საკუთარი მნიშენელობისათვის შეიძლება დავწეროთ 

)1=ჩ?/(/ +L1), (101,28) 

ძ:=7/)ჩნ. (101,29) 

ჰ არის სრული მომენტის კვანტური რიცხვი, 1I, კი წარმოადგენს შესაბამის მაგ- 
ნიტურ კვანტურ რიცხეს, ამასთან –– #7 < 1/კ/ლ+/. ადვილად დავრწმუნდებით, 

რომ ' იც კომუტატურია თავის ნებისმიერ მდგენელთან, ე. ი. I", XV) =0. 

რადგან სისტემის სრულ ორბიტალურ L და სპინურ 5 მომენტებს სავსებით 

ისეთივე თვისებები აქვთ, რაც შესაბამის სიდიღეებს ერთი ნაწილაკის შემთხვევაში, 

ამეტომ ი) 8) და (CL 8) სკალარული ნამრავლების საკუთარი მნიშვნელობებისათ- 

ვის გვექნება: ” 
(L5)= -- (771.1) –#CV+1) – %(§+))I, (101,30) 

ა? 
09 = - (თ +1) –#(L+1) + 8(5+1)I, (101,31) 

სადაც V, #, 8 სისტემის დამახასიათებელი მომენ ტების კვანტური «იცხვებია, 

რომლებიც სხვადასხვა მნიშვნელობას იღებს იმის მიხედვით, თუ როგორია ნაწი- 

ლაკთა რიცხვი, კენტი თუ ლუწი. 

იზოლირებული სისტემის ჰამილტო“ იანი ყოველთვის კომუტატური იქნება 

სისჯ ემის სრული მომენტის კვადრატთან და მის 2-პროექციასთან. ამიტომ, ზოგად 

დემთხეევა:ი ადგილი აქვს I? და V, სიდიდეების შენახვას, მაშინ; როცა L და 5 
მომენტები შეიქლესა ცალ-ცალკე არ ინახებოდეს სპინური და ორბიტალური მო- 

მენტების ურთიერთკმედების გამო. 

ლუწობა. რადგან იხოლირებული სისტემის (101,9) ჰაპილტონიანი ინვარიან- 
ტუელია ინეერსიის ოპერატო“ის მიმართ, ამიტომ ადგილი ექნება. სისტეპის სრუ- 

ლი ლუშობის შენახეის კანონს. ეს იმას ნიშნავს, რომ სისტემის ტალღური ფუნქ- 

ციის ლუწობა არ იცელება. ერთი ნაწილაკის მოძრაობის შემთხვევაში ცენტრა- 

ლერ ველში ლუწოაა განისაზღვრებოდა (–1), სიდიდით. რაც იმას გვიჩვენებს, 

რომ ერთი ნაწილაკისათვის ლუწობა და ორბიტალური მომენტი ერთმანეთთან 

დაკავშირებულია და ლუწობისა და მომენტის შენახვის კანონები ერთმანეთზე და- 
მოღკილებელი არ არის. ნაწილაკთა სისტემის შემთხეევადი მდგომარეობა განსხვა- 
ვებულია. სიმარტივის მიზნით განვიხილოთ არაურთიერთქმედ ნაწილაკთა სისტე- 

მა, რომელზ-«აც მოქმედებს გარეშე ცენტრალური ველი. ჰამილტონიანს, ამ შემ- 

თხვევა?ზი; ეჟნება სახე 
# M M (% 

=% წით)=%I -. "ა +”: 101,32) 2 M"M 2I 2ი, I MM ( 

ასეთი ჰამილტონიანის შემთხვევაში ჩვენ შეგვიძლია შემოვიღოთ ცალკეული ნაწი- 

ლაკის ორბიტალური მომენტი I,. სისტემის სრული ორბიტალური მომენტი კი 

ტოლი ივნება L= I, გამოსახულების. 
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შრედინგერის განტოლების ამონახსნი (100,22) თორმულის თანახმად ტოლი 

იქნება ' 

M 

დ(წც წ... “11 ს,(C,). (101,33) 

ვიპოვოთ ამ ფუნქციის ლუწობა. ამისათვის (101,33)-ზე ვიმოქმედოთ ინვერსიის 

ოპერატორით და გავიხსენოთ, რომ თითოეული ნაწილაკის ლუწობა განისაზღვ- 

რება ორბიტალური მომენტით, მაშინ გვექნება: 

# #/ ” 

710, ნც...) ს(წ, წ... სე) = 7 (წ, ვ. I) I | სIC,)= 
(+ 

=(- 091389 4+MტგCდ რ... #,ა; (101,34) 
მაშასადამე, სისტემის ლუწობა განისახღვრება ფორმულით 

|=-- ცემ 09, (101,35) 
სადაც 1, არის ჯ-ური ნაწილაკის ორბიტალური მოზენტის კვანტური რიცხეი. ჩვენ 

ვხედავთ, რომ სისტემისათვის ლუწობა და ორბიტალური მომენტი დამოუკიდე- 

ბელი სიდდდეებია. მართლაც, ლუწობის განსახღვრისათვის საკმარისია ცალკეული 

ორბიტალური კეანტური რიცხვების არითმეტიკული შეკრება, მაშინ, როცა სრუ- 

ლი ორბიტალური L მომენტის მისაღებად საჭიროა ცალკეულ ნაწილაკთა მომენ– 

ტების ვექტორების გეომეტრიული შეკრება L= "II. 

მართალია (101,35) ფორმულა გამოვიყვანეთ არაურთიერთქმედ ნაწილაკთა 

სისტემის შემთხვევაში, მაგრამ ამ ფორმულით შეგვიძლია განვსაზღვროთ რთული 

ატომების ლუწობაც, რადგან ატომებში განიხილება ე. წ. თვითშეთანხმებული ვე– 

ლის მეთოდი, რომლის ძალით ელექტრონთა ურთიერთქმედება დაიყვანება გარეშე 

ცენტრალურ ველზე. 
სისტემის კვადრუპოლური მომენტი. ერთელექტრონიანი ატომების განხილ– 

ვის დროს დავინახეთ, რომ სტაციონარულ მდგომარეობაში ატომს დიპოლმომენ– 

ტი არ გააჩნია, მას შეიძლება ჰქონდეს კვადრუპოლური მომენტი. იქვე ვიპოვეთ 

ერთელექტრონიანი ატომის კვადრუპოლური მომენტის ტენზორი დღა ვაჩვენეთ, 

რომ იგი არის მეორე რანგის სიმეტრიული და ლუწი ტენზორი, რომლის შპ, 

ნულის ტოლია. ახლა ვიპოვოთ სისტემის კვადრუპოლური მომენტის ტენზორი, 
რამდენადაც ატომს სტაციონარულ მდგომარეობაში აქვს ერთადერთი დამახასია– 

თებელი ვექტორი –– მომენტი, ამიტომ ეს ტენზორი დაკავშირებული იქნება ატო- 
მის სრულ 4 მომენტთან. I ვექტორის საშუალებით შევადგინოთ ისეთი მეორე 
რანგის ტენზორი, რომელსაც ექნება ზემოთ ჩამოთვლილი თვისებები. აშკარაა, 

რომ 'როლუთი იქნება მეორე რანგის სიმეტრიული ტენზორი, ამ ტენზორის 

შპური ნულის ტოლი რომ იყოს საჭიროა მ-ს გამოვაკლოთ + 6, ”' ტენზორი. 

მივიღებთ 
# # ი4 2. “ 

0ი=4(77.+#, – 239 L), (101,36) 

სადაც 4 არის პროპორციულობის კოეფიციენტი, იგი ისე შევარჩიოთ, რომ, როცა 
V,=ჩVM (ე. ი. როცა მომენტის პროექციას აქვს მაქსიმალური მნიშვნელობა) 0; 
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დაემთხეეს ატომის კვადრუპოლური მომენტის ექსპერიმენტულ მნიშენელობას; 

გვექნება 

0ი->0,,(ი=4 | 2ჩაკბ– – M#Vთ+))| , (001,37) 
საიდანაც 

==. პიი (101,38) 
2/(2# –- 1) 6? 

მაშასადამე, კვადრუპოლური მომენტის ტენზორს ექნება შემდეგი სახე: 

რდ,.= უთ (#7.+27- 5 ლ. 2. ''), (101 ,39) 

სადაც Cა=C0::.(#:= ჩყ) წარმოადგენს სიდიდეს, რომელიც ცდაზე იზომება და 
რომელსაც უბრალოდ, ატომის კვდრუპოლურ მომენტს უწოდებენ. კვადრუპო- 

ლური ტენზორის (101,39) წარმოდგენა ერთადერთია, რადგან ატომს სხვა დამა- 
ხასიათებელი ვექტორი გარდა ჰ-სა არა აქვს. კერძო შემთხვევაში, როცა ატომის 

სრული მომენტი ”=1/2, მაშინ 1,= +თ, სადაც თ% პაულის მატრიცებია, რად- 

გან პაულის მატრიცები აკმაყოფილებენ პირობას 

თ C-+0:601=25, (101,40) 

და I1= 1=> ჩ?', ამიტომ 0„=0. ცხადია, რომ C0,, აგრეთვე ნულია, როცა 

/ =0. 

ამგვარად, ჩვენ გვაქვს მნიშვნელოვანი დასკვნა: ატომებს, რომელთა სრული 

მომენტი )# < 1/2 კვადდრუპოლური მომენტი არ გააჩნია. 

§ 109. იბივურ ნაწილაკთა სისტემა 

ნაწილაკთა სისტემებიდან განსაკუთრებულ შესწავლას მოითხოვს ისეთი სის- 
ტემები„ რომლებიც იგივური ნაწილაკებისაგან "შედგება. იგივური ნაწილაკების 

კლასიკურ და კვანტურ აღწერას შორის არსებობს მკვეთრი განსხვავება, რაც იმა- 

ში მდგომარეობს, რომ კლასიკურ მექანიკაში არის შესაძლებლობა დროის რაიმე 

მომენტისათვის მოვახდინოთ იგივურ ნაწილაკთა გადანოშვრა ისე, რომ იგი შენარ- 
ჩენებულ იქნეს ნებისმიერი დროის მომენტისათვის. ეს შესაძლეაელია, რადგან 

კლასიკურ მექანიკაში ნაწილაკები მოძრაობს ტრაექტორიებზე; შეიძლება გავყვეთ 
ნაწილაკის ტრაექტორიას და დავრწმუნდეთ, რომ დამზერილი იგივური ნაწილაკი 

სწორედ ის არის, რომელიც #=0 მომენტისათვის აღნიშნული გვქონდა რაიმე 
ნომრით. რადგან არსებობს ნაწილაკების ასეთი ცალსახა იდენტიფიკაციის საშუა- 

ლება, ამიტომ კლასიკურ მექაწიკამი გულისხმობენ; რომ ნაწილაკთა სისტემის 
მდგომარეობები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, თუ ეს განსხვავება იმაში მდგო- 
მარეობს, რომ გადასმულია ორი იგივური ნაწილაკი. 

სულ სხვა სურათია კვანტურ მექანიკაში. აქ ნაწილაკის ტრაექტორიაზე ლა- 
პარაკს აზრი არა აქვს; გარკვეული მიახლოებით შეგვიძლია ვიმსჯელოთ მხოლოდ 

ტალღური პაკეტების მოძრაობაზე სივრცეში. ვთქვათ. (=0 დროის მომენტისათ- 

ვის ჩავატარეთ იგივურ ნაწილაკთა გადანომვრა. გარკვეული დროის შემდეგ ტალ- 
ღური პაკეტებე გაიშლება და გადაფარავს ერთმანეთს. ამიტომ ორი ნაწილაკის 
ტალღური პაკეტების გადაფარვის არეში შეუძლებელი იქნება ნაწილაკების გარ- 
კვევა მათი პირველადი ნუმერაციის მიხედვით. ამგვარად, კვანტურ მექანიკაში არა 

კი5



გვაქვს შესაძლებლობა მოვახდინოთ ჯ=0 დროის მომენტისათვის ჩატარებული 

ნუმერაციის იდენტიფიკაცია. ამის გამო სისტემის ისეთი ორი მდგომარეობა, რო– 
მელიც ერთმანეთისაგან იგივურ ნაწილაკთა გადასხმით განსხვავდება, ერთი და იგი– 

ეედ უნდა ჩაითვალოს. ჩეენ ახლა ვნახავთ, კვანტური სისტემის ასეთი განსხვავე- 
ვებული აღწერა მათემატიკურად როგორ გამოიხატება. 

შევადგინოთ #» იგივური ნაწილაკის სისტემის ჰამილტონიანი. ამ მიზნით 

X,-თი აღვნიშნოთ ური ნაწილაკის ყველა კოორდინატის ერთობლიობა, ე. ი. 

სივრცული მდებარეობის განმსაზღვრელი I რადიუსვექტორისა და სპინური კოორ- 

დინატების ერთობლიობა V, =(L,, §,). რადგან იგივური ნაწილაკების მასები, მუხ- 

ტები, სპინები და სხვა ერთნაირებია, ამიტომ ასეთი სისტემის ჰამილტონიანი შემ- 

დეგნაირად ჩაიწერება: 

, M (მ M ლ 

M(X, Xე,... XV ი– 2 | _ 2. ბ+I/(X> ი|+ , 2 VI. XI), (102,1) 

= 55)=1 

სადაც #„ ლაპლასიანია ჯ-ური ნაწილაკის შესაბამისი კოორდინატების მიხედვით. 

X(X.. 1) წარმოადგენს /-ურ ნაწილაკზე მოქმედ გარეშე ველის პოტენცია- 

ლურ ენერგიას. იგი ერთნაირია ყველა იგივური ნაწილაკისათვის და დამოკიდებუ- 

ლია იგივური ნაწილაკის კოორდინატებზე და, საზოგადოდ, სპინზედაც. რაც შე- 

ეხება V( უც X,)-ს იგი გამოხატავს ჯ და კ-ური ნაწილაკების ურთიერთქმედების 

ენერგიას, რომელიც აგრეთვე არ არის დამოკიდებული არჩეულ იგივურ ნაწილაკ–- 

თა წყვილზე და დამოკიდებულია მხოლოდ ნაწილაკთა მდებარეობაზე და, ზოგად 

შემთხეევაში, შესაძლოა სპინებზეც. 

აღსანიშნავია, რომ იგივურ ნაწილაკთა ჰამილტონიანს ახასიათებს ერთი მე- 

ტად მნიშვნელოვანი ინვარიანტობის თვისება. კერძოდ, (102,1) ოპერატორი ინვა– 

რიანტულია ნებისმიერი ორი ნაწილაკის გადასმის მიმართ; ამასთან, ნაწილაკთა 

გადასმა ეკვივალენტურია X-კოორდინატების გადასმისა, ე. ი. სივრცული და სპი- 

ნური კოორდინატების ერთდროული გადასმისა. ჰამილტონის ოპერატორის ამ 

ინვარეიანტობასთან დაკავშირებულია ტალღურ “ფუნქციათა სიმეტრიის მნიშვნელო– 

ვანი საკითხი, რომელსაც შემდეგ პარაგრაფში განვიხილავთ. 

რადგან ელექტრონები იგივური ნაწილაკებია, ამიტომ რთული ატომები უნდა 

აღვწეროთ შრედინგერის განტოლებით, რომელსთვ სტაციონარულ მდგომარეო- 

ბაში ექნება სახე 

MVთ X;,..· X,) VCX, X„.·- X,,)= 190(Xს XV. X) (102,2) 

სადაც ჰამილტონის ოპერატორს აქვს (102,1) გამოხატულება. მაგრამ როცა სის- 

ტემის ნაწილაკთა რიცხვი ორზე მეტია (102,2) განტოლების ამოხსნა შეუძლებე- 

ლია არა თუ ზუსტად, არამედ სწრაფადმთვლელი ელექტრონული მანქანებითაც კი, 
ამიტომ რთული ატომების შესასწავლად გამოიყენება მიახლოებითი მეთოდები. 
ერთ-ერთ ასეთ მეთოდს წარმოადგენს თვითშეთანხმებული ველის მეთოდი. თვით- 
შეთანხმებული ველის მეთოდში იგულისხმება, რომ (102,1) ჰამილტონიანში ურთი- 
ერთქმედების წევრი 

M M 

2, 2 მი X) (102,3) 
6ჩ>I 
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M 

დაიყვანება M' /(X,) ტიპის გამოსახულებაზე. ფიზიკურად ეს იმას ნიშნავს, რთმ 
–- 
L.1 

აღებულ ნაწილაკზე ყველა დანარჩენის ურთიერთქმედება დაიყვანება, რაღაც, გარ- 

კვეულად შერჩეულ. გარეშე ველის მოქმედებაზე. ამ გარეშე ველს თვითშეთანხმე- 
ბული ველი ეწოდება. თვითშეთანხმებული ველის მიახლოებაში იგიურ ნაწილაკთა 
ჰამალტონიანს ექნება “შემდეგი სახე: 

M ა 

ჩი. ა. გ-ზე მ #0 ოე 0-3 1 ბი+VCა ი I (102,4) 

სადაც I (ას ქ) პოტენციალური ენერგია წარმოადგენს ჯამურ ურთიერთქმედებას, 
რომელიც შეიცავს გარეშე და თვითშეთანხმებული ველის პოტენციალებს. 

ამგვარად, თვითშეთანხმებული ველის მეთოდში ყოველი ელექტრონი მოძ- 

რაობს დანარჩენი ელექტრონების გასამუალოებულ ველში. რომელიც ეკვივალენ- 

ტურია გარკვეულად შერჩეული გარეშე ველისა. 
როგორც (102,4) გამოხატულებიდან ჩანს, თვითშეთანხმებული ველის ჰამილ- 

ტონიანი დაიყვანება არაურთიერთქმედ იგივურ ნაწილაკთა სისტემის ჰამილტო- 
ნიანხე. შესაბამისი სტაციონარული მდგომარეობის გ ნტოლება კი, როგორც 100-ე 

პარაგრაფში დავიზახეთ, ადვილად ამოიხსნება. კერძოდ, ამონახსნს ექნება (100,22) 

სახე. ასე რომ, 

M 

V(X, X..- X,)= I | დაილია (102,5) 
Lს=1 .. 

ენერგია კი ტოლი იქნება 

M 
ხშ. 

=3)%. (102,6) 
(51 

სადაც სMX,) აკმაყოფილებს განტოლებას 

L– > ბ,+V(X,) | ზა(X,)= XL ხM(CX,), (102.7) 
CL 

ე. ი. აჯ წარმოადგენს IM(X,) ველში მოძრავი ური ნაწილაკის #, ენერგიის შე- 

საბამ-ს ტალღურ ფუნქციას. (- 

მართალია (102,5) წარმოადგენს ნაწილაკთა სისტემის ტალღურ ფუნქციას 
თვეთშეთ:ნხმებული ველის მიახლოებაში, მაგრამ იგი ჯერ კიდევ არ 'შეესაბამება 

რეალურ ამოცანას, რამდენადაც მასში გათვალისწინებული არ არის ის მნიშვნე- 
ლოვანი ფაქტი, რომ იგივურ ნაწილაკთა ჰამილტონიანი ინვარიანტულია ნაწილაკ- 
თა გად-სმის მიმართ. მათემატიკის ენაზე ეს იმას ნიშნავს, რომ (102,5) ტალღური 
ფევქცია, რომელიც ჰამილტონის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციაა, საკუთარი 

ფეზქცია უმდა იყოს ნაწილაკთა გადასმის ოპერატორისაც. 

§ 103. სიმეტრიული და ანპისიმეტრიული ტალღური ფუნქციები 

განვიხილოთ შრეღინგერის განტოლება იგივურ ნაწილაკთა სისტემისათვის 

ჯნ რ, ”ს, (101,1)



სადაც სისტემის # ჰამილტონიანი გამოისახება (102,1) ფორმულით, ხოლო 

სი, Xთ--· X,, 1) სისტემის მდგომარეობის აღმწერი ტალღური ფუნქციაა. უკვე 
ვიცით, რომ იგივურ ნაწილაკთა ჰამი–ტონიანი არ იცვლება ნაწილაკთა ნების- 

მიერი გადასმის მიმართ. ამიტომ, თუ შემოვიღებთ ორი ნებისმიერი ჯ და # ნაწი- 

ლაკის გადასმის ჩი ოპერატორს, გვექნება 

წე # # წ 

ჩ,, #I(X,, Xვა... X/ე. >. გა... X„, ჰ)= XIX, X,.-. #ც-.ნგაბ-“ X ს) ი, (103,2) 

ვიმოქმედოთ (103,1) განტოლებაზე მარცხნიდან ჩ» ოპერატორით და გავითვა- 

ლისწინოთ, რომ /ჩ,, /7 =/! ი»; გვექნება 

ჯჩ 2 (ი,,9)= M(ჩ,%) (103,3) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ შრედინგერის განტოლებას აკმაყოფილებს არა მხოლოდ 

ბით, პგ... XV, X, მ) ფუნქცია, არამედ ისიც, რომელიც მისგან მიიღება იგივურ 

ნაწილაკთა ნებისმიერი გადანაცვლებით, ე. ი. ულ ფუნქციაც. რადგან შრედინ- 

გერის განტოლების ამოხსნა ერთადერთია, ამიტომ ი, და თ ერთმანეთისაგან 
შეიძლება მხოლოდ მუდმივი /. მამრავლით განსხვავდებოდნენ, ე. ი, 

ჩ. ს(Xი. ანცი. XI ე თ XIV) ხ=72აCთი...X,..- XI... X/ ჯ). (103,4) 

ეს უკანასკნელი კი » «მოადგენს ჩ, ოპერატორის საკუთარი ფუნქციების გან- 

ტოლებას. ამასთან, ს ფუ§:ქცია საერთო საკუთარი ფუნქციაა ყ9 და ჩ» ოპერა- 

ტორებისა. (103,4)-ზე მარცხნიდან ვიმოქმედოთ ჩი. ოპერატორით 

# ჩ/# 

0 სი... მეცი. -X» ()=#.0,) 8(X,,..- ცანი ჰყ ითა X,/ მ) (103,5) 

თუ გამოვიყენებთ (103,4)-ს და გავითვალისწინებთ, რომ ჩ. ოპერატორის ორ- 

ჯერ ზედიზედ მოქმედებით მივიღებთ საწყის ფუნქციას, გვექნება 

ჩი ა(ა... ხწეულლლ ს)=4%C,.---X,,. XI. ()= 

: =#"ს(X, X,, - >" X-XI + >), (103,6) 

საიდანაც 28=1. (103,7) 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ ჩ. ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობა X=-+1ა 
იმ შემთხვევაში, როცა X=1, ამბობენ რომ ს ფუნქცია სიმეტრიულია, ხოლო იმ 
შემთხვევაში, როცა X=-–-1, ს ფუნქცია ანტისიმეტრიულია. თანახმად ზემოთქმუ–- 
ლისა, სიმეტრიული ფუნქციის შემთხვევაში გვაქვს 

# 

ჩმცხ(CX,..- X/,.ე>+ XL)... X„ ,)= –6თ(C--. X-ს. X,? 0 (103,8) 

ანტისიმეტრიული ფუნქციის შემთხვევაში კი – 

ი 

/0 ათ. აე. XV. LI)ლ=– ს(X„,.. აო 2ცოთს X/ ჯ- (103,9) 

რადგან ჩ ოპერატორი დროზე ცხადად არაა დამოკიდებული, ამიტომ 

# 

40%. -(#, ჩა (103,10) 
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თანახმად (103,2) ფორმულისა, (9, ჩ,,1=0 და, მაშასადამე, X» წარმოადგენს მოძ- 

რაობის ინტეგრალს (0. საკუთარი მნიშვნელობა დროში უცვლელია), მაგრამ 2. 
განსაზღვრავს ფუნქციის სიმეტრიულობას და ამიტომ ვასკვნით: 

იგივურ ნაწილაკთა სისტემის მდგომარეობის აღმწერი ტალღური ფუნქცია 
ნაწილაკების გადასმის მიმართ შეიძლება იყოს სიმეტრიული ან ანტისიმეტრიული. 

ამასთან სიმეტრიულობის ხასიათი დროის მიხედვით არ იცვლება. თუ ფუნქცია 
სიმეტრიულია (ანტისიმეტრიულია) (=0 მომენტისათვის, იგი სიმეტრიული (ანტი- 

სიმიტრიული) იქნება დროის შემდგომ მომენტებშიაც. 

ადვილად შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ, თუ ფუნქცია სიმეტრიულია (ანტი- 

სიმეტრიულია) ორი ნაწილაკის გადასმის მიმართ, იგი სიმეტრიულია (ანტისიმეტ- 

რიულია) ყველა სხვა ნაწილაკის გადასმის მიმართაც. მართლაც, ავიღოთ სამი ნა- 

წილაკისაგან შედგენილი სისტემა VX, X; X) ფუნქციით და ვთქვათ, რომ ფუნქ- 
ცია ანტისიმეტრიულია ჯ და X,-ის გადასმის მიმართ და სიმეტრიულია სხვა წყვი- 

ლების მიმართ. მაშინ ადვილად დავინახავთ, რომ 

დ(CX X:, Xვ) = –“- V(X,, X;, Xვ), 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ V(CX, Xე, Xვ)=0. 

§ 104. ფერმისა და გო ზეს ნაწილაკები 

როგორც დავინახეთ, იგივურ ნაწილაკთა სისტემის მდგომარეობის აღმწერი 

ტალღურე ფუნქცია ან სიმეტრიულია, ან ანტისიმეტრიული. საკითხი, თუ ნაწი- 

ლაკთა აღებულ სისტემას რომელი სიმეტრიის მქონე ფუ5ნ1 ა შეესაბამება, განი- 

საზღვრება ცდის საშუალებით. 

მართლაც, მრავალრიცხოვანმა ცდებმა გვიჩვენა, რომ ნაწილაკები, რომელ- 

თა სპინური კვანტური რიცხვი განისაზღვრება ფორმულით 

8=%, (104,1) 

სადაც #=0, 1, 2.... აიწერება სიმეტრიული ფუნქციით. ასეთ ნაწილაკებს ბოზეს 

ნაწილაკებს ან ბოზონებს უწოდებენ. ხოლო ის ნაწილაკები, რომელთა სპინური 

კვანტური რიცხვი 
„2711 , #=0, 1, 2.... (104,2) § 

აიწერება ანტისიმეტრიული ფუნქციით. ასეთ ნაწილაკებს ფერმის ნაწილაკებს ან 
ფერმოინებს უწოდებენ ნაწილაკთა სისტემა კი აიწერება ე. წ. ფერმი-დირაკის 

სტატისტიკით. ! 

ბოზეს ნაწილაკებს წარმოადგენს: თ ნაწილაკები, + კვანტები, Xჯ მეზონები, 

წყალბადის ატომები. ელექტრონები, ნეიტრონები, პოზიტრონები, პროტონები კი 
ფერმის ნაწილაკებს წარმოადგენენ. 

დავუშვათ, გვაქვს ორი იგივური ატომის გული. როგორც ვიცით, გული 
შედგება ფერმიონებისაგან –– ნეიტრონებისა და პროტონებისაგან როგორი ტალ- 
ღური ფუნქციით აიწერება ეს გულები? რათა ეს გულები გადავსვათ, საჭიროა ამ 

გულების შესაბამის პროტონებსა და ნეიტრონებს ადგილები შევუცვალოთ (გადა- 

ვსვათ). ნეიტრონთა ან პროტონთა თითოეული წყვილის გადასმისას, რადგან ეს 
ნაწილაკები ფერმიონებია, ტალღურ ფუნქციას მამრავლად გაუჩნდება მინუს ერთი. 

თუ ნეიტრონთა რიცხვი #--ია, პროტონთა კი -–- #,, მაშინ ყველა ნეიტრონის 

მეორე გულის ნეიტრონებით შეცვლისას ტალღურ ფუნქციას გაუჩნდება მამრავლი 
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(–1)”, ყველა პროტონების ადგილების შეცელისას კი (–– 1)”, ასე რომ, 

ატომგულების ადგილების შეცვლისას (გადასმისას) ორი გულისაგან შედგენილი 

სისტემის ტალღურ ფუნქციას გაუჩნდება მამრავლი (–- 1)”ჩ ””ი, მაგრამ X0-+Mი 
არის ატომგულის შემადგენელი ყველა ფერმიონის რიცხვი; მას უწოდებენ მასურ 
რიცხვს და აღინიშნება /#4-თი, ამრიგად, ატომგულის ტალღური ფუნქციის სიმეტ- 

რიულობას განსაზღვრავს მამრავლი 

(–1)4, (104,3) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ატომგული აიწერება სიმეტრიული ფუნქციით, 

თუ მისი შემადგენელი ფერმეონების რიცხვი ლუწია, და ანტისიმეტრიულით, თუ 

მისი შემადგენელი ფერმიონების რიცხვი კენტია. აქედან ის დასკვნაც უნდა გავა- 

კეთოთ, რომ ატომგულის შემადგენელი ნეიტრონებისა და პროტონების რიცხვის 
ლუწობისას, მისი სპინი განისახღვრება (104,1) ფორმულით, ხოლო თუ ნაწილაკ- 

თა რიცხვი კენტია, ატომგულის სპინი განისაზღვრება (104,2) ფორმულით. ასე 

მაგალითად: #9, 7,1, 7869, 1)! ფერმიონებს წარმოადგენს, #01, #15, 1819, C)? 

კი –– ბოზონებს. 

§ 105, პაულის პრინციპი 

ფერმის ტიპის იგივურ ნაწილაკთა სისტემისათვის ადგილი აქვს ერთ მნიშვ- 

ნელოვან პრინციპს, რომელიც პაულის პრენციპის სახელწოდებითაა ცნობილი. ეს 

პრინციპი პაულის მიერ ემპირიულად იქნა დადგენილე. კვანტურ მექანიკაში კი, 

იგი უშუალო შედეგია ფერმიონების სისტემის ანტისიმეტრიული ტალღური ფუნქ- 

ციით აღწერისა. ეს პრინციპი ცდის მონაცემთა განზოგადებას წარმოადგენს. ის 
გარემოება, რომ ფერმიონების მდგომარეობის აღმწერი ტალღური ფუნქცია ანტი- 

სიმეტრიული უნდა იყოს, აღარ შეიძლება ეჭვს იწვევდეს. 
განვმარტოთ პაულის პრინციპი ორი ფერმიონისაგან შედგენილი სისტემისა- 

თვის. მიღებული შედეგის განზოგმძლება მრავალი ფერმიონისაგან შედგენილი სის- 

ტემისათვის არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

დავუშვათ, სისტემის მდგომარეობის აღმწერი ფუნქცია არის VCXX,, X., I), 

სადაც X, და X; პირველი და მეორე ფერმიონის ყველა კოორდინატის (სპინურის 

ჩათვლით) ერთობლიობას გამოხატავს. «,, (X,) იყოს პირველი ფერმიონის ინდი- 

ვიდუალური მდგომარეობის ფუნქცია. #», ყველა იმ სიდიდის ერთობლიობაა, რომ- 
ლებიც ფერმიონის მდგომარეობას ცალსახად განსაზღვრავენ (ატომებში ჩვეულებ- 

რივად #, წარმოადგენს #, ს «!,, 1), კვანტური რიცხვების ერთობლიობას). 

ზი, (X,) იყოს იგივე ტიპის ფუნქცია მეორე ფერმიონისათვის. განხილული სისტე– 

მის V(X,, X;, პ) ფუნქცია გავშალოთ თ. (X,), სა,(X) ფუნქციების მწკრივად 

ს(X, X» 09= 2, 210ი, », (9 %,, (XVI) 9, (XI): (105,1) 
MM MM 

როგორც ვიცით 

9», ი, (0) -=| წი,» თ I (105,2) 

სიდიდე გამოხატავს ალბათობას იმისა, რომ ჯ მომენტში პირველი ფერმიონი არის 
, მდგომარეობაში, ხოლო მეორე –– #,-ში. 

გამოვიყენოთ VXX,, X,, ,) ფუნქციის ანტისიმეტრიულობა ნაწილაკთა გადა- 
სმის მიმართ: 
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2 0, ი, (0 ში, Cდ) ბი, I) =-– XI %) თ, „(0 ბი, CC) ზი, (X);  (105,3) 
M. M I) MM 

) და #. ერთი და იგივე მნიშვნელობებს იღებს, ამიტომ ჯამში 7, შეიძლება შე. 

ვცვალოთ ჯკ-ით და პბრიქით; თუ ასეთ შეცვლას მოვახდენთ, ტოლობის მარჯვენა 

მხარეში გვექნება 

ოთ, ი, (0 ზი, (ი) ზი, (%)=-–- 3 69, ი, (0 4,, C) ბი, CV). (105,4) 
ი) I ” 2 

რადგან ბი, (+) და სი (IV) ფუნქციები ორთონორმირებულია, ამიტომ ეს ტოლო- 

ბა მხოლოდ მაშინ შეიძლება გვქონდეს, როდესაც 

Cი, ჩე LC) == C თ). (105,5) 

იმ შემთხვევაში, როცა »,=7#=7, გვექნება C»,ი(ჯჰ)= – Cი.»(ჰ), ე. ი. Cი,ი(,)=0. 

ამიტომ (105,2)-ით განსაზღვრული ალბათობისათვის მივიღებთ 

?0გ,ი(()=9. (105,6) 

ამრიგად, ალბათობა იმისა, რომ ორი ფერმიონი იყოს ერთსა და იმავე კვან- 

ტურ მდგომარეობაში, ნულის ტოლია. ეს დასკვნა პაულის პრინციპის სახელწო- 

დებით არის ცნობილი და იგი მეტად მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ფერმიონთა 

სისტემის შესწავლაში. რადგან ატომის შემადგენელი ნაწილაკები ელექტრონები, 

პროტონები და ნეიტრონები ფერმიონებია, ამიტომ პაულის პრინციპს პირველხა- 

რისხოვანი მნიშენელობა ენიჭება ატომის ელექტრონთა გარსებისა და ატომგულე- 

ბის შესწავლის საკითხში. ატომის თეორიაში პაულის პრინციპს ხშირად ასეც აყა- 

ლიბებენ: 

არ შეიძლება არსებობდეს ისეთი ორი ელექტრონი (პროტონი ან ნეიტრო- 

ნი), რომელთაც ექნებოდა ერთი და იგივე ოთხი კვანტური რიცხვი: X, 1, 7, და 

ჩვ ში 

რადგან თა=+-+-, ამეტომ იმ მდგომარეობაშ., რომელიც ხასიათდება VI, 1, 

”, კეანტური რიცხვებით, შეიძლება მოხედეს მხოლოდ ისეთი ორი ფერმიონი 

(ელექტრონი, პროტონი ნეიტრონი და სხვა), რომელთაც აქვთ საწინააღმდეგოდ 

მიმართელი სპინები. პაულის პრინციპის ასეთი ფორმულირება გამოგვადგება რთუ- 

ლი ატომების შესწავლის დროს. 

§ 106. სიმეტრიული და ანტისიმეტრიული ფუნქციების შედგენა 

როგორც დავინახეთ, ფერმის ნაწილაკთა სისტემის შემთხვევაში ტალღური 

ფუნქციის ანტისიმეტრიულობამ მიგვიყვანა პაულის პრინციპამდე, რომელიც მრა- 

ვალჯერ შემოწმდა ცდით და რომელშიაც დღეისათვის ეჭვის შეტანა შეუძლებე- 

ლია. ჩატარებულია აგრეთვე მრავალი ექსპერიმენტი რომლებიც ეჭვის გარეშე 
ამტკიცებენ, რომ ბოზეს ნაწილაკთა სისტემის ტალღური ფუნქცია სიმეტრიულია. 

ყველა ეს გარემოება მიგვითითებს იმაზე, რომ იგივურ ნაწილაკთა სისტემის დამა– 

ხასიათებელი ფუნქციები ნაწილაკებეს გადასმის მიმართ შეიძლება იყოს მხოლოდ 

სიმეტრიული ან ანტისიმეტრიული. ამ პარაგრაფში ჩვენი მიზანია ამ ფუნქციების 
მოძებნა. 

მეტი სიცხადის მიზნათ განვიხილოთ თვითშეთანხმებული ველის მეთოდი ან 
ჩავთვალოთ, რომ სისტემის ნაწილაკები იმყოფებიან გარეშე ველში, მაგრამ ერთ- 
მანეთთან არ ურთიერთვმედებენ; ასეთი სისტემის ტალღური ფუნქციები ხშირად 
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განიხილება როგორც ნულოვანი მიახლოების ტალღური ფუნქციები. ჩვენ ვაჩვე- 

ნეთ, რომ აღნიშნულ მიახლოებაში წრედინგერის განტოლების ამონახსნი წარმო- 

ადგენს ცალკეული ნაწილაკების მოძრაობის შესაბამისი ტალღური ფუნქციების 
ნამრავლს, ენერგია კი –– ცალკეული ნაწილაკის ენერგიების ჯამს, ე. ი“ 

VX,. 2ე.... XV) =%ა, (X) ხ,, (X:) ·.. თი ,(X/), (106,1) 

10ლ=)1)ს+ #M,+...-I- #09V#V (106,2) 

სადაც ”, არის მდგომარეობის დამახასიათებელი ყველა კვანტური რიცხვების 
ერთობლიობა. ატომში, მაგალითად, ? წარმოადგენს 2, 1 მ, და MI კვანტური 

რიცხვების ერთობლიობას. »,-ის ქეეშ, ჩვენი შეთანხმების თანახმად, ვიგულისხ- 

მებთ ჯ-ური ნაწილაკის ყველა კოორდინატს სპინური კოორდინატის ჩათვლით. 

მართალია (106,1) ფუნქცია წარმოადგენს შრედინგერის განტოლების ამო– 
ნახსნს, მაგრამ მასში არ არის გათვალისწინებული ის გარემოება, რომ იგივურ 

ნაწილაკთა სისტემის ტალღური ფუნქცია უსათუოდ უნდა იყოს სიმეტრიული ან 

ანტისიმეტრიული. სხვანაირად რომ ეთქეათ, ეს ფუნქცია საკუთარი ფუნქცია 

უნდა იყოს ნაწილაკთა გადასმის ოპერატორისაც. ცხად“ა, რომ (106,1) ფუნქციას 

აღნიშნული სიმეტრია არ გააჩნია, მაგრამ ჩვენ შეგვიძლია მოვახდინოთ მისი სი- 

მეტრიზაცია. ამის საშუალებას გვაძლევს ის გარემოება, რომ შრედინგერის გან- 
ტოლება წრფივია და მას აკმაყოფილებს არა მხოლოდ (106,1), არამედ ამ ფუნქ- 

ციის ნებისმიერი წრფივი კომბინაცია. ამასთან, V წრფივი კომბინაციის წევრებად 

შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერად გადანაცვლებული ნაწილაკების შესაბამისი ფუენქ- 

ციები. 

ჯერ განვიხილოთ იგივურ ნაწილაკთა ფერმის სისტემა. ასეთი სისტემის ტალ– 

ღური ფუნქცია უნდა იყოს ანტისიმეტრიული ნებისმიერი ორი ნაწილაკის გადა–- 

სმის მიმართ. პირველად შევისწივვლოთ ორე ნაწილაკის სისტემა. თვითშეთანხმე- 

ბული ველის მიახლოებაში სისტემის ტალღური ფუნქცია ტოლი იქნება 

“,(X, 25) =რი, (X,) ბ, (X). (106,3) 

შრედინგერის განტოლებას იგივე ენერგიით აკმაყოფილებს აგრეთვე ტალღური 

ფუნქცია, რომელიც. (106,2)-საგან განსხვავდება ნაწილაკთა გადასმით, ე. ი. 

რა(Xც X) = დი, (X:) ზი, (X,)- (106,3”) 

ცხადია, რომ შრედინგერის განტოლებას დააკმაყოფილებს შემდეგი ფუნქციაც 

სა, X) =4L%%, Cი) ზ,, CC) – ბ,, (XV) ზი, CI, 006,4) 
რომელიც ანტისიმეტრიულია ნაწილაკთა გადასმის მიმართ. ,4-ნორმირების კოე- 

ფიციენტია. მაშასადამე, აღნიშნულ მიახლოებაში ჩვენ ვიპოვეთ ორი ფერმის ნა- 

წილაკის სისტემის ტალღური ფუნქცია. 
უფრო დიდი რიცხვის ნაწილაკთა სისტემის ანტისიმეტრიული ტალღური 

ფუნქციების დასაწერად ხელსაყრელია შემოვიღოთ სრულიად ანტისიმეტრიული 
ერთეულოვანი აქსიალური ტენზორი. ასეთ V რანგის ტენზორს დ, ნვათაა აქვს 

შემდეგი თვისებები: ნებისმიერი ორი ინდექსის გადასმისას ნიშანს იცვლის საწი- 
ნააღმდეგოთი, თუ რომელიმე ორი ინდექსი ტოლია, მაშინ ტენზორი ნულს უდრის, 

იგი უდრის ერთს, როცა (§,, ?,,... 2 ინდექსების დასალაგებლად ნორმალური თან- 

მიმდევრობით (ე. ი, 1. 2, 3... #) საჭიროა ტრანსპოზიციათა ლუწი რაოდენობა 

და უდრის მინუს ერთს, როცა ინდექსების ნორმალური თანმიმდევრობით დასა- 

ლაგებლად საქიროა ტრანსპოზიციათა კენტი რიცხვი. განმარტებიდან (ცხადია, 
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რომ ნულისაგან განსხვავებული იქნება 8, ("I ტენზორის მხოლოდ XI ელე– 

მენტი და თითოეულ ამ ელემენტის მნიშვნელობა ტოლია ან -+1-ის ან -- 1-ის., 
ამიტომ 

» დ, (ე ''I,=XVI (106,5) 

წე (9 „-. IM 

ჩვენ დაგვჭირდება შემდეგი ორი ფორმულაც, რომელთა გამოყვანა საკმარისად, 

ადვილია: 1 

M 

ჯე წია 8! '''I,=(V- 18, V, (106,5”) 
"ვ.ს IV 

=> –” – 
ს ნ Iეხვიოო წერდი (ცენ (M--2)! (9, მეცნ, I:9,I 1) (106,5”) 

წვ -.. IM 

(106,3) და (106,3”)-დან აშკარაა, რომ კოორდინატების გადასმა ეკვივალენტურია 
კვანტური რიცხვების გადასმისა, ამიტომ თუ განვიხილავთ მეორე რანგის 8, ს 

ერთეულოვან ტენზორს, მაწინ ორი ფერმიონის (106,4) ანტისიმეტრიული ფუნქ- 

ცია შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

2 

MM #)=4 > 80 „ში, I) მი, CV). (0106,9 
(.01=1 

რადგან 8,:=1, 86.=-–-1, ხოლო 6, =6:=0, ამიტომ (106,6) ფუნქცია მართ- 

ლაც ემთხვევა (106,4)-ს. 

მოვახდინოთ (106,6) ფუნქციის ნორმირება, მოვითხოვოთ, რომ 

I VI+6C, XI) VI(X,, X,) რ, ძთ,=1 (106,7) 

ამასთან, რადგან X-ში შედის დისკრეტული სპინური ცვლადიც, ჩვენ ვიგულისხ- 

მებთ, რომ ინტეგრაციაში ჩართულია აჯამვაც სპინური ცვლადების მიხედვით. შე–- 

ვიტანოთ (106,6) ფუნქცია ნორმირების (106,7) ინტეგრალში, გვექნება 

+>თ 

4% 26, ,65065 | რც); %) 05 · 
"ა : #% –თ 

+თ 

| რ,თაბიკ (X)ძ5<,=1 (106,8) 

ვიგულისხწოთ, რომ ცალკეული ნაწილაკის ტალღური ფუნქციები ორთო-ნორმი- 
რებულია, მაშინ (106,8)-ში შემავალი ინტეგრალები შესაბამისად ტოლი იქნება 

9, ( და 6. I. -ის; ასე რომ, 

#2, 260 666690090 #4 =1 (196,9) 24 44, 
11 152 (1 /5 

  

1 იხილეთ სა;არჯიშო ამ თავის ბოლოს, 
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ფილტრაციის თვისების გამოყენებით გეექნება 

#38, -! (106,10) 
ი 

რაც (106,5) ფორმულის თანახმად მოგეცემს ,4= 1/1/2!. მაშასადამე, ორი ფერ- 

მის ნაწილაკის ნორმირებულ ანტისიმეტრიულ ტალღურ ფუნქციას ექნება სახე 

VV, X.)= (%)%,, (629) – ზი, (X.) რი, (CX))- (106,1 1) 
1 I 

172." 

შევნიშნოთ, რომ ეს ფუნქცია შეგვიძლია გამოვხატოთ მეორე რანგის დღეტერმი- 

ნანტის სახითაც; კერძოდ, 

1 ხი, (X,) ხი, (XI) 
VVX%, X-)ლ–-–- (106,12) 
"72 | 9,6) ზ,,(%) 

ეს გასაგებია, რადგან ტალღური ფინქიიის ჩაწერა 

"ICC, X,) = >> 2 აჭ დ.ი ზი, , IX) მ ი, (X.) (106,13) 

სახით წარმოადგენს მეორე რანგის დეტერმინანტის განმარტებას 8, I, ტენზორის 

საშუალებით. 

ახლა განვიხილოთ სამი ფერმის ნაწილაკის სისტემა. ამ შემთხვევაში საჭი- 

როა მოვახდინოთ სიმეტრიზაცია ზი, (X) ს, (X:) დეკ (Xა) ნამრავლისა. თუ გამოვი- 

ყენებთ მესამე რანგის § 8. წ ტენზორს, მაშინ საძიებელი ფუნქციისათვის გვექ- 

ნება გამოსახულება 

V6ი, X X) =4 % 6 C (აზი, (0) ზი,, CX)) მი, (კ). (106,14) 

ს I ვ 

მოვახდინოთ ამ ფუნქციის ნორმირება. რადგან მესამე რანგის ტენზორის შემთხ– 

ვევაში (106,5) ჯამი 3!-ის ტოლია, ამიტომ ნორმირებულ ტალღურ ფუნქციას სამი 

ფერმიონისათვის ექნება სახე 

1 VI, X, X)=-> ვ» > ა წ, სც შიV7, (XI) %»,, (XI) ში, (ვ) (106.,15) 

ს სარი 

გაშლილი სახით (106,15) ასე დაიწერება: 

1 
VVX%, X6, Vე)= 776" (62) ზი, (X+) რიკ (–)+ბ%ი, (625) ხი, (+) ბზ. (X,)+ 

+ სი, (X.) სში, (X) თი (X) –– 'ი, (X,) რი, (XI) ზიკ (X) – 

– ზი, (X.) ზი, (+) ზი. (X3) – ბა, (Xე) სი, (629) ბიე “ი)I, (106,16) 

ცხადია, რომ ეს ფუნქცია ნიშანს იცელის ნებისმიერი ნაწილაკთა წყვილის გადა- 

სმის დროს. (106,16) ფუნქცია წარმოადგენს მესამე რანგის დეტერმინანტს 

რ,, (ჯა ზი, (XI) ზი, (Xა) 

VII, X, X2ტ)ლ–-–= 7 8L სი, (X) სი, (X) რი, (X) |. (106,17) 

შიე(X) სი. (X,). თი, (X3) 
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ახლა განვხილოთ X ფერმის ნაწილაკის სისტემა. მაშინ საჭიროა სიმეტრიზაცია 
მოვახდინოთ (106,)) ტალღური ფუნქციისა. ამას ადვილად მოვახერხებთ #-ური. 

რანგის წია.” ტენზორის დახმარებით. თუ გავიხსენებთ (106,5) ფორმულას, 

ნორმირებული ანტისიმეტრიული ტალღური ფუენქციისათვის შეგვიძლია დავწეროთ: 

VII. X,... X,)= 
  2 დ, '. IV ზი,, C%) ზი, (X)... სი, (106.13) 

( 

რომელიც წარმოადგენს შემდეგ დეტერმინანტს 

ხი, (თ) თი, (X,) ·>-Vი, (X,) 

1 _ | მი,(X%) წა, (X:) ·-· წი, (X») . (0106,19) 
VI CIC, XX... X,) = 7 XI 

სის (X,) სიც (2) --· წი, (X,) 

ამ დეტერმინანტს სლეტერის დეტერმინანტს უწოდებენ. ცხადია, რომ ნებისმიერი 
ორი ფერმიონის გადასმისას (106,19) ფუნქცია ნიშანს იცვლის. მართლაც, ორი 

ხაწილაკის გადასმა (106,19) დეტერმინანტში იწვევს ორი სვეტის ადგილების შე– 
ცვლას, რაც დეტერმინანტის თვისებით გამოიწვევს მინუს ნიშანზე გამრავლებას. 
როცა ორი ფერმიონი ვთქვათ, ჯ და #; ერთსა და იმავე მდგომარეობაში იმყოფე- 

ბა, მაშინ ერთმანეთის ტოლია /), და #, კვანტური რიცხეები (ე, ი. #7, 1, »1,. კ 

რიცხვები), დეტერმინანტში ტოლი აღმოჩნდება 1-ური და #-ური: სტრიქონები, 

ასეთი დეტერმინანტი კი ნულის ტოლია. როგორც ვიცით ეს უკანასკნელი გამო- 

ხატავს პაულის პრინციპის შინაარსს. 

ახლა განვიხილოთ ბოზეს ნაწილაკთა სისტემა. ბოზეს ნაწილაკები არ ემორ- 

ჩილებიან პაულის პრინციპს, ამიტომ მათი ერთ მდგომარეობაში მოხვედრა, აკრძა- 

ლული არ არის, ვთქვათ, გვაქვს ორი ბოზეს ნაწილაკი. მაშინ დამოუკიდებელ 

ნაწილაკთა მიახლოვებაში სისტემისს ტალღურ ფუნქციას კვლავ ნამრავლის სახე 

აქვს, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

VICX,, X2) = დი(X,) დი(X) (106,20) 

სადაც იგულისხმება, რომ ორივე ნაწილაკი ერთსა და იმავე კვანტურ #-მდგომა- 

რეობაში იმყოფება. ამასთან ცხადია, რომ (106,20) ფუნქცია სიმეტრიულია ნაწი- 
ლაკთა გადასმი» მიმართ. მაგრამ ორი ბოზეს ნაწილაკი განსხვავებულ ჯ, და 7, 

მდგომარეობაშიაც შეიძლება იმყოფებოდეს, ამიტომ მათთვის შეგვიძლია დავწე- 

როთ შემდეგი ნორმირებული ფუნქცია: 

. 1 VICX,, X,) = 372. IM, (X,) დი, (XI) +დი, (X;) დი; (X))) · (106,21) 

ეს ფუნქცია სიმეტრიულია X»X, და X,-ის, ე. ი. ნაწილაკთა გადასმის მიმართ. ანა- 

ლოგიურად დავწერთ ბოზეს ნაწილაკთა სისტემის სიმეტრიულ ტალღურ ფუნქ- 
ციას იმ შემთხვევაში, როცა თითოეული ბოზონი განსხვავებულ კვანტურ მდგო- 

მარეობაში იმყოფება. (106,18) ფუნქციის ანალოგიურად გვექნება 

V,(X, X2,-·· X,,)= 

3, 606” მი, (რ) “ო, 00) -- ზი, ,C,)  _ (106,22) 
V XI . 

მვ Iვგ..IMV 

 



სადაც დ, ("IV ტენზორის როლი დაიყვანება მხოლოდ იმაზე რომ ყველა ნაწი– 

ლაკს განსხვავებული კოორდინატები ჰქონდეს. იგი ამ შემთხვევაში შეგვიძლია 
შევცვალოთ გადანაცვლების ოპერატორით 

1 »M, 
Vა(X. 1ევაა XI) 7 MI ბეჩა, (X,) “ი, (X,) ...თიX,) (106,23) 

'ი 

სადაც აჯამვა აიღება ყველა შესაძლო VI გადანაცვლებით. 

თუ ყველა # ნაწილაკი ერთ „ მდგომარეობაში იმყოფება, მაშინ გვექნება 

მხოლოდ ერთი სიმეტრიული ფუნქცია 

V/Cი, XV. X,)=0ი(X) რ,(X) -.-შიC,)- (106,24) 

შეიძლება განხორციელდეს ისეთი მდგომარეობაც. როცა ერთსა და იმავე მდგო– 

მარეობაში რამდენიმე ნაწილაკი იმყოფება. ეთქვათ, მაგალითად, I, კვანტურ 

მდგომარეობაში იმყოფება ჯ), ბოზონი; ჯ/, კენტურ მდგომარეობაში – ე და ა. შ. 

”კ მდგომარეობაში კი კ. აშკარაა, ამასთან რომ »), ++ ...-+.= V. ამ შემ. 

თხვევაში გვექნება 

IV 2... X„)= სი, (6V) ზი, (X) ... ზი, (Xთ, ა) Iთი, (LV, +ი: 

სი, (Xო, +2) ·"- სი:(Xო, +თე)1--- (106,25) 

„..თი, (X/)- 

თითოეული კვანტური მდგომარეობის შიგნით მოხდენილი გადანაცვლება (106,25) 

ტალღურ ფუნქციას არ ცვლის. ასეთ გადანაცვლებას არაეფექტური ვუწოდოთ. 

ყველა ის გადანაცელება კი, რომლებიც ახდენენ განსხვავებულ კვანტურ მდგომა- 

რეობებში მყოფი ნაწილაკების გადანაცვლებას, (106,25) ფუნქციას ცვლის. ასეთ 

გადანაცვლებებს კი ეფექტური გადანაცვლებები ვუწოდოთ. ადვილი მისახვედრია, 

რომ ყველა შესაძლო VI გადანაცვლებიდან 

თ = X#I (106,26) 
მე! 181. მ/კ! 

გადანაცვლება იქნება ეფექტური. გასაგებია ამის გამო, რომ განხილულ შემთხვე- 

ვაში ნაცვლად (106,23) ფუნქციისა გვექნება შემდეგი სიმეტრიული ფუნქცია 

V.(XV მივვთა X,)= 

-– 
1 ' 

აეაეიძთძრიის 
9 ა 
ს
რ
ა
 

როცა თითო კვანტურ მდგომარეობაში იმყოლება თითო ნაწილაკი, მაშინ 

თ! ლ–...=17,1=1 და“ ქ=X#M17 შედეგად (106,27) ფუნქცია გადავა (106,23)-ში. 

ამგვარად, ჩვენ ჟკხედავთ, რომ ანტისიმეტრიული ფუნქციები მხოლოდ მაშინ 

მიიღება, როცა ყველა ნაწილაკი განსხვავებულ მდგომარეობაში იმყოფება, სიმეტ- 
რიული კი – ორივე შემთხვევაში, 
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§ 1ი;. არაურთიერთმოქმედ ნახევარსპინიან ნაწილაკთა 

ტალღური ფუნჰციები. ტალღური ფუნქციის სიმეტრიულობის 

დამოკიდებულება მომენტზე 

ზემოთ X-ში ყველგან ვგულისხმობდით ოთხივე ცვლადს, როგორც ჩვეუ- 

ლებრივ კოორდინატებს, ისე სპინურ კოორდინატებსაც. მძლავრი სპინ-ორბიტ:- 

ლური ურთიერთქმედების გამო, ზოგად შემთხეევაში ტალღური ფუნქცია არ 
შეიძლება გაიყოს კოორდინატულ და სპინურ ტალღურ ფუნქციებად, მაგრამ 
არსებობს შემთხვევები, როცა იგივური ნაწილაკების სპინებსა და ორბიტალურ 

მომენტებს შმორის ურთიერთქმედება იმდენად მცირეა, რომ იგი შეგვიძლია უგუ- 

ლებელვყოთ. ასეთ შემთხევევაში, მაგალითად, თვითშეთანხმებული ველის მიახლო- 

ვების ჰამილტონიანში 

, IM 8 
8= X|-2; 2. + 70) (107,1) 

ლ1 2 

პოტენციალური ენერგია დამოკიდებულია მხოლოდ სივრცულ კოორდინატებზე. 

ამ დროს სპინური და ჩვეულებრივი კოორდინატები დამოუკიდებლად იქცევა და 
სისტემის ტალღური ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც ორი ფუნქ- 

ციის ნამრავლი, რომელთაგან ერთი მხოლოდ კოორდინატების ფუნქციაა, მეორე 

კი –– სპინების, ე. ი. 

V/C-, წე... რ 5), 5,,.-- 5) =0(L, IL... ”V) “(5,, 5, -· 5V). (107,2) 

2 რ6, 5, ...5)-ს უწოდებენ სპინურ ფუნქციას. სიმეტრიულობის ან ანტისიმეტ- 

რიულობის პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს ს2/ ნამრავლი. ამასთან, გადანაცვ- 

ლების ჩ. ოპერატორი შეგვიძლია განვიხხიილოთ როგორც ორი ოპერატორის 

ნამრავლი ჩ,(C, §)= ჩაო ჩ,„.(5), რომელთაგან ერთი გადასვამს სივრცულ კოორ- 

დინატებს მეორე კი –– სჰინურს, ე. ი. 

ჩარ 8) V = (იცო ს) (0,,(5) «/). (107,3) 

ფერმის ნაწილაკების შემთხვევაში VI უნდა იყოს ანტისიმეტრიული ფუნქცია, ამე- 

ტომ, როცა კოორდინატული ფუნქცია სიმეტრიულია სპინური ფუნქცია უნდა 

იყოს ანტისიმეტრიული და პირიქით. ბოზეს ნაწილაკების შემთხვევაში, როგორც 

კოორდინატულ, ისე სპინურ ფუნქციას ერთნაირი სიმეტრიულობა უნდა ახასია- 

თებდეს. მაშასადამე, განხილულ შემთხვევაში ჩვენ დაგვჭირდება ცალკე კოორდი- 
ნატული და ცალკე სპინური, გარკვეული სიმეტრიის მქონე, ტალღური ფუნქციე- 
ბის შედგენა, 

განვიხხილოთ ორი ფერმის ნაწილაკის სისტემა. მაშინ 

VICI, წე; 5, 5:)=40LI,, „,) « (§,, 5,). (107,4) 

როცა ნაწილაკებს შორის ურთიერთქმედება არა გვაქვს ან ეს ურთიერთქმედება 
შეგვიძლია თვითშეთანხმებული ველით შევცვალოთ, წინა პარაგრაფში განხილული 
მეთოდის გამოყენებით ადვილად დავწერთ კოორდინატულ ტალღურ ფუნქციას 

, 1 

VL(Cს, IM) –72 (დი, (რ) ზი, (L,) + %,/, (C) ზი, (წე) - (107,5) 

ამასთან, ზედა ნიშანი გვაძლევს სიმეტრიულ ფუნქციას, ქვედა. კი -- ანტისიმეტ- 
რიულს. მაშასადამე, დაგვრჩა მოსაძებნი სპინური ტალღური ფუნქცია. ასეთი 
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ფუნქცია კლებშ-ჟორდანის კოეფიციენტების გამოყენებით ჩვენ უკვე ვიპოვეთ 
§ 50-ში, მაგრამ საჭიროდ მიგვაჩნია მათი ხელახალი მიღება შედარებით უფრო 

ფორმალური გზითაც. 
ნაწილაკის სპინური ფუნქცია გვიჩვენებს, თუ რა მნიშვნელობის მიღება 

შეუძლია სპინს მოცემული მიმართულებით (ამ მიმართულებად ავიღოთ #გ- -ღერძის 

მიმართულება). როგორც ვიცით, სპინური ფუნქციებისათვის შემოღებულია სპე- 
ციალური აღნიშვნები თ და 8. პირველი გვიჩვენებს სპინის პარლელურობას 

#§-ღერძთან, მეორე კი იმ:ს, რომ სპინს #-ღერძის საწინააღმდეგო მიმართულება 

აქვს. იმ გარემოებას, თუ რომელი ნაწილაკის სპინის პროექციაზეა ლაპარაკი, 

აღნიშნავენ ასე: თ(1), 3(2) რაც ნიშნავს, რომ პირველი ნაწილაკის სპინი „-ღერ- 

ძის პარალელურია, მეორესი კი –– ანტიპარალელური. მიუხედავად იმისა, როძ სპი- 

ნურ ოპერატორებს პირველი და მეორე ნაწილაკისათვის სავსებით ერთი და იგივე 

სახე აქეს, ისინი მხოლოდ იმ ნაწილაკის სპინურ ფუნქციაზე მოქმეღებენ, რომ- 

ლის შესაბამის სპინურ ოპერატორსაც წარმოადგენენ, ასე მაგალითად, თ) მოქმე- 

დებს მხოლოდ პირველი ნაწილაკის სპინურ ფუნქციაზე, თ კი -- მეორე ნაწილა- 

კის სპინურ ფუნქციაზე. სპინ ერი ფუნქციები შეიძლება ასეთი მატრიცების სახით 

ჩაიწეროს: 
XI, “თ, #, ს, =8, (107,6) 

ს სასა “... 
ამ ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობა მატრიცულად ასე გამოიხატება: 

VI IX, „თ პა=ნთოს CI, IL =უ 1/2) (107,8) 

ორი ნახევარსპინიანი ნაწილაკის შემთხვევაში სისტემის სპინი § გამოისახება ფორ- 
მულით 

5=5,+5,, 1/, =მუ, 1, 5,= Vაწ, (107,9) 

სადაც §, და §, სათანადოდ პირველი და მეორე ნაწილაკის სპინებია და 

§,.= 4 C;=I1, 2) (107,10) 

თე(C2, თა, თ9) პაულის მატრიცებია. ორი ნახევრის ტოლი სპინის შემთხვევაში ”შე– 

საძლებელია შემდეგი მდგომარეობები: 

II I II ! 
თ(1) (2) წ(1) %(2) (1) (2) 1) თ(2) (107,11) 
ა-__- M#=0 

ამ მდგომარეობებიდან შეგვიძლიეა შევადგინოთ შემდეგი სპინური ფუნქციები: 

913,,(1, 21=ძ01) (2) ! 

%1)1(L 2) =83(1) 8(2) 8§=1. (107,12) 

ში, აე , 2)= 
  1 ”, 

175. (%(1) 8(2)+ X(2) 83(1)) 

%5, 0, 2= ეწ2-150) 80) – X2) 8C))) §8=0.   
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სპინური ტალღური ფუნქციისათვის შემოვიღეთ აღნიშვნა 8,100, 2). ეს ფუნქ- 

ციები ორთო-ნორმირებულია პირობით 

(ფ5 46) ემას) =ბყ8, 0M.M:. (107,13) 
ჩვენ ეხედავთ, რომ ნაწილაკთა სპ პინების გადასმისას (ე. ი. 1-ის შეცელით 2-ით) 

პირველი სამი ფუნქცია არ იცელება, მეოთხე კი ნიშანს იცვლის, ე. ი. ორი ნა- 

ხევარსპინიანი ნაწილაკისათვის სულ გვექნება ოთხი ფუნქცია, აქედან სამი სიმეტ- 

რიული, ერთი –– ანტისიმეტრიული. 

რადგან (§', 8.)=0, ამიტომ მიღებული სპინური ფუნქციები საერთო საკუ- 

თარი ფუნქციები უნდა იყოს როგორც §: ისე 8. ოპერატორებისა, ე. ი. უნდა 

დაცული იყოს გ:ანტოლებები; 

§.9/5/%(1, 21= ნ X/,8.5M 0, 2), 
12 5 5 (107,14) 

წუ 

ი 22, 5. =წ3 თ/ 541 5 #. ი (CV 2)=ჩ 5(5+1))#,. 5(1, 2). 

პირველ განტოლებაში ჟება ფუნქციის შეტანით მივიღებთ, რომ => შეესაბა- 

მება 1/კ= 1 პროექციას, #11 შეესაბამება»: პ#/=-1 პროექციას, ხოლო 28/# 

და #90 საერთო სპინის ნულოვან პროექციას 1/,=0. (107,14)-ის მეორე გან- 

ტოლება კი საშუალებას მოგვცემს სრული სპინის მნიშვნელობების განსაზღვრისა. 

თუ გავიხსენებთ, რომ §1=857 + §: +2§, §, და გავითვალისწინებთ (107,10) განმარ- 

ტებას, მაშინ ამ გახტოლებას ექნება სახე 

49(9 +1) / 54M= (თI + თ" +2(01 05)) 9 54%, (007,159) 
რადგან ფა? = თა? =3, ამიტომ 

25(9+1) 8/ 544:= (3 + (09 თ))) 6/ 5415 (107,160) 
როცა « 5MMაის ნაცვლად შევიტანთ (107,12) ფუნქციებს, გამოსათვლელი გვექ- 

ნება (თ? თე) =(1) 8(2) და (Cთ1 09) თ(2) 3(1) კომბინაციები, ამიტომ გამოვთვალოთ 

ისინი წინ-სწარ. გვაქვს: 

თ-წ9(00+. თ-(0()“ 
____. 
ი-6-960)-:)-> «-6 9(9-+ 

ამ ფორმულების გამოყენებით ადვილად მივიღებთ, რომ 

(თ; თ2) თ(1) 3(2) = 23(1) თ(2) –– (1) 8(2), (107,18) 
(თ? თ1) (2) 3(1)= 28(2) თ(1) –– CX(2) 8(1). 

და (107,14)-ის მეორე განტოლება მოგვცემს 
8(5+1))ფ 5M#=28(5M: ყ§(9-+1)9/5M-0, (107,19) 
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საიდანაც 8=1 სიმეტრიული ფუნქციისათვის და წ=0 –– ანტისიმეტრიულისათვის. 

რადგან 8/1ბპ ფუნქციისათვის 8§=1 და 1/,=0. ამიტომ იგი შეესაბამება სპინის 

გ-ღერძის მართობულ ორიენტაციას. 

ამგვარად, როცა გვაქვს ორი ნახევარსპინიანი ფერმის ნაწილაკი, მაშინ ამ 

სისტემის კოორდინატული ფენქცია, როცა სისტემის სრული სპინი 5=1, ანტი- 

სიმეტრიულია და სიმეტრიული, როცა 9=0. მდგომარეობას §=1 სპინით უწო- 

დებენ ტრიპლეტურს, 9=:0 სპინით კი –– სინგლეტურს. ცხადია, რომ ტრიპლე–- 
ტური და სინგლეტური მდგომარეობების წონები შესაბამისად იქნება 3/4 და 1/4. 

ზემოთქმულის თანახმად ადვილად დაიწერება ორი ნახევარსპინიანი ნაწილა– 

კის სრული ტალღური ფუნქციები: 

ყი. Cთ,, L; 5, 5)= 

1 1M · 
–:7> (ბ., (ეა, (რ)– ზი, (ლ) ზი (რ)) % I,,V,(1,2)  (107,20) 

100 · – 

V,, ი თ რ ა 8) =. 

1 00 
= 373 7ა (L,) ზი, (ს)+ბ"ი, (CL) ხი, (C8)) %I, 1/, (I, 2) (107,21) 

პირველი ფუნქცია შეესაბამება ტრიპლეტურ მდგომარეობას მეორე––სინგლეტურს. 

ახლა შევადგინოთ სამი ფერმის ნაწილაკის სპინური ტალღური ფუნქციები. 

რა მნიშვნელობა ექნება სრულ სპინს? ორი რომელიმე სპინის შეკრებით მივიღებთ 
59,.=0, 1, რომელთა შეკრებით მესამე სპინთან მივიღებთ § = 3/2, 1/2 და 5=1/2, 

ამიტომ გვექნება (2 > + ') +2 (2 · + + 1 სპინური ფუნქცია სრული 

სპინის პროექციებისათვის გვექნება მნიშვნელობები #L97,, = 3/2, 1/2, ––1/2, ––3/2, 

1ჩM/,=23>1/2. ამიტომ შეგვიძლია შევადგინოთ მდგომარეობები: 

1:11 I I 1 ” I 1. 1 

«(1) 2) «/3), 8(1) 8(2) %3), (1) 2) 83), (1) 1233) ცი7, 27) 
I 1 | I ! I I I I . 

8(1) (2) X(3), 9(1) თ(2) X3), თ(1) 8(2) (3), 8(1) 8(2) თ(3) 

ამ მდგომარეობებს შეესაბამება ფუნქციები: 

9 7 1/95 == თ(1) თ(2) თ(3), 

რშ/ /9– 5 = ზ(1) 8(2) 8%(3) , 

1 
შ/ე 1/ე _ _– =57/ფ (%(1) თ(2) 8(3) -L (1) 8(2) თ(3) + 8(1) (2) «(3)), 

  

დ 
ა 87% –MM = =-–I8(1) 8(0) «()-L%1) 0) #3) +%(1) 30) 3), 

) (107,23) 

1 

#6. 

1 
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  შ/ /1M-= –-==(%(1) X(2) 8(3)+ «(1) 8(2) (3) –– 28(1) თ(2) X(3) ) 

  შ/ /MM-/= (8(1) 3(2) (3) + 8(1) თ(2) 3(3) –– 2(1) 8(2) 3(3)) 

ქ8!



1 გ." ს. 1>> (თ(2) 3(3) –– 8(2) (3) |), 

8-0 = 1 I3(2) (3) –– %(2) 8(3)|, 

პირველი ოთხი ფუნქცია სიმეტრიულია სამივე ნაწილაკის სპინის გადასმის მიმართ, 

მეხუთე და მეექვსე ფუნქცია სიმეტრიულია 2 და სამი ნაწილაკის მიმართ, ხოლო 
ბოლო ორი ანტისიმეტრიულია 1 და 3 ნაწილაკის სპინების გადასმის მიმართ. 

ტალღური ფუნქციის სიმეტრიულობის დამოკიდებულება მომენტზე. განვი- 

ხილოთ ორი ნახევარსპინიანი ფერმიოვი და დავუშვათ, რომ მათ შორის ურთი- 

ერთქმედებას აქვს ცენტრალური ხასიათი. ამ ორი ნაწილაკის შემაერთებელ რა- 

დიუსვექტორს ეკგნება სახე „=წხ–- ს. მაშინ ამ ორი ნაწილაკის სივრცული კოორ- 

დინატების გადასმა ნიშნავს („ს --IL,)-ს. ე. ი. L იცვლება – ით. ცენტრალურ 

ველში ფარდობითი მოძრაობის ტალღურ ფუნქციას აქვს 7”/,I0.) X,თ(მ, ჯ) სახე, 

ამიტომ L –> –– LL გარდაქმნის დროს #->;, 0ნ->»X>–0 და დ->X+დ. ასეთი გარ- 
დაქმნისას სფერულ ფუნქციას წინ უჯდება (–1)/ მამრავლი. ე. ი. კოორდინატუ- 

ლი ტალღური ფუნქცია სიმეტრიულია, როცა 1 ლუწია და ანტისიმეტრიული, 

როცა 1 კენტია. ამგვარად, ცენტრალური ურთიერთქმედების ღროს კოორდინა- 

ტული ფუნქციის ლუწობა და სიმეტრიის თვისებები ერთმანეთს ემთხვევა და ო”#ი- 

ვე ფარდობითი მომენტით განისაზღვრება. 

ფერმის ნაწილაკების სრული ტალღური ფუნქცია ანტისიმეტრიული უნდა 

იყოს ნაწილაკთა გადასმის მიმართ (ე. ი, სივრცული და სპინური კოორდინატე- 
ბის ერთდროული გადასმის მიმართ), ამიტომ ტრიპლეტურ მდგომარეობაში 9 =1 

რდიმეტრიული სპინური ფუხქცია!) დასაშვებია მოძრაობა მხოლოდ კენტი აზიმე- 

ტალური კვანტური რიცხვებით, მაშინ როდესაც სინგლეტურ მდგომარეობაში 
5=0 მხოლოდ და მხოლოდ ისეთი ფარდობითი მოძრაობაა დასაშვები, რომელიც 

ხასიათდება ლუწი აზიმუტალური კვანტური რიცხვებით. ასე მაგალითად, §-მდგო- 

მარეობადი (1=0) შესაძლებელია მხოლთდ #=0, ე. ი. მდგომარეობა იქნება სინ- 

გლეტური და ა. შ. 

რადგან სპინების გ:დასმისასს (107,12) თუნქციის ნიშანს განსაზღვრავს 

(– 1). მამრავლი, ამიტომ ორი ფერმის ნაწილაკის ფარდობითი მოძრაობის 
სრულ ტალღურ ფუნქცია, ნაწილაკთა გადასმის დროს გაუჩნდება (--1)/154) 
ნიშანი. საიდანაკ, როცა §=1, მაშინ 1=1, 3, 5... და, როცა 9=0, მაშინ 

1=0, 2, 4... და ა. შ. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. ვიპოვოთ, რის ტოლია (თ? თა) გამოსახულების საკუთარი მნიშვნელობები. 

ამოხსნა. (107,16) ფორმულიდან აშკარაა, რომ 

(9 თ9)==25(5-L1)–-ვ, (107,294) 
საიდანაც მივიღებთ 

(თ თ)=–- 3, როცა 5=0. 
(107,25) 

(9 ძ:)=1, როცა 5=1, 

ე. 9. ტრიპლეტურ მღგომარეობაში საკუთარი მნიშვნელობა 1-ის ტოლია, სინგლეტური კი--3-ის. 

2. (თ) «ა გ.2ოს.ხულების საშეალებით შევადგინოთ ისეთი ოპერატორი, რომელსაც ექნე- 

გა საკუთარი მ5მვნელობები: -LI, როცა 5=1 და 1, როცა 5=0. 
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პას უ ხი; 1L( იფ) 
თმ თ 

ჩ-- ე) 2. (107,26) 

ვ, (107,212) სპინური დუნქტიები ისე ჩაეწეროთ, რომ 4/ ' და “ 10-/ ფუნქციები 

სიმეტრიული და ანტისიმეტრიული იყოს 1 და 2 ნაწილაკის გაღასმის მიმართ. შეადარეთ § 50-ის 
ბოლოში განხილულ მაგალითს. 

4. დავამტკიცოთ, რომ თუ 6, რ. "IV M-რანგის ერთეულოვანი სრულიად ანტისიმეტ- 

რიული ტენზორია, მაშინ 

2 §, (ე '“'VV 61 (0 IV“ (M-- 1) ბ,, /,. (107,27) 

(ი ..IM 

მარცხენა მხარე წარმოადგენს მეორე რანგის ტენსორს. რადგან «გი მიიღება ორი აქსიალური 

ტენხორის დ. ქვეითებით, ამეტომ იგი იკნება პოლარული ტენზორი. გარდა ამისა 8, (ნე წ 

ერთეულოე.წი ტენზორია, ამიტომ იგი შეიძლება იყოს პროპორციული მხოლოდ ბ!, ( ტენხო- 

რისა, ამიტომ ”შშეგეიძლია დაეწეროთ 

, 80 6 წამს რიე. 
ვ... წM 

ტოლობის ორივე მსარე ყ„/რთხელ კიდევ დაეაქვეითოთ. ამისათვის გავუტოლოთ |, ინდექსი (ა-ს 

და აეჯამოთ ერთიდან M-მდე. მარცხნიე მივიღებთ MI! მარჯენივ კი #/V; მაშასადამე, /4 = (MV-––1)! 

და მავიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას. 

5. დავამტკიცოთ, რომ 

2. გასგგ'ჟეეი, (107,28) 
(უე ·.IM 

ამ ტოლობის მარცხენა მხარე წარმოაჯგენს მეოთ!ე რანგის პოლარულ ტეხზორს ამიტომ იგი 

აპროპოოციული იქნება ბ) მეორე რანგის ორი ტენზორის ნამრავლის; ამასთან, ტენხორი ნიშაის 

უნდა იცვლიდეს (ჯ = (ვ და (, = (, ინდექსების შეცელი-ას, ამიტომ 

· 2, 80 ი (ვ'''I„ 8 (ვ... მბ), (1, ბ, გზე (07,2% 
(ვ... IX 

ეს გამოსახულება დაეაქეევითოთ ერთხელ, ამისათვის # გავუტოლოთ (,-ს და ავჯამოთ. (107,27) 

ტოლობის გამოყენებით მიეიღებთ 89 =C(MV-2)!, რაც ამტკიცებს (107,28) ფორმულას.



თავი XIV 

მრავალელექტრონიანი ატომები 

ამ თავში განვიხილავთ მნიშვნელოვან კვანტურ სისტემებს––რთულ ატომებს, 

ე. ი. ატომებს, რომლებიც შეიცავ, მრავალ ელექტრონს. ამგვარი სისტემების 
შესწავლას მეტად დიდი მნიშვნელობა აქვს. რადგან ამ შემთხევევაში საქმე გვაქვს 
მრავალი სხეულის ამოცანასთან, ამიტომ ენერგიისა დღა ტალღური ფუნქციების 

ზუსტად მოძებნა შეუძლებელია. ამასთან დაკავშირებით რთული ატომების შესას- 

წავლად შემოღებულია მრავალი მიახლოებითი მეთოდი. ჩვენ განვიხილავთ ენერ- 

გიის გამოთვლის ჰარტრი-ფოკისა და თომას-ფერმის მეთოდს. შემდეგ შევუდგებით 

რთული ატომების თვისებების ზოგად დახასიათებას და გავარკვევთ საკითხს, თუ 

როგორ უჯგება კვანტური მექანიკა მენდელეევის პერიოდული სისტემის ძირითადი 

თავისებურების შესწავლას. ამავე თავში განვიხილავთ წყალბადის მოლეკულის 

საკითხსაც. 

§ 10839. ჰელიუმის აბომი 

თავისი სირთულის მიხედვით წყალბადის ატომის შემდეგ დგას ჰელიუმის 

ატომი. ეს უკანასკნელი წარმოადგენს სისტემას, სადაც + 2 მუხტის მქონე 

ატომგულის ველში მოძრაობს ორი ელექტრონი. ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ 
ჰელიუმისებური ატომებიც, ე. ი. ისეთი ატომები, რომელთა გულს + #2 მუხტი 

აქვს, ელექტრონთა «იცხვი კი ისევ ორის ტოლია. ასეთი ატომები იქნება #L;+, 86'' 

და ა. შ. აღსანიშნავია, რომ ელემენტარულმა კვანტურმა მექანიკამ სრული მარცხი 

სწორედ ჰელიუმის ატომის საკითხმი განიცადა ჰელიუმის ატომის სხვადასხვა 

უცნაური მოდელები ხშირად მდგრად მდგომარეობასაც კი არ იძლეოდა. კვან- 

ტურმა მექანიკამ ჰელიუმის პრობლემა თავისუფლად გადაჭრა და ახსნა ყველა 

ის თავისებურებანი, რომლებიც ახასიათებს ამ ატომს. ჰელიუმის ატომის პრობ- 

ლემის გადაწყვეტა პირველად 1926 წელს მოგვცა ჰაიზენბერგმა,: სახელდობრ, 

ჰაიზენბერგის მიერ ახსნილი იყო, თუ რატომ გააჩნია ჰელიუმის ატომს ორი 
ერთმანეთისაგან განსხვავებული მდგომარეობა-–ორთო და პარა მდგომარეობა. 

დავუშვათ, ჰელიუმის ატომის ორ ელექტრონს შორის სპინ-სპინ (0, ე) 

ურთიერთქმედება და სპინ-ორბიტალური (7, §) ურთიერთქმედება იმდენად მცირეა, 
რომ პირველ მიახლოებაში მათი უგულებელყოფა შეიძლება; მაშინ ჰელიუმის 

ატომის ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც კოორდინატული და სპი- 

ნური ფუნქციების ნამრავლი ე. ი. 

MI, I; 5,, 5))=–0(”,, I) 24% (5, §.). (108,1) 

რადგან ელექტრონები ფერმის ნაწილაკებია, ამიტომ VIC-,, L,; 8,, §,) უნდა იყოს 

ანტისიმეტრიული ფუნქცია როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, როცა სრული სპინი 
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'წ=1, სპინური ფუნქცია სიმეტრიულია (გვაქვს სამი ფუნქცია), ამიტომ «(V,, C,) 
იქნება ანტისიმეტრიული. ხოლო, როცა სრული სპინი §=-0, სპინური ფუნქცია 

ანტისიმეტრიულია (გვაქვს ერთი თუნქცია), ამიტომ ს(C,,,C,) უნდა იყოს სიმეტ– 

რიული. ამგვარად, ჰელიუმის ატომის ენერგეტული დონეები იყოფა ორ კლასად, 
რომელთაგან ერთი კლასია ის, რომელიც შეესაბამება §=1 სპინს, მეორე კი––- 

8=0 სპინს. რადგან 9 =1 სპინის შემთხვევაში გვაქვს სამი შესაძლო ორიენტა- 
ცია, ამიტომ სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება გამოიწვევს 85=1 სპინის შე- 
საბამისი დონის სამად გახლეჩას. ე. ი. მივიღებთ ტრიპლეტს. 9§=0 სპინის შესა– 
ბამისი დონე კი ერთმაგი სინგლეტურე იქნება. 

რადგან ჰელიუმის ატომის ეს ორი მდგომარეობა აიწერება სხვადასხვა 
ტიპის სიმეტრიულობის მქონე ტალღური ფუნქციებით. ხოლო სიმეტრიულობის 
ხასიათი დროის მიხედვით არ იცვლება, ამ ორი ტიპის ჰელიუმს შორის გადასე- 

ლა არ უნდა ხდებოდეს, ე. ი. ბუნებაში უჩდა არსებობდეს ორი ტიპის ჰელიუმი; 
ერთი, რომელიც Lიწერება სიმეტრიული სპინური ფუნქციით (§=1) და მეორე: 

რომელიც აიწერება ანტისიმეტრიული სპინური. ფუნქციით (§=0), პირველი ტიპის 

ჰელიუმს (9 =1) უწოდებენ ორთოპელიუმს. მეორე ტიპისას კი –- პარაჰელიუმს 

(§=0). 
დავამტკიცოთ, რომ ენერგეტულად უფრო დაბალ მდგომარეობას შეესაბა- 

მება პარაჰელიუმი: მართლაც, პარაჰელიუმის კოორდინატული ფუნქცია სიმეტ- 
რიულია, ორთოჰელიუმისა კი – ანტისიმეტრიული. ამიტომ L,=+,=” მნიშვნელო - 

ბათათვის სოგთო(L, L)= –-ხონთო(L, წ), საიდანაც რბო«»ო=0, ე. ი. ორთოპელიუმის 

ტალღურ ფუნქციას გააჩნია კვანძი. ჩვენ კი ვიცით, რომ ძირითად მდგომარეო- 

ბაში ტალღურ ფუნქციას კვანძი არ უნდა ჰქონდეს, ამიტომ ეს მდგომარეობა 
უნდა ხასიათდებოდეს სიმეტრიული კოორდინატული ტალღური ფუნქციით. 
მაშასადამე, ჰელიუმის ატომის ძირითად მდგომარეობას შეესაბამება პარაჰელიუმის 

მდგომარეობა. 

ჩვენ აღვნიშნეთ, რომ ორთოჰელიუმის პარაჰელიუმში გადასვლა შეუძლე- 

ბელია. მაგრამ ეს მტკიცება სამართლიანია მხოლოდ მაშინ, როცა „I“ ურთი- 
ერთქმედებას არ ვითვალისწინებთ. სინამდვილეში კი „!“!? ურთიერ»ქმედება, 

მართალია, მცირეა, მაგრამ იგი მაინც არსებობს; ამიტომ ორთო-პარა გადასვლა 

(ან პირიქით) შესაძლებელია. ეს გარემოება არ ეწინააღმდეგება იმას, რომ სრული 

ტალღური ფუნქციის სიმეტრიულობის ხასიათი დროის მიხედვით არ უნდა შეიც- 
ვალოს, რადგან, თუ კოორდინატული და სპინური ფუნქციების სიმეტრიულობას 

შევცვლით საწინააღმდეგოთი, სრული ფუნქციის სიმეტრიულობის ხასიათი უცვ- 

ლელი დარჩება. იმის გამო, რომ „1, „ურთიერთქმედება მცირეა, აღნიშნული 
გადასვლაც ნაკლებად საალბათო იქნება. 

ორთო და პარაჰელიუმის არსებობის დამტკიცებით აიხსნა ყველა ის თავი- 
სებურებანი, რომლებიც გააჩნია ჰელიუმის სპექტრს; სახელდობრ, ახსნილ იქნა, 

თუ რატომ არა აქვს პარაჰელიუმს მულტიპლეტური სტრუქტურა, იმ დროს როცა 
ორთოჰელიუმის სპექტრალურ ხაზებს ასეთი სტრუქტურა ახასიათებს. 

პელიუმი–“ ატომის ენერგეტული დონეები. ვიპოვოთ ჰელიუმის ატომის 

ენერგეტული დონეები და ტალღური ფუნქციები. ჰელიუმის ატომის ამოცანის 
ამოსახსნელად არსებობს მრავალი მეთოდი. მათგან ჩვენ განვიხილავთ ყველაზე 
მარტიეს––შეშფოთების თეორიას, თუმცა· უნდა აღვნიშნოთ, რომ რაოდენობრი- 

ვად ეს მეთოდი გაცილებით უფრო ცუდ შედეგებს იძლევა, ვიდრე სხვა მიახლოე- 
ბითი მეთოდები. ამოცანის მიახლოებითი მეთოღებით ამოხსნა გამოწვეულია 
იმით, რომ ჰელიუმში საქმე გვაქვს სამი სხეულის ამოცანასთან, რომელიც ზუს 

95. ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოჟი, 2. ჰილაშეილი 9955



ტად არც კლასიკურში და არც კვანტურ მექანიკაში არ იხსნება. ჰელიუმის 

ატომის ამოცანას ამოვხსნით ორი დაშვებით, სახელდობრ, არ გავითვალისწინებთ: 

1) „§§“ და „7“ ურთიერთქმედებას და 2) რელატივისტურ ეფექტებს: ამ შემთხ- 

ვევაში ჰელიუმის ატომის ჰამილტონიანს ექნება სახე 

8=- ზა ოავუვოლი 2-+ 9, (108,2) 

2ემ 
აქ “არის ური ელექტრონის ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია 

”/ 
2 

ატომის გულთან, რომლის მუხტი არის -L20ი. 6 ელექტრონების ურთიერთქმე- 
?” 

2 
დების ენერგიაა, – 2. კი არის -ური ელექტრონის კინეტიკური ენერგიის ოპე- 

რატოუი. (108,1) ასე დავწეროთ: 

# და. ს) = MC) + //-)+#7C,ა, (108,3) 
სადაც 

· 8 2 
ჰა(ო)= _M,, _ 2. (1=1, 2) (108,4) 

2 9? 
და 

ჩ გ? 

MVXC5.) = –-, (108,5) 
299 

გამოვიყენოთ შეშფოთების თეორია. M'და განვიხილოთ როგორც მცირე შეშფო- 

თება (თუმცა უნდა აღვნიშნოთ, რომ იგი ძალიან მცირე არ არის დანარჩენ წევ- 

რებთან შედარებით). შევარრ–ეოთ ნულოვანი მიახლოების ტალღური ფუნქციები. 

როცა #M'I/(.,2)=0, მაშინ ელექტრონებს შორის ურთიერთქმედება არა გვაქვს და 
ორივე ელექტრონი დამოუკიდებლად მოძრაობს გულის ირგვლიე. ვთქვათ, პირვე- 

ლი ელექტრონის ენერგია I-ის ტოლია და ხასიათდება სი(,) ტალღური ფუნქ- 
ციით; მეორე ელექტრონის სათანადო სიდიდეები იყოს ს» და რ,(ო) (ი. XV», 

ს,, სუ წყალბადისებური ატომის ენერგია და ტალღური ფუნქციები იქნება), 

მაშინ ნულოვანი მიახლოების ფუნქციად, რომელიც ხასიათდება ს ,„,„= Mა+#ი 
ენერგიით, შეგვიძლია ავიღოთ 

%,(წ,, I) =თა(ს)თ თ (I) (108,6) 

ფუნქცია. ეს რომ მართლაც ასეა, ჩანს § 100-დან, სადაც ვაჩვენეთ, რომ, როცა 

ნაწილაკებს შორის ურთიერთქმედება არ გექონდა, სისტემის ფუნქცია ცალკეული 
ნაწილაკის ტალღური ფუნქციების გამრავლებით მიიღებოდა ((100,22) ფორმულ)), 

ენერგია კი––ცალკეული ნაწილაკების ენერგიების შეკრებით ((100,23) ფორმულუ)). 

გარდა ამისა,ა რადგან ელექტრონები იგივური ნაწილაკებია, ენერგიის 
ბზ =1 + 1, მნიშვნელობას შეესაბამება (108,6)-დან ელექტრონების გადასმით 

მიღებული ფუნქციაც, ე. ი. 

თა, ე) =სა(წუსი(-), (108,7) 

რომელიც აგრეთვე აკმაყოფილებს შრედინგერის შეუმფოთებელ განტოლებას: 

(9Mა50))+ #IაV') ) სზი()ბთ„ (დ) = ბი(-)I/(ი) ს თ(,) + 

+ ს თ(”))1I0(I:)'V (C,) =(Mი-+L ჰწო)რიე(ო)სთ(” ა) (108,8) 

ვხყხი



ამგვარად, ენერგიის ერთ ს ა,„= =Mა+ჩი საკუთარ მნიშვნელობას შეესა- 

ბამება ორი ტალღური ფუნქცია 4,(,, I) და 1 (ს, ე), რომლებიც ერთმანეთი– 

საგან განსხვავდებიან მხოლოდ იმით, რომ ერთში ელექტრონები გადასმულია. 

ამგვარად, საქმე გვაქვს გადაგვარებასთან. ამ გადაგვარებას გაცვლით გადაგვარებას 

უწოდებენ. ამასთან გვაქვს ორჯერადი გადაგვარება. მაშასადამე, საჭიროა გამოვი- 
ყენოთ შეშფოთების თეორია გადაგვარების შემთხვევაში როგორც ”შეშფოთების 
თეორიის განხილვისას ვაჩვენეთ, სწორი ნულოვანი მიახლოების ფუნქციას ექნება 

სახე: 

Cთ(I,, L:)= ჩ)V)(რ, Lე) + ხ%:(ო IV) (108,9) 

ხოლო ზ,, ხე კოეფიციენტები და ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობები უნდა ვიპო– 

ვოთ (73,8) განტოლებიდან 

2) (9 ც–90ზ,) = 0, (108,10) 
#=1 

გაშლილად ეს განტოლება შემდეგი სახით გადაიწერება: 

71 1:0)ს,+ #კსგ=0, IM » LI ს:ხგ (108, 1) 

X:,ხ, + (#ეა–– #II))ხს.=0. 

ცხადია, რომ ჰელიუმის ატომის ენერგია პირველ მიახლოებაში ტოლი იქნე- 

ბა გამოსახულების #=#ია»+79. (108,10)-ში შემავალი #7 /, არის შეშფოთების 
ენერგიის მატრიცული ელემენტები; სახელდობრ, 

Mე:=I M რია რაბრს ი) შიძი, 
(108,12) 

M#6= | 9 დახ) I რიე რ)მიძი, 
ხოლო MI = 7 და #M= IM. მართლაც, მაგალითად, XI, განსხვავებული 
იქნება #7, -ისაგან იმით, რომ განსაზღვრულ ინტეგრალში L, შეცვლილია LLკ-ით, 
რაც ინტეგრალის მნიშვნელობას არ ცვლის. შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

C=11)=X/:ა, 4=VM:=11ე)- 

თუ გავიხსენებთ (108,5), (108,6) და (108,7) გამოსახულებებს C და 4 მატრი- 

ცული ელემენტებისათვის გვექნება: 

0=I | |VC) | 21 %თ 6) | 9-9 ძნ ძი (108,13) 
7. 

4=0დ0 I ს (”,) 1ი(წ)) %0(ლ)1სთ (წ) ძიძო. (108,14) 

7 

როგორც ვხედავთ 0 და 4 ნამდვილი სიდიდეებია 0%=C0 და 4%= 4. (108,11) 

სისტემის საუკუნებრივ განტოლებას ექნება სახე 

ნ–სწბა 4 ი 

4 ძნა) ' =>." 
რომლის ამონახსნი #I)-სათვის იქნება 

ს,=Cთ2+4. (108,16) 

ვხ7 

(108,15) 
 



ახლა საჭიროა ენერგიის ეს შესწორება შევიტანოთ (108,11) სისტემაში და ვიპო- 

ვოთ ს, და #,. პირველი ფესვის #(0=C0-+,I შეტანა მოგვცემს ჩელს, ხოლო 

მეორე 6:90 =60-–- ++ ფესვისათვის განტოლების ამონახსნი იქნება ს,= ––-ხე. განსა- 

საზღვრავი დაგვოჩა ერთი მუდმივი, რომელსაც ვიპოვით ნორმირების პირობიდან, 
ამგვარად, ნულოვანი მიახლოვების ფუნქციებისათვის, (108,9) ფორმულის თანახ- 

მად გვექნება: 
1 1 · 

დაკ == 1 2. (« + VV )= IC 2. IV (ო) 1)ი(-ე) + Vი(#ე) 9 თC,)), §:“ (103,17) 

1 1 -!. 
დი = V 2 9) –– MX ) M# 2. (MC) Vთ(წნ) - – 18 (წ) VIთCI))- 57 (108,18) 

' 
1 

15. არის ნორმირების კოეფიციენტი. ელექტრონების გადასმის მიმართ პირველი 

ფუნქცია სიმეტრიულია, მეორე კი––ანტისიმეტრიული. (108,116) ფორმულის თა- 

ნახმად, სიმეტრიულ კოორდინატულ ფუნქციას (პარაჰელიუმი) შეესაბამება ენერგია 

კაა” =სი+სთო+C+ 4, (9=9) (108,19) 

ხოლო ანტისიმეტრიულ კოორდინატულ ფუნქციას (ორთოჰელიუმი) 

ჰოხრთო= ნი +ჩთ»+C-4 (9=1) (108,20) 

ამგვარად, თეორია გვიჩვენებს, რომ უნდა არსებობდეს ჰელიუმის ატომის 
ორი მდგომარეობა. ერთი, რომელიც აიწერება სიმეტრიული კოორდინატული 
ფუნქციით (პარაჰელიუმი), ღა მეორე, რომელიც აიწერება ანტისიმეტრიული 

კოორდინატული ფუნქციით (ორთოჰელიუმი). ამასთან, (108,17) და (108,18) 

თუნქციები ამ ორი მდგომარეობის ნულოვანი მიახლოების ტალღურ ფუნქციებს 

წარმოადგენს, ,ნააი ღა ჯ-ო”თო კი––ენერგიებს, სხვაობა პარა და ორთო მდგო- 

მარეობის ენერგიებს შორის სააი6ა––- სონთო =24. ამრტომ ჰელიუმის ატომის დო- 

ნეები იხლიჩება ენერგეტულად განსხვავებულ ორ-ორთო და პარაჰელიუმის-- 

ონედ. 
ბ ვაჩვენოთ, რომ ჰელიუმის ნორმალურ მდგომარეობას პარაპელიუმის მდგო- 

მარეობა შეესაბამება. მართლაც, ძირითად მდგომარეობაში #ჯ=1 და #, ენერ- 

გიას შეესაბამება მხოლოდ ერთი ტალღური ფუნქცია––წყალბადისებური ატომის 

ძირითადი მდგომარეობის ფუნქცია 9I1იი (-)). ძირითად მდგომარეობაში # = 7=1 

ე. 9. და=0, ამიტომ დაგვრჩება დ,, ე. ი. პარაჰელიუმის მდგომარეობა. მის 

ტალღურ ფუნქციას ნულოვან მიახლოებაში ექნება სახე 

23 –7Cთ +”) 

ტ ა (108,21)   %რ0უს 22) = = 

აღვნიშნოთ, რომ C-ს უწოდებენ კულონურ ენერგიას, ხოლო „/-ს--გაცვ- 

ლით ენერგიას. შეიძლება ჩვენება რომ ჰელიუმის ატომისათვის 4>0. რიცხ- 

ვითი გამოთვლები დაახლოებით 10--20ჰ/,-ით განსხვავდება ცდის მონაცემები– 

საგან. აღნიშნული მიახლოების უხეშობის გამო უკეთესი თანხვდენა არც იყო 

მოსალოდნელი. ოღონდ შევნიშნოთ, რომ არსებობს სხვა მიახლოებითი მეთოდე- 

ბი, რომელთა თანახმად გამოთვლილი მნიშვნელობები კარგ თანხმობაშია ექსპე- 

რიმენტალურ მონაცემებთან. 
ბოლოს შევნიშნოთ, რომ სინამდვილეში ენერგეტული დონეების რიცხვი 

იმაზე მეტია, რასაც იძლევა გაცულითი გადაგვარება. ეს გამოწვეულია იმით, 
ვ8C /



რომ ჰელიუმის ატომში გაცვლითი გადაგვარების გარდა იხსნება „!“ გადაგეა- 
რებაც, მართლაც, დავუშვათ, რომ გვაქვს წყალბადისებური ატომი, მაშინ, 

როგორც ვიცით, მისთვის ადგილი აქვს „I! გადაგვარებას, თუ ასეთ ატომს 

დავუმატებთ ერთ ელექტრონს, მაშინ ატომ?ი შეიქმნება დამატებითი ელექტრული 

ველი, რომელიც მოახდენს წყალბადისებური ატომის დონეების გახლეჩას, ე. ი. 

ადგილი ექნება, ასე ვთქვათ, „შინაგან შტარკ ეფექტს“. ამიტომ ჰელიუმის ატო- 

მის ენერგია აგრეთვე I-ის ფუნქციაც იქნება, რაც მოგეცემს დამატებით ენერ– 

გეტულ დონეებს. 

§ 109, გაძვლითი ურთიერთქმელება 

ამ პარაგრაფში გამოვარკვოთ C და # სიდიდეების ფიზიკური არსი. ამ 

მიზნით შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

მი»()= -––ი | (I) | ?, (109,1) 

ჩოი) =–რსფრი Vე(ი- (109,2) 

0,» წარმოადგენს ელექტრული ღრებლის საშუალო სიმკვრივეს # წერტილში; 
მოი(ი-ს კი უწოდებენ გაცვლით სიმკვრივეს. ეს სიმკვრივე დაკავშირებულია 1» 

და სე ტალღური ფუნქციების გადაფარვასთან, ე. ი. გამოწვეულია იმით, რომ 
ელექტრონს ნაწილობრივ შეუძლია მოხვდეს V,(0) და ნაწილობრივ 1,(-) მდგო- 
მარეობაში, 0 და 4 ინტეგრალები აღნიშნული სიმკვრივეებით ასე გადაიწერება: 

ძ= | (710 25400 999XI (109,3) 
7 

#4= | ლირპრირა ი.ლ; (109,4) 

VMც 

C-ს ფიზიკური შინაარსი ადვილად გასაგებია. იგი წარმოადგენს ორი, 0,„() და 

მოთ(ა), სიმკვრივის ელექტრული ღრუბლები“ კულონური ურთიერთქმედების 
ენერგიას. ამიტომაც C-ს უწოდებენ კულონურ ენერგიას. 4-ს, როგორც აღვნიშ- 

ნეთ, უწოდებენ გაცვლით ენერგიას, გაცვლითი ენერგიაც გამოწვეულია კულო- 
ნური ურთიერთქმედებით. მართლაც, რომ ავიღოთ 6=0, მივიღებთ 4=0. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ გაცვლითი ენერგია გამოწვეულია #, და ს, ფუნქციების ინტერფერენ- 
ციით. ამისათვის ვიპოვოთ ენერგიის ჯა შესწორება ჰელიუმის ატომისათვის. 
როგორც ცნობილია, იგი ტოლია შე მფოთების ენერგია»ს საშუალო მნიშვნელობისა. 

ამიტომ 

== 2 

წ0ს= – = I“ | დ | ძიძო. (109,5) 
7”? მა 

სადაც 
1 

9= 178 (ს),+ს„. (109,6) 

შევიტანოთ დ ფუნქცია (109,5) ფორმულაში, მივიღებთ 

1 ე L · 60= | – (IV, 1'+ 14, 1:+C,4:+4%ა| ძრში; (109.7) 
73 

რადგან, თანახმად (108,6) და (108,7) ფორმულებისა, ამ გამოსახულების პირ- 

ვვყე



ქელი ორი ინტეგრალი ერთმანეთის ტოლია და უდრის C-ს ისევე როგორც ბოლო 
ორი ინტეგრალი ერთმანეთის ტოლია და უდრის X4-ს, გვექნება 

60=0 + 4. (109,8) 

ეს გამოთვლა საზუალებას გვაძლევს გავიგოთ გაცვლითი ენერგიის არსი. თ,= 

=ზეფ)სოლ,) და სა= ტრე()სთ 0) რომ დამოუკიდებელი მდგომარეობები იყოს, 
მაშინ ალბათობა იმისა, რომ პირველი ელექტრონი იმყოფებოდეს სივრცის თ, 
მოცულობაში, მეორე კი–--“რო-ში, დამოუკიდებლად იმისა, თუ რომელ მდგომა- 

რეობაში იმყოფებიან ეს ელექტრონები, მოცემული იქნებოდა ფორმულით 

1 
1000: = 2 | VI ”+ | დ |?) ი-,ძI. (109,9) 

1/2 შემოღებულია ალბათობის ერთხე ნორმირებისათვის. ამ შემთხვევაში გამოთვ- 

ლილი ენერგიის შესწორება 60)= I მი ძI, მოგვცემდა მხოლოდ კულონურ 

ენერგიას–– C. სინამდვილეში კი ორი. "ელექტრონის ტალღურ ფუნქციას აქვს 
(00098 სახე. ამიტომ 6, და ს, დამოუკიდებლები აღარაა: ერთი ელექტრონის 
მდგომარეობა დამოკიდებული: იმაზე, თუ რომელ მდგომარეობაში იმყოფება 

მეორე ელექტრონი. ამიტომ, თანახმად (109,6ე ფორმულისა, ელექტრონების 

ძი, ი. მოცულობაში ყოფნის ალბათობა ტოლი იქნება გამოსახულების 

1 
2 0I, იწ„=| დ) ძი,იI, = “> ((I0,/?+ | დ; |5) 2- 

+ Cს, დ:-+- CV) ) თოძე. (109,10) 

ამ შემთხვევაში დამატებით მივიღეთ (0,0: + 4910.) წევრი, რომელსაც ეწოდება 
ინტერფერენციული წევრი და რომელიც აპირობებს გაცვლით ენერგიას-–- 4, 
ინტერფერენციული წევრის გაჩენა შედეგია ნაწილაკთა იგივურობისა--მათი ერთ- 

მანეთისაგან გარჩევის შეუძლებლობის. გაცვლითი ენერგია დამახასიათებელია არა 
მხოლოდ კულონური ურთიერთქმედებისათვის, არამედ იგი ჩნდება ყველგან, სადაც 
კი საჭმე გვაქვს ორ იგივურ ნაწილაკთან. გაცვლით ენერგიას კლასიკურ მექანი- 

კაში ანალოგია არა აქვს; იგი წარმოადგენს წმინდა კვანტურ-მექანიკურ ეფექტს. 

გაცვლითი ურთიერთქმედების ხასიათი აქვს, მაგალითად, ატომგულურ ძალებს: 

როდესაც ადგილი აქვს ისეთ მდგომარეობას, როცა ერთი ნაწილაკის კოორ- 

დინატი ყოველთვის ერთ რომელიმე არეში იმყოფება, მეორესი––კი მეორე არეში, 
თანაც ისე, რომ ეს არეები ერთმანეთს არ გადაფარავს, მაშინ; მიუხედავად 

ნაწილაკების იგივურობისა, მათი გარჩევა მაინც შესაძლებელი იქნება ან სიერცუ- 

ლი დამახასიათებლებით, ანდა სხვა რაიმე მონაცემებით, ამ შემთხვევაში გაცვ- 

ლითი ენერგია ნულის ტოლია ღა ალბათობაში ინტერფერენციული წევრი არ 
გვექნება; ამიტომ, გაცვლითი ეფექტები გ:ნსაკუთრებით მნიშვნელოვანია მაშინ, 

როცა იგივურ ნაწილაკებს შორის ადგილი აქვს მძლავრ ურთიერთქმედებას. 

ელექტრონები კი, რომლებიც სხვადასხვა ატომს ეკუთვნის და ძალიან დიდი მან- 
ძილებითაა დამორებული ერთმანეთთან, შეგვიძლია, დიღი სიზუსტით, ერთმანე- 
თისაგან განსხვავებულად ჩავთვალოთ, 
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§ 110. რთული ატომის ენერბიის ბამოთვლა 

ჰარტრისა და ფოკის მეთოდით 

თუ პელიუმის ატომისათვის შესაძლებელია შეშფოთების თეორიის გა- 
მოყენება ამ მეთოდს მრავალელექტრონიანი ატომებისათვის მათემატიკუ–- 

რი სიძნელეების გამო, თითქმის არაფრის მოცემა არ შეუძლია. შრედინგერის 
განტოლების ზუსტ ამოხსნაზე ლაპარაკი რთული ატომებისათვის მითუმეტეს 
შეუძლებელია რთული ატომებისათვის შრედინგერის განტოლების რიცხვითი 
მეთოდებით ამოხსნაც კი პრაქტიკულად განუხორციელებელია. ამიტომაც მრავალ– 
ელექტრონიანი ატომების ენერგიების მოსაძებნად მიმართავენ ერთობ გამარტი– 
ეებულ მეთოდებს. ამ მეთოდებში ხშირად გვხვდება ზოგიერთი ოპერატორიდან 
მატრიცული ელემენტების აღება რთული ატომის სიმეტრიზებული ტალღური 
ფუნქციებით, ამიტომ წინასწარ განვიხილოთ მეთოდი ამ მატრიცული ელემენტების 

გამოთვლისა. 
ეთქვათ, მოცემული გვაქვს ოპერატორი 

” M / „” #/M 

4 = 3, 4თ) = 3) 4(5. (110,1) 
ჯა #51 

ამ ოპერატორს ერთნაწილაკობრივი ოპერატორი ვუწოდოთ, რადგან თითოეული 

40), 40)... დამოკიდებულია მხოლოდ ერთი ნაწილაკის კოორდინატებზე. ვი- 
პოვოთ ამ ოპერატორის საშუალო მნიშვნელობა VI მდგომარეობაში რომელიც 

გამოიხატება 'ლტეთს დეტერმინანტის სახით 

VI>,, 2... -,2V) = 
77 წუI 2, 856. -2V %V, («,) VI, (თ) ·  · %I,,(2,)- (110,2) 

ჯეში კვლავ იგულისხმებთ ს ვრცელი და სპინური კოორდინატების ერთობლიო- 

ბას. (110,2)-ში განსხვავებით (106, 18)-ისა, კვნტური რიცხეები ჩამოუშვით; ჩვენ 

ვიგულისხმებთ, რომ თვით (1, ინდექსები მიუთითებენ ყველა კვანტური რიცხვების 

ერთობლიობას. 

საშუალო მნიშვნელობის განმარტების ძალით გვექნება 

რდ. რ, 
” –..” 

'” წგ IM წ ” I 

M 

2, 4 (C23) 
#51 

ცხადია, რომ დს, (თ) ფუნქციების ორთო-ნორმირების გამო 

, 1 
(VI 4Iი)=2 2 V 

(110,3) 

(ს, დს... დ; VI: --.VIა 
  

  

(სა ზ.. #24 4 ძ)| ი, -· სე) = 
  

=(%), I4()1 სე) 0/, ე 0(ვ (1...0(ყIს + 

+ (ს, წIC) 194: 2 I, (1013 (1 ---0,, (,+-..+ (110,4) 
# 

+ (9), 14 07%) | VI) ბ,/,---9), IV. 
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ეს გამოსახულება შევიტანოთ (110,3)-ში და დელტა ფუნქციებით ჩავატა- 

როთ ფილტრაცია; გვექნება 

(# I 419 = = 5 თს| 40190) > 86 ხოს» 6650 ა + 
#I ს! #ი1ვ,-IM 

010,5) 

მ1...L 2 (ს )I4(0 I ბი) 13) დ ცა. ,',C, I, Mა 4) · 

IMIV (ენი.-.,წჩV -1 

ახლა გავიხსენოთ ფორმულა 

2 დ,, I. „ს, 6; სგ...I„= (M--1)1მ,, (; (110,6) 

წა/ვ...V 

მაშინ გვექნება, რომ 

M 

V | 4 =(#--I ს 4 ... (MI 4 IV» ჯი „2,001 4001 %2% + 

M #/M 

+ 2, (ს 4თიI%ია | 010,7) 
|უ=1 

რადგან გარე ძალები, რომლებიც (110,1)-ით გამოიხატება ყველა ნაწილაკზე ერთ- 
ნაირად მოქმედებს, ამიტომ (110,7)-ში 'შემავალი ჯამები ერთმანეთის ტოლია და 

საბოლოოდ გვექნება 

M 

(9, (9 | 40 I# 600) =. 9) 4“ (110,8) 
1=1 

(MI 4IMა= წაჟ
> 

სადაც 4), არის 4 ოპერატორის დიაგონალური მატრიცული ელემენტი. ახლა 

განვიხილოთ შემდეგი ორნაწილაკობრივი ოპერატორი: 

# I. 1 », ,# · 
8 = 3, 8CXVV X)=-- 3 807. (110,9) 

1 

2, >, ჩ,I=1 –.
 

შტრახი ჯამის ნიშანზე გამორიცხავს ინდექსების ტოლობას (ნაწილაკი თავის თ.:ვზე 

არ მოქმედებს), ხოლო ნახევარი მიუთითებს, რომ ყოველი წყვილი გათვალისწი- 

ნებულია მხოლოდ ერთხელ. ვიპოვოთ (110,9 ოპერატორის სამუალო მხიშვ- 

ნელობა ისევ (110,2) ტალღური ფუნქციით განსაზღვრულ მდგომარეობაში. 
გვექნება: 

ი 1 
(V | 8| M) =-–– >, 2,8, (ვ... მყ 991... მე” 

2MI! IV 

(> VI 2 89% 2 | VI-V) (110,10) 

განვიხილოთ წყვილური ურთიერთქმედების მხოლოდ ერთი წევრი; ვთქვათ #=1, 

21=2 წევრი. გვექნება 
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ი 2, ,თ. 8 რდ 

ირი“... '„(%ი,ბ,,! 80, 2) 19; 92) 

0ე (5 +..9V I, == > – > > (ს, ბ, I80, 2) | დ; ს) 
(19 ” % 

ა 

2 ზი I 1ვ . ი მე წვ. 
"ე...V 

–. (110,11) 

ახლა გავიხსენოთ, რომ 

20 მსსიისი 8466 ს. /,=(M--0)! 8, (6,8, ,ბ661- _ (11912) 
1. 'V 

შედეგად (110,11) ჯამი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

(# –2)! – ჯ 
ულ 2. (ბ, ს, | 8(1, 2) | დ,, 9,,)– 

. 

ს “ს, ტბ I8 219, 4 – ს (ბაზ, 80,2)| ბვ) |. (110,13) 
ჟუფში 

რადგან ნაწილაკთა V რიცხვის დროს წყვილების რაოდენობა M(MV--1)-ის 

ტოლია და ყველა წყვილი ერთნაირაღ ურთიერთქმედებს, ამიტომ საბოლოოდ 

გქექნება 
M 

· . 1 - 

(MI | 8IM1= 2. 2 I (C> (>) დ, IX) | # (2) | VI, (209 რე) – 
#12: 

– (5.(V) 4, დ) | 8 (5, 5.) | 9, (ფ.)%,, (;) ) 1. (110,14) 
ცხადია, 2, და #,-ის ნაცვლად ჩვენ შეგვეძლო აგვეღო ნებისმიერი სხვა წყვილი. 

ამ გამოსახულების მეორე წევრი შედეგია გაცვლითი ურთიერთქმედებისა. 
როცა (110,1) და (110,9) ოპერატორები სპინებზე დამოკიდებული არ არის, 

მაშინ ტალღური ფუნქციები გადაიქცევა კოორდინატული და სპინური ფუნქციების 
ნამრავლებად. სპინური ფუნქციების ნორმირების გამო ეს ფუნქციები ამოვარდება 

და (110,8) და (110,14) გამოსახულებებში დაგვრჩება მხოლოდ კოორდინატული 

ფუნქციები. 
ახლა დავუბრუნდეთ ჩვენს ამოცანას და ვიპოვოთ რთული ატომის ენერგია 

თვითშეთანხმებული ველის მიახლოებაში, ე. ი. მიახლოებაში, როცა ატომის ტალ- 

ღური ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ (110,2) სლეტერის დეტერმინანტის 

სახით. ამ ფუნქციებს ჩავთვლით ნულოვანი მიახლოების ფუნქციებად და ვიპოვით 
სისტემის ენერგიის საშუალო მნიშვნელობას. რთული ატომის ჰამილტონიანი სპი– 

ნური ურთიერთქმედების გარეშე ასე გაწერება: 

#= ჯ #რა+13» “. (110,15) 
#51 ს./51 ო) 

სადაც ##)I= | ა– MI, ხოლო 

ქი3



Mრა=–- ეუელ (110,16) 
2 ” 

აქ 76 ატომგულის მუხტია.--- 270'//,, წარმოადგენს L-ური ელექტრონისა და გულის 

ურთიერთქმედების კულონურ ენერგიას, 1, არის ჯ-ური ელექტრონის კინე- 
" 

ტიკური ენერგიის ოპერატორი, ი'/,, აღწერს ური და კი-ური ელექტრონის 

კულონურ ურთიერთქმედებას. ჯამის წინ ნახევარი გამოწვეულია იმით, რომ (ჯ,1) 

წყვილის ურთიერთქმედება ერთხელ გავითვალისწინოთ (,,)=/',), ხოლო შტრიხი 

ჯამეს ნიშანზე გამორიცხავს ელექტრონის თავისთავზე მოქმედებას (ჯე). 
ვიპოვოთ რთული ატომის ენერგიის საშუალო მნიშვნელობა 

(6)=(ჰ! | M | VI). (110,17 

თუ შევიტანთ ჰამილტონიანის (110,15ე1 გამოხატულებას დავინახავთ, რომ 

(110,17) ორი წევრისაგან შედგება. პირველი არის (110,1) ტიპის ერთნაწილაკობ- 
რივი ოპერატორი, მეორე კი (110, ტიპი” ორ ნაწილაკობრივი ოპერატორი. 

ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია გამოვიყენოთ (110,8) და (110,14) ფორმულები და პირ- 
დაპირ დავწეროთ ენერგიისათვის შემდეგი ფორმულაა: 

    

M 

(5:= 9. (Vი | წ თ IM) +-– IV ( (M(ო#, (7 
/(-1 

  

  

"” რი –” I 

2 

სოზო) – (Mი#რ| =“-- |M/ო% (რა (110,18) 
–LII 

ცხადია, რომ 

/ 2 2 

#LII=(%, | ILI ს,) = L": I– ჩა _ 2” სი (110,19 
2 ჯ 

#I,, ერთნაწილაკობრივი ჰამილტონიანის დიაგონალური მატრიცული ელემენტია. 
თუ %,C) ტალღური ფუნქციის ქვეშ ვიგულისხმებთ წყალბადისებური ატომის 

ტალღურ ფუნქციას, მაშინ ცხადია, რომ I,,=6,, სადაც 6; წყალბადისებური 

ატომის სრული ენერგიაა. ამ შემთხვევაში, (110,18)-ის პირველი წევრი ტოლი 

M 
იქნება 2, 86, ე. ი.--–ცალკეულ ელექტრონთა ენერგიების ჯამის, 

#1 

გადავწეროთ (110,18) ცხადი სახით, გვექნება 

2 (6)= » # + + => I | | თბ XM0I ძიძ” 
|L-I | 

–| სთ თაღ)IL0M CI „კ, (110,20) 
L-–” 
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თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

M 

ით =–ი > I VიI". (110,21) 
#-1 

M 

0(5()=-–-4 2, 9(ი%C-), (110,22) 
#51 

სადაც ი0() არის ელექტრონული ღრუბლის სრული სიმკვრივე, ხოლო ლ(L, Lე – 

გაცვლითი სიმკვრივე, მაშინ (110,20) ფორმულა ასე გადაიწერება: 

: 1. „, 2ოგ2C)–I0(6 LI” ნ8ა= ზყწა+-II .ე?წს' "ი, 110,23 
( 2 "2 I | L-–L | “ ' ) 

ენერგიის ეს მნიშვნელობა ნაპოვნი იყო ფოკის მიერ. როცა გაცვლას არ ვითვა- 

ლისწინებთ ი(,0, C”)=0 და (110,23) გადადის გამოსახულებაში 

ი(00(-)ი/თL" (110,24) 
LC“ | 

' 1 
(#)= 2:#0+2- | 

ეს ფორმულა მიღებული იყო ჰარტრის მიერ ელექტრონთა იგივურობის გათვალის- 
წინების გარეშე. ჰარტრი ნაცვლად სლეტერის დეტერმინანტისა იყენებდა შემდეგ 

ნამრავლს: 

VI(Iცლ, ... LV) = თ,(წ,)ფე(Iე) , ·-», სი). (110,25) 

ადვილად შემოწმდება, რომ (110,15) ჰამილტონიანის გასაშუალოებით (110,25) 

ფუნქციით მართლაც მიიღება (110,24) გამოსახულება, 

რთული ატომების ენერგიის გამოთვლის ეს მეთოდი გაუმჯობესებულ იქნა 

ფოკის მიერ, მან, ჰარტრისაგან განსხვავებით, ატომის ტალღური ფუნქციისათვის 

აიღო სლეტერის დეტერმინანტი. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ენერგიის გამოთვლის 

ფოკის მეთოდში ელექტრონები ასევე დამოუკიდებლად იქცევიან, ოღონდ გათვა- 

ლისწინებულია ელექტრონთა იგივურობის პტინციპი კერძოდ, ანტისიმეტრიული 

ფუნქციის აღება ნიშნავს, რომ ელექტრონები ემორჩილებიან პაულის პრინციპს. 

მიუხედავად” ასეთი უხეში მიახლოვებისა რომელიც საფუძვლად უძეს რთული 

ატომების ენერგიის გამოთვლის პარტრი-ფოკის მეთოდს, იგი, როგორც ნულოვანი 

მიახლოვება, მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ატომის თეორიაში. კონკრეტულად, 

ენერგიის საპოვნელად საჭიროა 0,(ი) ფუნქციების ნაცვლად (110,23)-ში შევიტა- 

ნოთ წყალბადისებური ატომის ტალღური ფუნქცია და ამოვხსნათ კერძო სახის 

ინტეგრალები. 
თვითშეთანხმებული ველის მეთოდი შემდგომში გაუმჯობესებულ იქნა ჰარტ- 

რისა და ფოკის მიერ. როგორც ვიცით, ამ მეთოდის თანახმად, ელექტრონი მოძ- 

რაობს ატომგულისა და დანარჩენი ელექტრონების გასაშუალოებულ ველში. გან- 

ვიხილოთ ჯ-ური ელექტრონი. მისი ურთიერთქმედების ენერგია გულთან ტოლი 

იქნება-–– 2:6?//ჯ-სი. იგივე ელექტრონი იმოქმედებს დანარჩენი ელექტრონების 

ელექტრონულ ღრუბლებთანაც. მისი ურთიერთქმედება კ-ურ ელექტრონთან, რო- 

მელიც გულიდან L, მანძილზე იმყოფება, ტოლი იქნება გამოსახულების 

1 საინტერესოა აღინიშნოს, რომ ერთნაწილაკობრივი ოპერატორის საშუალო მნიშვნელობა 

(110,25) ფუნქციით ზუსტად ისეთსავე შედეგს იძლევა რასაც გასაშუალოება სლეტერის დეტერ–- 

მინანტით, 

ვშე



| «+ | ს) | ო. (110.26) 
»–» 2?» 

თუ ელექტრონთა რიცხვი ატომში V-ს უდრის, მაშინ 7-ური ნაწილაკის ურთი- 

ერთქმედების პოტენციალს გულთან და ელიქტრონებთო ექნება სახე 

Mრა=-4-+ > («I5თაბ, ძა. (110,27) 
| (გ-ი I 

საჭიროა ამ პოტენციალის შეტანა დრედინგერის განტოლებაში და ამოხსნა, ელექ- 
ტრონის ტალღური ფუნქცია შედის ინტეგრალში, ამიტომ გვექნება ინტეგრო- 
დიფერენციალური განტოლება, რომლის ამოხსნა შესაძლებელია მიმდევრობითი 

მიახლოების მეთოდით. მაგალითად, ნულოვან მიახლოებაში შეგვიძლია ავიღოთ 

წყალბადისებური ატომის ტალღური ფუნქციები. ამ ფუნქციის საშუალებით ვი- 
პოვოთ (110,27) პოტენციალურ ენერგიას, შემდეგ მას შევიტანთ შრედინგერის 
განტოლებაში და ამოვხსნით. ვიპოვით ენერგიას და ტალღურ ფუნქციას. ამ ახა- 

ლი ტალღური ფუნქციით შევადგენთ შესწორებულ M/ IX) პოტენციალს, შემდეგ 
კვლავ შევიტანთ შრედინგერის განტოლებაში, ვიპოვათ ახალ ტალღურ ფუნქცია:ს 

და ენერგიას და ა. შ. ამ მეთოდის პრაქტიკული გამოყენება დიდ გამოთვლით 

სიძნელეებთან არის დაკავშირებული, ამიტომ აქ მასზე არ შევჩერდებით. 

§ 111. თომას-ფერმის მეთოდი 

მიახლოებითი გამოთელის სრულიად განსხვავებულ მეთოდს წარმოადგენს 

თომას-ფერმის მეთოდი). ჰარტრი-ფოკის მეთოდის გამოყენება დაკავშირებულია 

დიდ ტექნიკურ სიძნელეებთან, ამ მეთოდის გამოყენება მძიმე ატომებისათვის 

განსაკუთრებით რთულდება, მაგრამ, საბედნიეროდ, სწორედ მძიმე ატომებისათ- 

ვის გამოიყენება თომას-ფერმის მეთოდი, რომელიც საშუალებას გვაძლევს გამოვ- 

თვალოთ მუხტისა და ველის განაწილება ატომში. თომასისა და ფერმის მეთოდი 

არ მოთხოვს შრედინგერის განტოლების ამოხსნას და ემყარება მხოლოდ კვან- 

ტური სტატისტიკი ელემენტებსა და პაულის პრინციპს, ამიტომ ამ მეთოდს 

ხშირად სტატისტიკურ მეთოდსაც უწოდებენ. მისი საზუსტე გაცილებით ნაკლებია, 
ვიდრე თვითშეთანხმებული ველის მეთოდისა, სამაგიეროდ, იგი ხასიათღება საგრქ- 

ნობი სიმარტივით. 

თომას-ფერმის მეთოდში იგულისხმება რომ ელექტრონები რთულ ატო- 
მებში, რადგან მათ უმრავლესობას აქვს დიდი კვანტური რიცხვები, შეგვიძლია 

განვიხილოთ როგორც ისეთი კვაზიკლასიკური ნაწილაკები რომელთათვისაც 
აზრი აქვს ფაზური უჯრედის შემოღებას,ს რადგან სტატისტიკური მეთოდის 
გამოყენება მოითხოვს ნაწილაკთა ძალიან დიდ რიცხვს, ამიტომ ვიგულისხმებთ, 

რომ ატომები შედგება ნაწილაკთა უსასრულო რიცხვისაგანი ოღონდ ისე, რომ 

ატომის სრული მუხტი იყოს 26-ს ტოლი, რაც ტოლფასია დაშვებისა, რომ ატო- 

მის 2 ელე14რო5ის მუხტის 60 სიმკვრივე უწყვეტი სიდიდეა. 
დაგუმვათ, ელექტრონის განაწილება ატომგულის ირგვლიე რადიალური 

სიმეტრძისაა, ატო?მ2 ე =ექტრონის სრულ ენერგიას გექნება სახე 

ნ=” --იდღ). (111.1) 
41 

L L. #9. III0>I§. ნ»00. C)ხ. LVMII. 500- 23,542, (1927)| Iს. IIC)'იI, 26I(§. /. Lსჯა- 
ტ48,73; 49, 550 (1974). 
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სადაც 64% პოტენციალური ენერგიაა, დ წარმოადგენს ურთიერთქმედების პოტენ- 

ციალს. პოტენციალური ენერგია ისე შევარჩიოთ, #ომ უსასრულობაში ნულის 

ტოლი იყოს; მაშინ ბმული ელექტრონები ისინი იქნებიან, რომელთათვისაც #6 <0. 

#=0 შეესაბამება ბმული და თავისუფალი ელექტრონების საზღვარს. ენერგიის 

ეს მნიშვნელობა განსაზღვრავს იმპულსის იმ „აკ მაქსიმალურ სიდიდეს, რომლისთ– 
ვისაც, როცა ჯ = წე, ელექტრონები შეიძლება დაკავებულ იქნას ატომის ”მიგნით. 
ჩვენთვის საჭიროა სწორედ ისეთი ელექტრონების განხილვა რომელთა იმპულსი 
ჯ=ჯე. იმპულსის ზღვრულ მნიშვნელობას მოგვცემს (111,1)) ფორმულა. 68=0 

შემთხვევაში მივიღებთ 

ჯი” I// 200დC) , (111,2) 

როგორც ვხედავთ, იმპულსი სიდიდით შემოსაზღვრულია, მიმართულებით კი-– 
ნებისმიერი. ნორმალურ მდგომარეობაში მყოფი ატომის ელექტრონები, რომლე- 
ბიც მოთავსებულია « მოცულობაში, უნდა ავსებდეს ფაზური სივრცის უჯრედებს, 
რომლებიც შეესაბამება იმპულსის მნიშენელობას ნულიდან ჯე მაქსიმალურ მნიშ- 
ვნელობამდე. §58-ში ვაჩვენეთ, რომ მდგომარეობათა რიცხვი L წიბოს მქონე 
კუბში, რომლის საზღვარზე ტალღური ფუნქცია აკმაყოფილებს პერიოდულობის 

პირობას, მოიცემა ფორმულით 

» MM. 
(–--) »ძეძ9, (111,3) 

სადაც ე), )06-=ძი წარმოადგენს იმპულსური სივრცის მოცულობის ელემენტს. 

ჩვენ გვაინტერესებს მდგომარეობათა რიცხვი, რომლისთვისაც 0<7ჯ< ჯე. ამისათ- 

ვის საჭიროა ამ გამოსახულების ინტეგრალი ავიღოთ (0, ჯე) სახღვრებში. ამგვა- 

რად, ფაზურ სივრცეში გვექნება 

– ემ” 
_421X.L" 011,4) 

3(2ჯ»ჩ6)? 

უჯრედი. რადგან, პაულის პრინციპის თანახმად, თითოეულ მდგომარეობაში შეიძ- 
ლება მოთავსდეს ორი ელექტრონი საწინააღმდეგო სპინებით, ამიტომ + მოცუ- 

ლობაში 0 <= #7 < ჯე იმპულსებით მოთავსებული იქნება ელექტრონთა შემდეგი 

რიცხვი 
ვ 

„=> მ”. (111,5) 
3(2ჯჩ)? 

(111,2) გამოსახულების თანახმად, ეს რიცხვი იქნება ჯ-ის ფუნქცია 

ე 

„ = L204901 რ 
2283 (111,6) 

სათანადო მუხტის სიმკვრივეს კი ექნება სახე 

9 1/. 

00)= –8 20600. (111,7) 

მეორე მხრივ, პუასონის განტოლების თანახმად, სიმკვრივე პოტენციალურ ენერ- 
გიასთან დაკავშირებულია განტოლებით 

#ტდ= -–- ჭX0()- (111,8) 

ვყჯ



  

              

2 ვ 
რადგან რადიალური სიმეტრიის დროს %ი%= («+ 2. + = 1. 9. 0%), 

“ს?” #" რ“ 
ამიტომ ატომის პოტენციალისათვის გვექნება განტოლება 

1 + 4 
_–_–_ = 111,9 

ატომის შიგნით კელის განაწილების მოსაძებნად საჭიროა (111,9) განტო- 

ლების ამოხსნა სათანადო სასაზღვრო პირობებში; როცა ;:->0, მაშინ პოტენცია- 

ლური ენერგია, ძირითადად, ატომგულის მიერ არის გამოწვეული და ამიტომ 

დდ") -> 2, ხოლო როცა # -> თ, მაშინ სრული მუხტი, რომელიც მოთავსე- 

ბულია ჯ რადიუსიან სფეროში, ნულის ტოლი უნდ) იყოს, ამიტომ CC0) უფ“–6ო 

ჩქარა კლებულობს, ვიდრე + და, ამგვარად, 7დ(0)–>0, როცა /->C. მივიღეთ 
” 

შემდეგი სასაზღვრო პირობები: 

1დ=26 როცა 1 ->0, 
(111,10) 

#+:=0, როცა #-> Cთ. 

(111,9) განტოლების გამარტივების მიზნით შემოვიღოთ ახალი აღნიშვნები: 

«ცა =29»დ), »=ფხ. (111,11) 
+ 

ხს ისე შევარჩიოთ, რომ განტოლებაში არ შემოვიდეს მუდმივები. ახალ ცვლადებ- 

ში (111,9) განტოლება მიიღებს სახეს 

  

შოთას % თი ითი” ჯ”“თ ძა? 
ამ განტოლებაში შემავალი ხ მუდმივი ასე "შევარჩიოთ: 

_ 3»იჩჭ «?/ვ __1.__ · 
= ს --(“; ) «29 –“– (111,13) 

მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ შემდეგ განტოლებას, 

,„/ ი?V(2) _ ჯი 

ძა 

რომელსაც თომას-ფერმის განტოლებას უწოდებენ, ახალ აღნიშევნებში (111,10) 

სასაზღვრო პირობები ასე დაიწერება: 

X(C0)=!1; X(>)=0. (111,15) 

თომას-ფერმის განტოლება და სასაზღვრო პირობები არავითარ პარამეტრებს აღარ 
შეიცავს, ამიტომ X7(2) ფუნქცია იქნებ უნივერსალური ფუნქცია. მაშასადამე, 

საკმარისია ერთხელ ვიპოვოთ (111,14) განტოლების ამონახსნი, რომ შემდეგ იგი 

გამოვიყენოთ ნებისმიერი ატომისათვის. ამ განტოლების ამოხსნა შეიძლება რიც- 

ხობრივი მეთოდით. არსებობს XC) ფუნქციის ცხრილები ჯ-ის საკმარისად ფართო 
ი5ტერვალისათვის. 

თუ ატომგულიდან დაშორება გამოხატულია ჯ-ის საშუალებით, მაშინ ელე- 
ქტრული სიმკვრივე ყველა ატომში ერთნაირი იქნება. რადგან ერთსა და იმავე დ 

მანძილზე ყველა ატომისათვის X(-) ერთი და იგიქებ, ამიტომ ჯ-ის შესაბამისი 
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მნიშვნელობები სხვადასხვა ატომისათვის პროპორციულია ს-სი, რომელიც თავის 
მხრივ ტოლია 

1! 

მ, 
ა= +(%) რი – 0,885.4ი_ (111,16) 

2 4 2V 7 

სადაც ძე ბორის პირველი ორბიტის რადიუსია. 

მანძილს 

#=0,885 –9%-, (111,17) 
7 3 

უწოდებენ ატომის საშუალო რადიუსს. 

თუ დავუბრუნდებით ჩვეულებრივ ცვლადებს, X(2) ფუნქცია ყოველი 2- 
ისათვის მოგვცემს პოტენციალის შემდეგი სახის განაწილებას: 

2 (24% > ა=–“-.V#( “““ ...), (111,18 #6)=“> M(252=> ) 

ახლა გამოვთვალოთ ატომის დამახასიათებელი ზოგიერთი სიდიდე თომას-ფერმის 
მეთოდზე დაყრდნობით. 

1. ელექტრონის საშუალო სიჩქარე ატომში როგორც ვნახეთ ატომის სა- 
1 

შუალო რადიუსი M“-+ძე / 2 ჩ, ამიტომ ატომის საშუალო პოტენციალური ენერ- 

7 ბე ს 

”– 782 ==ე'-_ 

გია #-+ 2201#= =ე გგვეა 
, ე. ი. ატომის საშუალო პოტენციალური ენერგია 

პროპორციულია 27 ის. ელექტრონის სიჩქარის აბსოლუტური მნიშენელობა 

იყოს უფ, მაშინ კინეტიკური ენერგიის საშუალო მნიშვნელობისათვის გვექნება 

7 – 7 სV?/2. გამოვიყენოთ ვირიალის თეორემა 27 =#V, სადაც კულონური 

ველის შემთხვევაში ჯ= ––1. მაშასადამე, I7I|=21 და უ-სათვის მივიღებთ 

შ/ე გ? 
სწ-2 –“+. 111,19 L4 ნ ( ა) 

ამგვარად, თომას-ფერმის მოდელის თანახმად, ატომში ელექტრონის საშუალო 

სიჩქრე 2 /. -ის პროპორციულია. 

9. ელექტრონის სრული იონიზაციის ენერგია: თომას-ფერმის მოდელით 
შეგვიძლია გამოვთვალოთ აგრეთეე სრული იონიზაციის 3 ენერგია; ე. ი. ის მინი- 

მალური ენერგია, რომელიც საჭიროა დაიხარჯოს ნეიტრალური ატომიდან ყველა 

ელექტრონის გასათავისუფლებლად. ვირიალის თეორემის თანახმად, ეს ენერგია 

  

  

ტოლია სიდიდის § = #+ 7” =---V+ 7=-7. როგორც ზემოთ დავინახეთ 

– ე ა 

#= 2 <,ზმუნი' 
ამიტომ ) 

– 29 ს 
– –3 0 წ 170 წ5“ (111,20) 

ვე9



? 

თუ შევიტანთ რიცხვით სიდიდეებს მივიღებთ § => 15 # 07, რაც კარგად ეთან- 
ხმება ექსპერიჰენტულ მნიშვნელობებს. 

ჰ. ელექტრონის მომენტის საშუალო მნიშვნელობა. რადგან თომას-ფერმის 
მეთოდში ელექტრონები კვაზიკლასიკურად განიხილება, ამიტომ იმპულსის მომენ– 

ტისათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ, ფორშე ულა 1= IX), საიდანაც 1 –– 7, თუ 

ამ ფორმულაში შევიტანთ მ-ი 7 . და ფშ ჟი ი?/ჩ მივიღებთ 

1-7“. (111,21) 

რადგან 'დიღი მომენტებისათვის 1–-1, ამიტომ აზიმუტალური კვანტური რიცხვი 

_ა7ი „ პირიქითაც. ატომში 1I-ის მოცემული მნიშვნელობა შეგვხვდება ისეთი 

27-ისათვის (ე, ი. ისეთი ატომისათვის) რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

7 = (0ს8ხ 13. (111,22) 

უფრო ზუსტი გამოთვლები, რომლებიც ეყრდნობა მომენტის კვაზიკლასიკურ ფორ- 

მულას გვაძლევს 
2=0,155(21-L1)3. (111,23) 

ამ ფორმულის თანახმა. დ 1=2 ელექტრონები (ე. ი. თ-ელექტრონები) გვხედება 

2=19-ის დროს (27 =19,375), ე. ი. კალიუმის ატომში, ხოლო 1=3 (ე. ი. /- 

ელექტრონები) 2= 51-ისათვის. 

თომას-ფერმის მეთოდი ფერმის მიერ გამოყენებული იყო ელემენტთა პერიო. 

დული სისტემის თავისებურებათა დასადგენად. შემდგომში თომას ფერმის მეთოდი 

გაუმჯობესებული იქნა დირაკის მიერ, რომელმაც ამ მეთოდში გაითვა -ისწინა 

გაცვლითი ეფექტები. 

§ 115. რთული ატომების ზოგადი დასასიათება 

ატომებში, როცა ელექტრონთა რიცხვი ერთზე მეტია, საქმე გვაქვს რთულ 

ურთიერთქმედებასთან. ელექტრონები ურთიერთქმედებენ ერთმანეთთან და ატომის 
გულთან, ცხადია, ეს ურთიერთქმედება მიუხედავად იმისა რომ ორნაწილაკობ- 

რივი კულონური ველი ცენტრალურია, აღარ ატარებს ცენტრალურ ხასიათს, 
ამიტომ, მკაცრად რომ ვიმსჯელოთ, რთული ატომის მდგომარეობა უნდა განვიხი- 

ლოთ როგორც ერთი მთლიანი სისტემის კვანტური მდგომარეობა, რომელიც 

საჭიროა დახასიათდეს მთლიანი სისტემის კვანტური რიცხვებით. სამწუხაროდ, 
ამოცანის ასეთნაირად გადაწყვეტა შეუძლებელია. მაგრამ გამოირკვა, რომ ატო- 

მებში, ძალიან კარგი მიახლოებით, შეგვიძლია შემოვიღოთ გარკვეული გასაშუა- 

ლოებელი ცენტრალური ველი, ე. წ. თვითშეთანხმებული ველი, და განვიხილოთ 

ამ ველში ცალკეულ ელექტრონთა კვანტური მდგომარეობები, როგორც ვიცით, 
ცენტრალურ ველში თითოეული ელექტრონის კვანტური მდგომარეობის დასახა- 
სიათებლად ”შეიძლება გამოვიყენოთ 7, 1, #I,, MI კეანტური რიცხვები რთული 

ატომის სრული მდგომარეობა კი შეგვიძლია ვეპოვოთ ცალკეული ელექტრონების 
მდგომარეობათა საშუალებით, 

როგორც დავინახეთ, მხოლოდ წყალბადის ატომის ენერგია არ არის დამო- 

კიდებული 1 აზიმუტალურ კეანტურ რიცხვზე. ეს გარემოება არაა დამახასიათე- 

ბელი ცენტრალური ველისათვის, იგი გამოწვეულია სუფთა კულონური ველის 
თავისებურებით. ყველა დანარჩენ ატომში, რომელთათვისაც ავიღებთ ცენტრა- 

4იი



ლური ველის მიახლოებას, ენერგია (გარდა მთავარი ჯ» კვანტური რიცხვისა) და- 

მოუკიდებელი იქნება (-ზედაც. ამასთანავე, უნდა აღინიშნოს, რომ ენერგია 1-ზე 

მეტად მნიშვნელოვნადაა დამოკიდებული. ეს გარემოება შეგვიძძლიას ნათლად 

წარმოვიდგინოთ შემდეგი მსჯელობით: ცენტრალური სიმეტრიის ველში ტალღური 
ფუნქციის რადიალური ნაწილი გულიდან მცირე მანძილებზე ჯI-ის პროპორციუ- 

ლია, ე. ი. ალბათობა იმისა, რომ ელექტრონი გულთან ახლოს იყოს, მით ნაკ- 

ლებია, რაც დიდია 1. ამიტომაც კულონური ველი ელექტრონზე დიდი/-ებისათვის 

უფრო ნაკლებად მოქმედებს, ვიდრე მცირე I1-ების შემთხვევაში. ამის გამო, მრა- 

ვალელექტრონიან ატომებში არსებობს ერთგვარი „შეჯიბრი“ 1 და ჯ კეანტურ 
რიცხვებს შორის, ამიტომ, ხშირად, უფრო ნაკლები ენერგია მიიღება იმ 'ემთხ- 

ქევაში, როცა » იზრდება I-ის სათანადო შემცირებით, ვიდრე მაშინ, როცა ჯ-ს 

უცვლელს ვტოვებთ და ვადიდებთ (-ს. 
ამგვარად, რთულ ატომებში ელექტრონები უნდა გავანწილოთ მოცემული 

ს და (I, და #) კვანტური რიცხვების მიხედვით. ამ ატომებში ელექტრონთა 
განაწილებას 1 და 1 სხვადასხვა მდგომარეობების მიხედვით უწოდებენ ელექტ– 

რონთა კონფიგურაციას. 

რთულ ატომებში ცალკეული ელექტრონების მდგომარეობათა დასახასიათებ– 
ლად შემოღებულია შემდეგი აღნიშვნა: 

»I”, (112,1) 

სადაც ჯ-ის ნაცვლად უნდა შევიტანოთ მისი ასოითი გამოსახულება 

1=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 012,2) 
§, ჯ; თ, +# წ, I. 1? ს... 

წ” წარმოადგენს მთავარ კვანტურ რიცხვს. იგი მიუთითებს, თუ მთავარი კვანტუ– 

რი რიცხვის რომელ მნიშვნელობას შეესაბამება 1, ბოლოს, V აღნიშნავს, თუ 

რამდენი ელექტრონი გვაქვს 1-ის მოცემული მნიშენელობით. ასე მაგალითად, 25 

ნიმნავს, რომ 5 ელექტრონია ისეთი, რომელსაც აქვს »=2 და 1=1. 

გამოვარკვიოთ რამდენი ელექტრონი შეიძლება გექონდეს # და 1-ით დახასია– 
თებულ მდგომარეობაში. რადგან მომენტს აქვს 21-+1 ორიენტაცია ელექტრონის 
სპინს კი–ორი, ამიტომ მოცემული მომენტისათვის გვაქვს 2(271+1) მდგომარეობა; 

სახელდობრ, §-მდგომარეობაში გვაქვს 2 ელექტრონი, ;-მდგომარეობაში –– 6, 

ძ-მდგომარეობაში – -10, #-მდგომარეობაში-–14 და ა. ს მოცემული #-ისათვის 1-ს 

შეუძლია მიიღოს #-1 მნიშვნელობა. ამიტომაც, ელექტრონთა სრული რიცხვი 
მოცემული ჯ-ის დროს ტოლი იქნება 

ა - 
L4
 2(21+1)=2 (1+3+5+...+(2M--1) ) =2/?. (112,3) 

2 

–-
 ლ 

ელექტრონთა იმ რიცხეს, რომელიც ავსებს ყველა მდგომარეობას მოცემული 

» და 1-ით, უშოდებენ „ჩაკეტილ გარსს“. მაშასადამე, ჩაკეტილ გარსში ელექტ- 
რონთა შესაძლო მაქსიმალური რიცხვი არის 2(21+1). 

გამოვარკვიოთ რა წესით უნდა შეიკრიბოს მოცემული გარსის ელექტრონთა 

მომენტები და გამომდინარე აქედან რომელი კვანტური რიცხვებით უნდა დახა- 
სიათდეს ატომის მდგომარეობა. მომენტთა შეკრების მეთოდი არსებითადაა და– 
მოკიდებული ელექტრონთა რიცხვზე. კერძოდ, ატომებში, რომელთა ელექტრონ- 

თა რიცხვი არც თუ ისე დიდია გამოიყენება ე. წ. რასელ-საუნდერსის მეთოდი, 

96. ი. ვაშაკიძე, ე. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 401



მძიმე ატომებში კი განიხილება „ქჯ“-ბმის მეთოდი. ჯერ განვიხილოთ პირველი 

მათგანი, 

რასელ-საუნდერსის სქემა. როგორც დავინახავთ რელატივისტური კვანტური 
მექანიკის განხილვის დროს ცალკე სპინი და (ცალკე ორბიტალური მომენტი არ 
ინახება, ინახება მხოლოდ ელექტრონის სრული მომენტი 1=1+§. ამიტომ მდგო- 

მარეობის დახასიათებას აზრი აქვს მხოლოდ სრული მომენტის საშუალებით. 

ატომის სრული მომენტი კი უნდა განვიხხლოთ როგორც ჰ)= 3). მაგრამ ატო– 

მებზი, განსაკუთრებით კი მსუბუქ ატომებში, ძალიან კარგი მიახლოებით ცალ- 

ცალკე ინახებ როგორც სპინი, ისე ორბიტალური მომენტი. ამიტომ ატომის 

სრული მომენტი შეიძლება მივიღოთ სქემით, რომელსაც რასელ-საუნდერსის ან 

„L5% სქემას უწოდებენ 1. ამ სქემის მიხედვით ატომის სრული სპინი მიიღება 

ცალკეულ ელექტრონთა სპინების შეკრებით, ე. ი. 5= 3, §,. ასევე, ატომის 

ორბიტალური მომენტი მიიღება თითოეულ ელექტრონის ორბიტალური მომენტე- 

ბის შეკრებით, ე. ი. L= 3. ატომის სრული მომენტი კი წარმოადგენს ამ ორი 

მომენტის ჯამს #1=L+ 5. ცხადია, რომ ამ სქემით მიღებული სრული მომენტიც 

დაემთხვევა 2, 1, მნიშვნელობას- 

როცა რასელ-საუნდერსის სქემაში შესაძლებელია სპინ-ორბიტალური ურთი- 
ერთქმედების უგულებელყოფა, მაშინ შეინახება არა მხოლოდ სრული მომენტი, 
არამედ სრული სპინიცა და სრული ორბიტალური მომენტიც; ამიტომ მდგომა- 

რეობა შეგვიძლია დავახასიათოთ V#, L, 5, MI, და ML, კვანტური რიცხვებით, 
რომლებიც შემდეგი ფორმულებით განისაზღვრებიან: 

)?=Mხ?/(ჰ +1), ძ.=771)ეჩ, 

Lჭ=1?1M(#-+-1), L.=I,ჩ6, (112,4) 

§2= ჩ6ნ715(98+1), 5,= Mჯჩ. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ რთული ატომის ენერგია დამოკიდებული იქნება რო- 
გორც L-ზე, ისე 8-ზე. სხეადასხვ. ორბიტალური # და სპინური § მომენტების 
შესაბამისი ენერგიები ძალიან განსხვავდება ერთმანეთისაგან. ეს განსხვავება გაპი- 
რობებულია ელექტრონთა შორის არსებული ელექტროსტატიკური ურთიერთქმე- 
დებით. ერთი და იგივე -ით დახასიათებულ მდგომარეობაში ორი ელექტრონის 

ურთიერთქმედების ელექტროსტატიკური ენერგია მიახლოებით ტოლია 

თ I | თ, (I) IM | %I, ი (წ) |? ძიძა, (112,5) 

| ––რ | 

სადაც –- 1 9, თ(ს) | 2 და -–- 6 | VIთ»(ნე) წ! ელექტრული ღრუბლების სიმკვრი- 
ვეებია L, და L, წერტილებში. დავუშვათ, გვაქვს »? ელექტრონები, ე. ი. 1,=1 
(ო,=0,2+1) და 11X=1 (»::=0, + 1) მაშინ, მომენტთა შეკრების წესის თანახმად, 

სრული ორბიტალური მომენტი შეიძლება იღებდეს მნიLვნელობებს: ჯ#=2,1,0; 

ამასთან #=2-ს ექნება პროექციები უ1/=-+2, +1,0, ხოლო ,=1-ს + 1,0. 

განვიხილოთ მაქსიმალური პროექციის მნიშვნელობები. #=-:2-ის შემთხვევაში I =2, 

და გვექნება »,=#,=1, ხოლო როცა #=1 ღა M=1, შეგვიძლია ავიღოთ 
ი.=1 და X.=0. ასე რომ, ენერგიისათვის შესაბამისად მივიღებთ 

  

1 ამ სქემას, ხშირად, ნორმალურ ბმასაც უწოდებენ. 
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| MI” III. (CI, ძL; I ონა სMირ),,, (112,6) 

| ხ– LC | | წ–C | 

ეს ორი ინტეგრალი ერთმანეთისაგან განსხვავდება. ამგვარად, აღებული კონფი– 
გურაციის ენერგია, მართლაც, დამოკიდებულია სრულ ორბიტალურ »# მომენტზე. 
იმის გამო, რომ ელექტრონები იგივური ნაწილაკებია და მათთვის ადგილი აქვს 
პაულის პრინციპს ელექტროსტატიკური ენერგია აგრეთვე დამოკიდებული 

იქნება სრულ წ სპინზე. ეს გამომდინარეობს იქიდან; რომ სპინის მოცემული 

მნიშენელობის დროს გარკვეულად იზღუდება კოორდინატული ტალღური ფუნქ- 
ციების შერჩევა; რადგან კოორდინატული ტალღური ფუნქციის სიმეტრიულობა 

დამოკიდებულია ორბიტალურ მომენტზე, ამიტომ ერთი და იგივე # და 1-ის მქონე 

ელექტრონების სპინების შეკრებისას საჭიროა სათანადოდ ავარჩიოთ მათი ორბი- 
ტალური მომენტების მაგნიტური კვანტური რიცხვებიც. 

ამგვარად, ვასკვნით; თუ არ გავითვალისწინებთ ელექტრონების სპინებსა და 

ორბიტალურ მომენტებს შორის ურთიერთქმედებას, რთული ატომების ენერგიას. 

განსაზღვრავს # და §-ის აბსოლუტური მნიშვნელობები. ზემოთ ჩამოთვლილი 

კვანტური რიცხვები დამოუკიდებელნი არ არიან. ამიტომ მდგომარეობის დასახა– 
სიათებლად საკმარისია ან (#,, 5, /,, #5) ანდა (#5/ 1/,) რიცხვები. ენერგია 

დამოკიდებული არ იქნება #/, დღა 1/ვ კვანტურ რიცხვებზე, ე. ი- ადგილი ექნება 
(2/,+1)28+ 1) ჯერად გადაგვარებას 1. 

ახლა ენახოთ რას მოგვცემს სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების გათვა- 

ლისწინება. „L§“ ბმის დროს სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედება გაითვალის- 

წინება როგორც მცირე შეშფოთება, როგორც ვიცით, ცალკეული ელექტრონის 

სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების ენერგიას პროპორციულია სპინური და 

ორბიტალური მომენტების სკალარული ნამრავლის (§,1,). თვითშეთანხმებული 

ველის მიახლოებაში მთელი ატომისათვის გვექნება შემდეგი გამოსახულება: 

„” " 

ჯე იV(5;1V), (112,7) 
ჯ=! 

სადაც იჯ პროპორციულობის კოეფიციენტია. ჩვენი მიზანია (112,7) ურთიერთქ- 

მედება გამოვხატოთ სრული ორბიტალური L და სრული 5 სპინის ოპერატორების 

საშუალებით. მოვახდინოთ (112,7) გამოსახულების გასაშუალოება. ვთქვათ სრული 

5 სპინი სივრცეში უძრავადაა დამაგრებული და გასაშუალოება მოვახდინოთ ჯამში 

შემავალი ცალკეულ ელექტრონთა სპინებით. ცხადია, რომ გასამუალოების შედე- 
გად დაგვრჩება ცალკეული ელექტრონის სპინის პროექცია სრულ § სპინზე, ე. ი. 

(5. =75. რადგან გასაშუალოება მოვახდინეთ დაფიქსირებული სრული სპინი- 

სათვის, ამიტომ (8 = ჯჭ უნდა ჩავთვალლოთ ოპერატორად. (112,7) გამოსა- 

ხულების გასაზუალოება სრული დაფიქსირებული L მომენტისათვის აგრეთვე 

მოგვცემს. რომ (10)–L. მაშასადამე, რთულ ატომში სპინ-ორბიტალური ურთი- 

ერთქმედების შესაბამის ოპერატორს ექნება შემდეგი გამოხატულება: 

#. # 

95,=4(6 L) ძ12,8) 
„“ ა.ა 

1 ცხადია, რომ ჯამი (2/-L1)-დან #-ს ყეელა შესაძლო მნიშვნელობებით (2L-L1X25-L1)-! 

ემთხეევა- 
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სადაც 4 შეიძლება დამოკიდებული იუოს § და /,-ზე (112,8) ოპერატორი უნდა 

დაემატოს თვით შეთანხმებული ველის ჰამილტონი-ნს. ისევე როგორც ერთი ელექტ- 

რონის განხილვის დროს ვაჩვენეთ, სპინ ორბიტალური ურთიერთქმედების გამო, 
. # # 

სრული ჰამილტონიანი კომუტატური იკნება 4: 1.,L", 5? ოპერატორებთან, ხოლო 

L. და 5.-თან იგი კომუტატუოროი აღარ იქნება. ეს იმას ნიშნავს, რომ 49, 1, 

კვლავ მოძრაობის ინტეგრალებია, ხოლო L და: აღარ ინახება, თუმცა L? და 
უღი მუდმივობას ამ შემთხეევაშიაც ექნება ადგილი. რადგან ს L+5, ამიტომ, 

(112,740) ფორმულების თანახმად, (§ L) ოპერატორის საკუთარ მნიშენელობებს 

ექნება სახე 

(§0=-- (#(/+1) – #X#+ 1) – 8(5 +1) ), (112,9 

ე- ი. სპინ- ორბიტალური ურთიერთქმედების შედეგად ენერგეტული დონეები მო- 
ცემული ჩ და §-ისათვის გაიხლიჩება #-ს სხვადასხვა შესაძლო მნიშვნელობების 

მიხედვით. მოცემული ჯ, და 8-ისათვის სულ გვექნება 2#+1 ან 29--1 დონე 

სხვადასხვა #-თი. რადგან | ჩ–-5ლ/=<7#7+8, ამიტომ როცა ჩ>8 გახლეჩილი 

დონეთა რაოდენობა (25+1)-ის ტოლი იქნება,ა ხოლო, როცა /#/,<89 დონეთა 

რიცხვი იქნება (2#+1). დონეების გახლეჩას „ჩა. «ურთიერთქმედების გამო 

მულტიპლეტურ სტრუქტურას უწოდებენ. ზემოთქმულის ძალით მულტიპლეტობას 
განსაზღვრავს ხან 25+1 და ხან 2+1; მიუხედავ. დ ამისა, მულტიპლეტობა 

ყოველთვის (295+1)-ით აღინიშნება. ატომის ენერგეტული დონეებისათვის ან, 
როგორც ზშირად ამბობენ, სპექტრალური თერმებისათვის შემოაქვთ აღნიშვნა 

25+10,, (112,10) 

საჯაც #-ისათვის უნდა ჩაისვას ასოითი გამოსახულება: 

#=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... 
5, XX, 0), X, თ, 1, 9შ.... 

(112,10) ფორმულაჯი § მიუთითებს ატომის სპინს # კი სრულ მომენტს. სპინ 
ორბიტალური ურთიერთქმედების დროს მდგომარეობას ახასიათებენ (#5V 7/,) 
კვანტური რიცხვებით. 

როცა გვაინტერესებს ატომის მდგომარეობის სრული დახასიათება, მაშინ ცალ- 
კეული ელექტრონებით დახასიათებულ მდგომარეობას უნდა მივუწეროთ შესაბამისი 
მულტიპლეტური მდგომარეობაც. მაგალითად, (1:57)18ე გვიჩვენებს, რომ 11=1 და 

1=0 მდგომარეობაში გვაქვს ორი ელექტრონი სრული მომენტებით #=0, §=0, 
და ჰ) =0. 

ჰუნდის ემპირიული წესები. რასელ-საუნდერსის სქემაში რთული ატომების 

სტაციონარული მდგომარეობების დასახასიათებლად საჭიროა განისაზღვროს ელექ- 
ტრონთა კონფიგურაცია, რომელსაც შეესაბამება ენერგიის მინიმალური მნიშვნე– 
ლობა. ამ საკითხის გარკვევაში გვეხმარება ჰუნდის ემპირიული წესი. 

ვთქვათ გვაქვს ერთი და იგივე #ჯ ოღონდ სხვადასხვა 5 და L-ის მქონე თერმია 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ელექტრონთა ელექტროსტატიკური ურთიერთ- 
ქმედების გამო, ელექტრონთა ერთსა და იმავე კონფიგურაციას "შეიძლება სხვა- 

დასხვა # და 5 მნიშვნელობები შეესაბამებოდეს, ამიტომ სათანადო ენერგეტული 
დონეებიც განსხვავდება ერთმანეთისაგან. საკითხს. თუ რომელი მათგანია ყველაზე 
დაბალი, უპასუხებს ე. წ. პენდის პარველი წესი: ნაკლები ენერგია აქვს იმ თერმს, 

რომელსაც შეესაბამება ელექტრონთა მოცემული კონფიგურაციისათვის შესაძლო 
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«-ის მაქსიმალური სიდიდე და ამ #-ისათვის შესაძლო ჯ-ის მაქსიმალური მნიშე– 

ნელობა. ე. ი. საჭიროა ყველა თერმებიდან ამოვარჩიოთ ისეთი, რომელსაც შეე- 

საბამება სრული სპინის მაქსიმალური მნიშვნელობა, შემდეგ კი მოვძებნოთ ამ 

სპინისათვის რომელ თერმს აქვს სრული ორბიტალური მომენტის მაქსიმალური 

სიდიდე. 

არსებობს ჰუნდის მეორე ემპირიული წესი, რომელიც საშუალებას გვაძლევს 

ვიპოვოთ ელექტრონთა კონფიგურაციის სრული მომენტი. ჰუნდის მეორე წესი 
გვეუბნება: თუ ელექტრონთა კონფიგურაცია ისეთია, რომ არასრულად შევსებულ 
„ჩაკეტილ გარსში“ გვაქვს ამ გარსისათვის შესაძლო ელექტრონთა მაქსიმალური 
რიცხვის ნახევარზე, ე. ი. (21--1)-ზე ნაკლები, მაშინ #= | –-89 |, ხოლო თუ 

მეტი  =ჯ#+8. 

რთული ატომების თერმების მოძებნა. გამოვიყენოთ „#8“ ბმის მეთოდი 
და ვიპოვოთ ელექტრონთა კონფიგურაციების თერმები. ქვემოდ შევეხებით ატო– 
მის მხოლოდ ნორმალურ მდგომარეობებს და იმ ელექტრონებს, რომელთაც ერთი 
და იგივ)უ მთავარი კვანტური და აზიმუტალური კვანტური რიცხვები აქვს, ასეთ 

ელექტრონებს ეკვივალენტური ელექტრონები ეწოდებათ. 
ეკვივალენტური ელექტრონების შემთხვევაში სრული მომენტების მოსაძებ- 

ნად, რადგან ამ ელექტრონებს ერთნაირი კჯ და! კვანტური რიცხეები აქვთ, 

მომენტთა შეკრების წესს უბრალოდ ვერ გამოვიყენებთ; წარმოიქმნება დამატებითი 

შეზღუდვები, რამდენადაც პაულის პრინციპის ძალით, შეუძლებელია ისეთი მდგო- 
მარეობების განხორციელება, როცა ორ ელექტრონს ერთნაირი აქვს ოთხივე კვან– 

ტური რიცხვი. 

თუ ელექტრონები ეკვივალენტურნი არ არიან, ე. ი. ეკუთვნიან განსხვა–- 
ვებული ჯ-ის ან განსხვავებული 1-ის მდგომარეობებს, მაშინ ასეთი ელექტრონები 

პაულის პრინციპით შეზღუდული არ არიან და საჯამო ჯL და § მომენტების პოვნა 

სიძნელეს არ წარმოადგენს მომენტთა ”შეკრების სამკუთხედის წესის გამოყენებით. 

მართლაც, განვიხილოთ, მაგალითად, #§ და #”§ მდგომარეობები, როცა X # #”. 

პირველი ელექტრონის 1,ლ–0 მეორესი კი 1:=1, ხოლო სპინები ნახევრის ტოლია. 

მა«ხასადამე, #=1, 8=0 და -<=1. სამკუთხედის წესის გამოყენებით მივიღებთ 
/# =2, 1, 0, ე. ი. გვექნება თერმები: 3 /,, 30,, 19) და 1). ამიტომ ქვემოთ 

განვიხილავთ მხოლოდ ეკვივალენტურ ელექტრონებს. 
დავიწყოთ #=1 შემთხვევით. როცა #=1, მაშინ 1=0 და #,=0, ე. ი. 

ელექტრონებს ტოლი ექნებათ სამივე კვანტური რიცხვი. როცა გვაქვს ერთი 

ელექტრონი, მაშინ მისი სრული ორბიტალური მომენტიც ნულია #=6(0, ამიტომ 

გვეჟნება “5, მდგომარეობა. ახლა ვთქვათ 15 მდგომარეობაში გვაქვს ორი ელექტ- 

რონი. მაშინ მეორე ელექტრონიც შეგვიძლია მოვათავსოთ იგივე მდგომარეობაში, 
ოღონდ პაულის პრინციპი მოითხოვს, რომ ელექტრონებს უნდა ჰქონდეთ ურთი- 

ერთსაწინააღმდეგოდ მიმართული სპინები. ამიტომ ამ ორი ელექტრონის სრული 

სჰინი 8=0 და, რადგან #L-იც ნულის ტოლი იქნება, ჯ? ელექტრონისათვის მივი- 
ღებთ 189ე თერმს. 

ახლა განვიხილოთ ორი ელექტრონი უ მდგომარეობაში ან, მოკლედ, » 

ელექტრონი (იგულისხმება, რომ ამ ორ ელექტრონს » ერთი და იგივე აქვს). 
ამ ელექტრონებს განსხვავებული უნდა ჰქონდეს ან მაგნიტური, ან სპინური, ანდა 
როგორც ერთი, ისე მეორე კვანტური რიცხვები. სპინისა და ორბიტალური მო- 
მენტის შესაძლო პროექციები“ #I=0,+1 #I=2>+/ მიხედვით, თითოეული 

ელექტრონისათვის გვექნება ექვსი მდგომარეობა: 

L+ 
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6-> (1 .'/2), თ” – (1,––1/.), 

ს-- (0,1/,), ს < (0,-–/) (112,12) 
6–- C–-1,1/.), C–> (C(–1,–1/.), 

სადაც პირველ ადგილზე წერია ორბიტალური მომენტის შესაბამისი მაგნიტური 

კვანტური რიცხვი. მეორეზე კი––სპინის პროექცია. ამ ექვსი მდგომარეობიდან ორ 
ელექტრონს შეუძლია დაიკავოს ნებისმიერი, ორი ერთმანეთისაგან განსხვავებული 
6 - /ე:=15 მდგომარეობა. ეს თხუთმეტი მდგომარეობა ერთმანეთისაგან განსხვავ– 
დება, როგორც სრული ჯ, და სრული §- სპინური მომენტებით, ისე მათი პროექ- 

ციებით. რადგან მდგომარეობა დამოკიდებულია მხოლოდ მომენტის სიდიდეზე, 

ამიტომ პროექციები ჩვენთვის საინტერესონი არ არიანრ ყოველ მომენტს აქეს 

როგორც დადებითი ისე უარყოფითი პროექციები. მომენტის სიდიდის განსაზღვ– 
რის თვალსაზრისით საკმარისია ვიცოდეთ მხოლოდ დადებითი პროექციები, ამიტომ 
15 მდგომარეობიდან ავარჩევთ მხოლოდ იმ მდგომარეობებს, რომლებიც შეესაბა- 
მებასრული მომენტისა და სპინის დადებით პროექციებს. უარყოფით პროექციებს 
შეესაბამება 7 მდგომარეობა. ისინი, როგორც აღვნიშნეთ, მდგომარეობის გან- 
სახღვრის თვალსაზრისით ახალს არაფერს იძლევიან, ამიტომ მათ არც განვიხი- 

ლავთ: მაშასადამე, M, >0 და 1/§->0-თვის დაგვრჩება 8 მდგომარეობა: 

თ+ი > (20,  თ+ხ- 0,1),  თ+ძ--(9,0), 
ხ+თ” + (1.0), თ+ი0 + (0,1), ს+ხ”-- (0,0), (112,13) 
0-0 –-(0,0), თ-ს” --(1,0). 

ამ 8 მდგომარეობიდან შევარჩიოთ ის, რომელსაც აქვს მაქსიმალური პროექციები, 

რადგან ისინი განსაზღვრავენ # და §-ის შესაძლო საკუთარ მნიშენელობებს. 

თ+-ი“ გვიჩვენებს, რომ არსებობს მდგომარეობა, რომლის ორბიტალური მომენტი 

X#=2. მომენტის ამ მნიშვნელობას შეესაბამება პროექციები //, =2,1,0, და, მაშა- 

სადამე, მდგომარეობები ი-+ი', სხ+ი”", 0+ი' (სპინის მოცემული პროექციით 

1I5=0)X ამ "შემთხვევაში მაქსიმალური ჯ-ის მდგომარეობა იქნება (2,0) და ამი–- 

ტომ შეგვიძლია არ განვიხილოთ ხ+ ით” და 6+ი' მდგომარეობები, რადგან ისინი 

არ შეესაბამებიან მომენტის მაქსიმალურ მნიშვნელობას. 6+ზ <-- (1,1) მდგომა- 

რეობა გვიჩვენებს, რომ მაქსიმალური სპინი არის §=1, ამგვარად, ი" ელექტრო- 
ნებისაგან შეგვიძლია შევადგინოთ მდგომარეობა, რომლისთვისაც სპინი და ორბი- 
ტალური მომენტი ერთის ტოლია. მათი შესაძლო პროექციები ივჟნება (0,1), (1,0) 

და (0,0). აქედან 6-ს, ი+0ი, თ-LC”, მდგომარეობებს არ განვიხილავთ, რადგან 

ისინი არ შეესაბამებიან მომენტის მაქსიმლურ მნიშვნელობას. ამგვარად, ჩვენ 

უნდა გვქონდეს (1,1) მდგომარეობაც. ბოლოს გვექნება ხ+ს” +- (0,0) მდგომა– 

რეობა, მაშასადამე, სულ დაგვრჩა მაქსიმალური პროექციების 

(2,0), (1,1) და (0,0) 

მდგომარეობები, ე, ი, 17), 37, 195 თერმები. აქედან, ჰუნდის წესის თანახმად, 
9#-თერმს ექნება მინიმალური ენერგია, ზუსტად ასეთივე მდგომარეობები ექნება 
4უ კონფიგურაციას. თუ გავითვალისწინებთ სპექტრის მულტიპლეტურ სტრუქ- 
ტურას, მაშინ სრული კ მომენტის შესაძლო მნიშენელობების შესაბამისად ადგი- 
ლი ექნება დონეების გახლეჩვას. ჯ? ელექტრონებისათვის 17 დონე არ გაიხლი- 
ჩება, რადგან »-სთვის გვექნება ერთადერთი მნიშვნელობა V=2, ე. ი. –17#, 

თერმი. რაც შეეხება 3-ს მისთვის # =2, 1, 0 (რადგან #=1 და 8=1), ამიტომ 
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განხორციელდება თერმები: ?#,, "7, და 17, ასევე არ გაიხლიჩება 18 დონე, 
რადგან V-ს ექნება ერთადერთი V# =1ბ?/, მნიშვნელობა, ე. ი. გვექნება 15), თერ- 

მი. ჰუნდის მეორე წესის თანახმად, რადგან »? მდგომარეობაში ·ელექტრონთა 
რიცხვი ნაკლებია (21+1)=3-ზე, ამიტომ ამ კონფიგურაციის მინიმალური თერმის 

სრული მომენტია ყ/ =|1--1|=0,. ამგვარად, ჯ“-კონფიგურაციის მინიმალური თერ- 
მი იქნება 3). 

ჩეენ შეგვიძლია ელექტრონთა კონფიგურაციების მდგომარეობები ვიპოვოთ 
უფრო თვალსაჩინო გზით. ამისათვის განვიხილოთ ისევ უ»?-ელექტრონები. 

რადგან #-ელექტრონების 1=1, ამიტომ გვექნება სამი პროექცია »:|=1, 0, 

–-1. ეს პროექციები სქემატურად გამოვხატოთ ჰორიზონტალური ხაზხების საშუა- 
ლებით (ნახ. 29). საჭიროა ელექტრონები ამ 

დონეებზე განვალაგოთ პაულის პრინციპის დაც- _- - ---- ი,=1 

ვით. ე. ი. თუ რომელიმე ეს დონე დაკავებუ- ი, =0 

ლია ორი ელექტრონით, მაშინ მათ უნდა I 

ჰქონდეთ ურთიერთსაწინააღმდეგო სპინის პრო– _– 

ექციები-ი ამასთან გავითვალისწინოთ, რომ 

საჯმო მომენტების შესადგენად საკმარისია ნახ. 29. 
შემოვისაზღვროთ სრული მომენტების 1(:>0 

და 17§2>90 პროექციებით. ცხადია, რომ ი' ელექტრონი შეგვიძლია მოვათავსოთ 

»,=1 დონეზე, მაშინ სრული მომენტი იქნება #=1, ხოლო სრული სპინი 

5 =1/,; მაშასადამე, გვექნება ?0-თერმი. ი! ელექტრონის მოთავსება შეიძლება 

#=0 დონეზეც, მაშინ § კვლავ ნახევრის ტოლი იქნება #, კი––ნულის. ასე რომ, 

განსორციელდება ?6-თერმიც. ამასთან, ჰუნდის წესის თანახმად მინიმალური ენერ- 

გია ექნება 2ჯ#-თერმს. 

ახლა განვიხილოთ #1? ელექტრონები. ცხადია, რომ ორი ელექტრონი შეგვიძ- 

ლია დონეებზე განვალაგოთ სამი დამოუკიდებელი საშუალებით (ნახ, 30). პირველი 

სქემის მიხედვით სრული სპინის პროექცია M/კ=1/2-1/2=1. ასეთი მაქსიმა– 

ლური პროექცია აქვს §=1 სრულ სპინს. 

საჯამო ორბიტალური მომენტის პროექცია 17;=1+0=1. ასეთი მაქსიმა- 

ლური პროექცია ტტ. X#ჯ=1 მომენტს, მაშასადამე, ეს სქემა იძლევა 1 თერმს, 

+ “აგ 
ნახ. 30 

  

#; =-| 

  

სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების გათვალისწინებით 1?” დონე სრული მო- 
მენტის /# =2, 1, 0 მნიშვნელობების შესაბამისად სამად გაიზლიჩება და მივიღებთ: 

მჯ, 912 და მჯე, თერმებს. მეორე სქემის მიხედვით სრული სპინის პროექცია 
ნულის ტოლია, ამიტომ §=0; საჯამო ორბიტალური მომენტის პროექცია M#= 

=1+1=2, ამიტომ თვით საჯამო ორბიტალური მომენტი #=2. მაშასადამე, 

მ ეორე სქემა გვაძლევს 1ჯ) თერმს, ან მულტიპლეტურ აღნიშვნებში- 17), ––თერმს, 

მ ესამე სქემის თანახმად 8§=0 და #=0. ე. ი, გეექნება 19ზე თერმი. ჰუნდის 

დესის თანახმად უნდა მოვძებნოთ მაქსიმალური §-ის მდგომარეობა, § -ის მაქსი- 
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მალური სიდიდეა §=1. ამის შემდეგ უნდა მოვძებნოთ ამ ==1-ის შესაბამისი 
მაქსიმლური ჯ/. ასეთი მდგომარეობა ხორციელდება პირველი სქემით, ამიტომ 

მინიმალური ენერგია ექნება მ თერმს. 

ჰუნდის მეორე ემპირული წესის თანახმად, რადგან ი? მდგომარეობაში, 

ელექტრონთა რიცხვი ნაკლებია (21--1) = 3-ზე, გვექნება # =|#–-5Iლ–0, ამიტომ 

მინიმალური ენერგიის შესაბამისი თერმი იქნება 9 ჯე. 

ჯ9%ელექტრონების შემთხვევაშიაც შესაძლებელია სამი სქემა (ნახ. 31), ელექ- 
ტრონების განაწილებისა I, და ჰI/§ დადებითი პროექციებით. 

პირველი სქემის მიხედვით 

2#§=%/ე+1%/,+1/,=1/, 7უ/,=1--0-+0=0. 

ასე რომ, §=1 და #=0. გვექნება ერთადერთი თერმი 49 ან, მულტიპლეტურ 

აღნიშვნებში, ?7§,. ჰუნდის წესის მიხედვით სწორედ ამ თერმს შეესაბამება მინი– 

  

  

დ ტ დ თრ–- 0 

6 –I ყ> 
ნახ. 31 

მალური ენერგია. მეორე სქემის თანახმად 7#/§= 1/2--1/:-L1/:=1/,, M,=1+1+ 
–0=2, ამიტომ 8=1/, და #=2; შესაბამისად V =წ%/, და მ/;. მაშასადამე, გვექ- 

ნება ზ/) თერმი ან მულტიპლეტურ აღნიშვნებში-–27, / და 2». /, 

მესამე სქემის მიხედვით 95=1/,, #=1, ამიტომ / =3/,, 1/,, მივიღებთ თერმებს 

"ჩა, დღ) "I, 
ახლა გამოვარკვიოთ ჯბ- ელექტრონები“ მდგომარეობები. კვლავ გვექნება 

სამი სქემა (ნახ. 32), ,__ პირველი სქემის მიხედვით 5=1 ღა #=1, ამიტომ 

46 

79% ი 

I 
++
. 

"1
ჯL
 

ნახ. 32, 

9 =2,1,0; გვექნება მ––თერმი. მულტიპლეტურ აღნიშენებში კი--3»,, 17, და 

7 თერმები. მეორე სქემის თანახმად 5=1, #=0, ამიტომ #/ =1. გვექნება ვა - 

თერმი. დაბოლოს, მესამე სქემის შემთხვევაში ჩ=2, 5=0 და #X=2, ამიტომ 
მივიღებთ 17),-თერმს. რომელი თერმი შეესაბამება მინიმალურ ენერგიას? მაქსიმა– 
ლური 5=1 სპინით ხასიათდება როგორც პირველი, ისე მეორე სქემა, მაგრამ 

ჩვენ უნდა ავიღოთ პირველი შემთხვევა, რადგან მაქსიმალური სპინის დროს მას 
შეესაბამება= #= 1 მაქსიმალური სრული ორბიტალური მომენტი. ამგვარად, მინი» 
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მალური ენერგია შეესაბამება ?/? თერმს. რადგან ),! კონფიგურაციაში ელექტრონე- 
ბის რიცხვი მეტია (21 + 1) =3-ზე ამიტომ ჰუნდის შეორე წესის თანახმად, ამ კონფი- 
გურაციის სრული მომენტი # = L+5=2, ე. ი. მინიმალური ენერგიის თერმია 9X,, 

ჯ»ზ კონფიგურაციას შეესაბამება მხოლოდ ორი სქეჭა (ნახ. 33), ორივე შემთხვევაში 

3=V"ე. რაც შეეხება ორბიტალურ მომენტს პირველი სქემისათვის ჩ#=1, მშეო– 

რესათვის კი L=0. ასე რომ, გვექნება თერ– 

მები ?/2 და 29. ხოლო მულტიპლეტურ 

აღნიშვნებში “19, 2%X და 3. ჰუნ- 

დის წესის მიხედვით მინიმალური ენერ- -C-C- -რ6- 

-რ6-- -%Cდ- 
გია შეესაბამება ?/? /. თერმს. 

განსახილველი დაგვრჩა „ზ- ელექტ– 
რონები. ცხადია, ამ შემთხვევაში ხორ- 
ციელდება ერთადერთი სქემა, რომელიც 

შეესაბამება ჩაკეტილ გარსს (ნახ. 34). ამ 

შემთხვევაში, 21(§<= I, =0, ე. ი ს=5=V =0, ამიტომ გვექნება ერთადერთი 

თერმი 1ვე. 

აღსანიშნავია ერთი მნიშვნელოვანი გარემოება. ჯ"- კომფიგურაციას ზუსტად 
ისეთივე თერმები აქვს, რაც ჯ1!-ს. »1-ს, რაც --კ,. ეს გასაგებია, რადგან ჯ1 
ელექტრონი იმყოფება ჩაკეტილი 19) გარსის ზემოთ, მაშინ როცა ჯ-ს იგივე 

ტიპის ჩაკეტილ გარსამდე აკლია ერთი ელექტრონი. ამიტომ ჯ' ელექტრონის 

ნაცვლად ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ „ხერელი“ ჯ? მდგომარეობაში, ამასთან, 

ხვრელს უნდა მივაწეროთ ნახევრის ტოლი სპინი. ასევე, 7" ელექტრონის ნაცვლად 

ჩეენ შეგვიძლია ვილაპარაკოთ ორ ხვრელზე ჩაკეტილ უზ 
გარსში. ამ ხვრელების მდგომარეობები ისეთივე იქნება, რაც 

ჯ»" ელექტრონისა. ამ თვალსაზრისით ჰუნდის მეორე წესი 
ასეც შეიძლება გამოვთქვათ: არასრულად შეუვსებელ ჩაკე- 

ტილ გარსში ელექტრონებისათვი /#=ს-5), ხოლო 

ხერელებისათვი #=7#+58. 

სრულიად ანალოგიურად გამოვიყენებთ ზემოთ გან- 

ხილულ სქემატურ მეთოდს თ, /, §, და ა, შ. ელექტრონ– 
ნახ. 34 თა კონფიგურაციების თერმების მოსაძებნად, სიმარტივის 

მიზნით ჩვენ დავკმაყოფილდებით დ -ელექტრონების კონ- 

ფიგურაციების მინიმალური თერმების მოძებნით. ძ#-ელექტრონებისათვის 1=2, 

ამიტომ სქემა ამ შემთხვევაში ხუთი ხაზისაგან შედგება. ეს ხაზები შეესაბამებიან 
»L= 2,1,0,-1, –-2 პროექციებს. ავიღოთ #1 ელექტრონი. იგი შეიძლება დავსვათ, 

როგორც MVI=2, ისე »|)=1 ღა 0 დონეებზე: მაგრამ ჰუნდ-ს წესის თანახმად, 

ელექტრონი (მოცემული §=1/ე მნიშვნელობისათვის, რომ გვქონდეს მაქსიმალუ- 
რი 1), უნდა მოვათავსოთ ჯI,=2 დონეზე. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში 5 =1/, 

და L=2. გმექნება 2) თერმი. ასეთივე თერმი ექნება 0" ელექტრონს, #%-ელექტ- 
რონის შემთხვევაში მაქსიმალური სპინის მისაღებ.დ ელექტრონი სხვა დონეზე 

უნდა მოვათავსოთ, ამავე დროს, ორბიტალური მომენტიც მაქსიმალური უნდა 

იყოს ამ სპინისათვის, ეს კი მაშინ შეიძლება, თუ მეორე ელექტრონს მოვათავსებთ 

»=1 დონეზე. მაშინ გვექნება 8=1, #=3. მინიმალურ ენერგიას შეესაბამება 

37, თერმი. ჰუნდის მეორე წესის თანახმად V = | 3-–-1 | =2. ასეთივე თერმი 

ექნება C'-ელექტრონებს. ოღონდ, რადგან ამ შემთხვევაში ჩვენ საქმე გვაქვს ორ 
ხვრელთან ცა კონფიგურაციაში სრული მომენტი იქნება #=3-+L1=4. ასევე 

კ09 
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ცხადია, რომ (3 კონფიგურაციის მესამე ელექტრონიც განსხვავბბულ მდგომარეო- 

ბამე უნდა მოვათავსოიX; კერჭოდ. 2)| =0-ზე. შედეგად მივიღებთ 8=:9/, და #=3- 

ამ მდგომარეობის თერმი იჟნება 1, სრული მომენტი კი # =%,. ასეთივე თერ- 
მით ხასიათდება ი' კონფიგურაციაც, ხოლო სრული მომენტი %,-ის ტოლია. 

სოულიად ანალოგიურად «ძ'-ის მეოთხე ელექტრონი უნდა მოვათავსოთ 

»)=--1 დონეზე, ძ35-ისა კი /I,--- 2-ზე “შესაბამისად გვექნება თერმები 57) 

და 55. სრული მომენტები კი შესაბამისად იქნება #=2–2=0 და /# =|0-– ზ/,I= 
='V. (წ კონფიგურაციის მეექვსე ელექტრონი შეგვიძლია მოვათავსოთ ნების- 

მიერ ხეთ თითო ელექტრონით დაკავებბულ დონეზე საწინააღმდეგო სპინით 
(ნახ. 35). საჯამო სპინისათვის მივიღებღით ერთსა და იმავე 8=2 მნიშენელობას, 
მაგრამ ჰუნდის წესის თანახმად მაქსიმალურ ჯ-ს მივიღებთ თუ მეექვსე ელექტ- 

რონს დავსვავთ ;,=2 დონეზე მაშინ 1I,=2+2+1+0--1--2=2, ე. ი. #=2. 
მაშასადამე, მინიმალურ ენერგიას შეესაბამება 57) 

2 თერმი. ამ მდგომარეობის სრული მომენტი იქნება 

#”=2+2=4. ი' კონფიგურაციის თერმი დაემთხ- 

წ ვა ი! კონფიგურაციის თერმს, რაც ასეც უნდა ყოფი- 

ლიყო. დაგერჩა გასარკვევი (10 ელექტრონების თერ- 

მების საკითხი. (ა ელექტრონები წყვილ-წყვილად 
ავსებენ ნახ. 35-ზე მოცემულ დონეებს, ამიტომ მათ- 

–/ თვის ჩ=0, 95=0 და #=0; გვექნება ჩაკეტილი 

გარსისათვის დამახასიათებელი 15ე თერმი, 

=C როგორც ვხედავთ, როცა ელექტრონთა კონ- 

ფიგურაციების მხოლოდ მინიმალური ენერგიის შესა- 

ბამისი თერმები გვაინტერესებს #”I დონყების შევსება 

ასე უნდა მოვახდინოთ: ერთ ელექტრონს ვსვავთ 

»II=(1 დონეზე. მეორეს 1, = (1-–- 1)-ზე, მესამეს I,|= (1-–-2)-ზე და ა. შ. (27-L1)-ეს 

XI= –- დონეზე. ამის შემდეგ დანარჩენ ელექტრონს იგივე თანამიმდევრობით და 

საწინააღმდეგო სპინებით ვანაწილებთ დონეების მიხედვით. 
შერჩევის წესები რთული ატომებისათვის. განვიხილოთ როგორი სახე ექნება 

შერჩევის წესებს რთულ ატომებში დიპოლური გადასვლების დროს. კვლავ განვი- 

ხილოთ რასელ-საუნდერსის ბმა. ამ შემთხვევაში შერჩევის წესები მარტივად დად. 
გინდება ერთ ელექტრონიანი ატომებისათვის არსებული შერჩევის წესებიდან. 

რადგან გადასვლაში მონაწილეობს მხოლოდ ერთი ელექტრონი, ამიტომ #1 

გადასვლის დროს ადგილი ექნება აზიმუტალური კვანტური რიცხვის ერთით ცვლი- 
ლებას. დიპოლმომენტი სპინზე დამოკიდებული არ არის, ამიტომ 1 გადასვლის 

დროს სრელი სპინი არ შეიცვლება, ე. ი 285=0. რადგან გამოსხივებული (ან 

შთანთქმული) 61 კვანტის მომენტი ერთის ტოლია, ამიტომ ორბიტალური მომენ- 

ტისათვის გვექნება მნიშვნელობები #+1, ს და #-1, ამიტომ #ტ7=0,+1. 

ცხადია ასევე, რომ სრული მომენტისათვის გვექნება იგივე შერჩევის წესი ტV = 

=0,-+1; ამასთან, მკაცრად აკრძალულია 0->0 გადასვლები. რადგან ორი ნულო- 
ვანი მომენტის შეკრებით ვერ მივიღებთ კვანტის ერთეულოვან მომენტს. #1 გადას- 

ვლების დროს ცხაღი: დაცული უნდა იყოს ლუწობის შენახვის” კანონიც, მაგრამ 
ექსპერიმენტზე ზოგჯერ შეიმჩნევა ისეთი გადასვლები, რომლისთვისაც #5#%-0. ეს 

იმას ნიშნავს, რომ „/,§“ ბმა ნაწილობრივ დარღვეულია. ასეთი მდგომარეობა 
გვაქვს მაგალითად, ვერცხლის წყლის შემთხვევაში, სადაც ადგილი აქეს 31, -–>-'%ე 

გაღასვლას. ამ გადასვლის დროს 2#=1, 4/ =1, ე. ი. გადასვლა # და L-ის 
მიხედვით დაშვებულია, 5-ის მიხედვით კი-– აკრძალული. მაგრამ თუ გავითვალის- 
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წინებთ სპინ-ორბიტალურ ურთიერთქმედებას, მაშინ დიპოლური გადასვლა დაშ- 

ეებული აღმოჩნდება. 

„ქე%+ ტიპის ბმა. აღენიშნოთ, «ომ „7,9“ ტიპის ბმის გამოყენება შემოსაზღ- 
ვრულია. იგი კარგ შედეგებს გვაძლევს მსუბუქი ატომისათვის. მძიმე ატომებზე 
გადასვლისას თანდათან უფრო მნიშვნელოვან როლს ასრულებს რელატივისტური 
ეფექტები და ამიტომ რასელ-საუნდერსის სქემით ატომების დონეების აგება აღარ 

შეიძლება). ელექტრონის რელატივისტური მოძრაობის დროს ცალკე არც. სპინი 
და არც ორბიტალური მომენტი აღარ ინახება, ამიტომ მდგომარეობის ამ სიდი- 
დეებით დახასიათებას აზრი ეკარგება. ამ შემთხვევაში ადგილი აქვს მძლავრ სპინ- 

ორბიტალურ ურთიერთქმედებას და ინახება I სრული მომენტი. ამ უკანასკნელის 
მისაღებად კი საჭიროა ცალკეული ელექტრონის სრული 1 მომენტების შეკრება. 

ატომის დონეების ასეთი ტიპის სქემით აგებას უწოდებენ „კჯ“ ტიპის სქემას (ან 

»ქე“-ბმას). „ქე“-სქემაც მეორე უკიდურესობა წარმოადგენს და გამოიყენება 

მძიმე ატომებისათვის. საშუალო წონის ატომებისათვის გამოსადეგია ნაწილობრივ 

»L5“ ნაწილობრივ კი „ქე/“ სქემა. 

რთული ატომების სპექტრის ნაზი და %ზენაბი სტრუქტურა. როგორც აღვ– 

ნიშნეთ, რთულ ატომებში ადგილი აქვს სპინ-ორბიტალურ ურთიერთქმედებას, 
რომელიც აპირობებს დონეების მულტიპლეტურ ან სპექტრის ნახ სტრუქტურას. 
რთულ ატომებში ადგილი აქვს ელექტრონის სპინებს შორის ურთიერთქმედება- 
საც, რომელსაც „ვა“ ურთიერთქმედებას უწოდებენ. „§§4 ურთიერთქმედება გამო– 

წვეულია ელექტრონთა M,კ= – « § მაგნიტური მომენტების ურთიერთქმედე- 

ბით, ამიტომ პროპორციული იქნება 1/ლ”-სა. საიდანაც) გამომდინარეობს, რომ 

აღნიშნული ეფექტი რელატივისტურია მსგავსად „ვ!“ ურთიერთქმედებისა. 

რთული ატომისათვის სპინ-სპინ „ურთიერთქმედება პროპორციული იქნება 

შემდეგი ჯამისა: 

” M 

2) %I (§, §ი- (112,14) 
# 

M ხხ 

- 

სადაც », პროპორციულობის კოეფიციენტია, მოვახდინოთ (112,13) გამოსახულების 
გასაშუალოება იმავე მეთოდით რაც (112,7). შედეგად აღმოჩნდება, რომ სპინ-სპინ 

ურთიერთქმედება §-ს შეიცავს კვადრატულად. 5-ის კვადრატული გამოსახულებე“ 
ბია (55) და (5L)?. პირველის ბსაკეთარი მნიშვნელობები არაა დამოკიდებული 
ატომის სრულ V მომენტზე, ამიტომ დონეების გახლეჩვას არ იწვევს, აქედან 

შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ რთულ ატომში „ყვ, ურთიერთქმედებას აქვს სახე 

Mყე = 60056(5 LX ძ12,15) 
(L5) სკალარული ნამრავლის საკუთარი მნიშვნელობები ჩვენთვის ცნობილია. იგი 

განისაზღვრება (112,9) ფორმულით. მ-სი კვადრატი ერთი მხრივ შეიცავს #-ზე 
დამოუკიდებელ წევრებს, რომლებიც ჩვენთვის საინტერესონი არ არიან: მეორე 

მხრივ “9 +1)7-ისა და (#7 +1)-ის პროპორციულ წევრებს. ამათგან, #”(V +1) 
შეიძლება გავაერთიანოთ სპინ-ორბიტალურ წევრთან. შედეგად დაგვრჩება, რომ 

V9MV<C ოპერატორის საკუთარი მნიშვნელობა დამოკიდებულია ”%V-L1)" წევრზე« 
M 

MI, და X#§§ ურთიერთქმედებებით გამოწვეული ეფექტები გაცილებით მცირეა 
ს_- 

1 ცნობილია, რომ შიგა ელექტრონების სიჩქარე მძიმე ატომებში ძალიან ახლოსაა 6-სთან: 

4)



ვიდოე ცენტ“ალური გასაშუალოებ ული ველით გამოწვეული ეფექტი, რომელიც 
განსაზღვრავს ატომის ენერგეტულ დონეებს. აღნიშნული სპინ ორბიტალური და სპინ- 

სპინ ურთიერთვმედებანი «იწვევენ მხოლოდ დონეების გახლეჩას. ამასთან, ადვილი 

საჩვენებელია, რომ დონეების გახლეჩა #55 ურთიერთქმედებით გაცილებით ნაკ- 
ლებეა, ვიდრე სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედებით გამოწვეული დონეების 

გახლეჩა. სპინისს არსებობით გამოწვეული ურთიერთქმედება იწვევს იმას, რომ, 

ექაპერემეეტზე ძირითად ენერგეტულ დონეეს “შორის გადასვლებით გამოწ- 
მეულა სპექტრალური ხაზების გარდა ეხედავთ მათთან ძალიან ახლოს მდებარე 

მრავალ სპექტრალურ ხაზს ან როგორც ამბობენ სპექტრის ნახ სტრუქ- 

ტურას. 

მაგრამ ექსპერიმენტულად აღმოჩენილი იქნა ერთმანეთთან კიდევ უფრო 
ახლოს მყოფი სპექტრალური ხაზები, რაც არ შეიძლება ახსნილი ყოფილიყო „7,8“ 

და „§ე/ ურთიერთქმედებით. ამ მოვლენას სპექტრის ზენაზი (ზეწვრილი) სტრუჰ)- 
ტურა უწოდეს. მისი არსი ახსნილი იყო პაულის მიერ. თურმე სპექტრის ზენაზი 

სტრუქტურა გამოწვეულია ატომგულის | მომენტისა და ელექტრონთა გარსის, 
ე. ი. ატომის Mჰ მომენტის ურთიერთქმედებით; რადგან გულის სპინური მაგნი- 

ტური მომენტი გაცილებით ნაკლებია ატომის სპინურ მაგნიტურ მომენტზე 

(ატომური მაგნეტონი გაცილებით მეტია ი6ჩ/2M,ი ატომგულურ მაგნეტონზე, 

ი არის პროტონის მასა), ამიტომ ეს ეფექტი იძლევა ძალიან მცირე გახლეჩას. 

ამ გახლეჩის შედეგად, დონე, მოცემული #-თი, იხლიჩება სხვადასხვა დონედ, 

რომლებიც ხასიათდება ატომის სრული მომენტით “ატომგულს პლუს ელექტ- 

რონთა გარსი): 

#=)+.2, #+1–-), |V–.I (112,16) 

სადაც IL=I+!I წარმოადგენს ატომის, როგორც მთლიანის, სრულ მომენტს. 

§ 113. მენდელეევის ელემენტთა პერიოდული სისტემა 

გამოვარკვიოთ, თუ როგორ ახსნა-განმარტებას აძლევს კვანტურ» მექანიკა 

ელემენტთა სისტემის პერიოდულობას, რომელიც ამ მექანიკის ჩამოყალიბებამდე 

აღმოაჩინა მენდელეექმა. მან დაამტკიცა, რომ თუ ელემენტებს დავალაგებთ ატო- 

მური წონების ზრდის მახედვით, მაში5 ქიმიერად მსგავსი ელემენტები ამ სისტემაში 
ერთსა და იმავე ჯგუფში მოხვდება. ამასთან პერიოდული სისტემა შეიცავს ცხრა 

სვეტსა და შვიდ პერიოდს. ქიმიურად მსგავსი ელემენტები მოთავსებულია სვეტებში, 

პირველ პერიოდში მოთავსებულია ორი ელემენტი, მეორე და მესამე პერიოდი 
შეიცავს რვა-რვა ელემენტს, მეოთხე და მეხუთე თვრამეტ თვერამეტს, მეექვსე––ოცდა- 
თორმეტს, მეშვიდე პერიოდი კი ღაუმთავრებელია. ყველა პერიოდი იწყება ტუტე- 

მეტალით და მთავრდება ინერტული გაზით. ელემენტთა პერიოდული სისტემა 
იმდენად ღრმად გამოხატავს ბუნებაში არსებულ ნივთიერებათა თვისებების კანონ- 

ზომიერებას, რომ მან საშუალება მისცა მენდელეევს ეწინასწარმეტყველა მთელი 

რიგი იმ დროისათვის ჯერ კიდევ უცნობი ელემენტების არსებობა. ასეთი ელემენტე- 

ბია, მაგალითად, სკანღდიუმი, გალიუმი და გერმანიუმი; მენდელეევმა წინასწარ გან- 
საზუვრა ამ ელემენტების ატომწონებე და ქიმიური თვისებები. 

მუს შემდეგ, რაც აღმოჩენილ იქნა ატომის აგებულება და  ნმოყალიბრნ კვან- 

ტური მექანიკა, პერიოდულმა კანონმა ღრმა ფიზიკური შინაარსი მიიღო. პერიოდუ- 

ლი სისტემის თეორია, კვანტური მექანიკის საფუძველზე, მოცემული იყო ნილს 
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ბორის მიერ, თუმცა, უნდა აღინიშნოს, რომ ეს თეორია დღესაც არ არის დას- 

რულებული. 
პერიოდული სისტემის ღრმა ფიზიკური აზრი გამოელინდა ჯერ კიდევ მაშინ, 

როცა გამოირკვა რიგითი ნომრის შინაარსი. კერძოდ, რეზერფორდისა და მოზ- 

ლის შრომების საფუძველზე დამტკიცდა, რომ რიგითი ნომერი, რომელსაც აღ- 
ნიშნავენ 2 ასოთი, გამრავლებული ელემენტარულ დადებით მუხტზე (6=4,8. 

· 10-:101CCთ 586), ე. ი. + 76 წარმოადგენს ატომგულის მუხტს, კარგადაა ცნობილი, 

ტომ ატომის გული შედგება ნეიტრონებისა და პროტონებისაგან, ამასთან, ნეიტ- 

რონი ნეიტრალური ნაწილაკია, პროტონის მუხტი კი 2-ს ტოლია. ამიტომ აშკა- 

რაა, რომ რიგითი ნომერი გამოხატავს პროტონების რიცხვს ატომის გულში. 

რადგან ნორმალურ მდგომარეობაში ატომი ელექტრულად ნეიტრალურია, ამიტომ 
2. აგრეთვე უნდა გამოხატავდეს ატომის გარსის ელექტრონთა #იცხეს, აღვნიშნოთ 
რომ ელემენტის ქიმიურ თვისებებს მხოლოდ და მხოლოდ ელექტრონები განსაზღვ– 

რავს, ამიტომ 2 დაკავშირებული იქნება ელემენტის ქიმიურ თვისებებთან. 
ატომის წონებს, ჩვეულებრივ, ისეთ ერთეულებში გამოხატავენ, რომელშიაც 

ჟანგბადის ატომწონისათვის მიიღებოდა 16. ასეთ სკალას უწოდებენ ატომწონის 
ფიზიკურ სკალას. ამ ერთეულებში პროტონის წონა 1,C0815 ტოლია, ნეიტრონისა 

კი–-1,00898, ჰელიღმის ატომწონა იკნება 4,00387. გარდა ატომწონისა, აგრეთვე 

შემოაქვთ ე. წ. მასური რიცხვის ცნება, რომელსაც აღნიზნავენ „4 ასოთი და რო–- 

მელიც წარმოადგენს ატომწონას, დამრგვალებულს უახლოეს მთელ რიცხეამდე. 

მაგალითად, პელიუმის მასური რიცხვი იქნება 21=4, ლითიუმის 4=7 და ა, შ. 

მასური რიცხვი გამოხატავს ატომგულის ნეიტრონებისა და პროტონების ჯამს 

4=7+VXM. ატომგულის სიმბოლურად გამოსახვისათვის შემოღებულია აღნიშვნა 

2X4, (113,1) 

სადაც X მიუთითებს ქიმიურ სიმბოლოს. მაგალითად, ე:#/ 6! ნიშნავს, რომ ჰელიუ– 

მის ატომის გულს აქვს 72=2 პროტონი და 4– 2=2 ნეიტრონი: 

ბუნებაში არსებობს ისეთი ატომები, რომელთა წონები (მასური რიცხვები) 

სხვადასხვაა, რიგითი ნომრები (მუხტები) კი–ერთი და იგივე. ეს ატომები ერთმა– 

ნეთისაგან უნდა განსხვავდებოდნენ მხოლოდ ატომგულის ნეიტრონების რიცხვით. 

ასეთ ატომებს იზოტოპებს უწოდებენ. რადგან ქიმიურ რეაქციებში მნიშვნელოვანია 

მხოლოდ 2. ამიტომ იზოტოპები ქიმიურად ერთმანეთისაგან არ განსხვავდებიან. 

როგორც ცნობილია, წყალბადის ატომს აქვს სამი იხოტოპი--,#), ,სI წ“ და ,V?' 

პირველს ეწოდება წყალბადი. მეორეს –– დეიტერიუმი, მესამეს კი–-ტრიტიუმი. 

ურანს აქვს იხოტოპები (23), (ბ, უ/2%, აღსანიშნავია ის გარემოება, რომ 

ყველა იზოტოპი მდგრადი არ არის. ზოგი იზოტოპი გარკვეული დროის განმავლო– 

ბაში „ცოცხლობს“, რის შემდეგ სხვა ატომებად გარდაიქმნება. ამასთან, ზოგიერთი 

იზოტოპის „სიცოცხლის ხანგრძლივობა“ ათეული და ასეული წლებით განისაზ- 

ღვრება. ზოგისა კი--სეკუნდის უმნიშვნელო ნაწილებით. 

რადგან ნეიტრალურ ატომში (ქვემოთ საჟმე გვექნება მხოლოდ ნეიტრალურ 

ატომებთან) პროტონთა რიცხვი ელექტრონთა რიცხვის ტოლია, ამიტომ ყველა 

ატომი შეგვიძლია ავაგოთ წყალბადის ატომიღან, მის გულზე პროტონებისა» 

ხოლო გარსზე-- ელექტრონების შესაბამისი რიცხვის დამატებით. ამასთან, ატომის 

გულს სათანადოდ უნდა დაემატოს ნეიტრონების საჭირო რიცხვი. 

ატომში ელექტრონთა განაწილების ან, როგორც მას წინა პარაგრაფში ვუ- 

წოდეთ, კონფიგურაციის დასახასიათებლად გამოვიყენებთ (112,1) ფორმულას-– 

»I'", სადაც 1=0, 1, 2, 13, 4-ის ნაცვლად უნდა შევიტანოთ ასოები §, ჯ, «I, /." 
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მთავარი კვანტური რიცხვია, »# კი გამოხატავს ელექტრონთა რიცხვს L მდგომა“ 

რეობაშე. ამ მდგომარეობათა რიცხვი რომლებსაც “შეესაბამება 4,-სა დ” I-ის თა“ 

ნატოლი მნიშვნელობა, უდრის 2(02!-L1). § მდგომარეობაში გვექნება V=2 ელექ- 

ტრონი, ჯ-ში X=6, ძ-მი X=10, #-ში V =14 და ა. შ. ამ რიცხვებით დახა- 

სიათებულ ელექტრონთა მდგომარეობას „ჩაკეტილ გარსებს“ უწოდვბენ. » კვანტუ- 

რი რიცხვებით დახასიათებულ მდგომარეობაში გვექნება სულ 2," ელექტრონი: 

ატომი ელექტრონთა ერთობლიობა | კვანტური რიცხვის მნიშვნელობების 

მიხედვით იყოფა შრეებად (გარსებად). ამ შრეებისათვის შემოღებულია აღნი- 

შვნები. 

#ჯ=1, 2, 3, 4, 5. 6... 
(113,2) 

XX, L, M, M,X, 0... 

თითოეულ ამ გარსში გვექნება ელექტრონთა შემდეგი რიცხვი: 

, #, #» M, #, IV, XV, X, 0, (113,3) 

2,?1=2, 8, 18, 32, 50, 72, 

ამის შემდეგ, პაულის პრინციპის გამოვენებით "”შეგეიძღ-ია ავხსნათ პერიოდული 
სისტემის ძთელი რიგი მნიშვნელოვანი თავისებურებები. 

პერიოდული სისტემის პირველ ელემენტს წარმოადგენს წყალბადის ატომი. 
მისი გული არის პროტონი (პროტონი ნიშნავს პირველს), გარსზე კი გვაქვს ერთი 

ელექტრონი, რომელიც შეიძლება მოვათავსოთ ძირითად მდგომარეობაში #=1, 

1=0, 7)|=0, თა=++ ან, როგორც ამბობენ, 1§ მდგომარეობაში. მეორე ელე– 

მენტი არის ჰელიუმი. მისი ატომგული შედგება ორი ნეიტრონისა და ორი პრო- 
ტონისაგან (ე. წ. თ-ნაწილაკი), გარსში სათანადოდ გვაქვს ორი ელექტრონი. პაუ- 

ლის პრინციპის თანახმად, მეორე ელექტრონი შეგვიძლია მოვათავსოთ ისეე #=1, 

1=0, »|=0 მდგომარეობაში, ოღონდ ელექტრონებს უნდა ჰქონდეს საწინააღმდე- 

გო სპინები. რადგან # გარსში (#=1) სულ ორი ადგილი გვაქვს, ამიტომ პირ- 

ქელი პერიოდი ჰელიუმით დამთავრდება. ჰელიუმის ელექტრონთა კონფიგურაცია 
შეგვიძლია გამოვხატოთ ფორმულით 18, ე. ი. 15 მდგომარეობაში გვაქვს ორი 
ელექტრონი, ამგვარად, ჰელიუმში მივიღეთ ჩაკეტილი კონფიგურაცია, 

პერიოდულ სისტემაში შემდეგი ელემენტი არის ვ#,, რომლის გარსი შედგება 

სამი ელექტრონისაგან. ორი ელექტრონი შეგვიძლია მოვათავსოთ 1§ მდგომარეო- 
ბაში, მესამეს კი, პაულის პრინციპის თანახმად, ამ მდგომარეობაში ვეღარ მოვა- 
თავსებთ. ამიტომ საჭიროა დავიწყოთ ახალი პერიოდი (# გარსი), ამ პერიოდში 

სულ გვექნება 8 ადგილი (1=2), ლითიუმის მესამე ელექტრონი შეგვიძლია მო- 
ვათავსოთ 28 მდგომარეობაში, ასე რომ, ლითიუმის ელექტრონთა კონფიგურაციი- 

სათვის გვე:ნება ფორმულა 1§“ 2§'. შემდეგი ელემენტის-–კ.180-ის მეოთხე ელექტ- 
რონი კელავ 28 მდგომარეობაში მოთავსდება. მისთვის გვექნება კონფიგურაცია 
1§? 2§?. პაულის პრინციპის ძალით, ბორის „8 მეხუთე ელექტრონი უკვე 2) მდგო–- 

მარეობაში უნდა მოთავსდეს. მისთვის გვექნება კონფიგურაცია 193 2§? 2». როგორც 

აღვნიშნეთ, ჯ მდგომარეობაში (1=1) შეიძლება მოთავსდეს ექვსი ელექტრონი, 
ამგვარად, ამ მდგომარეობაში დარჩენილ ხუთ ადგილს შეავსებს ნახშირბადის, 

აზოტის, ჟანგბადის, ფტორისა და ნეონის ატომების ელექტრონები, სახელდობრ, 
ამ ატომების ელექტრონთა კონფიგურაციებისათვის გვექნება 

კC + 1§2ჯ'2ი; 7# < 151220; ვ0 < 1§”2ე”2ი" ..· 0 6-- 1ვ22ვ72". 
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ნეონით მთავრდება მეორე პერიოდი. ნეონი, ისევე როგორც ჰელიუმი, ხა- 

სიათდება განსაკუთრებული სიმდგრადით. მაგალითად, ელექტრონის ბმის ენერგია 
ჰელიუმში--24,450/-ია, ნეონში-– 21,577, მაშინ როცა ლითიუმის ბმის ენერ- 

გია- 5.370/-ის ტოლია, ფტორისა კი–-18,6-V. ამგვარად, ჰელიუმისა და ნეონის 

ჩაკეტილი გარსები ენერგეტულად უფრო ხელსაყრელია, ვიდრე სხვა კონფი- 
გურაციები. შემდეგი ელემენტი არის ნატრიუმი-–-,,Vი. მისი მეთერთმეტე ელექტ- 
რონისათვის L გარსში ადგილი აღარა გვაქვს, ამიტომ საჭიროა დავიწყოთ ახალი 

MI გარსი (L=23), ამ გარსში გვაქვს 18 ადგილი, ე. ი. მესამე პერიოდში შეგვიძ- 
ლია მოვათავსოთ ელემენტები, დაწყებული ნატრიუმიდან არგონის ჩათვლით, 
ნატრიუმის კონფიგურაცია დახასიათდება ფორმულით 1§7 23? 2უზ3ე უკანასკნელი 

3§ ელექტრონის ბმის ენერგია ძალიან მცირეა და სიდიდის რიგით ისეთივეა, 

როგორიც 7.-ის 2 ელექტრონისა. „IM 8-ის შემდეგი ელექტრონი შეგვიძლია 
კვლავ 3§ მდგომარეობაი მოვათავსოთ, 3კ მდგომარეობის ექვსი ადგილი შეივსება 
ალუმინის სილიციუმის, ფოსფორის, გოგირდის ქლორისა და არგონის ელექტრონე- 
ბით. არგონის კონფიგურაცია დახასიათდება ფორმულით 1” 23" 2ე'3:7პეზ. არგონიც 
შეესაბამება ჩაკეტილ კონფიგურაციას და ამგვარად, ამ ელემენტით ხდება მესამე 
პერიოდის ჩაკეტვა. არგონის ატომს ამ პერიოდში აქვს მაქსიმალური ბმის ენერგია 
და იგი ისეთივე მდგრადობით ხასიათდება, როგორითაც ჰელიუმი და ნეონი. 

შემდეგი ელემენტი (7 = 19) არის კალიუმი--,ე#. ისმის კითხვა, სად უნდა 
მოვათავსოთ კალიუმის მეცხრამეტე ელექტრონი? ჯ/ გარსში სულ გექონდა 18 

ადგილი, აქედან არგონამდის შეივსო 1=0,1 მდგომარეობები, ე. ი. 3ყ და 3» 

მდგომარეობები, ამგვარად, X/ გარსში შეუვსებელი დარჩა 34 (ე. ი. 1=2) მდგო- 
მარეობის ათი ადგილი. ამიტომ ჩვენ შეგვეძლო კალიუმის უკანასკნელი ელექტ- 
რონი ისევ II გარსის 30 მდგომარეობაში მოგვეეთავსებინა, მაგრამ კალიუმის 

ატომი როგორც ქიმიური, ისე სპექტრალური მონაცემებით (იზ. სავალენტო ელექ– 

ტრონის მოდელი) სავსებით ჰგავს პირველი სვეტის ელემენტებს #, #ჯL/, X2..., 

აქ ვხვდებით პერიოდული სისტემის აგებულების თავისებურებას, რაც იმაში გა- 

მოიხატება, რომ 3ძ მდგომარეობა შეუვსებელი რჩება და იწყება ახალი # გარსის 
შევსება, ისეთი უხეში მოდელითაც კი, როგორიც არის თომას-ფერმის მოდელი, 
მიიღება, რომ 4§ მდგომარეობის ენერგია ნაკლებია, ვიდრე 30 მდგომარეობისა. 

ეს გამოწვეულია იმით, რომ სწორედ ამ მომენტიდან არის მნიშვნელოვანი ჯ და 

1 კვანტური რიცხვების „შეჯიბრი?, რომლის წზესახებაც წინა პარაგრაფში გვქონდა 

ლაპარაკი. ამიტომაც კალიუმის მეცხრამეტე ელექტრონს ვათავსებთ » გარსის 
4§ მდგომარეობაში. ასე რომ, შეუვსებელს ვტოვებთ )/ გარსის 3ძ ადგილებს. 
იგივე მიზეზით კალციუმის მეოცე ელექტრონიც უნდა მოვათავსოთ 4§ მდგომა– 
რეობაში. 3ძ მდგომარეობაში დარჩენილ ადგილებს კი ავსებენ ატომები 

50, 72%, V, C?, I, #6, C0, #Iს CI, 2. 

ზოგიერთ შემთხვევაში” ძ გარსის შევსება ხდება არათანამიმდევრობით, მაგა- 

ლითად, თუ „ვ”/-ისათვის გვაქვს კონფიგურაცია („I7)4§731, სადაც (4)) მიუთი- 

თებს არგონის ჩაკეტილ კონფიგურაციას, იმის ნაცვლად, რომ ქრომს ჰქონდეს 

(41)4ა-3ი%ვ კონფიგურაცია, სინამდვილეში აქვს („:04ვ3ყ/' კონფიგურაცია, ხოლო 
მომდევნო ელემენტს ,„2I ჯ-ს აქვს წესიერი კონფიგურაცია („1I))4ა:130ს და ა. შ. 

X გარსის დარჩენილ ადგილებს ნაწილობრივ ავსებს C6ი, C0 -„19, 50, 87 და 
#;-ის ელექტრონები და ამით მთავრდება შემდეგი პერიოდი. ეს პერიოდიც ინერ- 
ტული გახით #» (კრიპტონი) მთავრდება. მიუხედავად იმისა, რომ X» გარსში 

კიდევ გვაქვს ვაკანტური ადგილები. რუბიდიუმის ელექტრონი უნდა მოვათავსოთ 
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ახალ () გარსში (/ :: 5), რადგან რუბიდიუმი თავისი თვისებებით ჰგავს ნატრიუმსა 

და კალიუნს. შემდეგი ელემენტი სტრონციუმი (=) ანალოგიურია კალციუმისა. 
ელემენტები ცეზიუმამდე ავსებენ () და » გარსში დარჩენილ თავისუფალ ადგი– 

ლებს, ცეზიუმიდან იწყება ახალი 1: გარსის შევსება. 

იშვიათმიწათა ელემენტები. ელემენტებს „,/ი (ლანთანი)-დან ჰაფნიუმამდე 

C-I/) უწოდებენ ლანთანიდებს ანდა იშვიათმიწათა ელემენტებს. ეს ელემენტები 
ხასიათდება იმით, რომ ყველას 0 და 7#) გარსებში აქვს მსგავსი კონფიგურაციები. 

ამ ელემენტებით იწყება 4/ მდგომარეობების შევსება. სათანადო ანალიზი გვიჩ- 

ვენებს, რომ 4/ მდგომარეობის შევსებისას, ახლად დამატებული ელექტრონები 

ატომგულთან გაცილებით უფრო ახლოს თავსდება, 

ლთ) 50, ნა ვიდრე ის ელექტრონები, რომლებიც გვქონდა ახალი 

ევი6 47”, ნა ელექტრონების დამატებამდე. ამიტომ ახლად დამა- 
5ე17%' 4/3 6ე” ტებული ელექტრონები თითქმის არავითარ გავლენას 

თხა! 4/. რვ? არ ახდენს ატომის ქიმიურ თვისებებზე. ამიტომაცაა, 

ხი”, 4/9, რვ? რომ იშვიათმიწათა ელემენტებს ერთნაირი ქიმიური 

6957» 4 6კ? თვისებები აქვს, ცხრილში მოცემულია იშვიათმიწათა 

ცე=!! 4/, რა? ელემენტების უკანასკნელი ელექტრონების შევსების 

“CC 4), 5ძრ6ე“ თავისებურებები როგორც ვხედავთ, 4/ გარსის 

ი52ხ 4/ზ, 506ე? შევსება არ ხდება სავსებით კანონზომიერად. 

იიმყ 4/)მზ, რვ“ დიდი ხნის განმავლობაში /7/ ეგონათ იშვიათ- 

0:I#0 4/) Cვჯ? მიწათა ელემენტი. 1922 წლამდე ეს ელემენტი აღმო- 

ც8=1?' 4 /12 6? ჩენილი არ იყო და მის ადგილს ტოვებდნენ იშვიათ- 

691 % 4/1 Cე? მიწათა ელემენტებში. მაგრამ ელექტრონთა შევსების 

ლ47 4/4 C6ვ? თავისებურებებიდან გამომდინარე, ბორმა აჩვენა, რომ 

71#1 4/! 5ძრვე? ჰაფნიუმი თავისი თვისებებით უნდა ჰგავდეს ცირკო- 

ცხრილში მოცემულია იშვიათ- ნიუმს; მართლაც, სულ მალე, ჰაფნიუმი აღმოჩენილ 
8-წათა ელემენტების “ნდი- იქნა ცირკონიუმის მადანში. იშვეიათმიწათა ელემენ–- 

საარ ეერი ნ ააა რრააი ტების ელექტრონთა კონფიგურაციის ცხრილიდან 

პტლადიუმის კონფიგურაციას. ჩანს, რომ არც ლუტეციუმი C7„V) წარმოადგენს იშ- 
ვიათმიწათა ელემენტს, რადგან 4/ გარსი უკვე 

იტერბიუმშია შევსებული, ამ ელემენტში კი იწყება ახალი 574 მდგომარეობის 

'შევსება„ 

ამგვარადვე შეგვიძლია ვიპოვოთ ყოველი ატომის ელექტრონული გარსის 

კონფიგურაციები და ავხსნათ ელემენტთა პერიოდული სისტემის ძირითადი თავი- 

სებურებანი. 

მდგომარეობათა დახასიათება მულტიპლეტური აღნიშვნებით. ატომების 
მდგომარეობათა სრული დახასიათებისათვი” მნიშვნელოვანია მდგომარეობათა 

აღწერა მულტიპლეტურ აღნიშვნებში. გამოვიყენოთ აღნიშენა 7-1#,, სადაც #§ 

ატომის სპინია; #=0, 1, 2, -.. მაგიერ უნდა შევიტანოთ სათანადო აღნიშვნები 
5, L, », L, 0C, ხოლო Iჰ)=L+ 5 წარმოადგეს ატომის სრულ მომენტს. 
ინერტული გაზების ატომებში, რადგან ყველა სპინები წყვილ-წყვილად ანტიპა- 
რალელურია, 8=0. ჰელიუმის ატომში გვაქეს ორი 18 ელექტრონი ამიტომ L=0 

და, მაშასადამე, / =0. ამრიგად, ჰელიუმის ატომი ხასიათდება 75ე მდგომარეობით. 

#46-ის ატომისათვის დამახასიათებელია აგრეთეე ჩაკეტილი კონფიგურაცია, ამი- 

ტომ მისთვისაც 5=0. ამ ატომის ელექტრონებისათვის 1=0 და 1=1 (##=0,-+1). 

აშკარაა, რომ 1/ = 2, »,=0, და #=0, # =0. იგივე მდგომარეობა გვექნება 
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ყველა ინერტული გაზისათეის. გამომდინარე აქედან, ისინი განისახლერებიან 139) 

ფორმულით. ასევე, რადგან ტუტე მეტალების ატომებს ინერტული გაზის ჩაკეტი- 

ლი გარსის შემდეგ აქვს ერთი ელექტრონი, გვექნება §=1/,, #/=0 და V = "/- 
ამ ატომების მდგომარეობები აღინიშნება 5), სახით. 

მეორე ჯგუფის ელემენტების ატომებისათვის დამახასიათებელი» 172? კონ- 

ფიგურაცია, ამიტომ მულტიპლეტურ აღწერაში მათ შეესაბამება 19) აღნიშვნა, 

მესამე ჯგუფის ელემენტებისათვის §=1/2, #=1 და # =1/2, რის გამოც. გვექ–- 

ნება ?)2,,, მდგომარეობა. როგორც წინა პარაგრაფში აღვნიზნეთ, ი? კონფიგუ- 

რაცია ხასიათდება 3?/7 ფორმულით, მაშასადამე, მეოთხე სვეტის ელემენტების 

დახასიათდება 9/% მდგომარეობით (/ = | 1––1 | =0). რადგან #3 კონფიგურაცია 

ხასიათდება 99 თერმით, ამიტომ მეხუთე სვეტის ელემენტების ატომები დახასიათ– 

დება წე, კონფიგურაციით, ასევე ჰალოგენების ჯგუფის ატომები დახასიათდება 

მ), მდგომარეობით და ა. შ, 

ვალენტობა, როგორც დავინახეთ, კვანტური მექანიკის თანახმად, ელემენტთა 

პერიოდულობა, რომელიც ელინდება ქიმიური თვისებების კანონზომიერ მსგავსე– 

ბაში, შედეგი ყოფილა გარე ელექტრონული გარსების "შევსების თავისებურებებისა; 

რადგან ინერტული გაზების ატომებე ხასიათდება ძალზე მდგრადი კონფიგურა- 

ციით, ამიტომ ქიმიურ რეაქციებ ში ისინი მონაწილეობას არ იღებენ. ჰალოგენები 

ხასიათდება ო, კონფიგერაციით, ს:დაც ინერტული გაზების ატომების ჩაკე- 

ტილი კონფიგურაციის შესაქმნელად მათ აკლიათ ერთი ელექტრონი, ჰალოგენებზე 

ერთი ელექტრონის მიერთებისას კი ბმის ენერგია ნახტომისებურად იზრდება. ამით 

აიხსნება ჰალოგენების დიდი აქტივობა ქიმიურ რეაქციებში. ტუტე მეტალების 

ატომები, პირიქით, ხასიათდება იმით, რომ მათ ინერტული გაზის ჩაკეტილი კონ- 

ფიგურაციის შემდეგ აქვთ სუსტად ბმული ერთი ზედმეტი ელექტრონი, რომელსაც 

ადვილად გასცემენ ქიმიური რეაქციების დროს. ამიტომ როგორც ჰალოგენები, 

ისე ტეტე მეტალები ერთვალენტიანია. 

ზი, 1 CV... ჩაკეტილი გარსის შემდეგ აქვთ ორ-ორი ელექტრონი. რად- 

გან მათ აქვთ მისწრაფება იმ ორი ელექტრონის გაცემისა, ამიტომ ისინი ორვა- 

ლენტიანებია. 

ვალენტობის ასეთი განმარტებით ნათელი არაა, თუ რატომ ახასიათებს ერთი 

და იმავე ჯგუფის ელემენტებს სხვადასხვა ვალენტობა. 

კვანტურ მექანიკაში ატომის ვალენტობა დაკავშირებულია ატომის სპინთან; 
სახელდობრ, ვალენტობა განისაზღვრება როგორც ატომის სპინის გაორკეცებუ- 

ლი მნიშენელობა. ცვალებადი ვალენტობა ფიზიკურად გამოწვეულია იმით, რომ 
ატომს ქიმიურ რეაქციებში მონაწილეობის მიღება შეუძლია როგორც ნორმალურ, 

ისე აღგზნებულ მდგომარეობაში. ამასთან, სპინის მნიშვნელობა აღგზნებულ მდგო– 
მარეობაში საზოგადოდ განსხვავებულია ნორმალურ მდგომარეობაში მყოფი ატო- 

მის სპინის მნიშვნელობისაგან, რადგან პირველი ჯგუფის ელემენტების ატომების 
სპინი ნახევრის ტოლია, ამიტომ ეს ელემენტები ერთვალენტიანია. მეორე ჯგუფის 
ატომების სპინი არის ნულის ტოლი, რის გამო ნორმალურ მდგომარეობაში ეს 
ატომები ქიმიურ რეაქციებში მონაწილეობას არ იღებს. მიგრამ ამ ატომებს აქვს 

აგზნებული მდგომარეობა §ა), ე. ი. ჯა მდგომარეობიდან ერთი ელექტრონი 
გადასულია ჯ მდგომარეობაში. ამ მდგომარეობის სპინი 8§=1, ამიტომ ეს ატომები 

იჩენს ორ ვალენტობაL., ამ ჯგუფის ატომების ძირითადი ვალენტობა სწორედ ორის 
ტოლია, მესამე სვეტის ატომებს §?)! ძირითად მდგომარეობაში აქვს სპინი 5==1/კ, 

27. ი. ეამაკიძე, ვ. მამასახლისოეი, გ. ჭილაშვილი 417



ამიტომ მათი ვალენტობა ერთის ტოლია. მაგრამ ამ ატომებს აქვთ აგზნებული 

მდგომარეობაც ა) -სპინით 3/2, რის გამოც ამ ჯგუფის ელემენტებს გარდა ერთ- 

ვალენტიანობისა ახასიათებს სამვალენტიანობაც. მეოთსე ჯგუფის ელემენტებს 

ძირითადად კ", მდგომარეობაში აქვთ §=1 სპინი. აგზნებულ მდგომარეობას 

და? აქვს X=2 სპინი, ამიტომ ამ ჯგუფის ეღ ემენტების ვალენტობა უდრის 2 და 

4-ს. ანალოგიურად, მეხუთე სვეტის ელემენტები ავლენენ 3 და 5 ვალენტობას, 

რადგან ძირითადი მდგომარეობის სპინი 1შ/,-ის ტოლია, აგზნებულის კი-–-./,. 

ამასთან, ხდება აგზნება §?#” მდგომარეობის § ელექტრონისა, რომელიც) გადადის 
განსხვავებული » ის მქონე ახალ მდგომარეობაში, სახელდობრ, (#§/)) (ი §)-ში. 

მეექვსე ჯგუფის ელემენტებს ძირითად §?/9!) მდგომარეობაში აქვს 5 =1 სპინი, ამი- 
ტომ ისინი ორვალენტიანები არიან ერთი ჯ ელექტრონის აგზნება იძლევა 
(ვ? ემ) (ა) კონფიგურაციას 5=2 სპინით, ერთი § ელექტრონის აგზნება კი-– 

CII9))?XIV §,) კონფიგურაციას 8=3 სპინით. ამასთან დაკავშირებით ეს ელემენტები 

დამატებით ამჟღავნებენ 4 და 6 ვალენტობას. მეშვიდე ჯგუფის ელემენტებს ძირი- 
თად მდგომარეობაში აქვთ 5 =1)/; სპინი. ამიტომ ისინი ერთვალენტიანებია, მაგრამ 

მათ აქვთ §5=3/კ, 5/, და ?/, სპინის შესაბამისი აგზნებული მდგომარეობებიც, 

რის გამოც ეს ელემენტები 3,5 და 7 ვალენტობასაც ამჟღავნებენ და ბოლოს, რად- 
გან ინერტული გაზის ატომების სპინი §=0 და დიდი აღგზნების ენერგიით ხა- 

სიათდებიან, ამიტომ ისინი ქიმიურ რეაქციებში მონაწილებას არ იღებენ და მათ 

აქვთ ნულოვანი ვალენტობა. 

იშვიათმიწათა ელემენტებში 4/ ელექტრონები გულთან ახლოს თავსდებიან. 

ამიტომ ისინი ძირითად მდგომარეობაში ვალენტობის განსაზღვრაში მონაწილეობას 

არ იღებენ. ვალენტობას განსაზღვრავს გარეთა § და ჯ ელექტრონები, ამიტომ 

ისინი ძირითადად ავლენენ 3 და 4 ვალენტობას. მაგრამ ამ ელემენტებს რეაქციებ- 
ში შეუძლიათ შევიდნენ ისეთ აღგზნებულ მდგომარეობებში, როცა ერთი ელექ- 

ტრონი 4/ დონიდან გადასულია § ღა ჯ მდგომარეობაში. ამით ამ ელემენტების 

ალენტობა ერთით გაიზრდება. 
მ საინ ალიბი ელემენტები თანამედროვე ფიზიკისათვის არ არსებობს 
პრინციპული სიძნელე პერიოდული სისტემის ერთი ელემენტის მეორედ გარდასაქმ- 

ნელად. ამ მიზნისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ გარკვეული ტიპის ატომგულური 

რეაქციები. ამ რეაქციების მეშვეობით შესაძლებელია არათუ ერთი ელემენტის 

სხვად გარდაქმნა, არამედ სრულიად ახალი ელემენტების მიღებაც. ამ მეთოდით 
მოსპობილ იქნა ის „თეთრი ლაქები“, რომლებიც გვქონდა პერიოდულ სისტემაში, 

ასეთი იყო ელემენტები, რომელთა რიგითი ნომერი უნდა ყოფილიყო 2 =4ქ,6), 

85 და 87. ეს ელემენტები მიღებულ იქნა ხელოვნური გზით. ამასთან 2:=43 

უწოდეს ტექნეციუმი (2), 2:=61-–-პრომეთეუმი (#„), 2=85--–ასტატინი (4/), 

ხოლო 2=87--ფრანციუმი (XV). ყველა ეს ელემენტი არამდგრადია და გარკვეუ- 
ლი დროის შემდეგ იშლება, ამიტომაც ისინი ბუნებაში არ არსებობდნენ. პერიო- 

დული სისტემა, დაწყებული ერთიდან 2:=92-მდე, მთლიანად შევსებულია. ამ 

ფარგლებში ახალი ელემენტის აღმოჩენა შეუძლებელია; იგი შეიძლება მხოლოდ 
2:>92-თვის, ასეთი ელემენტები საკმარისად ბევრია მიღებული ხელოენური გზით, 
მათ ურანის იჭითა, ანდა ტრანსურანულ ელემენტებს უწოდებენ, პერიოდული 
სისტემა დღეს უკვე 104 ელემენტს ”შეიცავს. ეს ელემენტებია: „ვი (ნეპტუ- 

ნიუმი) «XV (პლუტონიუმი), ა:/ოჯ (ამერიციუმი), იკC7 (კიურიუმი), §,1L (ბერ- 

კლიუმი) „0/ (კილიფორნიუმი, 2=9ი ელემენტს უწოდეს აინშტაინიუ- 
მი (59, 27 =100--ფერმიუმი (XV), 2 =101-–მენდელეევიუმი (1/%), #7 =102-ს 
--ნობელიუმი (M49), 2 = 103 – ლაურეტსენიუმი (LI), 2==104-- კურჩატოვიუმი 
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(XI)). ყველა ეს ატომი მიიღება მძიმე ატომგულების დაბომბვით. მაგალითად, 
კალიფორნიუმის იზოტოპები მიიღება ,:02??– ატომგულების ციკლოტრონზე აჩქა- 
რებული C17 გულებით დაბომბვით, შემდეგი რეაქციის მიხედვით 

· 246 
თმ 1 0 > | «/ არნი (113,4) 

ყველა ამ ელემენტის სიცოცხლის ხანგრძლივობა შეუდარებლად ნაკლებია დედამიწის 

სიცოცხლის ხანგრძლივობაზე, ამიტომაც ისინი ბუნებაში არ არსებობენ და თავის 

დროზე კიდევაც რომ არსებულიყენენ, დაიშლებოდნენ და ჩვენამდე მაინც ვერ 
მოაღწევდნენ. 

ტრანსურანული ელემენტები ხასიათდება თითქმის ერთნაირი ქიმიური თვი- 

სებებით. ისინი ქმნიან ჯგუფს, რომელიც ჰგავს ლანთანიდებისას, ამ ელემენტებში 
ლანთანის როლს ასრულებს აქტინიუმი და ამიტომ, იშვიათმიწათა ელემენტების 

ჯგუფის ანალოგიით, ამ ელემენტებს აქტინიდებს უწოდებენ. 

იბადება კითხვა, სანამდე შეიძლება გაგრძელდეს ისეთი ახალი ელემენტების 

მიღება, რომლებსაც ექნება სიცოცხლის შესამჩნევი ხანგრძლივობა? ამ კითხვაზე 

ამომწურავი პასუხის გაცემა, დღეისათვის არსებული მონაცემებით, შეუძლებელია. 

ზედა ზღვრისათვის შეგვიძლია მოვიყვანოთ შემდეგი მსჯელობა: დავუშვათ, ხე- 

ლოვნურად მიღებული ტრანსურანული ელემენტის ატომგულის ზომა შეგვიძლია 

წერტილოვნად ჩავთვალოთ, მაშინ ბორის თანახმად, პირველ ორბიტაზე მოძრავი 

ელექტრონისათვის გვექნება სიჩქარე 

20 · 
=–-, 113,5 -- ი (119,5) 

საიდანაც 

2=M, (113,6) 
გ 

2>-ს მაქსიმუმი ექნება მაშინ, როცა 9ზ=0, ე. ი. როცა 7=M =6;1=137. ამ შე- 
6 

ფასებიდან ჩანს, რომ არ შეიძლება მივიღოთ ელემენტი, რომლისთვისაც 22>137» 
განმეორებით აღვნიშნოთ, რომ ეს შეფასება საკმარისად უხეშია, რადგან 

ატომგული სინამდვილეში წერტილოვანს არ წარმოადგენს. 
შეთანხმდნენ, რომ ამის შემდეგ ახლად აღმოჩენილი ელემენტის სიმბოლოდ 

აღებულ იქნეს ამ ელემენტის სახელწოდების პირველი ორი ასო; ანდა, თუ ასეთი 
სიმბოლო პერიოდულ სისტემაში უკვეე არსებობს, მაშინ პირველი და მეორე მარცვ- 
ლის პირველი ასო: მაგალითად, Vი (ნობელიუმი) 5§ (აინშტაინიუმი) და სხვა. 

§ 114, მაბნიტური მოვლენები რთულ ატომებში 

ერთელექტრონიანი ატომების მაგნიტურ მოვლენებსა და მრავალელექტრონიანი 

ატომების მაგნიტური მოვლენები აღწერათა შორის პრინციპული განსხვავება 

არ არსებობს; განსხვავება მხოლოდ იმაშია, რომ ყველგან, სადაც კი გეხვდება 

აზიმუტალური კვანტური რიცხვი 1, უნდა შევცვლოთ სრული ორბიტალური 
მომენტის კვანტური # რიცხვით, ნაწილაკის სპინი ვ–სრული #§ სპინით, ხოლო 

  

1 ამჟამად დუბნაში, ბირთეულ გამოკელევათა გაერთიანებულ ინსტიტუტში უკვე მიღებუ- 
ლია 106-ელემენტი. ' 
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ერთი ნაწილაკის სრული მომენტი-- კ სისტემის სრული # მომენტით; ასე მაგა- 
ლითად, რთული ატომების მაგნიტურ ველში მოთავსებისას, იმის ანალოგიურად, 
რაც გვქონდა ერთელექტრონიან ატომებში (იხ. ფორმულა (98,19) ), ენერგია 
შეიცვლება სიდიდით (ზეემანის ეფექტი) 

§ნ8IMკ =9ჩ97/), (114,1) 

სადაც 

M,=–ძჰ, (4-––-1) -.:.ყ–1, ჰყ, (114,2) 

ლანდეს ყ მამრავლი რთული ატომებისათვის, (98,18) ფორმულის თანახმად, შემ- 

დეგნაირად განისაზღვრება: 

(I +1)--–-LCL+1)+ 5(5 -+1) =1 , 114,3 
9=)+ 2/(C/ +1) იატ 

წარმოადგენს ლარმორის სიხშირეს. რადგან M, იღებს სულ (2V +1) 

  

იდCV7 

ს6 
მნიშვნელობას, რთულ ატომებში ზეემანის ეფექტი (2#/ +1) ჯერადი გადაგეარების 

მოხსნაში მდგომარეობს. ერთელექტრონიანი ატომებისაგან განსხვავებით, რთული 

ატომების შემთხვევაში XVI, შეიძლება ნულიც იყოს (რადგან „”-ს შეუძლია მიიღოს 

მთელი მნიშვნელობებიც) და, მაშასადამე, ზეემანის ეფექტი არ გვქონდვს. 

თუ სპინი ნულის ტოლია (§=0), მაშინ #= # და ლანდეს მამრავლი ერთის 

ტოლია (#ყ=1). ამ შემთხეევაში, (114,1) ფორმულის თანახმად, გვექნება ზეემანის 

მარტივი ეფექტი 

0 =   

ნკM, =(ჩ5) IL). (114,4) 

როცა L=0, მაშინ #/=8 და ე=2. ხოლო როცა # =0, მაშინ ლანდეს მამრავლი 

განუზღვრელია; ამ შემთხვევაში /#/,=0, და ზეემანის ეფექტი არა გვაქვს. 
ანალოგიურადვე მივიღებთ, რომ გარეშე მაგნიტურ ველში შეტანისას რთული 

ატომების მომენტის საშუალო მნიშვნელობა მაგნიტური ველის დაძაბულობის 
გასწვრივ, აბსსოლუტურ 7? ტემპერატურაზე, განისაზღვრება ფორმულით 

M#=ჰყM8)(თ), 014.5, 

სადაც ყ არის (114,3) ფორმულით განსაზღვრული ლანდეს მამრავლი, 7/8–- 

ბორის მაგნეტონი, ხოლო ,8,(2)--ბრილუენის ფუნქცია და იგი ერთელექტრონიანი 
ატომისათვის შემოღებული (99.20) ფუნქციისაგან განსხვავდება იმით, რომ ელექტ– 
რონის სრული კჯ მომენტი შეცვლილია ატომის სრული V მომენტით, ე. ი. 

  

1 1 1 დ = “ 1+ _“ +% V 114,6 8)თ) ( 1 + 3 თხ ( + 27) 3 2,%ს 7) (114,6) 

ამასთან 

ზიV I = , მ8=7/ცთ 114,7 თ= => ზ 89 ( ) 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა 2<1 (სუსტი გარეშე ეელის 'შემთხვევა), პა- 
რამაგნიტური ამთვისებლობისათვის გვექნება 

#(C/ +1)ი" 778 

ვდ...” 
ერთელექტრონიანი ატომებისაგან განსხვავებით, რთული ატომების სრული 

მომენტი შეიძლება ნულიც იყოს (# =0). ამ დროს პარამაგნიტიზმის ეფექტი არა 
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გვაქვს, ე« ი» X/(71=0. რადგან ინერტული გაზების ატომების M7, M40, XX” და 
შ. სრული მომენტი /# =0, ამიტომ მათ პარამაგნიტიზმი არ ახასიათებთ, 

იმის გამო, რომ ყველა ერთელექტრონიანი ატომები პარამაგნიტურია და 
პარამაგნიტიზმის ეფექტი კი გაცილებით მეტია დიამაგნიტიზმზე, ამიტომ ერთ–- 

ელექტრონიანი გაზებისათვის დიამაგნიტიზმის განხილვას აზრი არა აქვს, რთულ 
ატომებში კი ზოგიერთ ატომს პარამაგნიტიზმი არ ახასიათებს, ამიტომ დიამაგნი– 

ტიზმის მოვლენა გადამწყვეტ როლს ასრულებს; მაგალითად, დიამაგნიტური იქნება 
ყელა ინერტული გაზი. » ელექტრონის მქონე რთული ატომის დიამაგნიტური 

ამთვისებლობა, (99,32)-ის თამაშად, გამოისახება ფორმულით 

X=- ––- ბ, (21+ყი · (114,9 
2-2 > , 

განვიხილოთ ჰელიუმის ატომის სას მისთვის XV =2, ამიტომ 

  == (9+/ + 21+V- 014,10 
რადგან ძირითად მდგომარეობაში, (1§?), ჰელიუმს გააჩნია სფერული სიმეტ- 

რია (როცა 1=0, მაშინ, »,=0, და ტალღურ ფუნქციაში კუთხეზე დამოკიდებუ- 
ლი ნაწილი არა გვაქვს), ამიტომ 22 = V: = 2 = #1? = შ/ ჯ. და, მაშასადამე, 

6 
ვყი? 

7?, (114,11)   #კ= 

კლასიკურ მექანიკაში ჯ? განსაზღვრა პრინციპულად შეუძლებელი იყო. კვანტურ 

მექანიკაში კი, ვიცით რა ჰელიუმის ატომი” ტალღური ფუნქციები, შეგვიძლია 

,? გამოვთვალოთ ;?= I 12-02 ფორმულით. გამოთელები დიამაგნიტური ამ- 

თვისებლობისათვის იძლევა სიდიდეს, რომელიც კარგად ეთანხმება ექსპერიმენტულ 

მნიშვნელობას. 

§ 115. არომური ერთეულები 

გამოყენებით საკითხებში ხშირად იხმარება ე. წ. ატომური ერთეულები, 
რომლებიც შემოყვანილი იყო ჰარტრის მიერ!. ეს ერთეულები საკმაოდ ამარტი- 

ვებს იმ ფორმულებს, რომლებიც გეხვდება ატომის თეორიაში. 

ამ სისტემაში ერთეულებად აღებულია შემდეგი სიდიდეები: 
მუხტის ერთეული– ელექტრონის მუხტი 4=4,8. 10-11 6068ჩ, 

მასის ერთეული––ელექტრონის მასა #=9.1 10-28 გრ., 

სიგრძის ერთეული--ბორის პირველი ორბიტის რადიუსი «-53 =0,529 X 
6 

X 10.8 სმ. 

ყველა წარმოებული სიდიდეები შეგვიძლია განვსაზღვროთ ამ ერთეულებით; 

მაგალითად, მენგიის ერთეულისათვის გვექნება 

= Mი – კ,ვ04 , 10-M ერგი=27,07 (7, (115.1) 
ძ% M? 

10. ს. LIეLC60, ნჯილ- Cეთხ, XMI1. 50C. 94,89 (1928). 

421



რომელიც წარმოადგენს წყალბადის ატომის გაორკეცებული იონიზაციის ენერგიას. 
სიჩქარის ერთეულისათვის გვექნება 

დ 2 == 0 115,2 
ი ნ 137 ' ) 

დროის ერთეული იქნება ტოლი 
ვ 

ძა _ 5“. (115,3) 
ხზ "ს 

სიხშირის ერთეული მიიღება დროის ერთეულის შებრუნებით 

4 
%-1C., 015,4) 
ძე ს? 

ქმედების ერთეული კი იქნება ჩ=1,05 · 10-27? ერგი სეკ. და ა. შ. 
ატომურ ერთეულებზე გადასვლა მარტივად ხდება, ამისათვის საკმარისია ყვე= 

ლა გამოსახულებაში ავიღოთ 6=M#=0=1,; მაგალითად, ატომურ ერთეულებში 

წყალბადის ატომის ენერგია გამოისახება ფორმულით 

ნწ. =-–--, #=17,... (115,5) 

ხოლო ტალღური ფუნქცია 

სიი= >= “”. (1154) 
და ა. შ. თუ ატომური ერთეულებიდან გვსურს დავუბრუნდეთ ჩვეულებრივ ერ- 
თეულებს, მაშინ საჭიროა სიგრძე გავამრავლოთ სიგრძის ერთეულზე, ე. ი. 

0,529 10-98 სმ-ზე. ენერგია –– ენერგიის ერთეულზე, ე ი. 27,070 -ზე და ა. შ. 

მაგალითად, ატომურ ერთეულებში წყალბადის ატომის ძირითადი მდგომარეობის 

  

ენერგია იქნება 6წ,=-43. ჩეეულებრივიი ერთეულების მისაღებად საჭიროა ეს 

სიდიდე გავამრავლოთ ენერგიის ერთეულზე, ე. ი. 27,07-ზე. მივიღებთ #8, = – 
13,506” და ა. შ 

ხშირად, ატომის ფიზიკაში ენერგიას გამოხატავენ რიდბერგებშიც-––”7ყ. რიდ- 

ბერგი წარმოადგენს ენერგიის ატომური ერთეულის ნახევარს, ე. ი. იგი ემთხვევა 
წყალბადის ატომის იონიზაციის ენერგიას 7»IVყ= 13,506», ამასთან, რიცხვით მნიშვ- 

ნელობას მარჯვნივ უწერენ IIყ სიმბოლოს. 
დავამყაროთ მნიშვნელოვანი თანაფარდობები სამ უნივერსალურ სიგრძის 

განზომილების სიდიდეს შორის 
2 

#+= +, #,= ჩ, ძე=-“, (115,7) 
MC სი >. 

პირველი წარმოადგენს ელექტრონის კლისიკურ რადიუსს, მეორე –კომპტონის ტალ–- 
ღის სიგრძეს, ხოლო მესამე––ბორის პირველი ორბიტის რადიუსს. 

აშკარაა, რომ 
2 

#0 = 2“ =თე. (115,8) 
ასევე, 4 ხთ 

249 CM თ და 29-(2C-)-4« 59 
ძი ხთ ი ძი ხი ს" (115,9) 

სადაც თე არის ზომერფელდის ნაზი სტრუქტურის მუდმივი. 
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თავი X»V 

ორატომიანი მოლეკულები 

§110. ორატომიანი მოლეკულის პვანტური დონეები 

სანამ უშუალოდ მოლეკულის მდგრადობის საკითხს შევისწავლიდეთ, წინას– 

წარ გამოვიდეთ ორატომიანი მოლეკულის არსებობის ფაქტიდან და ვაჩვენოთ, 
რა მოძრაობების შესრულება შეუძლია მოლეკულის ატომებს და როგორია მათი 
შესაბამისი კვანტური დონეები. 

განვიხილოთ მოლეკულა, რომელიც შედგება ორი ატომისაგან მასებით «ი, 
და II, და გამოვარკვიოთ, როგორ შეიძლება განვსახღვროთ ასეთი მოლეკულის 
ენერგეტული დონეები ორატომიანი მოლეკულის მდგრადობისათვის საჭიროა, 
რომ პოტენციალურ ენერგიას ჰქონდეს მინიმუმი, მინიმუმის წერტილი აღვნიშნოთ 
#ეით, მაშინ წონასწორობის მახლობლად პოტენციალური ენერგია შეგვიძლია 
გავშალოთ (# –– ?ე)-ის ხარისხების მიხედვით. თუ “შევინარჩუნებთ კვადრატულ 

წევრებს, გვექნება · 
სთ“ (I IM)? ცა = "== #%)“ 116,1 LV) 2 ( ) 

სადაც | == _90 9 სისტემის დაყვანილი მასაა და 6= MV + (5+) 
თო!) 92 ს V 9 /ჩ. 

იგულისხმება, რომ მოლეკულის შემადგენელი ატომები წონასწორობის ირ- 

გვლივ ასრულებენ მცირე ჰარმონიულ რხევებს. ამ შემთხვევაში სათანადო ენერ- 

გია იქნება 

წ-M(X+ +). (116,2) 

სადაც X# =0, 1, 2,... რხევის (ან ვიბრაციულ) კვანტურ რიცხვს უწოდებენ. 

მაგრამ მოლეკულას, რხევითი მოძრაობის გარდა, შეუძლია ბრუნვითი მოძ- 

რაობაც. ადვილად მივიღებთ ბრუნვითი მოძრაობის ენერგიას, თუ ჩავთვლით, 
რომ ორატომიანი მოლეკულა პირველ მიახლოებაში წარმოადგენს მყარ როტა- 
ტორს, რომლის ენერგიისათვის გვკონდა 

_ ჩ'VXC+1) 
-. 

აქ ყ#ი= 078 არის მოლეკულის ინერციის მომენტი, V=20, 1, 2, 3,... უწო- 

დებენ როტაციულ (ან ბრუნვით) კვანტურ რიცხვს, მოლეკულის სრული ენერგიის 
მისაღებად საჭიროა რხევით და ბრუნვით ენერგიას დავუმატოთ ელექტრონების 
ენერგია ატომებში –– X,. მაშასადამე, მოლეკულის სრულ ენერგიას პირველ მიახ– 
ლოებაში ექნება სახე : 

#» (116,3) 
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ჩ?V(CV+1) 

29ა 

ამ სახით ენერგიის ჩაწერის დროს ვიგულისხმეთ, რომ ელექტრონებისა და ატო- 

მების მოძრაობებს შორის კავშირი მოლეკულაში ძალიან მცირეა. ასე რომ, პირ- 

ველ მიახლოებაში მოლეკულის სრული ენერგია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ რო- 
გორც ელექტრონებისა და ატომების ენერგიების ჯამი, მართალია, მოლეკულაში 
განხორციელებულ მოძრაობებს შორის კავშირი ძალიან მცირეა, მაგრამ იგი მაინც 

არსებობს და ამიტომ, თუ მოლეკულას ეცემა სინათლის კვანტი, მაშინ კვანტის 

ენერგიის ნაწილი დაიხარჯება ელექტრული დონის აღგზნებაზე, ნაწილი კა აღა- 
გზნებს ატომურ დონეებს. ასევე, თუ მოლეკულა ასხივებს სინათლის კვანტს, მა- 
შინ ეს ენერგია გამოწვეულია როგორც ატომში ელექტრონების მოძრაობით, ისე 

თვით ატომების მოძრაობით მოლეკულაში. ამიტომ მოლეკულის მიერ გამოსხივე- 
ბული სინათლის სიხშირისათვის 

თ. »ა=0,+ჩი(X+ +)+ (116,4) 

ა=- მ 8იMა. _ მზისა (116,5) 

ფორმულის გამოყენებისას, უნდა ავიღოთ მოლეკულის მთელი ენერგია საბოლოო 

და საწყის მდგომარეობაში. ამგვარად, მოლეკულის მიერ გამოსხივებული სინათ- 

ლის სიხშირისათვის გვექნება 

Mი-–-ჩი 
(აკ1კ,/= +ი(V- + მ 0/0+1) –+V+I)I. 0166 275 

პირველი წევრი წარმოადგენს სიხშირეს, რომელიც გამოწვეულია ელექტრონული 

გადასვლებით. აღვნიშნოთ იგი (),,,-ით. მაშინ (116,6) მიიღებს სახეს 

ლია,,=Cთ,იი+ თ(V'-–--7) 2-0 + 1/ე)? –– (V +!/;)”)ა (116,7) 
ი 

ჩვენ ვხედავთ, რომ იმის მიხედვით, ატომი ასხივებს თავისუფალ თუ მოლე- 

კულაში მყოფ მდგომარეობაში, სიხშირეები სულ სხვადასხვა იქნება. თუ თავისუ- 

ფალი ატომებიდან გამოსხივებული სინათლის სიხშირე განისაზღვრებოდა მხოლოდ 

ელექტრონული გადასვლებით, მოლეკულური გამოსხივების დროს მას ემატება 
სიხშირეები, გამოწვეული მოლეკულაში ატომების რხევით და ბრუნვითი მოძრაო- 

ბებით. ჩვეულებრივად, (116,7) ფორმულაში თ,,, სიხშირე გაცილებით მეტია თ 

რხევით სიხშირეზე და, მითუმეტეს, - აზე. ამიტომ, სპექტროსკოპით დაკვირ- 
ი 

ვებისას ჩვენთვის ცნობილი ელექტრონული გადასვლებით გამოწვეული სპექტრა- 
ლური ხაზების გვერდით გვექნება ხაზების უამრავი რიცხვი. ეს ხაზები თითქმის 

ერთმანეთს ემთხვევა და ქმნის ე. წ. ზოლოვან სპექტრს. ზოლში ხაზები განპი- 

რობებულია მოლეკულის ბრუნვითი მოძრაობის ცვლილებით, ამიტომ ამ ზოლებს 
ხშირად როტაციულ ზოლებსაც უწოდებენ. გარდა იმ ხაზებისა, რომლებიც გამო- 

წვეულია ბრუნვითი მოძრაობის ცვლილებით, სპექტრში გვექნება რხევითი მოძ- 

რაობის ცვლილებით გამოწვეული ხაზებიც. ასეთ ხაზებს გიბრაციულს უწოდებენ. 

ამგვარად, განსსვავებით ატომებისაგან რომლებიც ხასიათდებიან ერთმანე- 

თისაგან შორს მდებარე სპექტრალური ხაზებით, ორატომიან მოლეკულას აქვს 
ზოლოვანი სპექტრი, როგორც აღვნიშნეთ, ამის მიზეზი არის ის, რომ ენერგიის 

გამოსხივებაში მონაწილეობას იღებს მთელი მოლეკულა. 
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ორატომიანი გაზის სითბოტევადობა. ამის შემდეგ ადვილად შეგვიპლია გა- 

ვარჩიოთ ორატომიანი გაზების სითბოტევადობის საკითხიც. როგორც კლასიკური 

ფიზიკიდან 'არის ცნობილი, თავისუფლების თითოეულ ხარისხზე მოდის – I» 

ენერგია, სადაც #; არის ბოლცმანის მუდმივი, 7” კი --– აბსოლუტური ტემპერატუე- 
რა. ამიტომ სითბოტევადობა, რომელიც მოღის ერთ თავისუფლების ხარისხზე, 

იქნება +, ორატომიან მოლეკულას აქვს ექვსი თავისუფლების ხარისხი: ორი 

ბრუნვითი, ერთი რხევითი და სამი გადატანითი, ამიტომ, კლასიკური ფიზიკის 

თანახმად, ორატომიანი გაზის მოლეკულური სითბოტევადობა უნდა იყოს მუდმივი 

დღ. ტოლი 6-# #ა=37, სადაც /=XMVა), ხოლო Xე არის :ვოგადროს რიცხვი. 

ცდა გვიჩვენებს, რომ საშუალო ტემპერატურახე სითბოტევადობა, მართ- 

ლაც, მუდმივია, მაგრამ ტოლია არა 377-ის, არამედ 2. 8-ისა, მცირე ტემპერა– 

ტურებზე კი სითბოტევადობა > /-ის ტოლია. ეს ექსპერიმენტული ფაქტი მარ– 

ტივად აიხსნება კვანტური მექანიკით. 

თუ ჯ ტემპერატურაზე მოლეკულის გადატანითი ენერგია 7 ნაკლებია 

რხევის ჩთ ენერგიაზე, მაშინ მოლეკულის რხევითი მოძრაობა არ აიგზნება, ამ 

შემთხვევაში, მოლეკულა შეგვიძლია ჩავთვალოთ როგორც აბსოლუტურად მყარი 

(ატომებს შორის მანძილი უცვლელია), მაშინ მისი თავისუფლების ხარისხი იქნება 

არა 6, არამედ 5. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ რხევა „იყინებაო“, სითბოტევა- 

დობა კი + M-ის ტოლი ივნება. ამასთან, გაყინვის ტემპერატურა განისაზღვრება 

=> ჩი ფორმულიდან. ტემპერატურის შემცირებისას დადგება ისეთი მომენ- 

ტიც, როცა გადატანითი მოძრაობა ბრუნეის ენერგიაზე ნაკლებიც იქნება, ე. ი. 
2 

317<>1- ამ შემთხვევაში კიდევ „იყინება“ ორი თაეისუფლების ხარისხი და 

0 

სითბოტევადობა 2 შ-ის ტოლია. 

§ 117. ჰეტეროპოლარული და ჰომეოპოლარული ბმები 

ქიმიაში იხილავენ ორი ტიპის ბმას, რომელიც იძლევა მოლეკულის მდგრად 

მდგომარეობას, ერთია ჰეტეროპოლარული (იონური) ბმა, ხოლო მეორე -- ჰომეო- 
პოლარული (ატომური). ჰეტეროპოლარული ბმის დროს მოლეკულა ორი სხვადა- 
სხვა ატომის საწინააღმდეგო ნიშნის მქონე იონისაგან იქმნება. ამ ბმის დამახასია- 
თებელ მაგალითს წარმოადგენს მარილის –– X0C1-ის მოლეკულა. როგორც ცნო- 
ბილია, მარილის მოლეკულა შექმნილია Mგ-ის დადებითი და CI-ის უარყოფითი 

იონისაგან. ჰომეოპოლარული ბმის დროს მოლეკულას ქმნის ნეიტრალური ატო- 

მები, ამ ბმის დამახასიათებელია ყეელა ორი ერთნაირი ატომის მქონე მოლეკულა 

II. 0,, M; და ა. შ. ეს ბმები გავარჩიოთ ცალ-ცალკე. 
პეტეროპოლარული ბმის არსი კარგად იყო ცნობილი კლასიკურ მექანიკა· 

შიც. ჰეტეროპოლარული ბმა არის ელემენტების მისწრაფების შედეგი – გასცეს 
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ან შეიერთოს ელექტრონები, ე, ი. ვალენტობის შედეგი როგორც ქლორი, ისე 
ნატრიუმი ერთვალენტიანია. ამასთან, რადგან C1-ს აკლია ერთი ელექტრონი ჩაკე– 

ტილი, ინერტული XV ის გარსის შესაქმნელად, ამიტომ იგი განსაკუთრებულად 
აქტიურია. ნატრიუმს კი აქვს ერთი სუსტად ბმული ელექტრონი. ამიტომაც ამ 

ორი ატომის დაახლოებისას არსებობს მისწრაფება ურთიერთკავშირისათვის. რად- 

გან ჰეტეროპოლარული ბმის დროს საქმე გვაქვს ელექტრულ ძალებთან, ამიტომ 
ამ ბმის საკითხი რამდენადმე კარგად იყო დამუშავებული კლასიკურ ფიზიკაში. 

იონებს შორის ურთიერთქმედებას ექნება კულონური სახე 

2 
=- <., (117,1) 

> 

ცნობილია, რომ მხოლოდ კულონური ძალა არ იძლევა მდგრად მდგომა- 
რეობას. ამიტომ ამ პოტენციალს ახლო მანძილებზე უნდა დაემატოს განმზიდი 

ძალა. კლასიკურ მექანიკაში ირჩევდნენ 
2 

#თდ=- 2-4 55 017,3 
+ კიო 

პოტენციალს, სადაც ტ00ას და », ემპირიულად განისაზღვრებოდა. კვანტურ მექა- 
ნიკაში, ბორნისა და მეიერის თანახმად, პოტენციალური ენერგია აირჩევა შემჯეგ– 

ნაირად: 
2 

#/ცა=-- 5 + ყე //ბ, (117,3) 
>” 

სადაც 8 დღა 0 ემპირიული მუდმივებია, ასეთი პოტენციალი იძლევა გაცილებით 

ღკეთეს შდეგებს. 
თუ კლასიკურმა ფიზიკამ ჰეტეროპოლარული ბმის შესახებ მოგვცა ასე თუ 

ისე დამაკმაყოფილებელი შედეგები, მან ვერაფრით ვერ ახსნა ჰომეოპოლარული 

ბმის მიზეზები. გაუგებარი იყო, რატომ ქმნიდა ბმულ მდგომარეობას ორი ნეიტ- 

რალური ატომი და «ა ძალები მოქმედებდნენ ამ ატომებს შორის. ჰომეოპოლა- 
რული ბმის საკითხი ასევე გაუგებარი დარჩა ელემენტარული კვანტური თეორიი- 
სათვისაც. მან ვერ მოახერხა მოეცა უმარტივესი წყალბადის მოლეკულის თეორიაც 
კი. ჰომეოპოლარული ძალების საკითხი მხოლოდ კვანტურმა მექანიკამ გააშუქა 
გაცვლითი ურთიერთქმედების თვალსაზრისით როგორც ტიპიურ მაგალითს ჰო- 
მეოპოლარული ბმებისა, განვიხილავთ წყალბადის მოლეკულას და ვაჩვენებთ, თუ 

როგორ უდგება ამ პრობლემის გადაჭრას კვანტური მექანიკა. ამასთან აღვნიშნოთ, 

რომ პრობლემის გადასაწყვეტად დამუშავებული იყო ორი მეთოდი: ჰაიტლერ- 
ლონდონისა, რომელიც შემდგომში გააუმჯობესეს სლეტერმა და პაულინგმა, და 

ჰუნდ-მილიკენისა, რომელიც შემდგომში გაუმჯობესებულ იქნა ჰერცბერგისა და 
ლენარდ ჯონსის მიერ. ჩვენ ქვემოთ განვიხილავთ მხოლოდ ჰაიტლერ-ლონდონის 

მეთოდს, როგორც შედარებით უფრო მარტივს. 

§ 118. წყალბადის მოლეკულა 

წყალბადის მოლეკულა წარმოადგენს სისტემას, რომელიც შედგება წყალბა- 
დის ორი ატომისაგან. ისევე, როგორც ჰელიუმის ატომში, წყალბადის მოლეკუ- 

ლაშიც ორი ელექტრონი გვაქვს, მაგრამ მათი მოძრაობის ხასიათი თითოეულ ამ 
სისტემაში სხვად:სხვა. პელიუმმი ელექტრონები მოძრაობს ერთი ატომგულის 
ცენტრალური სიმეტრიის ველში, ხოლო მოლეკულის შემთხვევაში –– ორი ატომ. 

42



გულის ღერძული სიმეტრიის ველში. ამის გამო ელექტრონთა სრული ორბიტა- 
ლური მომენტი აღარ ინახება. ადგილი ექნება მხოლოდ მომენტის, ატომგულების 
შემაერთებელ ღერძზე, პროექციის მუდმივობას. ცხადია, რომ ამ პროექციას ექნე– 

ბა მნიშვნელობები 0, ჩ, 2ჩ,-.. და ა. შ. 
მიუხედავად აღნიშნული განსხვავებისა, ჰელიუმის ატომისა და წყალბადის 

მოლეკულის ამოცანას შორის შეგვიძლია მჭიდრო ანალოგია გავატაროთ. ჩვენი 
მიზანია ვაჩვენოთ, რომ წყალბაღის ორი ნეიტრალური ატომი ქმნის სტაბილურ 

სისტემას. 

–_ 

I––ლა 22 _ 

ნახ. 36 

დავწეროთ წყალბადის მოლეკულის ჰამილტონიანი, ამ მიზნით ვიგულისხ- 

მოთ, რომ „ვ,“ და „ა/მ ურთიერთქმედებანი შეგვიძლია უგულებელეყოთ. თუ 

ვისარგებლებთ ატომური ერთეულებით (=46=#L=1), მაშინ ჰამილტონიანისათვის 

შეგვიძლია დავწეროთ 

; 1 1 1 I I I ჟ“ჟ““/>–=–_“–– 
2M 2M 2 2 “ი “ხხ 

„ქე 1ეეუეი, 1. (118,1)   
2“იი “რაი ში. #” 

პირველი და მეორე წევრი ამ ჰამილტონიანში გამოხატავს ატომგულების (პრო- 
ტონების) კინეტიკური ენერგიის ოპერატორებს, შემდეგი ორი –– პირველი და მეო– 

რე ელექტრონის კინეტიკურ ენერგიებს. დანარჩენი წევრები გამოხატავს ელექტ- 

რონებისა და პროტონების წყვილებს შორის ყველა შესაძლო კულონური ურთი- 

ერთქმედები“ პოტენციალურ ენერგიას (თ და ს აღნიშნავს პროტონებს 1 და 2 
ელექტრონებს იხ. ნახ. 36), ბოლო წევრი შეესაბამება პროტონების კულონურ 

განზიდეას. ატომგულების კინეტიკური ენერგიები მნიშვნელში შეიცავს პროტონის 

მასას, ამიტომ ეს წევრები გაცილებით მცირე იქნება ელექტრონის მოძრაობის შე- 
საბამის წევრებთან შედარებით. ამიტომ ელექტრონული მდგომარეობის ტალღური 

ფუნქციის მოძებნის დროს ჩვენ შეგვიძლია ატომგულების მოძრაობა მხედველო– 
ბაში არ მივიღოთ და (118,1) ჰამილტონიანში პროტონების კინეტიკური ენერგიის 

ოჰერატორები გადავაგდოთ. ამ მიახლოებას ადიაბატურ მიახლოებას უწოდებენ. 
მაშასადამე, ადიაბატურ მიახლოებაში მოლეკულის ჰამილტონიანს ექნება გამოხა– 

ტულება 
# 1 1 1 1 1 1 1 1 
–.–»_-=3__>>” 118,2 "3 +-4+<.  0)8,2 

2 ი ჩიე მს მიე მხ 7ყე 

ცხადია, რომ მოლეკულის სრული ენერგია და ტალღური ფუნქცია უნდა ვიპო- 
ვოთ შრედინგერის სტაციონარული მდგომარეობის განტოლებიდან 

# 

IMMს=Vს. (118,3) 

კი?



რადგან ამ განტოლებაში პროტონების კინეტიკური ენერგიის ოპერატორები უგუ- 
ლებელყოფილია, ამიტომ მისი ამონახსნი გულებს შორის” #7 მანძილზე მხოლოდ 

პარამეტრეს სახით იქნება დამოკიდებული. (1:8,3) შრედინგერის განტოლება 
აღწერს ელექტრონების მოძრაობას დაფიქსირებული გულების ველში. ცხადია, 
რომ მოლეკულის სრული ენერგია ღამოკიდებული იქნება პროტონებს შორის 

არსებულ მანძილზე, ე. ი. I = IX(77). ამიტომ XXC77) შეგვიძლია განვიხილოთ რო- 

გორც მოლეკულის პოტენციალური ენერგია თუ აღმოჩნდა, რომ შრედინგერის 

განტოლებიდან ნაპოენ I2( 72) ფუნქციას აქვს მინიმუმი, ეს იმას ნიშნავს, რომ მო- 

ცემული ელექტრონული მდგომარეობისათეის, პროტონები იმყოფებიან მდგრად 

წონასწორობაში და ორი წყალბადის ნეიტრალური ატომი ქმნის წყალბადის მო- 

ლეკულას. წყალბადის მოლეკულის ამოცანა ამ სახით გადაწყვეტილი იყო ჰაიტ- 

ლერისა და ლონდონის მიერ). მათ დაამუშავესს შრედინგერის განტოლების ამო- 

ხსნის მიახლოებითი მეთოდი, რომლის თანახმად ნულოვან მიახლოვებად ითვლება 
ის მდგომარეობა, რომელიც შეესაბამება ერთმანეთისაგან უსასრულოდ დაშორე- 
ბულ ატომებს, ხოლო ამ ორი ატომის ურთიერთქმედება განიხილება როგორც 

შეშფოთება. სახელდობრ, შეშფოთების ენერგიას აქვს შემდეგი გამოსახულება: 

წელთ 1 – (118,4) 
» 0– ივ მი 

  

როცა #= დ, გვაქეს ნეიტრალური წყალბადის ორი ატომი. ამ შემთხვევა- 

ში პირველი ელექტრონი იმყოფება თ გულთან, მეორე კი –– ხ-სთან. მაშასადამე, 

ნულოვანი მიახლოებისათვის შეგვიძლია ავიღოთ ფუნქცია 

4, =რა(1) რა(2)= -- 20-60, (118,5) 

საღაც ბა(1) და ბა(2) წარმოადგენს წყალბადის ატომის 18 მდგომარეობის ტალ- 

ღურ ფუნქციებს შესაბამისად პირველი ელექტრონისათვის, რომელიც მოძრაობს 

ი გულის ირგვლივ და მე-2 ელექტრონისათვის რომელიც მოძრაობს ხ გულის 

ირგვლივ (იხ. (115,6) ფორმულა). 

რადგან ელექტრონები იგივური ნაწილაკებია, ამიტომ ნულოვანი მიახლოე- 

ბის ფუნკცია იქნება ის ფუნქციაც, რომელიც (118.5)-დან ელექტრონების გადა- 

სმით მიიღება, ე. ი. 

#,=რა(2) სა(1) = -- კ”! “/იი (118,6) 
7ჯ% 

აქაც, ისევე, როგორც ჰელიუმის ატომში, აღგილი აქვს გაცვლით გადაგვარებას. 

ს, ღა ს, ფუნქციები ეკუთვნის ერთსა და ინავე #7 საკუთარ მნიშვნელობას; ასე 
რომ, როცა 7213»1, წყალბადის მოლეკულის ენერგიისათვის გეექნება 7-= 2, 

მნიშვნელობა, სადაც #2, არის წყალბადის ატომის ძირითადი მდგომარეობის 

ენერგია, 

როგორც ვიცით, გადაგვარების შედეგად სისტემის ტალღური ფუნქცია დ:- 

იწერება როგორც #%, და სე ფუნქციების წრფივი კომბინაცია. აგრეთვე აღენიშ- 
ნოთ, რომ რ, და ს, ფუნქციები ტალღური ფუნქციის სივრცით ნაწილს წარმო- 

ადგენს, ვინაიდან სისტემის სრული ტალღური ფუნქცია (კოორდინატული და სპი- 

ნური) უნდა იყოს ანტისიმეტრიული, ამიტომ /#,, მოლეკულიხ ტალღური ფუნქ- 

ციის სივრცული ნაწილისათვის შეიძლება დავწეროთ 

1 IICIL16ჯ %VV., Lიიძიი L., 2:6!(5. #. LსMV5. 44, 455 (1997). 
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%=ი0 (ს, + V.)=C0|%ი(1) სს(2) –- #%ა(2) ს/(1)I. (118,7ჯ 

ვიპოვოთ 6 კოეფიციენტი ნორმირების პირობიდან 

|9'0%= ი | 810ი<+ რ| ს:7+ + 2C | ბ, ს.ძL=I. (118,8) 

როგორც ი,)=ფVა(1) სა(2), ისე ტ.=(ა(2) რ,(1) ნორმირებული ფუნქციებია, ამი– 

ტომ IV" ძ+= | «1 ძ%+=1. ჰელიუმის ატომის შემთხვევაში ი, და თ, ერთსა და 

იმავე ატომს ეკუთვნოდნენ, ამიტომ ორთოგონალობის ძალით, ჰელიუმისათვის 

19%. ძ%=0. წყალბადის მოლეკულაში კი ეს ფტნქციები სხვადასხვა ატომს ეკუ- 
თვნის, რის გამოც ისინი ორთოგონალური არ არიან. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

= | ბ, ბე ძა; (118,9) 
მაშინ (118,8)-დან მივიღებთ 

6= (2(1 + #9))“-V.. (118,10) 
ამრიგად, ნულოვან მიახლოებაში MI, მოლეკულის სიმეტრიულ და ანტისი- 

მეტრიულ ნორმირებულ ფუნქციებს ექნება სახე: 

_ 1! __ 
/ 20+25 

1 

M#/ 20-–X9 
ვაჩვენოთ, რომ, როცა #= CC, მაშინ »>:=0. მართლაც, (118,5) და (118,6)-ის 

ძალით გვაქვს 

(,+4%.), XC 

(118,11) 

სა= (ს, –სე). 

1 –/ ა 

– (IC იი=-– IL ირ ჩა ე ი” ჩხა) +, 9, = C 

_ (+ (ორბი ძი |, (118,12) 

საიდანაც 

#=-“- IC “რია რ9.; (118,13) 

ამ ინტეგრალის ამოსახსნელად შემოვიღოთ ელიპსური კოორდინატები: 

_ #”ი, +2?'ხ) , V=791 79, დ, 

# # 
ამასთან 

79 
ძა==- (7 -–-V) ძეს ძV იდ (118,14) 

და 
1ლMხ<C, -–1=Vლ-+1, 0ლდ<2X. 

დ არის შემობრუნების კუთხე გულების შემაერთებელი ხაზის ირგვლივ. ამ კოორ- 
დინატებში გვექნება 

X#=>- I“ “თ /ა-ტი/ თ -()+#+5 -)ი -ჩ, (118,15) 

M9#2ე



მიღებული ფორმულა გვიჩვენებს, რომ, მართლაც, როცა M-- თი, მაშინ 

X»=0, ხოლო, როცა 7:=0, მაშინ »#=1, ე. ი. ს, და ს, ფუნქციები 7,=% 
შემთხვევაში ორთოგონალურია, 7:1=0 “შემთხვევაში კი –– ნორმირებული. მაშასა- 

დამე, » სიდიდე აკმაყოფილებს პირობას 

0<M#.<1 ან 0<XV+<1. (118,16) 

ამგვარად, ჰელიუმის ატომისაგან განსხვავებით, თ, და ს, ფუნქციები ორთო- 

გონალური არაა და ამის შედეგად #/,-ის (118,10), ნულოვანი მიახლოების ტალ- 

ღურ ფუნქციებს, ჰელიუმის (108,17) და (108,18) ფუნქციებისაგან განსხვავებით, 

გაუჩნდა (1 + #9)“ მამრავლი. როდესაც ვიცით ნულოვანი მიახლოების ფუნქ- 
ციები, ადვილად შეიძლება ვიპოვოთ ენერგიის შესწორება. აშკარაა, რომ იგი 
წარმოადგენს შეშფოთების ენერგიის საშუალო მნიშვნელობას 

წეს 2+ %.) რ, 2= ფდ,) ძ+, იძე. (118,17) 1 ' 

202 ჯეი 
სადაც / განისაზღერება (118.4 ფორმულით. § 109-ში ჩატარებული გამო- 

თვლების ანალოგიურად მივიღებთ 

C (7) + 4(7) (118,18) #0) = 
1 2. #? 

ამ ფორმულაში შემავალი C და 4 სიდიდეები განისაზღვრებიან შემდეგი ინტეგ- 

რალებით: 

1111 1 000=| (+ ეა. +) 41(1) #1(9) 05, ძ== 
ი”Lს!სზსს  ” 

1 0ი(1) 0გ(2) 0ა(2) იX, მჩი(1) =–- _ა ა“ -პძსე–.“  . "'''“-.V (118,19) 
# + II 72 9. I ?7ი3 I ”ხ! რ“ 

ლ 1 1.1 405 = 9 0) #, (0) 6, (2) 92) | –- – + –. >. +212 თ 01820 
| # ?ი9 C1 ა 

ამასთან. 

0ი(1)=დ2(1) და ია(2)=%§(2). (118,21!) 

(118,18) ფორმულის თანახმად, წყალბადის მოლეკულის ენერგიისათვის გვექნება 

(%=2X, + L2?) 

-.,| 023-4 _ 4-M»)ძ7ძ 
=2LM+--, ჯ =2ML.+C + “1 CM (118,22) 

როგორც მოსალოდნელი იყო, ენერგიის შესწორება ჰელიუმის ატომის ენერ- 
გიის სათანადო შესწორებისაგან (1 -C #2) სიდიდით განსხვავდება. ამგვარად, 

იმის მიხედვით, თუ როგორია ტალღური ფუნქცია -- სიმეტრიული თუ ანტისი- 

მეტრიული –– ენერგიისათვის გვექნებს ორი მნიშვნელობა: 

ქტძს-X00ე სა თმა 
MXა=2L%,+C(1M0) –– –““–“–-–“––, 

თ – => > , 

'ჯ ი (118,23; 

=27 +6/ე-400--M#2 000 _ _ (ს+ჭ%) 

”.=2#+0ძი+ უფვვგი ? VI 720 355. 
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სანამ გამოვარკვევდეთ, ენერგიების ამ ორი მნიშვნელობიდან რომელი მმეესა- 

ბამება მდგრად მდგომარეობას. შევისწავლოთ ,4(#7) და C(7,) ინტეგრალები. CX7I) 

გამოხატავს ატომგულებისა და ელექტრონული ღრუბლების კელონურ ურთიერთ- 

ქმედებას. C(7)-ის გამოსახულების პირეელი წევრი შეესაბამება პროტონების 

ურთიერთქმედებას, მეორე –– პირველი და მეორე ელექტრონის ღრუბლების კუ- 
ლონურ განზიდვას. მესამე წევრი იძლევა « გულის ურთიერთქმედებას მე-2 ელექ- 

ტრონთან, უკანასკნელი წევრი კი გამოხატავს სხ გულის კულონურ ურთიერთქმე- 

დებას პირველ ელექტრონთან. რაც შეეხება #4070)-ს, იგი წარმოადგენს გაცვლით 

ურთიერთქმედებას, რომლის დროსაც ელექტრონი, რომელიც ერთითა გვაქვს 

აღნიშნული, « გულიდან გადადის ხ გულთან, ელექტრონი 2 კი, პირიქით, ხ-დან 

გადადის ი-გულთან, 

მხედველობაში, რომ მიგვეღო მხოლოდ თ, = (1) Mა(2) ან მხოლოდ თ, = 

= დსე(2) ტე(1), მაშინ გეექნებოდა XV =0 და 4=0. მაშასადამე, ენერგიის შესწო- 

რება მხოლოდ C(/ე)-ით გამოიხატებოდა. გაცვლითი ,1(/') ენერგიის წარმოქმნა 

იმის შედეგია, რომ 6,-ის გარდა გათვალისწინებულია ს; ფუსქციაც, ე. ი. ნულო– 

ვანი მიახლოების ამოხსნად აღებულია მათი წრფივი კომბინაცია. C(/7) ინტეგრა- 

ლის გამოთვლა საკმაოდ მარტივია. თე #სა(1) და რე(2)-ის ნაცვლად შევიტანთ 

წყალბადის ატომის ძირითადი მდგომარეობის ფუნქციებს, მივიღებთ 

5 3#ჩ (2 1 უსაინ) 1: 59. 38 _ XL. 118,24 C(10=46 (+ 8 2 C | ( ) 

აშკარაა, რომ C(თ)=0. დიდი და საშუალო M-თვის C(#)<0, რაც შეესაბამება 

1 
მიზიდვას, როცა 7, < 1, მაშინ 0თხრიე: ეს უკანასკნელი გამოხატავს ორი 

პროტონის კულონურ განზიდვას. რიცხვითი გამოთვლები გეიჩვენებს, რომ გაცვ- 

ლითი ენერგია #4<0 და სიდიდით მეტია, ვიდრე CM?, ამიტომ, (118,231 ფორ- 

მულების თანახმად, სიმეტრიული ფუნქ- 

ციის შესაბამისი ენერგია ნაკლებია ანტი- 
სიმეტრიული ფუნქციის შესაბამის ენერ–- 

გიაზე, ე. ი. 19 < #ი. რომ ავაგოთ სი- I26:8) 

მეტრიული და ანტისიმეტრიული მდგო- 

მარეობის (118,23) ენერგიების, როგორც 

#-ის ფუნქციების მრუდები, გვექნება 

37-ე ნახაზზე მოცემული სურათი. 
როგორც ვხედავთ, ანტისიმეტრიუ- 

ლი კოორდინატული ფუნქციის დროს, 

ენერგიას არა აქვს მინიმუმი და ამიტომ 

მდგრადი მდგომარეობის შექმნა შეუძლე- 

ბელია, ხოლო რაც შეეხება სიმეტრიჯ,ლ 

მდგომარეობას, შესაბამისს მრუდს აქვს 
მინიინუმი და, მაშასადამე, მდგრადი II, 

მოლეკულის შექმნა შესაძლებელია. მეორე 
მხრივ, რადგან ელექტრონები ფერმიონებია, ამიტომ სრული ფუნქცია (ნამრავლი 
კოორდინატული და სპინური ფუნქციებისა) უნდა იყოს ანტისიმეტრიული, საიდა– 

ნაც გამომდინარეობს, რომ II, მოლეკულას მდგრადი მდგომარეობა ექნება მაშინ, 
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როცა სპინური ფუნქცია ანტისიმეტრიულია, რადგან ორი ელექტრონის სპინური 
ფუნქცია ანტისიმეტრიულია მაშინ, როცა სრული სპინი §=0, ამიტომ მიღებული 

შედეგი შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

ორი წყალბადის ატომი ერთმანეთს იზიდავს და იძლევა მდგრად მდგომა- 

რეობას მაშინ, როცა მათ ელექტრონებს აქვთ ანტიპარალელური სპინები; პარა–- 

ლელური სპინე:ის შემთხეევაში კი ატომები ერთმანეთს განიზიდავს და, მაშასა- 

დამე. მდგრად მდგომარეობას არ იძლევა. 

ს.-ის მდგომარეობას ახასიათებენ თი% სიმბოლოთი, მოლეკულის მდგო- 

მარეობას 5=0 სპინით უწოდებენ სინგლეტურს, მისთვის გვექნება აღნიშვნა 

1. ხოლო მდგომარეობას, რომლის სრული სპინი 5=1, უწოდებენ ტრიპლე- 

ტურს და აღნიშნავენ + სიმბოლოთი; ამგვარად, წყალბადის მოლეკულის 

მდგრადი მდგობარეობა სიმეტრიულია. რომ ვიპოვოთ 7/-ის ექსტრემალური მნი- 

დვნელობა, რომლის დროსაც წყალბადის ორი ატომი ქმნის II, მოლეკულას, სა- 

ჭიროა განისახღვროს #ა(7))-ის მინიმუმი. (270-40)-ი პირობა იძლევა, რომ 
CI 

XMა= 1,4 ან, ჩვეულებრივ ერთეულებში, 7.=1,4 · ძე-=0,74 · 10-98 სმ. რადიუსის 
ამ მნიშვნელობას შეესაბამება ენერგია #-= 30,307, ასე, რომ, ენერგიის მინიმა- 

ლური მნიშვნელობა ძევს უფრო ღრმად, ვიდრე თავისუფალი ატომების 272, ენერ- 

გია» განსხვავება უდრის 

=2#, –-1=3,247. (118,25) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ჰომეოპოლარული ძალები (ე. ი, ნეიტრალურ ატომებს 

შორის მოქმედი ძალები) ატომების ელექტრონებს შორის გაცვლითი ურთიერთ- 
ქმედების არსებობით აიხსნება. მართლაც, თუ #4=0, მაშინ დაგვრჩება მხოლოდ 

C(1), როჰელიც სტაბილურ მდგომარეობას არ იძლევა. 

შევნიშნოთ, რომ ჰაიტლერისა და ლონდონის მიერ Xე-ისა და დისოციაციის 

»# ენერგიისათვის მიღებული მნიშვნელობები მაინცადამაინც კარგ თანხმობაში არ 

არიან ეესპერიმენტულ მნიშვნელობასთან: 8)=0,7395 4 და 7)=(4,73 +0,04) 67. 

ეს განსხვავება გამოწვეულია შეშფოთების თეორიაში ენერგიის მხოლოდ პირველი 

შესწორების განხილვით. ამ მეთოდში მაღალი მიახლოების გამოყენებას აზრი არა 
აქვს. რადგან არსებობს გაცილებით უფრო მარტივი მეთოდები, რომლებიც ამავე 

დროს უკეთეს შედეგებს იძლევა. 
აღვნიშნოთ ჰომეოპოლარული ბმების «ის მეტად დამახასიათებელი თვისება, 

რომ მათ გააჩნია ნაჯერობა, თითქოს ჰომეპოლარული ძალები მთლიანად დაიხარჯა 

წყალბადის ორი ატომისაგან II, მოლეკულის შექმნაზე და რომ მესამე ატომი 
არავითარ შემთხვევაში II მოლეკულასთან არ მოგვცემს ბმულ მდგომარეობას. 
გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ, თუ ორი წყალბადის ატომის გარდა გვაქვს აგრე- 
თვე მესამე წყალბადის ატომიც, მაშინ ენერგიის გამოსახულებაში გაცვლითი წევ 
რი, რომელიც აპირობებს ბმულ მდგომარეობას, გაჩნდება მხოლოდ ორ ატომს 

შორის, მესამე ატომისათვის კი შემოვა მხოლოდ კულონური წევრი, რომელიც 
ბმას არ იძლევა. 

ეს გარემოე>ა აშკარად ჩანს შემდეგი მოსაზრებითაც. I, მოლეკულის მდგრა- 

დი მდგომარეობა იგნნება ელექტრონთა ანტიპარალელური სპინებისათვის, როცა 
წყალბადის მოლეკულს მიუახლოვებთ მესამე ატომს, მაშინ ცხადია, რომ მისი სპი– 
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ნი რომელიმე ერთ-ერთი ატომის პარალელური იქნება, რაც მოგვცემს განზიდვას 

და მესამე ატომს ამიტომ მოლეკულა აღარ მიიერთებს, 

#4 და (/ გამოსახულებიდან აშკარ-დ ჩანს, რომ ისინი მანძი-ის გაზრდით 

ექსპონენციალურად მცირდებიან, საიდანაც საეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ჰომეო- 

პოლარული ძალები ახლო მოქმედებისა ყოფილა. ამგვარად, ჰომეოპოლარული 

ძალები ხასიათდება შემდეგი თვისებებით: 1) გაცვლით, 2) ნაჯვრობით და 3) ახლო 

მოქმედებით, 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ, თუ ატომებს შორის არ არსებობს არც ჰომეო- 

პოლარული და არც ჰეტეროპოლარული ძალები (მაგალითად, ორი ინერტული 
გაზის ატომების შემთხვევა). მაწზინ მათ შორის მაინც არსებობს ძალიან მცირე 

მიზიდვის ძალები. სწორედ ამ ძალებით აიხსნება გაზების გადახვევა იდეალური- 
საგან დაბალ ტემპერატურაზე, რაც კარგად აიწერება ვან-დერ-ვალსის ცნობილი 
განტოლებით. ამიტომაც, აღნიშნული მცირე მიზიდვის ძალებს ვან-დერ-ვალსის 
ძალებსაც უწოდებენ. 

ვან-დერ-ვალსის ძალების ახსნა, კვანტური მექანიკის თანახმად, მოგვცა ლონ– 

დონმა, რომელმაც აჩვენა, რომ, მაგალითად, ჰელიუმის ატომების შემთხვევაში 

ვან-დერ-ვალსის ძალები გამოწეეულია ამ ატომების ნორმალური მდგომარეობების 

შეშფოთებით. ლონდონმა დაამტკიცა, რომ ეს ძალები ატომგულებს შორის მან– 

ძილის 2 ფუნქციის სახით მცირდებიან. მცირე მანძილებზე კი ადგილი აქვს 

ძლიერ განზიდვას; ამის გამო, ატომის გულებს შორის არსებული მანძილის საკმა– 

რისად დიდი მნიშვნელობებისათვის მიიღება მცირე სიღრმის პოტენციალური ორმო. 
ამ მიზიდვის ძალებს ლონდონმა დისპერსიული ძალები უწოდა. 

მიზიდვის დისპერსიული ძალები მოქმედებს ნებისმიერ ორ მოლეკულას შო– 

რის. მაგრამ ეს მოქმედება ჰომეოპოლარულ და ჰეტეროპოლარულ ბმებთან შედა- 
რებით შეუმჩნეველია. ისინი მნიშვნელობას იძენენ მაშინ; როცა აღნიშნული ძა- 

ლები ან სულ არა გვაქვს, ანდა მცირეა. ამას კი ადგილი აქვს მაშინ, როცა ატო- 

მებს შორის მანძილი დიდია. დისპერსიის ძალებით აიხსნება, მაგალითად, ის ფაქ- 

ტი, რომ ა მდგომარეობაში წყალბადის ორი ატომი, რომელიც ჰომეოპოლა- 

რული ძალების გავლენით ახლო მანძილებზე საკმაო სიძლიერით განიზიდება, დიდ 

მანძილებზე მცირე მიზიდვას განიცდის. 

§ 110, ორთო- და პარაწყალბადი 

ჩვენ აქამდე მხედველობაში არ მიგვიღია წყალბადის მოლეკულის შემადგე- 
ნელი ატომების გულები –– პროტონები. გავარკვიოთ, რა გავლენას ახდენს პრო- 
ტონების სპინები მოლეკულის მდგომარეობაზე. პროტონები აიწერება ფერმის სტა- 
ტისტიკით, ამიტომ ისინი უნდა ხასიათდებოდნენ ანტისიმეტრიული ფუნქციით, 

ე. ი. მათი კოორდინატული ფუნქცია უნდა იყოს სიმეტრიული ან ანტისიმეტრი- 
ული, იმის მიხედვით, თუ როგორია პროტონების სრული სპინი. ჰელიუმის ატო- 

მის ანალოგიით წყალბადის მოლეკულას, რომლის ატომგულებ?ი აიწერება სიმეტ- 
რიული კოორდინატული ფუნქციით (9§=0) უწოდებენ პარაწყალბადის მოლეკუ- 

ლას. ხოლო მოლეკულას, რომლის პროტონების კოორდინატული ფუნქცია ანტი- 
სიმეტრიულია (§=1) –– ორთოწყალბადის მოლეკულას, 

98, ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ. ჰილაშვილი 4პზ



რადგან ორი ნახევარსპინიანი ნაწილაკის შემთხვევაში ოთხი შესაძლო მდგო+ 
მარეობიდან სამი ეკუთენის 8=1, ხოლო ერთი 9:=0, ამიტომ ორთოწყალბადის 

სტატისტიკური წონა 3-ჯერ მეტია პარა მდგომარეობის წონაზე. 

§ 116-ში აღვნიშნეთ, რომ პირველ მიახლოებაში ორატომიანი მოლეკულის 
ენერგია შედგება სამი წევრისაგან, ბრუნვითი, რხევითი და ატომების შინაგანი 

ენერგიისაგან. ამასთან, მთელი მოლეკულის ტალღური ფუნქცია პირველ მიახლოე- 
ბაში იქნება ამ მოძრაობების შესაბამისი ტალღური ფუნქციებისა და მოლეკულის 
ელექტრონული მდგომარეობის ტალღური ფუნქციების ნამრავლი, ე. ი. 

VI = ტ,ც., 2) დV(XI) X +, (0, დ) X(§,, §2), (119,1) 

სადაც %აC(., #1) მოლეკულის ელექტრონული მდგომარეობის ტალღური ფუნქციაა, 
დM(#) აღწერს მოლეკულის რხევით მოძრაობას, X (0, დ) –– ბრუნვითს, XC, §,) 

კი არის პროტონების სპინური ფუნქცია. მოლეკულის ძირითად მდგომარეობაში 

ს. #) სიმეტრიული ფუნქციაა, ამიტომ პროტონების გადასმის მიმართ V ტალ- 

ღური ფუნქციის სიმეტრიას განსაზღვრავს დ/( /72)X.,, (0, დ) X(§,, §:) ნამრავლი. რად– 
გან ოსცილატორის ტალღური ფუნქცია დყ(”) დამოკიდებულია პროტონებს შო- 

რის გავლებული რადიუსვექტორის მხოლოდ სიდიდეზე #, ამიტომ დ,(I7) სიმეტ- 
რიული იქნება პროტონების გადასმის მიმართ. მაშასადამე, პროტონების გადასმის 

მიმართ ტალღური ფუნქციის სიმეტრიას საბოლოოდ განსახღვრავს X„,(ს, დ) და 

XC, §.ე) სპინური ფუნქციის ნამრავლი. ამასთან, ჩვენ ვიცით, რომ პროტონების 

გადასმის დროს 0 ->X – მ, დ->>+-დ, ე. ი. XI, (0, დ) ფუნქციას წინ დაუჯდება 
(–1)” მამრავლი. როცა პროტონების სრული სპინი §=0, მაშინ X(§,, §ე) ანტი- 
სიმეტრიულია, ხოლო, როცა 5=1, მაშინ X(§, §.) სიმეტრიული ფუნქციაა. ასე 

რომ, ძირითად მდგომარეობაში მყოფი მოლეკულის ტალღური ფუნქციის სიმეტ- 

რიას პროტონების გადასმის მიმართ განსაზღვრავს (–-1)V++. მამრავლი. სრული 

ტალღური ფუნქცია V ანტისიმეტრიული უნდა იყოს პროტონების გადასმის მი- 
მართ, ამიტომ, როცა პროტონების სრული სპინი 85=0, მაშინ დასაშვებია V-ს 

მხოლოდ ლუწი მნიშვნელობანი V=20, 2, 4,... ხოლო, როცა პროტონების სრული 

სპინი 8=1, მაშინ დასაშვებია როტაციული კვანტური რიცხვის მხოლოდ კენტი 

მნიშვნელობები V=1, 3. 5,... 

ამგვარად, პარაწყალბადისათვის დასაშვებია მხოლოდ ისეთი ბრუნვითი მდგო- 

მარეობები, რომლებიც ხასიათდებიან ლუწი როტაციული კვანტური რიცხვებით. 

ორთო წყალბადის მოლეკულისათვის კი შესაძლებელია მხოლოდ ისეთი ბრუნვითი 
მდგომარეობები რომელთათვისაც როტაციული კვანტური რიცხვები კენტია. 

(70,6) ფორმულის თანახმად როტაციული ენერგიებისათვის ნება დართულია მხო- 

ლოდ შემდეგი მნიშვნელობები (V=·1, ქ, 5...): 

  

  

ს. რნ? 156? 
ჰონთო= ს ––, = (119,2) 
ითი ძი «% 

და (X=90, 2, 4,...) 

XMპარა = 0, 361. 10ჩ1 = (119,3) 

ძინდყ 9ი 

ცხადია, რომ წყალბადის მოლეკულისათვის ინერციის მომენტი უდრის 

”L1 

ძა=-%#მ- 0,467 . 10-49 გრ, სმი, 0194)



პარაწყალბადის დონე ენერგეტულად უფრო დაბალია და იგი განსაზღვრავს ძირი- 

თად მდგომარეობას, სხვაობა პარა და ორთოწყალბადის ძირითად დონეებს შო- 
რის ტოლია 

ბს=-M=0,013ა#7. 019,5) 
ძი 

რადგან ეს ენერგია ძალიან მცირეა, ამიტომ დაბალ ტემპერატურებზე ორ- 
თოწყალბადი ხდება არამდგრადი და გადადის პარაწყალბადში. ორთო და პარა- 
წყალბადის განაწილება 3:1 ფარდობით გვხვდება მხოლოდ მაღალ ტემპერატუ- 

რებზე, ე. ი. მაშინ, როდესაც ბრუნვაში ძირითად როლს ასრულებს დიდი როტა- 
ციული რიცხვები მართალია, დაბალ ტემპერატურებზე შესაძლებელია ორთო- 
წყალბადის გადასვლა პარაწყალბადში. მაგრამ ეს გადასვლა ხდება ძალიან მცირე 
ალბათობით. პროტონის სპინმა მიმართულება რომ შეიცვალოს (რაც ნიშნავს, 
სწორედ, ორთო-პარაში გადასვლას), საჭიროა სხვადასხვა სპინის მქონე პროტო- 

ნების გაცვლითი დაჯახება. ეს ურთიერთქმედება პროტონების მცირე მაგნიტური 
მომენტების გამო იმდენად უმნიშვნელოა, რომ 209 #-ზე მყოფი ორთოწყალბა- 

დის პარა მდგომარეობაში შესამჩნევი რაოდენობით გადასვლისათვის საჭიროა 
დაახლოებით ერთი თვე. ამიტომ პრაგტიკულად ორთო და პარაწყალბადის მოლე- 

კულები ისე იქცევიან, როგორც სრულიად დამოუკიდებელი ნაწილაკები. მათ აქვთ 
სხვადასხვა სითბოტევადობა, განსხვავებული მოლეკულარული სპექტრები და ა, შ. 

მეტად საინტერესოა წყალბადის გაზის სითბოტევადობის საკითხის განხილ– 
ვა. აღმოჩნდა, რომ ასეთი გაზის სითბოტევადობა (ვლილებას განიცდის დროის 

მიხედვით. ეს მოვლენა კვანტურმა მექანიკამ ახსნა თვისობრივად და რაოდენობრი– 

ვადაც. დავუშვათ, წყალბადის გაზი იმყოფება დაბალ ტემპერატურაზე; დავამყა– 

როთ ისეთი სითბური წონასწორობა, რომ ბრუნვითი მოძრაობა „გაიყინოს“, მა- 

შინ V=0 და წყალბადის მოლეკულები იქნებიან პარაწყალბადის მდგომარეობაში. 

გთქვათ, ამის შემდეგ მოვახდინეთ ასეთი გაზის გათბობა. სითბური მოძრაობების 

გამო ადგილი ექნება პროტონების ერთმ:ნეთთან დაჯახებას, მაგრამ, როგორც 

აღვნიშნეთ, პროტონების სპინების მობრუნება ნაკლებად საალბათო იქნება და 

დაჯახებათა მიუხედავად გაზი ისევ პარაწყალბადის მდგომარეობაში დარჩება, ე. 0, 

ბრუნვაზე მოსული სითბოტევადობა გამოწვეული იქნება V=0 -+2, 4, 6,... გადა– 
სვლებით. მაგრამ თუ პარაწყალბადის გაზს დავაცდით რამდენიმე კვირას, პრო- 
ტონების სპინები მოასწრებენ მობრუნებას და პარაწყალბადთან ერთად წარმო- 
იქმნება ორთოწყალბადიც. მაშინ შესაძლებელი იქნება X=1 ->3, 5, 7 და ა. შ. 

2 
გადასვლებიც. § 116-ში მიღებული ფორმულა სნ= (0 +I/2ბა- (V+ 1/2X| 

ი 
კი გვიჩვენებს, რომ იმის მიხედვით, როტაციული კვანტური რიცხვი კენტია თუ 
ლუწი, ბრუნვითი ენერგეტული დონეების სხვაობა სხვადასხვაა. ამის გამო ორთო 
და პარაწყალბადის სითბოტევადობა ერთმანეთისაგან განსხვავებული იქნება. აქე– 
დან კი გამომდინარეობს, რომ იმ ნელ პროცესს, რომელიც მიმდინარეობს პარაწყალ– 

ბადის ორთოწყალბადში გადასაყვანად, თან ახლაკს სითბოტევადობის ცვლი- 

ბა, 
აა ბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ორი ერთნაირი ატომისაგან შედგენილი მოლეკუ- 
ლის სპექტრების შესწავლა მეტად მნიშვნელოვანია ატომგულების სტატისტიკის 
დასადგენად. შემჩნეული იყო, რომ როტაციული სპექტრალური ხაზების ინტენ- 

სიობები თანამიმდევრობით ცვლილებას განიცდის, რაც იმაში გამოიხატება, რომ 
ამ ხაზებს აქვს, რიგ-რიგობით, ხან დიდი და ხან მცირე ინტენსივობა. აღმოჩნდა, 
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რომ, თუ მოლეკულის ატომგულის სპინი განისაზღვრება §=2M+. (,)=0, 1, 2,...) 

ფორმულით, მაშინ სპექტრში მეტი ინტენსივობა აქვს იმ როტაციულ ხაზებს, რომ- 

ლებიც შეესაბამება კენტ როტაციულ კვანტურ რიცხვებს 7; =1, 3, 5,... ხოლო 

თუ გულის სპინი „-ის ტოლია, მაშინ სპექტრში ინტენსიურია ის ხაზები, რომ- 
ლებიც შეესაბამება ლუწ როტაციულ კვანტურ რიცხვებს. 

წყალბადის მოლეკულის შემთხვევაში ინტენსივობის ცვლა შეესაბამება პრო- 
ტონის სპინის კენტ მნიშვნელობას. ამიტომ იგი ეკუთვნის ფერმი-დირაკის სტატის- 

ტიკას. თუ შევისწავლით ორი ერთნაირი ატომის მქონე მოლეკულის სპექტრებს, 

შეგვიძლია დავადგინოთ, შესაბამისი ატომის გული ფერმის ნაწილაკია თუ ბოზესი.



თავი XVI 

გაფანტვის კვანტური თეორია 

კვანტურ მექანიკას მნიშვნელოვანი გამოყენება აქვს გაფანტვის ამოცახებში, 

ამასთან, გაფანტვის თეორია გადამწყვეტ როლს ასრულებს ნაწილაკთა ურთიერთ- 

ქმეღების ხასიათისა და მთელი რიგი მნიშენელოვანი ფიზიკური მახასიათებლების 

დადგენის საქმეში. გაფანტვის თანამედროვე თეორიამ მკაცრად ჩამოყალიბებული 

სახე მიიღო. იგი ეყრდნობა მძლავრ მათემატიკურ აპარატს, კარგადაა დამუშავე– 

ბული გაფანტვის თეორიის პრინციპული საკითხები. ამ თავში ჩვენ დავკმაკოფილ– 

დებით გაფანტვის თეორიის მხოლოდ ძირითადი საკითხების გადმოცემით. ამას– 
თ.ნ, ჩეენ უმთავრესად შემოვისაზღვრებით დრეკადი დაჯახების განხილვით, ე. 0. 
ისეთი პროცესის შესწავლით, როცა დაცემული ნაწილაკის იმპულსის სიდიდე არ 

იცვლება ან, სხვანაირად რომ ვთქვათ, როცა არ ხდება ურთიერთმოქმედ ნაწი- 

ლაკთა შინაგანი მდგომარეობების ცვლილება, ანდა ახალი ნაწილაკის წარმოქმნა. 

ამ თავში შემოვისახღვრებით ნაწილაკთა გაფანტვით ცენტრალური ველით, 

რამდენადაც, როგორც ირკვევა, ყველა, ასე თუ ისე, საინტერესო "ემთხვევა 

ურთიერთქმედებისა, მთლიანად თუ არა ძირითადად მაინც, ცენტრალურ ხასიათს 

ატარებს. 

§ 120. ბაფანტვის ამოცანის დასმა კვანტურ მექანიკაში 

გაფანტვის ამოცანა კვანტური მექანიკის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი ამოცა- 
ნაა. იგი მეტად დიდ გამოყენებას პოულობს ელემენტარული ნაწილაკების, ატო- 

მებისა, მოლეკულების და ატომგულების თვისებების შესწავლისას. ატომგულის 

ფიზიკაში განსაკუთრებული სნიშენელობა ენიქება გაფანტვის ე. წ. შებრუნებულ 

ამოცანას, როცა გაფანტვის მონაცემების საშუალებით ხდება ნაწილაკთა ურთი- 

ერთქმედების პოტენციალური ენერგიის სახის აღდგენა. 
კვანტურ მექანიკაში ნაწილაკს ტრაექტორია არ გააჩნია მაშასადამე, აზრი 

არა აქვს სამიზნე მანძილის ცნებასაც, ამიტომ გაფანტვის ამოცანის დასმაც იცვ- 

ლება, სახელდობრ, კვანტურ მექანიკაში საჭიროა გამოითვალოს ალბათობა იმისა, 
რომ დაჯახების შედეგად ნაწილაკი გაიფანტება ამა თუ იმ კუთხეზე. 

დაჯახების ამოცანაში საწყის მომენტში გვაქვს ორი ერთმანეთისაგან უსას- 

რულო მანძილით დაშორებული, 0, და 9, იმპულსების მქონე ნაწილაკი, რომლე- 
ბიც ერთმანეთს ეცემიან „ურთიერთქმედების შეღეგად ნაწილაკები გაიფანტებიან 

და კვლავ უსასრულობაში მიდიან. საბოლოო მომენტში მათი იმპულსები ”შესაბა– 

მისად იქნება ნ; და 9;. (ნახ. 38 ა). ექსპერიმენტზე ხელსაყრელია დაჯახების პრო- 

ცესის შესწავლა იმ პირობებში, როცა დაჯახებამდე ერთ-ერთი ნაწილაკი უძრავია, 

ხოლო მეორე მას ეცემა გარკვეული მიმართულებით. ამ შემთხვევაში დაცემულ 

ნაწილაკს უწოდებენ დამჯახებელს, ხოლო გაჩერებულს დასაჯახებელს, კუთხეს და– 
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ცემული ნაწილაკის საწყის და საბოლოო იმპულსებს შორის გაფანტვის კუთხეს 
უწოდებენ და 0-თი აღნიშნავენ. 

როცა ორ ნაწილაკს შორის ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია 

ფუნქციაა მხოლოდ მათ შორის არსებული L=I, – L, მანძილისა, მაშინ ორი »I) 
და ». მასების მქონე ნაწილაკის დაჯახების ამოცანა შეგვიძლია დავიყვანოთ ერთი 

(4 = MI, მ/11+ 7 დაყვანილი მასის მქონე ნაწილაკის გაფანტვაზე XC) ძალთა 
ცენტრზე, პრაქტიკულად ორი ნაწილაკის დაჯახების განხორციელება შეუძლებე- 

ლია, ამიტომ იხილავენ ამოცანას, როცა 
ლა ძალთა ცენტრს ეცემა არა ერთი ნაწილა- 

2 2) კი, არამედ გასაფანტ ნაწილაკთა ერთ- 
გვაროვანი ნაკადი (ნახ. 38 ბ). 

კვანტურ მექანიკაშიაც არჩევენ ორი 
სახის გაფანტვას: დრეკადსა დ» არადრე- 

9“ წა კადს. გაფანტვას ეწოდება დრეკადი, თუ 
7 დაჯახების შედეგად ნაწილაკთა იმპულსე- 

ნახ, 36 ა ბის მხოლოდ მიმართულება იცვლება სი– 

დიდე კი უცვლელი რჩება, ე. ი. როცა 
გაფანტვისას ერთიდან მეორე ნაწილაკზე ენერგიის გადაცემა არ ხდება. კვანტურ 
მექანიკაში არადრეკადი გაფანტვის ქვეშ იგულისხმება არა მხოლოდ ის კერძო 
შემთხვევა, როცა ადგილი აქვს ენერგიის გადაცემას (ე. ი. როცა იცვლება იმპულ- 

სის როგორც სიდიდე ისე მიმართულება), არამედ ყველა ისიც, როდესაც ხდება 

ნაწილაკების გვარობის შეცვლა. ასე მაგალითად, პროტონის ნეიტრონზე დაჯახე- 

          

I | –=#C--“ | 
„ა ია | 

ბის შედეგად შეიძლება მოხდეს, რომ ნეიტრონი გადაიქცენ პროტონად და სხეა. 
ნაწილაკთა გვარობის შეცვლა ან ახალი ნაწილაკების გაჩენა არსებითად რელატი- 
ვისტური მოვლენებია, ამიტომ მათ ჩვენ არ შევეხებით. 

ისევე როგორც კლასიკურ მექანიკაში, ალბათობის ნაცვლად ხელსაყრელია 

ე. წ. გაფანტვის დიფერენციალური ეფექტური განივკვეთის გამოთვლა. 
ღროის ერთეულში ძი სხეულოვან კუთხეში გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხვის 

შეფარდებას იმ ნაწილაკთა რიცხვთან, რომლებიც დროის ერთეულში ეცემიან ნა- 

წილაკების სიჩქარის ნორმალურად მოთავსებულ ერთეულოვან ფართს, უწოდებენ 
გაფანტვის დიფერენციალურ ეფექტურ განივკვეთს და აღნიშნავენ თ(0) ძ9:= 
=C(9) 2» 5IIL9-თი, სადაც 0 არის გაფანტვის კუთხე. ცხადია, რომ გაფანტვას 
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ახასიათებს ღერძული სიმეტრია ამიტომ განივკვეთი დ-კუთხეზე დამოკიდებული 
არ იქნება. განივკვეთს აქვს ფართის განზომილება. გაფანტვას დიფერენციალური 

ეფექტური განივკვეთის ფორმულას ექნება სახე 
06 9M0). 

ღაც. 

სადაც 7 X#(მ) არის დროი) ერთეულში ი0 სხეულოვან კუთხეში გაფანტულ ნაწი- 
ლაკთა რიცხვი, აე. კი – დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადი. 

ჯ და C-სისტემები. ისევე როგორც კლასიკურ მექანიკაში, გაფანტვის ამო– 
ცანის აღწერის მიზნით იყენებენ ორ ათვლის სისტემას. ერთია ის სისტემა, რო– 

მელშიაც გამფანტავი ნაწილაკი გაფანტვამდე უძრავია, მეორე კი –– რომლის კოორ- 
დინატთა სათავე ემთხვევა გამფანტავი და გასაფანტი ნაწილაკის ინერციის ცენტრსა 
პირველს ლაბორატორიულ, ანდა მოკლედ „7#“-სისტემას უწოდებენ, მეორეს 
კი –– ინერციის ცენტრის ანდა „C“-სისტემას. ინერციის ცენტრის სისტემას აქვს 
ის უპირატესობა, რომ ამ სისტემაში ორი ნაწილაკის ამოცანა დაიყვანება ერთი 
ნაწილაკის ამოცანაზე, ამიტომ, თითქმის ყოველთვის, თეორიულ გამოთვლებს 

ატარებენ C-სისტემისათვის შედეგები კი გადაჰყავთ #-სისტემაში, რადგან ექსპე- 

რიმენტებთან შედარების აზრი მხოლოდ ამ სისტემაში აქვს. ამ ორ სისტემაში გან– 
საზღვრულ გაფანტვის კუთხეებსა და ენერგიებს მორის კავშირი ისეთივეა, როგო– 
რიც კლასიკურ მექანიკაში, ამიტომ ამ კავშირის დამტკიცებას არ შევუდგებით; 

მოვიყვანთ მხოლოდ საბოლოო შედეგებს: 1 

თ() (120,1) 

LV 0,= _ 908 _ » (თ== )Mუ/71ე) (120,2) 
Cთ+005მ0- 

MI1 L 11: 
ს. –II (120,3) 

სადაც #, და XI. ენერგიებია # და C-სისტემებში; ;, დაცემული ნაწილაკის მა– 

საა, თე კი –– გამფანტავი ნაწილაკისა. როცა M,=#ა, მაშინ თ=1 და მიღებული 

ფორმულები საგრძნობლად მარტივდება; სახელდობრ, 

0,=%, 8,=28.. (120,4) 

ვნახოთ, რა კავშირი არსებობს დიფერენციალურ განივკვეთებს შორის ლა- 

ბორატორიულ და ინერციის ცენტრის სისტემებში; ეფექტური განივკვეთის გან- 
მარტებიდან აშკარაა, რომ გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხვი 0, მიმართულებით მო- 
თავსებულ უსასრულოდ მცირე 09, სხეულოვან კუთხეში, ტოლია იმ ნაწილაკთა 
რიცხვისა, რომლებიც გაიფანტებიან 0, მიმართულებით მოთავსებულ ძნ, უსას- 

რულოდ მცირე სხეულოვან კუთხეში, ე. ი. 

თ, (0ჯ) 2წ აI0 0, 00; =თ, (მა) 2» 510 0, ძმ. (120,5) 

თუ გამოვიყენებთ (120,2) ფორმულას, მივიღებთ 

(1-Lი?+20 608 0.) /? 
ძა(ზ)- 120,6) 

(I1+ძ690038პ.|! ზი ( 
თ,(მ,) = 

1 კინემატიკური ფორმულები, რომლებიც გაფანტვის თეორიაში გამოიყენება გამომდინა– 

რეობენ მხოლოდ შენახვის კანონებიდან, ამიტომ ცხადია ისინი ძალაში დარჩებიან კვანტურ მექა– 

ნიკაშიაც. იხ. ე. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი, თეორიული ფიზიკა, ნაწ. 1, 1967, გვ. 88. 

4ვ9



ხოლო რაც შეეხება ინტეგრალურ განივკვეთს. მას ორივე სისტემაში ერთი და 

იგივე სახე ექნება, რადგან გაფანტვის სრული რიცხვი დამოკიდებული არ არის 
პროცესის აღწერის მეთოდზე. როცა #III==#I,, მაშინ (120,6) ფორმულა მიიღებს 
მარტივ სახეს 

თ,(0,)=4 005 9 თა, (120,7) 

ხოლო, როცა მეორე ნაწილაკი უძრავად არის დამაგრებული (ან თბე >> 1)1კ), მაშინ 

ი«=>=0 და თ,(მ,)=თკ(მ.), ე. ი. ამ შემთხვევაში C და ჯ# სისტემები ეკვივალენ- 
_ტურია. ეს გასაგებია, რადგან, როცა »I §> M#,, მაშინ ლაბორატორიული და ინერ- 

ციის ცენტრის სისტემების სათავეები ერთმანეთს ემთხვევა "შემდგომში, სადაც 
სპეციალურად არ იქნება აღნიშნული, ყველგან ვიგულისხმებთ ინერციის ცენტ- 

რის სისტემას, ამიტომ ინერციის (ყენტრის აღმნიშვნელ ინდექსებს აღარ მივუ–- 

თითებთ. 

გაფანტვის ამპლიტუდა. როგორ დავაკავშიროთ გაფანტვის განივკვეთი შრე- 
დინგერის განტოლების ამონახსნებთან? ამისათვის საჭირო იქნება გაფანტვის ამო- 
ცანის შესაბამისი ტალღური ფუნქციებით გამოვთვალოთ (120,1) ფორმულაში 

შემავალი 0 XXI) და ყა. სიდიდეები. 
დავუშვათ ვიხილავთ ორი ნაწილაკის დაჯახებას, როცა ამ ნ.წილაკებს შო- 

რის ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიას აქვს ცენტრალური ხასიათი. გა- 

ფანტვის ამოცანის შინაარსიდან ნათელია, რომ საჭიროა მოცემული პოტენცია- 

ლური ენერგიის დროს, ვიპოვოთ ინფინიტური მოძრაობის შესაბამისი ამონახსნე- 

ბი, ე. ი. ამონახსნები, რომლებიც შეესაბამებიან უწყვეტ სპექტრს. სიმძიმის ცენტ- 
რის გამოყოფის შემდეგ, ნაწილაკთა ფარდობითი მოძრაობის შესაბამისი შრედინ- 

გერის განტოლებას ექნება სახე 

(4+75) თ) =7% 7CV0 MX), (120.8) 

სადაც #ჯ1=2VL#%/ნ2, ხოლო |IL=7#, 2ე/() +) დაყვანილი მასაა. საჭიროა ვიპო- 

ვოთ ამ განტოლების ამოხსნა გაფანტვის ამოცანისათვის დამახასიათებელ სასაზღვ- 

რო პირობით. 

როცა დაჯახებამდე ნაწილაკები ერთმანეთზე დიდი მანძილებით არიან დაშო- 

რებული, მაშინ 7(6-)=0 და (120,8) განტოლების თანახმად ნაწილაკთა ფარდო- 
ბითი მოძრაობა აიწერება ბრტყელი ტალღით 

თ(ი = 6!M (120,9) 

ბრტყელი ტალღის ნორმირება ისეა არჩეული, რომ I ნაკაღი ფარდობითი მოძ- 

რაობის სიჩქარის ტოლი იყოს: I1=%MM IV, I1=V. დაჯახების შემდეგ, როცა ნაწი- 
ს 

ლაკები ერთმანეთზე კვლავ დიღი მანძილებით არიან დაცილებული, ნაწილაკთა 
ფარდობითი მოძრაობა აიწერება განშლადი სფერული ტალღით 

გ” 

-4 (120,10) 
- 
  დ0)=-XVCL, L”) 

სადაც XIX, LM”) დამოკიდებულია გაფანტვის 0 კუთხეზე და ენერგიაზე. 08=ჩL 

ფარდობითი იმპულსის საწყისი მნიწვნელობაა, ნ'> ჩIM” კი საბოლოო მდგომა- 
რეობის ფარდობითი იმპულსია. რაღგან გაფანტვას აქსიალური სიმეტრია ახასია- 

თებს, ამიტომ XV, ML) ფუნქცია დ-კუთხეზე დამოკიდებული არ იქნება. 
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ამგვარად, შრედინგერის (120,8) განტოლების ამონახსნს დიდ მანძილებზე 
ს-ქიროა ჰქონდეს შემდეგი ასიმპტოტური სახე: 

ა =2%+ XX, წ, C–> თ) (120,11) 
V “. ” 

ე. ი. უსასრულობაში გაფანტვის ამოცანი ტალღური ფუნქცია უნდა წარმოად- 
გენდეს ბრტყელი ტალღისა და განშლადი სფერუ ლი ტალღის ჯამს, XVI, I/9) 

ფუნქციას გაფანტვის ამპლიტუდას უწოდებენ. 
ახლა ოკვე ადვილია 7X(0) და აც. სიდიდეების გამოთვლა. ამისათვის გა– 

მოვიყენოთ დენის ვექტორის ფორმულა 

I => დერე“ –- ჯე” წ). (120,12) 
ს 

როცა გვჭირდება დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადის გამოთელა საჭიროა გამოვიყენოთ 

თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი (120,9) გამოსახულება. დაცემული ბრტყელი 
ტალღისათვის (120,12) იღებს სახეს 

ჰა, ="M თ, მ-V (120,13) 
ს 

საჯაც V ფარდობითი მოძრაობის სიჩქარეა. რაც შეეხება თ XV(0)-ს აშკარაა, რომ 

ი X(0) =9გაფ. #5, სადაც ი5 ფართის ელემენტია, ხოლო «გაფ. –– გაფანტულ ნაწი- 
ლაკთა ნაკადი, იგი განისაზღვრება ისევ (120,12) ფორმულით, ოღონდ "V-ს ქვეშ 
უნდა ვიგულისხმოთ გაფანტულ ნაწილაკთა შესაბამისი (120,10) განშლადი ტალ- 

ღა. ამ შემთხვევაშიაც 

იჩ ' ”II9 

შა", |დ1)1=-”- | XXL, M9)I?, (120,14) 
L 

სადაც V ნაწილაკთა ფარდობითი სიჩქარეა გაფანტვის შემდეგ. ამგვარად, 

0 X(0) = გაფ. 05 =V' | XIX, M”) |' 9, (120,14') 
სადაც ძ6პ=ძ5/)“ სხეულოვანი კუთხეა. (120,1)-დან გამომდინარე დიფერენცია.· 

ლური განიეკვეთისათვის დავწერთ 

” 

თ(0) 0209 = –-– | XXL, Lე)” 09. (120,15) 
წ 

ეს ფორმულა გამოხატავს 79% სხეულოვან კუთხეში ნაწილაკთა გაფანტვის ეფექ- 
ტურ დიფერენციალურ განიეკვეთს. დრეკადი გაფანტვის შემთხვევაში ა=ჯ%' და 

დიფერენციალური განივკვეთისათვის გვექნება 
თ(0) C§პ= | #CL, IV”) |? 5). (120,16) 

დრეკადი გაფანტვის ინტეგრალური განივკვეთის მისაღებად საჭიროა (120,16)-ის 
ინტეგრაცია მ-თი (0, ») შუალედში, ე. ი. 

X 

თ=2 | | CC, 153 I2 510 9 ძ0. (120,17) 
0 

ცხადია რომ ინტეგრალური განიეკვეთი დამოკიდებული იქნება მხოლოდ ენერ- 

გიაზე, 
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როგორც ვხედავთ, განივკვეთი განისაზღვრება გაფანტვის ამპლიტუდის სა. 

შუალებით. ამ უკანასკნელის მოსაძებნად კი საჭიროა ვიპოვოთ შრედინგერის გან- 

ტოლების ამოხსნა რომელსაც უსასრულობაში ექნება (120,11) ასიმპტოტური 

სახე განშლადი სფერული ტალღის კოეფიციენტი იქნება სწორედ გაფანტვის 
ამპლიტუდა. 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი კვანტურ მექანიკური პროცესის ეფექ- 

ტური დიფერენციალური განივკვეთი განისაზღვრება ფორმულით 

ძი=- 29, (120,18) 
თაც. 

სადაც იი წარმოადგენს სამიზნე ნივთიერების ერთ ნაწილაკზე მოსული პროცე- 

სის ალბათობას ერთ სეკუნდში, ხოლო Vას. დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადია, 

§ 191. ბაფანტვის ამპლიტუდა, გაფანტვის ფაზა 

როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, გაფანტვის დიფერენციალური განივ- 
კვეთის განსაზღვრა ეკვივალენტურია ერთი XL(/2, 0050) ფუნქციის მოძებნისა. ამ 
ფუნქციის საპოვნელად კონკრეტული სახის ურთიერთქმედებისათვის, საჭიროა სა- 
თანადო შრედინგერის განტოლების ამოხსნა (120,11) სასახღვრო პირობით. ამო- 

ნახსნის ასიმპტოტურ გამოსახულებაში, დიდი ებისათვის, განშლადი ტალღის 
კოეფიციენტი იქნება სწორედ გაფანტვის ამპლიტუდა. 

იმის გამო, რომ ცენტრალურ ველში ინახება იმაულსის მომენტი, #(L, M-)-ის 

ნაცვლად ხელსაყრელია პარციალური ამპლიტუდის შემოღება, ე. ი. ამპლიტუდი- 

სა, რომელიც განსაზღვრულ მომენტის მნიშვნელობას შეესაბამება. ამ მიზნით 

XIV, L) გავშალოთ სფერულ ფუნქციებად 
თ 4“ 

”- ხშ ს? ჯ / 7. ა, X#(M, « ა=48 2, 279 XIთი XXVI), (121,1) 

სადაც #1=M%/X და L" = M" /L ორტებია X და ML” ვექტორების მიმართულებით, 7”I(1)-ს 

ეწოდება პარციალური ამპლიტუდა. იმის გამო, რომ გაფანტვას აქვს ღერძული 

სიმეტრია XI,(0) ამპლიტუდა დამოკიდებული არ იქნება » კვანტურ რიცხვზე. თე 
გავითვალისწინებთ ფორმულას 

4X 1! _ _ 
21L1 2, XIV(I) XIთ() (121,2 

თი-/ 

  ჯ, (008 0)= 

სადაც 0 კუთხეა # და MI ვექტორებს შორის, (121,1) ასეც შეგვიძლია გადა- 

ვწეროთ: 

IL, M')= 9) XVI (21+1) X;, (608 0). (121,3) 
150 

გავიხსენოთ ბრტყელი ტალღის გაშლის (55,9) ფორმულა 
თ +! – _ 

თM=495%) >) #1,09) XIს 0 XIი(69; (121,4 
|15=0 თო-/ 
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ვიპოვოთ ამ გაშლის ასიმპტოტური გამოსახულება დიდი ჯ-ებისათვის, ამისათვის 

გავითვალისწინოთ, რომ ბესელის 1,0) სფერული ფუნქციის ასიმპტოტიკას დიდი 
#” ებისათვის აქვს საზე 

9) ( V- 2) 
2 

პ(ალ---.---–----- . (ა%–I. (121,5) 
I “, 

ასე რომ, (121,4) ტალღის ასიმპტოტური გამოსახულებისათვის გვექნება 

ერე არუ), ს 
09%-452 2: ! - X7IთV0 XIთ 0ე· (121,6) 

ს მ 21 

როცა ნაწილაკებს მორის ურთიერთქმედება არ არის, მაშინ უსასრულობაში, გან– 

შლადი და კრებადი ტალღების ამპლიტუდები სწორედ ამ გამოსახულებით იქნება 

განსაზღვრული; ხოლო, როცა ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ, მაშინ მათი შესა- 
ბამისი გაფანტვის ტალღური V%(6) ფუნქციის ასიმპტოტურ გამოსახულებაში გან- 
შლად ტალღასთან დაგვიჯდება განსხვავბული ამპლიტუდა. სწორედ ის, რითაც 
XX.) ამონახსნის ასიმპტოტურ გამოსახულებაში განშლადი ტალღის ამპლიტუდა 

განსხვავდება (121,6)-ში შემავალი განშლადი სფერული “რტტალღის ამპლიტუდისა- 
საგან, განსაზღვრავს გაფანტვის ამპლიტუდას. 

გაფანტვის ამოცანის ამონახსნიც გავშალოთ სფერულ ფენქციებად: 

გო=4. 3 > იხ», 7. Cთ; 0217) 
("1 თ“, 

მუდმივები ამ გაშლაში შემოვიღეთ ხელსაყრელობის მიზნით. 

შევიტანოთ (121,7), (121,6) და (121,1) "გამოსახულებები (120,11) ასიმპ–- 

ტოტურ ფორმულაში და გავითვალისწინოთ, რომ საბოლოო იმპულსის მიმართუ- 

ლება ემთხვევა I=1, –– I, ვექტორის მიმართულებას, ე. ი. ს =#. მიღებული 'შე–- 

დეგი გადავამრავლოთ VI) X#,თC0)-ზე და ჩავატაროთ ინტეგრაცია კუთხეებით. 

შედეგად გვექნება 
((«-/“ -I(«-#) 

XI/(72“) . ბ 8 გ 17. 
“ი. =(I1+2:M ძე) უე: ”7>-თ (121,8) 

#»” 21» 21 

როგორც ვხედავთ, ბრტყელი ტალღისაგან განსხვავებით, (121,8) გაფანტვის ამო- 

ცანის ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტურ, გამოსახულებაში, განშლად სფერულ 

ტალღას გაუჩნდა მამრავლი 
5I(M) = 1 + 2: XICI); (121,9) 

მაშასადამე, (128,8) რადიალური ტალღური ფუნქცძა მიიღებს სახეს 

L : ! 
XIII) _ IL '(«- 0) – 809 რი), (121,10) 

ჩ. 2ჩ/ 

დრეკადი გაფანტვისათვის ზეძე სიდიდეს შემდეგნაირად წარმოადგენენ: 

§ (0) = წა. “). (12), 11) 

5,0) შეგვიძლია განვხხილოთ როგორც დიაგონალური უნიტარული მატრიცა. მას 
უწოდებენ §- -მატრიცას ცენტრალურ ველში გაფანტვისათვის. შ/() სიდიდეს ეწო- 
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დება გაფანტეის ფაზა. დრეკადი გაფანტვისათვის ფაზა ნამდვილი სიდიდეა. რად- 

გან ექსპონენტი პერიოდული ფუნქციაა, ამიტომ გაფანტვის ფაზა ცალსახად არ 
იქნება განსაზღვრული. თუ მოვითხოვთ, რომ I”(I1) –>0-სათვის 5707) უდრიდეს 

ერთს, მაშინ ფაზის მნიშვნელობა შეგვიძლია ავარჩიოთ (0, თ») ინტერვალში. 

რადგან (121,9) ფორმულის მადი 

5(1)–1 _ ი! 1 
შრი“ =" მშ? 121,12 I(ს)= 27, 2 ( ) 

ამიტომ (121,1) ამპლიტუდა შეგვიძლია ასეც გადავწეროთ: 

XXV, Lე= 4. X X აო. #00 IV” (0121,13) 
2? ჯI- რ წლი” 

ან, (121,2) ფორმულის გათვალისწინებით, ამპლიტუდას შეიძლება მიეცეთ შემ- 

დეგი ფორმაც: 

XX)=;; 2 დტ -L 1) (6?!ბჯ –– 1) #0, (00§ 0). (121,14) 
I 

როგორც ვხედავთ, დრეკადი გაფანტვის ამპლიტუდა განისაზღვრება გაფანტვის 2, 
პარციალური ფაზების საშუალებით 1. 

შევნიშნოთ, რომ (121,10) ასიმპტოტური ფუნქცია შეგვიძლია შემდეგი სა- 
ხითაც გადავწეროთ: 

XI(#7) = §1ი CC. 

ან, რაც იგივეა, დრეკადი გაფანტვის შემთხვევაში 

X,(II) =0!წ/ §10 («- 5+8): (0 –> თ). (121,16) 

=)კ 50-„რთ, +თ (121,15) 
2 2 

როცა §|=0. მაშინ ეს ფუნქცია ემთხვევა თავისუფალი მოძრაობის IV-2,(I)) ფუნქ- 

ციის ასიმპტოტურ გამოსახულებას. მ, წარმოადგენს სწორედ ურთიერთქმედების 

შედეგად გამოწვეული თავისუფალი მოძრაობის შესაბამისი C – XL) ფაზის 

წანაცვლებას. 
ზოგჯერ, ნაცვლად (121,10) ასიმპტოტური ფორმისა, ხელსაყრელია შემდეგი 

ასიმპტოტური გამოსახულების განხილვა: 

VIII20ე=851ი (« – +) + Lყ 9; 008 C – 2). თ (121,17) 

ადვილი დასანახია, რომ, ეს უკანასკნელი ეკვივალენტურია ფუნქციისა 

810 თ 5-+V). ით –- თ) (121,18) 

ცხადია, სხვადასხვა სასახლვრო პირობა ერთსა და იმავე შედეგებს მოგვცემს შევ- 
ნიზნოთ, რომ (121,10) პირობისაგან განსხვავებბით (121,18) სასაზღვრო პირობა 

! „მალიტუ>2 ”ს ეს ფორმულა მიღებული იყო გ. ფაქსენისა და ი, ჰოლტსმარკის მიერ იხ. 

276I(5. L. 0IIჯ§. 15, 307, (1927). 
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1 
VIII) = – 

C059,



ნამდვილია, ამიტომ მისი 0 (რიზე გამრავლებით მივიღებთ ტალღას, რომლის კვან– 

ძები სივრცეში უძრავად არიან განლაგებული, რაც ნიშნავს, რომ (121,18) სასა- 

ზღვრო პირობა შეესაბამება მდგარ ტალღას. 

(121,12) ფორმულიდან ჩანს, რომ პარციალური XVI) ამპლიტუდა გაფანტ- 

ვის ფაზასთან შემდეგნაირად არის დაკავ მირებული: 

1 
XIხ0ე = -- ებ 90 §9110,00= –––––. (121,19) 

/8 #: 6ხდ 06,––?/; 

ახლა ვიპოვოთ ინტეგრალური განივკვეთი..როგორც ვიცით, ინტეგრალური 

განივკვეთი განისახღვრება ფორმულით 

ჯ 

თ(#)=2 | | 0) (1510 0 ძი (121,20) 
0 

სადაც, (121,131) და (121,2) ფორმულების თანახმად, 

1 = 
ჯ#L(C))C––– წ%'(21-+-1) (5,)0ე –– 1) 72, (008 ს). 121,21 0) 2 2 ) 900 –– 11X, ( ) 

ეს გამოსახულება შევიტანოთ (121,20) ფორმულაში და გავითვალისწინოთ ლე–- 

ჟანდრის პოლინომების ორთო-ნორმირების პირობა 

  | #; (608 0) 7;,, (ლ08 0) §10 0 20 = 71 ბ,„,. (121,22) 

შედეგად გვექნება 

%9)=-> 2,(21+1)| 56) – 1. (121,23) 
187 

ან, თუ გავიხსენებთ §)-მატრიცის (121,11) გამოხატულებას, მივიღებთ ინტეგრა- 

ლური განივკვეთის ფორმულას, განსახღვრულს ფაზის საშუალებით 

10)=-> 2,(2(+ 1) §1072/ (121,24) 
” 150 

როგორც ვხედავთ, გაფანტვის ინტეგრალურ განივკვეთს აქვს მაქსიმალური მნი- 
შვნელობა, როცა 51016,=1; თუ 0,=0, მაშინ როგორც მოსალოდნელი იყო, 

განივკვეთი ისევე, როგორც ამპლიტუდა ნულის ტოლია. 
არადრეკადი გაფანტვის განივკვეთიც შეგვიძლია ,5;(#) სიდიდეს დავუკავში- 

როთ. მართლაც, (121,10) ფორმულის თანახმად, ყოველ პარციალურ ტალღაში 

ადგილი აქვს განშლადი ტალღის ინტენსივობის | 5I(#) |+-ჯერ შემცირებას კრებადი 
ტალღის ინტენსივობასთან შედარებით. ინტენსივობის ეს შემცირება მთლიანად 
მიეკუთვნება არადრეკად გაფანტვას. ამიტომ არადრეკადი გაფანტვის სრული გა- 

ნივკვეთისათვის გვექნება 

მ-(7) = XX" » (21-+1) (1 –– | 5/(#) I"). (121,25) 
159 

რადგან თ.-(#M)=>90, ამიტომ | 9,)2<1, სიდიდეს 

6,(9)=1 – | 5((X) IL” (121,26) 
446



ეწოდება მიწებების კოეფიციენტი. როგორც (121,23), ისე (121,25) ფორმულაში 
ჯამის თითოეული წევრი შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც განივკვეთები ისეთი 

ნაწილაკების გაფანტვისა, რომლებიც გამფანტავ ცენტრს ეცემა ჩ VICI+1) მო- 
მენტით: 

თ.)= XX"(21+ 1) | 1 –– 5;(#) I", (121,27) 

თ.,= =X? (21-L1) (1 –- | )(#) 1). (121,28) 
§, სიდიდის ზღვრული მნიშვნელობებისათვის განივკვეთები უდრიან 

|5,1=), 0=<თ.|,=<4XX"(21+1), ძ.,=0. 

5)=1, C,=0CთC:=0, (121,29) 

5,=0, თ,)= თა|=%7.? (21 +1). 

ამ, ფორმულებიდან ჩანს, რომ არადრეკად გაფანტვას ყოველთვის თან ახლავს 

დრეკადი გაფანტვაც. 
როცა არადრეკადი გაფანტვა არა გვაქვს, მაშინ როგორც აღვნიშნეთ 

5,=0“?') , სადაც 0, ნამდვილი სიდიდეა. როცა გაფანტვა არადრეკადია მაშინ §«; 

კვლავ შეიძლება 2-M) სახით წარმოვიდგინოთ. ოღონდ უ, ახლა უკვე კომპლექ- 
სური სიდიდე იქნება უ,ლ–»/+21»; · 

ამგვარად, დრეკადი გაფანტვის, როგორც დიფერენციალური, ისე ინტეგრა- 

ლური განივკვეთი განიმარტება გაფანტვის ფაზის საშუალებით. გაფანტვის 8, 

ფაზა არის ენერგიის ფუნქცია და დამოკიდებულია ნაწილაკთა შორის არსებულ 

ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიაზე. ფაზის მოძებნის ამოცანა წარმოად- 

გენს რთულ ამოცანას. იგი უნდა მოიძებნოს შრედინგერის რადიალური განტო- 

ლების ისეთი ამონახსნების საშუალებით, რომლებიც უწყვეტია მთელს სივრცეში, 

აქვთ უწყვეტი პირველი რიგის წარმოებული და უსასრულობაში აკმაყოფილებენ 

გაფანტვის ამოცანის სასაზღვრო პირობას, ე. ი. »-> Cთ-თვის აქვთ (121,10) სახე, 

ნაწილაკთა გაფანტვა აბსოლუტურად შეუღწევად სფეროზე. მარტივი მაგა- 
ლითის სახით განვიხილოთ ნაწილაკთა გაფანტვა აბსსოლუტურად შეუღწევად პო- 
ტენციალურ სფეროზე; 

MV0ე=0, როცა #>77%, 

X/0ე)=C, როცა #=71, 

სადაც Mა შეუღწევადი სფეროს რადიუსია კლასიკური მექანიკა ასეთ სფეროზე 

გაფანტვის განივკვეთისათვის იძლევა თ=X#2 მნიშვნელობას, რომელიც სფეროს 

გეომეტრიული განივკვეთის ფართის ტოლია. 
კვანტურმექანიკური მეთოდით ამოცანის ამოსახსნელად განვიხილოთ 1=0 

შემთხვევა. შრედინგერის განტოლებას ექნება სახე 

(121,30) 

2. 
9X I >-0, 

ძე 021,31) 

=X. ,= #2. 
» (ა 

საჭიროა ვიპოვოთ ამ განტოლების ისეთი ამონახსნი, რომელსაც უსასრულობაში 

ექნება (121,16) ასიმპტოტური სახე და რომელიც ნული გახდება #-=- 77 ზედაპირ- 

ზე. ასეთი ამონახსნი იქნება 

ჯი) = ე 319 0%-+8ი) (121,32) 
9 
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სადაც _ ე 
ზე== –– L7ე- ((21,33) 

თანახმად (121,24) ფორმულისა, ინტეგრალური განივკვეთისათვის გვეჟნება 

4X . 
=> 510? /:7/ე- (121,34) 

ნელი ნაწილაკების შემთხვევაში, ე. ი. როცა #7%ე <1, მივიღებთ 

თ=417#!, (121,35) 
ე. ი. ამ შემთხვევაში ინტეგრალური განივკვეთის მნიშვნელობა კლასიკურზე ოთხ- 
ჯერ მეტია. საინტერესოა აღინიშნოს, რომ დიდი ენერგიების დროსაც კი, როცა 
X <” 7, განივკვეთი კი არ მიისწრაფვის >X771 კლასიკური მნიშვნელობისაკენ, არა– 
მედ მასზე ორჯერ მეტია. ამის მიზეზი არის ის, რომ ადგილი აქვს დამატებით 
დიფრაქციულ გაფანტვას, რომლის განიეკვეთი, როცა X <5 78, ტოლია XI2ე 1. 

§ 1552, იგბივურ ნაწილაკთა გაშფანბვა 

როგორც ვიცით, კვანტური მექანიკის იგივურობის პრინციჰი მოითხოვს სრუ- 

ლი ტალღური ფუნქციის სიმეტრიულობას ან ანტისიმეტრიულობას, იმის მიხედ- 

ვით, თუ როგორია ნაწილაკის სპინი ამიტომ იგივურ ნაწილაკთა ერთმანეთზე 
გაფანტვის დროს სრული ტალღური ფუნქცია უნდა გავხადოთ სიმეტრიული ან 

ანტისიმეტრიული ნაწილაკთა გადასმის მიმართ. ამასთან, ცხადია ნაწილაკთა გა- 

დასმა ეკვივალენტურია მათი შემაერთებელი რადიუს-ვექტორის ნიშნის ცვლილე– 

ბისა L-> –-– L. C-სისტემაში ეს ნიშნავს, რომ ნაწილაკთა გადასმისას L-ის სიდიდე 

არ იცვლება #->;, ხოლო მ -> > –– მ. ამის გამო, გაფანტვის ტალღური ფუნქ- 

ციის ასიმპტოტური გამოხატულება შემდეგნაირად გადაიწერება: 

„ჟუ. 

#= (IM + გ-/M5 + (#9) –+#C. –– 0))-“-–. ძ022,1) 
7” 

ამასთან, ზედა ნიშანი აიღება სიმეტრიული კოორდინატული მდგომარეობისათვის, 
ქვედა. კი –– ანტისიმეტრიულისათვის. როცა ვიხილავთ ნახევარსპინიანი ნაწილაკე– 
ბის გაფანტვას, მაშინ სიმეტრიული კოორდინატული ფუნქცია უნდა ავიღოთ იმ 

მდგომარეობაში, როცა სრული სპინი 5 =0 (სინგლეტური მდგომარეობა), ანტი- 

სიმეტრიული კოორდინატული ფუნქცია კი აიღება 5=1 მდგომარეობაში (ტოიპ- 
ლეტური მდგომარეობა). 

ნაწილაკთა იგივურობის ძლით ჩვენ არ შეგვიძლია იმის დადგენა, თუ რო- 
მელი ნაწილაკია გამფანტავი და რომელი გასაფანტი. C-სისტემაში, ერთმანეთს 
ეცემა ერთმანეთის საწინააღმდეგოდ მიმართული ბრტყელი ტალღები, განშლადი 
სფერული ტალღა კი ითვალისწინებს ორივე ნაწილაკის გაფანტვას. 

რადგან დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადი კვლავ ფარდობითი სიჩქარით განისა- 

ზღვრება, ამიტომ დრეკადი გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთი, რომელიც 
შეესაბამება რომელიმე ნაწილაკის გაფანტვას 00 სხეულოვან კუთხეში, ტოლი 

იქნება შემდეგი გამოსახულებისა: 

ძთ+= | #LC0) == ICC –– 0) |? 09), (122,2) 

1 ამის შესახებ დაწვრილებით იხილეთ წიგნში IC0061II90-«ვი მI6იყეი დ/ვ3IMე II. 

ნიმ271I8.82MC«ი0იძ, § ა, თაეი VIII, გე. 256, ასევე, LI. M 0 +X IL 1. M 6C CI, 160- 
დი მ10MIIVIX CX0MMM08CIVII, § 95, თავი 1I, გვ. 56. 
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პლუს ნიშანი აიღება სინგლეტური გაფანტვისათვის მინუსი კი –– ტრიპლეტურჭ. 

სათვის. განივკვეთის (122,2) ფორმულაში იგულისხმება, რომ ნაწილაკთა სრული 

სპინი გარკვეული მნიშვნელობესაა. ექსპერიმენტზე ამას ხშირად ადგილი არა აქვს. 

ამიტომ განივკვეთში გარკვეული წონებით გვხვდება როგორც ძძ,; ისე ძთ_. კე“- 

ძოდ, ნახევარ სპინიანი ნაწილაკების ზემთხვევაში გვექნება 

3 1 რთ=- ძი +-- ძთკ. (122,3) 

ამ გამოსახულებაში (122,2) ფორმულის შეტანით მივიღებთ: 

ძთ= 076 ჩ+| წC– 0) #– 

–_ – LXV0) #”CCL–– 0) +- #70) #CX –– 0)| | ძი. (122,4) 

როგორც მოსალოდნელი იყო, განივკვეთში გაჩნდა ინტერფერენციული წევრები, 

რომლებიც დაკავშირებულია გაცვლით ურთიერთქმედებასთან, მიღებული ფორ- 

მულიდან ჩანს, რომ განივკვეთის მნიშვნელობა არ შეიცვლება თუ 0–კუთხეს შე- 

ვცვლით (> -–– 0)-თი. ეს კი ნიშნავს, რომ CI'-სისტემაში იგივურ ნაწილაკთა გაფან- 
ტვის დიფერენციალური განივკვეთი სიმეტრიულია 0მ=-X/2 კუთხის მიმართ. 

§ 19ე. გრინის ფუნქცია, გაფანტვის ინტებრალური 

განტოლება 

ხელსაჟრელია გაფანტვის ამოცანის შესაბამისი შმრედინგერის განტოლების 

ჩაწერა ინტეგრალური განტოლების სახით. ამისათვის კი დაგვჭირდება გრინის 

ფუნქციის შემოღება. (120,8) შროედინგერის განტოლება გადავწეროთ შემდეგ- 
ნაერად: 

# 

(#M-–– #10) VIXI) = 7 0. IXო, (123,1) 

სადაც /ა=-1- ტბ ფარდობითი მოძრაობის კინეტიკური ენერგიის ოპერატო- 
# 

რია. (123,1) განტოლების მარჯვენა მხარე ფორმალურად ცნობილ ფუნქციად 

ჩავთვალოთ და შემოვიღოთ აღნიშვნა 4(-)=170' VI), მაშინ გვექნება 

(8– MI) სო= (0. (123,2) 
ჩვენი მიზანია ამ განტოლების შესაბამისი ინტეგრალური განტოლების დაწერა, 
რომელშიაც გათვალისწინებული იქნება გაფანტვის ამოცანის სასაზღვრო პირობა; 
სახელდობრ, პირობა, რომლის მიხედვით » -> C-თვის IX.) ფუნქციას ექნება 

(120,11) სახე. (123,2) გადავწეროთ იგივურად 

(8- წა) = | ბდ– 0 ტლ ძმ”, (123,3) 

საიდანაც ფორმალურად შეგვიძლია ამოვხსნათ 1) ფუნქცია 

IC.) = (ფ-წა-! მ8(_I –– L) 4(-) ძL”. (123,4) 

ეს უკანასკნელი ასე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: “ 

VC0-> | რა( L) 409 ძL”, (123,5) 
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სადაც 
რCთა(, C)C(1-– 90)“ 18, – 9. (123,6) 

Cი(, L)-ს უწოდებენ თავისუფალი მოძრაობის გრინის ფუნქციას. ცხადია 

იგი აკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

(8–M) Cთა(,, L )=–6(წ –– I". (121,7) 

თუ დირაკის დელტა ფუნქციას წარმოვიდგენთ ფურიეინტეგრალად და გავითვა- 
ლისწინებთ, რომ 

ა8 უი ა -1 
(”–- ე)“ ლM=(6- 4#+-) ი, (123,8) 

2V 
მაშინ (123,6) ფორმულიდან მივიღებთ 

“თ -/- ი'M მ 
  Cთა(წ, L”)= «ილ. (123,9) 

? (2»)3 I ჩ-ს) 
სადაც 2 

ჩ”ძე=X (123,10) 
2 

შრედინგერის განტოლების ზოგადი ამონახსნის მისაღებად (123,5) კერძო ამო- 
ნახსნს უნდა დაემატოს (123,3) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლე– 

ბის ამონახსნი. ერთგვაროვანი განტოლება მიიღება, როცა ურთიერთქმედება არა 

გვაქვს, ამიტომ, ამ შემთხეევაში, ამონახსნი წარმოადგენს C,() ბრტყელ ტალ- 

ღას. ამგვარად, გვექნება 

სო=რთ,ი+ | თის 0Vო 9C9 0-” (123,11) 

მაგრამ ეს განტოლება არაა ინტეგრალური განტოლება, რამდენადაც მასში ჯერ 

კიდეე გათვალისწინებული არ არის გაფანტვის ამოცანის სასაზღვრო პირობა. 

(123,11)-ში ვიგულისხმოთ, რომ თ, არის დაცემული ბრტყელი ტალღა, მაშინ 

მეორე წევრი უსასრულობაში უნდა. იყოს განშლადი სფერული ტალღა. ამისათვის 

კი აუცილებელია გრინის ფუნქციის სათანადოდ განსაზღვრა. მაშასადამე, სასა– 
ზღვრო პირობის ჩართვა შესაძლებელია გრინის ფუნქციის სათანადოდ არჩევით. 
გრინის ფუნქციის შერჩევა კი დამოკიდებულია (123,9) ინტეგრალის განმარტება- 

ზე. ამ მიზნით (123,9) გამოსახულება ასე გადავწეროთ: 

, 1% 2) #9 „ი , 
(XI2 ი– ფე: ოგ I 7“ (123,12) 

სადაც 
ს=L-L, (123,13) 

კუთხეებით ინტეგრაციის შემდეგ მმბიიდ. მივიღებთ 

0ი0(,, L)=   2=6-X I 8 ასმა. (123,14) 

სასახღვრო პირობის ნათლად წარმოსადგენად ხელსაყრელია ამ ინტეგრალის ამო- 

ხსნა ნაშთთა თეორიის გამოყენებით. #” ნამდვილი ცვლადის ნაცვლად შემოვიღოთ 
# კომპლექსური სიბრტყე და, ჩვენი ინტეგრალი ამ სიბრტყეზე კონტურული სახით 
წარმოვიდგინოთ. შემოვიტანოთ ახალი ცვლადი «=# I, მაშინ 
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I I. 951) 2 (I(2 
ეაებიყ 

_ 2;:-ჩ“ /; 
(7ერ“. 4) (123.15) 

სადაც #ი=7X/: დადებითი რიცხეია. 

წინასწარ ნათელია, რომ (123,11)-ში (I)20,11) გაფანტვის სასაზღვრო პირო- 
ბის დასაკმაყოფილებლად გრინის ფუნქციას უნდა ჰქონდეს ი!" სახე ეს კი იმას 
ნიშნავს რომ (123,15) ინტეგრალი პროპორციული უნდა იყოს «50 -ისა. ამიტომ, 

ჯო? როცა ამ ინტეგრალს კომპლექსურ სიბრ- 

ტყეზე განვიხილავთ, როგორც კონტუ- 

რულ ინტეგრალს #= + % პოლუსების 

შემოვლის წესი ისე უნდა ავირჩიოთ, 

რომ ინტეგრალი მართლაც 0I20 -ის პრო–- 

პორციული გამოვიდეს. 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას ნამ- 

დვილ ღერძზე აქვს ორი პოლუსი #=7ე 

და 8=– #/ე. ქვემოთ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ 

ნახ. 39 ინტეგრალის დამოკიდებულება #შე“ზე გა- 

ნისაზღვრება კონტურის შერჩევით პოლუ- 

სების უშუალო მახლობლობაში. ვთქვათ, კონტური ისეა შერჩეული, რომ კონ- 
ტური 2=- თე პოლუსს უვლის ზევიდან ხოლო #»=ჯ7ე პოლუსს -- ქვემოდან 

(ნახ. 39 და 40). საძიებელი ინტეგრალი შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

+თ _. ! – ძი 1 2ძ “ძ? I 2510 202 _ (| +-»– 2-2) (123,16) 

  

  

==-5ცე 

  
ზ?წ-2 2 6-2 ი'–2% 

CI C5 

პირველი ინტეგრალი შეგვიძლია გამოვთვალოთ, თუ კონტურს ჩაეკეტთ ზედა ნა- 
ხევარსიბრტყეში უსასრულო რადიუსის ნახევარწრით (ნახაზზე 0, კონტური), ხო- 
ლო მეორე ინტეგრალეს გამოსათვლელად საჭიროა კონტურის ჩაკეტვა ქვედა ნა- 
ხევარსიბრტყეში. ეს იმიტომ, რომ ჟორ- 

დანის ლემა პირველი ინტეგრალისათვის 1თ7 

კმაყოფილდება გ-ის დადებითი ვითარსი 
ნაწილის შემთხვევაში (ზედა ნახევარსიბრ- 

  

  

2»=+20 
ყე), მეორისათვის კი –– უარყოფითი ვი- · 

აა ი ნაწილისათვის (ქვედა ნახევარსიბრ– 17 / #08 

ტყე). 0, კონტურის შიგნით მოთავსებუ- 

ლია მხოლოდ 7=7ე პოლუსი, ამიტომ 

პირველი ინტეგრალი ტოლია , 2»1>,, სა- C2   დაც „, არის ინტეგრალქვეშა გამოსახუ- 
ლების ნაშთი „==, წერტილში. ამგვა- ნახ. 40 

რად, პირველი ინტეგრალი ტოლი იქნება 

»26'20 -ისა. მეორე ინტეგრალის საინტეგრაციო C, კონტურის შიგნით გვაქეს აგრე- 

თვე ერთი 2= – „ე პოლუსი, ამიტომ, რადგან შემოვლის დროს კონტური ხელ. 

მარჯვნივ რჩება, მეორე ინტეგრალი ტოლი იქნება –– 2=7,-ისა. 

ჯ, არის ინტეგრალქვეშა გამოსახულების ნაშთი #=-– 2 პოლუსში. ინტეგ- 

რალი კი ტოლი იქნება – #22 -ისა, ასე რომ, (26,1წ) ინტეგრალი #6I20 -ის ტო- 

ლი აღმოჩნდა, ამგვარად, გრინის ფუნქციას ექნება გამოსახულება · 
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, 2ს იჩ , 
ი0C., უ-–ჯ “–; :ჯ= IC – LI (123,17) 

გრინის ეს ფუნქცია კი, როგორც ქვემოთ დავინახავთ, უზრუნველყოფს გა- 
ფანტვის სასახღვრო პირობას; ამგვარად, გაფანტვის სასაზღვრო პირობის დასაკ- 

მაყოფილებლად (121,14) ინტეგრალი ისე უნდა განვმარტოთ, რომ კონტური მარც- 
ხენა პოლუსს უვლიდეს ზემოდან, ხოლო მარჯვენას –– ქვემოდან; თუ საინტეგრა- 

ციო კონტურს ისე შევარჩევთ, რომ იგი, პირიქით, მარცხენა პოლუსს ქვემოდან 

უვლიდეს, მარჯვენას კი ზემოდან; სრულიად ანალოგიური მსჯელობით, გრინის 

ფუნქციისათვის მივიღებთ: 

2ს გ/ჩ 

CთL-)6ს > )=– “L -· #=L-–- (123,18 #5 2-ს | I )   

ადვილად შემოწმდება, რომ გრინის ასეთი ფუნქცია (123,11) გატტოლებაში უზრუნ- 

ველყოფს გაფანტული ტალღის ასიმპტოტიკას –– ბრტყელი ტალღა პლუს კრებადი 
სფერული ტალღა 

ახლა, თუ (123,17) გრინის ფუნქციას შევიტანთ (123,11) გაჩტოლებაში, 

მივიღებთ გაფანტვის ინტეგრალურ განტოლებას 

    

+თ == 2ს (უო. –”I 

4M#IL–=თ,(ე) – XVCC_) VX>2C-” იL, (123,19 IIი=თყი –- ე L „ა თილ“ ) 

რომელიც წარმოადგენს შრედინგერის განტოლებას გაფანტვის ამოცანის სასაზღე- 

რო პირობით, (123,19)-ში (120,11) სასაზღვრო პირობის შესაბამიი ტალღური 

ფუნქცია 1 X.ო-ით აღვნიშნეთ. 

ვიპოვოთ (123,19) განტოლების ასიმპტოტური სახე დიდი ;--ებისათვის; კერ–- 

ძოდ, როცა #2 3” -ზე ცხადია, რომ 

|წ–-– „ლ? 0050+...+ (121,20) 

სადაც 0 არას კუთხე L და L ვექტორებს შორის; ამასთან, # ქექტორის მიმარ– 

თულება ემთხვევა გაფანტული ტალღის V ეექტორის მიმართულებას, ე. ი, 
LI=L-- : ამგვარად, 

L. 

Lს1=ჰა' –– 1 60§ 0 =ჯე- – (LL), (123,21). 

ამ ფორმულის გამოყენებით (123,19) განტოლება დიდი ებისათვის მიიღებს შემ– 

VI Xო =დ,ო – “I 257 I გ“ MI” 7 6") 1I(' XL )იL” | ».  (123,22) 

საიდანაც გაფანტვის ამპლიტუდისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

  ს=-- –#  (ე-(IMI 76) (1Xი იL. 123,23 : XC, L)=- > |C + 76 ML (123,23) 
რადგა 

თ,.(ოე5=40!M“ (123,24) 
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შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც საბოლოო მდგომარეობის, ფარდობით სიჩქა- 
რეზე ნორმირებული, ბრტყელი ტალღა. ამიტომ (123,23) ფორმულა ასე შეგეიძ- 

ლია გადავწეროთ: 
XC, L)ლ=–-   

---; (IM. I)” | ML” 7), (123,25) 

სადაც VI. წარმოადგენს (123,19) ინტეგრალური განტოლების ამონახსნს. 

§ 124. სასაზღვრო პირობის გათვალისწინება ფორმალური 

მეთოდით) 

როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, გრინის ფუნქციის სახე დამოკიდე- 
ბულია პოლუსების შემოვლის წესზე. იმისათვის, რომ პოლუსების შემოვლის წესი 
უფრო ნათლად დავაკავშიროთ სასაზღვრო პირობებთან, ხელსაყრელია პოლუსებს 
დავუმატოთ მცირე +76- წარმოსახვითი სიდიდე, სადაც 6 უსასრულოდ მცირე 
სიდიდეა და ამით პოლუსები არსი ღერძიჯან ქვედა და ზედა ნახევარსიბრტყეში 
გადავიტანოთ. რადგან ჟე + 16 პოლუსები ღერძზე აღარ იმყოფებიან, ამიტომ პო–- 
ლუსის შერჩევა (ე. ი. ავიღებთ #ე + 16 თუ ჯე –– 15) ავტომატურად განსაზღვრავს 

შემოვლის წესს. ამასთან, ნაშთები 'უნდა ავიღოთ ჯა) +926 პოლუსებში და შემდ- 
გომ მიღებულ პასუხში გადავიღეთ ზღვარზე, როცა 6 – 0. 

როგორც ვიცით, გრინის თავისუფალი ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგი 

ოპერატორით: , 

Cა(8)=(8– 7)“, 8-=-– 2: ტ (124,1) 

ამ ოპერატორის ნაცვლად, ზემოთ აღნიშნულის თანახმად, განვიხილოთ ოპერა- 

ტორი 

  

C(5VI8)=(#-–- წა ++“ (124,2) 
ცხადია, რომ კოორდინატულ წარმოდგენაში 

+თ 
”წხა--. , 1 –Iს 1 IL/C. 17 

CV-X-, L) = (L | 6C§+-XX) | ”X= ულუ I ““ ს" ი (რ”ძM” (124,3) 
#M)--IM/ა >> 18 

ამ გამოსახულებას (123,15)-ის შლობიემ9 შეიძლება მიეცეთ შემდეგი სახე: 

  C%+)C,, L)=– ჰ'I38M(7ე), (124,4) 2»? => 

სადაც 

/I/+)Cფე) = –– 1” „90. _ 2)== 72) 124,5 

განვიხილოთ, მაგალითად, I.) ინტეგრალი. იგი შემდეგი სახით წარმოვად- 

გინოთ: 
/ 

მორა |. _ "იი | _ 
(I2 -– (20+-L6)| L2 +- (2 +- 38)) 

_ ( 26 !2ძ/ 
””""!",!""' (124,6) 

გრო (7-1) I#+ (2.-L26)) 
2



ცხადია, რომ პირველი ინტეგრალის საინტეგრაციო კონტური უნდა ჩაიკეტოს ზედა 
ნახევარსიბრტყეში, სადაც პოლუსი არის 2=/7ე+46. მეორე ინტეგრალის საინტეგ– 
რაციო კონტური კი გარს უვლის 2=-– 7-1 პოლუსს და იკეტება ქვედა ნა– 
ხევარსიბრტყეში (ნახ. 41), შედეგად 6-ის ნულთან მისწრაფების შემდეგ მივიღებთ 

ძრCე =»ე7ი. (124,7) 

სრულიად ანალოგიურად გამოითვლება /VC-Xე) ინტეგრალი. ეს ინტეგრალი (124,6) 
გამოსახულებიდან მიიღება 6-ის ნიშნის შეცვლით. ამიტომ 0, კონტური, რომე- 

ლიც უნდა ჩავკეტოთ ზედა ნახევარსიბრტყეში შემოუვლის 2=–- #ე-+16 პოლუსს, 
C; კი, რომელიც იკეტება ქვედა ნახევარსიბრტყეში შემოუვლის #=#ია-–-16 პო- 

ლუსს (ნახ. 42). შედეგად, 6-ის ნულთან მისწრაფების შემდეგ, მივიღებთ 

    

ჰწCI(2)=X6 “20. (124,8) 

წოწ IIXV8 

I 
2ეჯ16 0 

L -% დ 1 
C 70 16? რ #62, 

- თც-16 ზ%ე-16 
0 

ნახ. 41 ნახ, 42 

#C)-ში შემავალ პირველ ინტეგრალში 2--2ე-LI8 #C-)-ში შემავალ პირეელ ინტეგრალში კონ 

პოლუსის შემოვლა ხდება ზედა ნაზევარსიბრტ- ტური უნდა ჩაიკეტოს ზედა ნახევარსიბრტყე- 

ყეში, მეორე ინტეგრალში კი 2=- –- 7-ს ?ი, სადაც პოლუსია 2 =“–-2:+(6. მეორე 

პოლუსს ვუელით ქეედა ნახევარსისრტყეში. კი ქვეღლანახევარსიბრტყეში, სად·0 პოლუსია 

წ=7 – 16 

ამგვარად, (124,4) გრინის ფუნქციისათვის მივიღებთ წინა პარაგრაფში უკვე მი- 

აღებულ მნიშვნელობას 
0თC ულ 8 გ3+!ჩI- 

>” 2:ჩ1 (L--L | ' 

ამასთან, პლუს ნიშანი შეესაბამება (120,11) სასაზღვრო პირობას, მინუსი კი სა- 

საზღერო პირობას, რომლის დროსაც გაფანტვის ტალღური ფუნქცია უსასრულო- 

ბაში წარმოადგენს ბრტყელი ტალღისა და კრებადი სფერული ტალღის ჯამს. მა- 

შასადამე, გრინის ფუნქციის (124,2) სახით ჩაწერა ავტომატურად უზრუნველ- 

ყოფს გაფანტვის ამოცანის შესაბამის სასაზღვრო პირობებს. 
ბოლოს შევნიშნოთ, რომ ხშირად იხილავენ გრინის ფუნქციასაც, რომელიც 

შეესაბამება კომბინაციას 

(124,9)   

#ითა=+- სმროცა +/ლფიე). (124,1თფ 
შესაბამისი გრინის ფუნქცია 

_ 2V _6008(I LI) (124,11) 
ს” 4” 

უზრუნველყოფს მდგარი ტალღის (121,18) სასაზღვრო პირობას, 

ყ(ს L)= 

ძვე



'6 125. ლიპმან-შვინგბერის განტოლება 

ახლა გამოვიყვანოთ გაფანტვის ინტეგრალური განტოლება ფორმალური მე–- 
თოდით. დავწეროთ შრედინგერის განტოლება დირაკის აბსტრაქტულ სივრცეში 

(8–/M) | MX =7” | VI). (125,1) 

ამ განტოლებიდან ფორმალურად განვსაზღვროთ |“ კეტ-ვექტორი. ამისათვის 

(125,1) გავამრავლოთ (8- ჩე: ოპერატორზე; გვექნება 

I9ა=-–-“ XIV). (125,2) 
-M)% 

ამ კერძო ამონახსნს უნდა დავუმატოთ (125,1) განტოლების შესაბამისი ერთგვა- 
როვანი განტოლების ამონახსნი, რომელიც წარმოადგენს თავისუფალი ნაწილაკის 
მდგომარეობის | ი» ვექტორს. ასე რომ, (125,1) განტოლების ფორმალურ ამო- 

ნახსნს ექნება შემდეგი სახე: 

1 
IVა=|და+-–––-– 7 IV). (125,3) 

#-#IM% 

(8–Mე-1= 6ა(წ) წარმოადგენს გრინის ფუნქციას, ამიტომ სასაზღვრო პირო- 

ბების გათვალისწინების მიზნით საჭიროა #-7 ოპერატორს დავუმატოთ + # 

სიდიდე. როცა, მაგალითად, გვაინტერესებს გაფანტვის ამოცანის (120,11) სასა- 
ზღვრო პირობა, მაშინ საბოლოოდ გვექნება ინტეგრალური განტოლება 

Iყია=|თა+- !. ”) ++» (125,4) 

#M-IMსMია+1+% 

სადაც იგულისხმება, რომ საბოლოო შედეგებში 6-უნდა მივასწრაფოდ ნულისაკენ. 
ამ განტოლებას, რომელიც მკაცრად გამოყვანილი იყო ლიპმანისა და შვინგერის 
მიერ ლიპმან-შვინგერის განტოლებას უწოდებენ. 

ვაჩვენოთ, რომ კოორდინატულ წარმოდგენაში (125,4) განტოლება ემთხვევა 
გაფანტვის თეორიის (123,19) ინტეგრალურ განტოლებას. ამ მიზნით (125,4) გან- 
ტოლება მარცხნიდან გავამრავღლლოთ ბრა (LI ვექტორზე და გავითვალისწინოთ, 
რომ 

+თ 

I ძCII) (+|=1; (125,5) 

მაშინ გვექნება 

(-IV2ო) = CI თ,ა+ | CI 0§-X# IL) (CCI# II5ც (“| MC) თ ძი _ (125.6) 
რადგან 

(LI ML) =VVXო, (+ |თ,)=%/(ი, 

  

ხოლო 

CIნოთ)ო=- -L. 2%-0 (125,7) 
==. 0 2.ხზ I-II ' 

და კოორდინატულ წარმოდგენაში 

(“IV II 1=7Cგ ბC –”, (125,8) 
ძ54



ამიტომ საბოლოოდ მივიღებთ 

ტMI- 

V სფ =თ,ო – +. (ი=%, 2ოჩ' | |L= VI 

რომელიც მართლაც ემთხვევა (123,19) ინტეგრალურ განტოლებას. 
ლიპმან-შვინგერის განტოლების ჩაწერა ასევე ადვილია წ-ტალღური ვექტო– 

რის წარმოდგენაში. ამისათვის გავიხსენოთ, რომ (ი | თ,)=(ნIM) =0(0--–L), მაშინ 
(125,4) განტოლების გამრავლებით (ი | ვექტორზე და ერთეულოვანი 

+თ 

| ძი|ი)(ი|=1 (125,10) 

  ! »C ი VI0I/C”) ძC”, (125,9) 

ოპერატორის ჩასმით, მივიღებთ 

ML"Mნ)=8(0 – M)+ | (ი | 0("'MI)I ი”) (ი” | #7 | ი”) IV M09 ძი” ძი”. (125,11) 

  

ცხადია, რომ 
· 1 „ 

(ი I 6(“X#) |”) = 2>)3 ) “თ. “აკე ებ “> ( სL- -–40+% 
2/ 

”- , ) 
– ” XX 1 უთ” ი _ _ ი” 09 (125,11) 

  = ძL= , 
(27)? ) #–-IM(0“)+1 ს--.M9(0") +428 

სადაც #(0)=/:2?ჩნ2/2ს. მაშასადამე, საბბოლოოდ გვექნება 

+= 1 ებექეეეაეაეეაედ_ > | ი) V(+-)C) ძი”. < VI" M0)=96(ი – 9 + - (0+X I. (0იIX | ნ?) ML Iდაძი (125,12) 

ამ ინტეგრალური განტოლების გული განისაზღვრება ფორმულით 

+= 1 7 Iე0'ხსლ=---- -IV (ი. 125,13 (იI7|ი– ფლ L. XC) ი'ი იC, ( ) 

ე. ი. წარმოადგენ” პოტენციალური ენერგიის მატრიცულ ელემენტს ბრტყელი 
ტალღების მდგომარეობების მიხედვით. 

§ 156. გაფანტვის რაღიალური ფუნქციების ინტებრალური 

განტოლება. ფაზის ბამოსათვლელი ფორმულა 

ცენტრალურ ველში მნიშვნელოვანია გაფანტვის რადიალური ფუნქციების 

ცოდნა, ამიტომ შევეცადოთ (123,19) ინტეგრალური განტოლების დაწერა X,(M)= 
=7ე' ყე) რადიალური ფუნქციებისათვის. ამ მიზნით ჩვენ დაგვჭირდება გრინის 
ფუნქციის რადიალური ნაწილის პოვნა. გავშალოთ გრინის ფუნქცია სფერულ 
ფუნქცივბად. რადგან C7ა(, L") დამოკიდებულია ორ რადიუს-ვექტორზე, ამიტომ 

შეგვიძლია დავწეროთ 
თ +4! 

CM, L)= =2, » ითი “ _!) 2 2 CI თეჯოთ) (126,1) . 

#50 თ5–I 

45§



მეორე მხრივ, მათემატიკაში ცნობილია შემდეგი ფორმულა: 1 

ლ აჯ ბ) იძია) ქიმი) 70 7თ ნე, _ (126.2  ,ს > (1 > ს, 7), , 

წილი რდი თებე რეეთ ' 
სადაც ჯ, ნიშნავს უდიდესს # და ს შორის, ხოლო #. უმცირესს /# და »“-ს 

შორის. 1,(L,) ბესელის სფერული ფუნქციაა, MI) კი წარმოადგენს ჰანკელის 
პირველი გვარის სფერულ ფუნქციას 

სმი = | / ა-მ, რი. 0263) 

ეს ფუნქცია წარმოადგენს ბესელის (54,11) განტოლების ამონახსნს, რომელიც 
განშლადია სათავეში უსასრულობაში კი აქვს ასიმპტოტური სახე 

:(„-#4 
MI) ყყა=-9- - - 1. >Cდ (126,4) 

მე" 

რადგან (123,17) ფორმულის თანახმად 

2ს ე/ხი- ე 
CM XI, L)=–-- , 
“ოი M? |C-–LI 

ამიტომ (126,1) და (126,2) ფორმულების შედარებით გრინის რადიალური ფუნქ- 

ციისათვის მივიღებთ 

თხ1)C', 1”) 
, 

?.“” 

ამის "შემდეგ ადვილია გაფანტვის ინტეგრალური განტოლების ჩაწერა რადიალური 

ფუნქციებისათვის. ამ მიზნით ინტეგრალურ განტოლებაში 

+თ 

MX0=9,0+ | თილ XC) MX ძL (126,7) 

  (126,5) 

2 
=- + 9M1,(MI+ ) MVI)II'„). (126,6) 

შევიტანოთ ბრტყელი თ,() ტალღის (121,4), VII) ფუნქციის (121,7) და გრი- 

ნის ფუნქციის (126,1) გაშლა სფერულ ფუნქციებად. შეღეგად სფერული ფუნქ- 
ციების ორთო-ნორმირების გამო დაგვრჩება 

XI 'V–) =ჯ9-1,(19)+ I CLჯ)C", +”) I (I) XXIV" ) თ)”, (126,ზ) 
გ 

რომელიც წარმოადგენს გაფანტვის ინტეგრალურ განტოლებას რადიალური XVLI(L) 
ფუნქციისათვის შემდეგი სასაზღვრო პირობით: 

. –1 -> 
XI 09) =§)0 (« – + )+ -5(0 1.4 («-?), 

2 2ჯ 
CC –- თ) (126,9) 

ან, დრეკადი გაფანტვის შემთხვევაში 

#9) ყვ) =Cბ! 810 C – ++): C-> თ) (126,10) 
“ -–--- 

4 იხილეთ გ- ჭილაშვილი, ორი და სამი ნაწილაკის კვანტური მექანიკა, 1973 წ. გვ. 124, 
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დავაკავშიროთ გაფანტვის ფაზა (126,8) განტოლების XIII) ამონახსნთან. ამ 

მიზნით (126,8) გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

, 

XI XV) =MV”), ყა) + I C70I(), #7) V”C) VI) ი; + 

9 

+ I თი/(ს ) MC“) 7(1)C-) ი”, (126,11) 

შევიტანოთ გრინის ფუნქციის მნიშვნელობა (126,6) ფორმულიდან. გვექნება 

2 ” 7 , 7 , 

XIX) =19"1,(%) –179 C> Iწ2 1,(MI") 7 C") XIII") ი, + 
9 

–+ე1,(M7) ( # II4))(I) 7 C) XI?) დარ”) (126,12) 

ვიპოვოთ ამ განტოლების ასიმპტოტური სახე დიდი #-ებისათვის, გავიხსენოთ, 
რომ დიდი ჯ-ებისათვის ბესელის ფუნქციას აქვს გამოხატულება 

(3VI ( თ. + 

ჯრ) + 27, (126,13) 
I” 

ხოლო /IXIყ-)-ს აქვს (126,4) ფორმა. მაშინ #= CC-თვის გვექნება 

XII XII) = 519 C – +) + 

თ -. 
+ (– 1 LX), (M)2 17 (0) 747) (MI) ი» IC (# : ), (126,14) 

9 

რომლის შედარებით (126,9) ასიმბტოტურ გამოსახულებასთან მივიღებთ 

) 1 2ს ჯ 24021 =- 1 | აი V CI) XI" 162 #» (126,15) 

ამგვარად, გაფანტვის პარციალური #0) მატრიცა განიმარტება გაფანტვის ინტეგ– 

რალური განტოლების ”I')) ამონახსნის საშუალებით. დრეკადი გაფანტვის შემ- 
თხვევაში 6,1= ც2!ბ/), ამიტომ 

- 2ს L.. 
ტი, 5|)06,=– + (122 V7 6) XV IV) ძი». (126,16) 

ი 

მაშასადამე, ამ ფორმულით განისაზღვრება გაფანტვის ფაზა ინტეგრალური გან- 
ტოლების XIX) ამოხსნის საშუალებით. 

§ 197. ბაფანტვჭის 7(ნ)-მატრიცა 

როგორც დავინახეთ, ნაწილაკთა გაფანტვის ამპლიტუდა განისაზღვრება 
ფორმულით 

XXV M)=- 3 (თIV IV”), 027,) 
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სადაც 4), « VIMV ნორმირებულია ფარდობითი სიჩქარის ტოლ ნაკადზე, IX.) 

კი წარმოადგენს გაფანტვის ინტეგრალური განტოლების ამონახსნს. ხშირად უფრო 

ხელსაყრელია გაფანტვის ამპლიტუდის ისეთნაირი გაჩმარტება, როცა (127,1) გა- 

მოსახულებაში მხოლოდ ბრტყელი ტალღები მონაწილეობენ. ცხადია, სამაგიეროდ 

პოტენციალური ენერგია შეიცვლება სხვა რაღაც უფრო რთული ოპერატორით, 

ეს ოპერატორი აღვნიშნოთ #”(/:)-თა. მისთვის გვექნება განმარტება 

X IM%':) = 70) | თ), (127,2) 
ხოლო გაფანტვის ამპლიტუდისათვის მივიღებთ ფორმულას 

IM, 15=- –- (თ. |7C0X86)1%,). (127,3) 
2»ს? 

2Iოხ(ჯე)-ს უწოდებენ გაფანტვის #”-მატრიცას. პლუსი მიუთითებს (120,11) სასა- 
ზღვრო პიოობის არჩევაზე. 

(127,3) გამოსახულებაში შემავალი ბრტყელი ტალღები საწყისს და საბო- 
ლოო მდგომარეობაში ნორმირებული არიან ისე რომ მათი სამუალებით გამოთვ- 
ლილი ნაკადი ფარდობითი სიჩქარის სიდიდეს ემთხვეოდეს, ე. ი პირობით 

(თდ,, 1თ,,პ=(27)მ (ML – V) (127,4) 
ყველგან სხვაგან კი ჩვენ ვიყენებდით ბრტყელი ტალღების ნორმირებას 8(M-––L”)-ზე 

(2;)? კოეფიციენტის გარეშე. ამიტომ ხელსაყრელია (127,3) გამოსახულებაში ვი- 

გულისხმოთ, რომ ბრტყელი ტალღები, როგორც ყველგან, ნორმირებულია პი- 

რობით 
(თ, | დ.) =6(M – LM) (127,5) 

მაშინ ამპლიტუდისათვის მავიღებთ 

2 

XC, Vე= - 245“ (| თოლი IX). (127,6) 

ამასთან, ჩვენ გამოვიყენეთ აღნიშვნები (თ, | = («I და |49,) = II). ასე რომ, 

ბრტყელ ტალღას აქვს სახე 
(+ILა =თ,(ო =(22)“ V: IM. (127,7) 

ამპლიტუდა დამოკიდებულია ერთ ენერგიაზე, ამიტომ (127,6) ფორმულაში იგუ- 

ლისხმება, რომ ამპლიტუდის მისაღებად საჭიროა ადგილი ჰქონდეს პირობას 

2.69 /? 692 
#=M# ჩშ _ V ჩ?. 027,8) 

ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 7"(/#X)-მატრიცა განმარტებულია ენერგეტულ ზე- 
დაპირზე, რაც შეესაბამება ენერგიის შენახვას, როცა (127,8) პირობა დაცული არ 
არის, მაშინ ამბობენ, რომ 7 (72)-მატრიცა განმარტებულია ენერგეტული ზედაპირის 
გარეთ. 27 (#)-მატრიცას ენერგეტული ზედაპირის გარეთ არავითარი ფიზიკური ში- 
ნაარსი არა აქვს, ფიზიკური მნიშვნელობა 7M1)-მატრიცას მიეცემა, თუ მასში 
გადავალთ ენერგეტულ ზედაპირზე. მაშინ იგი გაფანტვის ამპლიტუდას ემთხვევა 

XV, V0 = – 4» ლ (L" | 27079) | Lა 2071 = L2ჩ2 = LL”? ე? 072, 9) 

კარგი იქნებოდა სნ. რომ შეგვეძლოს უშუალოდ გაფანტვის ამპლიტუდისათვის 
ინტეგრალური. განტოლების დაწერა, მაგრამ სამწუხაროდ ეს არ შეიძლება. სამა– 
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გიეროდ, თურმე შესაძლებელია ინტეგრალური განტოლების დაწერა გაფანტვის 

(II | I9V0ო | LX მატრიცისათვის. თუ ვიპოვით ამ განტოლების ამონახსნს, მაშინ 

ენერგეტულ ზედაპირზე გადასვლით (ფორმულა (127,9)) ვიპოვით ამპლიტუდასაც. 

ამიტომ მეტად მნიშვნელოვანია გაფანტვის 77) მატრიცის ინტეგრალური განტო- 

ლების გამოყვანა. ამ განტოლების გამოყვანა შეიძლება მრავალი გზით. ჩვენ მას 
გამოვიყვანთ ლიპმან-შვინგერის განტოლებიდან VX”X”) ფუნქციისათვის. ამ განტო- 

ლებას, (125,4)-ის თანახმად, აქეს სახე 

IM9ს)=|თ,)+- 1 -- #IXC), (127,10) 
#-Mა+% 

სადაც უკვე ვგულისხმობთ, რომ თ,() ბრტყელი ტალღა ნორმირებულია (127,5) 

პირობით. ეს განტოლება გავამრავლოთ მარცხნიდან /-ზე და გავითვალისწინოთ 

(127,2) განმარტება; გვექნება 

1 
7+(#M) |თ,)=7 | ს, +XV –_---7II9 (127,11) 

M#M-I)0-C+18 
ან ოპერატორული სახით 

29#წ) = '” 2თ:0%X#). (127,12) 
ს#-IMსა+16 

ამ განტოლებას უწოდებენ ლიპმან -შვენგერის განტოლებას 7 IX #) მატრიცისათ- 

ვის. (127,12)-ში, ისევე როგორც ყველგან, იგულისხმება, რომ საბოლოო შედე- 

გებში უნდა გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 6->0. (127,12) განტოლება შეგვიძლია 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახითაც: 

ჯონ) =17 +17”Cხ' XI) 1IXჯ). (127,13) 

ახლა ეს განტოლება ჩავწეროთ ცხადი სახით. ამისათვის გავამრავლოთ იგი 

მარცხნიდან (V” | -ვექტორზე მარჯვნიდან კი IV)-ხე და გამოვიყენოთ ერთეულო– 

ვანი ოპერატორების ჩასმა; გვექნება 

(LI 799) IM) =(L I7 IM) + | (“IX IV”) : 

(L" | C(+%XX9) | 9) (0 | 1I+X#§) IM) იL" 00. (127,14) 

ცხადია, რომ (125,11) ფორმულის თანახმად 

” 8 I“ – ძ (ცოი |ია=- “9, 
«I )19) #M-–-)#M()+% 

ამიტომ საბოლოოდ გვექნება ინტეგრალური განტოლება 

+თ/ (+) (# I (VIXIთ) (0I290(9)I სი”: ცე; 
ML” | 7ILXIV) IჩX=(M I” IL ( IX =(VI#I0ა+ სალი 

სადაც (LM I IM) მატრიცული ელემენტი განისახღვრება (125,13) ფორმულით, 

ხოლო 7%9) = ჩ? ე"/2ს.. (127,15) წარმოადგენს ინტეგრალურ განტოლებას 7”(X) 
მატრიცისათვის ენერგეტული ზედაპირს გარეთ. მისი ამოხსნით ვიპოვით 

(LI | 1X9C9)1M) მატრიცას, რომლის მნიშვნელობა ენერგეტულ ზედაპირზე გან- 

საზღვრავს გაფანტვის ამპლიტუდას. 
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§ 1923, ბორნის მიახლოება 

გაფანტვის ამოცანის გადაწყვეტა მოითხოვს (123,19) ინტეგრალური განტო- 

ლების ამოხსნას. ჩვენ შეგვიძლია გამოვიდეთ ლიპმან-შვინგერის (127,15) განტო- 

ლების ამოხსნიდანაც. მაგრამ, ზოგად შემთხვევაში, ორივე ამ განტოლების ზუს- 
ტად ამოხსნა შეუძლებელია. ამის გამო მიმართავენ გაფანტვის ინტეგრალური გან- 
ტოლების მიახლოებითი ამოხსნის მეთოდებს. ერთ-ერთ ასეთ მიახლოებას წარმო- 
ადგენს ბორნის მიახლოება 1. ბორნის მეიოდი მდგომარეობს მიმდევრობითი მიახ- 
ლოების, ან როგორც მას უწოდებენ, იტერაციის მეთოდის გამოყენებაში. მაგალი- 
თად, 1(#)-მატრიცისათვის, (127,12) განტოლების თანახმად, იტერაციით მივი- 

ღებთ მწკრივს 

7იV)=VI +  " + 
Mს»-Iა-0++% 

ს” “ » ! I#V+...+ (128,1) 
M#M-I#0+16 ს-–-I#Mი+16 

როცა პოტენციალური ენერგია მცირეა ეს მწკრივი შეიძლება რამოდენიმე წევრზე 

შევწყვიტოთ. როცა #M+X#)-სთვის ვისაზღვრებით პირველი წევრით, ე. ი., როცა 

VII) =I, (128,2) 

მაშინ ამ მიახლოებას ბორნის პირველ მიახლოებას ან, უბრალოდ, ბორნის მიახ- 
ლოებას უწოდებენ. მაშინ (127,6) ფორმულის თანახმად, ამპლიტუდისათვის მი- 

ვიღებთ 
2 

1900 604=-- +” (LI I# II). (128,3) 

ცხადია, რომ ბორნის პირველ მიახლოებას, (123,19) ინტეგრალური განტოლების 

თანახმად, შეესაბამება ამოხსნა VI" XL) = (0), ე. ი. ბრტყელი ტალღა. ამის გამო 
(127,3) ფორმულა ბორნის პირველ მიახლოებაში მოგვცემს (128,3) გამოსახუ- 
ლებას. 

ცხადია, რომ ბორნის მიახლოებაში დრეკადი გაფანტვის ეფექტურ განივ- 

კვეთს ექნება შემდეგი სახე: 
41:? IL 8 

თრ ძ9-( უ ) 

ბორნის მიახლოების ფიზიკური შინაარსის გასარკვევად (128,4) ფორმულა გამო- 

ვიყვანოთ სხვა მეთოდითაც. კერძოდ, გამოვთვალოთ საწყისიდან საბოლოო მდგო- 

მარეობაში გადასვლის ალბათობა ერთ სეკუნდში, როცა საბოლოო მდგომარეობის 
იმპულსი ძევს ძო სხეულოვან კუთხეში. ეს ალბათობა გამოითვლება ფორმულით 

"ძი (128,4)   
+თ 

I სათ 7V0) ი,ო ი. 

  

  

2» +თ ' , 3 

«ძი -2- | | «/თ/I თ « (2 09; (128,5) 

აქ 0,(#) =სი”-ს (იხ. 77.19) ფორმულა, სადაც /' არის საბოლოო მდგომარეო- 

ბის ფარდობითი მოძრაობის იმპულსი. ავიღოთ (128,5) ფორმულაში შემავალ 

ტალღურ ფუნქციებად ბრტყელი ტალღები: 

  

1 M. 8ილი, 70(5. (. XIIწ7ს. პ8, 803, (1996). 
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– –ინწ. L 

V/(ი = (2#ჩნ)“ V'ა ი ' ი = 5. (128,6) 

ხოლო „I შეშფოთების ენერგიად განვხილოთ მთელი პოტენციალური ენერგია, 

თუ, გარდა ამისა, (126,5) ფორმულას გავყოფთ დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადზე, 

რომელიც არჩეული ნორმირების დროს ი/+-ს ტოლია, (120,18) ფორმულის თა- 

ნახმად, მივიღებთ გაფანტვის დიფერენციალურ განიეკვეთს, რომელიც დრეკადი 

გაფანტვისათვის (0 = ი”) ზუსტად დაემთხვევა განივკვეთის ფორმულას ბორნის 
მიახლოებაში, ე. ი. (128,4) გამოსახულებას. 

მაშასადამე, ბორნის მიახლოება წარმოადგენს 'მეშფოთების თეორიის სპე- 
ციალურ შემთხვევას. ამ მიახლოებაში იგულისხმება, რომ ურთიერთქმედების პო- 

ტენციალური ენერგია შეიძლება განხხლული იქნეს როგორც შეშფოთება. რო- 
გორც ურთიერთქმეღებამდე ისე ურთიერთქმედების შემდეგ, ამ მიახლოებაში, ნა– 
წილაკისათვის შეგვიძლია ავიღოთ ბრტყელი ტალღები. ე. ი. ნაწილაკი როგორც 

საწყისს, ისე საბოლოო მდგომარეობაში მოძრაობს თავისუფლად. 

ახლა შევისწავლოთ გაფანტვის (128,4) განივკვეთი უფრო დეტალურად. 
ცხადია, რომ ეს ფორმულა შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგი სახითაც; 

+თ 

თ(0) 79= ( _ >) LI დ'% (თ ი. 

0=L-V (128,8) 

ვექტორს უწოდებენ დაჯახების ვექტორს. დრეკადი გაფანტვის დროს LM? =L”?, ამი- 
ტომ 

2 

ქ0, (128,7) 
  

სადაც 

ი= 27 5)0ხ 2 (128,9) 

სადაც მჯ გაფანტვის კუთხეა C-სისტემაში. 

როცა პოტენციალური ენერგია ცენტრალურია, ე. ი. VVC)=X7V), მაშინ 
ამპლიტუდისათვის გვექნება : 

  
„ დ +. 

0)(ეე)=– 2; ( LC) 532 #I7თირ|) «%ძ- (128,10) 

შედეგად მივიღებთ 

2ს %5 
1) =-- “+ I 319. 7CV)I10;. (128,11) 

ა « 

გაფანტვის განივკვეთისათვის კი შეგვიძლია დავწეროთ ფორმულა 

  თ()ძთლ= (+ ) ||” ებთ ჯმ «ი. 028,12) 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევები; „კოჭვათ M- < 1, მაშინ ი!% შეგვიძლია შე– 

ვცვალოთ ერთიანით; შესაბამისად =   რ––1 და გვექნება 

თ) ძ0= C ს); #თბე, > I "იი. (128,13) 
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ახლა ვთქვათ ვიხილავთ შემთხვევას ძ« -> თა, ე. ი. როცა დაცემული ნაწილაკის 
სიჩქარე დიდია და გაფანტვის კუთხე არც ისე მცირე. მაშინ §11) ი?'/ი ოსცილი- 

რებადი ფუნქცი”. პოტენციალური ენერგია, როგორც წესი, ნელა იცელება, ამი- 

ტომ ამპლიტუდა და, მაშასადამე, განივკვეთიც მიისწრაფის ნულისაკენ. დიდ ენერ- 
გიებზე გაფანტვა მცირე კუთხეებზე ხდება, ამიტომ ე =:/7:0, რის გამოც ინტეგრა- 

ლურ განივკვეთს დიდ ენერგიებზე ექნება შემდეგი გამოსახულება: 

4 

Cთ(#) = 2» I ს «0 | 7700) 12. (128,14) 
0 

ინტეგრალი კუთხეების მიხედვით ძალიან სწრაფად იკრიბება, ამიტომ ზედა საზღ- 

ვარი C-მდე შეგვიძლია გავავრცელოთ. თუ შემოვიღებთ ახალ ცვლადს X=7:0 
მივიღებთ ვიღე 

თ(ჯ) = 5995 , (128,15) 
; 

  

როგორც ვხედავთ, ბორნის მიახლოებაში დიდ ენერგიებზე ინტეგრალური განივ- 
კვეთი ენერგიის უკუპროპორციულია. 

· გაფანტვის ფაზა ბორნის მიახლოებაში. ვიპოვოთ ფაზის გამოსათვლელი 
ფორმულა ბორნის მიახლოებაში. ამისათვის გამოვიყენოთ (126,16) ფორმულა, 

ბორნის მიახლოუბაში (126,8) განტოლების ამონახსნს ექნება სახე 

– (+) = მ'ქ,0ყა. (128,16) 

შევიტანოთ ეს გამოსახულება (126,16) ფორმულაში და გავითვალისწინოთ, რომ 

ბორნის მიახლოებაში ფაზა მცირე სიდიდეა, მაშინ გეექნება 

  ბ(0)=– 47 I XC) 1I(M7) 13 ძ;-. (128,17) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ მიზიდვის პოტენციალური ენერგიის შემთხვევაში 6,>0 გან- 

ზიდვის შემთხვევაში კი 2,<0. 

ბორნის მიახლოების გამოყენების საზღვრები. ახლა დავადგინოთ ბორნის 
მიახლოების სამართლიანობის საზღვრები. საზოგადოდ ეს საკითხი ძალზე რთუ- 
ლია და დამოკიდებულია პოტენციალური ენერგიის კონკრეტულ სახეზე, ამიტომ 
ჩვენ დავკმაყკოფილდებით თვისობრივი ანალიზით. 

ვთქვათ, ველის ეფექტური მოქმედების არის ხაზოვანი ზომაა 7;, მაშინ პთ« 
ტენციალური ენერგიის, როგორც მცირე შეშფოთების, განხილვა შეგვიძლია, როცა 
დაცულია პირობა 

  წეL“ · 128,18 I7 |I< 20 X2 ( ) 

თუ დაცემული ნაწილაკის ტალღის სიგრძე X => XIL-ზე, მაშინ 

წ? 
ჯI C-ს... (ტ28,19 ჟ. ' 

ახლა, ვთქვათ, ამ არეში, სადაც პოტენციალური ენერგია შესამჩნევად განსხვავ- 
დება ნულისაგან. მოძრაობის პერიოდი 2-ს უდრის. იგი სიდიდის რიგით L/| VI-ს 
ტოლი იქნება. მეორე მხრივ, დრო, რომელსაც დაცემული ნაწილაკი ანდომებს 7; 

მანძილის გავლას, ტოლი იქნება 2 –– #2/ს სიდიდისა, სადაც ს ნაწილაკის ფარ- 
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დობითი სიჩქარეა. ფიზიკური მოსაზრებით ნათელია, რომ ბორნის მიახლოება დიდ 

ენერგიებზე სამართლიანი იქნება, როცა + <2 2”, ე. ი. როცა ნაწილაკები ისე სწრა- 

ფად ჩაუვლიან ერთმანეთს, «ომ „პოტენციალური ენერგია ვერ ასწრებს ურთი- 

ერთქმედებას“ და ბრტყელი ტალღის შესამჩნევ %ეშფოთებას, ადვილად დავინა- 
ხავთ, რომ « << #' პირობა ეკვივალენტური: პირობის 

ჩა #7Iდ<-5?, (128,20) I7 I 7 

როცა ბორნის პირველი მიახლოვების გამოყენების პირობები დაცული არ 
არის, მაშინ ბუნებრივია შემდგომი მიახლოებების განხილვა. 

§ 190. რეზერფორდის ფორმულა 

როგორც მარტივი მაგალითი ბორნის მიახლოების გამოყენებისა, გამოვიყვა– 

ნოთ რეზერფორდის ფორმულა, რომელიც გამოხატავს #)6 მუხტის მქონე ნაწი–- 

ლაკის გაფანტვას 2,6 მუხტის ნაწილაკზე კულონური ველით 

2 
76)C-21256 , (129,1) 

ჯ 

(128,20) ფორმულის თანახმად, ბორნის მიახლოება კულონური ველისათვის სა– 

მართლიანი იქნება, როცა 

2, 2 ა 6 

ჩხ 

6.ს უწოდებენ ბორნის პარამეტრს. (128,11) ფორმულის თანახმად, ამპლიტუდი- 

სათვის გვექნება 

== «1; (129,2) 

რიმ ი 
#VX2)=– / 810 ი? ძ”'. (129,3) 

ამ ინტეგრალის ამოხსნა შეიძლება ე. წ. „ მეთოდით; სახელ– 
დობრ, ეს ინტეგრალი შეგვიძლია შემდეგნაირად განვიხილოთ: 

- : . შ.-– I: (თ, : "'შე·= 1 _ ”_ _ 1. | 810 ი” ძ/ =Iთ I 0-9” §Lი 9-0 =სი 2-2 წ (129,4) 

ამგვარად, · 

#VC)=– 4ხფ 25“ · (129,5) 

მეორე მხრივ, (128,9) ფორმულის თანახმად, ე'=4/; ჩვყებ ბნ, : ე. ი. 

2 

წსტა- (2 )–“–» , (129,6) 
4% 810? > 

ამიტომ გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთისათვის მივიღებთ რეზერფორდის 

ცნობილ ფორმულას 

(129,7) 7: «0, 
თ(მ,) #09-= (<20-) _ 09, _ , 

, % 4ჩ.



თუ გვაინტერესებს განივკვეთის მნიშვნელობა „/7,-სისტემაში“, საჭიროა გამოვიყე+ 
ნოთ (120,6) ფორმულა. 

როგორც ვხედავთ, ბორნის მიახლოება კულონური გაფანტვისათვის იძლევა 
იმავე ფორმულას, რასაც კლასიკური მექანიკა. აღსანიშნავია, რომ კვანტური მექა– 

ნიკის ზუსტი მეთოდებით გამოთვლა კულონური გაფანტვისათვის იგივე შედეგებს 
იძლევა, ეს უცნაური შედეგი შეიძლება აიხსნას კულონური ეელის მანძილზე და- 

მოკიდებულებით; კერძოდ იმით, რომ იგი უსასრულობაში საკმარისად ნელა მიის- 

წრაფის ნულისაკენ. 

ახლა ვთქვათ, ნაწილაკები იგიურებია და მათ აქვთ ნახევრის ტოლი სპინი. 
მაშინ (122,4) ფორმულის თანახმად, გაფანტვისათვის ბორნის მიახლოებაში გვექ- 
ნება ფორმულა: 

1 1 
201 8 + – 

900 რ, ( ) –___“-”. I. (129,8) 
2 2 2 2 

  

4M. 

ამ ფორმულისათვის დამახასიათებელია ინტერფერენციული წევრების გაჩენა, რაც 
ყოველთვის თან ახლავს იგივური ნაწილაკების ურთიერთქმედებას. 

აღსანიშნავია, რომ (129,8) ფორმულა განსხვავდება ზუსტი ფორმულისაგან, 
რომელსაც მოტტის ფორმულას უწოდებენ. ეს განსხვავება გამოიხატება იმაში, 
რომ ინტერფერენციულ წევრს აქვს დამატებითი მამრავლი 

005 (§V სე? +). (129,9) 

რომელიც იმის გამო, რომ ბორნის მიახლოებაში § <1 შეცვლილია ერთიანით, 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. აჩვენეთ, რომ ჯამი დრეკადი და არადრეკადი გაფანტეის განიეკეეთებისა ტოლია 

თ=ძ9,+ძ-=2ი/? 2) (21+1) (1-5). 
(50 

2, აჩვენეთ, რომ ინტეგრალერი განიეკვეთი ტოლია 

4წ> 
თძ= #” #C), 

სადღაც #(0) გაფანტვის ამპლიტუდის მნიშვნელობაა 06=0 კუთხეზე (ე. წ. ოპტიკური თეორემა) 
3. აჩვენეთ, რომ ბორნის მიახლოებაში გაფანტეის ამპლიტუდა აკმაყოფილებს სიმეტრიის 

შემდეგ პირობას: 
ე“დ% ჩ0)=(%, L”)= წ0)“(LV, L). 

4, იპოვეთ ინტეგრალური განივკვეთი ბორნის მიახლოებაში ნაწილაკისათვის, რომელიც 

  

-თ 
იფანტება VV;)=Vა « - ველით (იუკავას პოტენციალი), სადაც VM- და თ პარამეტრებია, 

პასუხი: 

44 IVი6 ძი 
M (ც?ზ-LV3)! , 

საიდან-0 1650 IV, 

0= M)ც2(ც2-L4#") , 

ამ გამოსახულებებში 0=2ჩ 6)ი 4. როცა თ/ჩM მცირეა, მაშინ დიფერენციალური განიეკვეთი მი- 

ძ(0) ძი = 

ისშრაღვის სიდიდისაკენ 

  ი(0)ძ0- ( Vი |“ “> 
4M- კ %X



რელაებივისზური ჰმანზური მექანიკუ 

თავი XVII 

ღირაკის განდოლება 

ამ ნაწილში ჩვენ განვიხილავთ რელატივისტურ კეანტურ მექანიკას, რელა– 

ტივისტური კვანტური მექანიკა ჩამოყალიბებული იყო დირაკის მიერ. ეს მექანიკა 
სამართლიანია ნაწილაკის ნებისმიერი სიჩქარეებისათვის, ამასთან გათვალისწინებუ– 

ლია, რომ ბუნებაში არსებული ნაწილაკების სიჩქარე არ შეიძლება სინათლის სიჩ– 

ქარეზე მეტი იყოს. დღეისათვის არსებული რელატივისტური კვანტური მექანიკა 
გამოიყენება მხოლოდ ელექტრონისა და პოზიტრონისათვის. ჯერ-ჯერობით ვერ 
მოხერხდა ისეთი განტოლების გამოყვანა, რომელიც სავLსებით დაახასიათებდა ყვე– 

ლა ნახევარსპინიანი ნაწილაკის მოძრაობას. 

§ 130, მეორე რიგბის რელატივისტური განტოლება 

როგორც ვაჩვენეთ, კვანტური მექანიკი” ძირითადი განტოლება შეიძლება 

ასე დაიწეროს: 
8) , 

ი 9ო 0 წადი, (130,1) 

რომელიც, როცა! 
# 3 

#= >(9++ ჩ) +76 0-0, (130,2) 
2”! 6 

წარმოადგენს შრედინგერის განტოლებას, ხოლო, როცა 

#=2>(6ი+-“ ტ)+7დთ ელლი 
2”! C 

გჩ 
(9-7), (130,3) 

2116 
  

გამოხატავს პაულის განტოლებას. პაულის განტოლების შემთხვევაში ტალღური 

ფუნქცია შედგება ორი კომპონენტისაგან 

+-(X): (130,4) 
დ, 

პაულის განტოლებას შრედინგერის განტოლებასთან შედარებით ის უპირა+ 

ტესობა აქვს, რომ მასში გათვალისწინებულია სპინი. ორივე განტოლებას კი აქვს 
საერთო ნაკლი -––- ისინი რელატივისტურად ინვარიანტული არ არიან, ე. ი. არ გა- 

მოდგებიან ისეთი ნაწილაკებისათვის, რომლებიც მოძრაობენ დიდი, სინათლის სიჩ- 
ქარესთან ახლო, სიჩქარეებით, რელატივისტური ინვარიანტობის მოთხოვნა კი, 

  

1 ვიხილაეთ უარყოფითი მუხტის მქონე ელექტრონს. 

80. ი. ვაშაკიძე, ე. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშეილი +65



როგორც ვიცით, არსებითია ბუნების მოვლენათა სწორად აღწერისათვის, ფიზი- 
კურად გასაგებია, რომ მოძრაობის განტოლებას ერთი და იგივე სახე „ნდა ჰქონ- 

დეს ლორენცის სხვადასხვა ათვლის სისტემაში. 
ამგვარად, აღნიშნული ორი განტოლების გარდა უნდა არსებობდეს მესამე 

განტოლება, რომელიც რელატივისტურად ინვარიანტული იქნება და რომლიდანაც, 

როგორიც კერძო შემთხვევა, მიიღება როგორც) შრედინგერის, ისე პაულის გან- 

ტოლება. 

ასეთი რელატივისტურად ინვარიანტული განტოლების მოძებნა კვანტური 
შექანიკის ჩამოყალიბების პირველი დღეებიდანვე დაიწყო. მრავალი განტოლება 
იყო დაწერილი, მაგრამ არც ერთი მათგანი არ იყო თავისუფალი მთელი რიგი 
პრინციპული სიძნელეებისაგან. ყველაზე უფრო ბუნებრივი გზით ასეთი გაატო- 
ლება მიღებული იყო კლაინისა და გორდონის, აგრეთვე "მრედინგერის მიერ, ამ 

განტოლებას კლაინ-გორდონის განტოლებას უწოდებენ. 

კლაინ-გორდონის განტოლება. ენახოთ, როგორ გამოიყვანება ეს განტოლე- 
ბა. ჯერ განვიხილოთ თავისუფალი ელექტრონის შემთხვევა. (130,1) განტოლება 
რომ ინვარიანტული არ არის ლორენცის გარდაქმნების მიმართ 

(++ X „- 22%, ყ=V 2=: 1=---% >> (8– 5-) <+) (130,5) 

იქიდანაც ჩანს, რომ ამ გარდაქმნებში დრო და სივრცე შედის ეკვივალენტურად, იმ 
დროს, როდესაც (130,1) განტოლება დროითი წარმოებულის მიმართ პირველი 
რიგისაა, კოორდინატთა წარმოებულის მიმართ კი –– მეორე რიგისა. 

(130,1) განტოლება არც უნდა იყოს რელატივისტურად ინვარიანტული, 

რადგან მისი მიღების დროს ჩვენ გამოვედით ენერგიის არარელატივისტური ფორ- 

მულიდან 

=+. -+VCთ L). (130,6) 

თუ გვინდა გავითვალისწინოთ რელატივისტური ეფექტები, მაშინ ენერგიისათვის 

უნდა ავიღოთ არა (130,6), არამედ აინშტაინის რელატივისტური ფორმულა 

ღმ 
# =70 + 0? (130,7) 
C 

და გადავიდეთ კვანტურ მექანიკაზე, რისთვისაც საჭიროა ენერგია და იმპულსი 
შევცვალოთ სათანადო ოპერატორებით 

ი=-- 69, #=,ნ-> (130,ზ) 
იმL 

თუ ამის შემდეგ ვიმოქმედებთ ტალღურ ფუნქციაზე მივიღებთ 

(ა– -- => _ (5) |§ –ი. ძ030,9 

სიდიდე მჩ X კომპტონის ტალღის სიგრძეა. მისი შებრუნებული სიდიდე აღვ- 
6 

ნიშნოთ X-თი, ე. ი. 

1 IC 
–-=--. (130,10) 
X#- ჩ 

«#«= 
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(130,9) განტოლება მიიღებს სახეს 

(L – X-1%=0, (130,11) 

სადაც LI არის დალამბერის ოპერატორი. მიღებულ განტოლებას ეწოდება კლაინ- 
გორდონის განტოლება). რადგან ამ განტოლებაში დრო და სივრცე შედის ეკვი- 
ვალენტურად, ამიტომ იგი აკმაყოფილებს რელატივისტური ინვარიანტობის პირო- 

ბას. მიუხედავად ამისა, ეს განტოლება მაინც არ წარმოადგენს ელექტრონის მოძ- 

რაობის განტოლებას. ელექტრონს გააჩნია ნახევრის ტოლი სპინი, რის გამოც 

ტალღური ფუნქცია ორკომპონენტიანი უნდა იყოს იმ დროს, როდესაც (130,11) 

განტოლებაში გვაქვს მხოლოდ ერთი ტალღური თ ფუნქცია, უფრო მეტიც, ამ 

განტოლებიდან გამოთვლილი სიმკვრივე არც კი აკმაყოფილებს იმ აუცილებელ 

პირობას, რომ იგი ყველგან დადებითი სიდიდე იყოს. მძრთლაც, ვიპოვოთ უწყვე- 

ტობის განტოლება და დავადგინოთ ალბათობის სიმკვრივის სახე, მოვითხოვოთ, 

რომ უწყვეტობის განტოლებას ჰქონდეს (31,5) გამოსახულება, ავიღოთ (130,9)-ის 

კომპლექსურად შეუღლებული განტოლება 
–_ 

(ბ–- 0. <7) V-მ. (130,12) 
ი” 0! 

(130,9) მარცხნიდან გავამმრავლოთ რთ"-ზე, (130,12) კი –– #-ზე და ავიღოთ მათი 
სხვაობა. მივიღებთ 

1 ა? ს" ა 

2 ს 05 +I4შას – ტაჭო =0. (130,13) 

ეს უკანასკნელი შეგვიძლია შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

1 0ძ ის" 2) · 
– “Iს. . კიი: ე ყეი|ტ"წს –– ს)წ0%)=0, 130,14 > 2 | 2; 7 (ტ"Vს –- V69) ( ) 

”ჩ 

ამ გამოსახულების –– 22 სიდიდეზე გამრავლების შემდეგ გვექნება 

მ | 26 («2 აი-)) = წ) . კი ძმ. ლსა. | ძა). (საც. ცშაა)| =0, 130,15 
XI 20: L "მ! ი ' (2» თ ა ' ' 

დენის ვექტორი ისევე განვმარტოთ, როგორც შრედინგერის თეორიაში, ე. ი, 

21) )=11 დე" "წ, ეთ ს" VI) (130,16) 

მაშინ (130,15) განტოლება შეგვიძლია დავწეროთ (31,5) უწყეეტობის განტოლე- 

ბის სახით 

  

99 კ 0I>1=0, (130,17) 

სადაც 
ჯნ + 0V) მ" 

==“ _–_–- · ,18 
2016? (» მ( " ძL ) ი?9)9 

-“-–---– 

10. II6IთX, 701(5. L. MIIX9. 57, 895, (1996); VV. C0+ძ0ი, 701(ა. #. ILI7/§. 40, 117, 

(1926). იგივე განტოლება მიღებული იყო ე. ფოკის მიერაც. 8. #. 9:0M, 201(ყ. წ. 65. 88, 
942, (1990), 39, 226 ((996). 
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ასრულებს ალბათობის სიმკვრივის როლს. (130,18) გამოსახულებიდან ჩანს, რომ 
იგი შეიძლება იყოს როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი. მართლაც, კლაინ გორ- 

დონის განტოლება დროის მიმა-თ მეორე რიგის განტოლებაა, ამიტომ საწყისი 

პირობებით უნდა განისახღლვროს როგორც %, ისე უს. ამ ორი ნებისმიერი სი–- 
წ 

დიდის შერჩევით კი 0 შეგვიძლია გავმადოთ როგორც დადებითი, ისე უარყო- 

ფითი. ამიტომაც შეუძლებელია ი განხილულ იქნეს როგორც ალბათობის სიმ- 

კვრივე. ამასთან, აღნინნულ გარემოებას ადგილი ექნება მაშინაც კი, თუ შევცვ- 

ლით დენის ვექტორის განმარტებას. გ- -ში ყოველთვის შევა როგორც 7“, ისე 2 

და, ამიტომ იგი ყოველთვის არ იქნება დადებითი სიდიდე. ეს გარემოება გვიჩვე– 

ნებს, რომ მოძრაობის განტოლებაში არ შეიძლება შედიოდეს დროის პირველზე 

მეტი რიგის წარმოებული. ეს გამომდინარეობს კვანტური მექანიკის ძირითადი 

მოთხოვნიდანაც, რომ + ფუნქციის მნიშვნელობა #= 0 მომენტში უნდა განსაზღვ- 

რავდეს ფუნქციის მნიშვნელობას 1>0 მომენტებში. კლაინ-გორდონის განტოლე- 

ბაში კი გვაქვს დროის მეორე რიგის წარმოებული; ამიტომ გარდა VMX0)-ისა მო- 

ცემული უნდა იყოს აგრეთვე (>) მნიშვნელობაც. 
ნწ7/(-ი 

ამგვარად, სასურველი განტოლება წრფივი უნდა იყოს დროითი წარმოებუ- 

ლის მიმართ. მეორე მხრივ, რელატივისტური ინვარიანტობის პირობა მოითხოვს, 

რომ განტოლებაში დრო და სივრცე შედიოდეს სიმეტრიულად; მაშასადამე, რელა- 

ტივისტური განტოლება წრფივი უნდა იყოს როგორც დროის, ისე კოორდინატე. 

ბის წარმოებულების მიმართ. აქედან გამომდინარეობს, რომ მოძრაობის განტო- 

ლების დროითი და სიერცითი წარმოებულების მიმართ სიმეტრიზაციის მიზნით 

დროითი წარმოებულის რიგი კი არ უნდა ავამაღლოთ არამედ, პირიქით, სივრ- 

ცული წარმოებულის რიგი უნდა დავწიოთ; გარდა ამისა, თუ გვინდა სპინის გა– 

თვალისწინებაც, მდგომარეობა უნდა დავახასიათოთ რამდენიმე ტალღური ფუნქ- 

ციით. ასეთნაირად იყო ამოცანა დასმული და გადაწყვეტილი დირაკის მიერ 1928 

წელს). 

§ 131. დირაკის განტოლება თავისუფალი ელექტრონისათვის 

დირაკის მატრიცები. ამგვარად დირაკის მიზანს შეადგენდა მოეხდინა 

# ჩ ,. ჩ. 22 (–-8M06- მზ ი -- თა თ) ა=9 (131,1) დ 

მეორე რიგის განტოლების გაწრფივება. 
ცხადია, საკითხი დაიყვანება ისეთი ორი », და », წრფივი ოპერატორის 

მოძებნაზე, რომ მათი ნამრავლი გაუტოლდეს 

  ინ - მწ -- 902 -- ი” 0; (131,2? 

1 0, გ. M. 1XX8ლ, II0C. 110V. 500. # II17, 610, (1928). 
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ამ ტოლობას ადვილად დავაკმაყოფილებთ, თუ დავწერთ: 

# #/ # # # #M # ი # რ 

,X-= (7 ლ 6, 02 –– რამე –“– თვ მ.-––“, თი(- +060, 0«+Cთ; ჩე+Lთა 0.+თ, თი), 

სადაც Cთ,, თ,, თე, თ, დროსა და კოორდინატებს არ შეიცავს და ამიტომ კომუ- 

ტატურებია როგორე #, ისე ი», ჩ”. ჩ. ოპერატორებთან. ამასთან, ეს სიდი- 
დეები ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ დაცული იყოს (131,2) პირობა. ამგვარად, 

თ.ე, თ,, თე, თ, ოპერატორების განსასაზღვრავად 'გვაქვს განტოლება 

# / #/ რ #ჩ / ” ” 

(# ოთ ჩა -- წნყე-– თვი: –% MX) (+ +4,ჩ:+რ% ჩ,+6აჩ:+% თი )= 

ეილვლვიელიბი 

ამ გამოსახულების გადამრავლებით და მარცხნივ და მარჯენივე შესაბამისი კოეფი– 
ციენტების გატოლებით მივიღებთ: 

თ:1=62=Cთ:=C1=1, (131,3) 

თ,თ.+თ,ეთ,=0, თათვ-+Cთაკ თ.=0, 

თ,თვ+თეთ,=0, თ.თსკ-+თ, თ:=0, (131,4) 

თ,თ,+თათ,=0, თ, თკ+Cთე თკ =0. 

სულ გვექნება ათი პირობა. ეს ტოლობები მოკლედ შეიძლება ასე დავწეროთ: 

თ,თ.+-თ.C,=26 (I, L=1, 2, 3, 4). (131,5) 

იმ შემთხეევაში„ როცა ?=/, მივიღებთ (131,3) პირობას, ხოლო, როცა 

1-5 X, გქექნება (131,4) ტოლებები. (131,5) გამოსახულებას ხშირად დირაკის პი- 

რობებსაც ღწოდებენ. (131,4) პირობები გვიჩვენებს, რომ თ სიჯიდეები ერთმა- 

ნეთთან ანტიკომუტატურებია, ე, ი. C,თს=- თ, თ, (15-I). დირაკის პირობებს 

უბრალო რიცხვები ვერ დააკმაყოფილებს. ამ პირობების დაკმაყოფილება მხო– 

ლოდ მატრიცებით “ეიძლება. ჩვენი მიზანია ამ მატრიცების მონახეა, § 93-ში 
განხილული პაულის მატრიცები 

(ე (ე 6 ე ა ე. «C. 
(131,5) პირობებს აკმაყოფილებს (იხ. ფორმულა (93,5)), მაგრამ ჩეენ გეჭირდება 
ოთხი მატრიცა, პაულის მატრიცები კი სულ სამია. მეოთხე მატრიცად შეგვეძლო 
აგვეღო ერთეულოვანი მატრიცა, მაგრამ ამ შემთხვევაში დაცული იქნებოდა მხო- 

ლოდ (131,3) პირობა; (131,4) პირობებს კი ვერ დავაკმაყოფილებდით, რადგან 
ერთეულოვანი მატრიცა კომუტატურია ნებისმიერ მატრიცასთან. მტკიცდება), 
რომ პაულის სამი მატრიცა და ერთეულოვანი მატრიცა წრფივად დამოუკიდებე- 

= და ადგენს სრულ სისტემას, ე. ი. ნებისმიერი მეორე რანგის მატრიცა შეგვიძ– 
ლია წარმოვიდგინოთ როგორც ამ ოთხი მატრიცის წრფივი კომბინაცია, ამიტომ 

  

1 ამის შესახებ იხილეთ § 138 და ამოცანა ამ პარაგრაფის ბოლოს, 
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შეუძლებელია ისეთი სხვა მეორე რანგის მატრიცის მონახვა, რომელიც ანტიკო- 

მეტატური იქნება პაულის მატრიცებთან, ხოლო მისი კვადრატი მოგვცემს ერთს, 

ამგვარად, დირაკის პირობების დაკმაყოფილება მეორე რანგის მატრიცებით შეუძ- 

ლებელია. შეიძლება ჩვენება, რომ დირაკის პირობებს დააკმაყოფილებს მხოლოდ 
მეოთხე რანგის მატრიცები 1. განვიხილოთ შემდეგი მეოთხე რანგის მატრიცები: 

“ეი 0 

თ-(C ა) თ=(> ა) თ=( ი ა) (131,7) 
0 თ: 0 თ 0 «თ, 

«(2 ა) (131,8) 

ჩვენ აქ შემოვიღეთ აღნიშვნები 0=(თ,, თ;, თე) და 0C9=(თ2, C0, თშ). ამ ფორმუ– 
ლებში თ, თს, თ- პაულის მეორე რანგის მატრიცებია და 0-იც ისევე უნდა გან- 

ვიხილოთ როგორც მეორე რანგის ნულოვანი მატრიცა. ასე რომ თ,, თ,, ძვ მატ- 
რიცებს ექნება შემდეგი სახე: 

ან, მოკლედ, 

0100 0-0 0 1.00 0 
;უ.00 –-10 თ= 10001. თ =|' იL თფ-|9 – 0). ცვა 

0001 0 00 –; 0 01 
0010 0.0; 0 0 00 –I 

ამ მატრიცებს სპინურ მატრიცებს უწოდებენ. შემოვიღოთ კიდევ სამი მეოთხე 

რანგის მატრიცა 0,, 0,, იკ, რომლებიც შემდეგნაირად არიან განმარტებული: 

01 0 “თ = , 0.= = 131,9 ჩი C ი) 0გა= I რ–( _) ( ) 

ეს მატრიცები გარეგნულად იგივე პაულის | ოღონდ თითოეული ელე- 

მენტის მაგიერ უნდა შევიტანოთ ამ ელემენტის წარმოდგენა მეორე რანგის დია- 
გონალური მატრიცის სახით. ამიტომ ი მატრიცებისათვის გეექნება 

0010 00-ჯ; 0 10.0 0 
0001 00 0-; 01 0.0 

= = ი 0 · (131,10 
წ-!ე)ი00)' ”!;0 0 0 რ“Iა0-) 0)“ 0) 

0100 0:10 0 00 0-1. 

ადვილად შემოწმდება, რომ თ და 0 მატრიცები აკმაყოფილებს დჯირაკის პირო- 
ბებს, ერთმანეთთან კი კომუტატური არიან, ე. ი. 

0,0.+ი,ხ,=26,), 9,0L+0C,C|,=26/M (131,11) 

C|0ჯ=0, თკ. (131,12) 

ასევე ადვილად ვაჩვენებთ, რომ დირაკის პირობებს აკმაყოფილებს არა მხო- 

ლოდ თ, 2, თვ და 0,, ლე, მვ მატრიცები, არამედ ამ მატრიცებისაგან შედგენილი 

თ, ი, (9, #=1, 2, 3) ნამრავლებიც. ერთეულოვან მატრიცასთან ერთად თ,, თე, თე, 
ი, 0: იკ ღა თ,ლი, ნამრავლის ტიპის თხუთმეტი მატრიცა ადგენს სრულ სის- 

ტემას. 
_--   

1 ის გარემოება, რომ ამ მატრიცების რანგი უსათუოდ ლუწია, დამტკიცებულია ამ პარა» 
გრაფის ბოლოს განხილულ მაგალითში, 
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ამგვარად, ჩვენ შეგვიძლია იმ თხუთმეტი მატრიციდან ავარჩიოთ ჩვენთვის 
საჭირო ოთხი მატრიცა, მატრიცების ამ შერჩევას წარმოდგენის შერჩევას უწოდე- 
ბენ. მეტად ხელსაყრელია ისეთი წარმოდგენის შერჩევა, რომელშიაც თ, მატრიცა 
დიაგონალურია, ასეთია, მაგალითად, დირაკის წარმოდგენა, რომელშიაც თ,, თ,, 
თა, თ, მატრიცები შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

თ, = 0,0; თგ= 0; თე; თვ =0) ძე; თ|=(0) (131,13) 
ან, მოკლედ, 

თ=0,00, რთ.-=იე, (131,13) 

სადაც თ =(თ,, თ;:, თე) !. ასეთნაირად შერჩეული დირაკის მატრიტები აკმაყოფი- 
ლებს (131,5) პირობებს. მართლაც, 2 და თ მატრიცების თვისებების გამოყენებით 

გვაქვს 
თ1=0,9,0,9,=0101=1. (1=1, 2, 3), 

თვ =0ვ= 1. 

ასევე, როცა #%X (I, L=1, 2, 3), მივიღებთ 

თ,თL-+თ; თ|=0,) C,010+0) 9-9, თC,= 0; (CI, 09L+9თL90))=0 
და 

თ, C,-Lთ, თ; = ნ, CI ივ-L 0ვ მ; C| = (0, მე + 9იე 0,) 9, =0. 
ამგვარად, ჩვენს მიერ შერჩეული თ მატ–იცები, მართლაც აკმაყოფილებს დირა- 
კის პირობებს. 

მატრიცათა გამრავლების წესის გამოყენებით ადვილად დავადგენთ თ მატრი– 
ცების კონკრეტულ სახეს; სახელდობრ, 

0001 0 00-; 0 01 0 
0010 0 0; 0 0 00-I 

Cთ,= · Cთ. = ა) თვ= 
0100 0-;0 0 1.00 0 
1000 1:00 0 0-10 0 

10 0 0 
01 0 0 

თკ= 131,14) 
1I00-I! 0 ( 

00 0-I 

შევნიშნოთ, რომ თკ-ს (ან, რაც იგივეა, ლე) ხშირად 8 მატრიცასაც უწოდებენ. 
თ(თ,, თე, თე) მატრიცები ფორმალურად ასე შეგვიძლია წ:რმოვადგინოთ: 

«-() ი) (131,15) 
ფმ 0 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ ყველა ჩვენს მიერ შემოღებული მატრიცა ერმიტუ- 

ლია და მათი საკუთარი მნიშვნელობები +1-ის ტოლია. 

ცხადია, რომ თ მატრიცების შერჩევამ ფიზიკურ შედეგებზე არავითარი გავ– 
ლენა არ უნდა მოახდინოს. თუ ავიღებთ თ მატრიცების სხვა წარმოდგენას, ფიზი- 
კური სიდიდეების მნიშვნელობები ამ შერჩევაზე დამოკიდებული არ უნდა იყოს. 

ამ სა კითხს შემდგომში განვიხილავთ. 

1 § 118-ში ვაჩეენებთ, რომ თ, თ, 0' სიდიდეები, მართლაც, ვექტორებს წარმოადგენს. 
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დირაკის განტოლება. ამგვარად, ჩვენ მოვახდინეთ (131,1) განტოლების გა- 
წრფივება და მივიღეთ ორი ოპერატორი: 

#/M 

#,= 9 _ (თი) ი, (131,16) 
9 

# 

0,=>+-+(Cთ 0)+თ, 6. 031,17) 
C 

სადაც შემოვიღეთ შემოკლებული ჩაწერა (თი)=თ, მ.-+-თჩ,+თე ჩ,. ეს ორი ოპე- 
რატორი ერთმანეთზე დაიყვანება თ, ->- თ, შეცვლით (+=1, 2, 3, 4). ასეთი 
შეცვლის დროს კი დირაკის (131,5) პირობა არ იცვლება. ამიტომ ორივე ოპერა- 

ტორი #, და #), ეკვივალენტურ ფიზიკურ შედეგებს მოგვცემს. ჩვენ ავირჩიოთ 
#2), ოპერატორი და დირაკის განტოლება თავისუფალი ელექტრონისათვის ვუწო- 
დოთ #7, V=0 განტოლებას, ე. ი. 

# 

(- -თი– თ, თ2|X-09 (131,18) 
C 

განტოლებას, თუმცა ზოგჯერ ირჩევენ #.1=0 განტოლებასაც. თუ გავიხსენებთ, 

რომ #=468 2 მაშინ (131,18) განტოლება შეიძლება შემდეგი სახითაც ჩავწეროთ: 
'/ 

6 %= #V, (131,199 
მ! 

სადაც , , 
# = 6(თნ)+თკ 76? (131,20) 

წარმოადგენს თავისუფალი ელექტრონის რელატივისტურ ჰამილტონიანს, 

რადგან თ,, თა, თკ, თ, მატრიცები მეოთხე რანგის მატრიცებია, ამიტომ V 

ფუნქციაც ოთხი კომპონენტისაგან უნდა "შედგებოდეს, რის გამოც 1. ფუნქცია 

შეგვიძლია განვიხხლოთ როგორც ერთსვეტიანი მატრიცა 

%= · (131,21) 

V 

დაგვჭირდება აგრეთვე V+ ფუნქციაც, რომელიც შეუღლებული მატრიცის განმარ- 
ტების თანახმად, განისაზღვრება ერთსტრიქონიანი მატრიცით 

++ = (+); 17 2) 1). (131,22) 

ამ "„ოთხკომპონენტიან ფუნქციას ბისპინორს უწოდებენ. ცხადია, რომ 1 1) ნამ- 

რავლი მატრიცათა გამრავლების წესის თანახმად ასე გამოიხატება: 

4 

++ V =1/ V) -+MI: მ; +-%I1 %Iე-L "II; MM =- X) | V, |? (131,23) 
(51 
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ამგვარად, დირაკის განტოლებას გაშლილად ექნება სახე 

1000 0001 0 00 –; 

0100) „ი, „,I|0010)4 ,|0ი ი; 014 
0010!) « 01000 (I0-7;0 0ძ0|)ძყ 
0001 '1000 1000 0 

0 01 0 10 0 ძა) /V, 
მ 00:.: 0 1 0 8) + 9 | „თ I M%I-0, (031,24) 
1 00 0|!|40ჯ 00-11 IV 
0-10 0 000 0 -–-I/)"%VV, 

თუ ამ მატრიცებს შევკრებთ (სათანადო ელემენტების შეკრებით), მივიღებთ მე– 

ოთხე რანგის ერთ მატრიცას. იგი მრავლდება ოთხი ელემენტისაგან შემდგარ სვეტ– 
ზე. გამრავლების ოპერაციის ჩატარების შემდეგ მივიღებთ მატრიცას, რომელიც 
შედგება ერთი სვეტისაგან. რადგან მიღებული მატრიცა უდღრის ნულს, ამიტომ 

ყოველი მისი ელემენტი უნდა უდრიდეს ნულს. აქედან ჩვენ მივიღებთ შემდეგ ოთხ 

განტოლებას: 

თ 4ხ+ :ჩ- (14 +წჩ- 79% ,”. 09% – XC V,= 

ძX -მყ ძ. 

ჯნ 99%... -0V __ IL. -9%. _ კხ” 5 –- »IC' V.= 
ი! 0X მყ 2 (131,24) 

ნ (MI, ,, 40+M მსე, ს, ს =0, 

ი! ძყ ძ2 

სე აას. იები ყვე V=9. 
მ! ძ» ძყ 

ამგვარად, დირაკის განტოლება ეკვივალენტური ყოფილა პირველი რიგის 

ოთხი განტოლებისაგან შედგენილი სისტემისა; § 142-ში გამოვარკვევთ, თუ რა 

ფიზიკური აზრი შეესაბამება თითოეულ 1,, MX, 7, VI კომპონენტს. 
ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტოლება შეიძლება წარმოვადგინოთ ორი ორ- 

კომპონენტიანი განტოლების სახითაც. მართლაც, რადგან თ მატრიცები შეგვიძლია 

განვიხილოთ როგორც ორკომპონენტიანი მატრიცები, ამიტომ გვექნება 

(40 1-! 0. იი) „(C (+)? (131,25) 
01 (თი) 0 0 –1/)MხX 

=4 ) -(L ) დ= = (131,26) 
(I -9-# V 

წარმოადგენს სპინორებს. თუ გავშლით ამ განტოლებას, მივიღებთ სისტემას: 

სადა 

ი -ათ)X+VC 4, (131,27) 

=0(09 წ) დ -- MC” 7. (131,28) 
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კანონიკური გარდაქმნები. დავუშვათ, რომ ავარჩიეთ Cთ), თვ, თე, Cთკ მატრი- 

ცები. შემოვიღოთ § უნიტარული მატრიცა §“ 5-5§5%=1 და განვიხილოთ გარ– 

დაქმნები 5თ, §+. ასეთი გარდაქმნის შედეგად მივიღებთ რაღაც ახალ მატრიცას, 
რომელსაც აღვნიშნავთ თ;-ით. ამგვარად, 

თ;=§5თ; 51=65თ, 5). (131,29 

ასეთი ტიპის გარდაქმნას კანონიკურ ანდა მსგავს გარდაქმნას უწოდებენ. ვაჩვე- 
ნოთ, რომ დირაკის მატრიცები კანონიკური გარდაქმნების წემდეგ კვლავ დირაკის 
მატრიცებია, ე. ი. კვლავ აკმაყოფილებს (131,5) პირობას. მართლაც, 5 მატრი- 

ცის უნიტარულობისა და (131,29) ფორმულის ძალით გვექნება 

თ; თ;--თC(თ;=56, 8“ 8, §5++8თ, §+ 5თ, §+= 
=75(თ, თ, +თ, თ,) 3+=5 25,, 51=26,, 591+==25)ს. 

ამგვარად, დირაკის პირობებს აკმაყოფილებს არა მხოლოდ თ; მატრიცები, 

არამედ მათგან კანონიკური გარდაქმნებით მიღებული მატრიცებიც. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. ჟაჩვენოთ, რომ შეუძლებელია ისეთი მეორე რანგის მატრიცის მონახვა, რობელიც ანტი- 

კოზუტატური იქნებოდა პაულის 09, 0წ ი9 მატრიცებთან. 

ამოხსნა. რადგან მეორე რანგის მატრიცას აქვს ოთხი ელემენტი, ამიტომ გვექნება მხო- 

ლოდ ოთხი წრფიეად დამოუკიდებელი მატრიცა. აქედან, სამი არის პაულის (12 თა. იზ მატრი– 

ცა; ერთეულოვანი მატრიცა ასევე წრფივად დამოუკიდებელია ამ მატრიცებისაგან. რადგან სულ 

დამოუკიდებელი უნდა იყოს ოთხი მატრიცა, ამიტომ ერთეულოვანი მატრიცა წარმოადგენს ერ- 

თაღერთ მეორე რანგის მატრიცას, რომელიც წრფივად დამოუკიდებელია 09-ზე. მაგრამ ერთეუ- 

ლოვანი მატრიცა კომუტატურია ნებისმიერ მატრიცასთან და, მაშასადამე, ის იწ 09-თანაც, აქე- 

დან გამომდინარეობს, რომ მეოთხე ანტიკომუტატური მატრიცის პოენა შვუძლებელია. 

2. ვაჩვენოთ, რომ დირაკის მატრიცების რანგი უსათუოდ ლუწი უნდა იყოს. 

ამოხსნა, გამოვიყენოთ დირაკის პირობა თკ 0, მატრიცისათვის 

თკ იც = –– 0 0კპ= – /0ს იკ. 

I არეს ერთეულოვანი მატრიცა. ავვღოთ ამ ტოლობის ღეტერმინანტები და გავითვალისწინოთ 

რომ ისინი რიცხვებია და შეგვიძლია მათი გადასმა. მიეიღებთ (რადგან სიCLხ (–7)=(C–1)#M) 

(მი: თ,)(00Cხ ი, )=(–1)ჩ (006 თ, ) (00% თკ)=-(––1)ჩ (100ხ თა) (196ს იჯ ); 

აქ» მატრიცის რანგია. ამ ტოლობიდან კი გვაქვს (--–))#=1, რაც გეიჩვენებს, რომ # უნდა იყოს 

ლეწი რიცხვი. ამიტომ აშკარაა, რომ დ: რაკის პირობებს მესამე რანგის მატრიცები ვერ დააკმა- 

ყოფილებს. 
3, ვაჩექენოთ, რომ კლაინ-გორდონის ალბათობის ს-მკვრივიდან არარელატივისტურ ზღვარ- 

ძი მიიღება მრედინგერის თეორიაში განმარტებული 0=V"V სიმკერივე. 

ძ 
ამოხსნა. შევიტანოთ (130,18)-ში (:ჩ + =წჩ. გვექნება 

ნ 

8= #MI62 "" 

სიდაც 8 სრული ენერგიაა, არარელატივისტურ შემთხვევაში #6 == #6? და მივიღებთ 0= 7" M- 

4. ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტოლებას აკმაყოფილებს არა მხოლოდჯ #, არამედ ფუნქციაც 

L # 

6= ( “> +C ?მ)+თკ ო) V. 

§. დავწეროთ კლაი5 -გორ დონის განტოლება ველში მოძრავი ნაწილაკისათვის. 
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§ (ვი, დირაკის განტოლება ჭელში მოძრავი ელექტრონისათვის 

დავუშვათ, ელექტრონი თავისუფალი კი არ არის, არამედ მოძრაობს ველ- 

ში, რომელიც) ხასიათდება XVL, ,/) პოტენციალური ენერგიით. ადვილად შეიძლება 
დირაკის განტოლება ამ შემთხვევისათვისაც განზოგადდეს ისევე, როგორც შრე- 

დინგერის განტოლების შემთხეევაში (იხ. § 36), ამისათვის საკმარისი იქნება L 

ოპერატორის შეცვლა სჩ–- XC, ქ) გამოსახულებით. ამგეარად, ურთიერთქმედე- 
ბის შემთხვევაში, დირაკის განტოლება დაიწერება სახით 

(2 #00 რს. რთი V=0. (132,1) 
6 C 

აქ IL წარმოადგენს ელექტრონის სრულ ენერგიას. სათანადო ჰამილტონიანისათ– 

ვის გვექნება 
9= 6 (00) +თ, XI601+V (I, !). (131,2) 

ახლა დავუშვათ, რომ ელექტრონი # და დ პოტენციალებით დახასიათებულ 

გარეშე ელექტრომაგნიტურ ველშიც იმყოფება. ამ შემთხვევაში დირაკის განტო– 

ლების დასაწერად საჭიროა ი იმპულსი შევცვაელოთ (§ +-+< ტ)-იი, პოტენცია- 
6 

ლური ენერგია კი M7LC”, 1)–>- / CV, () –– Cჯ, ასე რომ, ჰამილტონიანისათვის მივიღებთ 

#M-ი(, ი+-C- #)+თრი+VC ,ჰ) –– აღ, (132,3) 
C 

ხოლო დირაკის განტოლება ასე დაიწერება: 

((-+< იბ) („ ნ+-“ ტელი“ I»-ძ (132,4) 
C C ი დ 

თუ ელექტრონი მხოლოდ გარეშე ელექტრომაგნიტურ ეელში იმყოფება, მაშინ 
XV. I)=0, და დირაკის განტოლებისათვის გვექნება 

#M# 

| 5.69) (> ჩ+-– გ)» |X=0, (132,5) 
C C 6 

სათანაჯო ჰამილტონიანი კი შემდეგნაირად დაიწერება 

#/M # 

#-ი(= ი+-–“ ტ)+თრი თ. (132,6) 
6 

როგორც ცნობილია, ვექტორ და სკალარ პოტენციალები განსაზღვრულია გრა- 

დიენტის სიზუსტით, სახელდობრ, 

მ 

X 
#:=4,+2 C=1, 2, 3, 4), (132,7) 

' 

სადაც / კოორდინატებისა და დროის ნებისმიერი ფუნქციაა, #4) პოტენციალის 

ოთხვექტორია „4 =(#, დ), ხოლო Xა=%0. (132,7) გაშლილად შემდეგნაირად 

დაიწერება 

1 
სც =#+ყ:.0/ და დ=დ-–---; (132,7”) 

4“:



ასეთ» გარდაქმნისას არ შეიცვლება არც ელექტრული და არც მაგნიტური ველის 
დაძაბულობა: 

> გ. 1 
CV ==10წ ტ, 8=–ფეძი – – 0# (132,8) 

ი რი 

ამიტომ არც დირაკის თეორიიდან გამომდინარე შედეგები უნდა იყოს დამოკიდე 
ბული დ და # პოტენციალების შერჩევაზე, ე. ი. დირაკის განტოლება ინვარიან- 
ტული იქნება (132,7”) გარდაქმნების მიმართ, ანდა, როგორც ამბობენ, დირაკის 
განტოლება უნდა იყოს გრადიენტულად ინვარიანტული. დირაკი) განტოლების 
ინვარიანტობას (132,7) გარდაქმნის მიმარ» შემდგომში დავამტკიცებთ. 

§ 13ვ. ალბათობისა და ალბათობის დენის სიმკვრივე 

ვნახოთ, რა სახე აქვს უწყვეტობის განტოლებას დირაკის თეორიაში. იმ 
მიზნით დავწეროთ დირაკის განტოლება (კ არის მუნჯი ინდექსი, ამ ინდექსით 
იგულისხმება აჯაშვა) 

2ჩ ძს + 1:00Cთ, 9V _ თ ის=0, (4=1, 2, 3). 
ძX, ძ 

გავყოთ ეს განტოლება 1ჩ-ზე 

მ მს „.. #0” 
– “+ით,-–- +?თა--–-–- 11=0 (133,1) 

ი ე ოს" 
და ავიღოთ ამ განტოლების ერმიტულად შეუღლებული; გავიხსენოთ, რომ 

(4 18)+= 8+ ქ+ და თ” =თ,; 
მივიღებთ · : 

+ + 
იL მს, _ მი ს+„,=0. (1ქვ,2) 
ძ ძX, ჩ 

აქ გამოვიყენეთ §+=1?“=--?. (133,1) განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ 

V+-ზე, (133,2) კი –– მარჯვნიდან შს-ხე და შევკრიბოთ; გვექნება 

2 რ+ V) + 2 9 (++ თ; 1) =0. (133,3) 
წ). ძX) 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 
4 

0=%%47/= MX 1, +%; I-VI %ე +VM V, = 2, I VI I" (131,4) 
(51 

ა 

დ ჰ) =0V+თV. (133,5) 

ამ აღნიშვნებში (133.3) განტოლება მიიღებს სახეს 

9 , IV 1=0, (0133,6) 
ძ 

რომელიც უწყვეტობის განტოლებას წარმოადგენს. ჩვენ ვხედავთ, რომ დირაკის 

თეორიაში ალბათობის სიმკვრივე განისაზღვრება (133,4) ფორმულით, ალბათო- 

ბის დენის სიმკვრივე კი –– (133,5) -ით. 

ამგვარად, ელექტრონის ერთეულოვან მოცულობაში მოხვედრის ალბათობა 
განისაზღვრება V' V% გამოსახულებით. როგორც ვხედავთ, შრედინგერის თეორიი- 
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საგან განსხვავებით, ღირაკის თეორიაში კომპლექსურად შეუღლებული ფუნქციის 

ნაცვლად გვაქვს ერმიტულად შეღღლებული ფუნქცია. თუ (133,4) და (133,5) 
ფორმულებს გავამრავლებთ ელექტრონის – „ მუხტზე, სათანადოდ მივიღებთ მუხ- 
ტის სიმკვრივესა და ელექტრული დენის სიმკვრივის ვექტორს. 

აღსანიშნავია, რომ დენის ვექტორს, როცა ელექტრონი მოძრაობს ელექტრო- 
მაგნიტურ ველში, ფორმალურად სავსებით ისეთივე სახე ექნება, როგორიც თავი– 

სუფალი ნაწილაკისათვის, ე, ი. (133,5). განსხვავება იმაშია რომ ელექტრო-მაგ- 

ნიტურ ველში მოძრავი ელექტრონის შემთხვევაში ტალღური # ფუნქცია იქნება 
ამოხსნა დირაკის (132,5) განტოლებისა. 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. გამოიყენეთ თ მატრიცების ცხადი სახე და იპოვეთ, როგორი ფორმულებით განისაზღვ- 

რება დენის ეექტორის მდგენელები V#»ჯ, #ყ და V;. 

§ 134, დირაკის განტოლება „#7 მატრიცებში 

დავწეროთ დირაკის განტოლება თავისუფალი ელექტრონისათვის 

ჯჩ დ , +2ჩ60(VV) – ი”, LC" V) |) =0. (134,1) 

ჩვენ ვხედაკთ, რომ ამ ს ანტოლებაში დროითი წარმოებული მატრიცაზე არ 
მრავლდება 1, იმ დროს, როდესაც სივრცითი წარმოებული გამრავლებულია დირა– 

კის მატრიცაზე. სრული სიმეტრიის მიზნით ეს განტოლება ისე გადავწეროთ, რომ 

ყოველი წარმოებულის წინ იჯდეს მატრიცა. ამისათვის განტოლება ჯერ გავყოთ 

ჩი-ზე, მივიღებთ 

1. MI 0V MC · 5 –1თ) + – თ, ––“ 1%=0, (1=1, 2, 3), (134,2) 
1 თი ა» X, წ " 7 

სადაც ქ წარმოადგენს მუნჯ ინდექსს. თუ შემოვიღებთ აღნიშენას 

: 6 __ 1 
X”გ==10L ა #=---=>--, (134,3) ბ დ 8 %. 

მაშინ (134,2) განტოლება ასე გადაიწერება: 

_ მს, 9 ს ს=0. (134,3) 
0მXა 0X) 

გავამრავლოთ ეს განტოლება მარცხნიდან (– თ,)-ზე და გავითვალისწინოთ, რომ 
თ1=1. გვექნება 

% ეე 69 +#ს-0 0. (134,4) 
Xკ 

შემოვიღოთ ახალი მატრიცები 

+4==Cთ, (=8= იე), 4კ5--- 1Cთკთ,)=-–-10ვ 0,0) (134,5) 

ან, ვექტორულად, _ 
X,=ზ, »X=– 73თ. (134,53 

    

+ იგულისხმება ერთეულოვანისაგან განსხვავებულია მატრიცა.



ამ აღნიშვნებში დირაკის განტოლება მიიღებს სიმეტრიულ სახეს 

ის 
V» +%+V :0, (134,6თ) 

იX. 
  

სადღაც მუნჯი ინდექსი V=1, 2, 3, 4. 

ჯ მატრიცების ერმიტულობა გამომდინარეობს დირაკის თ მატრიცების ერმი– 

ტულობიდან: 

+: =Cთ; =თ,, IVI=–- 1' თ; თ; =1თ, თკ == –“ 1თ, თ,= 7, (134,6”) 

ვაჩვენოთ, რომ + მატრიცებიც დირაკის პირობებს აკმაყოფილებს. გვაქვს 

+1=თ1=1, +7ჯ=(–- 1თ, თ)) (–– თ, თუ))=1. (134,7) 

ასევე, თუ გავითვალისწინებთ, რომ თ, და თ, მატრიცები ერთმანეთთან ანტიკთ- 

მუტატურია, მივიღებთ 

4,VI+V7=C–- §>%კ თ;) (–– ?თკ Cთ),) +C-– ?Cთ, თ.) (–– თ, CL) = 

= – თ,Cთ; რ, თ, –- თ, თს თ, თ,=C) თ, -- თ, თ)= 26), 

და 
++V)+ V, V= –– ?Cვ თ) –– %C, C, თგ= –- §CX,-L§2C,= 0, 

ამგვარად დამტკიცებულია, რომ 

+, II ++. V,=20,, (1, L=1, 2, 3, 4). (134,8) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ თ მატრიცებიც, თავის მხრივ, შეიძლება განვსაზღვ- 

როთ ჯ მატრიცების საშუალებით, სახელდობრ, 

ზ=%კ; Cთჯ=910, /) = 1V კ: (134,9) 

« მატრიცები შეგვიძლია აგრეთვე პაულის მატრიცების საშუალებითაც წარმოვიდ- 

გინოთ; მართლაც, 

0 –-7ფთ 1 0 
= , = · 134,10 #-( 9 ი) M-(ა ე) (13410 

ალბათობის დენის ვექტორისა და ალბათობის სიმკვრივისათვის ჯ მატრიცებში 

გვეჟნება 
ი=V%'ს ღა ჰ=0Vს”'CთI=1CV' კ VVI. (134,11) 

შემდეგ პარაგრაფში ვაჩვენებთ, რომ (20 და I) ადგენს ოთხვექტორს, ე. ი. ისე 
გარდაიქმნება როგორც კოორდინატები. დენის ეს ოთხვექტორი აღვნიშნოთ 

9ს (9, 200)-თი. აშკარაა, რომ 

ჰ,.=%0 (ს ++ #/ “) ((=1, 2, 3, 4). (134,12) 

მართლაც, ჰ-სათვის გვაქვს «0 (+ / +V), ხოლო ქ, = 101) %/=260. (134,12) ფორ- 
მულის დახმარებით უწყვეტობის განტოლება ასე დაიწერება: 

ბ”, 
9ძX, 

=0. (134,13) 

აქ X.=1CI, X,=X, X,=Vყ და Xგ=/გ. 
როცა დირაკის განტოლება ჩაწერილი გვაქვს (134,6) სახით, მაშინ 1)+-ას 

ნაცვლად ხელსაყრელია ახალი 1ს ფუნქციის შემოღება, რომელიც განმარტებულია 
შემღეგნაირად: 

70ლ=–%%4,, (134,14) 
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ან, პირიქით, 

VI" =1)V/,. (134,14” 

მაშინ (134,11) ფორმულები მიიღებს სახეს 

ი=V/ს და ჰ=70VVV. (134,15) 

დენის ოთხვექტორისათვის კი გვექნება 

ძა. =10 (7.9), (134,12) 

=%X ჯ, ფუნქცია აღარ დააკმაყოფილებს დირაკის იმავე განტოლებას, რასაც 

აკმაყოფილებდა #) ფუნქცია. ვნახოთ, რა სახე ექნება დირაკის განტოლებას 1?) 
ფუნქციისათვის. ამ მიზნით ავიღოთ (134,6) განტოლების ერმიტულად შეუღლე–- 

ბული განტოლება 
9V 
0X» 

გავამრავლოთ მარჯვნიდან +, მატრიცაზე და გავიხსენოთ, რომ X; = ((C(,)+= –-X,. 

მივიღებთ 

XL). +, 1 XV)+=0, (134,16) 

+ 

" #4“ მV", “ა (I+#Vს++«=მ. (#=1, 2, 3). (134,16”) 
მX. ძX, 

თ უუ გავითვალისწინებთ, რომ +, /ა= – (LV და 1) = 1)» I. ვნახავთ, რომ. + 
ფუნქცია დააკმაყოფილებს განტოლებას 

ის 
მXა 
  #ა-–-X%=0. (134,17) 

დავწეროთ + მატრიცებში დირაკის განტოლება ელექტრომაგნიტური ველი- 

სათვის. თუ მოვახდენთ შეცვლას ჩ–>ნ+“-# და # „6.%ა, მაშინ დირა- 
6 C C 6 

კის განტოლება ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი ელექტრონისათვის ასე გადა- 

იწერება: 
” 

(> – რთ) რთი | Vს=- + (დ –– (თ=ტ)) %. (134,18) 
6 

გავიმეოროთ იგივე გარდაქმნები, რაც დაგვჭირდა ჯ მატრიცებზე გადასვლისათვის, 
ე. ი. ეს განტოლება გავყოთ ჩ-ზე, მარცხნიდან გავამრავლოთ თ,-ზე და შემოვი- 
ღოთ (134,5) აღნიშენები. მივიღებთ 

წა 9L +X= = |(Iთ+- თ) V%. (134,18”) 
ძX, MM ჯ 

თუ გავიხსენებთ, რომ პოტენციალები ადგენს ოთხვექტორს ,=(#, დ), მაშინ 
საბოლოოდ გვექნება 

„-V 

Xა 

აქ V მუნჯი ინდექსია (, = 1, 2, 3, 4). 
ანალოგიურად იმისა, როგორც მივიღეთ (134,19) განტოლება, (134,17)-დან 

ადვილად გამოიყვანება განტოლება 1) ფუნქციისათვის 

თ აა=- 2 = თ V) VI. (134,19) 

“7



ის. – 16 
–- სა XIს= –- V 4ა, ძა: | ხ2 MVა 4, (134,2თ) 

შენიშვნა. ხშირად X, =1C!-ს ნაცვლად შემოაქვთ აღნიშვნა ჯა =0C0/, ზოლო # 
მატრიტცებს ასე განმარტავენ: 

ე–  –-?რა (134,21) 
–თ 0 ' 

ცხადია, რომ ჯე ერმიტულია, ხოლო 4/ჯ=–7, (:=1, 2, 3) – ანტიერმიტული. 
ასევე ;ჯ=– 1 ((=1, 2, 3), ხოლო /1=1. ამ აღნიშენებში დირაკის განტოლე. 
ბას V ფუნქციისათვის ექნება სახე 

  

გ, ინ. »ა=0, (134,22) 
_ ძX, 

ხოლო 1)=1%# /მ% სათვის 

ჯ-V 4 X0=0, 10=%" ე, (134,23) 
+, 

დენის ვექტორი და ალბათობის სიმკვრივე კი განისაზღვრება ფორმულებით: 

ჰ= 6VVIყI და 0 =%V9 V. (114,24) 

სავარჯიშო მაგალითები 

1. აჩვენეთ, რომ 75=7) /27ე /, მატრიცა ტოლია – 0, მატრიცის, ე. ი. რომ 

00109 

0001 
7გ=- და »ჯ=1, 

1000 

0100 

2 აჩვენეთ, რომ ჯგ მატრიცა გადასეამს ტალღური ფუნქციის კომპონენტებს და პირველი 

ორი და მეორე ორი კომპონენტის ღუწობას სცვლის საწინააღმდეგოთი. 

3. აჩვენეთ. რომ 7:4==10; ძე ძე. 
1-L» 

4. გამოარკვიეთ, რა თვისებები ექნება C= 22 მატრიცას.   

5. დაამტკიცეთ, რომ ჯ, მატრიცა დირაკის მატრიცებიდან ერთადერთი მატრიცაა, რომე- 

ლიც 7 მატრიცების ნამრაელთან კომუტატური ან ანტიკომუტატურია, იმის მიხედეით, 7 მატრი- 

ცეზის რიცხვი ლუწია თუ კენტი, ე. 0. 71 75 72 74 "· 73 /გ.-.==(–-1)# 76 7 78 73 74 »· 7ვ+ სადაც 
არის ჯ მატრიცების რიცხვი. 

§ 135. დირაკის განტოლების ინვარიანტობა 

დირაკის განტოლებიდან მიღებულ შედეგებს ფიზიკური აზრი რომ ჰქონდეს, 

საჭიროა იგი ინვარიანტობის რამდენიმე პირობას აკმაყოფილებდეს. კერძოდ, და- 
რაკის განტოლება უნდა იყოს ინვარიანტული: ლორენცის, გრადიენტული და კა- 
ნონიკური გარდაქმნების მიმართ, თითოეული ამ გარდაქმნის მიმართ დირაკის გან- 

ტოლების ინვარიანტობა ქვემოთ დამტკიცებულია ცალ-ცალკე. 
გრადიენტული ინვარიანტობა. დავწეროთ დირაკის განტოლება ელექტრო- 

მაგნიტურ ველში მოძრავი დადებითად დამუხტული ნაწილაკისათვის 

“–- 2 ე ა. (ი. 4.) %. (135,1) 
” 02%» ჩი 
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როგორც აღვნიშნეთ, ამ განტოლებაში შემავალი პოტენციალები „ცალსახად არ 
განისაზღვრება. კერძოდ, „4,, (M, დ) ოთხჰოტენციალის ნაცვლად ჩვენ შეგვიძლია 

განვიხილოთ პოტენციალი: 

4:= ქ, + -2/0 0. 0/0ი 9 ი. (135,2) 

0X. 

სადაც / კოორდინატების დღა დროის ნებისმიერი ფუნქციაა, რომლისათვისაც 
ელექტრული და მაგნიტური ველის დაძაბულობებს ზუსტად იგივე მნიშვნელობა 

ექნებათ. ამის შესახებ ამბობენ, ელექტრომაგნიტური ველის პოტენციალები გრა- 
დიენტულად ინვარიანტები არიანო. ცხადია, დირაკის განტოლებიდან გამომდინარე, 

ფიზიკური შედეგები არ უნდა შეიცვალოს პოტენციალების (135,2) გარდაქმნის 

მიმართ, ე. ი. დირაკის განტოლება უნდა იყოს გრადიენტულად ინვარიანტული. 

დირაკის (135,1) განტოლებაში შევიტანოთ „4, პოტენციალი განსაზღვრული 

(135,2) გარდაქმნიდან; გვექნება 

; ძ “ი მს ა  % - ა 4 + + ი .V (135,3) 
X. ს 

# ფუნქციაზე მოვახდინოთ იგივური გარდაქმნა 

ოღეაეა (135,4) 
საიდანაც 

1” = 6“!!! +, (135,5) 

ხოლო მ-ჯერჯერობით განუსაზღვრელი ნამდვილი რიცხვია. შევიტანოთ (135,4) 
ფუნქცია (135,3) განტოლებაში, (!'! მამრავლი ოპერატორის მარცხნივ გადავიტა- 

ნოთ და შევკვეცოთ; მივიღებთ 
: – პ , 

რი I +, ი +XV = _–_. . (135,6) 

მX L ჩი -«· 

თუ 8-მუდმივს მე შევარჩევთ, რომ იგი ი/ჩი-ს ტოლი იყოს, მაშინ დირაკის გან– 
ტოლება მიიღებს სახეს: 

ძ 7 . 
.–...._ (135,7) 
მ ჩი 

რომელსაც მართლაც ინვარიანტული ფორმა აქვს; ამავე დროს, ტალღური ფუნქ- 
ციის ახალი გამოსახულება 

-/“ 
V=6 M დ (135,ზ) 

ფიზიკურ სიდიდეებს არ შეცვლის, რამდენადაც 1“ =4%. კერძოდ, უცვლელი 
დარჩება როგორც ალბათობის სიმკვრივე, ისე დენის ვექტორი. 

კანონიკური ინვარიანტობა. დირაკის განტოლებაში შემავალი მატრიცები 

განსაზღვრული არიან კანონიკური (მსგავსი) გარდაქმნების სიზუსტით, კერძოდ, 

დირაკის პირობებს აკმაყოფილებენ არა მხოლოდ ჩეენს მიერ შემოღებული +/,,-მატ– 
რიცები, არამედ მატრიცებიც, რომლებიც მიიღებიან #,, მატრიცებზე კანონიკური 
გარდაქმნების ჩატარებით, ე. ი. მატრიცები 

= 59%, 83, (135,9 
სადაც 9 უნიტარული მატრიცაა 

55'=5+8=1. (135,9') 
ი, ვაშაკიძე, ე. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი 48!



მართლაც, გვექნება 

XV. 7:++7:%7; = 5. 51 5ჯა%+ დაა აბ ე, §%= 5 22,,§%= 20, (135,10) 

მაშასადამე, ჟე მატრიცებიც დირაკის პირობებს აკმაყოფილებენ. 

V, მატრიცების შერჩევის ასეთი არაცალს:ხობა დიCრაკის განტოლებიდან გა– 

მომდინარე ფიზიკურ შედეგებზე არ უნდა მოქმედებდეს, ე. ი. დირაკის განტო- 

ლება ინვარიანტული უნდა იყოს კანონიკური გარდაქმნების მიმართ. 

_ კანონიკური ინვარიანტობის დასამტკიცებლად დირაკის განტოლება მარცხ- 
ნიდახ გავამრავლოთ უნიტარულ § მატრიცაზე. ხოლო 1) ფუნქცია წარმოვიდგი- 

ნოთ იგივურად 

. V=7515V; (135,11) 
გვექნება 

, მს” ს.წ 16 ” , 
+ +%) =-- – %V, 4, V”, (135,12) 

ის ჩი 

სადაც ჯე განისაზღვრება (135,9) ფორმულით, ხოლო 

+ == 51%, 1= 5“+ V”. (135,13) 

როგორც ვხედავთ, დირაკის განტოლებამ მიიღო ინვარიანტული სახე. ამასთან, 

ახალი V” ფუნქციით განსაზღვრული ფიზიკური სიდიდეები უცვლელი დარჩებიან. 
მართლაც, დენის ვექტორისათვის გვექნება 

. = 1CV XV. =16V + 5%4 5. 5. ვა. V” = 10V 74 “4. V; (135,14) 

საიდანაც _ 
ჰ,=10V /;V=ე. (135,14ე 

ამგვარად, დირაკის განტოლების კანონიკურად ინვარიანტობა დამტკიცებულია. 

რელატივისტური ინვარიანტობა. წერის გამარტივების მიზნით განვიხილოთ 
თავისუფალი ნაწილაკის დირაკის განტოლება 

" 
%,. 9V L„ს=0, (135,15) 

ძX., 

იმისათვის, რომ ყველა ინერციულ სისტემაში ერთი და იგივე ფიზიკური მოევლეხა 

ერთნაირად აიწერებოდეს, საჭიროა ამ განტოლებას ახასიათებდეს ინვარიანტობა 
ლორენცის გარდაქმნების მიმართ. 

ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტოლება ინვარიანტელია კოორდინატთა შემდეგი 

წრფივი ორთოგონალური გარდაქმნის დროს; 

X„= შა XV (ს, V=:1, 2, ჰ, 4) (135,16) 

რომლის შებრუნებული გარდაქმნა განისაზღვრება ფორმულით 

Xა=ძას Xჯ: (L, V=1, 2, 3, 4) (135,17) 

გარდაქმნის მატრიცა აკმაყოფილებს ორთო-ნორმირების შემდეგ პირობებს: 

რია მია=6ჯაა მიი მაი= ია (135,18) 

(135,16) წრფივი გარდაქმნა შეიცავს კოორდინატთა სისტემის ღერძების მობრუ- 
ნებას და სარკისებურ არეკვლას –– ინვერსიას სათავის მიმართ. ამასთან, წობრუნე- 

ბას X,)0X, სიბრტყე1ი შეესაბამება ლორენცის ცნობილი გარდაქმნები 

X –-I2X, , , XL+12X, =- X=IXVX , ==, , .=25+-10X, 5,1 », 71-82) » X.=X2-, Xკ= Xე, X3 /1--გა' (135,19) 
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სადაც 9ხ=ჩიC მოძრავი სისტემის სიჩქარეა უძრავის მიმართ. თუ შემოვიღებთ 

აღნიშენას (ი 0 =18 (ს –– წმინდა წარმოსახვითი კუთხეა), მაშინ 

911 0 => , 008 (=:7-> (135,20) 

და ლორენცის ფორმულები დაიყვანება შემდეგ წრფივ გარდაქმნაზე: 

    

X,=X: 6080 –– X1§10.0, 

X.=X; 
135,21 

Xვ=Xე ( ) 

X.=X;810 0-LX; 60§ მ. 

რომელიც (135,17)-ს თანახმად, მართლაც იკნება მობრუნება წარმოსახვით 0-კუთ– 
ხეზე X,0X, სიბრტყეში შემდეგი გარდაქმნის მატრიცით: 

0050 0 0 – 800 

0 10 0 – 135,22 
–-I0 01 0 035,29 

§5(0.0 0 0 00§ 87 

ზემოთ განხილულ (135,17) წრფივ გარდაქმნებში შედის აგრეთვე მობრუნება 

X,0X სიბრტყეში რაიმე დ-კუთხეზე. ცნობილია, რომ ეს მობრუნება განისაზღვ- 

რება ფორმულებით: 
X; =X; 608პ5 –– X:510 დ, 

X.)=7XI 510 დ+X 005 დ, (135,23) 

ჰXე=ჯე, 

Xგ=Xჯგ- 

შესაბამის გარდაქმნის მატრიცას ექნება სახე 

ლ05დ –- ვიდი C 

1 0 „== ათ «070985 (135,24) 
0 0 10 

0 0 0.1 

დაბოლოს, სივრცითი კოორდინატების ინვერსიას შეესაბამება ფორმულები 

X-=-X0C, XI =-Xგ (თ=1, 2, 3) (135,25) 

ინვერსიის შესაბამისი გარდაქმნის მატრიცა, ცხადია, განისაზღვრება გამოსახუ- 

ლებით 
-1:0 00 
0-100 = 135,25 

4 0 0-10 ' ) 
0.0 0.1 

ამგვარად, კოორდინატთა სისტემის ყველა შესაძლო წრფივი გარდაქმნა თავ- 

მოყრილია (135,17) გამოსახულებაში, ამიტომ ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტო- 
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ლება ინვარიანტულია ამ გარდაქმნების მიმართ. რადგან + ოთხგრადიენტია, 
X, 

ამიტომ მისთვის გვექნება შემდეგი გარდაქმნის კანონი: " 

0 ი.ი; (135,26) 
ძX. ძXა 

მიღებული გამოსახულება შევიტანოთ დირაკის (135,15) განტოლებაში; გვექნება 

მV ა =0. (135,27) 
0X. 

ეს განტოლება მარცხნიდან გავამრავლოთ §+-მატრიცაზე და 1, ფუნქცია წარმო- 

ვიდგინოთ იგივურად 

  
ძო VI. 

+4= 6)“ 1 C-I)= 5)“ +”, (135,28) 

სადაც §10-1=5“-1L(:= 1 და 
4ს' = §)V.). (135,29) 

0-მატრიცები ჯერჯერობით უცნობი მატრიცებია. (135,26) განტოღება მიიღებს 
ასეთ ფორმას: 

  ლია, “1 ი - + XV =0 (135,30) 
X.„ 

ახლა საკმარისია დავუშვათ, რომ 

აია, VI. 0-1=V, (135,3)) 

ან, რაც ეკვივალენტურია, 
ძა» 7ა= 52134, 5), (135,32) 

რომ დირაკის განტოლებამ მიიღოს ინვარიანტული სახე 

ჯა «რეები (135,33) 
Xა 

  

ოღონდ საჭიროა დამტკიცდეს, რომ შესაძლებელია ისეთი C-მატრიცის მოძებნა, 
რომლისთვისაც სამართლიანია (135,32) დაშვება. 

ხელსაყრელია 9-მატრიცა მოვძებნოთ ლორენცის კერძო გარდაქმნებისათვის. 
ჯერ განვიხილოთ სისტემის მობრუნება რაიმე დ-კუთხეზე », 0 X, სიბრტყეში. 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ აღნიშნული მობრუნების შემთხვევაში (135,32) გან– 

ტოლებას აკმაყოფილებს მატრიცა1 

C0=გ-7/7/თ/. ()-1= ც7)72თ/2, (135,34) 
+, ჯა: ისე იქცევა, როგორც L მამრავლი. მართლაც, (+#კ 7+)?= %/, 7 /ს /»=-- 1; 

(# # 7); (V, /ა)მ1=–+,% და ა. შ., ამიტომ (135,34) გაშლილად ასე შეგვიძლია 
წარმოვიდგინოთ: 

  

1 ამ ოპერატორის ჟვეშ უნღა გავიგოთ ექსპონენტის მწკრივად გაშლა 

0-1= ა 1 (929) – (279 I“ == 717:დ V2ნ+1 

2 ი'V 2 26) 2 +2 C-+IIL 2. 
გაი #ი«0 

  

რადგან (7) 7;)?2#=(7, 7: 7) 72)/=(-– 1)»; (7 7;)?#+1=(–– 1)# 7, ჯი, ამიტომ 

გი რ - თ 
9-0=00§-– 1 ყი 50-ე. 
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დ –_–ოოო.“ 
95008 -> -“ VII I910 ->- ; ი '=608-- +V, 1: 510 +. (135,35) 

ეს მატრიცები შევიტანოთ (135,32) გამოსახულებაში, სადაც ი.ა, ელემენტების 

ნაცვლად ჩავსვათ (135,24) სიდიდეები; გვექნება 

%, 608დ –– «310 დ =- 

დ · : 
= (ია -- –+71, ჟე 310 2)4 (თია-> –% 17:50 +)" (135,36) 

?) 310 დ-LV; 608 დ-== 

= C + –-7) 7. 310 +) + C 2 – %) ე 310 +)' (135,37) 

Xე=59/3 9.1, (135,38) 

+,(=9#,I 9-1, (135,39) 

ბოლო ორი ტოლობის სამართლიანობა აშკარაა, რამდენადაც 9 კომუტატურია 
როგორც ჯვ-თან, ისე 4,-თან; დანარჩენი ორი ტოლობიდან შევამოწმოთ ერთ- 
ერთი. განვიხილოთ (135,36)-ის მარჯვენა მხარე; გვექნება 

C--, =4, 605? --- -- ე 008 -- §Iი -- -- V, 608 –- 80 > – V1 V1 C95 2 “5 2 (III 2 “2 2 2 

– 47, 510? > =ჯ) 005 დ –– წ, 810 დ, (135,40) 

რომელიც. მართლაც ემთხეევა (135,36) გამოსახულების მარცხენა მხარეს. ასევე 

მარტივად შემოწმდება (135,37) ტოლობაც. 
ამგვარად, (135,135) მატრიცა X,0X სიბრტყემი მობრუნებისას მართლაც 

აკმაყოფილებს (135,12) განტოლებას. აღენიშნოთ, რომ დ-კუთხეზე მობრუნების 

შემთხვევაში §+--მატრიცის ერმიტულად შეუღლებული ტოლია 

0+=ლ0§ - – #50 --=9-), (135,41) 

ე. ი. §Xდ) წარმოადგენს უნიტარულ მატრიცას. 
სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით 9-მატრიცებს X,0Xკ და X,0Xვ სიბრტყე- 

ებში მობრუნებისათვისაც. (+-მატრიცებს შესაბამისად ექნებათ სახე 

0C=ც-7/ე”/. C-,-7/ვრ/2, (135,42) 

ახლა ვიპოვოთ 9-მატრიცა ლორენცის (135,21) გარდაქმნებისათვიხ. (135,22) 
გარდაქმნის მატრიცის თანახმად (135,32) ტოლობიდან შეგვიძლია დავწეროთ: 

4, 0059 – Xგ510 მ9=5“ 14, 9, (135,43) 

+«.=9“ 14.90, (135,44) 

+ე=9-14.კ 9, (135,45) 

+, 510 0 +ჯკ 603 0 == 94“14კ 9. (135,46) 

როგორც ვხედავთ, თ კომუტატურია «ჯე და 4. მატრიცებთან. რადგან ლორენცის 
გარდაქმნები შეესაბამება წარმოსახვით 0-კუთხეზე მობრუნებას, ამიტომ (135,35) 

მატრიცის ანალოგიით» შეგვიძლია დავწეროთ 
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§(0) =ჟგ-20700 /2 ;  §--1/(0ე)= 27)7+0/2, (135,47) 

ან, რამდენადაც 7) 7ჯ ნამრავლსაც ?-მამრავლის თვისებები აქვს, გვექნება 

0 
§XM(0) = 005 2“ %) %ა აი -.-; 0-+M0)= 605 –- –+9%) 10 510 - (135,48) 

ამ მატრიცების გამოყენებით ადვილად შევამოწმებთ, რომ (135,43) -– (135,46), 

ფორმულები დაცულია. მაშასადამე, ლორენცის გარდაქმნების შესაბამისი §(0) 
მატრიცაც ვიპოვეთ. საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ რადგან 0+=-- 0, ამიტომ 

(ა)+(0) =§4(0), |(§) 1(0))“+ = 5-0), (135,49) 

ე. ი. სისტემის გადატანის შესაბამისი CX0) მატრიცა ერმიტულია. 

ბოლოს ვიპოვოთ ინვერსიის შესაბამისი §--მატრიცაც. ამ მატრიცის (135,32) 
და (135,25”) ფორმულებიდან განსასაზღვრავად გვექნება: 

0+++,9=0, (L=1, 2, 3) (135,50) 
CV, = წკ9. (135,51) 

მაშასადამე, C9-მატრიცა კომუტატურია 'წკ-თან, დანარჩენ +-მატრიცებთან კი -–- 

ანტიკომუტატური, ამიტომ, ცხადია §!-მატრიცა შეგვიძლია ავირჩიოთ შემდეგი 

სახით: 1 
0=C-1=+/,. (135,52) 

ამგვარად, დირაკის განტოლების ინვარიანტობა ლორენცის ზოგადი გარდაქმნების 

მიმართ დამტკიცებულია. 

აღსანიშნავია, რომ განხილული წრფივი გარდაქმნების დროს იცვლება დირა»- 

კის ბისპინორიც, ამიტომ დამატებით საჭიროა დამტკიცდეს, რომ ტალღური ფუნ4კ- 

ციით განმარტებულ ფიზიკურ სიდიდეებს კოორდინატთა (135,17) გარდაქმნისას 

ექნებათ ტრანსფორმაციის სწორი თვისებები. სახელდობრ, ვექტორს უნდა ჰქონ- 

დეს ვექტორისათვის დამახასიათებელი გარდაქმნის თვისება, სკალარს –- სკალარისა 

და ა. შ. ამისათვის საკმარისი იქნება ვაჩვენოთ, რომ დენის ვექტორი 4 და 1 

სიდიდე, სადაც 2 ალბათობის სიმკვრივეა, გარდაიქმნებიან «როგორც კოორდინა- 

ტები, ე. ი. ადგენენ ოთხვექტორს. 

როგორც ვიცით, დენის ოთხვექტორი ასე განიმარტება: 

ძ.=17C/,Vს. (135,521) 

(135,29) ფორმულის თანახმად, 1)=52?“ 1 IV, ხოლო 1)“ == V”+ (0 1)+, საჭიროა ვი- 

-პოვოთ “%=%V+ “კ, ამიტომ წინა ტოლობის მარჯენიდან /კ-ზე გამრავლებით, გვექ- 

„ნება 

%=V (0-2)? (კ-=%" + (0 1)“ +, (135,54) 
საიდანაც მივიღებთ 

10=%' +, (6 2)++,. (135,55) 
ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

«) (09-#)+/, = 0. (135,56) 

მართლაც, ნამდვილი მობრუნების დროს C) უნიტარულია, ამიტომ (§)-1)+=§); 
გარდა ამისა, ნამდვილი მობრუნების შესაბამისი §--მატრიცა კომუტატურია #ჯ-თან; 
“ 

1 5§-მატრიცა შეგვიძლია ავილოთ 0/კ, სახითაც, სადაც) C-ნებისმიერი რიცხვია. 
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მაშასადამე, (135,56)-ის სამართლიანობა ამ შემთხვევაშიაც დამტკიცებულია, წარ- 

მოსახვით კუთხეზე მობრუნებისას §)+=6), ამიტომ (0-1))+= 6-1 და 

L:) . ნ 
7, 0 /,=% C 2 +1) 1ა 510 +) “#„= 008 ––-ი 818 2-=9, (135,57) 

დაბოლოს, არეკლის დროს ,0=4,, ამიტომ §ჰ1=+, და (0“)+=+,. ამგვარად, 

(135,56) ფორმულის სამართლიანობა ზოგად წემთხვევაში დამტკიცებულია. 

-ფუნქციისათვის საბოლოოდ გვაქვს შემდეგი გარდაქმნის კანონი: 

%=V” 9. (135,58) 

დენის ვექტორი სათანადოდ გარდაიქმნება შემდეგი ფორმულით: 

ძა.=16V 9, (“1 (135,59) 

თუ (135.31) გამოსახულებას , გავამრავლებთ #იჯგ კოეფიციეპტზე, ავჯამავთ V-თი 
და გავითვალისწინებთ (135,18) ორთო-ნორმირების პირობებს, მივიღებთ 

CV, 0-1=ი,, ხლ (135,60) 

ამ გამოსახულების (134,59) ფორმულებში შეტანით საბოლოოდ გეექნება 

ძ„ა=0. (1-V VIV)=0- (135,61) 
რაც წარმოადგენს ოთხეექტორის გარდაქმნის კანონს, ამგვარად, ჩვენ დავამტკი– 

ცეთ, რომ ლორენცის ზოგადი გარდაქმნებისას დირაკის განტოლება ინვარიანტუ– 
ლი დარჩება, ხოლო ტალღური ფუნქცია ისე იცვლება, რომ მისი საშუალებით 
განსაზღვრულ ფიზიკურ სიდიდეებს ტრანსფორმაციის სწორი თვისებები გააჩნიათ. 

საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ ინვერსიის დროს ია=-ი,, (V, (+%4) 

და (135,6)) ტოლობიდან დენის ვექტორისათკის გვექნება I =–-ჰ1, ე. ი. 

·“ (7). წი /ვ) შეგეიძლია განვიხილოთ როგორც პოლარული ვექტორ-; ცხადია, 
იგივე ეხება თ(თ,. თ,, თ.)-ვექტორსაც-. 

არეკვლის დროს ტალღური ფუნქცია შეიცვლება კანონით 

VI 

MV=”ას= I “I. (135,62) 
– ა 

ბ– V, 

მაშასადამე, ინვერსიის” დროს ბისპინორის ორი ზედა კომპონენტი ნიშანს არ 

იცვლის, მაშინ როცა ქვედა ორის ნიშანი იცვლება საწინააღმდეგოთი. ამგვარად, 

ჩვენს მიერ შემოღებულ (131,26) გამოსახულებაში დ ყოფილი ნამდვილი სპინო- 
რი, X კ0 –– ფსევდოსპინორე. 

დროის ინვერსია. დროის ინვერსია შრედინგერის განტოლებაში, სადაც ვგუ“ 

ლისხმობდით, რომ ჰამილტონიანი ნამდვილი სიდიდეა (წ მ. » ეკვივალენტური 

იყო კომპლექსურად შეუღლებულ ფუნქციაზე გადასვლისა, დირაკის განტოლებაში 
კი (=> --# გარდაქმნა ეკვივალენტური აღარ არის + ფუნქციის 1”-თი შეცვლისა. 
ეს იმის შედეგია, რომ დირაკის თეორიაში ჰამილტონიანი არ წარმოადგენს ნამდ- 
ვილ სიდიდეს. მართლაც, განტოლებას 

= >“ 0. ყ.დ –ი (0025,63) 
კმ?



აღარ აქვს ინვარიანტული სახე. დიCრაკის წარმოდგენაში თ,-მატრიცა წმინდა წარ- 

მოსახვითია და. რადგან ჩ' = –ი „ ამიტომ 

#5=0- თ 0,-+-თ,ჩ,-- თე ჩ,+თ, XII, (135,64) 
რომელიც, მართლაც, არ უდრის წელი მოვითხოვოთ, რომ ჰამილტონიანი თავისი 

კომპლექსურად შეუღლებული ოპერატორისაგან განსხვავდებოდეს დროზე დამოუ- 

კიდებული უნიტარული 8 გარდაქმნით. ე. ი. 

სწ=8/'8-), (§§+=8+8=1) (135,65) 
მაშინ, თუ (135,63)-ს მარცხნიდან გავამრავლებთ 8-ზე, ხოლო 1-ს წარმოვიდ- 

გენთ 5-1 §V?--სახით, განტოლება ინვარიანტული გახდება 

წ. 2; |§%" C, – 1)1 = #IL5V" (C -– #)I. (135,66) 

მაშასადამე, L–> –– ჯ გარდაქმნას შეესაბამება ფუნქცია 

%. (+, ჯ11)=5V" C, –– ს). (135,67) 

ადვილად ვიპოვით §-მატრიცის სახეს. (135,64) და (135,65) ფორმულების თანახ- 

მად გვექნება 
5თ,=-თ, 5, 5თ,=თ,95, 5თვ= –- თვ8, 5თაკ=თ,5. (135,68) 

ამ ტოლობებს კი აკმაყოფილებს, მაგალითად, 8§=78-1=+- 1თ,თკ. ამგვარად, დირა- 
კის წარმოდგენაში #->--ჯ გარდაქმნას “შეესაბამება + = + ვთ, თვ 1) (I, –– /) 
ფუნქცია. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ პაულის განტოლების შემთხვევაში 

+ =თა +" (I, – ს. 

§ 130. დირაკის ფუნქციის თვისებები კოორდინატთა 
წრფივი ორთოგონალური გარდაქმნის დროს 

შევისწავლოთ, თუ როგორ გარდაიქმნება დირაკის ფუნქცია 

/ VI 

ჯ=| (136,1) 
1 

% 

კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნისას. როგორც ვიცით ამ გარდაქმნის დროს მი- 
იღება ახალი +, ფუნქცია, რომელიც ძველთან დაკავშირებულია ფორმულით 

VI = CV (136,2) 
C0-ოპერატორის სახე ნებისმიერი კერძო სახის გარდაქმნისათვის ჩვენ წინა პარაგ–- 

რაფში ვიპოვეთ. მაგალითად, V-ღერძის მიმართ რაიმე დ კუთხეზე მობრუნებისას 

დ, მატრიცას ექნება სახე 

0,= ი03-7- – ია 8ი შ-ს (136,3) 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 4) /გ= –- 9,, ამიტომ მატრიცულად 9, ასეთ სახეს ღე- 
ბულო ბს 

გი8



005 + –8 # 0 0 
2 2 

810 + 003 #7 0 0 
2 2 

(CV) = (136,4) 
0 0 009 -- –- ყე”. 

2 

0 0 810 12 608 -- 
2 2 

#«-ღერძის ირგვლივ მობრუნება ხორციელდება მატრიცით 

დ : დ C',=008 2 XI 7310 -ე- · (136,5) 

რადგან #, “ე =10;, ამიტომ §), მატრიცას ექნება სახე 

| გ--Iთ/2 0 0 0 

0 'თშ2 0 0 
ი,თ · ” : · (136,6) 

0 0 ტ--Iი/2 0 

0 0 0 გ!'“/2 

დაბოლოს, ჯ-ღერძის ირგვლიე მობრუნებისას 

C.=008 + – 4; V/ვ 31V + (136.7) 
2 2 

ან, რადგან ჯგჯე=1თ, ამიტომ 

იი #90“ 0 0 I 
2 2 

15)ი 2 005 > 0 0 

§),(დ)= დ (136,8) 
0 0 ი09-- 7890-+ 

2 2 

0 0 (მი“- 008 + 
2 2 

როგორც ვხედავთ ამ მატრიცებს კვაზიდიაგონალური ფორმა აქეთ. 

ვიპოვოთ (136,2) გარდაქმნა როცა ადგილი აქვს სისტემის მობრუნებას 

ჯ-ღერძის ირგელივ. თუ შევიტანთ 9„(დ) მატრიცის (136,8მ0 მნიშვნელობას და 

მოვახდენთ გამრავლებას, გვექნება 

“ს; = 008 + %, +1 519 + 

(136,9) 
%;ე=131ი + %,+ 6005 ჯV 
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-. ჯ? .: % 
Vე=00§8 –- VI - 2 IV -“– 1). ყ 2 შპ 2 IM 

(136,10) 
–_.. , დ 

"გ=71 II –-– V:33:2005 ––– “კ. VI 2 (ვ + 2 I 

ჩვენ ვხედავთ, რომ კოორდინატთა სისტემის მობრუნებისას (X-ღერძის ირ- 
გვლივ) V: ფუნქციის პირველი ორი V:,, და V, კომპონენტი გარდაიქმნება ახალ VI 

და V კომპონენტებად, ისევე როგორც ე და VI, კომპონენტი გარდაიქმნება V:ე 

და V; კომპონენტად. 
ისეთ ორ +, და VI, სიდიდეს, რომელიც კოორდინატთა სისტემის მობრენე- 

ბისას გარდაიქმნება კანონით: 

1); = CV), + §V',, 

V = 17%), + 2%'., 

(136,11) 

უწოდებენ სპინორს. თ, ქ, 7, 2 გარკვეულ პირობებს აკმაყოფილებენ და მათ 

კეილი-კლეინის პარამეტრეჯს უწოდებენ. როცა C 2, ე. ი. როცა სისტემა ერთ 

სრულ ბრუნს ასრულებს, მაშინ 1” = §ჩ(Cდ) 1) = (თა 2. –- %;%, 510 +) 1=–V, 

ი. სისტემის 2ჯ კუთხეზე შემობრუნებისას სპინორი იცვლის ნიშანს. 

ამგვარად, დირაკის განტოლების ამონახსნი ყოფილა ორი სპინორის ერთობ- 

ლიობა:. ენახოთ, რა განსხვავება არსებობს ამ ორ სპინორს ორის. ამისათვის გან- 

ვიხილოთ სისტემის ღერძების ინვერსია. როგო“ც ვიცით, ასეთი გარდაქმნის დროს 

(:=Vწკ. მაშასადამე, 

“2. V, 

VI” =4, %) = VI. (136,12) 
–1ყ 

– IM 

აქედან უნდა დავასკვნათ, რომ პირველი სპინორი ინვერსიისას არ იცვლება, მეორე 

კი იცვლის ნიშანს. პირველს ნაპდვილ სპინორს უწოდებენ, მეორეს -– ფსევდოსპი- 
ნორს. ისეთი ოთხი სიდიდის ერთობლიობას, რომელთაგან ორი ნამდვილ სპინორს 

ადგენს, ორი კი ფსევდოსპინორს, უწოდებენ ბისპინორს. შემდგომში სპინორს 

აღვნიშნავთ თ--თი ფსევდოსპინორს კი წ7-თი. მათთვის დირაკის განტოლება ჩა- 

იწერება შემდეგი სახით: 
თ , 

1 <-=ი() ჩი) # ++ 1)16” 97, 
' (136,13) 

1ჩ ს უცვვ „ს თ –- »0“7. 

დირაკის განტოლებას ამ სახით ხმირად იყენებენ კონკრეტული ამოცანების გან- 

ხილვის დროს. 
საინტერესოა ვიპოვოთ მატრიცა, რომელიც შეესაბამება ერთი კოორდინატ. 

თა სისტემის მეორეს მიმართ სათავის ირგვლივ ნებისმიერ მობრუნებას, როგორც 

ცნობილია ეს მობრუნება ხორციელდება ეილერის კუთხეების საშუალებით. კერ- 
ძოდ, ნებისმიერი ორიენტაცია კოორდინატთა სისტემებისა ერთმანეთის მიმართ 

რეიძლება განვახორციელოთ სამი მობრუნებით. პირველია მობრუნება #-ღერძის 
ირგვლივ «-კუთხეზე, მეორე კვ:ნძთა ღერძის ირგვლივ ს-კუთხეზე, ხოლო მესამე 
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უკანასკნელი მობრენებისას მიღებული ახალი სისტემის გ-ღერძის ირგვლივ –– 

კუთხეზე. რადგან თანმიმდევრიღლი მობრუნებების დროს მატრიცები მრავლდება, 
ამიტომ საერთო გარდაქმნას შეესაბამება მატრიცათა ნამრავლი 9ე(V.)§2,(0)0,(ჯ), ე. ი. 

  

( 
005 ს. 250 ს. 0 0 

. 2 2 

6 -IV20 0 0 ი ი 

0 2 0 0 180 ->- 608 -- 0 0 I 

9 0 -IM/2 0 '(.06 0 ____.. 

0 0 0 ცIი/2 2 

0 0 190 – 08 - > 
2 2 

| -I!თ2 0 0 0 

' I§/2 0 
1 ” მ . (136,14) 

9 0 გ“ 'ყ2 0 

| 0 0 0 გ!'თ/2 

მატრიცათა გამრავლების წესის გამოყენებით მივიღებთ 

C (დ, 8, #)= 

-.LVდ·+ ნ +C- ხ 
2 28 ა აი§ დ: შუყი 0 0 

2 2 

ა–ღებბებ'.. 6 ჯ “5 I9-9) ყი -ე > რ6+M ეყ 2 0 · 

= ; : · (136,15) +რთ. +V- 0 ი –3ი ლევ ს ჯი ხეეს 

2 

საერ“ '–“ 
0 0 26 1. შვი გ.” VI იყ მ. 

ამ მატრიცით გარდაქმნილი დირაკის ფუნქცია (XI, 1) და (I, VI) სპინორები– 
სათვის მოგვცემს (136,11) ტიპის გარდაქმნას, სადაც 

-L 0 თ-ს) . მ => (თC+VI ცეც 3. 8= 1: შყი--, 

(L36,16) 
- (და) .. 0 –- 4 86 

+7=16 2 9-M) 30--) 2-1 აივ –-. 

მაშასადამე, კეილი-კლეინის პარამეტრები გამოვხატეთ ეილერის კუთხეებით. 

§ 187. დირაკის მატრიცების სხვადასხვა წარმოდგენა 

არსებობს დირაკის მატრიცების სხვადასხვა არჩევის შესაძლებლობა ან, რო- 

გორც ამბობენ, სხვადასხვა წარმოდგენა, ამასთან დირაკის განტოლებიდან გამომ- 
დინარე შედეგები საბოლოო ჯამში ამ წარმოდგენაზე დამოკიდებული არ არის. 
სხვადასხვა წარმოდგენის მატრიცებს მოეთხოვება მხოლოდ ის, რომ ისინი დირა- 

კის პირობებს აკმაყოფილებდნენ, სხვა მხრევ ისინი ნებისმიერია ღა შეიძლება 
ერმიტულებიც არ იყვნენ. სხვადასხვა სახელმძღვანელოში ხშირად სხვადასხვა წარ- 
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მოდგენის მატრიცებით სარგებლობენ, ამიტომ სასარგებლოა ამ წარმოდგენათა 

განხილვა. 

დირაკის წარმოდგენა. ჩვენს მიერ შერჩეული წარმოდგენა 

თხ%=00 რკ=0ვ, (137,1) 

სადაც 0, 0, ივ და თ მატრიცები განისაზღვრება (131,8') და (131,10) ფორმუ- 

ლებით, ცნობილი: დირაკის წარმოდგენის სახელწოდებით. დირაკის წარმოდგენას 
ის უპირატესობა აქვს, “ომ მასში თ მატრიცები უნიტარულებიცაა და ერმიტე- 

ლებიც. როგორც ვნახეთ, ამ წარმოდგენაში ჯ» მატრიცებს 

X=-- 23თ, V=C,, /5 ==) V2 V3 037,2) 
აქვს შემდეგი სახე: იე ეი01 

მ –- უც 1 0 0 1 – , “= –_ =-ი. (137,3 I (> 0 ) “4 (CL ე 5 (C, ი) 0, ( ) 

ამასთან მატრიცების თითოეული ელემენტი წარმოადგენს მეორე რანგის მატრიცას. 
მაიორანას წარმოდგენა. ხშირად ხელსაყრელია ისეთი წარმოდგენის არჩევა, 

როცა თ, თ,.. თვ ნამდვილი მატრიცებია, თ, კი –- წმინდა წარმოსახვითი. ასეთი 

წარმოდგენა იქნება მაგალითად, 

თ,=0,ცCთ,, თა=0ჰ0ვ, თვ=0, თე, Cკ =0, თე. (137,4) 

ამ წარმოდგენაში / მატრიცებს ექნება სახე (7=--?თ,კ თ, «+,=თა) 

V,=–- 1თ:ე0)=-–- თვ 

V2=- –– 10) 0ვ თე = –– 0: თე (137,5) 
წე=“-?წეთე=0, 

V4= 0, ლე. 

ამკარაა, რომ ჯე მატრიცა მაიორანას წარმოდგენაში იქნება 

%5= VI 2 V/2 V == -L- 2C, თე თე =- –– 0ვ თე (137,6) 

ლი და იანგის წარმოდგენა. ლიმ და იანგმა შემოიღეს ახალი წარმოდგენა. 
ამ წარმოდგენაში თ მატრიცები კვლავინღებურად შემდეგი ფორმულებით განისა- 
ზღვრება: 

თ=0,თ და თ,=0ე(=მ8), (137,7) 

2 მატრიცებისათვის კი შემოღებულია წარმოდგენა 

1.0 0 ჯ 0 1 = ს 0:= : 0.= · 137,8 0, C ე) (2 C ი) მე C 8 (137,8) 

ი 0 01 = = · 137,9 
2 (C _ ი). “ა C 8 ( ) 

ამ წარმოდგენაში «+ მატრიცისათვის გვექნება 

_ :8:= 0 1ფ9 _ =L 1 
VI. _ უმ ი) Vგ=0ვ 1.0 

_ –10 
“5 = VI /5 (ვ (4==““ 01= 01/“ 

ამიტომ 

(137,10) 

შემდეგში, სადაც სპეციალურად არ იქნება აღნიშნული, ყველგან ვისარგებლებთ 
დირაკის წარმოდგენით, 
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§ 138. დირაკისა და პაულის მატრიცების %ოგადი თვისებები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ დირაკისა და პაულის მატრიცების იმ 
ზოგად თვისებებს, რომლებიც დიდ როლს ასრულებენ სხვადასხვა კონკრეტული 

ამოცანების განხილვის დროს. 

ვიპოვოთ, რის ტოლია თ,თ; ნამრავლი. ჯერ განეიხ-ლოთ თ,თ,; სიდიდე. 
თანახმად (131,14)-ისა, გვექნება: 

0001 (0 00-–; 1.00 0 
0010(|/|/0 0; 0 0 –;0 0 

თ. თ. = = =1ფთვ. 138,1 
1%1(10100!)|I0-–;ჯ0 0 ი 0; ი)“. (138.1) 

10007M 00 0 0 00-; 

ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

თვ თე=1C,, C,თე=-- 10; და ა, შ, (138,1”) 

ეს ნამრავლები შეგვიძლია ჩავწეროთ მესამე რანგის სრულიად ანტისიმეტრიული 

ერთეულოვანი §,,, ტენზორის საშუალებით; სახელდობრ, 

თ,თ=76,,,09- (1%XL=1, 2, 3). (138,2) 

რადგან თ,)=0,C,, ხოლო თ·=0,0,, ამიტომ (138,2) ფორმულის თანახმად გვექ- 
ნება: 

თ,C·=0,) CI 0, –=0, 9)0=0)/0, =18/ს| 9I· (138,3) 

ასევე, რადგან +ე)=--1თ>,Cთ, და IV=--!წ-რ, მივიღებთ 

“I=1ხყსთ (1#%#=1, 2, 3). (138,4) 

როცა 1=X, მაშინ +ჯ7=თჯ=07=1 და, მაშასადამე, ზოგადად შეიძლება დავწეროთ 
(გავიხსენოთ, რომ, როცა რომელიმე ორი ინდექსი ერთმანეთის ტოლია, §6,,,=0): 

თ,თM=9).+18/)5ი (138,5) 

თ)0»=0)+18/V9ი (138,6) 

+, 7=95)M+18/+IწI (138,7) 

ახლა ვიპოვოთ, რის ტოლია (თ, თ, –– თ, C,)) კომუტატორი. რადგან მ/#=6#), 

ხოლო 8,,,=– §,), (138,5) ფორმულა მოგვცემს 

Cთ) ი-ი, თ,=218/M შ,. (138,8) 

ანალოგიურად გვექნება 
თ)ძს – 9„9)=V, II-- V, ",= 216) 9I- (138,9) 

პუასონის ფრჩხილებისათვის კი მივიღებთ 

2 
(თკ, თL1==|0), 9#=LV,: VI=- + C/, მ! (138,10) 

(136,5) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ 

თ)თL+ თLC)= 20), (138,11) 

რაც ემთხვევა დირაკის პირობას. 
კივ



ზემოთ მიღებული ფორმულები სამართლიანი იქნება პაულის 99, თყ, თ 

მატრიცებისაჯვისაც. კერძოდ, 

C; 0ჯ=6)#+!დ), 9/. I 

თ1 0: -–- 9LC1=2(0),, 97, 
7 #)/ “ (დM I (118,12) 

ი 0ი1– 2 რ ი 
IC, თ:)1=– წ MM V- 

ვაჩვენოთ, რომ პაულის თ), C9, 09 სამი მატრიცა, ისევე როგორც დირაკის 

>, C, თვ მატრიცები, ვექტორის კომპონენტებს წარმოადგენს. ამისათვის საჭიროა 

ვაჩვენოთ, რომ ისინი სისტემის მობრუნებისას ისევე გარჯაიქმნებიან როგორც 

კოორდინატები!?, ე. ი. როგორც 

Xჯ=0ძ)L ”. (1=), 2, 3), (138,13) 

სადაც გარდაქმნის თ,, კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ პირობებს 

ისმო!=ძI0|ო=0გი· (138,13”) 

პაულის და დირაკის მატრიცების ვექტორული ხასიათის დასადგენად საკმარისია 

ვაჩვენოთ, რომ ახალ სისტე!აშიაც ამ მატრიცებს ისეთივე თვისებები აქვს, რაც 

ძველში. დავამტკიცოთ, რომ ახალ სისტემაშიაც დაცულია დირაკის პირობა 

თ, თ.+ თ, თჯ=26კ,- 

დავწეროთ გარდაქმნის კანონები თ; და თ;-სათვის;: 

თ,=ის. თით. რC6=თბი რი 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობები წინა ტოლობაში და გავითვალისწინოთ (138,139 

ფორმულა. გვექნება 

თ; თ.-+თ, თ; = თო ისი რო “ი + ისი 0(თ თთ თი= თ) 6 (თ, თ, 1- თე თ.გ) = 

=0ძ,თ0ჩი ' 20, ა == 20), Cსთ = 26/). 

ამგვარად, თL(თ,, «, თ) წარმოადგენს ვექტირს, სრულიად ანალოგიურად 
ვაჩვენებთ, რომ თ (99, თ9, თC:)-იც ვექტორია. რადგან 600) ვექტორი დაკავშირებუ- 

ლია სპინთან, ეს უკანასკნელი კი, როგორც ყოველი მომენტის გამომხატველი ვექ- 
ტორი, არის აქსიალური, ამიტომ აქსიალური · იქნება 0? ვექტორიც (ე. წ. ფსევდო- 
ვექტორი), ე. ი საკოორდინატო ღერძების ინვერსიისას მისი კომპონენტები ნიშანს 

არ შეიცვლის, რაც შეეხება თ ვექტორს, ღერძების არეკვლისას #,, იკ, 0; ნიშანს 
იცვლის, ამიტომ თ,. თ,, თ; კომპონენტებიც ნიშანს უნდა იცვლიდეს, რადგან (თი) 
სიდიდე, რომელიც დირაკის განტოლებაში “შედის, ნამდვილი სკალარი უნდა იყოს. 
ამგვარად, თ ყოფილა პოლარული ვექტორი. ასევე ვაჩვენებთ, რომ დირაკის 
(თ,. 9, 9) სპინური მატრიცები ადგენს აქსიალურ ვექტორს. 

შეიძლება ჩვენება, რომ 1, 0თ%. C§, 00 წარმოადგენს სრულ სისტემას, ე. ი, 

ნებისმიერი მეორე რანგის მატრიცა წეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ამ ოთხი მეორე 
რანგის მატრიცის წრფივი კომბინაციის საშუალებით. ამ წარმოდგენას აქვს შემ- 
დეგი სახე: 

1 უველ. მამრავლდი, საღაც კი ორი ერთნაირი ინდექსი შეგეხედება, იგულისხმება აჯამვა 

ამ ინდექსის 6ი?ართ, 
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4 49) -L 1 2) ი 
4. 4» 2 (4, +-4ა:) (C I (4, L4,) თ ++ 

+(4ც– 4.)თ+IV(4ც – #)თ L (138,14) 

ერთეულოვანი მატრ«ცისა და დირაკის მატრიცების საშუალებით «ეიძლება შედ- 

გეს თექესმეტი მატრიცა, რომელიც ქმნის სრულ სისტემას. ამ მატრიცებად შეგ- 
ვ-ძლია ავარჩიოთ: 

1, 4) თ, თუა მს ჩ.. (2) (138,15) 

მ,9,. 0,C.. 0,Cვ, 0,9), იაში. მ:თვ, ჩეული. მათა, ჩევ. 

1, 7). #/>» /ე! '/4 

4V,/2. ?V/ წე: ?VIV. ?/ეVვ, ?/0/ა. 2/3V% (138,159 

27)V/2Vვ, ?7/(VI II) 71/12/60, ?/0/3V/+- 

VII2I3(4= V5 

დირაკის ამ მატრიცებიდან უოველთვის შეგვიძლია შევარჩიოთ ისეთი ოთხი მატ- 
რიცა, რომლებიც დირაკის პირობებს აკმაყოფილებენ. დირაკის ოთხი მატრიცის 

ასეთ შერჩევას, როგორც ვიცით, წარმოდგენის შერჩევას უწოდებენ. აღვნიშნოთ, 

რომ წარმოდგენა შეგვიძლია შევარჩიოთ სხვადასხვა გზით. ამასთან თითოეულ 
წარმოდგენაში არსებობს მეხუთე მატრიცაც, რომელიც აგრეთვე დირაკის პირო– 

ბებს აკმაყოფილებს. ეს მეხუთე მატრიცა მიიღება წარმოდგენის ოთხივე მატრი- 
ცის გადამრავლებით, ასე მაგალითად, დირაკის წარმოდგენაში გვაქვს ოთხი მატ- 

რიცა 7, ა. (ვ, წ ხოლო მეხეთე დირაკის მატრიცა ტოლი იქნება /=+V,V2V3VL' 
აღსანიშნავია, რომ დირაკის /-მატრიცებიდან სულ შეგვიძლია შევადგინოთ 6 და– 

მოუკიდებელი წარმოდგენა. ეს წარმოდგენებია: (7), “გ. “ვ. V. “5); (VI. VI. VIვა 
“წ: წუეა); (Xი. /Iი, /2ვ. წი, /I5ჭ); (Vვ, VIვ, (23, Vე(ს, I”) (VI VI, I9ა: “ვ 
შევე); (V5) /I95' VII. /(ე§, V§34)) სადაე VI... =V; VI VI '../თ' 

ზოგიერთი მნიშვნელოვანი ფორმულა. ვიპოვოთ, რის ტოლია (6Xთ) ვექ- 
ტორული ნამრავლი. რადგან თ, მატრიცები არაკომუტატური მატრიცებია, ამი- 

ტომ ეს ვექტორული ნამრავლი ნულის ტოლი არ არის. ვექტორული ნამრავლის 
განმარტებით (MX 8),= 8,.1 4: 8,, სადაც 6, მესამე რანგის ანტისიმეტრიული 

ერთეულოვანი ტენზორია, გეექნება 

IთC>:0თ), = 5,,|9L I; (138,16) 

ძ, 9, ნამრავლისათვის გამოვიყენოთ (139,6) ფორმულა, მივიღებთ 

(IთX01, = 8).|9M! + 16, 9) =1C)) დოM9» (138,17) 

აქ ჩეენ გავითვალისწინეთ, «ომ #§,,, ტენზორის ანტისიმეტრიულობის გამო 

იი 2,|/=86,,,/=0 და 8ო= დი ახლა გავიხსენოთ, რომ 

წას რის, 29კთ: (138,18”) 

1 ჯ-მამრაელი შემოღენულია 0მ მისნით, რომ ყველა მატრ-ცა ერმიტული იჯოს. ჯ მატრC- 

ტების ორმაგ და სამმაგ ნამრავლებს ხშირად ასე აღნიშნავენ; 

  

7,ს- 7, 7, (ჩ</=), 2, 3, 4) 

7.)|=!7, 7, 7, (L1<1<1=1),2, 3, 4 
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მაშინ (138,17)-დან მ/,-ით ფილტრაციის ჩატარების შედეგად დაგვრჩება 

Iთღ». თ),1= 210) (138,18) 
ან, თვით ვექტორისათკვის 

Iთღ>X თ) = 210. (138,19) 

ამ ტოლობას თუ 60ჯ= 1-ზე გავამრავლებთ და გავიხსენებთ, რომ 0)თ=C მივიღებთ 

წთX თ) = 21თ. (138,20) 

რადგან თ=I+X,4, ამიტომ გვექნება 

IV X V) = 216. (138,21) 

იგივე ფორმულას პაულის 0? მატრიცებისათვის ექნება სახე 

(ძფ9X თ%) = 2:0ჰ. (138,22) 

ახლა გამოვიყვანოთ მეტად მნიშვნელოვანი ფორმულა (0თ#) (თს) ნამრავლი- 

სათვის, სადაც # და 8 ვექტორების მდგენელები კომუტატურია თ, მატრიცებ- 
თან, სხვა შეზღუდვა # და ვექტორის მდგენელებს არ ედება. ცხადია, რომ 

(0) (08) = (თ, /1)) (0, 8,)=) 9, 4, 8... (138,23) 

გამოვიყენოთ (138,6) ფორმულა; მივიღებთ 

(თ/4) (თ#3) = (6/I+:8/,, 9,)) 4, 8.=4, 8,+1:8,/ თ, 4, 8, = 

= (#8) +10,(MX8I,- (138,24) 
მაშასადამე, 

(თ/4) (თო13)= (#8) -L2 (თ (MX 8)). (138,25) 

სრულიად ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ფორმულების სამართლიანობა: 

(თ/) (8) =(#8)-L1 (თ (MX 8)), (138,26) 

(+) (78) = (#8) +1(ი (M%#X 8)), (138,27) 

(თმ MM) (ფ9მ 8) = (#ს8) + ჯ (იომ (M%X 8)). (138,28) 

ამ კერძო შემთხევევაში, როცა #=L8 გვექნება 

(თ/#ს)?== /ს? +? (თ (MX #)), (138,29) 

როცა # ვექტორის კომპთნენტები ერთმანეთთან კომუტატურია, მაშინ 

(თ/%)? = #1. (138,30) 
ასევე, 

(თ#)?= (/#)“= #?; (თმ #ს)? = /M?. (1 38,31) 

როცა ”=/# ერთეულოვანი ვექტორია, მაშინ 

(თი)?=(Cი)?=(X»ი)ბ=1, (თმ ი)?=1. (138,32) 

ვთქვათ #=I და 8-ი, სადაც 1 ორბიტალური მომენტის ოპერატორია ჩ კი 

იმპულსის. რადგან ძ ი)=(ILX9) ი)=0, ამიტომ 

(Cთ1) (თი) = §(თIIX 91) (138,33) 
%ოგიერთი გამოსახულების შპურის გამოთვლა. მთელ რიგ თეორიულ გამო- 

თვლებში ხშირად საჭიროა ზემოთ განხილული მატრიცების: და მათი ნამრავლე- 
ბის მპურების (კვალების) პოვნა, ამასოან, გავიხსენოთ, რომ შპური ეწოდება 

დიაგონალური ელემენტების ჯამს. აშკარაა 
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5ით,=3ით,=8980ი7,=0, 30071=0. (ჯ=1, 2, 3) (139,34) 

აგრეთვე ცხადია, რომ ერთეულოიანი მატრიცის შპური ტოლია მატრიცის რან- 

გისა. ასე რომ, მეორე რანგის ერთეულოვანი მატრიცის შპური ტოლი იქნება 
2-ის, მეოთხე რანგისა კი 4-ის, ამიტომ 

5ი თ. =8იCთ) =8ით) =2, (138,35) 

80თ:=53იCთC:=5)ლ03=3ი თCჯ=..-.=50 /1=4. (138,36) 

ახლა განვიხილოთ შპური პაულის მატრიცების ნამრავლებიდან. (138,12) ფორ- 

მულის თანახმად 

50 07 9(=80 (09, +726, 597)=9/ს 3ი1 +286), 50 თ =95/ 80) 

მაშასადამე, 8ი თ თ:=28/,. (138,37) 

ადვილად ვიპოვით (09 #) (ძმ 8) ნამრავლის შპურს. ცხადია, რომ 

8ი (09) (0მ 8) = 5) C1 9; 4, 8ს=5ი (2190 /, 8,= 
=22/ 4) 3.= 2:48); (138,38) 

ფი (იმ #) (0? 8)=2(#48). (138,39) 
ვიპოვოთ 570 (C/ 69ჯC)). (138,12) ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ 

8ი (01C109)=5/ი (5/)+:6,., 90) 7= 26/ა 50 99), 

მაშასადამე, 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 8/ი (თე C,) =25,,, მივიღებთ 

5ი (07 0:0))=218//' (138,40) 

ამის შემდეგ ადვილად ვიპოვით, რომ 

80 (09 /V) (თ? 8) (თმ C) = ,1, 8, C, 850 (07 C-C/)= 26, 4) 8. C, 

თუ გავიხსენებთ 8 და C ვექტორების ვექტორული ნამრავლის §,,, ტენხორით 

წარმოდგენას, გვექნება 

ფი (თი #)) (99 8) (0-C)= 2ჯ/, C,,, 8» C,==214, |8XCI/, 
ს ნ. 

შემ 9ე (რს ჩა (09 8) (09C)=2((#(8XC)), (038,41) 
ახლა განვიხილოთ შპური 01 0 07 Cღ, ნამრავლიდან. გვექნება 

აი (9; თ: თ ლი) = 5ი (9/+16/» (18) (0,,+18,,» თა)= 

=20,ნოი- დ დ, თ. 80 (თათა). 

(138,37) ფორმულის თანახმად 8/ (თე 00)=22„,, ამიტომ თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ 
8 6Iთს =9)0ხთ – ნს)ფ მას (138,42) 

გვექნება –. – 9 
80 (C7 2:0CI CI.) = 20)ს0ე+ 20) 0MI –- 20, 0აი: (138,43) 

ამ ფორმულის გამოყენებით ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

ლ | ფმ (ცმ ტე) (ცმ 8) (099 C)| =2# (8C)-++2C (#8) –– 28(ტC).  (138,44) 

ანალოგიურ ფორმულებს ადგილი აქვთ თ, თ და #-მატრიცებისათვისაც. მაგალითად, 

8) თ, თ, =50 (0/+%8/)ე 90 = 45/- (138,45) 
ვ», ი. ვაშაკიძე, ვ. მამასახლისოვი, გ- ჰილაშეილი 497



თუ # და 8 ვექტორები კომუტატურია თ-მატრიცებთან, მაშინ 

5ი (თ#) (8) =4 (#8). (138,46) 
ასევე 

50 (ც, IV-)=46/» (138,47) 

80 (7#M) (78) = 4 (#8). (138,48) 
განვიხხილოთ 8§8ი(თ,თ, თ). ამ სიდიდის გამოხატვა 6,,, ტენზხორით აღარ 

შეიძლება, რადგან სამი პოლარული ვექტორის ნამრავლი პოლარული ტენზორია, 

მაშინ როცა 6,,, აქსიალურია. (138,5) ფორმულის გამოყენებით ადვილად დავი- 

ნახავთ, რომ 80 (თ, თე თე) =0, ხოლო 

50 (თ, თ, თ, თ) = 40, 0, + 40) 0! –- 40, 6გი. (138,49) 

ამ ფორმულის გამოყენებით ადვილად მივიღებთ 

8ი (თ (თტ) (თ8) (C)| =4# (8C) –– 48 (#C)+ 46 (#8). (138,50) 

ასევე ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

51 (თეთ, თ,)= 4165). (138,51) 
საიდანაც 

8ი (თ#) (თ8) (CC) = 42(MI8XCI) (138,52) 
ძნელი არ არის დამტკიცება, რომ 5=0(თ;თ, თუ თ|))= CI) (თ, თ. თ, 9), ამიტომ 

(138,49) ფორმულა სამართლიანი იქნება 8ი (თ; თ, თა C,)-ისთვისაც. 

§ 139. რელაბივისტური ინვარიანბები 

დირაკის მატრიცების საშუალებით რელატივისტური ინვარიანტების შედგე- 
ნას დიდი მნიშვნელობა აქვს ჩ- დაშლის თეორიაში, ელემენტარულ ნაწილაკთა ფი- 

ზიკაში და ატომბირთვის თეორიაში. ინვარიანტული სიდიდის ქვეშ ვგულისხმობთ 

სკალარულ სიდიდეს, რომელიც არ იცვლება კოორდინატთა სისტემის არც მობრუ- 

ნებისა და არც ინვერსიის დროს. სკალარული სიდიდე კი შეგვიძლია შევადგინოთ 

სხვადასხვა რანგის ტენზორების საშუალებით. ასე მაგალითად, თუ ჩვენ გვაქვს 
მეორე რანგის ორი ტენზორი 7, და 4», მაშინ ამ ტენხორთა გადამრავლებით 
დღა ორჯერ დაქვეითებით მივიღებთ სკალარ 7”, 4. სადაც § და #-თი იგული- 

სხმება აჯამვა. ამიტომ რელატივისტური ინვარიანტების მოსაძებნად საჭიროა დი- 

რაკის მატრიცების საშუალებით შევადგინოთ სხვადასხვა რანგის ტენზორები. ვი- 
სარგებლოთ დირაკის /-მატრიცებით, ხოლო დირაკის ტალღური ფუნქციისათვის 

%=%V#4, გამოსახულებით. 
როგორც ვიცით, ოთხვექტორი ეწოდება ისეთი ოთხი 4, სიდიდის ერთობ- 

ლიობას, რომლებიც კოორდინატთა სისტემის მობრუნებისას გარდაიქმნებიან რო- 

გორც კოორდინატები, ე. ი. კანონით 

4.=ძაა 4 (139,1) 
სადაც M#=1, 2, 3, 4 თავისუფალი ინდექსია, V=1, 2, 3, 4 კი მუნჯი, ასევე მეორე 

და მესამე რანგის ტენზორები ოთხგანზომილებიან სივრცეში განისაზღვრებიან 
ფორმულებით: 

2ს»=0)ს თ,ა 2 I (139,2) 

ჩყაე= 0), ი), რიუ ჩი (139,3) 

სადაც ძა» კოეფიციენტები მიმართულების კოსინუსებია,“ 
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დავამტკიცოთ, რომ დირაკის მატრიცებიდან შეგვიძლია შევადგინოთ შემ– 
დეგი ხუთი სხვადასხვა რანგის ტენზორი: 

4ი=VIM, (139,4) 

“ #4. =4%VXV, (139,5) 

4რაა=9წაV (+ % (139,6) 
რათ=0 IV ს (-2V6ო“.ს)  (139,7) 

49 == ას. (139,8) 

სადაც 4- არის ნულოვანი რანგის ტენზორი, ე. 0. სკალარი, /, –– პირველი რან- 

გის ტენზორი, ე. ი. ოთხვექტორი; #4,” -- მეორე რანგის ანტისიმეტტრიული ტენ- 
ზორია, 4აი კი -- მესამე რანგისა და ბოლოს ,14' ფსევდოსკალარია, 

თავდაპირველად აღვნიშნოთ, რომ ყველა აქ დაწერილი სიდიდე ერმიტულია, 

ხოლო +5=7) 10 /ვ /ყ. მივუთითოთ აგრეთვე, რომ უფრო მაღალი რანგის ტენ- 

ზორების შედგენა დირაკის ოთხი +«-მატრიციდან შეუძლებელია, რადგან ასეთი 

ტენზორები წინა პარაგრაფში განხილული ფორმულების გამოყენებით დაიყვანება 
ზემოთ დაწერილ გამოსახულებებზე. უფრო მეტიც, მესამე რანგის (139,7) ტენ- 

ზორი დაიყვანება გამოსახულებაზე 2957, 1), რომელიც, როგორც ქვევით ვაჩვე- 

ნებთ, წარმოადგენს ფსევდოვექტორს. მართლაც, მაგალითად, /11,,ვ=1VV5 /M %, 

4გვა= –- LVV 7) 1) და ა. შ. 
მაშასადამე, ზემოთ მოტანილი გამოსახულების ნაცვლად შეგვიძლია განვი– 

ხილოთ ტენზორები: 
/#40:=%V, –– სკალარი (139,9) 

48=%V§ %, –– ფსევდოსკალარი (139,10) 
4, = 9, V, –– ვექტორი (139,11) 

40) = CI V 1, –– ფსევდოვექტორი (139,12) 
4აკ,=2VMMV +, –- მეორე რანგის ანტისიმეტრიული ტენხორი (139,13) 

საჭიროა დავამტკიცოთ ამ გამოსახულებების სამართლიანობა, დირაკის განტოლე- 

ბის ინვარიანტობის საკითხის შესწავლის დროს ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ჰ.=10Mს ი 
წარმოადგენს ოთხვექტორს; მაშასადამე, 4, სიდიდე, რომელიც პროპორციულია 

დენის ოთხვექტორისა ძ. =04ს), წარმოადგენს ოთხვექტორს. 

(135,58) და (135,60) ფორმულების თანახმად 1) ფუნქციისა და ჯკ მატრი- 

ცებისათვის, წრფივი გარდაქმნების დროს, გვ:ქვს შემდეგი ფორმულები: 

%=V” 9; 7=9-1V” 039,14) 

C,, ა-1= 6, 1. (139,15) 

ვაჩვენოთ, რომ /7ე=4%M სკალარია„ გვექნება 

4ა=%ს=V 90-11 =V" L'=#:; (139,16) 
ამგვარად, 4ე მართლაც სკალარი ყოფილა; ამასთან, იგი იქნება ნამდვილი სკალა– 

რი, რამდენადაც კოორდინატთა ღერძების ინვერსიისას ნიშანს არ იცვლის. მთლია– 

ნობისათვის ერთხელ კიდევ ვაჩვენოთ, რომ 7, ოთხვექტორია; გვექნება 

4ა=%ს 1 = (V წ, 9-1 ს” 
ჯი



გამოვიყენოთ (139,15) გარდაქმნა; მივიღებთ 

#4.=+V (“ლორი V =0»” (IV 7» V9 =0V. 4. (139, 17) 

რაც, მართლაც, ოთხვექტორის გარდაქმნის კანონს წარმოადგენს. ახლა დავამტკი“ 
ცოთ, რომ 4, მეორე რანგის ტენზორია. მართლაც, 

4ია =1VV. “+ I) = VI 9 -V” ი (+ C- V 

ან, (139,15) გარდაქმნის გამოყენებით, გვექნება 

4აა=რია ში (ცე Vი #ი V')= ძია «ი» 4ჩგი (139,18) 

რაც წარმოადგენს მეორე რანგის ტენზორის გარდაქმნის კანონს. 
ახლა განვიხილოთ ,10 სიდიდე. რადგან ჯე კომუტატურია +, /» ნამრავლ- 

თან, ამიტომ იგი კომუტატურია () და დ! მატრიცებთანაც; რის გამო გვექნება 

#4: =1/ე)ს==V §2+კ 64-11 = + (61% = 46”, (139,19) 
ე. 0. ეს სიდიდე სკალარია სისტემის მობრუნების მიმართ. რაც შეეხება ინვერ- 
სიას, რადგან ინვერსიის დროს §:=”/კ, ამიტომ 

48 =V 74% 75 /კ VI) =-–- 4“, (139,20) 

ე. 9. ,40' ყოფილა ფსევდოსკალარი. 
რადგან ,481 სიდიდე #4, ოთხვექტორისაგან განსხვავდება “ჯგ მამრავლით, ამი- 

ტომ იგი ფსევდოვექტორი იჟნება, 

ამგვარად, ყველა ზემოთ ჩამოწერილი გამოსახულების სამართლიანობა დამ- 

ტკიცებულია. ხშირად, 14, 7» ნამრავლის ნაცვლად (139,13) ფორმულაში იხილავენ 

ტენზორს 

%#სV “6 – CV (“წ “ა, (139,21) 

რომელიც, თავისთავად ცხადია, ანტისიმეტრიულია. 

ამის შემდეგ ადვილია ინეარიანტული სიდიდეების შედგენა. დავუშვათ, რომ 

(139,9) –– (139,13) სიდიდეები დაწერილი გვაქვს ორი სხვადასხვა ნაწილაკისათ- 

ვის, როზბელთა ტალღური ფუნქციებია 1 და დ. რომ მივიღოთ ინვარიანტული 

გამოსახულებები, საკმარისია ერთმანეთზე გავამრავლოთ ერთი და იმავე ტიპის 

(რანგის) გამოსახულებანი. მივიღებთ ხუთ ინვარიანტულ სიდიდეს (ნამდვილ სკა- 

ლარს). ამ ინვარიანტებს ექნებათ შემდეგი სახე: 

(VI) (დდ), (139,22) 

(წია %I) (დV5 დ), (139,213) 

0”, %) («7 დ), (139,24) 

CV: 1, %)) (C15 1 დ), (139,25) 

(ჰოი. 1 3') (C4// V» 9)- (139,26) 
ერთხელ კიღევ მივუთითოთ, რომ ამ გამოსახულებებში გამეორებული ინდექსით 
იგულისხმება აჯამვა ერთიდან ოთხამდე. 

უკანასკნელი ფორმულები წარმოადგენენ ყველა შესაძლო ინვარიანტებს, რო- 

მელთა შედგენაც კი შეიძლება დირაკის მატრიცების საშუალებით. 
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სავარჯიშო მაგალითები 

1. ღავწეროთ დირაკის განტოლებ., 

ი» ი «ე =– Lჯელ 
“ პი... 7 ” 

ნაწილაკისათეის, რომლის მასა V=0 ღა გამოვარკვიოთ: აკმაჯოფილებს თუ არა ამ განტოლებას 

თ=7პV ღა თ-=(1 > 76) V/ ფუნქციები. 
2. რომელ განტოლებას დააკმაყოფილებს თ = 7) 9 უნქცია, «ი შემთხვევაში, როცა მასა 

არ უდრის ნულს? 

3. ვაჩეენოთ, რომ #სო='/7ს 7 ოთ M აქსიალური ეექტორია. 

4. დავამტკიცოთ, რომ ), #8, თ და 80 მატრიცები (ე. წ. ლუჟჯი მატრიცები) ტალღური 

ფუნქციის კომპონენტებს არ გადასეამენ. ე. ი. ზელა ორ და ქვედა ორ კომპონენტებს ერთმანეთში 

არ ურევენ, ხოლო თ ჩთ, /„:=- /«, ე «ვ და 8/გ მატრიცები (ე- წ. კენტი მატრიცები) გადა- 

სვამენ ტალღური ფუნქციის კომპონენტებს. 

5. აჩვენეთ, “ომ 0-მატრიცეზისათვის სამართლიანია ფორმულა. 

0) 90გ-= + I6,, 0,. 
6. დაამტკიცეთ, რომ 

(V#) (78)4-(78) (V#)=2(#8), 

(ჯჩ) დ8) –- (78) (#)=2I (თ (#X 8)). 
' , 

7· იპოვეთ (0() (01), (0L) (ძI) და (0VIL) (თი) ნამრაჟლები, საღაც 1=|წX9ი) იმპულსის მო– 

მენტის ოპერატორია. 

8. აჩვენეთ, რომ პაულის მატრიცების ნამრავლი, ასევე დირაკის Lიგმა და 0 მატრიცების 

ნამრავლი ტოლია L-ს”, ე, ი. 

0102 09=I, 0 ძა: ძე=(. 0) 0: 0ე“=I. 

9, აჩეენე«, რომ ძ, 0; ნამრაელისათვის სამართლიანია შემდეგი ცხრილი: 

  

  

  

        
  

1 თ, ძი. ძვ 

1 1 თ თ ძე 

ში ი, 1 (ძვ –:ძ% 

ძე ძ. –I!შე 1 10 

შე | ძე | –Iთ. 0 1   
  

სადაც 0), 9: ძე დირაკის ან პაულის მატრიცებია. 0; 0, ნამრავლის პირველი მატრიცა აიღება 

პირეელი სვეტიდან, მეორე კი პირველი სტრიქონიდან. 

10. დაამტკიცეთ, რომ ჯ,7, ნამრავლისათეის სამართლიანია შემდეგი ცხრილი: 

  

  

  

  
  

      
    
  

  

  

| 1 | 7 წ. | # ”" ” 

1 1 7 73 | CV) #7 7 

ჯ თ 1 (შვ 10 1019, 7:7574 

7: | I) –-ჯ/ძე 1 I '0)0ვ 797)V+ 

7 | 2 –<Iთ | –'თ | 1 | 10103 | 717274 

” | 7” | –'თი | –I0:ძე | –40,ძე | ს 717(73 

თ. | ” 737274 | VI 7374 75:V174 | VIV9Vვ 1 
– 

      

60)



სადაც ძე, 0,, ძვ დირაკის „სიგმა“ მატრიცებია. ხოლო 0), 0;, 0ვ –- „რო“ მატრიცები. 7I7M ნამ- 

რავლში პირველი მატრიცა აიღება პირველი სეეტიდან, მეორე კი –– პირეელი სტრიქონიდან; 7/ 7M 
მოთავსებულია შესაბამისი სტრიქონისა და სეეტის გადაკვეთაზე. 

11. ვაჩვენოთ, რომ 

(ფ§ ც9)%=3 –- 2(09 ც9), 

სადაც იგულისხმება, რომ 0, მატრიცები კომუტატურია თ, მატრიცებთან. 

ამოხსნა: თუ გამოვიყენებთ (138,12) ფორმულას, გვექნება 

(თ? თ5)ზ=01, თ, ძი, ძე 2L-- (თ, თ),) (95, ძე)= 

=(ბ,-L(6,MI 01)) (ბ/#-#16/Mთ 9:,,)= ბ// –– 6/II 8/სთ 09, ძეთ: 
გავიხსენოთ, რომ §,ჯ; 6/სთ'=2ბკუ ღა ბ,|=3, მაშინ 

(თ9 ძ5)1=3 – 2ბკცი, 01, 095,=3 – 2(თ1 0), 

ე' ი. მივიღეთ დასამტკიცებელი ტოლობა. 

12. დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი მთელი დადებითი /-ისათვის სამართლიანია ტოლობა 

(თ? 05)” =ძე +ხი (091 იე), 

სადაც 
3-LC–3)ე 1- (3 

ა, ფ-- + -. 
ამოხსნა: რადგან (თ თა? =3--2 (თ? იე, ამიტომ (0; ძე) ნებისმიერი ხარისხი მართ- 

ლაც გამოხატული იქნება დასამტკიცებელი ტოლობის სახით. ვიპოეოთ ძე დი ხ კოეფიციესტე- 

ბი, ამისათვის გავიხსენოთ, რომ (თ9 ძ9)-ის საკუთარი მნიშვნელობა ტრიპლეტურ მდგომარეობაში 

ერთის ტოლია, სინგლეტურში კი – 3-ის. ამიტომ გვექნება ორი ტოლობა 

1=ძი ბრი (–3) =ძე – ვხე 

საიდანაც ძი, = + 2 (3+C-3) 1 დღა ხ=–– “(-(-ვ/ 1ჭ. ამგვარად, 

34+C-2)# , 1-3» 
4 

(თ ძე)” = 2 (თ§ თე).



თავი XVIII 

დირაკის განტოლების გამოყენებანი 

აქამდე ჩეენ ვიხილავდით დირაკის განტოლებასთან დაკავშირებულ ზოგად 
საკითხებს; ამ თავში კი განვიხილავთ იმ შედეგებს, რომლებიც დირაკის განტო- 

ლებიდან გამომდინარეობს; სახელდობრ, ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ დირაკის განტო- 
ლებიდან გამომდინარეობს ელექტრონის სპინისა და მასთან დაკავშირებული მაგ– 

ნიტური მომენტის არსებობა. გავარკვევთ საკითხს იმის შესახებ, თუ რასთანააა 

დაკავშირებული ელექტრონის ოთხკომპონენტიანი ტალღური ფუნქციით აღწერა. 
ამავე თავში განვიხილავთ პოზიტრონის პრობლემას და მასთან დაკავშირებულ 
საკითხებს. ვაჩვენებთ, რომ არარელატივისტურ ზღვარ”ი დირაკის განტოლება 

დაიყვანება პაულის განტოლებაზე. ამოვხსნით თავისუფალი ნაწილაკის და წყალ- 
ბადისებური ატომის ამოცანებს. 

§ 140, სტაციონარული მდბომარეობების განტოლება 

როგორც ვიცით, თუ ელექტრონი იმყოფება გარეშე ველში, რომლის პო– 

ტენციალური ენერგიაა V (, 1), მაშინ დირაკის განტოლებას ექნება სახე 

(8–»VC, 0 – (თ) –თ,MC"M =0. (ჯ =15 7): (140,1) 

როცა პოტენციალური ენერგია დროზე ცხადად არაა დამოკიდებული, მაშინ საქმე 

გვაქვს სტაციონარულ მდგომარეობასთან. ამ შემთხვევამი ამოხსნა შეგვიძლია 

ვეძებოთ ორი ფუნქციის ნამრავლის სახით, ე, ი. 

VI V,, /1=9 (0 დ(ჩ. (140,2) 

ანალოგიურად იმისა რაც გექონდა შრედინგერის განტოლების განხილვისას, 

ცელადთა განცალება დ (ჯ) ფუნქციისათვის მოგეცემს 
დ (0)=(6-6//, (140,3) 

ხოლო #%VC) ფუნქციის განსასაზღვრავად გვექნება განტოლება 

(8–# 0)–6(თ0)– „CV ()=0. (140,4) 
ეს განტოლება შეგვიძლი: გადავწეროთ როგორც ენერგიის ოპერატორის საკუ- 

თარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიშვნელობების განტოლება 
4" 

M%=XV, (140,5) 

სადაც ენერგიის ოპერატორი განისაზღვრება ფორმულით 

” 

#=56(თ ნ)+ თკ)ს0"+V(ი), (140,6) 

ნთ



ხოლო I» ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობაა. თ,-მატრიცების ერმიტულობის გამო 

ადვილი საჩვენებელია, რომ # ერმიტული ოპერატორია, ე. ი. ჩ L= I, ერმი– 

ტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები კი ორთონორმირებულია. ასე მაგა- 

ლითად, თუ (140,6) ოპერატორის სპექტრი დისკრეტულია, მაშინ დირაკის საკუ- 

თარი ფუნქციების გადანომვრა შესაძლებელია და რმეგეიძლია ს ფუნქციას მივუ- 

წეროთ ჯ| ინდექსი, სადაც #=1, 2, 3,... ე. ი. 

“VMი 

ს, =| (140,7) 

%კი 

ამ ფუნქციების ორთო-ნორმირების პირობას ექნება სახე 

IM 0 1 თ ოძC=2,თ. (140,8) 

თუ შევიტანთ ბისპინორის (140,7) გამოხატულებას, მაშინ (140,8) პირობა ასეც 

შეგვიძლია გამოვხატოთ: 

კ += 

1 I (0 მსაროძი=ბაი. (140,9) 
ჯ1-–თ 

ორთო-ნორმირების (14 0,8) პირობა შრედინგერის თეორიაში განხლული ორთო- 
ნორმირების პირობისაგან იმით განსხვავდება, რომ კომპლექსურად შეუღლებული 

ფუნქციის ნაცვლად გეაქვს ერმიტულად შეუღლებული. თუ (140,5) განტოლებას 
უწყვეტი სპექტრი აქვს, მაშინ ბისპინორები «ეიძლება ვანორმიროთ დირაკის დელტა 

ფუნქციაზე. მაგალითად, როცა უწყვეტი სპექტრი ხასიათდება X პარამეტრით, 
აCოი 

+თ 

I ს,(ო VI, () ძ1=8 (I –%). (140,10) 

დირაკის თეორიამი სრულიად ანალოგიურად განისაზღვრება სხვა სიდიდეებიც. 

მაგალითად, მატრიცული ელემენტისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

4ო» = | 2 4 ძი (140,11) 
ხოლო საშუალო მნიშვნელობა განიმარტება ფორმულით 

(4)=| MI+ 4V. (140,12) 

ანალოგიურად განისაზღვრება სხვ» სიდიდეებიც- 

§ 141. მოძრაობის ბანტო ლება. ფენახვის კანონები 

მოძრაობის განტოლება დირაკის მექანიკაში ისევე იწერება, როგორც შრე- 

დინგერის თეორიაში; სახელდობრ, 

ძტ 04 # ჩ –““ =-- 141,1 7 მ +I#, 4 ( ) 

სადაც ” ჰამილტონიანი განისაზღვრება (140,6) თორმულით. როცა 

წა ” 

ძი4 მ, ტტ გ 
== ; = 41,2 ვა= 5, + IM, 4)=9, (141.2)



მაშინ 4 ოპერატორის შესაბამისი ფიზიკური /4-სიდიდე მოძრაობის ინტეგრალს 

წარმოადგენს. კერძოდ, «ოცა 4 დროზე ცხადად არ ა“ის დამოკიდებული პი- 
რობა იმისა, რომ 7, სიდიდე მოძრაობის ინტეგრალი იყოს, მიიღებს სახეს 

44 _ Iჩ, 41=0, (141,3) 

ე. ი. ამისათვის საჭიროა 4 ოპერატორი კომუტატური იყოს ჰამილტონიანთან. 

სტაციონარულ მდგომარეობაში M დროზე ცხადად დამოკიდებული არ არის, 
ამიტომ 

II = LV, III =0, (141,4) 

საიდანაც დავასკვნით, რომ ადგილი აქვს ე”ერგიის შენახვის კანონს. 

თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანს აქვს შემდეგი სახე: 

  

#=6(თ ნ) თკMი? (141,5) 

ამიტომ თავისუფალი ელექტრონისათვის 

/ 

ძ M წა 

1 --= IL, #)1=0; (141,6) 

მაშასადამე, ადგილი ექნება იმპულსის შენახვის კანონს: ი :=0005ხ. ასევე შეინახება 

ლუწობაც, რადგან ინვერსიის დროს (I41,5) ჰამილტონიანი ნიშანს არ იცვლის 

(გავიხსენოთ, რომ (თ 0) ნამდვილი სკალალია). 

შრედინგერის თეორიაში ცენტრალურ ველში მოძრაობის დროს (ისევე, რო– 

გორც იზოლირებული სისტემისათვის) ადგილი ჰქონდა იმჰულსის მომენტის კვად- 

რატისა და მისი 2-პროექციის შენახვას. დირაკის თეორიაში კი ეს სიდიდეები თავი- 

სუფალი ელექტრონისთვისაც კი არ ინახება. ამაში ადეილად დავრწმუნდებით 

თუ ვიპოვით 4: გამოსახულებას. ცხადია, რომ 

4“% MI ?:I. (141,7) 

შევიტანოთ ჰამილტონიანის მნიშვნელობა (141,5)-დან და გავითვალისწინოთ, რომ 

,, კომუტატურია ღირაკის მატრიცებთან, რამდენადაც ისინი არ შეიცავენ არც 

კოორდინატებს და არც იმპულსებს. ამიტომ 

2, =0C,( ს. ს) +. 11 (141,8) 
#/ ი ჩ # M 

V და 7, ოპერატორების კომუტაციის თვისებით => ს)= 7, და (#7, ს )ლ–#.; 

ასე რომ, 

ე ს,– თ. ს 141,9) “, =ძ(, მც თე ));). (141, 

ეს გამოსახულება კი ნულს არ ოდრის; მაშასადამე, თავისუფალი ელექტრონისა- 

თვისაც კი , მოძრაობის ინტეგრალი არ არის, ასევე არ შეინახება 1? | იდიდეც- 
მიზეზს იმისა, თუ დირაკის თეორიაში რატომ არ ინახება ორბიტალური მომენტი, 

შემდეგ პარაგრაფში გამოვარკვევთ. 
წი



§ 145, ელექტრონის სპინი 

ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტოლებაში გაოვალისწინებულია “ელექტრონის 

ისეთი დამახასიათებელი სიდიდე, როგორიც არის მისი სპინი. განვიხილოთ თავი–- 

სუფალი ნაწილაკი. მისი ჰამილტონის ოპერატორი განისაზღვრება ფორმულით 

#=Cთ0)+თ, #6”. (142,1) 

წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, რომ ორბიტალური მომენტის „-პროექციის წარმო- 

ებული დროთი 
წ) 

რს ათა თი.) (142,2) ი 127 '212>. , 

ნულის ტოლი არ არის, რაც იმას ნიშნავს, რომ თავისუფალი ელექტრონის ორბი- 

ტალური მომენტის „-პროექცია არ ინახება. მაშასადამე, თავისუფალი ნაწილაკი, 

თუმცა იგი იზოლირებულია, მაინც რაღაც ურთიერთქმედებას განიცდის, რაც 

ხელს უშლის ორბიტალური მომენტის მუდმივობას. რადგან გარეშე სხეულები არა 

გვაქვს, ამიტომ თვით თავისუფალ ნაწილაკს უნდა ჰქონდეს გარკვეული სიდიდე, 
რომელიც ურთიერთქმედებს თავისივე ორბიტალურ მომენტთან. სწორედ ეს ურთი- 
ერთქმედება არღვევს ორბიტალური მომენტის შენახვას. ბუნებრივია ვიფიქროთ, 

რომ ეს უცნობი სიდიდე ნაწილაკის სპინია. თუ სპინს დავუმატებთ ორბიტალურ 

მომენტს, მაშინ ყველა ურთიერთქმედება გათვალისწინებული იქნება და ეს საჯამო 

სიდიდე მოძრაობის ინტეგრალი გახდება. მაშასადამე, შემოვიღოთ ელექტრონის 

სრული მომენტის ოპერატორი 
რი ”/ / 

1=I1+5, (142,3) 
სა დაც – 

§=->-0; (142,4) 

თრ, თ,, ღე) დირაკის თ-მატრიცებია. ძვ მატრიცის საკუთარი მნი'შვნელობები 

>+1-ის ტოლია, ამიტომ §,=+ჩნ/2. ვიპოვოთ + 1,. ცხადია, რომ 

“I, _ _ ძ. ძა, 
(9, 21= თ 7 27-" 

მარჯვენა მხარის პირველი ერი ნაპოვნი აა, ვიპოვოთ-–– მეორე; გვექნება 

  (142,5) 

ძ. ჩ / წწ 

ძა. =I#, §,)=<% (თ, თვ) 0 + I, 9ე) 7,-+ Iთვ, Cე127;) (142,6) 

თ-მატრიცები გამოვხატოთ ს ენატრიცებით, როგორც ვიცით, «=0,თ, ამიტომ 

ჩ 

09% (I 1 2))- 142,7 4+=-% 0,)(IC,, თე) #.+|9, თვ #7, (142,7) 

გამოვიყენოთ (138,10) ფორმულა, რომლის მიხედვით 

2 
Iთ,, ფთ)=-–--- 89%, (142,8) 

მაშინ 
შა, 

M რ 

“2, ?მ)(9ე --–– თ იე) (142,9) 
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ან, თუ დავუბრუნდებით ისევ თ-მატრიცებს, გვექნება 

57 ძ . / 
“7 9 (თა ,.– Cთ, ჯა). (142,10) 

როგორც ვხედავთ, არც ეს სიღიდე არ არის ნული. მაშასადამე, ცალკე არც 

სპინი წარმოადგენს მოძრაობის ინტეგრალს. სამაგიეროდ, (142,2) და (142,10) 

ფორმულების (142,5) ტოლობაში შეტანით მივიღებთ 

ძე. (9#_0, :,= · 142,11 27 ქ: = 0003ს ( ) 

მაშასადამე, ადგილი აქეს სრული მომენტის 2-პროექციის შენახვას. ადვილი საჩვე– 
ჩ/ ჩ ” ”V M # 

ნებელია, რომ )?1=(11+ქ11+ ქ;)-იც კომუტატურია #-თან გარდა ამისა, |? 

აგრეთვე კომუტატურია 1,-თან, ასე #ომ, თავისუფალი ელექტრონისათვის ინა- 

ხება 1)? და ქ),. ამასთან, როგორც მომენტთა თეორიიდან ვიცით: 

1ბ1= ნ?10+1), (042,12) 
= ნთ. (142,13) 

სადაც 7 იცვლება - კ-დან -+კ-მდე, ხოლო 1=1/2, 3/2, 5/2,... 

ამგვარად, ჩვენ დავინახეთ, რომ დირაკის განტოლება ავტომატურად შეი- 

ცავს სპინს. ამასთან, რელატივისტური მოძრაობის შემთხვევაში სპინი ცალკე 
გამოყოფილი არ არის. დირაკის თეორიაში, ნაცვლად სპინური და ორბიტალური 

მომენტებისა, შემოდის ელექტრონის სრული მომენტი „ რომელიც მოძრაობის 

ინტეგრალს წარმოადგენს. 

საინტერესოა დირაკის ერთგანზომილებიანი განტოლების განხილვა. ვთქვათ, 

მოძრაობა ხდება „-ღერძის გასწვრივ, მაშინ ჰამილტონიანს ექნება სახე 

წ) #M 

M =6თე »;+თ,MC“, (142,14) 

რომელიც იმის გამო, რომ თვ=(,თვ და თ, =/ი/ა, კომუტატური იქნება 5,= 4, 

ოპერატორთან. ცხადია, 18, 1, და §2-იც კომუტატურები იქნებიან ჰამილტონიანთან. 

ასე რომ, მოძრაობის ამ კერძო შემთხვევაში ინახება როგორც ორბიტალური, ისე 

სპინური მომენტი. 

ტალღური ფუნქციის ფიზიკური შინაარსი. ჩვენ ვხედავთ, რომ ელექტრონს 
აქვს ოთხი თავისუფლების ხარისხი, რომელთაგან სამი ჩვეულებრივი კოორდინა- 

ტია, მეოთხე კი წარმოადგენს სპინს. ამასთან, სპინური ვ§,-კოორდინატი იღებს 

მხოლოდ ორ მნიშვნელობას +L/2 და –-ჩ/2-ს, ამიტომ 1) ფუნქცია ფაქტიურად 

ორკომპონენტიანი უნდა იყოს 

%, (= 4». ') 

2 , (142,15) 
ნ 

1 % (= _ ი”? 3 

არდა ამისა, რელატივისტურ მექანიკაში თავისუფალი ნიწილაკის ენერგიასა და 

იმპულსს შორის გვაქვს დამოკიდებულება 
#=+ IV/ მ-ი", (142,16) 
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სადაც #” უძრაობის მასაა. კლასიკურ მექანიკაში ფესვის წინ აიღება დადებითი 
ნიშანი, რადგან კინეტიკური ენერგია არ შეიძლება უარყოფითი იყოს. 

როგორც (142,16) ფორმულიდან ჩანს, ენერგია აბსოლუტური მნიშვნელო- 

ბით არ შეიძლება 1#)C“-ზე ნაკლები აღმოჩნჯეს, ამიტომ არსებობს ენერგიის 2;#0? 

ინტერვალი, რომელშიაც მოხვედრა ენერგიას საზოგადოდ არ შეუძლია, კლასიკურ 

მექანიკაში ყველა სიდიდე უწყვეტად იცვლება, ამიტომ ენერგია, რომელიც ერთხელ 
განსაზღვრულია დადებითი ნიშნით, არ შეიძლება უარყოფითი გახდეს, რადგან 

მა5 ამისათვის 26“ ნახტომი უნდა გააკეთოს, რაც მისი უწყვეტობის გამო შეუძ- 

ლებელია. აქედან «უნდა დავასკვნათ, რომ კლასიკურ მექანიკაში კინეტიკური 
ენერგია ყოველთვის დადებითი რჩება. კვანტურ მექანიკაში კი შესაძლებელია 
ნახტომისებური გადასვლები, მაგალითად, ელექტრონს, რომლის ენერგია მეტია 

C-ზე, შეუძლია გამოასხივოს სათანადო ენერგიის +-კვანტი და აღმოჩნდეს ისეთ 
მდგომარეობაში, რომელშიაც მისი ენერგია ნაკლები იქნება--)/(0?-ზე. ამის გამო, 

კვანტურ მექანიკაში საჭიროა ენერგიის ორივე ნიშნის გათვალისწინება. შედეგად, 

დირაკის თეორიაში მდგომარეობა უნდა დახასიათდეს ოთხი ტალღური ფუნქციით, 

სიდიდე 0= V + წარმოადგენს ალბა»ობის სიმკვრივეს, ე. ი. იგი არის ალბა- 
თობა იმისა, რომ ელექტრონი მოხვდება სივრცის ერთეულოვან მოცულობაში 

+ჩ,2 ან – ჩ/2 სპინის პროექციითა და 1:>0 ან #<0 ენერგიით. 

§ 143. ღირაკის განტოლების არარელატივისტუტიე ზღვარი, 

მაგნიტური მომენტი, პაულის განტოლება 

ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ დირაკის განტოლება შეიცავს ელექტრონის 

ისეთ მახასიათებელ სიდიდეს, როგორიც არის Lპინი. ნახევრის ტოლი სპინი გააჩ- 

ნია სხვა ნაწილაკებსაც, მაგალითად: პროტონს, ნეიტრონს, ელექტრონს, პოზიტ- 

რონს, ნეიტრინოს და სხვა. საინტერესოა გაირკვეს ჟეელა ამ ნაწილაკისათვის შეგ- 

ვიძლია თუ არა ვისარგებლოთ დ”რაკის განტოლებით. რადგან დირაკის განტო- 

ლება შეიცავს სპინს, იმიტომ ბუნებრივია იგი შეიცავდეს სპინურ მაგნიტურ მო- 

მენტსაც. მაგნიტურ მომენტში კი შედის ნაწილაკის მასა, ამიტომ თუ ვიპოვით 

მაგნიტურ მომენტს და მასში რმევიტანთ ნაწილაკის მასის რიცხობრივ სიდიდეს, 
მივიღებთ მაგნიტური მომენტის თეორიულ მნიშვნელობას. ამ მნიშვნელობის შე- 

დარებით ექსპერიმენტულ მაგნიტურ მომენტთან ნათელი გახდება აღებული ნაწი– 

ლაკი ემორჩილება თუ არა დირაკის განტოლებას. 
დავწეროთ დირაკის განტოლება ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი 

ლექტოონისათვის 

(6-9+4 –(+. ი+ -“ტ )– წათი! #%VC, 0=0. (141,1) 
2 ი | 

გადავიდეთ არარელატივისტურ ზღვარზე. ამასთან, არარელატივისტურ ზღვარზე 
გადასვლა საჭიროა იმიტომ, რომ რელატივისტურ შემთხვევაში, როგორც ვაჩვენეთ, 

სპინი ცალკე არ არის გამოკოფილი. 

როგორც ცნობილია, კლასიკური მექანიკის კინეტიკური ენერგია არარელა- 

ტივისტურ ზღვარში მიღებული ენერგიისაგან ჯა? უძრაობის ენერგიით განსხვავ- 

დება 
V 1/ 2 

8- თ” | 1 + 22) " =ი0+ +ვი (143,2) 
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ამიტომ ზელსაყრელია ეს განსხვავება წინასწარ მოვიცილოთ ტალღური ფენქციის 

ინვარიანტული გარდაქმნით 
ვ 

–,0C ,/ 

ი9=VVX (143,3) 

გავიხსენოთ, რომ ჩ=0 > და ეს ფუნქცია შევიტანოთ დირაკის განტოლებაში; 
ჯ 

ექსპონენციალური მამრავლი გადმოვიტანოთ ოპერატორის მარცხნივ და შემდეგ 

შევკვეცოთ; მივიღებთ: 

L #/+0--/ +) –ი («. ი+-- # )–თო? M-9 (143,4) 
6 

V” ფუნქცი» წარმოვიდგინოთ ორი სპინორის სახით 

, “ი 
== 143,5 " (+). (143,5) 

მაშინ თ-მატრიცების (131,14) მეორე რანგის მატრიცებით წარმოდგენაში დირაკის 
განტოლება დაიყვანება შემდეგ სისტემაზე: 

(#+ად-–-7)ს –ი (, ჩL-–- # 4-4, 
6 

, , (143,6) 
(11+2/C +6დ-–-I/7) – ·( თ?,ი+ –«#” |“ 4. 

C 

მეორე განტოლებიდან განვსაზღვროთ / სპინორი 

X=6(M+ 216? + ტდ – 17)“ ( თ”, ი+ C# )“ (143,7) 
· C 

და (1423,6) სისტემის პირველ განტოლებაში შევიტანოთ; გვექნება 

(6+თ8 – I) თ =C ( ი? ჩ+ “# ) (ჩ+2»C+=8-V)-X 
C 

X (,6+4#)4 (143,8) 
6 

უკანასკხელი გამოსახულება შეგვიძლია გადავწეროთ იგივურად 

# 

# – –1 

ტი = > ( ი+ +#)) + 5197-+ X 
C 261 

X ( იმ, ი+ --# )“–9+7V. (143,9) 
C 

ეს განტოლება ჯერჯერობით ზუსტია. გადავიდეთ არარელატივისტურ ზღვარზე, 
როცა %/0->0. როცა კინეტიკური ენერგია, (1-–– I -L 6დ)<C#IC", მაშინ კვადრატულ 

ფ რჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება შეგვიძლია გავშალოთ მწკრივად V/0 

ფარდობის ზარისხებად. ამ გაშლას ექნება ასეთი სახე: 

# # 

#+Cი-7 I ._ +C-–-X _ ს > | =)- 599 კ+ (141,10) 
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ამ მწკრივში შევინარჩუნოთ პირველი წევრი, მაშინ გვექნება 

· 8 
ჩ#თ => თმ, იჩ+ 2 ) თ--ადდ+VCთ (143,11) 

ი 

გამოვთვალოთ (ფ?ნე? წევრი, სადაც დროებით შემოვიღეთ აღნიშვნა 

ნ=ი+ იტ. (143,12) 
C 

გამოვიყენოთ (138,28) ფორმულა, რომლის მიხედვით შეგვიძლია დავწეროთ 

(09ნ)1= ჩ"-L 1 (თ? (ჩ XLI). (143,13) 

გამოვთვალოთ (143,13)-ში შემავალი ვექტორული ნამრავლი: გავიხსენოთ ვექტო- 

რული ნამრავლის განმარტება C,., ტენზორის საშუალებით; მივიღებთ 

, # ტ , გ 
I(6X ნ))=6/» ჩამა= მათ, ( ჩოხი. 4. )(>+ “4 )= 

=ფ)იოი (>ათ+ "მირი )+ < ზიარი 4.+4, »,). (143,14) 

ამ გამოსახულების პირველი წევრი ნულის ტოლია, რადგან იგი წარმოადგენს 

კომუტატური მდგენელების მქონე ვექტორ-ოპერატორების ვექტორულ ნამრავლს, 
ამგვარად, დაგვრჩება 

# გ 0 

(ნXჩIს= “8 ს.“ 4+4ი –)ს– 

მ4» 
– "გ თჰთი “/ იც -1 4ი, ჭს” 

(2. 0» >) 

თუ ბოლო წევრის ორმაგ ჯამში+#!-ს შევცვლით ჯ-ით და გავიხსენებთ, რომ 

ნ)თი=-–-ფ8/იიო, მაშინ ბოლო ორი წევრი ერთმანეთს მოსპობს და საბოლოოდ მი- 

ვიღებთ 
მ4» (ნXჩ),= რ ვ, ირი · (143,16) 
ძი» 

ცხადია, რომ 

დ)თი ში. IV X /#M))=10ხ, /ბ. (142,17) 
მ%თ 

მეორე მხრივ L0ხ #=0/”, სადაც ი მაგნიტური ველის დაძაბულობის ვექტორია; 

ასე რომ, საძიებბელი ვექტორული ნამრავლისათვი“ საბოლოოდ შთშშეგვიძლია დავ- 
წეროთ 

(იX- ნ)= ი > (141,18) 
10 

მაშასადამე, (143,13)-დან მივიღებთ , 

46, 6 ? .» გ ? 0-ს ა > 
თ. ი+ –-–-#M# )=| ი+-- /#)+-–- თ«ი/) (143,19) 

ი 0 ი 

თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ (143,11) ფორმულაში, გვექნება 

(ნ 2 =ჯთ, (143,20) 
( 
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სადაც 
იჩ 
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ჩვენს მიერ მიღებული არარელატივისტური განტოლება შრედინგერის განტოლე- 

ბისაგან განსხვავდება 

# 1 გ 2 – 

#= 2 L ნ+-“ #) _5+X7 IC 0+- (ი, ა7ე. (143,21) 
2ი! C 

9 (ცემი (143,22) 
2/M 

წევრით და ერთკომპონენტიანი თუნქციის ნაცვლად განტოლებაში გაჩნდა ორკომ- 
პონენტიანი სპინორი, მაშასადამე, (143,20) განტოლება შრედინგერის განტოლე– 

ბისაგან იმით განსხვავდება, როშ ამ უკანასკნელში ჩართულია ნაწილაკის §= 

= 4! სპინი. როგორც ვიცით, (143,260) განტოლება პირველად მიღებული იყო 

პაულის მიერ ფორმალურ მოსაზრებებზე დაყრდნობით 1, 

ამგვარად, დირაკის განტოლების მიხედვით ჯ-მასის ნაწილაკს უნდა გააჩნდეს 
მაგნიტური მომენტი, რომლის სიდიდე განისაზღვრება ფორმულით 

M#,=-2 (143,23) 
2I1C 

თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ ელექტრონის მასას, მივიღებთ სიდიდეს, რომე– 

ლიც კარგ თანხმობაშია ელექტრონის მაგნიტური მომენტის ექსპერიმენტულ 

მნიშვნელობასთან. I#/ვ-ს, როგორც ვიცით, უწოდებენ ატომურ ან ბორის მაგ- 

ნიტონს. 

იმავე მოსაზრებით პროტონის მაგნიტური მომენტის სიდიდე ტოლი უნდა 

ყოფილიყო გამოსახულების 

_ 

2ინ 
  , (143,24) 

სადაც », პროტონის მასაა, ხოლო ს-ს ბირთვულ მაგნიტონს უწოდებენ, მაგრამ 
აღმოჩნდა, რომ (143,241 ფორმულით გამოთვლილი პროტონის მაგნიტური მო- 
მენტი ექსპერიმენტულზე 2,7-ჯერ ნაკლებია. რადგან ნეიტრონს მუხტი არა აქვს, 
ამიტომ ნეიტრონის მაგნიტური მომენტი დირაკის თეორიით უნდა უდრიდეს ნულს, 
მაშინ, როცა ექსპერიმენტზე გახომილი ნეიტრონის მაგნიტური მომენტი-–1,9 V-ს 

ტოლია. 

ამგვარად, მართალია, პროტონი და ნეიტრონი, როგორც ნახევარსპინიანი 

ნაწილაკები, დირაკის განტოლებით უნდა აიწერებოდნენ, მაგრამ მათი მაგნიტური 
მომენტები განსხვავდება დირაკის თეორიით განსაზღვრული სპინური მაგნიტური 

მომენტებისაგან“ როგორც ჩანს, ნუკლონების მაგნიტური მომენტები დაკავშირე– 

ბულია ბირთვულ ურთიერთქმედებასთან, რომელიც დირაკის განტოლებაში გა- 

თვალისწინებული არ არის. დღეს არსებობს აზრი, რომ ბირთვული ნაწილაკები, 

მართალია, დირაკის განტოლებით, ზუსტად არ აიწერებიან, მაგრამ ამ ნაწილაკე- 

ბის მთელი რიგი ფიზიკური ასპექტები დირაკის განტოლებაში ჩაქსოვილია. 
„__– 

1 შეიძლება გვეფიქრა, რომ რადგან პაულის განტოლება დირაკის განტოლების ზღვრელი 

შემთხეევაა, პაულის განტოლეშის განხილვა საჭირო აღარ არის. მაგრამ ეს ასე არაა. ჯერ ერთი, 
დირაკის განტოლების ამოხსნა ხშირად ძალიან რთულდება და მეორეც, ორი ელექტრონისათვის 

დირაკის განტოლების დაწერა არ ხერხდება, ამიტომ ზოგჯერ იძულებული ვართ პაულის განტო– 

ლებით ვისარგებლოთ, 

წ!



ამგვარად, მკაცრად რომ ვიმსჯელოთ, დირაკის განტოლება წარმოადგენს 
მხოლოდ ელექტრონის რელატივისტური მოძრაობის კვანტურ განტოლებას. შემ- 
დეგში ვაჩვენებთ, რომ დირაკის განტოლებით ზუსტად აიწერება აგრეთვე პოზი–- 

ტრონიც––ნაწილაკი, რომელიც ელექტრონისაგან მხოლოდ მუხტით განსხვავდება. 

§ 144. სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედების ოპერატორი 

ვაჩვენოთ, რომ დირაკის განტოლება შეიცავს წევრს, რომელიც გამოხატავს 
სპინ-ორბიტალურ ურთიერთქმედებას როგორც ვიცით, ეს ურთიერთქმედება გა- 

მოწვეულია ელექტრონის ორბიტალური და სპინური მოძრაობების შესაბამისი 

მაგნიტური ველების პრთიერთქმედებ "თ. განვიხილოთ ისევ არარელატივისტური 
ზღვარი და (143,10)-ში შევინარჩუნოთ მწკრივად გაშლის პირველი ორი წევრ2. 
ამასთან, წერის გამარტივების მიზნ-თ, დავუშვათ, რომ გარეშე ელექტრომაგნიტური 
ველი არა გვაქვს, ე. ი. #=დ=0. ამგვარად, გამოვდივართ შემდეგი განტოლე- 

ბიდან: 
.' _ 8 , 

5-+- (თმ ე) სი+X7Cთ- (144,)) #თ= => (თ9)1) + 
2”! 

ზემოთქმულის თანახმად, ფიგურულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულები- 

სათვის გვექნება 

  

” # 

#-VX7L I! M-XV აეგეა- აა. 144,2 
| თ 2) 22 1 ( ) 

ამ გამოსახულების (244,1)-ში შეტანის შემდეგ მივიღებთ 

" ” გ 

# ი "ი, (თ? ჩი)I (თ” ი) 
ძი ლწრწძწას'ს_ა'–_ა 

უოლ) ი + 2/)(C? 
  89ი-:-I (ფ? იX– Iს+V#ი: (144,3) 

2/1 

გარდავქმნათ მესამე წევრის მრიცხველი, რადგან 

ი” -- 7ი=-–Cთ XI, (144,4) 
ამიტომ 

/ ს # #/ 

(თ" 0)” (თ, 9) = (#(C" 9)-– (ს (0%VI/) | (09%) = X (თ“ 0)?––11 (თ? VV/Xთ%). (144,5) 
ამის გათვალისწინებით (144,3) განტოლება მიიღებს სახეს 

ჩ იჩ. - ი 
1 6-VL C ჩა.» _“”+4C69V90)C.) 

210? 2/ 4” ე? 
  #ი-I თ. (144,6) 

მეორე მხრივ, თანახმად (138,28) და (138,31) ფორმულებისა, გვექნება 

(თ? წ/) (C" ი)=(VI” 6)+ჯ (0"IVV X იI 044,7) 
და 

მაშასადამე 

(თ"ნ)ზ= წ. 

# # 

_ 8-VI 
2/IC>C |2V! 

»M 

4/)1%ე? 

# ჯ? 

1-:თდ = | 1 ს+LIთ-– –>:C 7VC)+ 
4!L“C” 

  + (იმ (7 X 916. (144,8) 

5I2



დავუშვათ, პოტენციალურ ენერგიას ახასიათებს ცენტრალური სიმეტრია, მაშინ 

47 L 
ძ» » 

V7/= (144,9 

და 

1 ძ” 97 ით 
ტ94 Vთ/V))ლ= – 0-Vთდ)=––- –. 

# ძ» თ” ძ. 

გარდა ამისა, გავითვალისწინოთ, რომ არარელატივისტუერ ზღვარში L 7>- #; 
27 

მაშინ (144,081) განტოლება, თუ მივიღებთ მხედველობაში ელექტრონის სპინს 

= + თ, ასე დაიწერება: 

  
# /# 

ს (8 _ _) » იძ” ძ ჯ=)- " CC 2 
| 2, ზი? 470? ძ;- 0» 

1 1 ი” : || 
_„აას_ კ – (§(IXნ)) !9%. 144,10 
2)“ » 0» ”) I ( ) 

როგორც ცნობილია, 1 =(LXი) წარმოადგეს მოძრაობის რაოდენობის 

(ორბიტალურ) მომენტს, ამიტომ მიღებული განტოლება შეგვიძლია შემდეგნაირად 

გადავწეროთ: 

ჯნ 29  #ი, (144,11) 
ი 

სადაც , , , 

#M#M=/#Mაია+ #7; (144,12) 

ამასთან ჩ წარმოადგენს არარელატივისტური მოძრაობის შესაბამის ჰამილტო- 
ნიანს 

, 
, ე)? > 
#ი= 2; 1! თ, (144,13)   

ხოლო 

· , 8 1. 1 __.... IV “7 

– – რევ რ(C 144,14) 
მაპი? 41%? #7 ძ» 22 » ძ- ) 014, 

  

––რელატივისტურ შესწორებას. განვიხილოთ ამ შესწორების თითოეული წევრი 
ცალ-ცალკე. პირველი წევრი წარმოადგენს კინეტიკური ენერგიის კლასიკურ რე- 
ლატივისტურ შესწორებას, მართლაც, იგი შეგვიძლია მივიღოთ ენერგიის მწკრი- 
ვად გაშლით 

    

, წ. ებ 
1=V/ Cუ?+ 701 –- 107> ... (144,15) 

2 8;)პე? 

(144,14)-ის მეორე წევრი გამოხატავს პოტენციალური ენერგიის რელატივისტურ 

შესწორებას. მას კლასიკური ანალოგი არა აქვს, 

ბოლო წევრი 

წა=-- 19%, (144,16) 
2“ » CV 

88. ი. ვაშაკიძე, ვ, მამასახლისოვი, გ. ჰილაშვილი წ13 

 



წარმოადგენს სპინ-აორბიტალური ურთიერთქმედების ენერგიის ოპერატორს; ამრი- 
გად, დირაკის განტოლებიდან გამომდინარეობს ასეთი ურთიერთქმედების არსე- 
ბობის აუცილებლობა; ამასთან, როგორც ეხედავთ, იგი პროპორციულია სპინის 

და ორბიტალური მომენტის ოპერატორების შიგა ნამრავლის; აღსანიშნავია, რომ 

(144,10) განტოლება დირაკის თეორიის შექმნამდის მიღებული იყო დარვინის 
მიერ, ოღონდ მისი განტოლება არ შეიცავდა სპინორბიტალური ურთიერთქმედების 

პროპორციულ წევრს. 
შევნიშნოთ, რომ დირაკის განტოლებაში მხოლოდ არარელატივისტურ 

ზღვარში გამოიყოფა ცალ-ცალკე სპინი და ორბიტალური მომენტები. 
რადგან 

1 %, 51=0, ((1 9), 19=0, (I ა მ) '( წ. , 1 044,)7) 

L(I §), 1.1 %0, L(I §), §.17-0, 

ამიტომ არარელატივისტურ ზღვარში, წა ურთიერთქმედების გამო, ერთდროუ- 
ლად ღა ზუსტად იზომება 1: და 5“, მაშინ„ როცა 1, და §,-ს გარკვეული მნიშვ- 
ნელობა არა აქვს. მეორე მხრივ. 

 # M ი რ M 

((I §), 111=0, (L(I §), ე,1=0; (144,18) 

მაშასადამე, არარელატივისტურ ზღვარში ერთდროულად და ზუსტად შეიძლება 

გაიზომოს 1?, ე,, I” და §?. რაც შეეხება რელატივისტურ შემთხვევას, როგორც 

ადრე ვაჩვენეთ, ერთდროუღად და ზუსტად გაიზომება ელექტრონის მხოლოდ I 

და ე, მნიშვნელობები. 

სავარჯიშო მაგალითები 

22 
1. ვიპოვოთ V= –––-- კულონური ველისათვის ენერგიის ის შესწორება, რომელსაც 

, 

იძლევა წევრი 

  

,, _" 9V 4 144,19) 
- 4ი?C ძ, ძ, ' ირა 

ამოხსნა: შეშფოთების თეორიის პირველ მიახლოებაში გვექნება 

ჯ 4ეხბო? 1 ძი? #4 :+I)“C LI» 
46=4» | ჩი! (0 M' ჩიე .ძი-=– 904545. I ჩის) –_ “იყი 

4 4M!0” , ძ, 
0 0 

ე· ი 

თ 

40:09022 - ძ/?ი, („) 4»??? ა ა 
ტრხლ=-- _---- ----–Iს= –--- –ი2ე , 

მც? ზ ძმ, ”/ 82“ Iჩა(=)– ჩM (0) 

მაგრამ ატომისათვის /2?(თ)=ლ და ამიტომ 

ტ8= “ი დ) 0144,20, 
_ ზი“ ჩ((0) 46. “) 

ჩვენ კი ვიცით, რომ ი(C0)#90 მხოლოდ § ელექტრონებისათვის (I=0), მაშასადამე, აღნიშნული 

წევრი იწვევს მხოლოდ § დონის მცირედით წანაცვლებას. 
მაგალითად, წყალბადისებური ატომის 15 მდგომარეობისათვის, თანახმად (65,34) ფორმუ- 

ლისა, გვექნებ., 

45=29%6ნ,თ0X8) (144,21) 
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სადაც #6,)= –13,5–V წყალბადის ატომის 1§ ჯონის ენერგიაა, რ -< კი––ზომერფელდის მუდ- 

მივი. როგორც ვხედავთ, 48 რაცხობრივ,უ ძალიან მცირე სიდიდეა 45=0,09082). ეს წანაცე- 

ლება, რომელიც ექსპერიმენტულად დაკვირვებაღდია, პაულის თეორიით არ აიხსნება. 

§ 145, სიჩქარის ოპერატორები 

გამოვარკვიოთ, როგორი სახე აქვს სიჩქარის ოპერატორებს და როგორია 

მათი საკუთარი მნიშვნელობები. ამისათვის გამოვიყენოთ ოპერატორის დროითი 
გაწარმოების ფორმულა. რადგან კოორდინატები დროზე ცხადად არ არიან დამო- 
კიდებული, ამიტომ ამ ფორმულას ექნება (141,3) სახე. იგი კოორდინატების 

წარმოებულებისათვის მოგვცემს 

#4 რ #ჩგ 

ით 49 _ (V, 2 4 = II ა 9>-= 6. . (145,1) 
განვიხილოთ თავისუფალი ნაწილაკის შემთხვევა. მაშინ, როგორც ვიცით, 

# # # წ) 

ჰამილტონიანი იქნება II” = 0 (თი) +თკო!ი” და, რადგან (| ჯ,, 2,1=0,/ჯ, ამიტომ 

ჩ 

49% = ართი თ)=0თ, (აჯ, >) = 6Cთ,. (145,2) 

ანალოგიურად მივიღებთ. რომ 
# # 

ძVყ. _ ძ2 _ 
7 =ი0თ; და 7 =0თე. (145,3) 

ეს ფორმულები ვექტორულად ასეც შეიძლება გადავწეროთ! 
V=07. (145,4) 

ამ უკანასკნელი ფორმულიდან ვხედავთ. რომ დირაკის თ მატრიცა დაკავშირებუ- 
ლია ელექტრონის სიჩქარესთან რადგან თ,, თ, თ, ოპერატორების საკუთარი 

მნიშვნელობები +1-ის ტოლია, ამიტომ, თანახმად (145,2) და (145,3) ფორმუ- 

ლებისა, სიჩქარის ოპერატორის მდგენელებს ექნებათ –+-„/ საკუთარი მნი მშვნელო– 

ბები. ამგვარად, რელატივისტურ კვანტურ თეორიაში თავისუფალი ნაწილაკის 

სიჩქარის კომპონენტების მნიშვნელობები შეიძლება იყოს მხოლოდ –+-ი, ე. 0. 

ს-=:2+0, სხ,=>2+ძ6 და ,,=24-%, (145,5) 

გარდა ამისა, რადგან თ მატრიცები ერთმანეთთან არაკომუტატურებია, ამიტომ 
სიჩქარის ორი რომელიმე კომპონენტის ერთდროულად ზუსტად გაზომვა შეუძ- 
ლებელია. შევნიშნოთ, რომ იგივე შედეგს მივიღებთ ველში მოძრავი ნაწილაკისა– 

თვისაც. მართლაც ამ შემთხვევაში თია>ი.+ -”- 4. და, რადგან #4. კომუტატუ- 
C 

რია კოორდინატთან, ამიტომ ყველა ზემოთ თქჰული ამ შემთხვევაშიც ძალაში 
დარჩება. 

მიღებული შედეგი ერთი შეხედვით დაუშვებელია, რადგან ბუნებაში ჩვენ 
გვხვდება მხოლოდ ისეთი ელექტრონები, რომელთა სიჩქარე ნაკლებია C-ზე. 

„ –_–-– 

1 როგორც ვხედავთ დირაკის თეორიაში, ფმრედინგერის თეორიისაგან განსხვავებით, 
იმპულსისა და სიჩქარის ოპერატორები ერთმინეთის საშუალებით არ განიმარტებიან. 
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მაგრამ ეს პარადოქსი შეიძლება ავხსნათ განუზღვრელობის თანაფარდობით. (145,5) 

იძლევა სიჩქარის მნიშვნელობას რომელიმე მოცემულ მომენტში, მაშინ, როცა ექსპე– 

რიმენტზე დაკვირვებული სიჩქარე წარმოადგენს სიჩქარის საშუალო მნიშვნელო- 
ბას დროის გარკვეულ შუალედში. მყისი სიჩქარის ძალიან ზუსტად გაზომვა 
მოითხოვს კოორდინატის გაზომვას ორ, ერთმანეთისაგან მცირედ განსხვავებულ, 

მომენტში. ასეთი გაზომვა კი განუზღვრელობის თანაფარდობის ძალით გამოიწვევს 
იმპულსის მნიშვნელობის გაზომვის” შეუძლებლობას; ამ შემთხვევაში იმპულსის 

მნიშვნელობა აუცილებლად უსასრულობა იქნება. მაგრამ ჩჯ7.=%VV. / MI 1 –- ზ1/0? 

ფორმულის თანახმად, იმპულსის უსასრულო სიდიდეს "შეესაბამება სიჩქარის სწო- 

რედ წ„=+ი მნიშვნელობა, 

რამდენადაც დამაკმაყოფილებლად უნდა გვეჩვენოს ეს ახსნა, აშკარაა, რომ 
იგი არაა მკაცრი. ამ საკითხს ჩვენ ქვემოთ კიდევ დავუბრუნდებით; ახლა კი 
აღვნიშნოთ, რომ ალბათობის დენის სიმკვრივის ვექტორი შეგვიძლია გამოვხატოთ 
სიჩქარის ოპერატორებით. მართლაც, თანახმად (133,5) და (145,4) ფორმულებისა, 
მივიღებთ 

ჰ =74+V%, (145,6) 

ხოლო ელექტრული დენის სიმკვრივის ვექტორს ექნება შემდეგი სახე: 

ჰ=-–-01+VV, (145,7) 

მიუხედავად იმისა, რომ სიჩქარის მნიშვნელობისათვის მივიღეთ პარადოქსალური 

შედეგი, დენის სიმკვრივის დამოკიდებულება სიჩქარეზე სწორი აღმოჩნდა. 

§ 1416, ერენფშესტის განტოლებები 

შრედინგერის თეორიაში ჩვე5§ ვაჩვენეთ, რომ ადგილი აქვს ერენფესტის გან- 

ტოლებებს 

=> რ. >. 
7 1 თო Iს. "ი ით (146,1) 

რომლებიც გამოხატავს იმ მეტად მნიშვნელოვან ფაქტს, რომ კვანტური მექანიკის 

საშუალო მნიშვნელობები ისეთივე კავშირშია ერთმანეთთან, როგორი კავშირიც 

არსებობს ამ სიდიდეებს შორის კლასიკურ მექანიკაში. როცა ნაწილაკი თავისუ- 
ფალია, ე. ი. როცა L =0, მაშინ 

”· 

ი 4– = იიმვს, თ 2 = იიმბს, „22 = ტიას8ს. (146,2) 

ამის შესახებ ამბობენ, რომ „ველის გარეშე ალბათობის სიმძიმის ცენტრი მოძ- 
რაობს სწორხაზობრივად ღა თანაბრად“. ეს არის ინერციის კანონის ერთგვარი 
გადატანა კვანტურ მექანიკაში. 

გამოვარკვიოთ, როგორი მდგომარეობა გვაქვს რელატივისტურ კვანტურ 

მექანიკაში. წინასწარ შევნიშნოთ, რომ სიდიდის საშუალო მნიშვნელობა ისეთივე 
ფორმულით განისაზღვრება როგორიც გვქონდა შრედინგერის თეორიაში (იხ. 

§ 140 ფორმულა 12), ვიპოვოთ აჩქარების ოპერატორი. თანახმად (145,2) ფორ- 
მულისა, გვექნება 

ძ“თ _ ძთ, (146,3) 

ძ? ძL 
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ან, თუ გავიხსენებთ, რომ 

I 
“<+=L(მ,6)= + (Mრ– 570, 

ი?» 
რ2- ' (IM –რთ IM) 6. 146,4 
““ ML , (140,4) 

თ მატრიცები არაა კოზმუტატური “მიღტონიანთა (Mთ,– თ M)5-0, და საზოგა- 

დოდ, თავისუფალი ნაწილაკისათვის “5. 550. ამგვარად, თავისუფალი ნაწილაკის 

„ალბათობის სიმძიმის ცენტრი არ იარაობს თანაბრად და სწორხაზობრივად“, 

ამიტომ რელატივისტურ კვანტურ მექანიკაში ერენფესტის განტოლებებს, საზო- 

გადოდ, ადგილი არა აქვს რომ გამოვარკვიოთ, თუ რა უშლის ხელს „ალბათო- 
ბის სიმძიმის ცენტრს, იმოძრაოს სწორნაზობრივად და თანაბრად“, განვიხილოთ 

ე· წ- „ელექ ტრონის კანკალის“ ნაკითხი, 

§ 14172. ელექტრონის ,,კანკალი«" 

ამ პარაგრაფში ჩვენ გამოვარკვევთ იმ თავისებურებებს, რომლებიც ახასია- 

თებენ ელექტრონის მოძრაობას რელატივისტურ კვანტურ მექანიკაში და შევის- 

წავლით მიზეზს, რომლის გამოც, საზოგადოდ ერენფესტის განტოლებები დირაკის 

თეორიაში სამართლიანი არ არის. ამასთანავე ვაჩვენებთ, თუ რატომ არ ემთხვევა 

სიჩქარის მდგენელების გაზომილი მნიშვნელობა –+0C-ს. 

ამ მეზნით განვიხილოთ თავისუფალი ნაწილაკის შემთხვევა და გამოვარკვიოთ. 
როგორი სახე აქვს კოორდინატისა და სიჩქარის საშუალო მნიშვნელობებს რელა– 

ტივისტურ კვანტურ მექანიკაში: 

წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, რომ თ=60თ,, სადაც 

რთ, 

თ 

პუასონის ფრჩხილების განმარტების გამოყენებით მივიღებთ 

=L#, თ), (147,1) 

(2, = თ,M- წ. (147,2) 

რადგან თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანი განისაზღვრება ფორმულით 

M ჩ 

MM =6(თ 0) +თაMC", (147,3) 

ამიტომ ცხადია, რომ 
წ) ი # M 

თ, =6ს.+თ,60,06),+ 6,რენ), -L C,Cთკ10წ, (147,4) 

წე ი ჩ M 

XCთ,=06 1>+CთაC)00, + თეთ,0 ), + თათ. (147,5) 

თ-მატრიცების ანტიკომუტა ატურობის გამო გეექნება 

200.=თ,#+M2,. (147,6) 

(147,2) განტოლება შევკრიბოთ (147,6) განტოლებასთან; მივიღებთ 

იოთ,=-207,+2თ, I. 047,7 
ჯ17



რადგან თავისუფალი ნაწილაკის შემთხვევაში 7. და MV დროზე არ არიან და- 
მოკიდებული და ერთმანეთთან კომუტირებენ, ამიტომ (147,7) განტოლების გაწარ- 

მოება მოგვცემს 

ჯ10,--2თ, 9 =0. (147,8) 

თ,-მატრიცის მიმართ მივიღეთ მეორე რიგის განტოლება. ამ განტოლების ამოხსნა 
შეიძლება ჩვეულებრივი წესით, ოღონდ უნდა დავიცვათ ოპერატორთა თანმიმდეე- 
რობის რიგი; სახელდობრ, ამ განტოლების ამოხსნის დროს თ,-მატრიცა ყოველ- 

თვის #-ის მარცხნივ უნდა დავწეროთ. მაშასადამე, (147,8) განტოლების ამო–- 

ნახსნს ექნება სახე 

თ=თდ “1 (147,თ9V 

სადაც თ, (0) არის ოპერატორის მნიშვნელობა (=0 მომენტში, ამ გამოსახულე- 

ბაში თ, (0) ექსპონენტის მარცხნივ წერია, რადგან განტოლებაშიაც ადგილი აქვს 

თ, და # ოპერატორების ასეთივე თანმიმდევრობას. 

ახლა გამოვიყენოთ (147,7) გამოსახულება და (147,9) ფორმულის დახმარე- 

ბით ვიპოვოთ თ,. გვექნება : 

, _ 2 
2თ,9=20ჩ, + :სთ, (00). (147,10) 

  

ახლა ვაჩვენოთ, რომ წ ჰამილტონიანს აქვს შებრუნებული „ოპერატორი, 

რამდენადაც (147,3) ფორმულის ძალით თავისუფალი ნაწილაკის შემთხვევაში 

#?= ლე?- ბებ = 1, იმდენად წ-) ტოლი იქნება I/-1= II/I? გამოსახულების, 

საიდანაც 1II-1-ის საკუთარი მნიშვნელობა ტოლი იქნება #“- 1-ის. (147,10)-ის 

მარჯვნიდან #M#-+ზე გამრავლებით ვიპოვით 

2:M! 
7 1 · – , 

თ=იI + -- 1 თ,(0)4 ხს შ-ე. (147,11) 
  

მეორე მხრივ, თჯ=თ,0, ამიტომ ამ გამოსახულებაში თ,-ის შეტანით და იმის გა 

თვალისწინებით, რომ # დროზე ცხადად დამოკიდებული არ არის, დროის მი- 
ხედვით ინტეგრაცია მოგვცემს 

; 2M 
==. 9-#- 9, ო ო. /I-?-LC005ს. (147,12) 

ვაჩვენოთ, რომ ამ გამოსახულებაში შემავალი ყველა ოპერატორი: I, =M და 

თ, (0) ერმიტული და ერთმანეთთან გადასმადია. # და (9 ოპერატორების ერმი- 

ტულობა ცხადია; ვაჩვენოთ, რომ თი) ერმიტულია. ეს უკანასკნელი აშკარაა 

(147,2) ტოლობიდან, საიდანაც თჯ=თ,; მაშასადამე, ერმიტული იქნება ამ ოპე- 

რატორის მნიშვნელობა ჯ=0 მომენტშიც, ე. ი- თ1(0)= თ, (0). რადგან თ,(0) მატ- 

რიცა დროზე აღარ არის დამოკიდებული, ამიტომ -- 20) = LM, (C)1=9, საი» სღ ი 
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დანაც ჩანს, რომ თ, (001 კომუტატურია M-თან და, მაშასადამე, /#I“I-თან და 

ტ 2; 

0ჯიე (– “ი ) შ-ბ- თანაც. თავისუფალი ნაწილაკის იმპულსი #7. კომუტატურია 

#L-თან და თ, მატრიცასთან, ამიტომ თუ ავიღებთ (147,7) გამოსახულების მნიშე- 

ნელობას (=0 მომენტში და მას ჯერ მარცხნიდან შემდეგ კი მარჯვნიდან გავამ- 

რავლებთ ,-ზე, დავინახავთ. რომ თ,(0) კომუტატური ყოფილა #.-თანაც. მა- 
შასადამე, (147,12) გამოსახულების მარჯვენა მხარეში შეგვიძლია ერთდროულად 

ვიპოვოთ ყველა წევრის საკუთარი მნიშვნელობები, ამიტომ თავისუფალი ნაწილა- 

კის კოორდინატის საშუალო მნიშვნელობისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

ი 2 _ ჩნ. 
ფ=.-5M%, 6 გ (ე M +ტითვს, (147,13) 

# 4” 

სადაც თ,-ის საკუთარი მნიშვნელობები აღებულიაჯ=0-მომენტში. (147,13) 
გამოსახულებაში პირველი წევრი გამოხატავს კლასიკური (რელატივისტური) მექანი: 

  

2 
კის ცნობილ ზ»I-წევრს, სადა, #„= <0 რელატივისტური სიჩქარეა. მეორე 

წევრი დაკავშირებულია რხევით მოძრაობასთან. ამ რხევის შესაბამისი სიხშირე 
ცხადია ტოლი იქნება (6=2#/ჩ გამოსახულების. ეს სიხშირე ძალიან დიდია და 

სულ მცირე 2ჯC”/ჩ-ის ტოლია. 

როდესაც ვზომავთ თავისუფალი ნაწილაკის საშუალო სიჩქარეს იმ დროის 

განმავლობაში, რომელიც გაცილებით მეტია ჩ/27!6”-ზე, მაშინ პრაქტიკულად ვა– 
2 

კვირდებით სიჩქარის.მხოლოდ მუდმივ ნაწილს <> .· რხევის შესაბამისი წევრი 

კი იძლევა სიჩქარის მყის მნიშვნელობას ს, = -+ი. 

(147,13) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ თავისუფალი ელექტრონის კოორდი- 

ნატის საშუალო მნიშვნელობა შედგება ორი წევრისაგან. ერთია ელექტრონის 

რხევადი მოძრაობა 2X/ს სიხშირით. ელექტრონის ამ რხევით მოძრაობას უწოდე- 

ბენ „ელექტრონის კანკალს“. ელექტრონის კანკლი უარყოფითი ენერგიების 

არსებობით აიხსნება, იგი გამოწვეულია დაღებითი და მისი ტოლი უარყოფითი 

ენერგიის შესაბამისი რხევების ძგერით. როგორც ცნობილია, ძგერის სიხშირე 

ძგერადი ტალღების სიხშირეთა სხვაობას უდრის, ე. ი. სწორედ, ს--4--#, = 

= 2X „ს ტოლია. 

ნაწილაკის ამ რხევითი მოძრაობის გამო ელექტრონის „ალბათობის სიმძიმის 

ცენტრის“ გადაადგილება სივრცეში ინერციის კანონს არ ემორჩილება, ამიტომაც 

არის დარღვეული ერენფესტის თეორემა. 
ზოგჯერ, კონკრეტულ ამოცანებში, მნიშენელოვანია ტალღური ფუნქციები, 

რომლებიც მხოლოდ დადებით ენერგიებს შეესაბამებიან. აშკარაა. რომ ამ სპეცია- 

ლურ შემთხვევაში ერენფესტის თეორემა დაცული იქნება. 

§ 148. პოზიტრონის თეორია 

ჩყქენ აღვნიშნეთ, რომ დირაკის თეორიაში საჭიროა ელექტრონის კინეტი– 

კური ) ენერგიის ორივე ნიშნის გათვალისწინება. ნაწილაკს შეუძლია გადავიდეს 
უარყო ფითი ენერგიის მდგომარეობიდან დადებითში და პირიქით; განგებ უყურად- 
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ღებოდ დავტოვეთ საკითხი, შეუძლია თუ არა არსებობა უარყოფითი ენერგიის 

თავისუფალ ელექტრონს. ასეთი ნაწილაკები რომ მართლაც არსებობდნენ, მაშინ 
მათ ექნებოდათ მთელი რიგი უცნაური თვისებები. ასე მაგალითად, სინათლის 

უწყვეტად გამოსხივების შედეგად მათი ენერგია შეიძლებოდა შემცირებულიყო 
ისე. რომ გამხდარიყო–– C-ის ტოლი. ასეთი ენერგიები ექნებოდა ჩვენი სამყაროს 
ყველა ელექტრონს საკმარისად მცირე დროის განმაელობაში. რაც სინამდვილეში 
ასე არ არის, ამგვარად, ჩვენ აღმოვჩნდებით ასეთი წინააღმდეგობის წინაშე: 
ერთი მხრივ ელექტრონს შეუძლია დადებითი ენერგიის მდგომარეობიდან გა–- 
დახტეს უარყოფითი ენერგიის მდგომარეობაში, მეორე მხრივ, ელექტრონი 1=– 

–/ ჯი? +- ი ენერგიით არ უნდა არსებობდეს, ეს წინააღმდეგობა თავის 
დროზე ახსნილი იყო დირაკის მიერ1. 

განვიხლოთ ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი ელექტრონის განტოლება 

(++ დ )– («. ნ+--ტ )–იო" IM-9 (148,1) 
C C 

და დაწვრილებით შევისწავლოთ ის შემთხვევა, როცა კინეტიკური ენერგია, ე. ი. 

X#+ი0დ, უარყოფითია. ამ მიზნით თ მატრიცებისათვის ავირჩიოთ მაიორანას წარ- 

მოდგენა, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ თ,, C,, თკ ნამდვილებია, თკ=8 კი––წმინდა 

წარმოსახვითი. ამგვარად, ვიგულისხმოთ, რომ (148,1) განტოლება ჩაწერილი 
გვაქვს მაიორანას წარმოდგენაში და გადავიდეთ კომპლექსურად შეუღლებულ 

# · . 

განტოლებაზე. რადგან #"= (» +) =–X# და ი":=--ი, ამიტომ 

I(<4++-%9 )– (= -<0++-#)+ რCთა116 IM'–0 (148.2) 
6 - 2 

ან, თუ გავამრავლებთ (–-1)-ზე, 

((-–+. დ )– (« ი-“ ტ)–« #6 | 1 =0. (148,3) 
> 6 (2 

ეს კი ზუსტად დირაკის განტოლებაა -LI6| მუხტის მქონე ნაწილაკისათვის. ამგვა- 

რად, უარყოფითი ენერგიების განხილვა იმის ეკვივალენტურია, რომ ბუნებაში 

არსებობდეს ნაწილაკი +2 მუხტით. ამგვარად, უარყოფითი ენერგიის დონეები 
შეესაბამება ახალი ტიპის ნაწილაკის მოძრაობას. ამ ნაწილაკის მასა ელექტრონის 

მასის ტოლი უნდა იყოს, მუხტი კი–-ელექტრონის მუხტისა. ოღონდ საწინააღმ- 
დეგო ნიშნის, თუ ნამდვილად აზრი აქვს უარყოფითი ენერგიის დონეების გან- 
ხილვას, მაშინ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ ბუნებაში ასეთი ნაწილაკი 

უნდა არსებობდეს. ამგვარი ნაწილაკი, მართლაც, აღმოჩენილი იყო ანდერსონის 

მიერ და მას პოზიტრონი უწოდეს. ამგვარად, (148,3) ფორმულის თანახმად, თუ 

+ აღწერს ელექტრონს, მაშინ +" აღწერს პოზიტრონს ანდა, უფრო ზოგადად, 
თუ % ფუნქცია აღწერს რომელიმე ნიშნის /ნაწილაკს, მაშინ მაიორანას წარმოდ- 

გენაში მუხტურად შეუღლებული ნაწილაკი აიწერება კომპლექსურად შეუღლებული 
ფუნქციით. 

მაგრამ პოზიტრონის აღმოჩენით ზევით აღნიშნული წინააღმდეგობა უბრა- 
ლოდ არ ისპობა, პოზიტრონს რომ ჰქონდეს უარყოფითი კინეტიკური ენერგია, 

17. #, M, ცICგი, XI00. #0იV, 506. #126, 360 (1930) 
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მაშინ მისი ყოფაქცევა იმის საწინააღმდეგო იქნებოდა, რასაც (და იძლევა. ასე 
მაგალითად, ძალის გახრდით აჩქარება შემცირდებოდა, რაც სინამდვილეში არ 
ხდება. ამიტომ დირაკის მიერ პოზიტრონის თეორია აგებულ იქნა სულ სხვა- 

ნაირად და მეტაღ ორიგინალურად. 
დირაკის თანახმად, უარყოფიი ი კინეტიკური ენერგიის ყველა დონე დაკავე- 

ბულია ელექტრონებით. ვაკუუმი დირაკის განმარტებით ეწოდება სწორედ ისეთ 

მდგომარეობას, როცა ღადღებითი ენერგიის ყველა დონე თავისუფალია, ენერგიის 

ყველა უარყოფითი დონე კი დაკავებულია ელექტრონებით. ამასთან, პაულის 

პრინციპის ძალით, თითოეულ უარყოფით დონეზე იმყოფება ორი ელექტრონი 

საწინააღმდეგო სპინებით, უარყოფითი ენერგიის დონეებზე მსხდომი ელექტრო- 

ნები ერთგვაროვნად ავსებს მთელ სივრცეს, ამიტომ ისინი არავითარ ველს არ 

ქმნიან როგორც ვხეღავთ, დირაკის ვა- L 

კუუმის განმარტება სრულიად საწინააღმ- 
დეგოა ვაკუუმის იმ განმარტებისა, რა- 

საც მიჩვეული ვიყავით აქამდე. 

დაგუშვათ, რომ უარყოფითი ენერ- 
გიის დონეებიდან ამოვარდა ერთი ელე- 20C 

ქტრონი მაშინ ელექტრონი” ძვ,ლ | 

ადგილას დარჩება „ხვრელი“. ეს ხვრელი 

ისე მოიქცევა, როგორც დადებითი ენერ- 

გიის დადებითი ელექტრონი. მართლაც, 

იმისათვის, რომ ეს ხერელი კვლაე მო- 

ისპოს, საჭიროა იგი „ამოივსოს“ უარ- 

ყოფითი კინეტიკური ენერგიის მქონე 

ელექტრონით. მეორეს მხრივქ, თუ დერაკის ვაკუუმს მოვათავსებთ ელექტრულ 
ველში, მაშინ ყველა ელექტრონი ამოძრავდება ერთი გარკვეული მიმართულებით. 

ასეთი მოძრაობა ტოლფასი იქნება ხვრელის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმარ– 

თულებით, ე. ი. ხერელის ყოფაქცევა ისეთია, თითქოს მას ჰქონდეს დადებითი 

მუხტი. თუკი ხვრელი ისპობა უარყოფითი ენერგიის ელექტრონით, მაშასადამე, 

მას უნდა ჰქონდეს დადებითი ენერგია. რადგან ხვრელი უარყოფითი ენერგიების 

დონეებში ისევე იქცევა, როგორც დადებითი ენერგიისა დ: დადებითი მუხტის 

მქონე ელექტრონი, ამიტომ, ასკვნის დირაკი, იგი უნდა გავაიგიეოთ პოზიტრონ- 

თან. ამგვარად, პოზიტრონი წარმოადგენ უარყოფითი კინეტიკური ენერგიის 

დონეებში გაჩენილ ხერელს. პოზიტრონის ამ თეორიას დირაკის ხვრელის თეო- 

რიას უწოდებენ. 

ამ თეორიის თანახმად, ძალიან ადვილად აიხსნება ელექტრონის და პოზი- 

ტრონის გარდაქმნა სინათლედ (ე. წ. ანიჰილაცია) და მისი შებრუნებული მოვ- 

ლენა-–– სინათლისაგან ელექტრონ-პოზიტრონის წყვილის გაჩენა1. დავუშვათ, რომ 

სივრცეში გვაქვს ერთი ელექტრონი და ერთი პოზიტრონი, ეს იმას ნიშნავს, რომ 

დადებითი ენერგიის დონეებში გვაქვს ერთი ელექტრონი, უარყოფითი ენერგიის 

დონეებში კი––ერთი ხერელი. ელექტრონს შეუძლია ჩახტეს ხვრელში, რის შედე- 
გადაც ხვრელი ამოივსება და შეიქნნება ვა,უუმი, ნაჭარბი ენერგია კი გამოსხივ- 

დება სინათლის სახით. ნახაზიდან აშკარაა, რომ კვანტის მინიმალური ენერგია 

    
ნახ. 43. 

  

1 საინტერესოა შევნიშნოთ, რომ წყვილია გაჩენა და ანიჰილაცია, ანამ შემჩნეული იქნე- 

ბოდა ბრაქტიკულად, ნაწინასწარმეტყველევი იყო დირაკის მიერ ხვრელის თეორიაზე დაჯრდ- 

ნობით 

წი



2»C-ის ტოლია რადგან ელექტრონისათვის »101=0.51 M#იX, ამიტომ ანიჰილა– 

ციის დროს გამოსხივებული კვანტის ენერგია 1Cთ02>1 //ი/. სავსებით ანალოგიუ- 

რად, ოოცა კვანტის ენერგია 0Cთ>:1 2X/CM/-ზე, მას შეუძლია ვაკუუმთან ურთი- 

ერთჟმედებისას უარყოფითი ენერგიის დონიდან ამოაგდოს ელექტრონი. შედეგად 

მევიღებთ ერთ ელექტრონს დადებითი ენერგიით და ერთ ხვრელს, ე. ი. პოზი- 

ტრონს. მაშასადამე, გაჩნდება ელექტრონ-პოზიტრონის წყვილი. 

შევნიშნოთ: წყვილის გაჩენისას რომ დაცული იქნეს ენერგიისა და იმპულ. 
სის მუდმივობის კანონი, საჭიროა კიდევ მესამე სხეული, ე ი. ჩი კვანტს ცარიელ 

სივრცეში არ შეუძლია წყვილის გაჩენა. საჭიროა კიდევ დამატებითი გარეშე 
ველი. მართლაც, ენერგიის მუდმივობის კანონს აქვს სახე 

–V ა» + ჯა + ჩთ =V/ »I7C" + C”))?, (148,4) 

სადაც ჯ» არის ელექტრონის იმპულსი უარყოფითი ენერგიის მდგომარეობაში, 

ჩ», ელექტრონის იმპულსია დადებითი ენერგიის მდგომარეობაში. იმპულსის შენახვის 

კანონის თანახმად კი 

»+ს:=7ი (148,5) 

სადაც Lს/; კვანტის იმპულსია, თუ შევიტანთ ),--ს (148,4)-ში, დავინახავთ, რომ 

იგი არ კმაყოფილდება. 

თანამედროვე ფიზიკაში ელექტრონს ჩვეულებრივი ნაწილაკი ეწოდება, პო– 

ზიტრონს კი--ანტინაწილაკი; ხვრელის თეორიიდან გამომდინარეობს, რომ რადგან 
დადებითი ენერგიის ელექტრონს დიდი ალბათობით შეუძლია ჩახტეს ხვრელში, 

პოზიტრონის სიცოცხლის ხანგრძლივობა ძალიან მცირე უნდა იყოს, გაჩნდება თუ 

არა პოზიტრონი, იგი სწრაფად უნდ გაქრეს ანიჰილაციის გამო. მართლაც, 

აღმოჩნდა, რომ პოზიტრონები ბუნებაში გაცილებით ცოტა), ვიდრე ელექტრო- 

ნები. 

ხვრელის თეორიის სამართლიანობას ადასტურებს მთელი რიგი მოვლენებისა. 

ასე მაგალითად. გარეშე ველის მოქმედებისას ადგილი აქვს ვაკუუმის „პოლარი- 

ზაციას“, ამ შემთხვეჟაში წყვილი ჩნდება მაშინაც, როცა ჩ(ა < 2,ჯC”. ელექტრულ 

ვაკუუმს რომ ველი მოვდოთ, ადგილი ექნება წყვილები" გაჩენას, ე. ი. ზოგიერთი 

ელექტრონი გადავა დადებითია ენერგიის მდგომარეობაში. გაჩენილი წყვილები 

მოქმედებენ როგორც დიპოლები და ვაკუუმი აღმოჩნ ჯება პოლარიზებული, 

ადგილი აქვს აგრეთვე ე. წ. „ვაკუუმურ ფლუქტუაციებს". მართალია, 
ელექტრული ვაკუუმის სრული მუხტი ნულია, მაგრამ ეს როდი ნიზნავს, თითქოს 
მუხტი ნებისმიერად მცირე მოცულობაში ყოველთვის ნულია. შეიძლება ჩვენება: 

ალბათობა იმისა, რომ ელექტრონი ან პოზიტრონი აღმოვაჩინოთ სივრცის ნების- 

მიერ აღგილას დროის ნებისმიერ მომენტში, ნული არ არის, ე. ი. ადგილი აქეს 

„ვაკუუმურ ფლუქტუაციებს“ და სხვ. 

§ 149. ანტინაწილაკები. მუხჭბურად ფეუღლების ოპერატორი და 

მუხტურად შეუღლებული ფუნქცია 

მკაცრად რომ ვიმსჯელოთ, დირაკის განტოლებას ემორჩილება მხოლოდ 

ელექტრონი და მისი ანტინაწილაკი––პოზიტრონი. ამ ორი ნაწილაკისათვის დი– 

რაკი თეორიიდან მიიღება როგორც სპინის, ისე მაგნიტური მომენტის სწორი 
მნიშვნელობა. რაც შეეხება ნუკლონებს-–ნეიტრონსა და პროტონს, როგორც ჩანს, 

მათი ყველა თვისება დირაკის განტოლებაში არ არის ჩაქსოვილი, მიუხედავად 
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ამისა, არსებობს საფუძველი ვიფიქროთ, რომ დირაკის განტოლება აღნიშნული 
ნაწილაკების მთელ რიგ თავისებურებებს მაინც სწორად გადმოსცემს. ეს განსა- 

კუთრებით ეხება დირაკის განტოლებიდან გამომდინარე ფუნდამენტურ წედეგს-– 
ანტინაწილაკების არსებობას. დირაკის განტოლება უშვებს ინვარიანტობას, #ომე- 
ლიც გვიჩვენებს რომ თუკი ბუნებაში არსებობს პროტონი, ნეიტრონი, და 

სხვა ნახევარსპინიანი ნაწილაკი, უნდა არსებობდეს მათი შესაბამისი ანტინაწილა– 
კებიც. ამასთან, მაგალითად, პროტონ-ანტიპროტონის წყვილის შესაქმნელად სა– 

ჭიროა ენერგია, რომელიც მეტი უნდა იყოს პროტონის გაორკეცებული უძრაობის 

ენერგიაზე, ე. ი” 2) ცი სიდიდეზე, რომელიც რიცხობრივად 2·:931 1/ 2X -ის ტოლია. 

ასეთი დიდი ენერგიების მიღება დირაკის თეორიის ჩამოყალიბების დროს შეუძ- 

ლებელი იყო· მხოლოდ 1955 წელს მოხერხდა ანტიპროტონის აღმოჩენა. კერ- 

ძოდ, მაღალი ენერგიების პროტონების გაფანტვის ექსპერიმენტზე ე. სეგრესა და 

თანამშრომლების მიერ აღმოჩენილი იქნა პროტონ-ანტიპროტონის წყვილის გა- 

ჩენა1, სულ მალე პროტონებისა და ანტიპროტონების ურთიერთქმედების შესწავ– 
ლის დროს აღმოაჩინეს ანტინეიტრონიც. ამასთან, ანტიპროტონის მასა ემთხვევა 
პროტონის მასას, მუხტი კი უარყოფითი აქვს. რაც შეეხება ანტინეიტრონს, ცხა- 
დია, მას მუხტი არა აქვს, მაგრამ აქვს მაგნიტური მომენტი, რომელიც ნეიტრონის 

მაგნიტური მომენტისაგან ნიშნით განსხვავდება; ამასთან, ანტინეიტრონს აქვს ნეი– 

ტრონისაგან განსხვავებბული შინაგანი ლუწობა. ნუკლონი ღა ანტინუკლონი ანი- 
ჰილირდებიან მეზონების გაჩენით. ნაწილაკებისაგან განსხვავებით ანტინაწილაკების 

აღმნიშვნელ ასოებს თავზე ხაზებს უკეთებენ; მაგალითად, ანტიპროტონს აღნიშ- 

ნავენ ჯ-თი, ანტინეიტრონს ჯ-ით, ხოლო პოზიტრონს 'ც-თი. 

როგორც დავინახეთ, როდესაც ელექტრონი აიწერება V ფუნქციით, მაშინ 

მისი მუხტურად შეუღლებული ნაწილაკი--პოზიტრონი აიწერება VI?" ფუნქციით, 

მაგრამ ამას ადგილი აქვს მაშინ, როცა თ-მატრიცებისათვის არჩეულია მაიორანას 

წარმოდგენა. ვნახოთ, რა სახე აქვს, ზოგადად, მუხტურად შეუღლებული ნაწილა- 

კის ტალღურ ფუნქციას ნებისმიერ წარმოდგენაში. ამ მიზნით ელექტრომაგნიტურ 

ველში ი მუხტის მქონე ნაწილაკისათვის დავწეროთ დირაკის განტოლება (134,19) 

სახით 

ით იბ   
“+XM -- რ 0ა4ამი ებსბსას“ თ» 

ხოლო 1,=%/%V  კენქციისათვის გვექნება (134, 20) განტოლება: 

მნ _ 65 
მ წც--XV), == :=V (7ს 4ა)· (149,2)   

დავუშვათ, ვიპოვეთ ისეთი უნიტარული C-მატრიცა, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

+.ა=-C Mა0, (149,3) 

სადაც “/. აღნიშნაეს ტრანსპონირებულ მატრიცას. თუ ავიღებთ (149,2) განტო– 

ლების ტრანსპონირებულს (გავიხსენოთ რომ #8 =#ს4) და გამოვიყენებთ (1 49,3)-ს, 

გვექნება 

–0 1 C + –XX=- = (C- ყა C წრიბ (149,4) 
IV 

  

ასეა 

10. CხეთხიIIსIი, ხ. 50910, C. VI06ნ00ძ, IL. V050ი065; Mა(სჯXტ, 177, 11 (19:6); 

LIწვ. IM6V, 100, 947 (1955), 

ნ2პ



ან მარცხნიდან – C-ზე გამრავლებით, 
0V> 

ძა, 
  7) +7ს; == ა 64) VM-, (149,5) 

სადაც 

"> =010= CV7)Vს:. (149,6) 

(149,5) განტოლება კვლავ დირაკის განტოლებაა„ ოღონდ საწინააღმდეგო მუხტის 

ნაწილაკისათვის. ამიტომ +, წარმოადგენს მუხტურად შეუღლებული ნაწილაკის 

ტალღურ ფუნქციას. 
ახლა საჭიროა იმის ჩვენება, რომ (149,1) ტოლობა ყოველთვის ძალაშია, 

ე. ი. ყოველთვის მოიძებნება ისეთი C მატრიცა, რომელიც აკმაყოფილებს (149,2) 

პირობას. ეს აშკარაა, რადგან –– 7. აგრეთვე აკმაყოფილებს დირაკის პირობებს; 

იგი მიიღება 7ც მატრიცაზე კანონიკური გარდაქმნის ჩატარებით. 

ვნახოთ, რა სახე ექნება 1-ს სხვადასხვა წარმოდგენაში. 

დირაკის წარმოდგენა. ამ წარმოდგენაში, როგორც ვიცით. 

0 თ? 1. 0 = _-–_ ; 149,7 “(თი · რ-(ი _,) ირი 
ადვილად ვაჩვენებთ, რომ მატრიცა 0, რომელიც (149,3) პირობას აკმაყოფილებს, 

იქნება თ,, ე. ი. 

ძ=6თ-(-. 2 )' (149,8) 
ლა 

მეორე მხრივ, დირაკის წარმოდგენაში ჯ მატრიცებს აქვს სახე 

0 –-თ? 1 0 #/= , = , (146,9 
/ (;. 0 ) “ (. 1) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

რი=+4=--4%ს %=VX=+X2: 7:=1:5=--/ე == · (149,10, 
ამ ტოლობების გამოყენებით ადვილად შევამოწმებთ (149,3) განტოლების სამართ- 

ლიანობას. C=თკ მატრიცას ექნება შემდეგი თვისებები: 

C"=0=0-1=-0"; 0+0=00+=1; 0=-0. (149,11) 

მუხტურად შეუღლებული ფუნქციისათვის შეიძლება დავწეროთ 

V;-= თ, 10= თ,8ს/. (149,12) 
მაიორანას წარმოდგენა. მაიორჯნას წარმოჯგენაში, როგორც ვნახეთ, თ მატ- 

რიცა შემდეგნაირად შეირჩევა: 

თ,=0,C,, Cე == მვ. თვ= 0ს)წვ, Cგ= ითა. (149,13) 

7 მატრიცებს ამ წარმოდგენაში ექნება სახე (2) = ––1Cთკ4%, “%.ა=თკ). 

VI ––შვ, 
0 · ა 

–2ძთ 0 

%ა=თს “(=> თკ 0)თ0გ 
ნ2%



აშკარაა, რომ +,=%V,=1; ((=1, 2, ვ) და +V=+/1=--V,, ამიტომ (149,3) გან- 
ტოლებას დააკმაყოფილებს (0 =7,კ მატრიცა. მაშასადამე, 

V-=CV,V%; =V2V; =%VX) (149,15) 

რაც სხვა გზითაც გვქონდა მიღებული. 
აღვნიშნოთ, რომ (149,3) ფორმულა დაცული იქნება მაშინაც, თუ C-ს 

ნაცელად ავიღებთ CVთ%. ასე რომ, მუხტერად შეუღლების ოპერატორი განსა- 
ზღვრულია #M%-ს სიზუსტით. ეს განუზღვრელობა ტალღური ფუნქციის შინაარსს 
არა ცელის. 

§ 150, თავისუფალი ნაწილაკი ნახეჭრის ტოლი სპინით 

ამოვხსნათ თავისუფალი ნახევარსპინიანი ნაწილაკის ამოცანა რელატივესტურ 

კვანტურ მექანიკაში, თავისუფალი ნაწილაკის ჰამილტონიანი 

#=0(თ0)+თკთი” (150,1) 
კომუტატურია იმპულსის ოპერატორთან, ამიტომ ამ ორ ოპერატორს საერთო 

საკუთარი ფუნქცია ექნება. ვიპოვოთ ეს ფუნქცია. დავწეროთ დირაკის განტო- 

ლება. რადგან ნაწილაკი თავისუფალია, ამიტომ მდგომარეობა სტაციონარული 

იქნება. ამის გამო, დირაკის განტოლება ასე დაიწერება: 

(8-0 (თნ) –– თ,“ Iს =0, (150,19 
სადაც # სრული ენერგიაა. როგორც ვიცით, მას შეუძლია მიიღოს როგორც და- 

დებითი, ისე უარყოფითი მნიშვნელობები. სრული ტალღური ფუნქცია კი განისა- 
'ხღვრება ფორმულით 

–ჯნ 
VCV, |/)1)=V%(ი04 (150,2) 

V%(ო საკუთარი ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს განტოლებასაც 

ი ლ0=ი+ათ, 0150,3) 
რომელსაც, როგორც ვიცით, აქვს ამონახსნი 

ა” 
VI(C)=46 (150,4) 

ბუნებრივია, ამიტომ (150,1) დირაკის განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი 

სახით: 

- ი. 

V(0=ყე" (150,5) 

სადაც V არის საძიებელი ბისპინორი 

%ჯ 
« ყ= · (150,6) 

(150,5) ფუნქციის შეტანით (150,1) განტოლებაში იგი ალგებრულ სისტემად გა- 
დაიქცევა 

(5--C (თ 6)– თკი:0)0 =0 (150,7) 

ნპწ



შევიტანოთ თ-მატრიცების გამოსახულებანი (131,14) ფორმულებიდან და მოვახ- 
დინოთ მატრიცათა შეკრება; შედეგად გვექნება 

4 

გამი, =0 (:=1, 2, 3, 4), (150,8) 
ჩო1 

სადაც 2 ელემენტები ადგენენ შემდეგ მატრიცას: 

(მდ 0 –-61, –ი) 
0 ს-ს" –00+ ი, 

= 50,9 
7 –-01 –იხ ჟL+VM!C: 0 0 ) 

–ი2+ იჯ, 0 #+ი»ბ 

ხოლო ჯუ.-ით აღვნიშნოთ შემდეგი კომბინაცია 7. = ):-Cჯ?ჯყ. 

(150,8) წარმოადგენ ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლებათა სისტემას, 
გაშლილად მას შემდეგი სახე ექნება: 

(1––216”) %,––-612პ,Mვ – 6))_%Vვ =0, 

(#-–- 0“) M2-–– 0))+%3 + 67,V, =0, 

–იო,M,--6) %2 1 (19 + XIC9) «ე =0. (150,10) 

–00+1-+ 6): + (XX - XM6C”)((,=0. 

ამ სისტემას არატრივიალური ამონახსნი მაშინ ექნება, როცა (150,9) მატრიცის 

ღეტერმინანტი ნულის ტოლია. ეს დეტერმინანტი კი მართლაც ნულია. სახელ– 

დობრ, (150,9) მატრიცის» დეტერმინანტის ნულთან ტოლობით მივიღებთ, რომ 

2 
# _ „მებ ე? –ი»ს –ი=0, (150,11) ი 

რაც წარმოადგენს ეზერგიასა” და იმპულსს შორის ცნობილ რელატივისტურ და- 

მოკიდებულებას. ადვილად შემოწმდება, რომ ნულას ტოლეა ყველა მესამე რანგის 

დეტერმინანტიც. ნულისაგან განსხვავდება მხოლოდ მეორე რანგის დეტერმინან- 

ტები, აქედან კი გამომდინარეობს, რომ ოთხი #,, #ე, %ვ, კ უცნობი სიდიდიდან 

ორი შეგვიძლია ნებისმიერად ავირჩიოთ; ამასთან, საჭიროა განვიხილოთ ორი 

შემთხვევა. ერთი, როცა ენერგია დადებითია (1>-0) და მეორე, როცა ენერგია 

უარყოფითია (X <0). 
1. ენერგია დადებითია, ე. ი- #20 და ნებისმიერად ვირჩევთ #, და V-ს. 

ავიღოთ V,= 4, და ჯ.ა=)8,. სადაც 2, და 1, ნებისმიერი რიცხვებია. მაშინ 

(150,10) სისტემის ბოლო ორი განტოლება მოგეცემს: 

8.ი-+4, 7, 4,0+--8., .=4სც ა=)ს, #%3= , 1(I= 2 , (150,12) 
I 

  

სადაც თ-თი აღვნიშნეთ შემდეგი გამოსახულება: 

ი=1+XI | თ (150,132) 
6 

2. ენერგია უარყოფითია, ე. ი. 7=--I#I)<0 და ვიგულისხმოთ, რომ 

ე= 4 და Vგ = #),. მაშინ (150,10) სისტემის პირველი ორი განტოლებიდან 
მივიღებთ: 
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ს,ლ=– სმაი- + 4... ი“ (4:0+-- 287: მე= 4, I1=21;, (150,14) 
ი CV 

ამგვარად, ენერგიის ორი ნიშნის შესაბამისად ჩვენ ვიპოვეთ ორი ბისპინორი: 

1 
« _ თ (8;ა + 4») 

1 

1 ყოი= – (8 +4 7) , ყ0- –. მას– ში) |>. (150,15) 
იC 

1 
« (4, 2+-–- 8, »,) + 

თუ ამ ბისპინორეს შესაბამისად გავამრავლებთ 6X0 | _6- I#I ი) “და 

ბჯხ L- თ+I6I0) ვიპოვით თავისუფალი ნაწილაკის ამონახსნებს განსაზღვ- 

რული იმპულსით. მოვახდინოთ ამ ფუნქციების ნორმირება დირაკის დელტა 

ფუნქციაზე იმპულსებიდან 

I 4, (ო VI, (50-=06(ი––ი”. (150,16) 

ამ ინტეგრალში შევიტანოთ მუდმივზე გამრავლებული (150,5) ფუნქცია, რომელ- 

შიაც ვიგულისხმოთ, რომ V ბისპინორი განსაზღვრულია (150,15) ფორმულით; 

გვექნება 
თ ი) 

( XIX (ნ'V, (ნ) I ესე“ ძ-=2(0- 99, (150,17) 
(<1 –თ 

საიდანაც 

ი” (მოსეს VI; (ნ), (ი')2(ნ –ჩ )=8(ი–წ”. (150,18) 
წლს 

აქედან კი 

0? (2»%)2? + I; (0)|/=1; (150,19) 
(51 

მაშასადამე, ნორმირების მუდმიქი განისაზღვრება ფორმულით 

4 ==. 

ი- რინ M (3) (0! | # (150,20) 
5 

ამ გამოსახულებაში შემავალი ჯამის გამოსათვლელად გამოვიყენოთ ჯ/-ბისპინო– 
რის ცხადი სახე. (150,15ე1 ფორმულით განსახღვრული კომპონენტების გამოყე– 

ნებით ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

2 XI )I=(I 4M+I 8,8 219L, 
(=1 

(M>>9) (150,21) 
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XM-<0 ;შემთხვევის შესაბამისი ბისპინორის კომპონენტების გამოყენებით იგივე 

მნიშვნელობას მივიღებთ. ამგვარად, თავისუფალი ნაწილაკის ნორმირებულ ამო– 

ნახსნებს დირაკის თეორიაში ექნებათ შემდეგი სახე: 

  

'( 
7 (%–I#I) 1/გ 1) 

მაი -, 2 2) ყი ეა (150,22) 
' 2I#I 0.4,I1+| 8,I5 ' (220)/ 

„  თ+8ი 
ამის > 078 –-–- | "ენა. (1 50,23) 

ე 2IXIVI.4:+I8,% " (220) / 

ეს ფუნქციები, ზოგად შემთხვევაში, სპინის 2-პროექციის ოპერატორის საკუთარი 
ფუნქციები არ არის. 4, და 718, ნებისმიერი მუდმივები ისე შევარჩიოთ, რომ 
არარელატივისტურ ზღვარში ან, როცა თავისუფალი ნაწილაკი #––ღერძის გასწვრივ 

მოძრაობს, აღნიშნული ფუნქციები §, ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებიც იყოს. 

ავიღოთ 4,1=1, 03|1=0 და პირიქით, მივიღებთ შემდეგ ფუნქციებს: 

1 4(C-I 60. | 
4, C)= წ- 9 "!,",!!",')"ჰ!:_ 

2I#I 2,/ი (2>ჩ)M.. ” 
1+/Cთ 

0 ; (8>90 (150,24) 
–(0C–-I6I/) 

შIო / 1 _“'.ML-- ბ 

-C 8 »-/თ (2#I)/? 
–- ,/თ 

თ ს -”(V+|5I/) 
ყით= ჯ–<–_–_. 

229 1 (2>ჩ) /! 
_ 

; L#<90 (150,25) 
»-/თ ჯCX+I610 

V%Vი0= 1)” “ი ს “ 
” 2IXVI 9 (2>ს)/ 

ს ) 
დიარაკის თეორიაში სპინი ცალკე არ იზომება, ამიტომ ეს ფუნქციები §, 

ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები არ იქნება. მაგრამ, როცა ნაწილაკი მოძრაობს 

ჟ-ღერძის გასწვრივ, ეს ფუნქციები სპინის 2-პროექციის ოპერატორის 

1.00 0 
· XსI0-100 ==. 50,26 
#=–=0C>0 01 0 ძ ) 

0 00-11 

საკუთარი ფუნქციებიც იქნება. ამ შემთხვევაში ;:„ = ქ)> >+?),=0 და (150,24) 

და (150,25) ამონახსნებში, სათანადოდ დაგვიჯდება "შემდეგი ბისპინორები: 
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_ 09 _ 1 0 
% თ», | ი“, ი /M( 2=“ |, |, 

0 –»,/თ 0 

0 
–-ჯ,/ X.=| (150,27) 

1 

რომლებიც მართლაც 8, ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებია 

, ს ჩ 

§, Xე = “2ი §,X:ე=– +X, მ,Xე=- XC, ა X.=– <X. (150,28). 

გარდა ამისა, არარელატივისტურ ზღვარში, როცა 8.0 გქექნება ბისპინორები; 
C 

1 0 0 0 
0 1 0 

X7.=|) ცე |, X.=| ც |, X-=| , |, 7Xა=| ე |„ (150,29 

ას 0 0 0, 1 

რომლებიც, როგორც მოსალოდნელი იყო, სპინის --პროექციის ოპერატორის სა- 

კუთარ ფუნქციებს წარმოადგენენ. 

ამგვარად, ჩვენს მიერ ნაპოვნი (150,24) და (150,25) თავისუფალი ნაწილა– 

კის დირაკის ფუნქციები სპინის ჟ-პროექციის საკუთარი ფუნქციები არ არიან; 

ისინი სპინის საკუთარი ფუნქციები გახდებიან ორ კერძო შემთხვევაში, ერთი. 

როცა მოძრაობა ხდება 2-ღერძის გასწვრიე და მეორე, არარელატივისტური მოძ– 

რაობის დროს. 

არარელატიყისტურ ზღვარში ენერგია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც 
#=X# +#:ი', სადაც # მოძრაობის ენერგიაა, ამიტომ თ=(8+ჯი0) სულ მცი- 

რე 270? ის ტოლი იქნება. შედეგად (150,15) სპინორებისათვის გვექნება: 

4 0 
0 თ=|) 38 (:= : 9 ი I” #4 )' (150,30) 

0 8 

მაშასადამე, არარელატივისტურ ზღვარში დადებითი ენერგიის დროს მნიშვნელო– 
ვანია ბისპინორის ორი ზედა კომპონენტი, უარყოფითი ენერგიის დროს კი პი– 
რიქით––ქვედა ორი. ამიტომ ზედა კომპონენტებს, დადებითი ენერგიის შემთხვე– 
ვაში, უწოდებენ დიდ კომპონენტებს, ქვედას კი––მცირეს. უარყოფითი ენერგიის 

დროს სურათი შებრუნებულია. ამასთან, დიდი კომპონენტების ფარდობა მცირეს– 

თან რიგით C/ჯ-ს ტოლია, რომელიც უდრის (/ყ-ს, ამგვარად, არარელატივისტურ 

ზღვარში დირაკის ბისპინორი ფაქტიურად პაულის ფუნქციას (სპინორს) ემთხვევა. 

უძრავი ნაწილაკისათვის ».=ჯე=,=0, როცა #>0, ქვედა ორი კომპონენტი 

ზუსტად ნულის ტოლია. ტალღური ფუნქციი ზედა ორი კომპონენტი კი 
კ IM -ის პროპორციული იქნება. 

თავისუფალი ნაწილაკის ალბათობისა და ალბათობის დენის სიმკვრივე. ვი- 

პოვოთ ალბათობის სიმკვრივისა და ალბათობის დენის სიმკვრივის ვექტორის 

გამოსახულებები თავისუფალი ნახევარსპინიანი ნაწილაკისათვის. 

§ქ. ი- ვაშაკიძე, ვ, მამასახლისოვი, გ. ქილაშეილი ნ29



ავიღოთ დადებითი ენერგიის შესაბამისი ნორმირებული ბრტყელი ტალღა 

+(V-16ი 
ს ()=/ -50 )'/ ბი 150,31) %ე (.) 6> თ (ჯ) რთი) , ( 

სადაც V (9) ბისპინორისათვის შეგვიძლია ავიღოთ გამოსახულება 

1 

ხც)=| მ? | თ»თ=-I9I+:C , (150,32) 
2./თ 6 

»7+/თ 

ალბათობის სიმკვრივე განისაზღვრება ი = 11%, ფორმულით. ასე რომ, 

თუ გავითვალისწინებთ (150,21) ფორმულას 4#,=1, და #,=0-სათვის მივიღებთ 

ი=%; V,=(2>1)-, (150,34) 
ე, ი. ალბათობის სიმკვრივე მუდმივი სიდიდეა. 

დენის ვექტორი ასე განიმარტება: 

ჰ= 60%; თე. (150,35) 

(150,31) ფუნქციის გათვალისწინებით მივიღებთ 

)>- 1. 9? „ჟ+·თ. (150,36) 
(2»ს). 2|#| 

შევიტანოთ (150,32) ბისპინორის მნიშვნელობა და გამოვიყენოთ მატრიცათა გამ- 

რავლების წესი. გვექნება 

1 

(ძ+თ=(107%#)« ჩი =2. (150,37) 

თ+/თ 

მაშასადამე, (150,36)-ში შეტანით მივიღებთ 

1 ი ჰპ>-- 68 (150,38) 
(2)? I#I 

ცხადია, რომ ეს გამოსახულება ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

2 
I1=9ჩ + +. (150,39) 

I#I 

რადგან რელატივისტური სიჩქარე 9= 0"ი/|# ს ამიტომ დენის ვექტორს კვლავ 
9V სახე ექნება. 

§ 151, ელექტრონის მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველში 

განვიხილოთ ელექტრონის მოძრაობა 7 =V 0) ცენტრალური სიმეტრიის 

ველში. ამ შემთხვევაში ჰამილტონიანს ექნება სახე 

#=6(თ0)+თ,+X7 ფე). (151,1) 
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ისევე, როგორც შრედინგერის განტოლებაში, აქა, ხელსაყრელია სფერულ კოორ- 

დინატებზე გადასვლა. მაგრამ იმის გამო, რომ დირაკის თეორიაში მოძრაობის 
ინტეგრალია არა I, არამედ სრული მომენტი |), ეს გადასვლა საკმარისად რთულ 

ამოცანას წარმოადგენს1. ამიტომ ხშირად მიმართავენ, მართალია, ერთობ ხელოვ- 

ნურ, მაგრამ სამაგიეროდ, შედარებით მარტივ გზას, ამ პარაგრაფში ცენტრალური 

სიმეტრიის ველისათვის ჰამილტონიანის ჩასაწერად რადიალურ კოორდინატებში, 

სწორედ, ამ გზას გამოვიყენებთ. როგორც (151,1) ფორმულიდან ჩანს, ამისათვის 

საკმარისია (თ ჯ) სკალარული ნამრავლის გ:მოხატვა რადიალურ კოორდინატებში. 
მოძრაობის რაოდენობის სრული მომენტი უდრის 

ჩ ' .· # 1 

)=1+5=1+--თ. (151,2) 

შემოვიღოთ ახალი სიდიღე L და მოვითხოვოთ, რომ იგი სრულ მომენტთან და– 
კავშირებული იყოს გამოსახულებით 

V ” # # ას'=/ +) +#+ –-M 015),3) 
და წარმოადგენდეს მოძრაობის ინტეგრალს. ამ მეზნით საკმარისია დავუშვათ, 

რომ 

Lხ=თ( (თ=I)+ჩ). (151,4) 
მართლაც, მაშინ გვექნება 

M20-= თ,I(CI) + თ, |(თI) +M) = (თC1)1+2% (თ, )+1. 
მეორე მხრიე, (138,29) ფორმულის თანახმად, 

(თ1)2= 1? +((9II X1I) (151,4) 
გარდა ამისა, ჩეენ ვიცით, რომ 

I X1)=V. 
თუ გავითვალისწინებთ იმასაც, რომ 0? = C1+0თ1+03 = 3, გვექნება 

ი ჩ # წა 1 ? ვუ? 

(0I)1= 12––Xს)ს(თ ს-( I+-- თ) --2ჩ (9I)–– – 

ამიტომ 
: 1. ე. ა 4. ჩ2 
ბპებ=| 1I+-– –==1+--. 151,5, IოI-( 1-9 ) +%-=#+5; 051,5 

(118,29) ფორმულის გამოყენებით ასევე მარტივად ვაჩვენებთ, რომ (9, XLM1=0. 

მართლაც, (151,4) და (151,1) ფორმულებიდან გამომდინარეობს: 

ნ , / 11 ” / 

– (9, Mჩ) = –- ((C(C6), თ.(01)1+(6(Cთ 6), თ,LII. 
L) 1 

თუ მარჯვენა მხარეში გავხსნით პუასონის ფრჩხილებს და გავითვალისწინებთ თ 

მატრიცების თვისებებს, გვექნება 
„-–-–--- 

1 იხ. ს. თი „Lგყმიგ M92M7090ჩ MC6XმIIMMM"; „წ2)Mმ8", (1976). დირაკის განტოლების 

სახე მრუღლწირულ კოორდინატებში, ზოგადად, მოცემულია წიგნში 80MM0888 M676MIIM8 
მ. I. ?M6IMC#ხ, «გს II, გვ. 492, § 37 (1935)- 

წვ!



# (წ, Lს)=4 (თ ნა”, (0ს –თ,(91) (0) + (თ 6)თ,– თახ(თ 0)| = 
ჯ 

=-––ით,0?|(თი)(თ I) +- (თ) (თ ი)-L26 (თ0))= 

= –- ითან, |(C0) (თ1)+(91)(თ0) +2ჩ (თ), (15L,5) 
(138,33) ფორმულის ძალით-- 

ჩ # გ # # / #/ წ ” 

(თი) (I )= §(0I0X I1)); («1X(«0) =1(თII X. 9)1); (151,5,) 

გარდა ამისა, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

(6XII +IIX 0)= 2:ხწ. (0151,6) 
ამიტომ 

.(თი)(თ )+(C0C ს (თ 0)=––2ჩ(თი). (151,6”) 

და, (151,5 )-ის ძალით, (M, Mნ)=0. აქედან გამომდინარეობს, რომ #ნ არის 

მოძრაობის ინტეგრალი. ამგვარად, (151,4) გამოსახულება აკმაყოფილებს ჩვენს 

მიერ წაყენებულ პირობებს. ვიპოვოთ ჯ?-ის საკუთარი მნიშვნელობები. რადგან 

)1=ჩნ2?1(0+1), ამიტომ, (151,5)-ის შედეგად–– 
8 

(ახბ-სბ 10+I)+ +) –M(,+ +) (151,7) 

აქედან, თუ გავიხსენებთ, რომ უკ ყოველთვის დადებითი და ნახევრის კენტი ჯერ» 

დია, დავასკვნით, რომ ჯ მთელი რიცხვია (ნულის გარდა), ე. ი. 

ხ=2+1, 4-2, +3, +... (151,7') 

(«ი) რომ გამოვხატოთ სფერულ კოორდინატებში, განვიხილოთ ოპერა- 

ტორი 

თ,=-L (თ) = (თ,»), ( ი = +). (151,8) 
” » 

(ეს ოპერატორი იქნება სიჩქარის რადიალური მდგენელის ოპერატორი): თანახმად 

(138,32) ფორმულისა, გვაქვს 

თ2=(თი)?=1, (151,9) 

გავიხსენოთ აგრეთვე იმპულსის რადაალური მდგენელის (34,12) გამოსახუ – 
ლება, რომელსაც შემდეგნაირად გადავწერთ: 

წე 1 . 

2,= –– ((–0) –-2ჩ), (151,10) 
»” 

ამის შემდეგ, (138,26) ფორმულის გ:მოყენებით ადვილად მივიღებთ 
# #/ რ 4 

(=ნXთ00)=C6.0++:CILX9))= (დი +%(01). 
თუ (151,444 ტოლობას მარცხნიდან გავ:მრაელებთ თკ-ზე, შეგვი“ლია განესაზღვ- 

როთ (თ 1), სახელდობრ, 

(151,11) 

(თ1) =თ, Lხ–--. (151,12) 

ამის გამო, წინა ფორმულა მიიღებს სახეს 

(თი) (თი = (ი ო+(7,Lჩ--ჯჩ. (151,13) 
ნვ?



შევიტანოთ (#0)-ის მნიშვნელობა (151,10)-დან, (C ()-ისა კი (151,8)-დან და გა- 
ვითვალისწინოთ, რომ Cთ7=1- მივიღებთ 

(თ«ნ)= თ, 2,+ > (151,14) 
#” 

ამგვარად, (თი) ნამრავლი გამოსახულია რადიალურ კოორდინატებში, ამის 

შემდეგ ჰამილტონიანი ცენტრალური სიმეტრიის ველში მიიღებს სახეს 

# 
მ-ი, + 1 1 ი, თაოლ“+X ნ). (151,15) 

·# 

როგორც ვხედავთ, ჰამილტონიანში მხოლოდ ორი მატრიცა მონაწილეობს თ, და 

თ,. როგორც (151,8)-დან გამომდინარეობს, თ?-=1. გარდა ამისა, 

თ,თკ+Cთ,თ,=(Cი) თ, + თ, (თოი)=(Cთ,ც-Lძთათ, ი)=0, (151,16) 

ამგვარად, თ, და თ, დირაკის პირობებს აკმაყოფილებს. ადვილად შევამოწმებთ, 

რომ 

(=,, M)=(თ, M)= I, MI=0. (15117) 
როგორც დავინახეთ (წ, #Lს)=0, ამიტომ ენერგია და LM, ერთდროულად 

ზუსტად იზომება, რის გამოც ჩვენ შეგვიძლია მდგომარეობა დავახასიათოთ ჯ და 

# სიდიდეებით. ავირჩიოთ ისეთი წარმოდგენა, სადაც ს და ჩნ მატრიცები დია– 

გონალურია, მაშინ თ, და თ, შეგვიძლია შემდეგი მეორე რანგის ერმიტული მატ- 

რიცების სახით დავწეროთ: 

--(, თ) %-(ა )' (151,18) 
.. 0 –-1 

ცხადია, რომ ჰამილტონიანში შემავალი თ,თ, ნამრავლისათვის გვექნება 

თ,თ.= ე )C )='C 1. (151,19) 
1 0/VL0ძ-1 10 

§ 159, წყქალბადისებური ატომის სპექტრის ნაზი სტრუქტურა 

როგორც ექსპერიმენტული მონაცემებიდან ჩანს, წყალბადისებური ატომების 

სპექტრი გაცილებით უფრო რთული აგებულებისაა, ვიდრე ამას იძლევა შრედინ- 
გერის თეორია. კერძოდ, ეს ატომები ამჟღავნებენ ეგრეთწოდებულ ნაზ სტრუქ- 

ტურას, რაც იმაში მდგომარეობს, რომ ენერგეტული დონეები დამოკიდებულია 
არა მხოლოდ მთავარ კვანტურ რიცხვზე, არამედ მომენტზედაც. ასე მაგალითად, 

აღმოჩნდა, რომ ჯ=2 მდგომარეობაში, წინააღმდეგ შრედინგერის თეორიისა, რო- 
მელიც გვეუბნება, რომ უნჯა გვქონდეს მხოლოდ და მხოლოდ X# დონე, გვაქვს 
ორი დონე: ჯ»კ, და Iს, , რაც გამოხატავს დონეების გახლეჩას. ეს მოვლენა ჯერ 

კიდევ ელემენტარულ კვანტურ მექანიკაში ახსნილი იყო ზომერფელდის მიერ 

ელექტრონის მოძრაობაში რელატივისტური ეფექტების გათვალისწინებით. რადგან 

დირაკის თეორიაც ითვალისწინებს იგივე ეფექტებს, ამიტომ მისი გამოყენებით 

წყალბადისებური ატომებისათვის უნდა მივიღოთ სპექტრის ნაზი სტრუქტურა, 

წყალბადისებური ატომის პოტენციალური ენერგია გამოისახება ფორმულით 

22 
  7თ=--“ , (152,1) 

ხავ



ამიტომ ცენტრალური სიმეტრიის ველში ჰამილტონიანს ექნება სახე 

XC? 

+ 
  

,# , 1ჩ- ” ი 
I =0თ”თ, ს, + –“– «,-2პ)Xს+ თათ" (152,2) 

» 

თუ IL; არის ენერგიის საკუთარი მნიშვნელობა, მაშინ დირაკის განტოლებისათვის 

მივიღებთ 2 · 
L #M-–Cთგ3M0” L 4-)-თ, ი, _ ს «ლვკე) V=0 (152,3) » ” 

ან, რადგან 
” 9 1 

=-»ი(--+ –) , 
# ს მ” »” 

ამიტომ 

C= MC + რი )აით, (–+ –)– 29. თ, ს I 10=0; (152,4) 
ჯ” ძმ; » » I 

ჩეენს მიერ შერჩეულ წარმოდგენაში თ, და თ, მატრიცები მეორე რანგისაა, რის 

გამოც 1 იქნება ორკომპონენტიანი ფუნქცია. ტალღური ფუნქციის კუთხური და 
სპინური ნაწილები მოიძებნება იმ პირობით, რომ 1 იყოს ჩხ ოპერატორის სა- 

ერთო საკუთარი ფუნქციაც. ჩვვნ- გვაინტერესებს მხოლოდ ენერგიის მნიშვნელო- 
ბები, ამიტომ საკმარისი იქნეა რადიალური ფუნქციების ყოფაქცევის შესწავლა. 

ვეძებოთ (152,4)-ის ამოხსნა შემდეგი სახით: 

#(ი) 

? |. 152,5) 
CC) ( 

» 

თუ გავითვალისწინებთ (151,18) და (151,19) ფორმულებს, (152,4) განტოლება 

ასე დაიწერება 

9 2 თოი 0 01 ძ 1 – +წ ) -C. –) + 
27VC? ( ირ (_, 0/Vსძ» + »” 

»” 

# 
ჩი » 46. =0. (152,6) 

+ -C 8). C 
” 

ეს უკანასკნელი კი ეკვივალენტურია შემდეგი ორი განტოლებისა; 
2 M 

( ჩ-–-0+ 2“) X+06:099+M% 6=-0, 
· ი» » 

2 

8+ 5 
ჯ 

ი ##+ 

(152,7) 

2 “/ 

» თ» » 
შემოვიღოთ აღნიშვნები 

2 = = 2. გეა“ 

2497, გა-ოშეთის, ი=I/ #,M.I=-. (152.8) 
6 6 

934



ამ აღნიშვნებში (152,7) სისტემა მიიღებს სახეს: 

(–» + 2) #+ #45” 6-0 
(152,9) 

(%+“ %)6- „ნანი, ი, 

სადაც 

ლ -2C' _2_ (152,10) 
#ი 137 

მუდმივია და, როცა 27=1, წარმოადგენს ზომერფელდის ნაზი სტრუქტურის უნი- 

ვერსალურ თე მუდმივს. 

(152,9) სისტემა შეიძლება შემდეგნაირადაც წარმოვიდგინოთ: 

(+++>)9- (> - „)7 ომ ძი (152,11) 

(C-)-6,)4+ ძი ი 

რომ დავიცეათ სასაზღვრო პირობები, რომლებიც მოითხოვენ, რომ ამ სისტემის 

ამოხსნები სწრაფად ისპობოდეს, როცა #«-+C, ამიტომ ამოხსნა უნდა ვეძებოთ 

შემდეგი სახით: 

# (ი)=6 " / (0) და C(0)=6 ჩყ(0) (152,12) 

# (0) და ყ(0) ფუნქციებისათვის, (152,11)-ში შეტანის შემდეგ, მივიღებთ განტო- 
ლებათა სისტემას 

97 –ით++აირთ- (I--)/Cთ-ი, 
ძი (152,13) 

+ -/თ++ /თ-(ჯ+“ ,# (0 =9 

ამ განტოლებაში ჩავსვათ 

#MC)=2,ი"” (9:#0) 
მ (152,14) 

და თ 

9(ა=ჰX, ხი" (ხე#0) 
V5=0 

და შევნიშნოთ, რომ ეს ფუნქციები „-ზე გაყოფის შემდეგ (იხ. ფორმულა (152,5)) 
კოორდინატთა სათავეში სასრულონი უნდა იყენენ, რის გამოც §2>1. ჩასმის შე- 

დეგად მივიღებთ 

> LCC+M ბ»-LIხ++Cთი») თხო ბ C 1#M 5. MM=0, 
V-9 V=0 (152,15) 

» წ(8-++LV) 6V–– :0ა–– თხ») გალა ნ » + ლ ») 0"+%=0, 

V-მ V5=0



ჩვენი მიზანია ი», ბჯ და § სიდიდეები ისე განვსაზღვროთ, რომ ეს განტოლებები 

დაკმაყოფილდეს ყველა ი/-სათვის, ცხადია, ამიტომ საჭიროა (8-ს ნებისმიერი ხა- 
რისხის წინ მდგომი კოეფიციენტი ნულის ტოლი იყოს, ორივე განტოლებაში 

ნულს გავუტოლოთ გ5+V +-ის კოეფიციენტი, მივიღებთ 

(C+V+1) სა4+თ ი-ს, ,– ლგ, ,-0, 
» (152,16) 

(§--V-––-X) მა–-თ ხარა .-– –4 ხხ, 1=0 »# 
როცა X=0, ის სისტემა მოგვცემს 

(§+X) ხი+რCთ” ძი=0, (152,17) 
(8 –#) ძი––თ ხე=0. 

ამ განტოლებათა ამოხსნის არსებობისათვის საჭიროა დეტერმინანტი ნულის ტოლი 

იყოს, ე. ი. 

§+ს თ“ I ლვ? ბ | თ =0, (152,18) 
–თ §--     

საიდანაც 

§=+M/ #.-- თ”, (152,19) 
რაც შეეხება ძა და ბა კოეფიციენტებს, კავშირს მათ შორის ადვილად დავამყა- 

რებთ (152,16) განტოლებების საშუალებით. ამისათვის ამ სისტემის პირველი 

განტოლება გავამრავლოთ X#,-ზე. მეორე Mე:-ზე და პირველს გამოვაკლოთ მეორე. 

ამასთან, გავითვალისწინოთ, რომ IX =|/ XV, ჯა. მივიღებთ საძიებელ კავშირს 

ი _ M(§+V+70)+Cთ # ალ შა _ 701071094: 
#Vეე(§+V-–-I)-–თ”V 

გამოვარკვიოთ ტალღური ფუნქციების ყოფაქცევა დიდი მანძილებისათვის, 
როცა #>1 მწკრივი უნდა იყოს კრებადი. ჯერ შემოვისახღვროთ ძალიან დიდი 
V'ს შემთხვევით. მაშინ (152,16) სისტემის მეორე განტოლება მოგვცემს 

  

(152,20) 

Vთა–- თ ხა თა კ ლ ხა ,=0, (V>>1); 

(152,20)-დან კი გვექნება 

ხ»== M# CV. 

წინა განტოლებაში ბ.-ს მნიშენელობის შეტანით მივიღებთ 

2 
ძა=–წძიწა-). 

V 

სრულიად ანალოგიურად, 

2 
თ=--სა-, VC>2> 1). 

დიდი V-სათვის # და ჟ მწკრივებს ექნებათ სახე 

1 
2 უ (20, (152,21) 
V”0



რომელიც წარმოადგენს #6Lი (20)-ს მწკრივად გაშლას, ამგვარად, დიდი მანძილეგ- 
ბისათვის ორივე ტალღურ ფუნქციას, როცა V59>1, ექნება სახე 

გ? იი >C. (152,22) 
0–თ 

როგორც ეხედავთ, თუ (152,14) მწკრივები არ ჩამოიჭრა ზემოდან, მაშინ 

ტალღური ფუნქციები უსასრულობაში განშლადი იქნებიან, რაც ეწინააღმდეგება 
ჩვენს ძირითად მოთხოვნას. ამიტომ საჭიროა ამ მწკრივების პოლინომებად გადაქ- 
ცევა. დავუშვათ, რომ რაღაც V=ჯ” მნიშვენელობისათვის იი,,==ხე.=0, მაშინ, 

(152,20)-ის ძალით, ცხაღია, რომ ყველა შემდეგი კოეფიციენტიც ნულის ტოლი 
იქნება. ამ პირობით (152,16) სისტემის ორივე განტოლება მოგვცემს 

= =2. ი; (7 =0, 1, 2,...). (152,23) 
1 

მეორე მხრივ, (152,20) ტოლობა დავწვროთ V = თ'-სათვის და გამოვიყენოთ (1 52,23); 
მივიღებთ 

ი, _ _ M0+ი+#+Cთ X» . (152,24) 

ხი, Xთ -Mვ 6+V–ე) 

ამ უკანასკნელი ტოლობებიდან კი ვპოულობთ 

(M,--#,) თ =2X (§+#”)- (152.25) 

ან რადგან, თანახმად (152,8) ფორმულებისა, ბ #=:-%, ამიტომ 
6 

#6C+ე= ++. (152,26) 
ჩ 

ავიყვანოთ ეს ტოლობა კვადრატში და შევიტანოთ #”=I,M,-ის მნიშვნელობა 

(152,8) ფორმულებიდან. გვექნება 

== რაბე?-- 2) (§-+ეზ= წ% , (152,27) 
დანაც 

=თC6”(§-+7»#") 0? 
+ = –-->====-:. == -–-–=====–=––--. 152,28 

# V თ” + C++»)? ./,) + “2 ( ) 
V (§-++#/2? 

ამგვარად, ენერგიისათვის საბოლოოდ გვექნება 

“ი ა. 
8=ი' | 1 + =-2>) # (152,29) 

ეს არის სწორედ ნაბი სტრუქტურის ცნობილი ფორმულა, რომელიც ჯერ კიდევ 

კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბებამდე ნაპოვნი იყო ზომერფელდის მიერ. ხელ- 

საყრელია ამ ფორმულის სხვა სახითაც ჩაწერა. ამისათვის გამოვიყენოთ, რომ თ” 

მცირე პარამეტრია და მოვახდინოთ ფესვის მწკრივად გაშლა ამ თი პარამეტრის 
ხარისხების მიხედვით. დროებით (§+ჯ) აღვნიშნოთ ჯ"-ით. გვექნება 

  

გუი? · გ ა? 
>– (152,3თ 

= თლ აპ 2 + 
2ჯ' 8) 

ნხვ7



2101 
  

8 
რადგან თ-2%- და, მაშასადამე, #0”თ'1= | სადაც ძე ბორის პირველი ორბი- 

6 ძი 
ტის რადიუსია, ამიტომ ენერგიისათვის შეიძლება დავწეროთ 

2% __ 2% 9% 
    1=%)6C– მით თოფირე +... (152,31) 

მეორე მხრივ, (152,19) ფორმულის თანახმად, 

ჯ"' = ფ -L§)?= თ -L 2 I/ + Cთ:2-L „“ (152,32) 

ან, თუ 'შემოვიღებთ სრულ კვანტურ რიცხვს 
#=7 “LI | (152,133) 

7? 

და გამოვიყენებთ, რომ( +) <1, გვექნება 
_სეუღა “ე.ე I» 

ჯი? = 7 -L2(M-–| XIX IM” ს-- თ :? –IMს-=># 1–- ეფექ (152,34) 
2? | 

საიდანაც 

1 1 თ C1– XL |) ქ=-1I)1 1 9 თC-#) |. 159,34! 
უფ" -) + #" | X | | ( ) 

ასეთივე სიზუსტით 
8 

I. <| 1+ 4 თ-ხს), (152,35) 
ა #” | X | 

შევიტანოთ ეს გამოსახულებები (152,31) ფორმულაში და შევინარჩუნოთ თ”-ის 

კვადრატული წევრები; მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ 
9.4, >» 9 2“ იყ __ _2“0 I / რთ L- -I. (152,36) 

2252 _ 2,,პნ? 4)Iსხ. თუ» MX · 

რადგან |/|= 1-L1/,, ეს უკანასკც ელი ფორმულა ასე შეგვიძლია გადავწეროთ: 

210 2თM!! ” პ) ით =310--- «“)!1 “ი - –_-–!. 152,37 Mგ1,=%06 2ემე2 | + ( ს ) |» 2) ( ) 

ამ ფორმულაში პირველი წევრი ელექტრონის უძრაობის ენერგიაა; იგი მუდმივი 
სიდიდეა და ამიტომ ენერგეტული დონეების გამოთვლისას შეგვიძლია მხედველო- 
ბაში არ მივიღოთ. მეორე წევრი შეესაბამება წყალბადისებური ატომების იმ ენერ- 
გიას, რომელიც მივიღეთ შრედინგერის არარელატივისტურ თეორიაში. მესამე 
წევრი წარმოადგენს ენერგიის შესწორებას და იგი დამოკიდებულია როგორც 

მთავარ # კვანტურ რიცხვზე, ისე სრული მომენტის კ კვანტურ რიცხვზედაც. 
რადგან თე მცირეა, ამიტომ ეს შესწორება მცირე სიდიდეს წარმოადგენს. 

როგორც ვხედავთ, შრედინგერის თეორიისაგან განსხვავებით, ენერგია გარდა 

»# კვანტური რიცხვისა, ფუნქციაა ჟკ-სიც. ამით მივიღეთ დონეთა მულტიპლეტური, 

ანდა სპექტრის ნაზი სტრუქტურა. მთავარი კვანტური რიცხვის როლს ასრულებს 

სიდიდე 

XM=7»C– 

    

, – 1 # +1+), როცა 1=1+/; (152,38) 
ჩ!“+ხ როცა 1=1–-M, 

შევნიშნოთ, რომ დონეები დამოკიღებულია კ-ზე და არა 1-ზე; ასე რომ, წყალბა- 
დისებური ატომებისათვის, მაგალითად, ჯუ ი/ვ თ შა, დონე ერთმანეთს - ემთხვევა, 

––_– 

038



განვიხილოთ #=2 შემთხვევა; შრედინგერის თეორიაში გვექნებოდა ერთი ჯე ენერ– 

გეტული დონე. რაღგან 1=0 და 1=1, ამიტომ X, დონე, დირაკის თეორიის თა- 

ნახმად, უნდა გაიხლიჩოს შემდეგ დონეებად: 

1=0 1=IV,, §.,V (152,39) 

1=1 | 7 221/ე, 
| ქ=3/,, წა/, 

როგორც აღვნიშნეთ, ამ სამი დონიდან ჯ»,, ღა 8, ერთმანეთს ემთხვევა, ასე რომ, 

გვექნება ორი დონე, ამ დონეთა ენერგიები მარტივად შეიძლება გამოვთვალოთ 

(152,37) ფორმულის დახმარებით. ' 

ამგვარად, წყალბადის ატომის ნაზი სტრუქტურის ფორმულის დამახასიათე- 

ბელი თავისებურება იმაში მდგომარეობს, რომ ყოველი დონე გარდა ნორმალუ- 

რისა, ორჯერადად გადაგვარებულია. 

წყალბადისებური ატომების ნახი სტრუქტურის გამოთვლილი სიდიდეები 

საუკეთესოდ ემთხეევა ექსპერიმენტის მონაცემებს. გადაგვარებული დონეები ერთი 

და იგივე ე-თი და სხვადასხვა I-ით ასევე კარგად ეთანხმება ექსპერიმენტულ მო– 

ნაცემებს. გამონაკლისს წარმოადგენს ერთი შემთხვევა, სახელდობრ, > დათ, დო–- 

ნეების შემთხეევა. როგორც აღვნიშნეთ, ეს დონეები ერთმანეთს უნდა ემთხვეოდეს, 
რადგან მათთვის ჯ ერთი და იგივეა. მაგრამ ლემბის მიერ ნაჩვენები იქნა, რომ 

ადგილი აქვს ამ დონეების წანაცვლებას). 29,,, თერმი უფრო მაღლა ძევს, ვიდრე 

2», / ამ მოვლენის ახსნა მოითხოვს ვაკუუმური ფლუქტუაციების გათვალისწი- 

ნებას, თეორიული გამოთვლებით მიღებულ იქნა, რომ „ლემბის წანაცვლება4 

კარგად აიხსნება ვაკუუმის პოლარიზაციის გათვალისწინებით. საქმე იმაშია, რომ 

ვაკუუმის პოლარიზაციის გამო ადგილი აქვს წყალბადისებური ატომის კულონური 

ველის დამახინჯებას, რაც იწვევს წვალბადღისებური ატომის ძირითადი ენერგე- 
ტული დონის წანაცვლებას. გამოთვლები ექსპერიმენტულ მონაცემებს ბრწყინვა– 

ლედ ემთხვევა. ეს უკანასკნელი ამტკიცებს, რომ ვაკუუმურ ფლუქტუაციებს, 
მართლაც, რეალურად ადგილი აქვს ბუნებაში. აღნიშნული საკითხები გამოდიან 
ჩვენი კურსის ფარგლებიდან და ამიტომ მათ მკაცრ თეორიას არ შევეხებით. 

V 
§ 1ჯე. ბორნის რელაბიპისტური მიახლოება 

ჯ 

ნაწილაკთა გაფანტვის ამოცანა რელატივისტურ მექანიკაში ზუსტად ისევე 

ისმის და გადაიჭრება როგორც არარელატივისტურ კვანტურ მექანიკაში. ჩვენ 
არ განვიხილავთ გაფანტვის ზოგად რელატივისტურ თეორიას და დავკმაყოფილ– 

დებით ბორნის რელატივისტური ფორმულის გამოყვანით. როგორც ვიცით ბორნის 
მიახლოებაში პოტენციალური ენერგია განიხილება როგორც შეშფოთება და რო- 
გორც დაცემული ისე გაფანტული ტალღებისათვის შეიძლება ვისარგებლოთ 

2რტყელი ტალღის მიახლოებით. ბორნის მიახლოებაში დრეკადი გაფანტვის დიფე– 

რეხციალური განივკვეთისათვის გვაქვს ფორმულა 

თ (0) იი + 4 ) 

1 V. Lათს, IL. 0660 6"0Lი, ჯა, 0., 79, 94L, (1947) 

09, (153,1) 

  

I I (თ V «I 
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სადაც # ელექტრონის მოძრაობის მასაა, X (L)-ურთიერთქმედების ენერგია, %V და 
ს, თავისუფალი ნახევარსპინიანი ნაწილაკის ტალღური ფუნქციები საწყის და 
საბოლოო მდგომარეობაში, L და I” ტალღური ვექტორებით. ამ ფუნქციების 
ნორმირება შერჩეულია პირობით 

წი (0 V- C)0C=8 («--L, (153,2) 

ე. 0. ა 

V თ-წიი- 25; , 
(151,3) 

  საო=V+ყოე 5-2 
“ (2). 

წთ (L) ბისპინორია, რომელიც ერთი სვეტით არის განსაზღვრული, 0 (LM) კი ერთ- 
სტრიქონიანი ბისპინორია. მათი ცხადი სახე განსაზღვრულია (150,15) ფორმულე- 
ბით. (153,3) ტალღური ფუნქციების შეტანით (153,1) განივკვეთის ფორმულაში 

მივიღებთ 
2 

ძ90, (153,4) I 69% I (ეძ =>" _ 
=(0)ძ9=--. + (V..Vა 

  

  

სადაც ' 
9ძ=L - (153,5) 

დაჯახების ვექტორია. რადგან დაჯახება დრეკადია, ამიტომ L=M” და #«=2ჯ51ი > 

ქვემოთ ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია 

სპინურ ოპერატორებზე დამოკიდებული არ არის. 

იმასთან დაკავშირებით, რომ ელექტრონს აქვს სპინი, რომელიც ხასიათღება 

ორი პროექციით »:,:=+1/2 და ექსპერიმენტზე დაცემული ნაწილაკის სპინის 

მნიშვნელობა დაფიქსირებული არაა, ამიტომ საჭიროა (153,4) განივკვეთი გავა– 

საშუალოთ ელექტრონის საწყისი სპინის მიმართულებებით, ე. ი. ტვიღოთ 

1 “LV 
ICVV, სა I". : (153,6) 

=-–-1/: 

როცა საბოლოო მდგომარეობაში ელექტრონის სპინის პროექციების განსაზღვრული 
მნიშვნელობები არ გვაინტერესებს, მაშინ ცხადია, საჭიროა განივკვეთის აჯამვა 
სპინის პროექციებით საბოლოო მდგომარეობაში. ამგვარად, სპინების მეხედვით 

გასაშუალოებული განიეკვეთისათვის საბოლოოდ მივიღებთ 

ც? L +)/ –+"/3 

2§-+1., 

=0)ძ9=– > 2.2 I(IV6- VII 
2 7 <, 1 MI:==--1/9 I.ელ-–-/3 (153,7) 

ა 

I ი V (ოაიL | | ძი. 

  

აქ იგულისხმება, რომ V+ და წV ბისპინორებისათვის აიღება ენერგიის დადებითი 

მნიშვნელობა. თუ (153,7)-ს შევადარებთ არარელატივისტურ ბორნის ფორმულას, 

40 /



მაშინ დავინახავთ, რომ რელატივისტური გაფანტვის ფორმულა შეიცავს დამატე– 

ბით მამრავლს, რომელიც უდრის 

1 1 
1 = ->2, 2, (VII =-> (I VL.I LM) +I(VLI თM)"+ 

ი; 

+I(VI.I VII )I+ILV 0M) 3 (153,8) 

სიმეტრიის თვალსაზრისით ცხადია, რომ პირველი და ბოლო წევრი, ასევე შუა 
ორი წევრი, ერთმანეთის ტოლია. ასე რომ, 

IX =I(V>-IVII)I+ | (LVICM) I 2. (153,9) 

ამასთან, აღსანიშნავია, რომ სპინის მიმართულების საკითხი ისე უნდა გავიგოთ, 

როგორც ეს აღნიშნული გვქონდა § 150-ში. ზოგადობის დაურღვევლად ვიგუ- 
ლისხმოთ, რომ საწყის მომენტში ნაწილაკი ჟ-ღერძის გასწვრივ მოძრაობს, 

სპინორებს, რომლებიც (153,9) გამოსახულებაში მონაწილეობენ, აქვთ შემ- 

დეგი სახე: 

  

1 0 

–/ ძი )” 0 =( თი” VI/: 1 15310 

'M L2I XI 2./6 , წ 21#I 27-/0 |” (153,10) 

ჩ?+/თ –9,/6 

სადაც 6=I5 L,იი, ხოლო #0. = )-+1,; ამასთან, 9I= ჩM ნაწილაკის იმპულსია. 
6 

ეს სპინორები შევიტანოთ (153,9) გამოსახულებაში. გვექნება 

3 :.. 

#-(:- (00%) ე + 

  

2ILI ი თ 2?:/C 
0 

0 2 

+ (სი # #-) · (153,11) 
ი თ, 9 

–ი./ძ 

სპინორთა გადაზრავლების შემდეგ მივიღებთ; 

.”2 (21=- =“” 

წელლი XL | 1+4%2) +%| 28 ;). (153,12) 
(12 ) ც? ცკ 7 II" ' 

გავითვალისწინოთ, რომ დრეკადი გაფანტვის დროს ი” =ჩ?. თუ ასევე მხედვე- 
ლობაში მივიღებთ, რომ ჯ;= 008 0, ხოლო ჯ,=ჟ), მაშინ 

' 
#=(-%-) ( 1 + 1) (1--00§ 0) , (153,13) 

21I%I ი? ი“ 

  

საიდანაც I , 

4» 4 
#=1-– 8§)ე ––, 153,14) 

(ი +» 2 ' 
მეორე მხრივ, ი? ,პ=2ჯე, ამიტომ საბოლოოდ გვექნება 

1 · _ ზ . ე 9_ 
>2XXXIIM- VI) I1I=1– თ 5107 ––) (153,15) 

MM ”. 

ნ“!



ხოლო გაფანტვი დიფერენციალური განივკვეთისათვის (153,7) ფორმულა მო- 

გვცემს 
8 3 6 ? 

თ() ძ0=:+- – + ყე? ძო (153,16)       (9-7) ძ; 

  

ჩვენ ვხედავთ, რომ ბორნის რელატივისტური ფორმულა არარელატივისტური 

ფორმულისაგან განსხვავდება 0 –- უ?/ე? ც1ე? +) მამრავლით. ამასთან, რა თქმა 

უნდა (153,160) ფორმულაში მასა განისაზღვრება რელატივისტური დამოკიდებუ- 

ლებით |IL= 7 (1-- 0?/ც?)“-'/ა, 
რეზერფორდის ფორმულა. ამის შემდეგ პირდაპირ შეიძლება დაიწეროს გაფან- 

ტვის დიფერენციალური განივკვეთის ფორმულა დამუხტული ნახევარსპინიანი ნაწი- 

ლაკების გაფანტვისა -= 
“ 

ნახმად ექნება სახე (2,=1, 2გ= 7) 

  კულონური ველით. ამ ფორმულას (129,7)-ის თა- 

სც 
_– 5 810? 

თ(0)ძ9 -(5+ 22 ია 202 2 ილა “კეი (153,17) 
აწია ->- 

ეს ფორმულა ძალიან მცირე კუთხეებისათვის მოგვცემს 

2 2 0 

=რძ0-( 2) _ 992... (153,18) 
„წ 8104 

  

თუ შემოვიღებთ რელატივისტურ იმპულსს 

»!LV 
==–===–, 153,19 ი => (8=#/C) (153,19) 

მაშინ (153,18) ფორმულა ასე გადაიწერება: 

2 +? 6 
თ()ძ0C=( -29 -2-) _20C (153,20) 

2»ს / ვებ. 

ასეთი ჩაწერიდან ჩანს, რომ მცირე კუთხეებზე #»”-ის ნაცვლად »ხ სიდი- 

დღის შემოტანით რელატივისტური შესწორება რეზერფორდის ფორმულას სახეს 

არ უცვლის. ც”) სიდიდეს ენერგიის განხომილება აქვს. იგი მცირე სიჩქარეების 
დროს გაორკეცებული კინეტიკური ენერგიის” ტოლია, დიღი სიჩქარეებისათვის 

კი––კინეტიკურ ენერგიას ემთხვევა.



საგანთა საძიებელი 

ადიაბატური მიახლოვება 427 

აინშტაინის 

–- ფორმულები სინათლის კვანტისათვის 8 

– ფოტოეფექტისათვის 316. 

–- ენერგიის ფორმულა 466 
აინშტაინისა და დე ჰააზის ცდა 327 

აპიჰილაცია 521, 522 

ატომის 

–. სიცოცხლის ხანგრძლივობა 309, 310 

ატომი წყალბადისებური 214 

ბალმერის სერია 222 

ბესელის უტოლობა 51 

–- განხოგადღებული განტოლება 180, 212 

229 
–– ფუნქცია 180 
– სფერული ფუნქცია 180, 182, 213, 229, 

356, 443, 456 
ბისპინორი 472, 486, 490, 504, 526, 527, 

528, 529, 540 2 

ბორის : 
–- მაგნიტონი 224, 327, 300, 336, 352, 420, 

511 

–- შესაბამისობის პრინციპი 203 

–- დამატებითობის პრინციპი 130 

– პირველი ორბიტის რადიუსი 210, 255, 

275, 299, 317, 399, 421, 538 

–- სიხშირე, 222, 260, 350. 

ბოლცემანის მუდზიეი 352 

ბოზეს ნაწილაკები 370, 371, 172, 376, 378, 
ბორნის მიახლოება 460, 461, 462, 463, 464 

539 

–- პარამეტრი 46ქე, 464 

ბრა-ეექტორი –- 38, 55, 56, 57, 58, 70, 454, 
ბრილუენის ფუნქცია 353, 420 

ბრტყელი ტალღა 14, 17, 21, 525 

ბაფანტვის 

– ამპლიტუდა 441, 442, 458, 459, 460 

– დიფერენციალური ეფექტური განივ- 
კვ: ი 438, 441, 461, 539, 542 

.– ინტეგრალური განივკეეთი 219, 441, 445, 

447, 464 

– მატრიცა 457, 458 

ჯადაგვარება 41, 104, 178, 202, 209, 240, 
250, 338 

–- გაცელითი 387 

გაუსის განაწილება 200 

გასაზომ სიდიდეთა სრული კრებული 129, 

130, 174, 175, 221 
გარდატეხის მაჩვენებელი 320 

გეომეტრიული ოპტიკის მიახლოეება 13, 

14, 17 
გეირაბის ეფექტი 191, 289 

გირომაგნიტური ფარდობა 224 

– – სპინური 327 

– –- ორბიტალერი 327 

გრინის ფუნქტია 36, 448, 449, 450, 451, 452, 

451, 454, 455, 457. 

დალამბერის განტოლება 12, 112 

დღე ბროილის ტალღის სიგრძე მ, 16, 25 

დენის ვექტორი 27, 32, 177, 441, 467, 476, 

477, 478, 480, 482, 486, 529, 530 

დეიტრონი 234 

დიამაგნეტიზმი 351, 354, 355, 421 

დიპოლმომენტი 2%, 297, 306, 307, 320, 
32!, 322, 324 

დიპოლური გადასელა 306, 307 

დიპოლური გამოსხივება 345 

დირაკის 

– დელტა ფუნქტია 43, 44, 263, 266, 271 

–- მატრიცები 468, 471, 495, 496, 497, 498, 
499 

– განტოლება 472, 471, 475, 481, 490, 503, 

508, 525 

– პირობები 469, 470, 474, 478, 491 

== შეშფოთების თეორია 241 

– წარმოდგენა 471, 492, 524 

დისპერსია 320, 323 

–- უარყოფითი 323 

ქეიკონალის განტოლება 14, 15, 17 

ერენფესტის განტოლებები 127, 130, 516, 
517, 519, 

ვან დერ ვაალსის ძალები 433 

ეალენტობა 417, 418 

ქარიაციული მეთოდი 272 

– შრედინგერის 272 

–- რიტცის 272, 276 

ვირიალის თეორემა 138, 399 

ნ43



ზეემანის ეფეჰტი 251, 344, 420 

– მარტივი (ნორმალური) 345, 350, 420 

–- რთული (ანომალური) 338, 345, 350 

ზომერფელდის 

–. ნაზი სტრუქტერის მუდმივი 303, 328, 

337, 422. 535 

თავისეფალი ნაწილაკი 21 

<<. განსაზღვრული იმპულსით 174, 175 

<- –– განნაზღერული მომენტით 175. 178 

თომას ფერმის მოდელი 384, 396, 298, 599, 

400, 415 

თერმი 404, 406, 407, 408, 409, 410 

თვ“თშეთანხმებული ველის მეთოდი 367, 

268, 378, 393, 395 

იგივერი ნაწილაკები 357, 366, 447 

პეტ-ვექტორი –– 38, 55, 56, 57, 58, 70, 73, 

„7 454 

კვანტური 
=> ეექტორები 105, 155, 157, 225 
–- მდგომარეობათა რიცხვი 188, 189, 190 

კვანტური რიცხვი 

–-. მთავარი 217, 220, 239, 326 

– აზიმუტალური 102, 161, 210, 220, 326 

–- რადიალერი 217, 326 

–- მაგნიტური 101, 104, 105, 160, 161, 220, 
333 

– როტაციული 423, 434, 435, 436 

–- ვიბრაციული 423 

–- სპინური 328 

კვადრეპოლერი მომენტი –– 296, 297, 299, 

309, 365 

კვადრუპოლერი მომენტის ტენზორი –– 296, 

297, 299, 309 

კვაზიკლასიკერი (VIMX8) მიახლოვება 280, 

284 

კვანტური მექანიკის ძირითადი ჰიპოთიზა 

90, 92, 95, 108, 137, 224, 357, 358 

კიურის „ანონი 354 

კლაინ-გორდონის განტოლება 466, 467, 468, 
474 

კლუბშ-ქორდანი კოეფიციენტი 155, 165, 

166, 169, 169, 379 

კომპტონის 

– ეფექტი 271, 272 

– ტალღის L-გრძე 126, 422, 466 

კრონეკ:ერ-ვეიერშტრასის სიმბოლო 43, 44, 
48, 67 

ლაგერის პოლინომი 219 

–- განზოგადებული პოლინომი 219 

ლაგრანჟის ფუნქცია 10 

– განტოლება 10 

ლაგრანე-მოპერტუის პრინციპი 11, 15 

ლანდღეს მამრავლი 347. 346, 420 

544 

ლანჟევენის ფუნქცია 353, 354 

ლარმორის სიხშირე 342, 345, 420 

ლეჟანდრის ოპერატორი 100, 208, 236 

–- პოლინომი 102, 182, 445 

–- მაკავშირებელი პოლინოში 102 
ლორენცის გარდაქმნები 466, 482, 485, 486. 

ლორენეც-ინეარიანტობა 480, 482 
ლუწობა 152, 153, 154, 364, 365 
ლუწობის შენახვა 152, 151, 154 

მაგნიტური მომენტი 

– – წყალბადისებური ატომის 223 

– – ელექტრონის (ორბიტალური) 341, 511 

–- ელექტრონის (სპინური) 341 

– –- პროტონის 511 ს 

– -- ნეიტრონის 511 

მაგნიტური დიპოლური მომენტი 296, 255, 

300, 306, 308 

მაიორანას წარმოდგენა 492, 520, 524. 

მატრიცა 65, 66 

– დიაგონალური 66, 67 

–- ერთეულოვანი 67 

–- ერმიტულად შეუღლებული 67, 68 
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